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SOMMAIRE

Nous considérons des processus de diffusion, définis par des équations
différentielles stochastiques, et puis nous nous intéressons a des probléemes
de premier passage pour les chaines de Markov en temps discret correspon-
dant a ces processus de diffusion. Comme il est connu dans la littérature, ces
chaines convergent en loi vers la solution des équations différentielles stochas-
tiques considérées. Notre contribution consiste a trouver des formules expli-
cites pour la probabilité de premier passage et la durée de la partie pour ces
chaines de Markov a temps discret. Nous montrons aussi que les résultats ob-
tenus convergent selon la métrique euclidienne (i.e topologie euclidienne) vers
les quantités correspondantes pour les processus de diffusion.

En dernier lieu, nous étudions un probléme de commande optimale pour des
chaines de Markov en temps discret. L'objectif est de trouver la valeur qui mi-
nimise 1’espérance mathématique d"une certaine fonction de cofit. Contraire-
ment au cas continu, il n’existe pas de formule explicite pour cette valeur op-
timale dans le cas discret. Ainsi, nous avons étudié dans cette thése quelques
cas particuliers pour lesquels nous avons trouvé cette valeur optimale.

Mots clés : Chaines de Markov en temps discret, mathématiques financieres,
processus de diffusion, problemes d’absorption, équations aux différences, pro-

cessus de Wiener, fonctions spéciales, controle optimal, principe d’optimalité.
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SUMMARY

We consider diffusion processes, defined by stochastic differential equa-
tions, and then we focus on first passage problems for Markov chains in dis-
crete time that correspond to these diffusion processes. As it is known in the
literature, these Markov chains converge in distribution to the solution of the
stochastic differential equations considered. Our contribution is to obtain ex-
plicit formulas for the first passage probability and the duration of the game
for the discrete-time Markov chains. We also show that the results obtained
converge in the Euclidean metric to the corresponding quantities for the diffu-
sion processes.

Finally we study an optimal control problem for Markov chains in discrete
time. The objective is to find the value which minimizes the expected value of
a certain cost function. Unlike the continuous case, an explicit formula for this
optimal value does not exist in the discrete case. Thus we study in this thesis
some particular cases for which we found this optimal value.

Key Words : Discrete-time Markov chains, financial mathematics, diffusion
processes, absorption problems, difference equations, Wiener process, special

functions, optimal control, principle of optimality.
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INTRODUCTION

La théorie des processus stochastiques étudie des systemes qui se déve-
loppent dans le temps ou l'espace, conformément aux lois probabilistes. Elle a
beaucoup d’applications dans de nombreuses branches de la science et la tech-
nologie, notamment en physique, en informatique et en finance ; 1a liste est loin
d’étre exhaustive.

Un processus stochastique en temps discret est habituellement représenté par
une équation aux différences stochastiques définissant une marche aléatoire
simple. L’analogue en temps continu est une équation différentielle stochas-
tique.

Le travail présenté dans cette these porte sur des problemes de premier pas-
sage pour des chaines de Markov a temps discret. Les problemes de premier
passage pour les chaines de Markov ont de nombreuses applications : par
exemple, dans des réseaux neuronaux, une quantité importante est le temps
entre les pics, qui est le temps entre les pointes d'un neurone qui fait feu, ce
qui signifie que le neurone envoie un signal aux autres neurones. Les chaines
de Markov en temps discret ont été utilisées comme modeles dans ce contexte,
et le temps entre les pics est le nombre d’étapes que prend la chaine pour at-
teindre le seuil a partir duquel se produit le tir.

En mathématiques financieres, les processus stochastiques sont utilisés pour
modéliser le prix des actions. Il n’est pas tres difficile d’avoir 1’expression de la
probabilité et de la durée du temps de premier passage connaissant 1’équation
différentielle stochastique qui décrit le processus. Cependant, dans la pratique,
le prix des actions ou des matiéres premieres ne varie pas completement conti-

nuellement dans le temps. Ainsi, pour avoir les expressions de la probabilité et
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de la durée du temps de premier passage, nous construisons la chaine de Mar-
kov, qui est la version discréte du processus de diffusion, a partir de I'équation
différentielle, et cette chaine converge faiblement vers la solution de I’équation
différentielle considérée. Nous calculons explicitement les probabilités de pre-
mier passage et la durée, ce qui nous donne une expression plus fiable des pro-
babililtés et de la durée, d"une part, et, d’autre part, comme la chaine converge
simplement I’erreur commise est mieux maitrisée.

Cette these est structurée en trois chapitres comme suit :

(1) Le premier chapitre porte sur des rappels de certains théoremes qui sont

utiles pour la suite de la thése.

(2) Dans le deuxieme chapitre, nous considérons le mouvement brownien
géométrique {X(t),t > 0} défini par I'équation différentielle stochas-

tique suivante :
dX(t) = uX(t)dt + oX(t)dB(t), (0.0.1)

oupn € R, 0> 0et{B(t),t > 0} est le mouvement brownien standard.

En posant X(0) =x € (1,N), ou N € N soit
T(x) =inf{t > 0: X(t) =1 ou N | X(0) = x}. (0.0.2)

Comme il est bien connu dans la littérature (voir le chapitre 1), la pro-
babilité p(x) := P[X[t(x)] = N] et la durée moyenne m(x) := E[t(x)] Vé-
rifient certaines équations différentielles dont la résolution est directe.

Avec la variance infinitésimale et la dérive de ’équation 0.0.1, nous con-

struisons une chaine de Markov en temps discret avec espace des états :
1,14+ Ax, ..., T+ kAx}

qui converge faiblement vers la solution de I’équation différentielle 0.0.1.
Notre contribution consiste a prendre la chaine de Markov ainsi construite,
calculer explicitement les probabilités p; que la chaine, commengant en
1 + jAx, va frapper N avant 1; de méme nous calculons le nombre

moyen de transitions nécessaires, d; , oun = 1+jAx, j€{0,1,2,... N},
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quand Ax = 1 dans un premier temps. Et puis nous montrons que
lorsque Ax # 0, alors limay o pn = P[X[T(X)] = N]; de méme, limay o dn =
El[t(x)].

(3) Dans le troisieme chapitre, nous effectuons le méme travail que dans le
chapitre 2 en considérant le processus de diffusion Cox-Ingersoll-Ross
(CIR).

(4) En dernier lieu, nous étudions un probléme de commande optimale
pour des chaines de Markov en temps discret. Plus précisément, nous

considérons la chaine définie par :
Xnt1=Xqp+up+€, pourmn=01,...,

ol u, est la commande, etles e,, n = 0, 1,..., sont des variables aléa-
toires indépendantes.

L’objectif est de trouver la valeur u;, de w, qui minimise l'espérance
mathématique dune certaine fonction de cofit. Contrairement au cas
continy, il n’existe pas de formule explicite pour u’. Ainsi, nous avons
étudié dans cette thése quelques cas particuliers pour lesquels nous

avons obtenu la valeur de u;.






Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

[?]
Soit (Q), F,P) un espace probabilisé (E, £) un espace mesurable, et un intervalle
T =1[0,TIde R (ou7 = [0,00)) qu'on munit de sa tribu Boréliennne B Un
processus stochastique peut étre défini comme étant une famille paramétrisée
{Xi,t € T}de variables X; : Q — E

telle que I'application :

(TxQ,BroF) — E
(t,w) — Xi(w)
soit mesurable. By étant la tribu des boréliens de T
X(t; w) peut étre vue de deux manieres possibles :
X(t,w) = X¢(w) : pour t fixé est alors une variable aléatoire.

X(t, w) = X (t) : pour w fixé est une trajectoire. On dira que le processus X est

continu si toutes ses trajectoires sont continues

1.2. MARTINGALE, PROCESSUS DE MARKOV ET PROBABILITES DE

TRANSITION EN TEMPS CONTINU

(Voir D.W. Stroock et S.R.S. Varadhan [?].)

Dans ce chapitre nous avons les notations suivantes :

(NS (Rd)[o’oo) ={d:[0,+0) = R ¢ fonction continue}.
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- (t) est une variable aléatoire sur (Rd) %) Jonnant la position de 1\ au temps
t.

-E est un ensemble de points non vide q.

- F estun 0 —algebre de sous ensembles de E, et { F; t > 0} est une famille non

décroissante de sous o — algebre de F.

(1) Pour s > 0 une application 0 : [s,00) — (X,D) ot (X,D) est un es-
pace métrique séparable, nous allons dire que 0 est continue a droite si

0(., q) est continue a droite pour tout q € E.

(2) Si P est une mesure de probabilité sur (E,F) 0 : [s,00) — X, nous al-
lons dire que 0 est P-presque s{irement continue a droite si il existe un

ensemble négligeable N € F tel que 6(., q) est continue a droite pour

qéN

(3) Soit 0 : [s,00) — M olt M espace mesurable, 0 est dit progressivement
mesurable par rapport {F;;t > 0} apres le temps s si pour tout t > s la

restriction de 0 a [s, t] x E est Bj;y ® Fi-mesurable
1.2.1. Martingales

Définition 1.2.1. Soit P une mesure de probabilité sur (E, F), s > 0,et 0 : [s,00) —
C, nous dirons que (0(t), Fi,IP) est une martingale apres le temps s si 0 est pro-
gressivement mesurable, © une fonction P-presque stirement continue a droite telle que

0(t,.) est P-intégrable pour tout t > s et
EP [e(tz) | ./T"h] = 9(1:1) P.p.S s<ti<t

Le triplet (0(t), Fi,P) est appelé sous martingale apres le temps s si © une fonction a
valeur réelle progressivement mesurable, P— presque silrement continue a droite telle

que O(t) est P— intégrable pour t > s et

EP [e(tz) | ]:t]] > 9(t1) ]P)pS s<ti<t



1.2.2. processus de Markov et probabilités de transition

Ici Bra désigne le tribu de Borel des sous-ensembles de R?. La probabilité
de transition d’une fonction P(s;x;t,I'),0 < s <t, x € RY, et € Bga est une

mesure de probabilité, satisfaisant :
(1) P(s,x,t,.) est une mesure sur (R%, Bga) pour tout 0 < s < tetx € RY,
(2) P(s,.,t,T) est Bra mesurable pour 0 <s < tetl" € Bga,

B)si0<s<t<uetl € Bga,alors
P(s,x;u,I") = JP(t,y;u, IP(s,x;t, dy). (1.2.1)
L’équation 1.2.1 est appelée équation de Chapman-Kolmogorov.

Définition 1.2.2. Soit P(s;x;t,T") une fonction de probabilité de transition et p une

mesure de probabilité sur (R%, Bga). Une mesure de probabilité P sur ((R?) 0]

» Bgayo.eo)-
est appelée processus de Markov avec fonction de transition P(s, x;t,.) et distribu-
tion initiale yw si :
(1)
P(p(0) € T) = ("), T € Bga
pour tout 0 < s < tetl € Bga,

(2)
Pp(t) eT [ olp(u):0 <u <s]) =P(s,P(s);t,T)
(presque siirement P) Si P(s,x;t,.) = P(t —s,Xx,.), le processus de Markov

correspondant est dit homogene par rapport au temps.

Remarque 1.2.1. Un processus stochastique markovien a temps continu et a état
continu, {X(t),t € T} (si elles existent), est completement déterminé par sa fonction

de densité (si elle existe) du premier ordre :

flxit) = S PIX(1) <

et par sa fonction de densité de transition conditionnelle, définie par :

Py xostyto) = Fxpoixee) (X | X0) (1.2.2)
. PIX(t) € (x,x+ dx] | X(to) = %]
= lim
dx]0 dx

(1.2.3)
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pour t > t,.
Définition 1.2.3. Soit (E, F,P) un espace de probabilité et {F; : t < 0} une famille
décroissante de sous o— algébre de F. Pour s > Oet 3 : [0,00) x E — RY, nous allons

dire que (B (t), Fi, IP) est un s-mouvement Brownien de dimension d si :
(1) B est continue a droite et progressivement mesurable apres le temps s
(2) B est P— presque stirement continue,
(3) P(B(t)) =0 pour 0<t<s)=1,

(4) pour tout s <t < tyet T € Bga

P(B(tz)erim:jrgd(tz—u,y—mm)dy ps—P

0il gq = ﬁd/ze_b“z/zs Si s = 0, nous allons appeler (B(t), F,P) un mouvement
Brownien.

Définition 1.2.4. La moyenne infinitésimale m(x;t) et la variance infinitésimale
v(x, t) du processus stochastique a temps continu et a état continu {X(t, s),t € T} sont
définies respectivement par :

E[X(t+At) —X(t)} | X(t) = x]

m(x;t) = lim

At—0 At ’
. V{IX(t+At) — X(t)} | X(t) = x]
v0st) = i a -

1.3. PROCESSUS DE MARKOV A TEMPS DISCRET

1.3.1. Noyau de transition

Définition 1.3.1. Etant donné un ensemble fini ou infini dénombrable S, on appelle

noyau de transition sur S toute application :
p:SxS— Ry

telle que, pour tout x € S, p(x, .) est une loi de probabilité sur S.
Définition 1.3.2. Etant donné un ensemble fini ou infini dénombrable S, une suite de
variables aléatoires (X )n>o définie sur un espace de probabilité (Q, A, IP) et a valeur

dans S est appelée chaine de Markov d’espace d’états S lorsqu'il existe une
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famille de noyaux de transition (pn(.,.))n>o et une loi de probabilité v sur S tels que,

pour toute suite Xo, X1, ...d éléments de S :

n—1

P ((Xoy X1y -y Xn) = (X0, X1y -y Xn)) = V(x0) | [ pilxis xi1)-
i=0

On dit alors que (X, )n>o est une chaine de Markov de loi initiale v et de famille de
noyaux de transition (pn(.,.))n>o.
Remarque 1.3.1. La loi de la suite (X, )n>, est complétement déterminée par la don-
née de la loi initiale et de la famille de noyaux de transition.

Nous adoptons la notation suivante.

Notation :
Xmn = (Xm»XmH) oo >Xn)

Proposition 1.3.1. Etant donnée une chaine de Markov (X, )n>o sur un ensemble fini
ou infini dénombrable S défini sur un espace de probabilité (Q, A, P), pour tousn > 0

et n > m+ 1, et toute suite xo, . .. Xy, d’éléments de S telle que P(Xom = Xomm) > 0,

IP>(Xm-§—1:n = Xm+1in | Xom = X'():m) = IP>(Xm-§—1:n = Xm+1in | Xm = Xm)
= pm(xm) Xm+1 ) <o Pna (Xn—l ) Xn) .
Définition 1.3.3. Une chaine de Markov (X, )n>o dont I” espace des états S est fini

ou infini dénombrable est une chaine de Markov stationnaire (ou homogene par

rapport au temps) si:
P [Xn+1 :) | XO:n - iO:n] =P [Xn+1 :] | Xn — 1] - pi,j>

pour tous les états iy, ..., 1in_1,in = 1,j et pour tout n > 0.

La matrice des probabilités de transition en une étape de la chaine de Markov est donnée
par :

Po,o Poa1 Po,2
P = P1o P11 P12

ol Pi,j Z O et Z;io Pi,j =1 Vi
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Notation : La probabilité de passer de I'état i a ’état j en n étapes (ou transi-

tions) est donnée par :
PEE) :]P[Xm+n:) |Xm:l]
1.3.2. Propriété de Markov faible

(1) Temps d’atteinte d’une classe
Définition 1.3.4. Etant donnée une chaine de Markov homogene (X )nen de
distribution initiale w et de matrice de transition P, si A est un sous-ensemble

de S, la variable aléatoire T définie par
Ta(w) =inf{n > 0, X, (w) € A}

pour w € Q, est appelée temps d’atteinte de A.

Notons la probabilité d’atteindre un état de A depuis i par :
pai = P(14 < 00lXo = 1)
et
dai = E(TalXo =1)

le temps moyen d’atteinte de la classe A a partir de i.
Remarque 1.3.2. Notons que ce temps moyen est infini si p 4 < 1
Proposition 1.3.2. [?] Le vecteur des probabilités P4 = (p.aji)ics est la solu-
tion minimale positive du systéme

PAli:1> SiiEA,’

Pai = 2_je1 PijPay Sii¢ A

Proposition 1.3.3. [?] Le vecteur des temps moyen d’atteinte de la classe A

da = (dap),., est la solution minimale positive du systeme

dAH:O, sii € A,

dai =1+ ;o pPijday sii¢ A

(2) Convergence faible des probabilités
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Proposition 1.3.4. [?] Soient Q,, et Q des probabilités sur (R*, B(R*)). On
dit que Q,, converge faiblement vers Q et on note Q,, = Q si l'une des

propriétés suivantes est vérifiée :
(a) [fdQ, — [ fdQ pour toute fonction f : R* — R continue bornée.
n

(b) [fdQ, — [fdQ pour toute fonction f : R* — R uniformément

continue et bornée.

(c) [fdQn — [ fdQ pour toute fonction f : R* — R continue, telle que

lim\x\_m f(X) =0.
(d) limsup, ., Qn(F) < Q(F) pour tout fermé F.
(e) liminf, , Qn(O) > Q(O) pour tout ouvert O.

(f) Qn(A) — Q(A) pour tout borélien A dont la frontiere 0 est de Q-

mesure nulle.

1.4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES ET APPROXI-

MATIONS BINOMIALES SIMPLES

1.5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Motivation Nous considérons 1’exemple du livre [?] qui nous donne une
application en finance.
Exemple 1.5.1. Un capital investi a une valeur X(t) a l'instant t. S’il est investi dans
un actif sans risque, il évolue selon I'équation différentielle

%E:) = aX(t),

ot « > 0 est le taux d’'intérét. Mais s'il est investi dans un actif risqué, ou si le taux
d’intérét fluctue, I'évolution de la valeur X n’est qu’approximativement gouvernée
par cette équation, que I'on doit corriger par un terme aléatoire décrivant les facteurs
extérieurs de risque et/ou les fluctuations. Par exemple :

dX(t)
T aX(t) + X(t)N(t),

avec N un bruit blanc qui fait que le taux d’intérét instantané « + N(t) est a présent

fluctuant autour de sa valeur moyenne . Plus précisément et de maniere générale, le
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bruit blanc devrait répondre aux exigences suivantes : les variables aléatoires réelles
N(t), t € Ry, sont indépendantes de méme loi centrée.

Définition 1.5.1. Une équation différentielle stochastique (EDS) décrit l'incrément
d’une variable, par exemple X, qui est entrainée par un ou plusieurs processus aléa-
toires sous-jacentes. Ici ces sources de hasard sont le mouvement Brownien. Quand il

y a un mouvement brownien, la spécification générale est de la forme
dX(t) = ult, X(t)ldt + oft, X(t)]dB(t), X(0) = X,,
ot wet o sont des fonctions continues de t et X.
Lemme 1.5.1. (Lemme d’Itd) Pour un processus de diffusion définie par I'équation
différentielle stochastique suivante :

dy(t) = p(y(t), t)dt + o(y(t), t)dB(t), (1.5.1)

pour toute fonction X(y,t) deux fois différentiable en y et une fois différentiable en t

nous aoons :
2
dX(y(t),t) = (u(y(t),t)ax(yag)ﬂ) +%a X(;Jzt),t) +6X(ya(tt),t)>dt
+ (otyte, 0 XU ap,

1.5.1. Mouvement Brownien géométrique

Définition 1.5.2. Un processus stochastique Y(t) qui s’écrit de la forme

Y(t) = Yoexp(ot + BBy),

ol &, 3 des constantes est appelé mouvement Brownien géométrique.

Exemple 1.5.2.

AX(t) = uX(t)dt + oX(t)dB(t), Xo=C >0
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En utilisant la régle de It6 en logX(t) nous obtenons :

1 1 T \?
dX(t) = mdX(t)Jrz(—W) (dX(t))?%,

_odxXw 15,
= X 279
::umﬂ—]&Mthmm

Ainsi X(t) est un mouvement Brownien géométrique.

Le mouvement Brownien est utilsé pour la modélisation de 1’évolution de
prix d’action (souvent appelé prix d’action dynamique) de la maniere sui-
vante :

Soit At un intervalle de temps S(t) le prix d’action actuel au temps t et S(t+At)
le prix d’action du futur au temps t 4 At. Un modele largement adopté pour la
dynamique des prix d’actions, est :

S(t+ At) — S(t)
S(t)

Ou p, o des constantes. Cette équation aux différences stochastique nous in-

= uAt + 6AB(t),

forme sur le changement de prix d’action, par rapport a sa valeur actuelle au
temps t.
Dans le cas ou le temps est continu, le modéle ci-dessous devient une équation

différentielle stochastique.
——— = udt+ odB(t),
qui est équivalent a
dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dB(t).
d’apres I'exemple précédent :
S(1) = S(O)expl( — 30?)t + oB(1),

d’ot1 S(t) mouvement Brownien.



16

1.5.2. Equations aux différences non homogenes

(Voir An Introduction to Linear Difference Equations, par Paul Batchelder [?].)

Considérons 1’équation aux différences suivantes :
Ay(n) =w(n) avec Ay(n) =y(n+1) —y(n).
Nous allons noter par A~' 'opérateur inverse de A ; plus précisément :
Ay(m) =p(n) = yn) = A"pMn).

Remarque 1.5.1. L'opérateur inverse A~ de A correspond dans le cas continu a l'in-

tégrale ; autrement dit, sion a :

dy(x)
dx

—p(x) = y(x) = Jw(x)dx.

Exemple 1.5.3.

1
cos(n — 3
A1 =n, A lsin(n) = —(,—12)
2sin;
1.5.3. Solution particuliere d'une équation aux différences non homo-

genes
Soit
a(xX)Jylx+n)+ a1 (x)yx+n—1)+... + ap(x)y(x) =b(x). (1.5.2)

I’équation obtenue en posant b(x) = 0 est appelée équation homogéne asso-
ciée . La solution de l'équation 1.5.2 peut étre obtenue a partir de I'équation
non homogene par une méthode analogue a la variation des constantes des
équations différentielles.

Soientyi(x),ya(x),...,Yyn(x) le systeme fondamental de solution associé a I’équa-
tion homogene 1.5.2.

Posons

y(x) = c1(x)yr(x) + c2(x)y2(x) + ... + cn(X)yn(x).

Nous cherchons a trouver les fonctions c¢(x), ..., cn(x) telles que y(x) soit so-

lution de 1.5.2. En remplagant x par x + 1 et cx(x + 1) = cx(x) + Ack(x), nous



17

avons :

yx+1) = axyilx+1)+cax)yalx+1) + ... +Fcn(X)yn(x + 1)
+[Aci(x)y1(x + 1) + Acay(x)ya(x + 1) 4+ ... + Acn (X)yn(x + T1)].
Supposons que les c; sont telles que 1'expression entre les crochets est identi-

quement nulle.

En remplagant de nouveau x par x + 1 sur 1.5.3 nous obtenons

yx+2) = c(¥yix+2) +cax)ya(x+2) + ... + cn(X)yn(x + 2)
+[Aci(x)y1(x + 2) + Aca(x)y2(x + 2) + ... + Acn (X)yn(x + 2)] .

Nous supposons encore 1’expression entre les crochets est identiquement nulle.

En continuant de cette maniére, nous obtenons finallement :

yx+n) = ax)yilx+n)+ca(x)y2(x +n) 4+ ... + cn(x)yn(x + n)

+[Aci(X)yr1(x + 1) + Ac2(x)ya(x + 1) + ... + Acn (X)yn(x + 1)] .

Pour cette équation (1.5.3) nous allons garder le terme entre les crochets. En
multipliant les n + 1 équations par ao(x), a;(x), ..., a,(x) respectivement et en
additionnant, tenant compte que les y;(x), i=1,...,n sont des solutions de

I’équation homogene associé a 1.5.2, nous obtenons le systéme suivant :

Aci(x)y1(x+ 1)+ Aca(x)y2(x + 1) + ... + Ach(X)yn(x+ 1) =0

Aci(x)y1(x +2) + Acs(x)ya(x + 2) + ... + Aca (X)yn(x + 2) = 0 (15.3)

b(x)
an(x)*

Aci(x)y1(x +n) +Aca(x)ya(x +n) + ... + Acn(X)yn(x + 1) =

Le déterminant D(x + 1) (du systeme 1.5.3 dont les inconnues sont les Ac;(x)),
n’est pas identiquement nulle puisque les y;, i = 1,...,n forment un sys-
teme fondamental de solutions. Ainsi en utilisant la méthode de Gausse Jordan
(algebre linéaire), nous obtenons I'unique solution Acy(x) k=1,...,n

Mu(x) b(x)
D(x+1) an(x)

Acy(x) =

Y
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oll Mk (x) est le cofacteur du dernier élément de la k™ colonne de D(x + 1).
En passant par l'inverse, nous obtenons :

1 Mu(x) b(x)
cklx) = A 1D(x+1)an(x)'

Ainsi nous obtenons une solution particuliere de 1.5.2 de la forme

e . Mu(x) b(x)
y(x) —;yk(xm ‘D(H”an(x).

Exemple 1.5.4. Soit
yn+2)—7yn+1)+6y(n)=n,

I'équation homogeéne y(n+2) —7y(n+1)+6y(n) = 0 a deux solutions linéairement

indépendantes 1,6™. En effet en remplagant n par n — 2 I'équation devient :
ymn)—7ymn—1)+6y(n—2) =0. (1.5.4)

En posant

Alors 1.5.4 devient :

7 —6
Xn = AXn1 avec A = .
1 0

Apres diagonalisation A devient :

Ainsi nous obtenons

1—6"(—5) —6+6" 1
X. = AIX, _ 1 (—5) y(1) .
S\14+5x6m" —6+6™1/ \y(0)

Ainsi nous obtenons les deux solutions linéairement indépendantes 1,6™ Maintenant
nous allons chercher la solution particuliére.
Ona:

1 6n+1
D (TL +1 ) - )
1 6n+2
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nous avons My (n) = —6™", My (n) =1.

Dot :
_ -1 —ne"! n A—1 n
yin) = 4 (3O><6“)+6 A (30><6“>’

B _1n(n—1)+6_“ ~30n+6
-5 2 30 25 x6n )’
n? 3n 1

"0 50 125

Nous avons le cas spécial suivant :

Théoreme 1.5.1. (Voir Batchelder [?].) Soit
ym+1)—rnjyn) =r(n), (1.5.5)

ot Ti(n),2(n) sont des fonctions rationnelles. Si y, est une solution de I'équation

homogene 1.5.5, alors :
o T2(n)
yin+1)°
est une solution particuliére de I'équation non homogene . Donc la solution générale

n(n) =yi(njA

de I'équation non homogéne est de la forme :

y(n) =n(n) +pnjyi(n), (1.5.6)

oit p(n) est une fonction rationnelle arbitraire dépendant des conditions initiales.
Proposition 1.5.1. A partir de 1.5.1, nous obtenons :

la solution symbolique rationnelle :

y(n):y](n){ r2(n) rn+1) }

_y1(n+1) _y1(n+2)

et la solution symbolique linéaire :

B rnm—1) rnnh-—2)
yl(n)—y1(n){+ e +y1(n_”...},

qui s’écrivent encore apres simplification :

(TL) _T‘z(n) Tz(TL +1 ) Tz(TL + 2)
Yr ]

nm) mmrm+1l) mnm)rnm+)nm+2)
yn = =T +rn=T)rn,M-2)+rn—1rnh—-2)r;(n—-3)....
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respectivement.

DEMONSTRATION. Les formules 1.5.7, 1.5.7 découlent en remplagant A, A}

sur

4 man)
yin+1)

D’autre part nous avons 1'équation homogene

nm) =y (n)A

yin+1) —mnyin) =0 = yi(n) =m(nJyi(n) i=1,2.
O

Remarque 1.5.2. Nous obtenons les deux solutions particulieres rationnelles et li-
néaires de la maniere suivante :

Ona
Ay(x) =y(x+1) —y(x) = d(x) = y(x) = A7 d(x),
y(x) = dx—1)+ylx—1),
= dx—1)+ dlx—2) +y(x—2),
= ox—1)+dbx—2)+y(x—2)+...+ d(x —n) +y(x —n).
de maniére similaire.
y(x) = —ox)+ykx+1),

= —¢p(x)—dx+1)+ylx+2),

= —dx)—Px+1)—...—bx+n) +yx+n+1),

quand n — oo, nous obtenons les deux séries suivantes :

yx) =) dx—m),  yx)=—) bx+n).
n=1 n=0

Nous allons travailler davantage avec la solution rationnelle.
Nous allons faire un passage bref sur les transformées en Z et leurs inverses

qui sont efficaces pour résoudre les équations aux différences.
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1.5.4. La transformée en Z

Définition 1.5.3. La transformée en Z d’une suite f(n) notée par Z(f(n)) ou F(z) est

définie par :

Z(fn) = Y fm)z ™,

n=0
lorsque la série converge.

Propriétés

(1) Linéarité :
Z(cifi(n) + cof2(n)) = 1 Z(fi(n)) + c2Z(f2(n)),

(2) Translation :

—1

3

Z(fn+m))=z" (F(z) — f(k)z‘k> , m=1,2 ...

~
Il

0

1.5.5. La transformée en Z inverse

Soit Z(f(n)) = Y >°, f(n)z ™ avec rayon de convergence R, la Z transformée

de f. Alors la transformée inverse est donnée par :

1

Z7'(F(z)) = f(n) = P

% 2" F(z)dz,
C

ou C une courbe fermée contenant le disque |z| < R.

Exemple 1.5.5. Résolvons I'équation aux différences suivantes :
2f(n) —f(n+1)—f(n+2) =c ou ¢ = constante,
on a par la translation :
Z(f(n+1)) =zF(z) Z(f(n+2)) = 2*(F(z) — f(0) — f(1)z "),

et
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Ainsi nous obtenons

cz—2%(z — 1)f(0) — z(z — 1)f(1)
Flz) = —z2—z+2 ’
2£(0) + (f(1) — f(0)) 22 + (f(1) +¢)z

N (z—1)2(z+2) ’

=
=

—
I

Res (2" 'F(z);z = —2) 4+ Res (2" 'F(z);z = 1),

= lim (z+2)2" 'F(z) 4+ lim i(z —1)2" 'F(z),

z——2 z—1 dz

= ko+ ki (=2)" — %n oit Ko, kq des constantes.

1.5.6. Problémes de premier passage

(voir Lefebvre [?] p. 248.)
Soit T, la variable aléatoire qui désigne le temps que prend un mouvement

brownien standard pour passer de B(0) = 0a B(t) = d # 0, noté par:
Tqa =inf{t > 0:B(t) = d}.

Soit {X(t),t > 0} un processus de diffusion homogene par rapport au temps,
dont les moyennes et variances infinitésimales sont m(x) et v(x). Sa fonction

de densité de transition conditionnelle, p(x, xo; t, t,), satisfait a :
— +m(xo)=— + =v(xg)=— =0 équation « backward».

Si ty = 0, on peut utiliser le fait que le processus est homogeéne par rapport au

temps, de sorte que :

i (xx"ct)—i (xx"c—t)——i (x,%0;t — to)
at0P>o,>o—atOP,o, 0) = at0P>o, 0Jy
pour écrire que :
1 0’p op Op
- L — ==, 15.7
2V(X°)axg+m(x")ax0 ot (1.5.7)

Soit p(t;xo) la fonction de densité de

Tc,d (: Tc,d(XO)) = il’lf{t > 0: X(t) % (C) d) | X(O) =X0 € [C) d”)
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C’est-a-dire que :

P{T.q € (t,t+ dt] | X(0) = xo € [c, d]}
dtlo dt ’

On trouve que la fonction p(t;xy) satisfait I’équation aux dérivées partielles
1.5.7. De plus, comme les coefficients m(x,) et v(xo) ne dépendent pas de t,
on peut prendre la transformée de Laplace de 1’équation pour la réduire a une

équation différentielle ordinaire. Soit :
o0
L(xo; o) = J e “p(t;xo)dt,
0
ol « est une constante réelle positive.
On peut vérifier que la fonction L(xy; «) satisfait 1'équation différentielle sui-

vante :

1 2L oL
- - = al 1.5.
ZV(Xo) axg+m(X°)ax0 x (1.5.8)

Une fois que I'on a trouvé la fonction L(xo; ), il faut inverser la transformée de
Laplace pour obtenir la fonction de densité de T, 4.
Le moment d’ordre n de la variable aléatoire T, 4 est :

M) = (1) L) Lo (159
Remarque 1.5.3. (Voir Lefebure [?] p. 252.)

On peut aussi essayer de résoudre I'équation différentielle ordinaire que vérifie la fonc-

tion
Mua(xe) = E[T] pour n=1,2..., (1.5.10)
soit
1 d? d
EV(XO) I zmn alxo) + m(Xo)d—Omn a(x0) = —mmy 1 4(x0), (1.5.11)

avec la condition limite my 4 = 0. En particulier, on a :

1 d?

SV(x0)——

2V 60) ey afxa) o) g (x0) = 1. (15.12)

dx3 dxo
Dans le cas ot il y a deux frontieres, sil'on désire calculer la probabilité que le processus

frappe la frontiére en d avant celle en c, il suffit de résoudre I'équation différentielle
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ordinaire

L 0L pa(xo) + milxo) L palxo) = 0
2\) X0 dxépd 0 0 dX()pd 0) — Yy

pd(XO) =P [X(Tc,d) =d | X(0) = xo]

Cette équation différentielle est obtenue a partir de I'équation 1.5.8 en posant que x =
0.

1.6. APPROXIMATIONS BINOMIALES SIMPLES

1.6.1. Convergence d’une Chaine de Markov vers un processus de diffu-

sion

. Dans cette partie (voir [?]) nous allons faire un passage bref sur le probéme
martingale aprés 1’avoir défini, qui nous permettra d’énoncer le théoréme fon-
damental de convergence d'une certaine chaine de Markov vers un processus
de diffusion.

L’approche par la théorie des martingales des processus de Markov.
Soit x(.) un processus de Markov a valeur dans R¢, alors pour t > 0 et pour

toute fonction test ¢ € C3°(R?) on a la propriété forte de Markov :
E{p(x(t +h) — d(x(t)) [ x(s),s <t} = hLidp(x(t)) + o(h), h>0

ol, pour t > 0, L, est un operateur linéaire (générateur) défini de C5°(R?) dans

¢ € Cp(RY) par:

Ona:

SBR[ x(s)s < 1) = lim BER((G + 1) - Glx() | x(s),s < )

—x(s),s <t}

= E{L,d(x(t2)) [x(s),s <t}
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Ainsi :
1%)

E{p(X(t2)) — d(x(t1)) — J Lip(x(t))dt [ x(s),s < 1} =0;

t

autrement dit
Xy(t) = bix(t) — | Laplx(s))es,
est une martingale pour toutes les fonctions testes.

Soit L, un générateur donné, considérons le probleme suivant :

(1) existe-t-elle pour tout x € R une mesure de probabilité P sur C([0, c0), R?)
telle que P(x(0) = x) = 1, et X4(.) est une martingale pour toute fonc-

tion teste ¢ ?
(2) Une telle probabilité P est-elle unique pour tout x ?

Définition 1.6.1. Soient a : [0,00) x RY — Sget b : [0,00) x RY — R% oir S4
est I'ensemble des matrices symétriques non-négatives de taille d x d, une fonction
mesurable localement bornée définie par :

D2 d d

d
Z_ axlax] + Z bt ) ox;

i=1

Etant donné (s,x) € [0,00) x RY, une solution du probléme martingale pour
L (ou a, et b) commencant en (s,x) est une mesure de probabilité sur (Q, M)
satisfaisant :

Px(t)=x%x, 0<t<s)=1,

telle que

t

M{ = (1)) — | (Luf)(xl20)d

S

est une P—martingale apres le temps s pour tout f € CP(RY).

Construction générale du probléme martingale.

Pour tout h > 0, posons TTy(x, .) une fonction de transition sur R? Etant donné
x € RY, soit P! une mesure de probabilité sur Q charactérisée par les propriétés

suivantes :
(1) PR (x(0) =x) =1,

2) P [x(t) = B (kh) 4 Sk ((k+ T)h,
kh<t<(k+T)h)=1 ,pour k>0




26

(3) P! (x((k+ Dh) € T | Myn) = Ty, (x(kh), T) (p.s., P) pour tout k > 0 et
" € Bpa.

Dans [?] ils montrent que cela est équivalent a :

k—1
(f(x(kh)) — ) Luf(x(jh), Mkh,P,?) ,

h=0

N

est une martingale pour tout f € C(R?), ou

Laf(x) = J (F(y) — F(x)) Ta(x, dy).
Soient :

1
Pl et - ay),
ly—x|<1

1

b}l(X) = E JU_X§1 (y1 —xi)TTh(x, dy))

AFX) = 1T (6 RUB(x,))

ouB(x,e) ={yeRd:[x —y| < e}, et

Luf(x) = J (F(y) — F(x)) Ta(x, dy).

Nous allons faire les suppositions suivantes pour tout R > 0:

(1) limposup ¢ [lan(x) — a(x)[| =0,

(2) limp_osup g [bu(x) = b(x)| =0,

(3) limy_, SUP|, < Af(x)=0,e >0,
otta:R?— S;etb:RY— RYsont des fonctions continues.
Théoréme 1.6.1. [?] Supposons que les coefficients a, b ont la propriété que Vx € R¢
le probleme martingale pour a,b a exactement une solution P, commengant en x.
Alors P — P, quand h | 0 uniformément sur un sous ensemble compact de R,

Ce théoreme montre qu’il existe une chaine de Markov qui converge vers

un processus de diffusion.
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FIGURE 1.1. Exemple de saut binomiale

1.6.2. Approximation binomiale d"un processus de diffusion.

Cette section est tirée de [?]. Nous énongons des conditions pour une suite
de processus binomiaux (c’est a dire le processus passe d'une valeure y a Y*
ou Y~ avec les probabilités respective q, et 1 — q voir figurel.1)
qui converge faiblement vers un processus de diffusion.

Soit I’équation différentielle stochastique suivante :

dy(t) = u(y, t)dt + o(y, t)dB(t), (1.6.1)

ou{B(t),t > 0} est un mouvement brownien standard, u(y,t) > Oeto(y,t) >0
sont la dérive instantanée et 1’écart-type infinitésimal de y; respectivement et
Yo est une constante. Nous construisons une suite de processus binomiaux qui
converge en distribution vers le processus (1.6.1) sur l'intervalle [0, T].
Construction de la suite

Prenons l'intervalle [0, T], et découpons-le en n intervalles de méme longueur
b. Pour tout b, considérons le processus stochastique {,y.} dans l'intervalle de
temps [0, T, qui passe d'un noeud yyx, = Yy @ un autre yY1p = Yy en sautant
vers le haut (pyys1p =Y, bas) avec une distance !Y§E — Yyl avec les probabilités
qp (respectivement 1—qy) et qui est constante quand il reste sur le méme noeud

Yy avec une probabilité 0. Les tailles et les probabilités de sauts vers le haut ou
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vers le bas sont spécifiées comme suit :
qv : R x[0,00) — [0,1]
(%, kb) — gy (x, kb),
YE © R x[0,00) — (—00,+00)
(x,kb) — Y; (x, kb),
avec
Y, (x,kb) <Y/ (x,kb). (1.6.2)

Pour tout yo € R et pour tout k = 0,1,2... le processus stochastique {,y:} est

donné par :
vYo = Yo pour tout b, (1.6.3)
Yt = wvYw kb <t<(k+1)b, (1.6.4)
P [6Yws1p = Yy (6Uko, kb) | DK Y] = qo(6Ywe, kb), (1.6.5)

P [bU(kH)b - Y‘;(bybbbk) | bk, bykb] = 11— qb(bybk) bk), (166)
P [by(k—H)b = Ykb = € | vYbk, kb] =0, (1.6.7)

ol ¢ est une constante, ¢ # Yi (,Ypk, bk) . (1.6.8)

Le processus stochastique {,y:} est une fonction en escalier de valeur initiale
Yo qui saute seulement aux instants b, 2b, 3b, ... A chaque saut le processus a
deux possibilités de déplacement : en haut avec la valeur Y ou en bas avec la
valeur Y, ; qp est la probabilité d’'un mouvement vers le haut. Dans [?] nous
trouvons que {yyi},, converge faiblement vers le processus de (1.6.1) sous les

hypotheses ci-dessous.

hypothese 1.6.1. Les fonctions pu(y,t) et o(y,t) sont continues et o(y,t) est non

négative.
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hypothese 1.6.2. Avec une probabilité de 1, la solution {y.} de I'équation intégrale
stochastique

t t

w(ys,s)ds + J o(ys, s)ds. (1.6.9)

Yt ::'UO'+'J
0

0
existe pour 0 < t < oo et elle est unique et identiquement distribuée.
Sous I'hypothese 1.6.2, la distribution du processus {yi},., 7 est caractéri-

sée par :

— par le point initial yo;
— la continuité de y; (avec une probabilité de 1) comme une fonction aléa-
toirede t;
— la fonction dérive u(y,t);
— la fonction diffusion o?(y, t).
Si {bYih, joconverge en distribution vers {y.} les propriétés ci-dessus doivent

correspondre avec les limites. Autrement dit nous avons besoin de :
(1) vyo = yo, pour tout b;
(2) la taille du saut de ,y; devient petit a une vitesse suffisamment rapide
queb | 0;
(3) la dérive de ,y, converge vers p(y,t);
(4) la variance locale de vy, converge vers o*(y, t).

hypothese 1.6.3. Pour tout & > 0 et pour tout t > 0 :

lim sup [Y{ (y,t) —y| =0, (1.6.10)

b=0 1 <5
0<t<T

lim sup [Y, (y,t) —yl=0. (1.6.11)
70 yi<s
0<t<T

(3) et (4), nous permettent de définir pour tout b > 0 la dérive locale py(y, t) et

le second moment local 0% (y, t) du processus binomial 1.6.3-1.6.8 par :

Hb(y,t) - (Clb(%t*)[YJ(U»t*)—U] (1612)

+(1 = qoly, t7) [Yy (y, t*) — yl) /b, (1.6.13)
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2

oy, t) = (qoly, t°) [V (y, t*) — Y] (1.6.14)

+(1 = qu(y, ) [V (y, t°) —yI*) /b, (1.6.15)

avec t* = b[t/n], ou [t/n] est la partie entiere de [t/n]. La prochaine hypothese
exige que wy, et o7 convergent vers p et o sur I’ensemble de la forme |y| <
5, 0 <t < T. Alors la moyenne et la variance infinitésimales de changement

de position sont données respectivement par :

E[{Ye by ') —oye } Loy = y]

Bly) =lim 5 , (1.6.16)
V {YE by, t*) — by .=
a(y) =lim [{ b Yy ) — oy } oy y}. (1.6.17)
b—0 b
hypothese 1.6.4. Pour tout T > 0 et pour tout 5 > 0
lim sup |uy(y,t) — u(y,t)[ =0, (1.6.18)
b=0 y1<s
0<t<T
lim sup ‘G%(y,t) — Gz(y,t){ =0. (1.6.19)
b=0 y1<s
0<t<T

Théoréme 1.6.2. [?] Sous les hypothéses (1.6.1)-(1.6.2), {vyt} = {y+} oit y; est solu-
tion de (1.6.1).

Exemple 1.6.1. [?] Considérons le processus d’Ornstein-Uhlenbeck :
dy(t) = Bl —y¢)dt + 0dB(t) (1.6.20)

ot 3 est non négative, et yo fixé. Définissons la suite d’approximations {vYik,, de

1.6.20 comme suit :

Yi(y,t) = y+ovb, (1.6.21)
Y, (y,t) = y—ovb, (1.6.22)
et posons :
%Jr\/l_)ﬁ(oc—y)/ZG, si0§%+\/5[5(oc—y)/20§1,
qo =40, si 3+ VbB(ax—1y)/20 <0, (1.6.23)

1, sinon.
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La probabilité est choisie de telle sorte que la dérive locale définie par :

B(‘X_U)v SZOquS])
wo(y) = < o/V/D, siqy =1, (1.6.24)
—o/vb,  sinon,

converge uniformément vers la dérive instantanée de I’équation 1.6.20 tout en conser-

vant qy € [0,1]. En posant o2 (y) = o2, alors il s’ensuit que {yy.} = {yi}-

1.7. SIMPLIFICATION DES CALCULS PAR LA TRANSFORMEE EN X

Nous utilisons la transformée en X des processus de diffusion défini par
une équation différentielle, afin d"avoir leur représentation binomiale plus simple.
Considérons la transformée X(y¢,t) de (1.5.1), qui est deux fois différentiable

en y et une fois différentiable en t. Nous avons par le lemme d’It6 :

X(y,t)  10*X(y,,t)  0X(yg,t)
X t) = t — t
d (yt) ) (H(Uu ) ay + 2 ayz at d

i (o(yt,t)%y"”) aB(v).

En choisissant :

Y
X@U:J (1.7.1)

autrement dit X(y, t) est une primitive de ﬁ, alors

0X(yi, t)

o(ys, t) dB(t) = 1.

Ainsi la volatilité instantanée du processus transformé X; = X(yy, t) est cons-
tante. Dans ce cas nous pouvons construire un arbre binomial plus simple de
X(y,t) = x ol1 le deuxieme moment local de la transformée x est constant sur
chaque noeud.

Pour retourner a la suite du processus binomial de départ y, nous utilisons la

transformée inverse de X définie par :

Y(x,t) ={y; X(y,t) = x}. (1.7.2)



32

Il est facile de vérifier que 0Y/0x = o(y,t) et par, I'hypothese 1, cela veut dire
que Y(x,t) converge faiblement de fagon monotone pour t fixé.

En utilisant la transformée 1.7.1, nous définissons 1’arbre de y comme suit :

Yi(x,t) = Y(x+Vb,t+Db), (1.7.3)

Yy (x,t) = Y(x—Vb,t+b). (1.7.4)

Notons que I’arbre de y hérite de la simplicité calculatoire de 1’arbre de x.

En utilisant le fait que :

oY/ox = o(y, t)

la série de Taylor de Y; au voisinage de 0 donne :

YE(x,t) = Y(x,t) + o(Y(x, t),t)vb + O(b), (1.7.5)

a2 (Y(x,t),t) = o*(Y(x,t),t) +O(VD). (1.7.6)

ott O(v/b), 0(b) sont des fonctions de b qui tendent vers zéro lorsque b tend
vers zéro (notation de Landeau). Ce qui montre que le second moment local o3
de vy converge vers la variance instantanée de 0?(y, t) quand b | 0.

Finalement en posant :

bH(Y(X> t)) t) + Y(X) t) _ Yb_ (X) t)
Y (%, t) =Y, (%, t) ’

qo = (1.7.7)

nous obtenons

o (y,t) — uly,t) (1.7.8)

uniformément sur {(y, t) : [yl, t < 8} pour tout 5 > 0
En effet :

Y(x,t) = Yy (x,t) ~ o(Y(x,1),t)VD,
Ya_(X,t)—Y(X,t) ~ G(Y(X)t))t)\/g)

Yi(x,t) =Y (x,t) ~ 20(Y(x,t),t)Vb.
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alors
b”’(Y(X) t)» t) + Y(X» t) _ Y‘;(X) t)
YJ (X) t) - Yt:(x» t)
bu(Y(x,t),t) + o(Y(x, t), t)
20(Y(x, t),t)Vb '

En remplagant sur I'expression de p,

dv

~

F%(U»t) - (qb(yvt) [Yt_:—(y>t) _U] )

+(1 - qb(y)t)) [Yb_(y)t) _y])/b)
- (bH(Y(X, t)>t) + O-(Y(X)t))t) O'(Y(X,t),t)\/g,

20(Y(x,t),t)vb
bu(Y(x,t),t) + o(Y(x,t),t)
+(1— 20V e 0. 0o )(—o(Y(x,1),)Vb))/b,
~ H(y,t)

Remarque 1.7.1. La probabilité définie ci-dessus n’est pas définie dans certaines si-

tuations ; dans ce cas, nous utilisons le saut multiple. Voir la section suivante.

1.8. LE PROCESSUS CIR

Dans cette section, nous considérons le processus utilisé en économie fin-

naciere par Cox, Ingersoll, et Ross [?] :

dr(t) = k(p—r(t))dt + oy/r(t)dw(t), (1.8.1)

avec k > 0, u > 0 et valeur initiale r = ry. Nous allons décrire sa version
discréte afin de 1'utiliser dans le chapitre 3.
La transformation nécessaire est :
X(r) = JT Az = M (1.8.2)
0z o
avec xo = X(1o).
La transformée inverse est donnée par :

o?x?/4, six>0,
R(x) = (1.8.3)

0, sinon,
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@ @ R—100,1] (1.8.4)
(%) = qu(x), (1.8.5)
J& + R— (—00,+00) (1.8.6)
(x) — Ty (%), (1.8.7)
ot
Jo (x) < Ty (x). (1.8.8)

Pour tout vy € R et pour tout k = 0,1,2... le processus stochastique {,1.} est

donné par :
pTo = To pour tout b (1.8.9)
pTe = T kb <t < (k+1)b, (1.8.10)
P [br(k-H)b = Hy_(brkb»kb) | bk,brkb] = qb(kab,kb), (1811)

P [6Taernp = Jp (6Tok BK) | bR, o7 = 1= qoloTor, bK),  (1.8.12)

P [6T(cr1)p = bTko = € | pToi, K] =0, (1.8.13)

pour ¢ # Yy (bTok, bk) et ¢ # J{ (bTvk, bK), Ot les ]ff, appelés sauts multiples,
sont définis par :

le plus petit entier positif impair j tel que
J§ = (1.8.14)

4bu/0? +x2(1 —kb) < (x +jvb)%,

.
le plus petit entier positif impair j tel que

Jo = 4bp/c? +x3(1 —kb) > (x +jVvb)? (1.8.15)

ou x—j\/BSO

RE(x) = R(x + JEVD). (1.8.16)
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En utilisant le fait que :

o?x/2 six >0,
OR(x)/0x =

0 si non,

la série de Taylor de R au voisinage de 0 donne :

RE(X) = R(x) % JEo?x/2vb + O(b), (1.8.17)

op(R(x)) = o*(R(x) +O(vD). (1.8.18)

J£(x) est choisi de telle sorte que :

qo(x) = Ro (7R, (] (1.8.19)

appartient a I'intervalle [0, 1]. Ainsi nous avons la dérive qui converge vers la

limite de la diffusion

En effet :
R(x) — Ry (x) ~ Jyo*x/2Vb,
R{(x) —R(x) ~ Jio*x/2Vb,
REX) =R (x) ~ (Jy +Jy)0%x/2Vb.
alors

bk(p —R(x])) + R(x) — Ry (x)
Ry (%) — Ry (%) ’
bk(i— R(x)) + J; 02x/2v/b
(Js +Jo)o?x/2Vb

qv(x)

)
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En remplagant sur 'expression de p,

_ | (PR = RO + Ty o'x/2vb 1 o o
ey [( ISR >Jb x/2V'o

(7 bR —R(X) +Jyox/2vb\
(1 0 —|—]g)0‘2X/2\/B ) Joo X/Z\/B] /b,

N bk(1 —R(x)) L o
[((]g+]b)o-zx/2\/g> (]b ""]b)O‘X/Z\/l_) Joo X/Z\/B

N J; 0%x/2v/o
(J¢ 4+ J5)o*x/2v/b
~ k(p—R(x)).

) T +Ty) czx/zx/B] /b,

voir [?].

Corollaire 1.8.1. [?]
La suite de processus {y1.} définie par (1.8.2-1.8.19), quand b | O, converge vers {r},
qui est solution de (1.8.1).

1.9. CONCLUSION

Ce chapitre introductif a permis de dresser la liste des outils mathéma-
tiques qui seront utilisés par la suite. Il s’agit des préalables qui permettent
de construire une chaine de Markov a partir d"une équation différentielle sto-
chastique. Dans le chapitre suivant, nous allons donner une version discrete

du mouvement brownien géométrique qui converge vers ce processus.



Chapitre 2

PROBLEME DE PREMIER PASSAGE DES
CHAINES DE MARKOV QUI CONVERGENT
VERS LE MOUVEMENT BROWNIEN
GEOMETRIQUE

2.1. INTRODUCTION

Nous considérons une chaine de Markov a temps discret avec espace des
états {1,1 + Ax,...,1 + kAx = N}. Nous calculons explicitement les probabili-
tés p; que la chaine, qui part de 1 + jAx, frappe N avant 1; de la méme ma-
niere nous calculons la durée d; du nombre de transitions nécessaires pour
finir le jeu. En passant a la limite quand Ax et le temps At entre les transi-
tions décroissent vers zéro convenablement, la chaine de Markov tends vers le
mouvement brownien géométrique. Nous montrerons que p; et d; At tendent
vers les quantités correspondantes du mouvement brownien géométrique. Soit
{X(t),t > 0}, un mouvement brownien géométrique de dimension un défini

par I'équation différentielle stochastique suivante :
dX(t) = uX(t)dt + oX(t)dB(t)

oup € R, 0>0et{B(t),t > 0} est le mouvement brownien standard. Suppo-

sons que X(0) =x € (1,N), ot N € N (pour simplifier), et définissons
T(x) =inf{t > 0: X(t) =T ou N | X(0) =x} (2.1.1)

D’une maniére générale nous avons en dimension d le théorme suivant
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Théoréeme 2.1.1. [?] Soit X(t) une solution de
dX(t) = u(X(t))dt + o(X(t))dB(t)

Alors X est un processus de Markov dont le générateur est donné par :

1 4. o*f
Lf(x) = 2 Z a’(t, ) axlaXJ Z il

lorsque f est C* & support compact ot a = o0*. On dit que X est une diffusion.

Remarque 2.1.1. Soient u(x) = (Wi(x));ci<q, €t 0(x) = (o3 (x))]Side des fonc-
tions mesurables, et (B(t))u>0) = (B(t),...,B(t) V)0 le mouvement Brownien

Standard de dimension d. Soit X solution de I'équation différentielle Stochastique

dX(t) = u(X(t))dt + o(X(t))dB(t)

d
dX()V =by(X(t)dt+ Y oy(X(1)dBH)Y 1<i<d

) t d ot .
X(1)© = XV 4 L wi(X)ds + ) L oy(X)dBY 1<i<d
j=1

alors, par la formule de Ito, pour f € Cf(R9)

df(X(t)) = gaf%ﬁt) 2 ; a)(laXJ X® X0 >,
> %jt”%(xundmt)o)
—
Posons
Lef(x) = i af(ai(it)) +5 Z axlax] ot)y(X(t))dt

Vf € C(RY) M f = f(X(t)) — Jt L.f(X(s))ds
0

M. f est une martingale. Ainsi nous avons un probleme martingale.
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dZ
2dx?

sur C([0,00),R") telle que P(x(0) = 0) = 1 est unique.

Remarque 2.1.2. [?]. Danslecasou d =1 et Ly = la mesure de probabilité P

Dans notre situation d = lona:

d? d
+u—

L =0’
t 2dx? dx

Dans [?] nous voyons que la situation est la méme que précedement.

Comme dans le chapitre 1 (remarque 1.5.3)

satisfait I'équation différentielle ordinaire suivante :
1

3 o’ x*p"(x) + uxp’'(x) =0
avec les conditions aux frontieres :

p(1)=0 et p(N)=1

Nous trouvons facilement que, si ¢ := p/o? # 1/2,

X]—zc -1
r(x) = NI 7 pour 1 <x <N. (2.1.2)
Quand ¢ = 1/2, la solution est
Inx
= < x < N. .
P(x) N pour1 <x <N (2.1.3)

De plus, la fonction

satisfait I"équation différentielle ordinaire (voir le chapitre 1, remarque (1.5.3)

1
zczxzm”(x) +pxm/(x) = —1

avec les conditions initiales :

Sic # 1/2 nous trouvons que :

2
(1—2c¢)o?

X1—2c —1

m(x) - N172c -1

{lnx —InN } pour 1 <x <N (2.1.4)
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et, pourc =1/2,

B Inx

m(x) = = (InN —Inx) pourl1 <x <N (2.1.5)

Construction
Prenons la période de temps [0, T], partitionnons la en n intervalles de mémes
longueurs At = T/n. Ces intervalles vont avoir comme extrémités t,, = mAt

m=0,...,k.

Nous allons construire une suite de processus binomiaux qui converge en
distribution vers le processus 2.1.

Soit {X;,, = xt,,, m =0, 1,...k}le processus a temps discret avec espace d’états

{1 —kA%, ..., 1 —jAX, ..., 1 = Ax, 1,1+ Ax, ..., T+ A%, ... 1 + kAX}

(Ax)? = AAt (2.1.6)

et

(jAx)* <A Vjelo,...,k} (2.1.7)

qui est constant entre les noeuds. Et, & un nceud donné, le processus saute vers
le haut (bas) avec une distance Ax, (—Ax) avec la probabilité 0 (respectivement,
}), et avec une probabilité 1 — 6 — ¢ si il bouge pas du nceud. voir figure 2.1.
Remarque 2.1.3. Par symétrie nous allons travailler plus avec 'espace d’état {1,1 +
AXy .oy 14+kAx = N}au lieu de {1 —kAx, ..., T—jAx, ..., T—=Ax, 1, T+Ax, ..., 1+
jAX, ... 1+ kAx}

Soient :

XXX(Xtm,’tm) — ] + (m+ 1)AX
XZX(thwtm) =1+ (m— 1)AX

Xi,, = 1+ mAx
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—

e [ 1+ (k-2)dx

[ 1+ik-4)ix

Temps O b o k=T

FIGURE 2.1. Arbre binomiale simple

0 : Rx[0,00) — [0,1]
(Xtm)tm) L e(xtm)tm)
¢ : Rx[0,00) — [0,1]

(Xtm)tm) L d)(xtm)tm)
XE : R x[0,00) — (—o00,+00)

(Xtm) tm) — Xi(xtma tm)

avec

X (Xt A%) < X (x4, tm) (2.1.8)
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o = X (Xt t) | X, = Xtm} = Oy, tm)

P [Xior =X (Xt tm) [ X =%en] = O Xty tm)
=Xt = Xep, = %] = T—d(xe,,tm)

_e(xmAt) tm)

Maintenant nous allons exprimer les probabilités de transition (0, ¢) en fonc-
tion de la variance infinitésimale, et la dérive locale de I'équation 2.1, Pour cela
nous allons utiliser la technique de calcul qui se trouve dans Cox et Miller.

Supposons que le processus a un instant donné est sur un nceud avec la va-
leure X, = xt,,, et dans un intervalle de temps assez petit qui suit elle change
de position, et qu’elle soit a la position X*(x,,, tm), (resp X~ (x4,., tm)) avec les
probabilités ¢ (x,,, tm), (resp O(xy,., tm)). Et avec une probabilité 1—d(x,,, tm)—
O(xt,,, tm) il reste sur la méme position. Le pas des déplacements sont respec-
tivement X (x, ,tm) — Xi,, = tm, X™ (Xt,0y tm) — Xi,, = —tm et Xi,, — X¢,, = 0.

Ainsi nous obtenons la moyenne de changement de position :

e(xtm)tm)AX d)(xtm) )AX + O“ - d)(xtm)tm) - e(xtrmtm))

= {0(xty, tm) — P (X, tm)} AX

et la variance de changement de position est :

08Xty tm) [AX)? = b Xty tm) (AX)? + 07(1 = (1, tm)
= 0%ty tm)) — [(O(Xtyyy tm)

— d(x4,, Ax))Ax]?
= [0(xty tm) + (Xt tm)

= {0 (X t) = D1 )] (207

D’autre part : La moyenne infinitésimale m(x;t) et la variance infinitésimale

v(x, 1) du processus stochastique a temps continu et a état continu {X(t, s),t € T}
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sont définis respectivement par :

. E [{Xth - Xtm} | X = Xtm] Ax
i}[LnO At = AthrtrLO{e(Xtm)t ) — d)(xtm)tm)}ﬂ
dX(t)
- g |22
i
= WXy,

VX = X} [ X

o At = e Ot ) Ot )=
(Ol ) — ey )] B
[
= GZXfm
En posant
{0(Xtpy tm) — G Xty tm) ﬁ—: = uXy, (2.1.9)

8(Xt10s tm) + Bty ) —{00x0,0, tm) = D4,y t) | B = 022

tm

En résolvant le systéme ci-dessous nous obtenons :

0(Xtpy tm) = ZA [szt + Axpxy,, + At(pxy,,) }
1
bt tn) = 57 [0°x} — Axpxy,, + At(pxy,,)?]

mais comme les x;,, sont bornées alors on peut écrire At(px,, )* = O(At) ainsi

nous obtenons :

1
O(Xtpytm) = A [GZXf + Axpxy,, + O(At)}
1

N

d)(xtm)tm) = ZA [U Xt — AXHXtm + O(At”

Ainsi en faisant I’approximation suivante :

1
0%, tm) ~ = A [0%x] + Axpxy,, ]
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et

(b(xtm)t )

A (0%} — Axpxy,,

Nous voyons que 0, ¢ vérifient le systéme 2.1.9
Théoréme 2.1.2. La chaine de Markov X;uae m = 0,1,2...ainsi construite converge

vers la solution de 2.1 qui est un mouvement Brownien géométrique

DEMONSTRATION. Idée de la preuve

La preuve vient directement du théoréme [?] en faisant la considération sui-
vante. Soit NV = {0,1,...,n,...}, Q = (R et pourn € Netw € leposons
x(n, @) le neme de @. Soit My = o(x¢,. :0 < m < k) et M = o(x¢, : m > 0)
Soit la suite de transition de fonction TT,,(x,.), m € N définie par :

/

b (Xt ), si Xity = X (X t)
0(xt,,,-) si X, ; =X (Xt tm)
ﬂm(xtm)°): e s e
1 _q)(xtm)-) _G(Xtm)-)> si Xtm+1 =X, =C

m

0. si non

Soit Pa; I'unique mesure de probabilité sur Q telle que:

Pt [Xe, = X) = 1
Pat Xy =%, mAt <t < (m+1)At] = 1
| = Xy tw)
Pat [Xinyr =X Xy tm) | Me] = 08X, ti)
]

= 1 - e(Xtm) tm) - (I)(Xtm) tm)

Pat [Xisr = X (X, tm) | My,

Pat [Xtm“ = =c| th

Pour
c 7& X (Xtm> )

posons
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pour f € Cy(R%). La mesure de probabilité sur (ﬁ, M ) résoud le probleme
martingale pour A, commengant en (k,x) si P(x;,, =x,0 <m <k) =1et

m—1

(f(xtm) - Z Ajf(xtj ), My, P)

j=k

est une martingale (a parametre discrete)apres le temps (m + 1) pour tout f €

Cp(RY).
Soient :
1 1 2
oa(x) = A le_m (y — x)*Tac(x, dy) — AL < J| e (Y —x)Mae(x, dy)>
1
) = ) T dy)
AS(x) = —Ta (%, R\B(x, ¢))

At

ouB(x,e) ={yeR:[x —y| < e}
En supposant que :

(1) limmw sup‘x‘gR ‘GZAJ[(X) _ O-ZXZ‘ =0,

(2) limagjo Supy, g Inat(x) — pux| =0,

(3) hmAuo Sup\x\gR Azt(x) =0,e>0,
ou o, 1 sont des réels positifs. Le théoreme 2.1.1 d"une part nous montre que
I'équation 2.1 peut se transformer a un probleme martingale, d’autre part La
remarque 2.1.2 nous garantie 1'existence d"une solution unique a ce probleme.
Ainsi le théorémes 1.6.2, nous voyons que la chaine ainsi construite converge

vers la solution de 2.1 qui est un mouvement Brownien géométrique d’apres

I'exemple 1.5.2. [?]. [?] O

Par abus de notation :

1 . .

Pt = 35 {0+ 54207 + (1 4+ A% uax} (2.1.10)
1 A2 2 .

Pitjax,1+G-1)ax = A {(1 +jAx) 0" — (1 +jAx) MAX} (2.1.11)

et

1 :
Projan oy = 1= (1 + jAx)*o? (2.1.12)
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ouje{l,....,k—1}hL
Remarques.
(i) Nous supposons que les probabilités définies dans (2.1.10), (2.1.11) et (2.1.12)

sont bien définies, et qu’elle appartiennent a l'intervalle [0, 1].

(ii) La condition dans (2.1.7) implique que (Ax)* < A/k?. Soit

T=inffm >0: Xma=TouN | X, =1+jAx} (2.1.13)
et
p; = P[Xy, = NI (2.1.14)
Dans la prochaine section, nous allons calculer les quantités p; pourj € {1,...,k—

1}. Nous allons montrer que p; converge vers la fonction p(x) pour le mouve-
ment brownien géométrique quand Ax décroit vers zéro et quand k tend vers
I'infini de telle sorte que 1 + kAx reste égal a N. Dans la section 3, nous allons

calculer le nombre de transitions nécessaires pour finir le jeu, c’est-a-dire :
d; == E[T;] (2.1.15)

En faisant un changement de variable, nous transformons le processus de dif-
fusion {X(t),t > 0} en un mouvement brownien géométrique avec une moyenne
infinitésimale égale a zéro, et en considérant la chaine de Markov discrete cor-
respondante, nous obtenons une expression explicite et exacte de d; qui, en la
multipliant par At, tend vers m(x) si le temps At entre les transitions est choisi
de maniere appropiée.

La motivation de notre travail est la suivante :

(1) Lefebvre [?] a calculé les probabilités p(x) et la durée m(x) pour les
processus de Wiener asymétriques dans un intervalle (—d, d), soit un
processus de Wiener pour lequel les moyennes infinitésimales ., et p_,
et les variances infinitésimales o2 et 02, ne sont pas nécessairement les
mémes quand x > 0 ou x < 0. Pour confirmer ses résultats, il a consi-

déré une marche aléatoire qui converge vers le processus de Wiener. Les
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résultats de Lefebvre ont été étendus par Abundo [?] pour les proces-
sus de diffusion généraux a une dimension. Cependant Abundo n’a pas
obtenu les quantités p; et d; correspondantes pour la chaine de Markov

discrete.

(2) Ensuite, [?] et [?] ont calculé p; et d; (respectivement) pour une chaine
de Markov discrete qui tend vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
Les auteurs ont calculé aussi les quantités p; dans les cas ot la chaine

de Markov est asymétrique (comme dans Lefebvre [?]).

Les processus asymétriques peuvent étre utilisés en mathématiques financieres
pour modéliser le prix d"une action lorsque, en particulier, la variance infinité-
simale (qui est la volatilité) tend a augmenter avec le prix de I’action. En effet, il
semble logique que la volatilité soit plus grande lorsque le prix de I’action X(t)
est tres élevé que quand il est proche de zéro. Les prix des produits de base,
tels que l'or et le pétrole, sont aussi plus volatils quand ils atteignent un cer-
tain niveau. Afin de vérifier la validité des expressions obtenues par [?] pour
p(x) et m(x), il est important d’obtenir les quantités correspondantes pour la
chaine de Markov en temps discret et puis en prenant la limite quand Ax et At
tendent vers zéro de maniere appropriée.

Par ailleurs, les formules qui seront obtenues sont intéressantes en elles-mémes,
car en réalité le prix des actions et des produits de base ne varie pas complete-

ment de fagon continue.

2.2. CALCUL DE LA PROBABILITE P;

Supposons que Ax = 1, de sorte que 1'espace des états est {1,2,...,N}, et
les probabilités de transition deviennent :

jZ 0.2

. . T, :
Piit1 =54 {i*o® +iu}, pijr = A {i*a* —ju} etpy; =1- A

pour j € {2,...,N — 1}. La probabilité définie par p; = P[Xy, = N] satisfait

I'équation aux différences suivante (voir la proposition 1.3.2) :

Pj = Pjj+1Pir1 + Pij-1Pi-1 T Pjipj (22.1)
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qui s’écrit encore apres simplication de A,
2jp; = (i +c)ps + ( — ¢)pj-, (2.2.2)
ol ¢ = /0’ Les conditions aux frontieres sont :
pi=0 et pn=1. (2.2.3)

Dans le cas spécial ou p = 0, 'équation 2.2.2 se réduit a une équation aux
différences du second ordre avec coefficients constants :
Pj+1 = 2Pj — Pj—1. (2.2.4)

Nous trouvons facilement que 1'unique solution qui satisfait les conditions aux

frontiéres 2.2.3 est :

j—1
pj:h forj=1,2,...,N.

Supposons maintenant que p # 0. En posant :
Wj = Pj+1 — P
I’équation 2.2.2 peut s’écrire :
(G +c)wy=(j —c)wj

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. L'équation aux différences suivante :
G+c)wy =0 —c)wj

admet comme solution :

rG+1—c)

w; = _% sin[(2 4 ¢)mde(c? — 1) (c — RENEs s

DEMONSTRATION. On a:




(symbole de Pochhammer [?]), ou I' est la fonction gamma. On trouve

wo= I g

Ona:
re)1+c¢)  Tl)(c*—Drc—1)
F—=c)(c—=1)  T(=c)(c—=1)2T2(c—1)
T =1e—1)
Bl (—c)T(c)
2 2

I(—c)M2(c)r'(1 —c¢)
(c2 =1 (c—1r(1 —c)
I'(—c)F(e)l(1—c¢)

D’autre part,on a:
Uy

Mc)l'(1—c¢) = sne)”

En remplagant dans I’expression ci-dessus nous obtenons :

re)(1+c¢) (=1 c—Dr(1 —c)sinme
M—c)(c—=1) I(—c)m
(2= 1M (c—1)sinmc
— - .

Ainsi en remplacant dans 1'expression de wj ci-dessus on obtient :

. rg+1-—
wy = —% sm(ﬂc)c(cz—ﬂrz(c—])H,
_ P2y 2 (e itT—¢
= 7Tsm[(2+c)7t]c(c I (c ”F(j—H—i—c)'

ouw; =p;

Dans ce qui suit nous allons poser :

f(c) = —% sin[(2 4 ¢)rde(c? — 1) (c — 1)

49
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ce qui donne :

rG+1—-c)
wj = pj1 — pj = flc) m
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. L'équation aux différences suivante :
FrG+1—c)

D= f
Pit1 = Pj (C)F(j+1+c)’

oil ¢ est une constante et ¢ # 1/2, admet comme solution :

flc)Fr2c—1) [(c+DTF2—¢) G+ TG+1—¢)

Pi= 720 M2 +c) MG+ct1)

En appliquant les conditions dans (2.2.3), nous obtenons :

. F(j+1—c) r2—c)
b — G+ g — (T4 g pourj=1,2,...,N
ji= F(N+1—c) r2—o I

(N+c¢) T(N+1+c) (1+4c¢) I'(2+c)

Avant de commencer la preuve un petit rappel sur les fonctions gamma et

béta :

MNz) = J:Ot"‘_1e_tdt, (R(z) > 0)

MNz+1) = zl(z)

= ala+1)...(a+n—1)(a+n)



DEMONSTRATION. On a:

Mj+1—-c¢) M2c)rG+1—c¢)
FrG+14¢c)  TRAITG+T—c+2c)
_ B(G+1-c¢2¢)
N I'(2c) ’

L
— r(zc) J t]+17c71 (-l o t)Zcfl dt,
0

1
= J Pt¢(1 — t)*'dt.
0

Mj+1—c) f(c)
rG+1+4c) T(2c

1
Pyt — py = flc) | oo
0

pj —P1 = (pkH _pk))

1
= > rf((zcc)) Jo the¢(1 — 1) dt,

= (1 — t)2'at.
L S

Comme p; = 0, nous obtenons :

f 1
P = r((zcg) JO t1—c“ _t)Zc—Zdt_

f(c) (' (—c+2)—1 (2c—1)-1
= t° 1—t)“ dt —
T U

1o
= r(zc)B(Z—c,Zc— 1) —

f(c)
I'(2c)

1
J P7¢(1 — t)*2dt,
0

flc) (' (j4+1—c)—1 (2c—1)—1
C ‘] C—
—F(ZC) J'o t ( t) dt,

f(c)
I'(2c)
flc) T(2—c)F(2c—1) flc) TG+1—c)(2c—1)

I(2c) Mc+1) T2 TG+1—c+2c—1)

flc) T2—c)(c+NlF2c—1)  flc) TG+T—=c)T(2c—1)(j+¢)
r2c) Tlc+N)(c+1)  T(2) rG+c)(j+c) :
f(c) (c+NM2=c)M(2c—1)  f(c) G+c)TG+1—c)T(2c—1)
I(2c) M2 +c) " T(2¢) FrG+c+1) ’
M2 =1 [(e+DIF2=¢) GH+ITG+1—c)

- M(2c) { r2+c¢)  T+c+1) 1

En appliquant les conditions aux frontieres (2.2.3), nous obtenons :

flc)F(2c—1) [(c+ 1T (2—-c) (N+c)I'(N+1—c)

T=pn= r(2c) { r2+c)  T(N+c+1) }

BG+1—c,2c—1),
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f(c)l'(2c—1) 1
'(2c) T (e+Dl2—c) _ (N+c)T(N+1—c)’

I'(24c) I(N-+c+1)

ce qui donne le résultat :

profkg-orols
Pi = T(N+1—c) r— POUr)=»=hs...,
(N +c) T(NtT+c) (T+¢) M2+c)
]
Maintenant si c # 1/2.
Lemme 2.2.3. Quand c tends vers 1/2, la solution devient
Y(Gi+1)—2+y+2In2 (22.5)

Py NT ) 24y +2mn2’

ot 'y est la constante d” Euler et W est la fonction digamma définie par

IM"(z)
Y(z) = .
DEMONSTRATION. En effet nous avons :
T(j+1—c) F2—c)
P = (j+c) TGHi+e) (T+c¢) T(2+c)
i T'(N+1—c) I'(2—c)
(N +c) T(N+1+¢c) (T+¢) T(2+c)
I'j+1—c) (T+c)T(2—c¢)
o (] + C) G+c)TG+c) ~ (+c)r(1+c) 12 N
= TNiarNiIo _ (torzog  POUr)=h4.. .
(N+c)T'(N+-c) (T4+c)T(1+c)
Il est clair que
y 1—-1 0
im —_— =,
e L B T

2

Appliquons alors la regle de ’'Hopital pour lever I'indétermination :

d I(+1—=c) d I'(2—c)

dc T(j+c¢) dc (1 c)
lim pj = lim oo
=3 €77 d T(N+o) d_F(1 o)
ou
iF(j +1—¢) _ _%(F(j +1—¢))TG+c)+ dic(r(; +c))FG+1—c¢)
dc T(j+¢c) (TG +c))?
LMG+T=clG+c) TGi+1—c)s=(FG+c)

(MG +¢))? FG+c)  Th+c)
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r(z)

Mais comme ¥(z) = o

, NOUS avons :

Arirl—c) _ T+T=C) iy o ypi+o).

dc T(j+c) rG+c)
Ainsi :
d M'G+1—c) 4 I'(2—¢c)
o dc TG+c) de T(T+c)
Clgn P = UM iR areo
7 dc I'(N+c) dc F(1+c)

o T G T e G+ )+ Y b2 —0) + (1 +c))
ot — ;Nglf {¢(N+1—cJ+¢(N+ O+ g (W2 —¢) + (1 +c)}

_;gé) { V(3 + ()}
N {‘P(NJF J AN+ 3 }+ = {03 +v(3)}
Y(i+3)—¥(3)

TN ¥ ()]

_ I

D’autre part,
Y(3/2)=2—v—2In2
(voir [?]),d’ou :

Y(i+1)—24+y+2In2
Y(N+1)—2+v+2In2’

lim p; =
2

O

Maintenant nous allons étudier le cas général, c’est-a-dire le cas out Ax > 0.

Alors nous devons résoudre 1’équation aux différences suivante :

1 .
P = g {(1+5Ax) 0" + (1 +jAx) uAx} pys

+5x (1+jAx)? 0> — (1 +jAx) uAX} iy
1
qui, apres simplification, s’écrit :

2(1 +jAx)p; = [(1 +jAX) + cAX]pj1 + [(1 +Ax) — c Ax]pj_;

ol c = u/o’.

Les conditions aux frontiéres deviennent :

Po=0 et pr=1.
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Quand p = 0 (ce qui implique ¢ = 0), I'’équation aux différences ci-dessus est

la méme que 1’'équation 2.2.4. La solution est :

pourj=0,1,...,k.

=

P =

Posons :

n=1+jAx.

En utilisant le fait que (par hypothese) N = 1 4 kAx, nous obtenons :
n—1
Prn=7 pourn=1,T+Ax,...,T+kAx = N. (2.2.6)
Remarquons que la solution ne dépend pas de Ax. Donc , si Ax décroit vers

zéro et k tend vers l'infini tel que 1 + kAx reste égal a N, nous avons alors :

pn—);—j pour 1 <n <N,

qui est la méme fonction que p(x) dans 2.1.2 lorsque ¢ = 0/0* = 0. En pro-
cédant comme ci-dessus, si ¢ # 1/2, nous obtenons que la probabilité p; est

donnée par :

1+()+1]A§x7ch) r( ]+AZ;CAX)
1+( ]+1]AX+CAX) - (1 + CAX) r( 1+Ax+ch)

(T+jAx + cAx) E
(
(

P = 1+(k+1)Ax—ch) F(HAFCAX) .
1+(k+1?ZX+CAx) - (1 + CAX) W

Ax Ax

(1 4+ kAx + cAx)

En fonction de n et N, cette expression devient :

(n+Ax ch) r(1+Ax CAX)
(n + CAX) n+Ax+ch (1 + CAX) 1+Ax+ch
r(nEareax) r(Tageas)
pTL = (N+Ax ch) r(1+Ax ch) ) (2'2'7)
(N + cAx) F(RArear) (1 4+ cAX) Zareaey ==y
pourn € {1,1+ Ax,..., 1+ kAx = N}. La solution se réduit a :
V(AR Y ()
Pn = T NoA soA sic=1/2. (2.2.8)
YR - Y (5)

Nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit n = 1+jAx pourj € {0,1,...,k}, avec k tel que 1 +kAx =
N. La probabilité p,, que la chaine de Markov a temps discret définie dans la section 2.1,
commengant en n, frappe N avant 1 est donnée par l'équation 2.2.6 si p = 0, et par

2.2.7sic=p/o* #0.
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Pour compléter cette section, nous allons considérer le cas ott Ax décroit
vers zéro. Nous avons mentionné que quand ¢ = 0, la probabilité p, ne dépend
pas de Ax, et elle correspond a la fonction p(x) dans 2.1.2 avec ¢ = 0. Quand

¢ = 1/2, en utilisant la formule :
Y(z) ~Inz pour z assez grand,

nous pouvons écrire que

Emp. — Lm In(2Zn +Ax) —In(2 +Ax) Inn
Axl()pn A IN2N+Ax) —In(2+Ax) InN

pour n € [1,N].

Encore une fois, cette expression correspond a la fonction p(x) donnée dans

2.1.3, obtenue quand ¢ = 1/2. Finalement, nous avons :

INz+a) b 1
T a 1 _
I“(z-l—b)o<Z ( +O(z>)’
quand |z| tend vers l'infini (avec |Arg(z + a)| < 7t; voir [?] ). D’ou1, dans le cas

ou ¢ # 0,1/2, nous pouvons écrire que

(n+cAx) (n+ Ax) 7 — (1 + cAx) (1 + Ax) 7>

e — 1
Mo P M0 (N + cAx) (N +Ax) 2 — (1 + cAx) (1 + Ax) =
TL172c_]
— N2 _1

pour T < n < N. Il s’ensuit que nous retrouvons la formule pour p(x) dans
2.1.2. Dans la prochaine section, nous allons retrouver les formules qui corres-

pondent a la fonction m(x) dans la section 2.1.

2.3. CALCUL DU NOMBRE MOYEN dj DE TRANSITIONS NECES-

SAIRES POUR FINIR LE JEU
Comme dans la section 2.2, nous allons supposer que Ax = 1, avecn = 1+j
pourj = 0,1,...,k (et 1 + k = N). La fonction d,, := E[T,] satisfait 'équation

aux différences du second ordre non homogeéne suivante (voir la proposition

1.3.3, chapitre 1) :

dn = Pn,n+1 dn-H + Pnn—1 dn—] + Pnn dn + 1 pourn = 2) LERE N — ]> (231)
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avec les conditions aux frontieres qui sont :
d;y =dn =0. (2.3.2)

Nous trouvons que cette équation aux différences peut se réécrire comme suit :

2A
m+c)dnp —2ndn+ (n—c)dn1 = ——. (2.3.3)
no

En utilisant le changement variable,

wj=dj;1—dj, a=1+¢c, b=1-—c,

I’équation 2.3.1 devient :

(G — c)w —2A
i — T Wil =
"G+ G+
ou encore :
(j +b) 2A
Wi — —] W = =7 NE . (234)
(j+a) G+10G+a)
Posons : 12(j) = —grgeay  T10) = ;LE
Nous obtenons :
. —2A
nG) _ GG —2A
T1(j) 812; G+1DG+b)’
. —2A )
G+ G —2A(j + a)
(G +1ri0) PO (j4+2)(+ b+ 1)+ b)
) —2A . .
r2(j +2) _ H3)0+2ra) —2A(j+a+1)(j+a)
T +2)m0G+1m6) (+240) G+140) (40)  (j4+3)(j+2+b)G+T+b)(j+b)

(j+2+a) (j-+1+a) (j+a)

De 13, nous obtenons la formule de récurrence suivante :
1205 + k)  —2AG+a+k—=T1)...(+a)
mG+k)...1(G) G+k+1)G+b+k)...j +b)
F'G+bv)rG+a+k)
rG+a)n+k+N1rG+b+k+1)

En appliquant le théoreme 1.3.1, on obtient ainsi une solution particuliere de
2.3.4 donnée par :

2A i+ a+k)

rG+b) r'(j
G+16+0) i+ a Z} Grk+MG+brk+1)

] =

o
k=
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d’ot1 la solution particuliere de 2.3.1 :

n—1

2A
d, = ; m (2.3.5)
+a+Xk)

1 o)
I'G+Db) NG
2A .
* — T(j + a) ; G+k+1DIrG+b+k+1)

n— . .
(2.3.6)

j

La solution générale s’obtient en faisant une combinaison linéaire de la so-

lution particuliere de 1'équation homogene 2.3.1, qui est semblable a celle de

I'équation 2.2.1), donc de la forme :

f(c) rG+1—c) c T(1—¢)

d; = o+l—c)
T 1 2¢ it ¥ TTtar0)

(j+c)

et de la solution particuliere 2.3.6. Ainsi nous avons la proposition suivante :
Proposition 2.3.1. L'unique solution de I’équation aux différences satisfaisant aux

conditions aux frontiéres est donnée par :

i = TL—|—CF(TL—|—1—C)+ c TI(1—¢)
" l1=2cTm+1+c¢c) 2c—1T(1+c¢)

2.3.1. Cas spécial: u =0

Supposons que p = 0; alors ’équation 2.3.1 devient une équation aux dif-
térences non homogene a coefficients constants :

2A

dn+1 - 2dn + dnfl - _T‘Lz ol

(2.3.7)

Remarque 2.3.1. Dans le cas p # 0 nous pouvons faire un changement de variable,
et puis effectuer les techniques de calcul du chapitre 3. Mais dans ce chapitre nous
n’avons pas besoin d’étudier le cas w # 0. En effet nous utilisons les propriétés du
mouvement Brownien et puis le cas w = 0 pour effectuer le travail.

Dans le cas u # 0 nous u Avant de passer a la recherche de la solution de
cette équation aux différences, démontrons le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Soit

d © te
R O e e
0 — €

dt sifR(z) >0
dz
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(Ia dérivée de la fonction digamma). Alorson a :

n—1
> w,p+1) =¥, 1) +n¥(1l,n) +¥(n)
p=1

DEMONSTRATION. On a:

© et
—t

dt.

t

Alors en posant x = e, cette expression devient :

1 z—1
‘P1(z):W(1,z):—J LN
0

—W(1).

1—x
d’ou
Typ
xPlnx
‘P1(p+1):‘1’(1,p+1):—J dx
o T—x
et
n—1 1 n—1 P
S wi,p+1) = —J ’;L“xdx
p=1 Opm X
B _J] (x—x“)lnxd
B o (1—x)?
{_ [(x—x“)lnx}b f (1—nx™Dlinx +1—
= <Klim|———W——| —
a—0 ]—X a 0
b—1
1
_ _{_J and
01—7(
1 n—1 11 _  n-1
+an lnxd_J1 X dx}
0 ]—X 0 ]—X

n—2 1
W(1,1) — n¥(l,n) — }

|
/—/H/—/H/—/H/—/H
;s
=
:s
= 3
ol\’l
|—|
'd
5
|—|
H/—/

1—x

n—1
x dx}
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Remarquons que [?] :

W(k+1)—W(k) =

> w,p+1) =—{¥(1,1) —n¥(l,n) —¥(n)+¥(1)}.
p=1
O
Nous pouvons trouver la solution de 1'équation 2.3.7 a I'aide du lemme 2.3.1 :
Proposition 2.3.2. L'unique solution satisfaisant I'équation 2.3.7 avec les conditions

aux frontieres données par 2.3.2 est :

n—12A 7
d, — —ﬁ?{‘P(N)JrN‘P(],N)—NZwLy}

2
—|—n20—/2\ {w(n) +nY¥(1,n) —n% +v} ,

Y(1,x) := —W¥(x)

dx
est la fonction polygamma de premiere espece.

DEMONSTRATION. Nous avons :

2A
dn+1 - Zdn +d = ~ 5.
o“n
2A
— (dn+1 - dn) - (dn - dnfl) = _Gzn2°

En faisant le changement de variables w1 = dn11—dn, 'équation 2.3.7 devient

2A

Wny —Wn = ——5 -
o212

Nous avons aussi [?] :

1
Y(T,p+1)—=¥(,p) = oD

= —2A « 1
Z Wil —Wp) = o2 o2
p=1 p=1 p

—2A

= — (W(1,1) =¥(1,1+mn)),
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—2A

dn-H_dn = di—do+ o2 (\P(])])—\y(],]—f—n)),
—2A

depr—de = di—do+ = (W(1,1) =¥(1,T+Kk)).

D’aprés le lemme 2.3.1

n—1
> w,p+1) =¥, 1) +n¥(1,n) +¥(n)—¥(1).
p=1

Ainsi nous obtenons :

—1

3

n—1
—2A
(A1 —di) = ;((h —do) + 2

n—1 n—1
{Z‘PU,H—ZWUJ —i—k)}
k=1 k=1

2A
_ ?{

~
Il

]
= (n—1)(d; — do) (n—1DW(1,1),

+¥Y(1,1) =¥ (1,n) —¥Y(n) +¥(1)}

dn = (n—1)(dy —do) +20—é\{‘1’(n) +n¥(1,n) —n¥(1,1) —¥(T)}.

Notons que n — 1,c ou ¢ est une constante sont des solutions de 1’équation
homogeéne :

dn+1 - Zdn + dnf1 = 0.

En effet
(=T 41)—2m—14(n—1—1)=0, etc—2c+c=0.
Nous obtenons la solution générale :
Qe = (e 1)(ds — do) + o3 (¥(n) + (1) — (1, 1)~ W(1)) + B
= (A~ do o) (V) () (1, 1) W) 4B

qui est une combinaison linéaire de la solution particuliére et de la solution
générale.
En tenant compte des conditions initiales, d; = dy =0,

—dy=0alors 3 =0,
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— dn = 0 alors nous obtenons :

a—dy = —ﬁi—é\{\y(m FNW(I,N) — NW(1,1) — w(1))

Donc

dr = DTN £ N, N) N, T) - ()

2_/*{% )+ n¥(1,n) —n¥(1,1) — (1)}

Mais ¥(1,1) =%, ¥(1)=—y,d’ou:

n—12A s
d, = —N—q?{‘P(N)—l—N‘PH,N)—NE—i—y}

2 2
+n—? {‘P(n) +nV¥(1,n) L —H/} .
o 6

O
Dans le cas général, c’est-a-dire Ax > 0, nous pouvons résoudre 1’équation
suivante (avec ¢ = 0) :

2A

di1 =24+ din = A

(2.3.8)
pour j =0,1,...,k. La solution qui satisfait les conditions aux frontieres
do = dx =0,

est donnée par :

. 2A 14 kAx 14 kAx
4 = sz(Ax)3{AXW( A ) kA (1

(1))

2A 1+jAx —i—]Ax
2L AxY AV (1
+GZ(AX)3{ * ( Ax ) A ’ )

(7%
(L) () s

—_ X
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En fonction de n :=1+jAx et N = 1 + kAx, cette expression devient :

n—1 2A N N
d, = N (A {AX‘P (A_x) + NV (]’A_x)
1 1
2A n n
T 2 (Ax)? {axw(5) +nw (1 5)

(o) ()}

Finalement, la durée moyenne du jeu est obtenue en multipliant d,, par At.
Utilisant le fait que (voir 2.1.6) At = (Ax)?/A, nous obtenons la proposition
suivante :

Proposition 2.3.3. Quand Ax > 0 et u = 0, la durée moyenne D, = (Ax)*d,, du

jeu est donnée par :

pourn=1,1+Ax,...,1 +kAx = N.
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Calculons la limite de D,, lorsque Ax — 0

o = 12 () e (1)
N (1, Alx> Ay (Alx)}
+ % {Ax‘l’ (&) Fnw (1,%)
(1) e ()]
2 (M) (1)
—NVY (1, é) — AxVY (i) + (N — 1)Ax}

42 {Ax‘l’ (l) Fnw (1, l)

02 Ax Ax Ax
1 1
—nY <1’R) — AxVY (E) +(n— 1)Ax}.
En utilisant le fait que
Y(x) ~Inx et W(1,x)~ J—( pour x assez grand, (2.3.10)

nous obtenons, quand Ax décroit vers zéro et 1 + kAx reste égal a N,

2 n—1
D, — P {— (N——1) InN +lnn} pour n € [1,N].

Remarquons que D,, correspond aussi a la fonction m(x) donnée dans 2.1.4
si ¢ = 0. Pour finir le travail, nous aurons besoin de trouver la valeur de la
moyenne du nombre de transitions d; dans le cas ot p # 0 et Ax > 0. Pour cela,
nous devrons résoudre I'équation aux différences non homogene avec coeffi-
cients non constants 2.3.3. Nous pouvons obtenir la solution correspondant a
I’équation non homogene. Cela implique un calcul trés compliqué. Ainsi, nous
allons utiliser le fait que nous savons calculer la durée d; quand p = 0. Retour-
nons au mouvement brownien géométrique {X(t),t > 0} défini dans (2.1), et
définissons, pour ¢ # 1/2,

Y(t) = X(t)]' 2.

Alors nous trouvons (voir Karlin et Taylor [?], p. 173) que {Y(t),t > 0} reste en-

core un mouvement brownien géométrique, avec variance infinitésimale 0% =
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(1 — 2¢)?0%y?, et avec une moyenne infinitésimale py = 0. Dans le cas ot

¢ = 1/2, nous définissons :

Y(t) = In[X(t)]

et nous obtenons que {Y(t),t > 0} est un processus de Wiener avec py = 0 et

0% = o2

Remarque. Quand ¢ = 1/2, nous trouvons que {X(t),t > 0} peut étre exprimé
comme 'exponentielle d'un processus de Wiener {W(t), t > 0} ayant une moyenne

infinitésimale wy = 0 et variance infinitésimale o}, = 0. Quand nous faisons

la transformation Y(t) = [X(t)]'~%, l'intervalle [1,N] devient [1, N'~*] (respec-
tivement [N'2¢,1]) si ¢ < 1/2 (respectivement ¢ > 1/2). Supposons en premier

lieu que ¢ < 1/2. Nous avons (voir 0.0.2) :
T(X) = inf{t >0: Y(‘t) =1ou N]*ZC | Y(O) — leZC}.

Maintenant, nous considérons la chaine de Markov a temps discret avec es-
pace des états {1, 1+ Ax, ..., 1+kAx = N'=*} et avec probabilités de transition
données par 2.1.10, 2.1.11 et 2.1.12. En procédant comme ci-dessus, nous obte-
nons l'expression dans 2.3.8 pour le nombre moyen de transitions d; a partir
de I'état 1 +jAx. Cependant, nous remplagons 1+ jAx par n' % et 1 + kAx par

N'=%¢ afin d’obtenir :
172 2A : 2c 1—2¢ N172c
h = 2°—162Ax3{N ( x>+Axw<Ax)
1
() o (3))
Ax
2A - n1 —2c T'L1_2C
‘Wil AxVY
+02( { A ) T Ax
1
WO—?) m&(mJ}, 2.3.11)

pourn =1,(1+ Ax)Tz, . (1+kAX) 7= = N, Supposons que chaque dépla-

cement prend :
(Ax)?

At=———""
(1—2¢)2A
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unité(s) de temps. En prenant la limite quand Ax decroit vers zéro (et k — o0),
nous obtenons (en utilisant la formule dans 2.3.10) que :

2 n]—Zc_1
D, — m {_ (]\UZ—°—1> InN +lnn} pour n € [1,N]

Cette formule correspond a la fonction m(x) dans 2.1.4 quand ¢ < 1/2. Main-
tenant, si ¢ > 1/2, nous considérons la chaine de Markov ayant comme espace

des états :

1 1 1 1
{NZC—‘ T kAT 1 (k—l)Ax"”’H—Ax’]}
(et les probabilités de transition données par 3.1.5, 2.1.11 et 2.1.12). Pour ob-
tenir d;j, nous devrons encore résoudre ’équation aux différences dans 2.3.8,
soumise aux conditions aux frontieres dy = dx = 0. Cependant, une fois que
nous avons obtenu la solution, nous pouvons remplacer 1+jAx par (14jAx)™
(et 1+ kAx par (1 +kAx)™"). De plus, parce que :

(1+jAx) —1

)= Ax

nous remplagons j par
1
—1

THAx B j

Ax  1+jAx

(et de maniére similaire pour k).

Remarque. La quantité d; représente ici la durée moyenne du nombre de tran-

sitions nécessaires pour finir le jeu quand la chaine de Markov commence en

1/(1+jAx), avecj € {0,...,k}. Nous obtenons que :

j 1+kAx 2A e
1+jAx  k  o?2(Ax)3 1+kAx ’ T—i-kAx

+AXW(U+k1Ax)AX> < —od ( )}
789m)
)-

E|~

2A 1
Y
+02(Ax)3 {1+]Ax (

x) Ax
+ AxV¥ 1 l
(1+jAx)Ax ’Ax
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1

Ensuite, puisque N*~! = 1 + kAx, en posant n*~! = 1 + j Ax, nous déduisons

de I'expression précédente que

anfl -1 N2c71 2A 1 N172c
n o= — y(],—
d n2e-1 N2e—1 _ 1 g2 (AX)3 {NZC—] ( Y Ax )

N2c71 1 1
2A 1 n'-2
Y1
- o2 (Ax)? {nzc—‘ ( T Ax )

2c—1
+AXY (“AX ) —y (1, A1—X) —AXY (A1—X> } . (23.12)

pourn € {1,(1+ Ax)zgﬁ, e (T4 kAx)Zc]*f1 = N}. Finalement, si nous suppo-
sons, comme ci-dessus, que chaque étape de la chaine de Markov prend
(Ax)?
At=—""0
(2c —1)2A

unité(s) de temps, nous trouvons que, quand Ax décroit vers zéro, la durée
moyenne du jeu tend vers :
2 T—nl—%
Dn:m {lnn— (m) lnN} pourne [],N].
Cette derniere expression est équivalente a la formule de m(x) dans 2.1.4 quand

c>1/2.

Remarque. En fait, la formule de m(x) est la méme quand c < 1/2ouc > 1/2.

En dernier lieu, dans les cas oti ¢ = 1/2, nous considérons la marche aléatoire

avec espace des états {0, Ax, ..., kAx = In N} et les probabilités de transition :

0.2

Pisx(i+1ax = Pidx,(i-1)ax = 57 (2.3.13)

et

0_2

Piaxjax = 1= = (2.3.14)

Alors nous pouvons résoudre 1’équation aux différences non homogene :

2A

o2’

de — Zdj + dj,1 = —

soumise aux conditions aux frontieres dy = dx = 0. Nous trouvons que :

i A A
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Avec Inn :=jAx et InN = kAx, nous obtenons que :

A
d, = T (Ax) {Inn(InN —Inn)}, (2.3.15)

pour n € {1,e*... e = N}. En supposant que At = (Ax)?/A, nous dédui-

sons encore une fois que, quand Ax décroit vers zéro :
1
Dy — — {Inn(InN —1Inn)} pourn € [1,N]
o

Ainsi, nous retrouvons la formule 2.1.5 pour m(x) quand ¢ = 1/2. Nous pou-
vons montrer la proposition suivante :

Proposition 2.3.4. Si I'espace des états de la chaine de Markov est donné par :
(1,0 + Ax) 7=, ..., (1 + kAx) 7= = N}
(respectivement)
(1,0 + Ax) =7, ..., (1 +kAx) =T = N},

ot ¢ < 1/2 (respectivement c > 1/2), et les probabilités de transition sont comme dans
2.1.10, 2.1.11 et 2.1.12, alors la valeur de la durée moyenne du nombre de transitions
d,, nécessaires est donnée par 2.3.11 (respectivement 2.3.12). Sin € {1,e2*,..., e =
N} et les probabilités de transition sont celles dans 2.3.13 et 2.3.14, alors la valeur de

d., est donnée par 2.3.15.

2.4. CONCLUSION

Nous avons obtenu des formules explicites et précises pour les quantités
p; et d; définies respectivement dans 2.1.14 et 2.1.15 pour diverses chaines de
Markov a temps discret qui convergent, au moins dans un intervalle fini, vers
un mouvement brownien géométrique. Dans le cas de la probabilité p; de frap-
per la frontiere N avant 1, parce que I'équation aux différences appropriée est
homogene, nous avons pu calculer cette probabilité pour n’importe quelle va-
leur de ¢ = p/0? en considérant une chaine de Markov d’espace des états
{1, (1+Ax), ..., (1+kAx) = N}. Cependant, pour obtenir d; nous avons d’abord
résolu I'équation aux différences appropriée lorsque c = 0. Puis, faisant usage

de la formule que nous avons obtenue, nous avons pu déduire la solution pour
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tout ¢ € R en considérant une chaine de Markov qui converge vers un mouve-
ment brownien géométrique transformé. Le processus transformé reste encore
un mouvement brownien géométrique avec pu = 0 (sic # 1/2), ou un processus
de Wiener avec u = 0 (si ¢ = 1/2). Dans chaque cas, nous avons montré que
I'expression que nous avons dérivée tend vers la quantité correspondante pour
le mouvement brownien géométrique. Dans le cas de la duré moyenne du jeu,
I'incrément du temps At devait étre choisi convenablement. Comme c’est bien
connu, le mouvement brownien géométrique est un modele trés important en
mathématiques financieres. En pratique, les cours des actions ou des produits
de base varient discrétement dans le temps. Par conséquent, il est intéressant
de trouver des formules pour p; et d; pour les chaines de Markov qui sont
aussi proches que nous voulons du processus de diffusion. Maintenant que
nous avons calculé explicitement la valeur de p; et d; pour les chaines de Mar-
kov ayant des probabilités de transition qui impliquent des parametres p et o*
qui sont les mémes pour tous les états, nous pourrions envisager des chaines
de Markov asymétriques. Par exemple, dans un premier temps l'espace des

états pourrait étre {1,...,Ny,..., N}, et nous pourrions avoir :

w sine{l,...,N;—1}
u:
w, sine{N;+1,...,Ny}

(et de méme pour a?). Lorsque la chaine de Markov frappe Ny, elle va a Ny 41
(respectivement N; — 1) avec une probabilité de p, (respectivement de 1 — py).
En augmentant I'espace des états a {1, 1+Ax, ..., 1+kjAx = Ny, ..., 1+k Ax =
N}, et en prenant la limite quand Ax décroit vers zéro (avec k; et k; allant a
l'infini de fagcon appropriée), on obtiendrait les quantités qui correspondent a
p; et dj pour un mouvement brownien géométrique asymétrique. Les diffé-
rentes valeurs possibles de 0%, dépendant de 1’état n de la chaine de Markov,
refletent le fait que la volatilité est susceptible de dépendre du prix de l'action
ou de la marchandise. Enfin, nous pourrions essayer de trouver les formules
pour p; et d; pour d’autres chaines de Markov a temps discret qui convergent

vers des processus de diffusion importants.



Chapitre 3

UNE VERSION DISCRETE DU PROCESSUS
COX-INGERSOLL-ROSS (CIR)

En mathématiques financieéres, le processus stochastique qui est largement
utilisé pour modéliser les taux d’intérét est le processus de Cox-Ingersoll-Ross

(CIR) {r(t), t > 0} défini par I'équation différentielle stochastique :

dr(t) =0 (u—r(t)) dt + o/7(t)dB(t) (3.0.1)

ou 0, u et o sont des parametres positifs, et {B(t),t > 0} est un mouvement
brownien standard. Ce processus est un processus de diffusion particulier. Par
conséquent, il est supposé que les taux d’intérét varient de facon continue et
qu’ils peuvent prendre n’importe quelle valeur dans un intervalle, a savoir
ici l'intervalle [0, 00). Cependant, dans la pratique, les taux d’intérét ne varient
pas de fagon complétement continue dans le temps, et leurs valeurs sont arron-
dies & un nombre fini de nombres décimaux. Par conséquent, il est intéressant
d’examiner les versions discrétisées de ce processus. Des versions discrétes du
processus CIR ont été déja proposées dans la littérature. Voir, par exemple,
Sun (1992) [?] et Alfonsi (2005)[?] et (2010) [?]. Dans cette theése, nous considé-
rons une chaine de Markov a temps discret {Xa, m = 0,1...} qui converge
faiblement vers le processus de CIR. Nous sommes intéressés par le soi-disant
probleme de la ruine du joueur pour la chaine de Markov en question. Nous sup-

posons que la valeur initiale xy du processus appartient a un ensemble d’états
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{1,1+ Ax, ..., T+ kAx = N}, et nous allons déterminer la probabilité que le pro-
cessus frappe N avant 1, et aussi le nombre moyen de transitions nécessaires
pour finir le jeu, ce qui arrive quand X,a¢ prend la valeur N ou 1.

Remarque 3.0.1. En fait, dans le probleme de la ruine du joueur classique, on tente
de trouver la probabilité que la chaine frappera 0 avant un entier positif N. Cependant,
nous pouvons définir la ruine différemment selon le contexte, ou simplement faire un
changement de variable.

Dans la prochaine section, nous allons définir la chaine de Markov {X;,at, m =

0,1,...} qui converge vers le processus de CIR et nous allons calculer explici-

tement la probabilité

pj := P[Xy, = N] (3.0.2)

ou
T r=infim > 0: Xae =T ou N [ Xy =1 +jAx], (3.0.3)
pourj =1,...,k— 1. Cela revient a résoudre une équation aux différences ho-

mogene du second ordre avec coefficients non constants. Puis, dans la section

3.3, nous allons obtenir une formule exacte pour
d; := E[T;]. (3.0.4)

Cette fois, I’équation aux différences du second ordre avec coefficients non
constants que nous devons résoudre n’est plus homogeéne. Dans les deux cas,
nous allons montrer que la formule obtenue pour la chaine de Markov tend
vers la quantité correspondante pour le processus de CIR. Enfin, nous termi-

nerons ce travail par quelques remarques finales de la section 3.4.

3.1. CALCUL DES PROBABILITES p;

Prenons la période du temps [0, T], partitionnons la en n intervalles de
mémes longueurs At = T/n. Ces intervalles vont avoir comme extrémités
thn =mAtm =0,...,k.

Nous allons construire une suite de processus binomiales qui converge en dis-

tribution vers le processus 3.0.1.
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Soit {Ry,, =11, m =0, 1,...k}le processus a temps discret avec espace d’état
1 —kAX,...,1—Ax, 1,1+ Ax,...,1 + kAx} ou (Ax)* = AAt.

décrit comme suit :
il est constant sur un nceud. Et, a un nceud donné, le processus saute vers le
haut (bas) avec une distance Ax, (—Ax) avec les probabilités 0 (respectivement,

¢), et avec une probabilité 1 — 0 — ¢ si il ne bouge pas du nceud. voir figure

ci-dessous.
R (Rey tm) =T+ (m+1)Ax
Rax Ry tm) =14 (m —1)Ax
R, = 1+ mAx,
0 : Rx[0,00) — [0,1]
(Tepy tm) — 0(Te,0, tin)
¢ : Rx[0,00) — [0,1]
(Tty tm) — O (T4, tm)
RE* : R x [0,00) — (—o00, +00)
(e, tm) — RE(1e, tm),
avec

R™ (rtm) ) < R (‘rtm) )) (311)

P[Ri =R (i tn) [ Ry = 10] = bl tn)
P [Renys =R (rotm) [ R, =74,] = &1y, tm)
P [Rth =R, =c|Ry, = rtm} = 1—0¢(r,,tn)
—0(Tmat, AX).
Maintenant nous allons exprimer les probabilités de transition 0, ¢ en fonc-

tion de la variance infinitésimale, et la dérive locale de 1'équation 3.0.1, Pour

cela nous allons utiliser la technique de calcul qui se trouve dans Cox et Miller.
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Supposons que le processus a un instant donné est sur un nceud avec la valeure
R¢,. = Tt,, et dans un intervalle de temps assez petit qui suit elle change de po-
sition, et elle est a la position R* (1y,,, tm), (resp R™(1y,., tm)) avec les probabilités
G (e, tm), (resp O(r,,, tm)) et avec une probabilité 1 — b (ry, , tm) — O(1,,, tm)
si il reste sur la méme position le pas des déplacements sont respectivement
R*(ry,,, tm) — Ry, = Ax, R™(7,,, tm) — Ry, = —Ax et R, — Ry, = 0. Ainsi nous

obtenons la moyenne de changement de position :

e(Ttmvtm)AX - d)(rtm) tm)AX + O(] - d)(rtm)tm) - G(Ttm, tm))

= {e(rtm) tm) - d)(rtm) tm)}AX~

et la variance de changement de position est :

0T,y tm) (AX)? — D (Te,, tm ) (AX)* 4+ 0*(T — (e, tm)
— 0Ty tm)) — [(O(Te,s tm)
— (T tm)) AN
= [0(Tes tm) + (1o, tm)

— {81ty tm) — B (T, tm) V| (AX)%

D’autre part : La moyenne infinitésimale m(r;t) et la variance infinitésimale
v(r;t) du processus stochastique a temps continu et a état continu {R(t, s),t € T}

sont définis respectivement par :

. E [{Rtmﬂ — Rtm} | Ry, = Ttm] Ax
Algll() At - A)}IAI:-’\_)O{G(rtm>t ) d)(rtm)tm)}ﬂ
=)
dt

- e(u_ Rtm)>



V [{Rtmﬂ — Rtm} | Rtm:|

lim = lim [0(ry,tm) + (e, tm)—

At—0 At Ax,At—0

— {0y tm) — BT,y )y

O TAR(Y)
-]

- GZRtm .

En posant

{e(rtmvtm) - d)(rtm)tm) i_)tc =0(n— Rtm)
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2 (AX)Z
At

8(Tey tim) + (Tiy t) = 0T,y t) = b1y t) | 57 = ™Ry,

En résolvant le systéme ci-dessous nous obtenons :

1
O(Te,ytm) = A

N

[GZT‘tm + AXO(p — 71, ) + At(O(pn — Ttm))z} )

Olrntn) = == [oPre, — AxO(— 1) + At(O(1—10,))7] .

2A

Mais comme les 1, sont bornées alors on peut écrire
At(8(p—1,))* = O(At).
ainsi nous obtenons :

O(re,stm) = Uzrtm +AxO(n—1, ) + O(At” >

ol
1

A [0°Ty,, — AXO(n—T,) + O(AL)] .

d) (rtm) tm) =
Ainsi en faisant 'approximation suivante :

e(rtm) tm) = |:O—2rtm + Axe(u - rtm):| )

i
2A
et
1
d)(rtm,tm) ~ ﬁ |:O_2rtm —Axe(p—rtm)] .

par abus de notation nous avons :

1 .
Prjax1(+1)ax = 53 {opAx + (02 —0AX)(1 + jAX) }

1 )
Prisx+(-0ax = 51 {—0pAx + (0® + 0AX) (1 +jAx) }

(3.1.2)

(3.1.3)
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et
2

O .
Pitiaxi+iax = 1 — X(] +jAx) (3.1.4)

ouje{l,....,k—1}hL
En utilisant le corollaire 1.8.1, nous voyons que la chaine de Markov converge
faiblement vers le processus CIR {r(t), t > 0} quand Ax and At décroissent vers

z€ro, pourvu que
(Ax)* = AAt et (1+jAx)o> <A Vje€{0,...,k}

Supposons que les probabilités de transition pour la chaine de Markov discrete
{Xmat, m =0, 1,...} ayant 'espace des états {1, 1 + Ax, ..., T + kAx}, o1 k est tel

que 1 + kAx = N, sont données par :

1 .
Prisx L(G+1)ax = 51 {OuAx + (0% — 0AX) (1 +jAX) }, (3.1.5)
1 .
Prax - = 55 {—OHAX + (07 + 0AX) (1 +jAX) }, (3.1.6)
et
0? )
Pi+jaxi+jax = 1 — K” +jAx), (3.1.7)

otje(l,.... k—1u

Remarque 3.1.1. Les constantes ©, 1 et o doivent étre telles que les probabilités dé-
finies ci-dessus, c’est-a-dire en 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, appartiennent toutes a l'intervalle
[0, 1]. Pour Ax assez petit, cela sera vrai si No? < A.

Supposons pour ce qui suit que :
(Ax)? = AAt (3.1.8)

et

(14+jAx)oc* <A Vjel0,...,kh. (3.1.9)

Remarque 3.1.2. Remarquons que la condition 3.1.9 est satisfaite si et seulement si
(puisque 1 + kAx = N)
No? < A,
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ce qui est la méme condition que dans la remarque précédente pour s’assurer que les
probabilités définies en 3.1.2, 3.1.3 et 3.1.4 appartiennent a l'intervalle [0, 1] (pour Ax

assez petit).
3.1.1. Calcul de p; dans le cas ou Ax =1
Pour obtenir la probabilité p; définie par 3.0.2, nous allons supposer que

Ax = 1. Alors, l'espace des états devient {1,2,..., N}, et les probabilitées de

transition peuvent étre réécrites comme suit :

1 :

Pijet = 55 {On+ (07— 0)j}, (3.1.10)

1 5 .
Pij1 = 35 {—8n+ (0" +0)j}. (3.1.11)

et
0%

P =T1->5 (3.1.12)
pourj € {2,...,N—1}, ottnous supposons que les parametres 0, |1 et o sont tels

que les probabilités appartiennent a l'intervalle [0, 1]. En conditionnant sur la
premiére transition de la chaine de Markov ou en utilisant la proposition 1.3.2,

on obtient que la probabilité p; satisfait I’équation aux différences :
Pj = Pjj+1Pjr1 + Pij—1Pj-1 + PjiPj (3.1.13)
pourj =2,...,N — 1. Les conditions aux frontiéres sont :
pi=0 et pn=1. (3.1.14)

En substituant les probabilités ci-dessus et en simplifiant, nous trouvons que

cette équation 3.1.13 peut étre réécrite comme suit :

0= {8+ (0" —0)j} (pj1 —p;) + {—Ou+ (> +0)j} (pj1 —p;).  (3.1.15)

Posons :
Wj = Pj+1 — Pj (3.1.16)
et:
O o o’ +0
Case PTTare PToo (3.117)
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olt nous supposons que o # 0. Alors I’équation 3.1.15 devient :

j+B
;= — i 3.1.18
WJ p (J + O() W] Ty ( )
pour j = 2,...,N — 1. Nous trouvons facilement la solution satisfaisant la

condition aux frontiéres :

wi=p2—p1=p2—0

est:

(3.1.19)

Il s’ensuit alors :

G+B+1) .4
]_pN_ZWJ ZF JJrochl)]szJ '

Nous déduisons de cette expression que :

s G+B+1) )|
P2 {Z +oc+1)p]] '

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Quand Ax = 1, la probabilité p; définie en 3.0.2 est donnée par :

Z] 1 F1+[5+1

i=1 T(i+a+1)

Pi = =~ 1r(1+[3+1) 1) (3.1.20)
Zi:] I'(i4oa+1)

pourj=1,...,N,oil, par convention, la somme 5 )"} est égale a 0si j = 1.
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Remarque 3.1.3. Nous pouvons exprimer p; sous la forme d’une fonction spéciale.

Nous avons :

1+oc+1 pF(oH—U

1rp+1) (x+DTi+p+1) |
oT(a+ 1) {Zr it oatrn)’ }

STA+B+1) A+p+1) o 1T +1)
e

_ITBAD [ LB+
_EF(OH—H{; o+ 1) 1}
RLCER)

= ST R+ T a1 P — 1},

ol

(a)i:=ala+1)---(a+i—1)
et ,F1(1,p+ 1,0+ 1, p)tr , pour tout entier j, est la série hypergeometrzque tronquée
(voir [?]) . 1l s’ensuit que :

pi — FLB A+ x+1,p)ug — 1
TR B+ T+ 1, p)eny — 17

Remarque 3.1.4. Dans le cas particulier oit @ = 0, nous avons que x = 3 =0, et la

probabilité p; devient :

P! -1
pj = pN71 _ -I *

3.1.2. Calcul de p; dans le cas ou Ax > 0

Dans le cas général ou Ax > 0, la probabilité p; satisfait a I’équation aux

différences :
P = == {equ + (07 — 0AX) (1 + jAX) } i1
+—A {—0pAx + (0% + 0AX) (1 +jAX) } pj_

o? ,
+{1 — X“ +]Ax)}pj,
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qui s’écrit encore :
{BuAX + (0 — 0AX) (T +jAX) } (Pj+1 — Py)
+ {—0pAx + (0 + 0AX) (1 +jAx) } (pi—1 — Pj),

qui, en effectuant le changement de variable wj := p;;; — pj, devient :

—0uAx + (0% + 0AX) (1 +jAx)

Wi BuAx + (02 — 0AX)(1 +jAx)

Cette équation est valable pour j =1,2,...,k — 1. De plus,

Wo=Pp1—po=p1—0=p1.

Posons :
0% + 0Ax
PA = T AR (3.1.21)
Nous trouvons que :
T+ + 1A — +1
WJ — p] (Ax 0‘2 BAX ) ( 0'2+GAX )p (3122)

AXF(ALX o 62+6Ax + ”” +AX + 02 GAx +1)

En utilisant la condition initiale py = 1, et le fait que p; = Z’;g) wj, hous obte-
nons la proposition suivante :
Proposition 3.1.2. Dans le cas général oit Ax > 0, nous pouvons écrire la probabilité

p; définie en 3.0.2 comme suit :

1+iAx

Ir

(e — srom T 1)
Zl =0 pAXr(H-le +8A )
2 X .
pj = R : eA , pourj=0,...,Kk, (3.1.23)
Z ot F( _ 02+9Ax +1)
i= 0 Ax r(]-HAx 02 eAX )

oit, par convention, la somme Z{;O est nulle si j = 0.
Remarque 3.1.5. La formule 3.1.20 dans le cas oit Ax = 1 ne s’obtient pas directe-
ment de la formule 3.1.23 ci-dessus, parce que l'indice j varie de 0 a k, tandis que dans
3.1.20 il appartient a I'ensemble {1,2,...,N}.

Pour conclure cette section, nous allons montrer que I’expression de p; dans
la proposition précédente converge vers la quantité correspondante pour le

processus CIR défini en 3.0.1. Soit

T(r):=inf{t >0:ri=TouN|ry=r1} (3.1.24)
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our € (1,N). La fonction :
p(r) := Plryy = NJ

satisfait 'équation différentielle ordinaire suivante (voir, par exemple, Lefebvre
[?], p. 220]) :

1 i /
S0P (1) 4 (i —1)p'(1) = O,

soumise aux conditions aux frontiéres :

p(1)=0 et p(N)=T1.

Il vient directement que :

‘J"; t—ZS /o2 eZtS/cr2 dt

p(r) = (3.1.25)

ﬁ\‘ £-20p/02 p2t0/02 4

pour 1 < r < N. Notons que quand p décroit vers zéro, la probabilité p(r) tend

vers :
2 2
leG/G eZG/O'

ljfglpm T eIN8/o? _ g20/07

Cependant quand p = 1, p(r) peut étre exprimée a I'aide de la fonction gamma
incomplete.
Remarque 3.1.6. Si la relation 20 > o? est vérifiée, alors le processus {ry,t > 0}
reste toujours positif (sito > 0). Dans le cas contraire, le processus CIR peut atteindre
U'origine. 1l s’ensuit que nous pouvons considérer ce processus dans un intervalle quel-
conque [a, bl, avec a > 0 ou a > 0, dépendant de la valeur des parameétres 0, w et o.
Cependant, dans le cas de la chaine de Markov, il est naturel de commencer en 0 ou 1.
Maintenant, posons x := 1 4 jAx. Nous pouvons dénoter p; par p(x). Alors

Pj+1 = p(x + Ax), de sorte que
wy = plx + Ax) — p(x) = p’(x)Ax

(I'égalité sera obtenue a la limite lorsque Ax décroit vers 0). De plus, puisque

p1 =p(1 4+ Ax) et p(1) = po =0, I'équation 3.1.22 devient :

1 0 X 0
p'(x)Ax ~ DK{WAXF(§ ! GZESAX i 1)F(§ — nggm )

Max — smvom + DA + oea T 1)
X[p(1T+ Ax) —p(1)]. (3.1.26)



80

Soit :
X 0
f(X) — r(ﬂ B 02+ZAX + ])

F(Alx—f—%-i-])

Pour une quantité Ax assez petite, nous pouvons écrire :

X 7297u7267u Ax
f(X) o <A_X> 04+0Ax 04—0Ax |:] + O (7)] .

I s’ensuit que :

f(x) o [140(%)] 201/

___6un
—_ = llmX 0240Ax 02—0Ax — X 7- — X

m )~ hm [+ O(Ax)]

Finalement, lorsque Ax décroit vers zéro :
pgc;nmx = exp {ln <p2<;1)/m) }

x —1 0AX 0AX
= exp{A—X {ln (1 +7) —1In (1 —?)]}

= exp {(x—1)(20/0%) + O(AX)},

de sorte que :

Ainsi, en divisant les deux c6tés de 3.1.26 par Ax et en prenant la limite lorsque

Ax décroit vers zéro, nous obtenons que :

p'(x) = exp {(x — 1)(20/0%) } x 2™/ p'(x)|

ce qui implique que:

p(x) = KJ @20/ 720" gy,
1

ol k est une constante. En utilisant la condition limite p(N) = 1, nous concluons
que:
. eley/crzy —20p/02 dy

_
p(x) ﬂ\‘ eZBy/GZy—ZSu/GZ dy)

pour 1 < x < N. Ainsi, nous retrouvons la formule 3.1.25 du processus CIR.
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3.2. CALCUL DU NOMBRE DE TRANSITIONS NECESSAIRES dj POUR

FINIR LE JEU

Nous passons maintenant au probleme de calculer le nombre moyen d; de
transitions que prend la chaine de Markov {X\at, m = 0,1,...}, débutant en
Xo = 1+jAx, pour atteindre 1 ou 14+ kAx = N. En premier lieu, nous calculons

la quantité correspondante pour le processus CIR, c’est-a-dire :

ou la variable aléatoire t(r) est définie en 3.1.24. La fonction m(r) satisfait

I'équation différentielle ordinaire du second ordre (voir Lefebvre [?], p. 220]) :
] 1 /
zazrm () +0(n—r)m/(r) = —1,

soumise aux conditions limites

La solution générale est de la forme :

2
m(r) = Jr“*’”e“’T {—? Jr‘””“ e “Tdr + } dr + c;,

20

W=
o?’

et nous trouvons que la solution particuliere qui satisfait les conditions limites

est:

2 T N
m(r) = ?J X Whewx {J Yy lem®vdy + co} dx, (3.2.1)

J‘?J X~ WH WX {J‘:J ywu—l e~ WYy dy} dx

jr X~ WHewx dx

Co : =
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3.2.1. Le cas ou Ax =1

Lorsque Ax = 1, 'espace des états de la chaine de Markov est I’ensemble
{1,2,...,N}. En conditionnant sur le résultat de la premiere transition de la
chaine de Markov, et en tenant compte de cette premiere transition, on obtient

que la quantité d; définie en 3.0.4 satisfait 'équation aux différences linéaire

non homogene :
dj = Pjj+ dj—H + Pji-1 dj_] + Pj,; d]' + 1, pour j = 2,...,N—1,

ot les probabilités p;;,1, pj;—1 et p;; sont définie respectivement en 3.1.10, 3.1.11

et 3.1.12. Les conditions limites sont :
d; =dy =0. (3.2.2)
Nous avons :

1 : 1 :
4 = 5 {8u+ (0" —0)j} djuy + 5 {—On+ (0* +0)j} 4y

)
+ <1—%)d,-+1.

Apres un réarrangement, nous obtenons :

—2A = {0p+ (06— 0)j} djs1 + {0+ (0 + 0)j} dj1 — 2jo’d;  (3.2.3)
= {Bu+ (0 —0)j} (dj1 — dj) — {—Bu+ (0* +0)j} (dj — dj_1).
Puisque 1'équation homogene correspondant a 3.2.3 est la méme qu’en 3.1.15,

nousn’avons qu’a trouver la solution particuliere de 1’équation non homogene.

Posons :
Vj+1 = dj+1 — dj.
Nous avons donc besoin d’une solution particuliere de I'équation :

—2A = {0+ (0? — 0)j} viy1 — {0+ (o? + 0)j} v;, (3.2.4)

qui peut étre réécrite comme suit :

i+ B A
o L = 3.2.
Vie1 TP (j+oc) Vi i+ o’ (3.25)
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ou
2A
02 —0

(avec 0% # 0) et «, B et p sont définis en 3.1.17. Maintenant, en utilisant le théo-

Ai=—

reme 1.5.1, nous obtenons la solution particuliere v]?k de 3.2.5, qui est donnée

par:

[e o]

NG+ oa+m) 1
V= — 3.2.6
) pF]+ocZF G+B+m+1)pm ( )

Proposition 3.2.1. Dans le cas oit Ax = 1, le nombre moyen d; de transitions néces-
saires pour que la chaine de Markov, commengant en j, atteigne soit 1 ou N peut étre

exprimé comme suit :
j—1 .

Ma+2)TA+B+1) 4

d = i

j ;{kor(mz)r(waﬂ)p

A
pitP
pourj =1,...,N, oit la constante k, est donnée par :

F(1,i+oc;i+[3+1;p_])} (3.2.7)

. }\ZI]H-B (Lhi+oi+pB+1;07")
0=

)

N—1 T(a+2) T(i+p+1) 4
P 2 i F(p+2) Mitarn P ]
et
T e TMa+n)r(b+n)zt
F(a,b;c;z) := Z  Epry =

Ma)r(b) &=
est la fonction ou série hypergéométrique de Gauss (Abramowitz et Stegun [?], p. 556),
qui est aussi dénotée par ,F;(a, b;c;z). De plus, comme ci-dessus, la somme ZJ , est

égalea 0sij =1.

DEMONSTRATION. En utilisant la solution 3.1.19 de I'équation 3.1.18, et le fait

que d; = 0, nous pouvons écrire que :

T+ TA+B+1) oy
dj:;“ = {kOF(B+2)F(i+oc+1)p +"i}

)
>

_ i{kor(aﬂ)r(wﬁw) .
i=1

rB+2)Titatr)’
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d’otr:

"“{ Moa+2)TA+B+1)
ko

T +2) F(i+oc+1)p

AT+ B) iF Frli+oa+m) 1
T+ «) +B+m—i—1) mlpm

m=0

-1
Ma+2)TA+RB+T1)

- Z]{k B2 Tirar)’
AT+ B) TP+ o)
pTFi+ o) TA+B+1)
=T+ TA+B+1)

- Z{k°r(5+2)r(i+a+1)p
A

pi+ P

F(1,i+a;i+[5+1;p‘)}

F(1,i+a;i+r5+1;p—‘)}.
O

Remarque 3.2.1. I est important de mentionner que les séries hypergéométriques de
Gauss convergent si |z| < 1 (voir a nouveau Abramowitz and Stegqun [?], p. 556).
Comme la valeur absolue de p est en effet supérieure a 1, la solution formelle ci-dessus

est la solution exacte de notre probleme.

3.2.2. Le casou Ax >0

Pour obtenir la solution de notre probleme dans le cas ot Ax > 0, nous

devons trouver une solution particuliére de :
1
4 = A {OuAx + (0% — 0AX) (1 +jAX) } djsy
+—A {—0uAx + (0 + 0AX) (1 +jAx) } dj_y
o2
+{1_X(]+jAX)}dj+]’ (3.2.8)

pourj =1,...,k —1,avec dy = dx = 0. En procédant comme ci-dessus, nous

pouvons réécrire cette équation aux différences non homogene du deuxieme

] + * A*
Vij+1 = Pax (&> V)= —— (3.2.9)

orde comme suit :

j+ o j+ o
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ol pa, est défini en 3.1.21 et

1 0 1 0
e O B*— o

ot N 2A /Ax
Ax 0% —0AX’

Ax 0%+ 0Ax © 02— 0Ax
Notons que 0? > 0Ax pour Ax assez petit. Nous déduisons de la sous-section

précédente que :

o9}

. A TG Z FrG+oa*+m) 1
N FG+p*+m+1)pl

pr -0

est la solution particuliere formelle de 3.2.9. De plus, puisque la valeur de
Pax est plus grande que 1, la série inifinie ci-dessus converge, de sorte que
cette solution est valable. Finalement, en utilisant les résultats dans la sous-

section 3.1.2, nous pouvons réécrire la solution de 3.2.9 sous la forme :

o j Tl +1) TG+ P+ 1)
b= OpAXr(B*+1)F('+oc*+1)
MTH+B) = TH+oa*+m) 1
— — 3.2.10
Pax I’ +oc*)ZI“]Jr(ﬁ”‘%—erHpAX ( )

m=0

ot kg est une constante (par rapport a j, mais qui dépend de Ax), et nous obte-
nons la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. Dans le cas général Ax > 0, la moyenne d; du nombre de tran-
sitions nécessaires pour que la chaine de Markov {Xnat, m = 0,1,...}, partant de

Xo =1+ jAx, atteigne 1 ou 1 + kAx = N est donnée par :

= (Tl + ) TA+p +1)
G = Z{koF(B*+1)F(i+oc*+1)pAX

i=0
X T et ‘)} (3:211)
pri+B* ) ) s Pax ) e
pourj =0,...,k, ot la constante

A Y l+]ﬁ*F(1,i+oc*;i+ B*+1;040)

k=1 T(o*+1) TR 1) i
Pax Zi:O T(B*+1) T(itor+1) A

ko = —

a été choisie de maniére a satisfaire la condition limite d, = 0, et, par convention, la

I S C
somme y__ est égale a zéro sij = 0.
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Pour terminer, nous allons montrer que d; x At converge vers la fonction
m(r) quand nous choisissons At = (Ax)%/A. Pour ce faire, nous allons expri-
mer la solution générale 3.2.10 de I’équation 3.2.9 en fonction de x := 1 +jAx,
et dénoter d; par d(x) :

d'(x) ~ XX—U/AXF((X* + 1)”? + B+ 1) ko(Ax)
FB*+ N +or+1) Ax
N TR +BY) i M + o +m) 1
Axpax T + o) =T 4+ B*+m+1) piy

m=0

En procédant comme dans la sous-section 3.1.2, nous obtenons :

retya Do + DTS + B+ 1) ko(Ax)

5
AP T DM far £ 1) Ax

2. ko(Ax
=exp {(x —1)(20/0%) } x 2W/° lim o(AX )

et

F(XA;X] + [3*) X _ﬁ o2 e:Ax
ot * (&) o))

lorsque Ax décroit vers zéro. Posons :

o0

_ F(XA*Q+oc*+m) s
S(X)'_Z_Or( L +m+1)pn’

Pour Ax assez petit, nous pouvons écrire que :

S(X) ~ i (&_{_m) ZGBAX+0233AX7] 11 {1 10 <AXX>}

pr

Op

] ZGGAX+GZ+9AX
= (_) Sy (X)>
X

— oy ow g ] A
Z X + MAx) o2~ eAerUZieAx ! — [] +0 (%)} AX
m=0

pr

et:

Pax = exp{ln(px)}

— oxp i (1 58) i (192}

= exp {m(ze/O‘ )AX‘FO(AX)})

= exp{mwAx + O(Ax)}.
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N—x
Ax

Maintenant, nous pouvons supposer que Ax est choisi tel que 1 := soit un

entier. Alors, pour Ax petit, nous pouvons écrire que :

!

Si(x) = 1lim (x + mAx)ﬁHZTSAX”
o m=0
Ax
X exp{—mwAx + O(Ax)} [1 +0 (7)} Ax
L o o
= 1lil’n (x + MmAXx) oToax T oZroax !
o m=0

X exp{xw — (x + mAx)w + O(Ax)} [1 +0 <%)} Ax

N
= J yclngx+%*1e(X*y)w+O(Ax) |:<I +O (%)] dy.

X

Ainsi, d’apres ce qui précede, nous déduisons que :

ko(Ax 2 N
lim d'(x)At = ey —O )iy o )At + —x"PHe y“’*H e “Ydy.
Ax10 Ax10 Ax 0? .
Si nous posons D(r) := limayjo d(r)At, nous pouvons écrire (en utilisant la

condition limite D(1) = 0) que:

ko(Ax) Ax

D(r) = J{e"‘”x“““e‘“’lim
1 AXlO

2 N
+ gx_‘”“e“’xj y‘”“‘1e_‘”ydy}dx.

Finalement, pour satisfaire la condition limite D(N) = 0, nous trouvons que la
constante ko(Ax) doit étre choisie telle que D(r) = m(r). Ainsi, nous retrouvons
la formule 3.2.1 pour la fonction m(r).

Remarque 3.2.2. I] est intéressant de voir a quelle vitesse d; x At converge vers
m(r), ot v = 1+ jAx, quand Ax décroit vers zéro. Avec = pn =1, 0f = 2et
N = 5, nous trouvons que m(3) ~ 0,7607; cependant, d; x At, avec j = é, est
approximativement égal a 1,6808, 0,8136, 0,7657 et 0,7632 quand Ax est égal a 1,
0,1, 0,01 et 0,005, respectivement. Il s’ensuit que nous pouvons conclure qu’utiliser
un processus de diffusion au lieu d’une chaine de Markov a temps discret fait une

différence siginificative.
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3.3. CONCLUSION

Nous avons résolu explicitement des problemes de temps et d’endroit de
premier passage pour une chaine de Markov a temps discret qui converge
vers un processus de diffusion qui est important en mathématiques finan-
cieres, a savoir le processus CIR. Au chapitre précédent nous avions consi-
déré ces problémes pour une chaine de Markov a temps discret qui converge
vers un mouvement brownien géométrique, qui est aussi un processus fonda-
mental en mathématiques financieres. Pour leur part, Lefebvre et Guilbault [?],
ainsi que Guilbault et Lefebvre [?], ont traité le cas des chaines de Markov qui
convergent vers un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Nous pourrions généra-
liser notre travail en supposant que les parametres 6, 1 et o qui apparaissent
dans le modele peuvent en fait dépendre de 1’état de la chaine de Markov.
En effet, si nous utilisons le processus CIR pour modéliser les variations des
taux d’intérét, alors il est plus réaliste de prendre en compte le fait que ces va-
riations ne sont pas nécessairement les mémes lorsque les taux sont élevés ou
faibles. Les processus de diffusion avec des parametres qui dépendent de 1'état
sont parfois appelés asymétriques. Lefebvre [?] a étudié les processus asymé-
triques de Wiener. Son travail a été généralisé par Abundo [?]. Nous pourrions
essayer de déterminer la valeur des quantités comme p; et d; définies dans le
présent chapitre pour des chaines de Markov ayant des probabilités de transi-
tion dépendant de ’état, et, en prenant la limite lorsque Ax décroit vers zéro,
nous obtiendrions les quantités correspondantes pour les processus de diffu-

sion asymétriques.



Chapitre 4

COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE EN
TEMPS DISCRET

4.1. INTRODUCTION

Soit {X(t),t > 0} un processus de diffusion controlé défini par I'équation

différentielle stochastique :
dX(t) = m[X(t)]dt + bX(t)JulX(t)] dt + {v[X(t)]}'/?dB(t),

olt u(-) est la variable de contrdle, m(-), b(-) # 0 et v(-) > 0 sont des fonctions
réelles, et {B(t),t > 0} est un mouvement brownien standard. Le but de ce
chapitre est de trouver le contrdle u* qui minimise la valeur de 1’espérance
mathématique de la fonction cofit :
Talx) (1
Clx) = L {Z qIX ()] w X ()] + 7\} dt,
ol q(-) est strictement positive, A # 0 est une constante, et T4(x) est 'instant de

premier passage défini par :
Ta(x) =inf{t > 0: X(t) =d ou —d | X(0) = x},

oux € (—d,d).

Ce probleme a été appelé LQG homing (en anglais) par Whittle [?], p. 289. Quand
le parametre A est positif (respectivement négatif), I’optimiseur veut minimi-
ser (respectivement maximiser) le temps de survie du processus controlé dans
lI'intervalle (—d, d), compte tenu des cofits de contrdle quadratiques.

Nous pouvons prendre A aussi grand que 'on veut. Cependant, en général, A
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ne peut pas prendre n’importe quelle valeur négative. Si la valeur absolue de A
(< 0) devient assez grande, alors la récompense attendue devient infinie. Whit-
tle a montré qu’il est parfois possible d’obtenir le contréle optimal u* en consi-
dérant le processus non controlé {&(t),t > 0} qui correspond a {X(t),t > 0}. En

effet, si la relation :

b2 [X(t)]
aviX(t)] = ——=
() q[X(t)]
est vérifiée pour une valeur constante positive «, et si P[t4(x) < oo] = 1, ol

T4 est définie comme T4(x), mais pour le processus non contrdlé {&(t),t > 0},
alors la valeur de la fonction :

G(x) = inf E[C(x)]
u[X(t)], 0<t<Tq(x)

peut étre exprimée en fonction d'une espérance mathématique pour {£(t),t >

0}. De plus, le contrdle optimal est donné par :

uw(x) = —@G’(x).
q(x)
Le résultat de Whittle a été utilisé, et généralisé, dans de nombreux articles par
plusieurs auteurs ; voir, par exemple [?] ou [?]. Comme l'avait souligné Whittle,
il est impossible d’étendre son résultat dans le cas des processus controlés a
temps et état discrets. Cependant, on peut néanmoins considérer ce type de
probleme pour des chaines de Markov en temps discret.
Dans ce chapitre, nous allons énoncer et résoudre explicitement des problemes

de type LGQ homing pour diverses marches aléatoires. Soit {X,,,n = 0,1,...}

une chaine de Markov contrélée, commencant en X, = x, définie par :
Xns1 = Xi + Uy + €, (4.1.1)

ol u, peut prendre un nombre fini de valeurs, et €, est le terme de bruit qui
peut prendre 1'une ou l'autre de deux valeurs avec une probabilité de 1/2.
Notre objectif est de minimiser la valeur de I'espérance mathématique de la

fonction cofit :
T(x)—1

(U2 +A), (4.1.2)
n=0
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ol u = {up,uy,...;; T(x) est un instant de premier passage défini par rap-
port a la chaine de Markov contro6lée. Trois problemes particuliers vont étre
résolus explicitement dans la suite. Finalement, nous allons donner quelques

remarques, y compris des extensions possibles de ces résultats.

4.2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Vocabulaire et notation

On désigne par :
(1) X espace d’état de la chaine X,,.
(2) U I'ensembles des controles u.
(3) T espace de temps.
(4) f: X xU xE — X telle que X1 = f(X;, Up, €) fonction de transition.
(5) R: X x U — R fonction de récompense

La sortie 1, est une fonction de politique n : X — I/ maximisant certaine me-
sure de performance.
Exemple 4.2.1. Par exemple nous pourrions choisir 1 pour maximiser la valeure de

la fonction V: X — Rout V = V,, pour un certain n. Alors V,, est définie par :
Vi(x) = R(x,n(x)) + Vi1 (f(x,n(x))  pour 1 <i<m,

et
Vi(x) = R(x,n(x)).

Dans la plupart des cas, nous sommes intéressés par les processus dont les transitions
détat responsable, sont stochastiques. Dans le cas stochastique au lieu d'une fonction

de transition d’état, nous avons un ensemble de probabilités de transition d’état.
P (W) =P(x(t +1) =x" [ x(t) = x,u(t) =u).

En décrivant une suite de décision stochastique pour faire le probléeme nous avons

besoin d’une fonction de récompense un peu plus compliqué R : X x U x X — R.
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Ainsi nous avons

Q(X) = Y puvmx)IR(x,n(x),x).

x’'eX

4.2.1. Formule générale

Soient :
T=infin>1i:|X,| > k| X;i=x}
Ti(x)—1
Jilx,u) = uﬁ +A
k=0
Vi, (%) = E(Ji(x,u))
Fi(x) = min E(Ji(x,u))
Wiy Wit 1y UT, (x)—1
Proposition 4.2.1.
E(Jy(x,u) =up +A+ ) P(Xpu =y | X, =x)VE'! (4.2.1)
yce

Fp(x) = n;an {Ué +A+ ZP(XPH =y | Xp = X)FpH (y)}

yece
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Tp(x)—1

E(J,(x,u)) = E Z up + A
k=

93

—1

= u +A+E Z up+ A X, =x
k

= u +A+E

= u +A+E

'Tp(x)q

Z uﬁ+7\|Xp+1,Xp:x | Xp =x

k=p

Tp(x)—1

Z uﬁ+)\|xp+1 |Xp:X

k:p-H

= wW+A+E v"“ |Xp_x}

= u —i—7\+ZIP> Xpr1 =YX, _X)V;—H

yee

Fo(x) = min

Up,Up+1 )"'qu(x)fl

E(Jp(x,u))

= n&]lon {ufj + A+ Z P(Xps1 =y [ Xp =%) min VZFL }

Up150-UTp (x)—1

yce

= min {u§ +A+ ) PXp =y I X =x)Fp (y)}

yece

Dans la suite nous allons noter par: Ty =T,Fo=F et Jo =].

4.3. MAXIMISER LE TEMPS DE SURVIE

Le premier probléeme que nous considérons est celui pour lequel l'espace

des états de la chaine de Markov {X,,,n =0, 1,...}est’ensemble {—k,...,0,...,k},

ou k € N. En outre, le contrdle u,, doit appartenir a {—1,0,1}, et e, = £1 avec

une probabilité de 1/2. Finalement, le parameétre A dans la fonction 4.1.2 est

supposé négatif, et :

T(x) :==min{n > 0: X, > k| X, =x} (4.3.1)
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Donc, l'optimiseur veut maximiser le temps de survie de la chaine de Markov
contrdlée dans C := {—k+1,...,0,...,k—1}. Soit F(x) la fonction valeur définie
par:

F(x) = min E[J(x,u)]. (4.3.2)

un, n=0,...,T(x)—1
En faisant usage du principe d’optimalité, nous obtenons le lemme suivant :
Lemme 4.3.1. La fonction valeur F(x) définie en 4.3.2 satisfait a I'équation de pro-

grammation dynamique :
F(x) = min {ué +A+ % [Fix+uo— 1)+ F(x +up+ 1)]} (4.3.3)
uo

avec la condition limite :

F(x) =0 silx| >k (4.3.4)

DEMONSTRATION. Ona:

Ti(y) = infin>1:[Xy|>k[X; =y} et
To(y) = infin>0:[Xu| > k| Xo =1y}
To(y) = 0+infin>1:|X,/ > k| Xo =y}

Toly) = T(y).

I s’en suit que Jo(y) = Ji(y).

d’autre part

Fily) = min  E(J;(y,u))

UTHU2ye Uy (y)—1

= min  E(J;(y,u))

Uo,U1q v"uT] (y)—1

= min — E(Jo(y,u))

Uo,U1q v"uTO (y)—1

= Foly).
Ainsi en utilisant la proposition 4.2.1 pour p = 1 nous avons le résultat 0

Maintenant, par symétrie, nous pouvons affirmer que le controle optimale

uj(—x) = —ug(x). Par conséquent, on peut supposer que x € {0,...,k}. En
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outre, parce que nous voulons que le processus controlé demeure dans la ré-
gion de continuation aussi longtemps que possible, compte tenu des cofits de
contrdle quadratiques, il est clair que uj(x) doit étre soit égal a —1 ou 0 si x
est positif. Ensuite, notons que la fonction valeur F(x) est négative pour tout

x € C. En effet, si nous choisissons u,, = 0, alors nous avons :
T(x)—1
EJ(,u)l =E | > Al =AE[T(x)] <0.
n=0

En fait, en utilisant les résultats connus sur le probleme de la ruine du joueur, nous

pouvons écrire que si u, = 0, alors P[T(x) < co] =1 et
E[T(x)] = k* —x? pour x = —K,...,k
(voir, par exemple, Feller [?], p. 348). Donc
F(x) < A(k* —x?).

Si la valeur absolue de A est trop grande, alors la fonction valeur est égale a
—oo (c’est-a-dire que la récompense attendue est infinie), comme nous allons
le prouver dans le lemme suivant.

Lemme 4.3.2. Si le parametre A dans la fonction de coilt 4.1.2 est inférieur a —1, alors

nous avons F(x) = —oo.

DEMONSTRATION. Lorsque A < —1, nous recevons une récompense pour sur-
vivre dans la région de continuation C, méme si nous prenons u, = £1. Mais,
parce que €, = %1, en choisissant uy = —1 (respectivement +1) lorsque X, =
x € C est positif (respectivement négatif), nous pouvons demeurer dans C

aussi longtemps que nous le désirons. Il s’ensuit que F(x) = —oo. O

Nous allons désormais supposer que A € [—1,0). La fonction valeur est alors
nécessairement finie, parce qu’il y a un cofit positif lorsqu’on controle la chaine
de Markov, et si nous choisissons u,, = 0, alors le processus va atteindre 1'une

ou l'autre des frontieres en un temps fini. Maintenant, quelle que soit la valeur

de A (< 0), nous pouvons affirmer que uj(0) = 0. En effet, la position idéale

pour maximiser le profit, c’est lorsque la marche aléatoire est a 'origine, de
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sorte que l'optimiseur doit essayer de rester pres de la. Puisque E[X;] = 0, si
I'on prend 14(0) = 0, c’est certainement la meilleure option a choisir. Par consé-
quent, on déduit de I'équation de programmation dynamique (4.3.3) que :

F(O) =A+ % [F(—=1) + F(1)].

En outre, par symétrie, F(—x) = F(x) pour tout x € C. Il s’ensuit que :

Ensuite, on peut écrire que

F(]) = IIllLil’l {'LL% + A+ % [F(uo) + F(LLO +2)]} .

Ainsi, nous avons soit (avec 1y = 0) :

F(1) =A+ % [F(0) + F(2)]. (4.3.5)

ou (avecug = —1):

F(1) :1+7\+%[F(—1)+F(1)]

Toutefois, cette derniére équation conduit a 0 = T + A, ce qui contredit 1’hy-
pothese que nous avons faite ci-dessus (a savoir, A € [—1,0)), a moins que
A = —1. 1l s’ensuit que, lorsque A € (—1,0), nous devons choisir u;(1) = 0.
Ainsi, en substituant la valeur de F(1) en fonction de F(0) dans I’équation 4.3.5,

nous obtenons que :

Proposition 4.3.1. Pour le probleme considéré dans cette section, le controle optimal

est uz(x) = O et la fonction valeur est donnée par :

En outre, si A = —1/(2x — 1) (avec x > 0), alors nous pouvons choisir u§(x) = 0 ou

—1 indifféremment.



97

DEMONSTRATION. Nous allons prouver, par induction, que
F(x) = F(0) —x*A pour x € {—k,..., k.

En effet, on déduit de I'équation de programmation dynamique 4.3.3 que, si

x € C, alors nous avons :

F(x) =A+ % [Fix—1)+F(x+1)] (avecuy=0) (4.3.6)
ou
F(x)=T+A+ % [F(x —2) + F(x)] (avecug=—1). (4.3.7)

En utilisant 4.3, cette derniere équation peut étre réécrite sous la forme :
F(O) — x*A — [F(0) — (x — 2)*Al = 2(1 + A),

qui n’est possible que si x est tel que :
_ 1
o 2x—1

Pour tout A € [—1,0) différent de cette valeur, nous devons prendre uj = 0, et

on déduit alors de I'équation 4.3.6 que :
Fix+1) = 2[F(x) —Al —F(x—1)
= 2[F(0) —x*A — Al — [F(0) — (x — 1)*A]
= F(0) — (x + 1)*A,

Puisque A est une constante, nous pouvons conclure que uj(x) = 0 pour tout
x, sauf que s’il existe une valeur de x pour laquelle A = —1/(2x—1), alors uj(x)
est aussi égal a —1. Enfin, comme nous 'avons mentionné ci-dessus, dans le

cas non contrdlé, nous savons que :
EJ(x,u)] = A(k* —x*) forx = —k,..., k.

C’est en fait la récompense maximale espérée lorsque le processus démarre a

partir de X, = x. C’est-a-dire que :
F(x) = A(k* —x%) pour x = —Kk,...,k,

ce qui complete la preuve. O
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Remarque 4.3.1. Remarquons que, avec F(x) = A(k* — x?), I"équation 4.3.6 est sa-
tisfaite pour A € [—1,0). De plus, les deux équations 4.3.6 et 4.3.7 sont satisfaites en

méme temps si et seulement si A = —1/(2x —1).

4.4. REDUIRE AU MINIMUM LE TEMPS PASSE DANS LA REGION DE

CONTINUATION

Dans cette section, l'espace des états de la chaine de Markov {X;;,n =0, 1,...}
est’ensemble {0, . .., k}. L'optimiseur doit choisir u, = 0 ouu, = 1, la variable
aléatoire €, est égale a 0 ou 1 avec une probabilité de 1/2, le parametre A dans
la fonction de cotit 4.1.2 est strictement positif, et I'instant de premier passage

T(x) est défini par :
T(x) :=min{n > 0: X, > k| X, = x}. (4.4.1)

Ainsi, 1'objectif de I'optimiseur est de minimiser le temps passé dans la région
de continuation par la chaine de Markov contrdlée, compte tenu des cofits de
commande quadratiques. La fonction valeur F(x) définie dans I'équation 4.3.2

satisfait désormais a I’équation de programmation dynamique :

F(x) = min {u§+7\+%[F(x+uo)+F(x+uo+1)]}, (4.4.2)

soumise a la condition limite F(x) = 0 si x > k. Puisque uy = 0 ou uy = 1, cette

équation peut étre réécrite comme suit :

F(x) :min{7\+%[F(X)+F(x+1)],1 +7\+%[F(x+1)+F(x+2)]}. (4.4.3)

Pour résoudre notre probleme, nous allons d’abord considérer le cas ou x =

k — 1. Alors I'équation 4.4.3 devient :

Flk—1) = min{AJr%[F(k—UJrF(k)],] +>\+%[F(k)+mk+m}

= min{%—l—%F(k—UJ +7\}
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Par conséquent, si 'optimiseur choisit uy = 0, alors F(k — 1) = 2A, tandis que

F(k—1) =1+ Asiuy =1 est choisi. Il s’ensuit que :

0 siA<1,
w(k—1) = (4.4.4)
1 siA>1.

Lorsque x = k — 2, nous avons :

Fm—zyzmm{x+%wm—ay+ﬁk—nL1+A+%Hk—n}.

Si0 < A < 1,alors F(k — 1) = 2A, tandis que F(k — 1) = 1+ Asi A > 1. Ainsi,

nous allons considérer deux cas :

(1) premiérement, si 0 < A < 1, nous pouvons écrire :

Hk—m:qmn{m+%ﬁk—mJ+a§}

Par conséquent, si I'optimiseur choisit uy = 0 (respectivement uy = 1),
la fonction valeur F(k — 2) est égale a 4A (respectivement 1 4 2A). Alors
nous concluons que uj(k —2) =0si0 <A < 1/2, etuj(k —2) = 1si
1/2<A< 1.

(2) Deuxiemement, dans le cas ou A > 1, nous avons :

Fm—zyzmm{x+%wm—zyu1+ML1+A+%U+A@.

Ainsi, nous comparons F(k—2) = 143\ (avecuy = 0) a F(k—2) = %(1 +A)
(avec up = 1). Puisque A > 1, nous trouvons que uj(k — 2) = 1. Ainsi,

nous pouvons écrire que :

0 siA<1/2,
wk—2)= (4.4.5)
1 siA>1/2.
Il s’avere que cette valeur optimale de la variable de contrdle est en fait valable
pour tout x € {0, ...,k — 2}, comme nous allons le prouver par induction.

Proposition 4.4.1. Pour le probléme considéré dans cette section, le controdle optimal

est donné par 4.4.4six =k —1, et par:

0 si0<A<1/2,

u;y(x) =
° 1 siA>1/2.
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pour x € {0,...,k — 2}

DEMONSTRATION. En général, pour déterminer si uj(x) = 0 ou 1, il faut com-

parer :

F(x) =A+ % [F(x) +F(x+1)] (siuy =0), (4.4.6)

QO

F(x)=14+A+ % Fx+1)+F(x+2)] (siuo=T1). (4.4.7)

Tout d’abord, nous allons montrer que uj(x) = 0si 0 < A < 1/2. Nous avons
déja trouvé (voir 4.4.4) que uz(k — 1) = 0si 0 < A < 1/2. Si nous supposons
que uj(y) =0poury =x,x+1,...,k—2, alors nous déduisons de 4.4.6 que la

fonction valeur F(x) satisfait I'équation aux différences du premier ordre :
F(x) =2A+ F(x +1).
Nous trouvons facilement que :
F(x) = co — 2Ax.

En utilisant la condition limite F(k) = 0, nous obtenons la constante ¢, qui doit

étre égale a 2k, de sorte que
F(x) = 2A(k —x). (4.4.8)
Ensuite, avec Xo = x — 1, 4.4.6 et 4.4.7 deviendraient

Fix—1) :7\+%[F(x—1)—|—27\(k—7¢)] — Fx—1)=2A(k—x+1)

et

Fix —1) :1+)\+%[2?\(k—x)+27\(k—x—1)] — 14 2A(k — x).

Nous trouvons tout de suite que :
AAk—x+1)<T+2Ak—x%x) & A<Z1/2

Alors nous pouvons conclure que uj(x — 1) = 0, ce qui prouve, par induction,
que uj(x) = 0si 0 < A < 1/2. Maintenant, si nous supposons que uj(x) = 1,

alors la fonction valeur F(x) satisfait a 4.4.7 pour toutes les valeurs de x. La
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solution générale de cette équation aux différences linéaire du second ordre

peut étre écrite comme suit (voir exemple 1.5.5 chapitre 1) :

F(x) = co+ci(—2)* — %(1 FA) (x4 1) (4.4.9)

La condition limite F(k) = 0 implique que :

Fx) = &1 [(=2)° = (2] = 20+ N (x K.

Pour déterminer la valeur de la constante c¢;, nous pouvons utiliser le fait que
F(k 4 1) est aussi égal a zéro, ce qui implique que :

F(x) = —%(1 +A) (=27 =1+3(x—X)] . (4.4.10)

Remarque 4.4.1. Quand nous choisissons uy(x) = 1, le processus controlé peut tra-
verser la frontiere a x = K. Par conséquent, nous devons poser F(k + 1) égal a 0.
Cependant, avec uy(x) = 0, il n'y a pas de dépassement. En fait, il n'y a pas de dépas-
sement tant que ug(k — 1) = 0.

Si A > 1, nous savons (voir 4.4.4) que uj(k — 1) = 1. Si nous faisons '’hypo-
thése que uj(y) = 1 poury =x,x+1,...,k—2, alors l'expression dans I'équa-
tion 4.4.10 pour la fonction valeur F(x) est valable poury =x,x + 1,...,k — 1.
En substituant cette expression dans 4.4.6 et 4.4.7, avec x remplacé par x — 1,
nous trouvons (en simplifiant) que la valeur de F(x—1) lorsque up(x—1) = O est
supérieure ou égale a la valeur de F(x — 1) quand uy(x — 1) = 1 si et seulement

Ssi:
1

A—1> _g“ +A) [1—(=2)7Y].

Puisque :
1> (2% forx=kk—1,k—2,...,0,

nous pouvons affirmer que uj(x — 1) = 1. Ainsi, par induction, uj(x) = 1 si
A > 1. Finalement, lorsque 1/2 < A < 1, nous avons trouvé (voir 4.4.4) que
uj(k—1) =0, mais (voir 4.4.5) uj(k —2) = 1. On trouve que uj(k —3) = ugj(k —
4) = 1 également. Si nous supposons que u;(y) = 1 poury =x,x+1,...,k—3,
alors 4.4.10 est valable poury = x,x + 1,...,k — 2. En procédant comme ci-
dessus, on peut montrer que uj(x—1) = 1. Donc, par induction mathématique,

uz(x) =Tpourx =0,...,k—2si1/2 <A <1, ce qui compleéte la preuve. [
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Remarque 4.4.2. On déduit de 4.4.6 et 4.4.7 que uj(x) = 1 si et seulement si
F(x) > 2+ F(x +2).

Par conséquent, pour prouver que ui(x) = 1si A > 1, on peut aussi utiliser le fait que
le meilleur coilt pour passer de x a x + 2 est soit : 2A (siuy =w; =0et g =€7=1)
ou 1+ A (siuy = €y = 1). Par conséquent, la fonction F(x) sera en effet supérieure ou
égalea 2+ F(x +2)siA > 1.

Corollaire 4.4.1. Pour le probleme considéré dans cette section, la fonction valeur est

donnée par 4.4.8s10 <A < 1/2,par 4.4.10si A > 1, et par :

F(x) = % {27\ — %(1 + 7\)] (=21 4 gx — %(1 +A) (x + % — k) (4.4.11)

sil/2<A<1.

4.5. UN PROBLEME AVEC uj NON CONSTANT

Dans la section 4.2, le contrdle optimal uj(x) est identique a zéro pour
toutes les valeurs admissibles du parametre A. Dans la section 4.3, nous avons
euuj(x) =0si0 <A< 1/2, etuj(x) = 1si A > 1. Le seul cas pour lequel
uj(x) n’est pas une constante est lorsque 1/2 < A < 1. Alors uj(x) = 1 pour
x = 0,...,k — 2, mais ui(k — 1) = 0. Dans cette section, le controle optimal
dépendra plus fortement de x et de A. Supposons que 1'espace des états de la
chaine de Markov contrélée {X,,,n = 0,1,...} est, comme dans la section 4.2,
I'ensemble {—k, ..., k}, la variable de controle u,, appartient a {—2,—1,1,2}, le
terme de bruit €, est égal a +1 avec une probabilité de 1/2, le parametre A dans
I’équation 4.1.2 est strictement positif, et I'instant de premier passage T(x) est
défini comme dans 1’équation 4.3.1. Par conséquent, comme dans la section 4.3,
'optimiseur veut minimiser le temps passé par la chaine de Markov controlée
dans C = {—k + 1,...,k — 1}, avec les cofits de controle quadratiques pris
en compte. L'équation de programmation dynamique satisfaite par la fonction
F(x) définie en 4.3.2 est :

F(x) zrr&in{ué+>\+%[F(x+uo—1) + Flx 4+ uo + 1)]}. (4.5.1)
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Elle est soumise a la condition limite F(x) = 0 si [x| > k. Parce que A est positif
nous pouvons affirmer, par symétrie, que uj(—x) = —ug(x). Par conséquent,
nous pouvons nous limiter au cas ot x € {0,1,...,k}. En outre, le fait que A
soit positif implique également que uj(x) > 0 quand x > 0. Lorsque x = 0,
I'optimiseur peut choisir uj(x) positif ou négatif indifféremment. Autrement
dit, le signe de u}(x) n’est pas pertinent. Puisque E[T(x)] est fini dans le cas non
contrdlé (voir la section 4.2), il est intuitivement évident que 1’optimiseur doit
choisir u,, (x) = 1 si A est assez proche de zéro et x > 0. De méme, si A est tres
grand, comparé a u2, alors 'optimiseur doit choisir w,(x) = 2 (si x est positif)
pour quitter la région continuation dés que possible. Le controle optimal étant
égal a 1 ou 2 quand x est non négatif, I'équation de programmation dynamique
4.5.1 peut étre écrite comme suit :

F(x) = min{T + A + % [F(x) +Flx+2)],4 + A+ % [F(x + 1) + F(x + 3)]}. (4.5.2)

Nous allons essayer de déterminer la valeur de uj(x), a partir de x = k — 1.

Nous avons alors :
1
F(k—1) :1+7\+Z[F(k—1)+F(k+1)] (siuy=1)
et

Flk—1) :4+?\+%[F(k)+F(k+2)] (si o = 2).

D’ou, si up = 1, nous obtenons que :

Fk—1) = 2(1 +A)

tandis que :
Fk—=1)=44+A
quand uy = 2. Il s’ensuit que :
1 siA<2,
uy(k—1) =
2 siA>2.

Remarque 4.5.1. Lorsque X, = k — 1, 'optimiseur est certain de quitter la région de

continuation en choisissant wy = 2, mais pas avec uy = 1.
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Ensuite, lorsque x = k — 2, il faut comparer la valeur de F(k — 2) obtenue a

partir de :

Hk—m:1+x+%wm—m+mwn (siu = 1), (4.5.3)

a celle déduite de :
F(k—2)=4+A+ % [F(k—=T1)+Fk+1)] (siuy=2). (4.5.4)
L’équation 4.5.3 implique que:
F(k—=2)=2(14+A) (siug=1)

Dans le cas de 4.5.4, nous pouvons écrire que :

(siuy = 2).

44N+ (14N si0<A<2
F(k—2) = HHA) si0< A=
Ja4A)  siA>2

Par conséquent, cette fois-ci, nous concluons que :
1 ifA <8,
uy(k—2) =
2 if A > 8.

Remarque 4.5.2. Notons que F(k —2) =F(k—1)si0 <A < 2.
Quand x = k — 3, nous avons soit :

Hk—&z1+%+%ﬁk—&+F&—U](ﬂw:ﬂ)

ou
1

Fllk=3) =4+ A+ 5 [F(k = 2) + F(k)]  (siuo =2).

Nous devons alors considérer troiscas: 0 < A < 2,2 < A < 8etA > 8. Avec

up = 1, nous trouvons que :

4(1 4+ A) si0< A <2,
F(k —3) =
204N+ (4+A) =6+ 3N siA> 2.
Quand uy = 2, nous obtenons que :
A4A+I2(14AN)]=5+21 si0O<A<S,.
F(k—3) =

44A+IBE+N] =7+IN sir>8.
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En comparant les diverses expressions ci-dessus, nous constatons que :

1 siA<1/2,
wik—3) =
2 siA>1/2.
Pour obtenir la valeur de uf(x) quand x = k — 4, nous devons maintenant
examiner quatrecas : 0 < A < 1/2,1/2 <A < 2,2 <A< 8etA > 8 En

procédant comme ci-dessus, nous pouvons montrer que :

. 1 ifA <3,
2 if A > 3.
Pour k petit, nous pouvons calculer le contrdle optimal uj(x) pour toutes les
valeurs de x € {—k + 1,...,k — 1}. Cependant, de ce qui précede, nous devons
conclure qu'il est difficile d’obtenir une formule générale pour ug(x). Dans le
cas de la fonction valeur, nous pouvons au moins donner une équation aux
différences qu’elle vérifie.

Proposition 4.5.1. La fonction valeur F(x) dans le probleme considéré dans cette sec-

tion satisfait a I'équation aux différences non linéaire du troisieme ordre :
0 = 2F*(x) +F(x) [F(x+ 1) +2F(x +2) — F(x +3) — 12+ 6)]
+2(4 +A)F(x +2) +2(1 +A) [F(x + 1) + F(x + 3)]
+F(x + DF(x + 2) + F(x + 2)F(x + 3), (4.5.5)

pour x = 0,1,...,k — 1. Les conditions limites sont F(x) =0six =k, k+ 1,k + 2.

DEMONSTRATION. Puisque u, est égal a 1 ou 2, nous pouvons utiliser la for-

mule :
, 1
min{x,y} = z{x +y—Ix—yl}
dans I'équation de programmation dynamique 4.5.1. Nous avons alors :

F(x) = % { [1 +A+ %[F(X) + F(x +2)]}

+ [4+7\+%[F(x+1)+F(x+3)]}

—’—3-1—%[F(x)—l—F(x-i—Z)—F(x+1)—F(x+3)]‘},
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ce qui implique que :
3 1
EF(X) —(5+2A) — E[F(x—i— 1) 4+ F(x 4+ 2) + F(x + 3)]

=— —3+%[F(x)+F(x+2)—F(x+1)—F(x+3)] .

En élevant au carré chaque coté de I'équation précédente, et en simplifiant,

nous obtenons 'équation 4.5.5. O

Lorsque x = k — 1, 1’équation 4.5.5 se réduit a :
FP(k—1)=324+ANF(k—1)+2(A* + 51 +4) = 0.
Il s’ensuit que :
F(k—=1)=4+A ou Fk—1)=2(1+A),

de sorte que la fonction valeur est donnée par F(k —1) =2(1+A)si0 <A <2

et par F(k — 1) =4 4+ Asi A > 2, comme nous l’avions obtenu ci-dessus.

4.6. CONCLUSION

Nous avons étendu le probléme proposé par Whittle au cas des chaines de
Markov a temps et état discrets contrdlées. Dans les sections 4.2 et 4.3, nous
avons pu obtenir des expressions générales pour a la fois le contrdle optimal
uj(x) et la fonction valeur F(x). Cependant, dans la section 4.3, nous n’avons
pas pu trouver une formule générale pour uj(x) ou F(x). En fait, nous pouvons
nous attendre a ce qu’il soit trés difficile de trouver des formules générales
explicites dans la plupart des cas. On pourrait évidemment généraliser a la
fois 4.1.1 et 4.1.2. Par exemple, on pourrait définir le processus stochastique

controlé {X,,n =0,1...} par:
Xn+1 = aX, +bu, + €,

ol a et b sont des constantes non nulles, et prendre :

=
®

)1
Jxu) = ) (qouy +7),

i
o
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ol qo > 0. Pour tous les problemes considérés dans cette these, I'optimiseur a
d choisir entre deux valeurs possibles de 11y. Le probleme de contréle optimal
serait évidemment encore plus compliqué s’il y avait trois candidats ou plus
pour le contrdle optimal. Par exemple, dans la section 4.3, si nous supposons
que u, € {—2,—1,0,1,2}, alors uj(x) pourrait étre égal a 0, 1 ou 2 lorsque x
est positif. En particulier, uj(x) devrait étre égal a 0 (et non pas a 1, comme
ci-dessus) lorsque A est tres proche de zéro. Enfin, on pourrait supposer que
€n a une distribution gaussienne de moyenne 0 et de variance o7, plutdt que
d’étre une variable aléatoire discrete. Alors la variable de controle u,, devrait

aussi étre une variable continue.






Chapitre 5

CONCLUSION

Dans cette theése, nous avons considéré des problemes d’instants de premier
passage pour des chaines de Markov a temps discret basées sur des proces-
sus stochastiques définis par des équations différentielles stochastiques, d"une
part, et, d’autre part, un probléme de commande optimale pour ces chaines de
Markov, dans lequel nous avons aussi défini une variable aléatoire qui est un
instant de premier passage.

La premiére partie repose essentiellement sur la résolution d’équations aux
différences avec coefficients non constants, que nous avons réussi a résoudre,
ce qui nous a permis d’avoir des formules explicites pour la probabilité de
premier passage et la durée de la partie pour ces chaines de Markov a temps
discret. Nous avons aussi réussi a montrer que les résultats obtenus convergent
selon la métrique euclidienne vers les quantités correspondantes pour les pro-
cessus de diffusion. Remarquons que nous pouvons utiliser également la théo-
rie des martingales pour résoudre ce genre de probléme. Ainsi nous essaierons
d’étendre ce résultat pour d’autres processus de diffusion.

Dans la derniére partie, nous avons étudié un probléme de commande op-
timale pour des chaines de Markov en temps discret. L'objectif était de trouver
la valeur qui minimise 1’espérance mathématique d’une certaine fonction de
cotit. Bien que, contrairement au cas continu, il n’existe pas de formule ex-
plicite pour cette valeur optimale dans le cas discret, nous avons étudié dans
cette thése quelques cas particuliers pour lesquels nous avons trouvé cette va-

leur optimale.
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En faisant usage de l’algébre max-plus qui est un algebre défini par le demi-
corps :

Rpin = (RU{+00},®,®),
ou pour tout a,b € RU{+o0}, les opérations sont définies comme suit :

a®b=min(a,b), a®b=a+0b,

de ce fait —oo va étre I’élément neutre de I'addition tandis que 1 sera 1’élément
neutre de la multiplication.

Dans cette algebre I'équation classique de la programmation dynamique s’écrit :
vij(k) = mini<o<n (Mig + vei(k — 1)),
ce qui correspond ainsi a une équation linéaire matricielle min-plus :
v(k) = Mv(k — 1),

qui peut étre résolue sans difficulté. Ainsi nous essaierons d’utiliser cette al-

gebre max-plus pour voir s’il est possible de trouver cette formule explicite.



