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SOMMAIRE

L’étude physique des transitions de phase en deux dimensions, et plus particuliére-
ment des phénomenes éritiques, a €té dominée durant les vingt-cing derniéres années
par I’hypothése d’invariance conforme. Dans cette relativement récente théorie phy-
sique qu’est la théorie conforme des champs, le réle central est joué par 1’algébre de
Lie des transformations conformes infinitésimales, 1’algébre de Witt, et de son exten-
sion centrale, I’algebre de Virasoro.

Les fonctions de corrélation des théories étudi€es sont fortement contraintes par
I’hypothése d’invariance conforme. Ces contraintes se matérialisent par des équations
différentielles que doivent satisfaire ces fonctions de corrélation. On se propose dans ce
mémoire d’étudier les. propri€tés de I’espace de solutions des équations différentielles
ordinaires découlant de I’existence des vecteurs singuliers de 1’algébre de Virasoro.

Apres un court rappel des groupes et des algebres de Lie, I’algebre de Virasoro
est définie. Suivent les définitions et théorémes utiles portant sur les représentations
de I’algebre de Virasoro, les vecteurs singuliers et les modules de Verma. La forme de
Shapovalov et les tables de Kac sont également introduites. Les fonctions de corréla-
tion de deux a quatre points sont étudiées. L’identité de Ward de la théorie conforme
des champs permet de faire le lien entre les vecteurs singuliers de 1’algébre de Virasoro
et des opérateurs différentiels. Ces opérateurs engendrent des équations différentielles
lorsqu’ils sont appliqués a des fonctions de corrélations. En se restreignant aux fonc-
tions de corrélation a quatre points, on obtient des équations différentielles ordinaires.
C’est ce que nous faisons ici. Les modeles minimaux M(4, 3) (Ising) et M(5, 4) (Ising
tricritique) font intervenir un nombre fini de représentations de plus haut poids. Nous
étudions les équations différentielles découlant des vecteurs singuliers, ainsi que leurs

espaces de solutions que nous caractérisons par la méthode de Frobenius. Le résultat
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principal du mémoire est une conjecture, dite du damier, qui relie les exposants appa-
raissant par la méthode de Frobenius aux plus haut poids de la table de Kac associée,
pour un modéle minimum donné. '

Mots-clés : algébre de Lie, invariance conforme, méthode de Frobenius, modele
d’Ising, modeles minimaux, modules de Verma, phénomenes critiques, table de Kac,

théorie des champs conformes.



ABSTRACT

The last twenty-five years have seen the raise of the conformal invariance hypothe-
sis as the central element in the physical study of phase transitions in two dimensions of
space, and particularly of critical phenomena. The Lie algebra of infinitesimal confor-
mal transformation is called the Witt algebra. Together with its central extension, the
Virasoro algebra, they play the central role in the relatively young physical theory that
is known as the conformal field theory.

The conformal invariance hypothesis imposes strong restrictions on the correlation
functions of the theories under study. These restrictions take the form of differential
equations that the correlation functions must satisfy. This memoir is the study of the
properties of the solution spaces of the differential equations linked to the existence of
singular vectors in the Virasoro algebra.

A short review of Lie groups and Lie algebra is followed by some useful defini-
tions and examples on the Virasoro algebra representations, singular vectors and Verma
modules. The Kac table and the Shapovalov form are also defined. This memoir inves-
tigates two, three and four-point correlation functions. The Ward identity links the sin-
gular vectors in the Virasoro algebra to some differential operators. These differential
operators generate differential functions when applied to correlation functions. When
restricted to four points correlation functions, this gives us ordinary differential equa-
tions. Minimal models M(4, 3) (Ising model) and M(5, 4) (tri-critical Ising model) are
concerned with a finite number of highest weight representations. This memoir calcu-
lates the ordinary differential equations coming from singular vectors, as well as their
solution spaces obtained by the Frobenius method. The main result of this memoir
is the chessbhoard conjecture that connect, for a given minimal model, the exponents

given by the Frobenius method to the highest weights of the associated Kac table.
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INTRODUCTION

La plus belle chose que nous puissions éprouver,

c’est le mystére des choses.

Albert Einstein (1879 — 1955)

On sait grice z‘l‘l’étude de systtmes physiques que certaines variables thermody-
namiques présentent des discontinuités a la température dite critique. L’étude du com-
portement de tels systemes autour de la température critique est une branche active de
la physique statistique, celle des phénoménes critiques. Le modele d’Ising, introduit
au début du vingtieme siecle par W. Lenz (1888 — 1957) et son étudiant E. Ising (1900
— 1998) pour modéliser les phénomenes ferromagnétiques et antiferromagnétiques est
I’archétype des modeles de mécanique statistique et est toujours étudi€ a ce jour. En
chaque point d’un réseau rectangulaire m X n se trouve une variable, que I’on appellera
le spin, pouvant prendre les valeurs +1. L’hamiltonien pour le modele d’Ising sur un

réseau de taille n X m avec constantes d’interaction J, J' et champs magnétique H est

En(o) = —Ji ”Z—i 0T — I "’Z_i i: i jCirl,j — Hﬁ: 2 Tijs
izl j=1 i=1 Jj=l i=t =1
et lé fonction de partition
Zyn = Z exp [-B E,..(c)],
oll B = 4, kg = 1.3806505(24) x 1072 J/K est la constante de Boltzmann, et T est la

kal’
température ( en deg Kelvin.)
La figure 0.1 représente un réseau carré 4x4. Le tour de force réalisé par L. Onsager

(1903 — 1976) fut de trouver une expression analytique a la fonction de partition dans

le cas du modele d’Ising bidimensionnel en 1’absence de champ magnétique externe.
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—1+ t -+ -

Fic. 0.1. Modele d’Ising en deux dimensions sur réseau carré. Chaque
point du réseau (cercle plein) a un spin o~ = £1. Les spins interagissent
avec leur plus proches voisins uniquement. La constante d’interaction

horizontale est J et la constante d’interaction verticale est J’.

A partir de 13, en posant que J = J’ et a I’aide des relations thermodynamiques pour
I’énergie interne et la chaleur spécifique :

o(nZ) _ Ou
- % etC—aT,

U=

on peut prouver qu’il existe une température critique 7. > O ou la chaleur spécifique C
est singuliere et au voisinage de laquelle elle se comporte comme In|T — 7|
L’énergie libre (par site) f est définie dans [Ba82] par une limite, appelée la limite

thermodynamique. On lit
f(H,T) = -kT Iym N 'InZy(H,T),

ol k est une constante, N est la taille du réseau carré, et Zy(H, T) est la fonction de
partition sﬁr le réseau carré. Les figures 0.2(a) et 0.2(b) montrent 1’évolution de 1’éner-
gie libre et de I’énergie interne. Le systeéme en question est le modele d’'Ising en deux
dimensions sur un réseau carré quand la taille du réseau varie de 3 a 5. On voit sur la
figure 0.3 qu’une singularit€ semble émerger lorsque I’on trace la chaleur spécifique
en fonction de la température. La figure 0.4 tirée de [Th72] confirme la divergence
logarithmique de la chaleur spécifique au voisinage de la température critique. Les

résultats d’Onsager, bien qu’extraordinaires d’ingénuité et de complexité, sont aussi



Energie libre

— Maillage 3X3 maillage 4X4

— — Maillage 5X5

limités a des conditions bien précises ; par exemple, il n’y a pas a ce jour de solution

explicite connue pour le modele d’Ising a deux dimensions avec un champ magnétique

(a) Energie libre F

Energie interne

[UNIW—

— Maillage 3X3
— — Maillage 5X5

Maillage 4X4

(b) Energie interne u

Fig. 0.2. Graphes de 1'énergie libre et de I’énergie interne en fonction

de la température T pour différentes tailles de réseaux

3 4 5

—— Maillage 3X3
— — Maillage 5X5

Maillage 4X4

Fic. 0.3.

Graphe de la chaleur spécifique C en fonction de la tempéra-

ture T pour différentes tailles de réseaux



T

Fic. 0.4. Chaleur spécifique C fonction de la température T pour le mo-
dele d’Ising sur réseau carré. La chaleur spécifique diverge logarithmi-
quement de chaque c6té de la température critique T, = 2.269185J/kg

dans la limite thermodynamique.

externe non-nul. La question se pose alors de savoir s'il est possible d’abstraire une
structure algébrique qui corroborerait les résultats déja obtenus et permettrait d'en ob-
tenir de nouveaux. La réponse est positive. En effet, le travail des pionniers de 1a théorie
des champs conformes, Belavin, Polyakov et Zamolodchikov (1984), a permis de dé-
velopper un paradigme physique, utilisant des outils mathématiques fins, qui montre
comment les fonctions de corrélation pouvaient étre obtenues a partir de I’hypothése
d’invariance conforme. Ce travail remarquable a permis de calculer analytiquement
plusieurs quantités décrivant la physique des phénomenes critiques. Avec I’hypothese
d’invariance conforme, |’ hypothese du plus haut poids et |"hypothese d’unitarité consti-
tuent les trois balises qui viennent a priori délimiter le champ d’étude des phénomenes
critiques. L'invariance conforme requiert qu’une représentation de 1’algebre conforme

ou de son extension centrale, |’algébre de Virasoro, soit réalisée sur [’espace d’Hilbert
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de la théorie des champs. Si I’extension centrale n’est pas triviale, alors les représenta-
tions naturelles que sont les modules de Verma possédent, pour plusieurs valeurs de la
charge centrale, des vecteurs singuliers. Ces vecteurs sont de norme nulle et sont ortho-
gonaux a tout autre vecteur de la théorie. Grace a I’identité de Ward, les retirer mathé-
matiquement de la théorie, c’est-a-dire faire le quotient du module de plus haut poids
par le sous-espace (module maximal) que ces vecteurs singuliers enge‘ndrent, mene a
des équations différentielles ordinaires pour les fonctions de corrélation a quatre points.
On observe que, puisqu’il y a plus d’un vecteur singulier par module de Verma, il y
aura nécessairement plus d’une équation différentielle pour ces fonctions de corréla-
tion. On peut alors se demander quelle est la relation entre ces équations différentielles,
si elle existe.

L’objectif de ce mémoire est de tenter de répondre a cette question. Ceci pourrait
permettre ultimement de caractériser I’algébre engendrée par les opérateurs différen-
tiels découlant des vecteurs singuliers d’une théorie. On se contentera d’effectuer des
calculs se rapportant aux modéles minimaux, qui sont les mieux connus. Par exemple,
le modele minimal qui correspond au modele d’Ising en deux dimensions sera étudi€.
La méthodologie choisie comporte trois €tapes. La premiere étape consiste a calcu-
ler les paires de vecteurs singuliers de plus haut poids appartenant aux modules de
Verma qui engendrent le sous-module maximal. La seconde étape consiste a convertir
ces vecteurs en équations différentielles. Pour ces deux premiéres étapes, le langage de
manipulation symbolique Maple (version 11) est utilis€. La troisieme étape qui est le
coeur de ce travail de recherche consiste a tenter de déduire la structure algébrique de
tout modele minimal via la dépendance des espaces solutions des équations différen-
tielles qui en découlent. Ceci m’a amené a formuler une conjecture que j’ai appelée la

conjecture du damier.



Chapitre 1

ALGEBRES DE LIE ET ALGEBRE DE VIRASORO

Pour autant que les lois des mathématiques se référent a la réalité, elles
ne sont pas.certaines ; et pour autant qu’elles sont certaines, elles ne se
réferent pas a la réalité.

Albert Einstein (1879 — 1955), “Geometrie und Erfahrung”

Dans I’article a I’origine de la théorie des champs conformes, Belavin, Polyakov
et Zamolodchikov (1984) ont montré comment les fonctions de corrélation pouvaient
étre obtenues a partir de ’hypothése d’invariance conforme. Un des éléments clés sur
lequel repose leur travail est 1’algebre de Virasoro. L’algebre de Virasoro est I’unique
extension centrale de 1’algebre de Witt, une algebre de Lie définie a partir des trans- -
fovrmations conformes infinitésimales. L’algebre de Virasoro comporte une graduation

naturelle. Ce premier chapitre a pour objet d’expliquer ces concepts.

Groupes de Lie de matrices et algébres de Lie de dimension finie sont intimement
li€s. Ainsi a chaque groupe G est associée une algebre g. On regroupe ici les définitions

(issues de [Ha03]) sur les groupes de Lie (que I’on suppose connus du lecteur.)

-1.1. GroupEes DE LIE

Définition 1.1.1. Le groupe linéaire général sur C , que l’on note GL(n;C), est le
groupe des matrices carrées inversibles n X n ayant pour éléments des nombres com-

plexes.
Définition 1.1.2. Le groupe linéaire spécial sur C , que !'on note SL(n;C), est le

groupe des matrices carrées inversibles n X n de déterminant un avec pour éléments

des nombres complexes.
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Définition 1.1.3. Soit A,, une suite de matrices complexes dans M,(C), ’espace des
matrices carrées nxn sur C. On dit que A,, converge vers une matrice A si chacun des
¢léments de A,, converge vers I'élément correspondant 'de A, lorsque m — o,
Définition 1.1.4. Un groupe (de Lie) de matrices est un sous-groupe G de GL(n;C)
avant la propriété suivante : si A, est une suite de matrices dans G telle que A,
converge vers une matrice A, alors soit A € G, ou bien A n’est pas inversible.
Définition 1.1.5. Soit A une matrice complexe nx n. A est dite unitaire si A* = A, oa
A" est l'adjoint de A ((A") . = A_LJ)

Définition 1.1.6. Le groupe de matrices complexes unitaires de taille n X n et de dé-
terminant égal & un est un groupe (de Lie) dénoté SU(n).

Définition 1.1.7. Soit la forme bilinéaire (*,*) sur C définie par (x,y) = 3 XiVi
Soit I’ensemble des matrices n X n complexes A tel que (Ax,Av) = (x,y). Alors cet
ensemble, noté O(n,C), est un groupe (de Lie) appelé le groupe orthogonal. Si, en
plus, le dé’terminant de A est égal a un, alors on dénote le groupe obtenu par SO(n, C)

(S pour spécial).

1.2. ALGEBRE DE LIE

La définition d’une algebre de Lie repose sur trois propriétés.
Définition 1.2.1. Une algébre de Lie sur R (C) est un espace vectoriel g sur le corps
des nombres réels (complexes), muni d’un produit [*,*] de g X g dans g, qui respecte
les propriétés : |

(1) [*, *] est linéaire sur les deux entrées (bilinéarité),
(2) [X,Y]=-[Y, X1, VX, Y € a(antisymétrie),

(3) X, [Y.Z]] + Y, [Z,X]]1 + [Z,[X, Y]] = 0, ¥X, Y, Z € g (identité de Jacobi).
1.3. EXEMPLES D’ ALGEBRE DE LIE
1.3.1. gl(n,R)

Définition 1.3.1. Soit F un corps, A,B € F*™" n > 1. Le commutateur de A et B est la

matrice appartenant a F™" définie par :

[A, B] = AB - BA. (1.3.1)



Proposition 1.3.1. gl(n, R) qui dénote (R™, [+, *]) est L.me algébre de Lie sur R.
Démonstration
Soient u,v,w dans F™". Soient «, 8 dans F. On vérifie les propriétés de
(1) bilinéarité,
[u, av + Bw] =u(av + Bw) — (av + Bw)u
= auv + fuw—avu — Bwu = a(uy — vur) + Sluw — wu)
= afu, v] + Blu, w]
et de maniere similaire
[au + By, w] = afu, w] + B[v, W]
(2) antisymétrie,
[u,v] = uv —vu = —(vu — uv) = —[v, u]
(3) et identité de Jacobi
[u, [v, W]l + [v, [w, u]] + [w, [u, v]]
= [u, vw — wv] + [v, wu — uw] + [w, uv — vu|
= u(vw — wv) = (vw — wv)u + v(wu — uw) — (wi — uw)v + w(uy — vu) — (uv — vi)w
= UVW — UVW — UWY + UWY — VWL + VWU + WYU — WYL — VUW + VW — WUV + WILY
=0.
Puisque gl(n,R) vérifie la bilinéarité, I’antisymétrie et I’identité de Jacobi, alors, par
la définition 1.2.1, gl(n, R) est une algébre de Lie sur R. a

1.3.2. so(3)

L’algebre de Lie so(3) est I'algébre de Lie qui correspond au groupe de Lie de
matrices SO(3).
Définition 1.3.2. so(3) := ({L., I, L}, [*,*]) avec 1, et L, les trois matrices 3 X 3 de

gl(3,R) définies par

0 0 0 0 0 1 0 10
L=lo00 1[.,=|0 o0 o|.L=[-1 0 of. (1.3.2)
10 -1 0 -1 00 0 0 0
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Proposition 1.3.2. s50(3) est une sous-algébre de Lie de gl(3,R) sur le corps des réels.
Démonstration

On vérifie aisément que

0 0 0Offo 0 1 0O O I||0 O O

(lohk]l=]0 0 1|/{0 0 O|-[0 O Of|0 O 1

0 -1 0f(-1 0O -1 0 0JIO0 -1 O
010
=(-1 00
0 00

et de la méme maniére que (l,,1.] = I, et [I,,1.] = I,. D’autre part, {l;,];] = O pour i
dans {x,y,z} grice i la propriété d’antisymétrie. Soient v,w deux éléments de so(3),
avecv=al,+bl,+cl, w=a'l,+b'l, + 'l pour a,b,c,a’,b’, ¢’ dans R. La fermeture
de s0(3) se vérifie a l’aide des identités précédentes. Par la proposition (1 31 ), on en
conclut que le sous-espace vectoriel de gl(3, R) qut’est so(3) est une algeébre de Lie. O
Définition 1.3.3. L’algébre de Lie so(3, C) est définie sur le corps C. Sa base ({1, 1, L.})
et son crochet [*, ] coincident avec ceux de so(3). L’algébre de Lie so(3,C) est la
complexification de so(3). ‘

La preuve que so(3, C) est une algeébre de Lie est similaire a la proposition (1.3.2).
Définition 1.3.4. L’algébre de Lie su(n) est ’espace des matrices complexes carrées
X de format n X n tel que X* = -X et trace(X) = 0.

On va maintenant s’intéresser a des algebres de Lie agissant sur des ensembles fami-

liers.

1.4. CHAMPS DE VECTEURS SUR LE CERCLE

Puisque la présente €tude traite de symétrie pour des phénoménes physiques en
~ deux dimensions, il est naturel d’introduire des outils ramenant R? & C. On va donc
définir les notions nécessaires pour traiter des transformations conformes locales puis
préciser ce que sont les transformations conformes infinitésimales. On pourra par la

suite définir les champs de vecteurs sur le cercle.
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1.4.1. Transformation conforme locale

On commence par identifier R? et C au moyen de I’application (x, y) — z = x+iy.
On utilise ensuite la projection stéréographique TI de la sphere unité sur C U {oo} (la

sphere de Riemann).

Fic. 1.1. Sphere de Riemann

Définition 1.4.1. On appelle projection stéréographique I1, I’application bijective et

continue :

IT:S% - CuU{o}.

L’application T1 est obtenue en plagant le centre de la sphére de rayon unité § 2alori-
gine de R®, comme sur la figure (1.1). On définit TI(X, Y, Z) = (x,y) comme étant l’in-
tersection avec le plan d’équation Z = —1 de la droite passant par le pdle nord (c’est-
a-dire le point (0,0,1)) et le point (X,Y,Z) sur S%. On de’ﬁnivt également 11(0,0, 1) = co.

La notion d’action de groupe va grandement alléger la notation, simplifiant ainsi

~

les calculs a venir.
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Définition 1.4.2. Soit G un groupe. Soit E un ensemble non-vide. La fonction

A:GXE—E

(g, 0)— Alg, x)

est une action de groupe si Ale, x) = x et A(g,, A(ga, x)) = A(g 82, X), pourel'élément
neutre de G, pour tout g, g2 dans G, et pour tout x dans E.
Proposition 1.4.1. Soit G = SL(2,C) (définition 1.1.2), soit E = CU (oo}, la sphére de

Riemann. La fonction

A:GxXxE—E
a b az+b | a

, sizeCet—siz=00 ‘
c d cz + c :

est une action de groupe.
Démonstration

On vérifie sans peine les deux conditions de ['action. Tout d’abord

1 0 1z+0
Ale, z) = ,2| = OZ =2,
0 1 z + 1

et
a b a b’} ]]
Ag, A(g,2)=A JA ,Z
¢ d ¢ d
a(%)+b
_c(%)+d

aa’'z +ab’ + bc'z + bd’'
acz+ch +cdz+dd

aa’ + b’ ab’ + bd’
=A V2
ac+c’'d cb +dd

= Agg’, 2).

La notation demeure cohérente si I’on note A(g, x) par gx.
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Définition 1.4.3. On va maintenant identifier des sous-ensembles de S L(2,C), a savoir

| o2
R:= { 8 € R}, (R pour rotation), (1.4.1)
0 e—iH/Z

1 a+ib ,

T:= a,b e Rz, (T pour translation), (1.4.2)
0 1
A 0 ,

D:= { |] A> 0%, (D pour dilatation), (1.4.3)
0 A

1 0

C:= a,b e R} (et C pour conforme). (1.4.4)

a+ib 1

Proposition 1.4.2. Les quatre sous-ensembles R,T,D et C de la définition 1.4.3 sont
des sous-groupes de S L(2,C).

Démonstration

Il suffit de prouver que chacun des sous-groupes est stable par rapport a l’opération de
multiplication du groupe et sous [’inversion de ses éléments. On prouve explicitement
que R est un sous-groupe. La démonstration pour les trois autres sous-groupes est
similaire.

Quels que soient g, h dans R,

ei9/2 0 ei¢/2' 0

h—l
5 0 2| 0 et

ei0/2 0 e—i¢/2 0

0 e 2 0 o2

JE-02

0 et

est dans R.
O
On explore maintenant la notion de transformation conforme en deux dimensions.
Définition 1.4.4. Soit y, une courbe définie sur lfintqwalle (-¢&,€) C R dans R?, telle
que y(0) = (xg, ¥o). Soit v'(0) = v, le vecteur tangent de la courbe 'y en (xq, o). Soit une

fonction différentiable f : O — O, oit O et ' sont deux ouverts de R?, avec (x;,¥o)
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dans O, alors I'image de v par df, la différentielle de f, notée df(v), est définie par :

d
df(v) = Ef °Y .y

Définition 1.4.5. Transformations conformes. Soient O et ', deux onverts de R*. Une
transformation conforme est une fonction bijective différentiable f : O — O qui
préserve les angles. Dans ce qui suit, le produit scalaire et la norme sont le produit et
la norme usuels euclidiens. La condition de préserver les angles pour f se lit

(v,w) (VW)
viwl ~ TVIWI’

(1.4.5)

pour tous vecteurs v, w tangents en P = (x, ), pour tout P dans O, avec V, W les images
de v,w par la diﬁ‘érenﬁelle df.

Proposition 1.4.3. Soit {e(, 2} une base orthonormée de vecteurs tangents en P =
(x,y) et soient E\, = df(e)) et E; = df(ey) leurs images par df. La condition (1.4.5)

est équivalente a

(E\, E2) =0et (E), Ey) = (Er, Ey). (1.4.6)

Démonstration

SAoient deux vecteurs de norme non nulle v = ae| + be et w = cey + dey. Les images de
v, w par la différentielle df somtV = aE | +bE; et W = cE| +dE,. Puisque la condition
(1.4.5) doit étre vérifiée pour tout a, b, c et d, alors, en choisissanta=d = 1,b=c =0

dans (1.4.5), on obtient

(ElaEZ)
,e) =0=
ene) =0= 15 1E

ce qui implique que (Ey, E;) = 0. (1.4.7)

De la méme maniére, choisira =c=b=~d = | dans (1.4.5) donne

_(ELE )= (Es, E7)

(ere1) — (e, €2) _ 0=
2 E + E5||Ey - E

ce qui implique que (E\, E\) = (E, E;).
(1.4.8)
Les conditions (1.4.6) sont donc nécessaires. Prouvons maintenant qit’elles sont aussi

suffisantes.
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(VW) (aE|, + bEy, cE| +dE>)
VIW| ~laE, + bEslIcE, + dEi]
_ac(E\, E))+ ad(E\, Ey) + be(Es, E)) + bd(Es, E,)
" V(aE, + bE;,aE, + BE,) VCE, + dEq, cE; + dEx)
_ ac(Ey, E,) + bd(E, E2)
V(@(E|, E\) + bX(Es, E2)) V(A(E\, E)) + d*(Ea, E))
N {ac + bd)(E\, Ey)
V@@ + b)(c2 + d)E| Er )Y
_ (ac + bd)
V@@ BT+ &
_(aey + bey, ce| + des)
@)@+ d)
(v, w)
Ciw

a

11 existe un lien étroit entre la théorie des fonctions analytiques et la théorie des
transformations conformes, comme le montre la proposition suivante,

Proposition 1.4.4. Soit la transformation conforme f, vue comme une fonction d’une

variable complexe z :

f:0cC-0ccC (1.4.9)

z=x+iy= (V)= f@=fi+ifi =i, H) (1.4.10)

Alors fest conforme si et seulement si f est analytique ou anti-analytigue.
Démeonstration

Puisque f(xq,yo) est dans R?, c’est un objet i deix composantes. Si l’on choisit dans R?
les courbes particuliéres vy, = (xg+1t,¥yg) et y2 = (xg, ¥g + 1), on calcule ((7,—’[71 0 =(1,0)
et (—‘f;yz - - (0, 1). Ces dewx vecteurs sont un choix possible pour la base orthonormée
{e1, ez). Avec une telle paramétrisation, et en faisant usuge de la définition (1.4.4), on

calcule

i ] a
= St + ) + ifi + bl = A+ i

d
E,=df(e) = E(f ° ) o
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par la regle de dérivation d‘une fonction composée. On en conclut que

% 1 il fi
v x e e . : v
E, = ;; = , et similairement E, = ;; = (1.4.11)
Br fl.\‘ ,_:)_y— fly
. . a C o) A
Soient maintenant v = etw = , deux vecteurs de R- non-nuls et de méme
b d
b

longueur . On va prouver que v et w sont orthogonaux si et seulement si w = %
-a

Puisque (v,w) =0, on doit avoir ac + bd = 0. La seule solution possible avec une

~ 2z . . 2 .
constante @ a déterminer est ¢ = ab et d = —aa. La contrainte V> = |w|* impose que
2, 32 2.2, 212 . s b :
a® +b° = a“a” + a°b” etdonc que a = 1. On a bien prouvé que w = + . Mais,
-a ’

si 'on applique ce qui précéde a E, et E; tels que définis par I’équation (1.4.11), on

obtient alors les deux fameuses équations

fiy = foc et foy = —fir  (anti-Cauchy-Riemann)
ou (1.4.12)

fiy =—facet foy = fi.  (Cauchy-Riemann)

Ceci revient a dire par la proposition (1.4.4), que f est (anti-) holomorphe, ou (anti-)
analytique si et seulement si f est une transformation conforme. O
Corollaire 1.4.1. La transformation z +— %% si z € C et & s5i 7 = 00 que décrit la pro-
position 1.4.1 en terme d’action de groupe est une transformation conforme. Par voie
de conséquence, touites les transformations représentées par les matrices appartenant
aux sous-groupes de S L(2,C) définis en 1.4.3, avec a,b,c,d € C et ad — bc = | sont
également des transforinations conformes. .
On est maihtenant en mesure de pouvoir raffiner quelque peu 1'étude des transfor-

mations conformes, définies jusqu’ici en toute généralité.
1.4.2. Transformations conformes infinitésimales
Le but a présent est de définir dans le plan les transformations conformes infinité-

simales. Ceci passe par 1’étude des fonctions analytiques dans un voisinage aussi étroit

que désiré du cercle unité. D’apres la section précédente, on sait que toute fonction
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analytique f = f(z) définit justement une transformation conforme. Ceci est aussi va-
lable dans un ouvert tel qu’un voisinage du cercle izl = 1. On peut se convaincre que
cette transformatibn conforme sera localement biunivoque sur |’anneau ouvert défini
par:

Définition 1.4.6. L’anneau unitaire A, est défini par
Ac={zeC:l-€e<lz<1+eh (1.4.13)

Soit une fonction f définie sur une boucle ouverte O centrée en O et contenant A..
Si f est analytique sur O a I’exception possible d’un pdle en ’origine, alors f possede
une série de Laurent dont on peut trouver I’expression, par exemple, dans [Ma65] :

oo

f@) = Z a,2" (2 € Ad), (1.4.14)

n=m

pour un certain m dans Z et

n:i Lzl)a’z (n=0+1,£2,...), (1.4.15)
2ni J,,

ol ¥, est le cercle |z] = p, avec (1 — € < p < 1+ €). On remarque que 'infinité de

coefficients a, sont indépendants.

1.4.3. Champs de vecteurs /;

On restreint maintenant les transformations conformes a I’anneau A.. Pour pouvoir
introduire les champs de vecteurs sur le cercle, il va falloir d’abord définir différents
objets mathématiques. On commence par |’espace vectoriel de dimension infinie sui-
vant : ”

Définition 1.4.7. On définit I'espace vectoriel des polynomes en (w, w™') par C[w, w™!].
Définition 1.4.8. Soit ; 'opérateur différentiel suivant :

I = —w*'o,. (1.4.16)

Agissant sur la série (1.4.14), cet opérateur engendre donc un champ de vecteurs sur
Uanneau unitaire A,.

On considére ensuite ]’ensemble des opérateurs différentiels sur Clw, w™'].
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Définition 1.4.9. Soit [’ensemble des opérateurs différentiels de la forme p(w, w1)d,,
oit p est dans C[w, w™']. On note cet ensemble Diff(w, w™).

En vérifiant les axiomes définissant un espace vectoriel, on peut montrer sans dif-
ficulté¢ que Diff(w, w™") est aussi un espace vectoriel. On va maintenant s’attacher a
trouver une base pour Diff(w, w™!), et souligner le lien existant avec les transforma-
tions conformes infinitésimales. En fait, les vecteurs l;-.i € Z forment une base dé
Diff(w, w™"). En effet, si g est dansvDiff(w, w1, alors il existe {i},is,...,i,) € Z et
{ai,as,...,a,} € Ctels que g = (aw'" + a;w + -+ + a,wn)d,,.

On définit un commutateur [*, x] sur Diff(w, w™!) en faisant agir lil; — I;l; sur une fonc-

tion arbitraire f, obtenant

L L1f = [=w™ 0, —w* 00 1f
_ wi+law(wj+lawf) _ wj+18,v(wi+lé;.,f)
=W+ DWo,f + w28 f —w (i + DW'd, f - w28 f
=(j- i)wi+j+lawf

~(i— G, f

(i = Dlivjf.

On peut démontrer que Diff(w, w™!) muni de ce commutateur est une algébre de Lie.
Proposition 1.4.5. Algébre de Witt.
La pai‘re (Diff(w, wY), [*, *]), oi Diff(w, w™") est 'espace vectoriel sur C défini en

1.4.9 et o1t [*, %] est le comnutateur
Ui 11 = (= Dlivjs (1.4.17)

est une algébre de Lie, appelée I’algebre de Witt.
Démonstration
La preuve est similaire a celle de la proposition 1.3.1. Puisque le calcul précédent

de [I;, ;] nous assure de l'antisymétrie, et que la bilinéarité est triviale, on vérifiera
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simplement 'identité de Jacobi :

[PO\, (90, rOW]] + [0\, 1B, pOL1] + [rO,, [POys 90,11

=[pd.. (qrv — rq.)0u] + [0y, (rpy — pr)y] + [r0., (pq. — qpu)0,]

=p(qry, — rq.)w — (qry = rq)pw + q(rpy — pridw
= (rpy = pri)gw + 1(pgw = qpule = (Pqy = gPuIry

=p(qure + qrw = NG = ') = QTP + I Py
+q(rypuw + TPww = Pulv = Plow) = FPuGu + PriyG
+ r(Pwqu + PQww = GuPiw = QPyww) = PGul + qPul

=0,
ce qui complete la preuve. =]

Définition 1.4.10. Soit f la fonction identité. On définit I'action de la transformation

infinitésimale | + €l; sur la fonction identité par
[(1+ e),) flw) = f((1 = el)(w)) = (1 —€elyw = w— eliw = w+ ew'™ .
On justifie la premiere des égalités précédentes en profitant du fait que
(l+el)1-€el)=(1+el;—€l;— L) =1+0() ~ 1 (al’ordre 1 en ¢).

On constate que les vecteurs /; forment une base pour les transformations conformes
infinitésimales. Par exemple, un calcul similaire montre que Iy est I’opérateur de dila-

tation infinitésimal, puisque
[(1+ elg) fIw) =w + ew™ = (1 + e)w.

Remarque 1.4.1. Dans le reste de ce chapitre, on se restreindra aux transforma-
tions conformes infinitésimales engendrées par les vecteurs I; et leurs conbinaisons
linéaires.

Remarque 1.4.2. Par souci de simplicité, tous les champs de vecteurs a venir seront
holomorphes. On obtiendrait un résultat similaire avec les champs de vecteurs anti-

holomorphes de la forme I, = ="' 05
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Pour définir I’algebre de Virasoro, qui est I’objet principal de ce chapitre, on devra
étendre 1’algebre de Witt. C’est le sujet de la prochaine section qui traite (trés superfi-

ciellement) des extensions centrales.

1.5. EXTENSION CENTRALE

1.5.1. Justification

L’¢état physique d’un Systéme est une classe d’équivalence de fonctions d’onde €l€-
ments d’un espace de Hilbert, lequel est habituellement de dimension infinie. Cette
classe d’équivalence, appelée rayon, prend la forme r, = {AY,A € C}, pouryy # O
dans I’espace d’Hilbert. Puisqu’un état physique est représenté par un rayon dans cet
espace de Hilbert, alors la multiplication par une phase (ou une constante non-nulle)
revient a choisir un autre représentant dans la classe d’équivalence, et ceci laisse le
rayon inchangé. La physique est donc invariante par rapport a la multiplication des
rayons par une constante. Supposons connue une action d’un groupe de symétrie G
d’un syst¢me de mécanique classique. La description quantique de ce syst¢tme menera
a une action du méme groupe sur les rayons de I’espace d’Hilbert contenant les états
du systéme. Puisque ce sont les rayons qui décrivent I’état du systéme, il est possible
d’étendre le groupe G en un groupe G modifiant les phases. Les éléments de G seront
de la forme (a, g), ou a est dans C et g est dans G, et leur action sur un représentant w

du rayon [w] se fera par
w eUw,

ou U, est une représentation (unitaire) de G. Le produit du groupe Epeut étre plus
compliqué que celui du produit direct (@, g)(3, g") = (a+p, gg’). En eftet, il est possible

d’avoir
(@,8)B,8) = (@+ B+ f(g.8). 88" (1.5.1)

pour certaines fonctions f. La sous-section suivante donne les conditions sur cette

fonction f.-
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1.5.2. Equation du cocycle

L’extension G du groupe G aura comme algebre de Lie I’algebre étendue’s = Zg.
Cette algebre g est la somme directe (d’espaces vectoriels) de Z, une algebre de Lie
abélienne (supposée étre de dimension 1), et de g, I’algebre de Lie de G. Dans le calcul
ci-dessous, on emploiera [, }; quand les éléments sont pris dans g par opposition 2
[+, *] quand les €éléments appartiennent a g. L’action infinitésimale compatible avéc_

(1.5.1) est
[ey + hi,ex + kg = Y(hi hy) + [hy, ho] YRy, hy € g, Ve, ex,y(h, hy) € Z.

L’antisymétrie du crochet requiert que ¥(h,, i) = —y(ha, hy). L'identité de Jacobi im-

pose sur ¥ la contrainte que

0 =[(e1 + A1), [(e2 + h2), (e3 + h3) Kl + [(e2 + h2), [(e3 + I13), (er + h) KL+
[(es + h3), [(er + M), (e2 + h)Kils
=[er + ), (WYha, 13) + [ha, i Dl + [(e2 + ha), (Yh, ) + [hs, DI+
[(e3 + h3), (Y(h1, h2) + [, oD
=Y(hi, [, h3]) + Y (ha, [hs, D) + (hs, [y, D)+

(A, [ho, B3l + [ha, Ths, iy 11 + [hs, [y, Aol

Pour que cette égalité soit vérifiée, il suffit que la premicre composante de la somme

(d’espaces vectoriels) Z & g soit nulle, soit :
0 = y(hy, [, h3]) + Y(hy, [hs, Iy D + (hs, [y, Ba]), Yy, o, by € g (1.5.2)

Avec I'antisymétrie de y, I'équation (1.5.2), dite équation du cocycle, est la seule

contrainte a vérifier pour I’obtention d’extensions centrales d’une algebre de Lie g.

1.5.3. Détermination du cocycle ¥(l;, [;)

L’équation (1.5.2) est toujours vraie si on la multiplie par une constante. Détermi-
ner le cocycle revient donc a trouver I’expression du terme d’extension centrale cy,

avec ¢ dans C. Pour complétement déterminer Vir, il reste donc a calculer les valeurs
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possibles de . La fonction ¢ prendra ses arguments dans I’algebre de Witt. Les in-
dices inférieurs Vir et Wit indiquent quand les crochets sont pris dans les algebres de
Virasoro ou de Witt respectivement.

Notation 1.5.1. On notera y(l;, ;) par ¥(i, j).

Comme mentionné a la fin de la sous-section précédente, le cocycle doit respecter
les propriétés de la définition (1.2.1). La linéarité est évidemment satisfaite. Les deux
autres propriétés imposent des contraintes sur ¢. En terme de la notation adoptée pour

¥, la condition d’antisymétrie donne une premiére contrainte :
Y@@, ) +yv(,i) =0. (1.5.3)
Finalement, les équations (1.5.2) et (1.4.17) permettent de calculer

O =y (l;, L, Llwine) + (L, Ui, Ldwiee) + iy Wiy L wiee)
=YL, (= k) i) + oy, (k= ) L) + (e, = J) L))
=(j-k Y, j+k)+ k=D k+iD)+(— Hulk, i+ j),

ce qui nous donne la seconde contrainte
=Dy, j+R)+ -y k+D+(-Dyk,i+))=0. (1.5.4)

De la condition d’antisymétrie, on conclut immédiatement que (i, i) = O et que f(i) :=
Y(i,-i) = —¢(—i, i) = —f(=i). Donc f est une fonction impaire. Il est possible par un
changemerit de base, lorsque i + j # 0, de poser (i, j) = 0. Ceci permet de limiter
la recherche de I’extension centrale a une fonction de la forme ¢(i, j) = f(i)d(4 0. La

condition i = —j force i + j + k = 0 lorsqu’on I’applique a (1.5.4) qui devient alors
k- DfG+R)+(+2K)f() - 2j+k)fk) =0,

ce qui donne pour k = 1, I’équation de récurrence

]
-0

fG+1)= ((G+2)f() = 2j+ Df(1)), pour j = 2. (1.5.5)

Cette équation permet d’obtenir la valeur de f(k) pour tout k > 3, avec f(1) et f(2)

suppos€s connus.



22

La solution de (1.5.5) dépend alors de deux parametres. La plus simple des fonc-
tions impaires a deux parameétres est le polyndme ai® + bi. On vérifie que la fonction

f(i) = ai® + bi est effectivement une solution de (1.5.5).

= ]){(]+2)f(])_(2j+1)f(])}: G- 1)l(1+2)(aj3+bj)—(2j+1)(a+b)}
_at+27 -2j— 1) b(P+2j-2j-1)
- G-1 G=1)

=a(F+32+3j+D)+b(+1)
=a(j+ 1Y’ +b(j+ 1)
=f(+1)

Il est possible de fixer un des deux parametres a et b par un autre changement de
base'. Néanmoins le choix de paramétres {a =5, b= —ﬁ}, qui donne f(1) = 0 et
f2) = %, s’avere trés simplificateur pour les calculs a venir. Avec ce choix le cocycle

est déterminé et le terme d’extension centrale de 1’algebre de Virasoro prend la forme

] c . .
cf(Doi+j0) = 5(13 — D)0+ j0)- (1.5.6)

1.6. ALGEBRE DE VIRASORO

Il est clair que pour tout [, dans I’algebre de Virasoro on a la relation de commuta-
tion
[y, clvir = 0. (1.6.1)
Avec e résultat de la section précédente, on est en mesure de donner une définition de la
fameuse algébre de Virasoro. On va par la suite étudier un de ses anti-automorphismes.
Notation 1.6.1. L’algeébre de Virasoro sera dénoté par Vir.

Définition 1.6.1. Vir est définie a I'aide des régles de commutation
Uy L] = (2 = 1) Ly + % 1 (7% = 1) Soromo (1.6.2)
[, c]l = [c,2,] = 0. (1.6.3)

Remarque 1.6.1. Le générateur ¢ dans (1.6.2) représente la charge centrale de la

théorie et engendre le centre de Vir.

'Le lecteur intéressé par ces changements de base est réferré 2 [MP95] sect. 1.9.
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Puisque le cocycle ¢ vérifie (1.5.3) et (1.5.4) par construction de I’extension cen-

trale, [, *]v;, est un crochet de Lie et Vir est une algebre de Lie.

1.6.1. Isomorphisme des sous-algebres de Lie Vir~ et Vir®

Définition 1.6.2. On définit trois sous-espaces vectoriels de Vir : Vir~, Vir* et Vir®.

Vi)‘+ = é@l,
=1

Vir® = Cly + Cc

Vir_ = é (Cl_,'.
i=1

Remarque 1.6.2. Les Vir* sont des sous-espaces de l'algébre de Virasoro. On observe
que ce sont aussi des sous-algébres de Lie. En effet, si les indices de 1;,1; sont > +1
(resp. < —1), alors 'indice de I;, ; est aussi > +1 (resp. < —1).

Définition 1.6.3. Un anti-automorphisme o d’une algebre de Lie A est une application

linéaire bijective o : A — A satisfaisant :
a(lx,y) = [c(), o), Vxy € A.
Proposition 1.6.1. L’application linéaire I1 : Vir — Vir :

l,' = l-,’,Vi e’z

cC = c

k4

est un anti-automorphisme d’algebre de Lie.

Démonstration

[T1), T = [ v
= (<4 Do+ (D = D)o i0
= (= Doy + 3@ = DWsjo
= 11(( = iy + 5@ = Do)

= 1[4, 1)])
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Le passage a la troisieme ligne est justifié par le fait que le deuxiéme terme de la
somme est différent de zéro uniquement si i = — j. Par la définition 1.6.3, il s’ensuit que
I1 est bien un anti-automorphisme d’algébres de lie. O
Remarque 1.6.3. Puisque pour tout v dans Vir, I1 o TI(v) = v, Il est un anti-automo%-
phisme de période 2, ou anti-involution.

Remarque 1.6.4. On remarque également que T1 est bijective, envoie Vir* sur Vir~, et
est 'identité pour le centre de Vir.

Proposition 1.6.2. L’application linéaire ¢ = ~I1 est un isomorphisme entre les sous-

algebres Vir~ et Vir *.

Démonstration

On commence par montrer que ¢ est un homomorphisme en utilisant la définition

(1.6.2) pour effectuer les commutations.

[¢(ln), ¢(lnl)] = [_H(ln)’ _H(lm)]
= [11(), i)
= 1[L, 1]

= -—]—[[ln ) lnl]

= @[l Lu])

On remarque que ¢ envoie la base de Vir* sur la base de Vir~. Puisque ¢ est un ho-
momorphisme et une application bijective, on peut conclure que ¢ est bien un isomor-
phisme entre Vir~ et Vir™.

O

Si I’on calcule explicitement la valeur du crochet [T1(Z,), I1(1,)], on obtient (m —
mII(l,,,) + ”ILZC)m(m2 = 1)6(n+m,0;- On pourrait par exemple rebaptiser I1(J,) = I_, par L,,
mais étant donné que les calculs subséquents n’en sont pas affectés, on conservefa tout
bonnement le symbole I. Ainsi, I’algebre de Lie Vir, définie a 1’aide de la méme base
que Vir, mais ayant les regles de commutation (1.6.4) données ci-apres est isomorphe

a Vir. On continuera a employer Vir pour désigner I’algebre de Virasoro, méme si en
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toute rigueur les calculs ont été effectués dans 1’algebre de Lie Vir,, dont les régles de

commutation sont

[l”’ lm] = (’n - n)ln+m + 1_6‘2"1("12 - 1)6(Iz+m,0)a
[l,,c) =1[c, 1] =0,Yn,meZ.

(1.6.4)

Remarque 1.6.5. Les regles de commutation (1.6.4) seront celles utilisés dans tous les
calculs & venir. Ces regles sont notamment utilisées par Saint-Aubin dans [YSA90,
YSAS87]. On note que ces regles donnent évidemment les mémes résultats lors des
calculs de vecteurs singuliers (voir section 4.2.1), que les regles (1.6.2) et (1.6.3) dans

[FMS97].

1.7. GRADUATION DE Vir ET DECOMPOSITION TRIANGULAIRE

Pour clore ce chapitre, il reste & introduire les concepts de décomposition triangu-

laire et de graduation d’algebres de Lie.

1.7.1. Décomposition triangulaire

On adoptera la définition suivante d’une décomposition triangulaire :
Définition 1.7.1. Soit g une algebre de Lie sur un corps E. Une décomposition trian-
gulaire de g est composée d’une sous-algebre commutative non-triviale g, et de deux

sous-algebres non-triviales o_ et g, qui respectent les conditions

g=0-®38 D g,
[90, -1 C a- et [g0,9.] C 04,

Il existe o tel que o(g,) = g_ et 0(qg9) = %o

ot & indique ici une somme directe d’espaces vectoriels. L'application o doit étre un

antiautomorphisme de période 2, c’est-a-dire que o(o(g,)) = o(g_) = g,.
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On considere par exemple 1’algebre s/(2, C) munie de la base suivante

1 o] [0 1] [o 0]
X = Y = . (1.7.1)
0 -1 0 0 1 0

Il n’est pas difficile de montrer que la décomposition s/(2,C) = g- © go® g+ ou g_ :=

H=

CX, go := CH et g, := CY est une décomposition triangulaire.
Proposition 1.7.1. Les trois sous-algebres définies en 1.6.2 et I’anti-automorphisme o
défini en 1.6.3 forment ensemble une décomposition triangulaire de Vir.
Démonstration
On commence par montrer la premiére des deux conditions de la définition 1.7.1. On
sait que Vir contient les trois sous-algébres Vir-, Vir* et Vir®, que ces sous-algébres
contiennent tous les générateurs de Vir, et que ’intersection de ces sous-algebres est
lorigine. Il s’ensuit que Vir = Vir- & Vir’ @ Vir*.
Ensuite, puisque

o, 11 € Virt,[ly,1_.;]]1 € Vir et[c,l;]] =0 € Vir*, pourie€ N,
alors

[Vir®, Vir] c Vir~ et [Vir®, Virt] c Vir®,

ce qui prouve la deuxiéeme condition de la définition 1.7.1. La troisiéme condition dé-

coule des remarques 1.6.3 et 1.6.4. On en conclut que {Vir~, Vir®, Vir*} est une trian-

gulation de Vir. m]
1.7.2. Graduation sur Vir
Intuitivement, I’algébre enveloppante U d’une algébre de Lie est ’ensemble des
polyndmes de variables /; dans Z, ol les {/;} forment une base de g et ol le produit

est le produit des polyndmes modulo la régle de commutation (1.6.4). On illustre cette

idée a I’aide du mondme /3/5 de 1’algebre enveloppante de Vir.
Bils = [, Is] + Isl;
= 213 + 1315.

Ainsi L3l5 et 213 + 1315 sont deux représentants dans la classe du polyndme /3/s.

Plus formellement on choisit une base /; de g et on nomme ij les constantes définissant
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le crochet dans cette base : [[;,[;] = X Cf."jlk. Soit E 'ensemble des polynomes dans
les variables /;. L’ensemble E est donc un anneau pour le produit usuel des polyn6mes.
SoitA = (L= 1l -3, C;‘jlk, Yi, j}, un sous-ensemble de I’ensemble E, et soit 7, le plus
petit idéal de E contenant A. Alors I’algebre enveloppante U(g) de g est £E/I. On peut
montrer que cette construction ne dépend pas de la base {/;}.

Soit maintenant B = {{, /5, ...}, une base ordonnée de Vir*. Le théoreme de Poincaré-
Birkhoff-Witt indique que les polyndmes (1 [, ... L, | i} = i» = --- 2 iy, k € N} consti-
tuent une base de U(Virt) . On établit une graduation sur Vir en assignant un degré
a chaque €lément /; de la base de Vir égal a la valeur de I’index i. Ainsi deg(ls) = 5.
L’élément central c sera de degré nul. Cette graduation peut-&tre étendue aux monomes

de I'algébre enveloppﬁnte U(Vir) par
k
deg(li by ... 1,) = D iy
J=1

On remarquera que cette Z—graduation est compatible avec I’opération [+, *], puisque

les deux membres de la premiére des égalités de (1.6.4) ont pour degré n + m.

1.7.2.1. Bases de [U(Virt)]™

On va donner dans la seconde colonne du tableau ci-dessous la liste des é1€éments
des bases générant les cing premiers [U(Virt)]™, les sous-espaces vectoriels homo-

genes de degré n, avec n dans N U {0} :

n | Vecteurs des bases U(Vir*)™ ‘ Dimension de U(Virt)™
01 1
1 |
2\ b8 2
3 5 ki, B 3
41 L, kLG BLE 5

Tas. 1.1. Bases de [U(Vir")]®, pournde 0 a4

Le choix d’ordonner les mondmes par ordre décroissant pour ces bases est arbitraire.
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On introduira les vecteurs singuliers au chapitre suivant. Les bases illustrées dans
le tableau 1.1 génerent donc les sous-espaces vectoriels [U(Vir®)]”. Ces bases seront

naturellement celles dans lesquelles les vecteurs singuliers seront exprimés.

Le concept de graduation sera utile au chapitre suivant lorsqu’on traitera des repré-
sentations de plus haut poids en général et des modules de Verma en particulier. En
effet, comme en algebre linéaire, le fait de pouvoir associer un degré aux polyndmes
{Ii, 4, . .. 1.} permet de prouver certains résultats de maniére simple et élégante.

On peut maintenant étudier la deuxiéme théorie utilisée avec ingénuité par Belavin,
Polyakov et Zamolodchikov dans leur papier avant-gardiste de 1984, soit la théorie
de la représentation. L’objectif du prochain chapitre est de développer suffisamment
de connaissance sur les représentations de Vir pour pouvoir procéder avec les deux

demiers chapitres.



Chapitre 2

REPRESENTATIONS DE L’ALGEBRE DE
VIRASORO

C’est probablement une exigence de ’esprit humain d’avoir une re-
présentation du monde qui soit unifiée et cohérente. Faute de quoi ap-
paraissent anxiété et schizophrénie... la science ne vise pas d’emblée
a une explication compléte et définitive de 'univers. Elle n’opéere que
localement. Elle procéde par une expérimentation détaillée sur des phé-

nomenes qu’elle parvient a circonscrire et définir.

Francois Jacob (1920 - )

Dans ce chapitre, on va explorer les représentations de 1’algébre de Virasoro. Pour cela
on va tout d’abord définir et donner quelques exemples de représentations. Pour aller
ensuite plus loin dans la compréhension des représentations de 1’algebre de Virasoro, et
plus particulierement des représentations irréductibles de plus haut poids, on introduira
les modules de Verma, les vecteurs singuliers, et la forme de Shapovalov. Des outils
tels que le déterminant et les tables'de Kac serbnt aussi définis. Mais en premier lieu,

qu’est-ce qu’une représentation ?

2.1. REPRESENTATIONS

Quelques définitions devraient permettre de répondre adéquatement & cette ques-

tion.
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Définition 2.1.1. Soit (V,[*, *]y), une algébre de Lie sur un corps F. Une application
linéaire
p:V —oglnF)

est une représentation (linéaire de dimension finie) de V si

o([u, vly) = [pu), p(M)], Yu,v € V

ot le crochet [*, =] (sans indice) est le commutateur matriciel (1.3.1). La dimension de
la représentation p est donnée par ’entier n du groupe gl(n, F).

Définition 2.1.2. Une représentation p . V — gl(n,F) est fidele si p est injective. Dans
ce cas, I’homomorphisme p est aussi un isomorphisme sur l'image.

Dans les exemples qui vont suivre, la dimension des représentations est finie, par
contraste avec les représentations de I’algébre de Virasoro qui, en général, sont de
dimension infinie. Dans le cas de représentations de dimension infinie, la définition
2.1.1 est remplacée par la suivante :

Définition 2.1.3. Soit g une algébre de Lie et V un espace vectoriel sur un corps F.
Une représentation de g sur V est une application linéaire n : ¢ = End(V) (les endo-

morphismes de V) satisfaisant
n([x, yDO) = 7a()ay)(v) — n()n(x)(v),¥x,y e getVv eV

En d’autres termes, g agit sur 'V a travers l’opérateur linéaire n(x), pour tout x dans g.

Quel est I’intérét d’étudier les représentations ? En premier lieu, I’étude de I’action
d’un groupe sur un ensemble peut souvent étre ramenée a celle de 1’algebre linéaire, ce
qui simplifie énormément les calculs. De plus, cette fagcon de procéder permet d’étu-
dier les symétries a I’aide des outils de I’algebre linéaire. Si, par exemple, une équation
différentielle en trois dimensions posséde des symétries de rotation, alors I'espace solu-
tion de cette équation sera invariant sous rotation, ou se décomposera en sous-espaces
invariants sous rotation. On en conclut que I’espace des solutions de'l’équatioh dif-
férentielle en question va constituer une représentation du groupe de rotation SO(3).
La connaissance de toutes les représentations irréductibles de SO(3) (la notion d’irré-
ductibilit€ sera définie a la prochaine section) permet alors de faciliter la recherche de

solutions de I’équation différentielle originale.
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2.2. EXEMPLES DE REPRESENTATIONS

Si I'on considére I’algébre de Lie so(3), on peut immédiatement exhiber la repré-
sentation triviale de dimension un : p(«) = (0), ou (0) est la matrice nulle de format

I X 1. On vérifie ensuite que p est bien une représentation :

[p(), p()] = [(0), (0] = (0) = p([u, V1), Y, v € V.

On note également que p(l;) = (0) = p(l,), mais que [, # I,; ainsi p n’est pas un
isomorphisme. Cette représentation n’est donc pas une représentation fidéle de so(3)
d’apres la définition 2.1.2. Un autre exemple de représentation est donné par la défini-
tion 1.3.2; il s’agit d’une représentation, de dimension 3 de 1’algebre de Lie so(3).

La notion de réductibilité est extrémement importante en théorie des représenta-
tions. |
Définition 2.2.1. Soit I une représentation réelle ou complexe de g, une algébre de
Lie de matrices avec action sur un espace vectoriel V. Un sous-espace W de V est dit
invariant si II(g)w est dans W pour tout w dans W et tout g dans g. Le sous-espace W
sera non-trivial (ou propre) si il est différent de {O} et de V. Une représentation sans
sous-espace invariant propre est dite irréductible. Elle est dite réductible dans le cas

contraire.

On va maintenant, toujours a titre d’exemple, s’intéresser a des représentations de
s0(3), I’algebre de Lie définie en 1.3.2. On rappelle tout d’abord les regles de com-
mutation des éléments de base de so(3), et on introduit la notation €(x, y, z) qu’illustre
la figure (2.1)" pour désigner ces régles ; (x, y, z) effectue la permutation cyclique des

trois symboles {x, v, z} décrite par les six égalités suivantes :

[1.\” l)] =1l = —[ly, l.r],

(,L1=1,=-[L,1], (2.2.1)

[l:7 lr] = ly —[l.x" l:] .

La figure 2.1 condense les six €galités précédentes, tout en servant d’aide-mémoire.

Elle se comprend comme suit : si I’on prend le crochet des deux premiers éléments

10n utilisera dans tous les graphiques 2 venir la notation 1_x au lieu de /.. etc
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rencontrés en parcourant le cercle dans le sens anti-horaire, alors le résultat sera égal
au troisieme élément ; si I’on prend le crochet des deux premiers éléments rencontrés
en parcourant le cercle dans le sens horaire, alors le résultat sera égal a I’opposé du

troisieme &lément.

Fic. 2.1. Regles de commutation e(x,y, z)

Proposition 2.2.1. 1] existe une représentation fidele de dimension deux de so(3).
Démonstration
Soit su(2), l'algébre de Lie réelle définie en 1.3.4. Le crochet [*, *] ) est le commuta-

teur matriciel de la définition 1.3.1. Soit

1 E =5 E=2 | (2.2.2)
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une base de su(2). On peut prouver que ({E\, E\, E_}, [*, *]5u2)) est une algebre de Lie.

On calcule par exemple

1[( 0][0 1] [0 1][1' 0]‘
[ExsEV]= . -
o440 -ijl-1 o) (-1 oJlo -i

Il est aisé de vérifier que la base {E,, E,, E.} respecte €(x,y, z) en procédant de maniére
similaire avec les autres égalités de (2.2.1). On sait par la proposition 1.3.2 que la base

{l,,1,, 1.} de matrices 3 X 3 respecte également €(x, y, z). Donc l’application

72 s0(3) = End(C?) (2.2.3)

lisn(l)=E;, i€{xyz}, (2.2.4)

est un homomorphisme d’algébre de Lie. Puisque {E, E,, E_} respecte €(x,y, z), alors
Span{Ey, E,, E,} est de dimension 3, et i est un isomorphisme entre so(3) et su(2). Par
la définition d’un isomorphisme, i est la représentation recherchée. O
Remarque 2.2.1. On constate ici une différence notable entre les groupes de Lie et
les algebres de Lie. Ainsi, si su(2) =~ so(3), il en va autrement pour les groupes de Lie
correspondants : SU(?.) n'est pas isomorphe a SO(3). (En fait, SO(3) = SU22)/{I, -1}.)
Proposition 2.2.2. La représentation  de la proposition 2.2.1 est une représentation
irréductible de so(3). |
Démonstration

La preuve est par contradiction. On suppose qu'il existe un sous-espace invariant

propre W de su(2). Alors dim(W) doit étre égale a 1. On pose ensuite w = ae, + be;

~ 1 o o

dans W, avec e; = ,ete, = . Si a et b sont non-nuls, alors E .w et w sont linéai-
1

rement indépendants et W est de dimension deux. Pour que W soit de dimension un, il
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faut donc que a ou b soit nul. Si a = 0, alors w est dans Span{e,}. On calcule ensuite

110 £1]10] b
Ew= 5 olls = Eel’
et I’on constate que W n’est pas invariant. On obtient le méme résultat si on suppose
que b = 0. Puisqu’il n'existe pas de sous-espace invariant de dimension un, alors par
la définition 2.2.1, r est irréductible. O
Remarque 2.2.2. La démonstration précédente a mis en évidence des représentations
irréductibles d’algébres de Lie. La simplification de calcul que cela apporte est impor-

tante. On considére par exemple la complexiﬁcation sl(2,C) de su(2), munie de la base

(1.7.1) que I’on rappelle ci-dessous :

1 O 01 00

b

0 -1 0 0] 1 o)

Ces matrices de base respectent les régles de commutation :
[H,X]=2X, [HVY]=-2Y, [X,Y]=H.

Toute représentation complexe irréductible t de sl(2,C) offre alors I’avantage d’avoir
des opérateur.f représentés par des matrices triangulaires pour les opérateurs d’échelle
(X) et T(Y). Mieux encore, dans la base oi ©(X) et T(Y) sont triangulaires, la matrice
T(H) est diagonale. De la méme maniére, on va rechercher dans Vir des représenta-
tions appelées “modules de Verma”, ou un générateur (ly) sera diagonal comme [’est
ici T(H). La principale différence sera que ces représentations seront de dimension

infinie.

2.3. MoODULES DE VERMA

La théorie des représentations des algébres de Lie est tres riche. On optera pour une
présentation sommaire des modules (ou représentations) de Verma et des représenta-
tions irréductibles, soulignant les aspects utiles pour la suite.

Notation 2.3.1. On utilisera dorénavant I’abréviation php pour signifier “plus haut
poids*.

Une des conséquences du théoréme du php du chapitre 7 de [Ha03] est que deux

représentations irréductibles avec le méme php sont équivalentes. Son traitement est
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restreint aux algebres et aux représentations de dimension finie. Une des méthodes
constructives classiques pour trouver de telles représentations est purement algébrique
et utilise les modules de Verma. Avant de donner la définition desdits modules de
Verma, on pourrait se demander ce qu’un poids représente physiquement dans ce
contexte.

Les fonctions de corrélation seront étudi€es plus en détail dans le chapitre suivant.
Pensons simplement pour I’instant a la fonction de corrélation a deux points comme
a une fonction dépendant de deux points du plan complexe. Une des hypotheses de la
physique statistique est la suivante :

Hypothese: plus haut poids.

Les fonctions de corrélation peuvent étre approximées aux petites distances par une

loi de puissance inverse semblable

1 .
flzinz2) ~ m, A>0. 2.3.1)
1 — &2

L’exposant A dans cette hypothése caractérise 1’interaction comme 1’exposant 2
caractérise la loi de I’attraction universelle de la mécanique classique. Cet exposant A
ou plus exactement sa moitié £, puisque 1’on doit prendre en compte le secteur holo-
morphe et le secteur anti-holomorphe, sera le php d’une des représentations intervenant
dans la description du modele statistique étudié.

Apres ces préambules, on définit les modules {ou représentations) de php de Vir.

Définition 2.3.1. Soit Vir I’algebre de Lie définie en 1.6.4. Cette algébre possede la
décomposition triangulaire de (Vir*, Vir®} que I'on avait définie en 1.6.2. Une repré-
sentation de php V., avec pour poids les constantes complexes z et h, est une re-
présentation p : Vir — End(V. ) telle qu’il existe dans V., un vecteur non-nul v

satisfaisant les conditions

Virv=0, Lv=hv, cv=hy, UWVir)v="V,,. (2.3.2)

Le vecteur v est appelé “vecteur de php”.

Remarque 2.3.1. La constante z est la charge centrale de la théorie, et la constante h
est la valeur propre de l'opérateur de dilatation infinitésimale ly. Il est usuel de noter
la constante z par le méme symbole utilisé pour le générateur ¢ du centre de Vir. Dés

maintenant, on adoptera cet abus et l'on écrira V. n plutét que Vi .
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Remarque 2.3.2. On notera, et continuera d'utiliser, I'abus de notation dans (2.3.2)
(c’est p(lp) € End(V) qui agit sur v et pas ly).

Notation 2.3.2. On notera Z* I’ensemble des entiers non-négatifs {0, 1, 2, ...}.
Définition 2.3.2. Un module de php V., est appelé un module de Verma si tout module
M.y de php (c, h) est un quotient de V ..y par un de ses sous-modules. Ainsi, parmi les
modules de php (c, h), le module de Verma V., est un objet universel dans le sens que
chaque module de php avant le méme php en est une image par un homomorphisme.

Les modules de php peuvent étre décomposés en une somme directe de leur sous-
espaces de poids : V = @5 V™ ol les sous-espaces V™ sont définis par :

nez*

Définition 2.3.3. On définit les sous-espaces de poids V™ de V., par
/7
V? ={we Vi | low = (h+ n)w, pourn € Z'}

En particulier, puisque VO = Cv, le vecteur v de php est unique a une constante non-
nulle preés.

On admettra sans preuve la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. (i) Pour chaque paire (c, h) dans C?, le module de Verma Vieny existe
etest unique, a un isomorphisme pres.

(ii) En tant qu’espace vectoriel, Vi, = U(Vir™).

(iii) Il existe un unique sous-module maximal propre V(’L,, » contenu dans V..

(iv) Pour chaque paire (c,h) dans C?, il existe un unique module irréductible de php
M-

Les représentations irréductibles garanties par le po'int (iv) de cette proposition
sont celles auxquelles on va s’intéresser. On va chercher les repre’sentatibns irréduc-
tibles unitaires M., qui, par définition 2.3.2, sont le quotient des modules de Verma
de méme poids par leur sous-module propre maximal (une contrainte supplémentaire,
celle sur I"unitarité de la représentation est un choix arbitraire motivé par des consi-
dérations d’ordre physique). La pertinence de ce choix est remise en question par de
récents développements, comme par exemple I’étude d’observables ayant un compor-
tement régi par des exposants différents des trois exposants critiques que sont les php

des représentations unitaires associés au modele d’Ising (voir [Ar02, p. 66]). On va
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cependant s’en tenir au paradigme usuel de la théorie des champs conforme, et se res-
treindre aux représentations unitaires. Les derni€res sections qui traitent de la forme
de Shapovalov, des tables de Kac, et de la série discréte de Friedan-Qiu-Shenker vont
montrer comment identifier les représentations irréductibles unitaires pafmi toutes les
représentations irréductibles possibles.

Rémarque 2.3.3. Les modules de Verma V. ) sont toujours de dimension infinie. C’est
également vrai des modules irréductibles M.,y = V! V(’L_’,,), o Vi, est le sous-
module maximal propre de V., a l’exception du quotient trivial de modules M- j=0),
qui est de dimension un.

Les méthodes algébriques qui ont mené aux résultats précédents sont exactes et
rigoureuses. Malheureusement, on ne peut pas les utiliser pour construire facilement
des exemples concrets de représentations qui permettraient de comparer les modeles
prévus par la théorie des champs conformes avec des modeles existants de physique
statistiques (modele d’Ising, de Potts, percolation, etc). Pour contourner cette difficulté,
on va dans la section suivante passer de la quéte de représentations irréductibles a la

quéte de vecteurs singuliers.

2.4. VECTEUR SINGULIER

Définition 2.4.1. Soit un module V., de php (c, h). Un vecteur non-nul w est dit sin-

gulier si il est annihilé par Vir~, c’est-a-dire si
Vir-(w) = 0. (2.4.1)

On rappelle qu’il existe une graduation sur Vir. Pour se donner une idée de la re-
lation qui existe entre un vecteur singulier et les vecteurs de niveau plus profond dans
un module de php donné, on considére le module ayant vecteur de php v. La figure 2.2
permet de se représenter la structure des sous-espaces V@ a V@, Au dessous du ni-
veau O se tiennent les niveaux plus profonds contenant possiblement d’autres vecteurs
singuliers. Chaque point au niveau i représente un €lément de la base de V@, pour
0 < i < n. Ausommet de la figure (le niveau 0) se trouve le vecteur de php v qui, selon

’ensemble de conditions (2.3.2), est un vecteur singulier du sous-espace V©,
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v (niveau 0)

(niveau 1)
(niveau 2)
(niveau 3)
(niveau 4)

(niveau 5)

p(n) vecteurs de base (niveau n)

Frc. 2.2. Sous-espaces V® & vy

2.4.0.2. Caractérisation des vecteurs singuliers

Déterminer si w est singulier en utilisant la définition 2.4.1 est difficile. Il faudrait
vérifier que tout élément appartenant a 1’algebre enveloppante de Vir™ agissant sur w
I’annihile. Heureusement, la proposition suivante va fournir un moyen plus efficace, et
de plus facile a programmer, pour caractériser les vecteurs singuliers.

Proposition 2.4.1. Le vecteur w est un vecteur singulier si et seulement si l_yw =
[Low=0.

Démonstration

On suppose tout d’abord que w est un vecteur singulier. Alors I_yw = lo,w = 0

puisque, par la définition 2.4.1, 1_| et 1_; sont dans Vir™.

Supposons ensuite que I_y w = [, w = 0, et raisonnons par induction. On vérifie tout
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d’abord que I_yw = 0 en calculant a I'aide des régles de commutation (1'.6.4).

l_gl_l W — 1_11_7_ W = [l._‘g, 1_1] w
= {14 DL+ S+ Do b
= 1_3 w

= 0, puisque par hypothése, le membre de gaiche est nul.

On suppose ensuite que [_;w = 0 pour tout j tel que 3 < j < i, et on vérifie que cela

implique bien que l_;.,,w = 0.

l_ll_j w — l-jl_l w = [1_1, l_j] w
Co. c . .
= {(—] + Dl + E((_J)3 + ])6(—(j+l),0)} w
= (—j + l)l_j_l w

= 0, puisque par hypothése, le membre de gauche est nul,

donc l_;_yw =0, et la preuve est compléte. O

~ On verra au chapitre 4 comment cette proposition a-été exploitée pour concevoir
le programme vs. Ce programme calcule les vecteurs singuliers a un niveau n prédé-
terminé dans une représentation donnée. On va dés maintenant se familiariser avec les

calculs sur des vecteurs singuliers homogenes de faible degré.

2.4.0.3. Deux exemples de vecteurs singuliers

: \
On fait usage ici de la proposition 2.4.1 pour vérifier que des vecteurs donnés sont

singuliers.
Proposition 2.4.2. Les vecteurs homogénes v, = (41, = 3 lf) vetvy=03L-125L1L +

4 lf) v, de degré 2 et 3 respectivement, sont singuliers dans le module ayant pour poids

[T

c=h=

Démonstration
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On commence avec v, On vérifie tout d’abord que [_yv, =0
Ly =1,(4L =35
=4(Lly+3)v=-3Ul +21) 5L v
=12Lv=-34L_d)v-6(l)v

= 1211 V—311(111_] +210)V—6(1110 +11)V

=6l|\/'— 121|[0V
=6 -120lv
=0.

On vérifie ensuite que l_,v, = 0
[ovy =15l —38)v

=4 al)yv -3l v
:4(4lg+%)v—3(1,1_2+31_1)l|v
=16hv+2cv-3LULl)v-9Ul +2h)v
=16hv+2cv—18hv
=2(c-h)v
=0.

On peut accélérer les calculs en profitant du fait que ly(Iv) = (h + n)(lv), n étant le

degré de | dans U(Vir") (définition 2.3.3). On calcule ainsi pour vs que
Lywvs =13k =125 +4)v
=3 ([3[_1 + 4[2)11 - 12 ([2[_| +3 l[)[l v+ 4(1[14 + 2:’0)]? v

12h v~ 126011+ 20)v=36 v+ 4L [iv+ 8L v

12lv =24 hlav =36 Bv+4 L (LI +21), v+ 8Py

=(12 =24 v =36 v+ 4L L, + 21 v+ 8Ll v+ 8Ll v
=-36Liv+8h+h+1+h+2lv

=0,
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et que

L3 =153k - 12LL +45)v
=3(lla+ 510 v—12(hbla+41 + 16_2(6))" v+ 4(lla+ 31 )Ry
= 154y - 481l v—6cly v+ 4[4 +312) + 3y + 211l v
= (15 =600, v — 481l v+ 4[61,(11_y +210) + 6101 v
= (15 = 600, v - 48 1ol v+ 48 1,1y v + 24 Iol, v

=(15 -6c+48h-24(h+ 1)), v
=0,
ce qui compléte la preuve. |
La proposition précédente montre comment vérifier la singularité de vecteurs con-
nus. C’est un tout autre probléme de calculer automatiquement dans une base donnée
(construite comme illustré par le tableau 1.1) les coefficients d’un vecteur singulier de

niveau n donné. C’est précis€ément la fonction du programme vs dont on va détailler

1’algorithme au chapitre 4.

2.5. VECTEUR SINGULIER ET REDUCTIBILITE DES REPRESENTATIONS

Quel lien existe-t-il entre vecteurs singuliers et représentations irréductibles de I’al-
gébre de Virasoro ? On va montrer par la proposition 2.5.1 qu’ils sont intimement liés.
On aura besoin pour cela du lemme suivant, que I’on cite sans preuve.

Lemme 2.5.1. Tout sous-module W dans V.. ,y de php (c, h) contient un vecteur singu-
lier. (On remarque que si W = V., alors le vecteur de php de V., est lui-méme un
vecteur singulier de W.)

Proposition 2.5.1. Soit V., ,un module de php (c, h), que I’on notera simplement V
pour alléger 'écriture. Ce module V est irréductible si et seulement si tout vecteur
singulier de V est dans V9,

Démonstration

Supposons que W soit un sous-module propre de V. On sait par le lemmne 2.5.1 que
W doit contenir un vecteur singulier w. Mais puisque l’on suppose que W est un sous-

module propre de V, alors w ne peut étre dans VO, par contraposition, si tout vecteur
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singulier de V est dans V©, alors le module V est irréductible.

On prouve ensuite limplication inverse. On suppose que V est irréductible. Soit w un
vecteur singulier non-nul de V. Puisque w est singulier, alors nécessairement chaque
composante homogéne W' de degré n de w est aussi un vecteur nul. Par définition
de Vir, il s’ensuit que U(Vi;‘*jw"‘) sera un sous-module de php de V. Puisque par
hvpothése V est irréductible, alors UVirt)w®™ =V forcant w* & étre dans V'% pour
tout n. On a donc prouvé que si le module V est irréductible, alors tout vecteur singulier
de V est dans V9, complétant ainsi la preuve. O
Remarque 2.5.1. Si V (de php (c, h)) est irréductible, alors par la proposition 2.3.1,
V est isomorphe a M(,_.,,,);

Ainsi, chaque vecteur singulier (autre que celui de php) a I'intérieur d’'un module
engendre un sous-module propre. Pour quotienter par les représentations irréductibles
M., il faut donc trouver tous les vecteurs singuliers présents dans un module Vi,
puis “retirer” les sous-modules qu’ils engendrent. La tache parait énorme, mais est
réalisable. Pour faciliter les calculs que cela implique, on introduit une forme ‘bilinéaire,

la forme de Shapovalov.

2.6. FORME DE SHAPOVALOV ET DETERMINANT DE KAcC

~Les résultats qui suivent sont dfis & B. Feigin et D. Fuchs ainsi que V. Kac (voir

[YSA90]).

2.6.1. Forme de Shapovalov

Définition 2.6.1. Soit v un vecteur de php non nul du module de Verma V.. Soient

les deux conditions :

) = 1, (2.6.1)
(williwz) = (I_jwi[w»), (2.6.2)
pour tous vecteurs wy et wy dans le module de Verma V., pour tout i dans Z. Ces

deux conditions définissent une unique forme bilinéaire sur le module de Verma V..

L'école russe appelle (x|x) la forme de Shapovalov.
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Proposition 2.6.1. La forme de Shapovalov (+|+) sur V,..;,y posséde les deux propriétés

suivantes :
(@ (VeulVen)=0sin#m

(b) (x|*) est symétrique.

Démonstration

— . > w1 — ; n
On pose wi = ljl;, ... l;,v, un vecteur homogéne de degré n = 3. i, dans V

.y €t

wy =11, ... 1V, un vecteur homogeéne de degré m = 3, ji. dans V;" ., alors

(c,hy
(wilwa) = (L by .. LIl L, o Lyv)
=l Ll L, vy =0sin>m
=l L, vy = 0sin < m,
ce qui prouve (a).

Pour montrer (b), on suppose que les vecteurs w) et w, définis comme en (a) ont degré

identique n. Alors on a
(W||W2) = (l,']l,‘2 e l/kvlljlljz v lj[V)
= (V,l..,'k e l_,'zl_,'lljlljz e leV).

Puisque l_;, ... 1_;,l; 1l ...1; est un monome de degré O, aprés commutation et usage

du fait que v est un vecteur de php, on obtient :

= (v| (polynéme p(h,c) de degré n )v)
= ((polynéme identique p(h,c))v|v)
= (. Ll L, Lvy)
=, UG Y
= (walw))
]
Un théoréme s’avere nécessaire pour caractériser certaines représentations de Vir

a I’aide de la forme de Shapovalov.

Théoréme 2.6.1. Si il existe un vecteur w non-nul dans le module de Verma V tel que

(ww) =0
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pour tout w' dans V, alors w est un vecteur singulier. On dii alors que la forme de
Shapovalov (#|*) est singuliere.

On sait par la proposition 2.5.1 que ’existence de vecteurs singuliers au sein d’un
module de Verma revient a la réductibilité du dit module. Par conséquent, on peut uti-
liser la forme de Shapovalov pouf discriminer parmi les représentations de V., celles
qui sont irréductibles. Avant d’expliquer plus en détail ce procédé, il est nécessaire
d’introduire p(n), le nombre de partitions d’un entier n. Par exemple, les partitions de
3 par des entiers décroissants étant {3,2+1, 1 +1 +1}, alors p(3) est égal a 3. Le tableau

2.1 ci-dessous donne le nombre de partitions de quelques entiers positifs.

n 012345 ...10 11 12 ... 18 19 20

pny(1 1 2 3 5 7 ... 42 56 77 ... 385 490 697
Tas. 2.1. Fonction p(n) : nombre de partitions de I’entier n

L’étude de I’irréductibilité des modules de Verma passe par celle de matrices car-
rées de taille p(n) X p(n) appelées matrices de Graham M. Chaque élément de ces
matrices est donn€ par la forme de Shapovalov prise entre les vecteurs de la base
B, ={lil,...l;,: iy 2ip 2§ =1letij+ip+---+i =n}de V(”L_’h). On calcule par

exemple un des €léments sur la diagonale de la matrice de Graham de taille p(n)X p(n) :

Gvllvy = (W l,v) (2.6.3)
= (Vllnl——n + 2nlO + %n(nz - 1) 6(:1—:1,O)v) (264)

c 2
=2nh + En(n“ - 1. (2.6.5)

Ce calcul est utile pour I’identification des représentations unitaires, c’est-a-dire pour
lesquelles la forme de Shapovalov est un produit scalaire (défini positif). Si c est négatif
alors la norme de /,v donnée par (2.6.5) sera négative pour n assez grand. Dans le cas
ol n = 1, on note également que, puisque (2.6.5) est négative pour /1 négatif, alors
les représentations avec php h négatif seront aussi réductibles. On en conclut que les
représentations unitaires doivent étre localisées dans le premier quadrant du plan (c, /).

Mais les matrices de Graham M®™ sont aussi utiles pour identifier les V. réduc-
tibles. En fait, V{.;, sera réductible si et seulement si il existe un vecteur singulier de

niveau > 1, et donc, si et seulement si une des matrices M®,n > 1, est singuliere.
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2.6.2. Déterminant de Kac

La factorisation donnant le déterminant des matrices de Graham M™ et qui porte
le nom de déterminant de Kac, a été d’abord conjecturé par Victor Kac ( [Ka79]). La
premiére preuve de cette conjecture a été publiée par Feigin and Fuchs ( [FF82]).

Théoreme 2.6.2. Le déterminant de Kac est donné par

b = detM =a, [ =R (2.6.6)

ey -
rs>lerrssn

La constante @, ne dépend que de n. Dans I’expression (2.6.6), r et s sont des
entiers, et p(n — rs) est le nombre de partitions de I’entier positif n — rs. Les poids 4,

sont donc les racines de K7, .. Plusieurs paramétrisations de 4 et ¢ sont possibles. Par

eyt
exemple,
1
e(t) = 13- 6t + ),
hr.s(t) = Z(rz - l)t + Z(sz - ])7 - E(rs - ]),

ol le parametre ¢ est un nombre réel donné en fonction de ¢ par la relation t =

I+ 5 [l -c+ VI -0@25- c)], lorsque 0 < ¢ < 1. Une autre paramétrisation a
un parametre est donnée par :

6

cm =1 = Ty

R (2.6.8)
((m+ Dr—ms) -1

dm(m + 1)

h,s(m) =

m out= m+l .

La relation entre les paramétres m et f est f = === ”

Puisque, pour une charge centrale ¢ donnée, les poids /1,; sont les racines de Kj,
ils donnent les valeurs des paires (1, ¢) pour lesquelles la matrice M®™ est singu]iére, ou
de maniére équivalente, Ia forme de Shapovalov est singuliere. Mais avec la définition
du déterminant de Kac en termes des entiers r et s, trouver pour quelles valeurs de &

et ¢ le module V? = comporte des vecteurs singuliers va correspondre a trouver pour

(c.dn
lesquelles le déterminant de Kac s’annule. Par la proposition 2.5.1 et la remarque 2.5. 1,

ceci revient donc a déterminer quand V? . est réductible. La figure 2.3 montre des

(.}
courbes instructives a cet €gard. On utilisera la notation suivante pour désigner ces
courbes.

Notation 2.6.1. On va noter par C,. les courbes le long desquelles K7; , = 0.
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Fic. 2.3. Courbes C (), C12(t) et C2,1(t) dans le plan (c, h)

On peut voir sur la figure 2.3 que la droite verticale ¢ = % coupe la courbe C; en

L ainsi que la courbe C\; en §. Ces courbes donnent des valeurs de k qui vont annuler

le déterminant de Kac avec ¢ = 4 fixé. On en conclut que les modules de Verma Vi L

1
]
et ¥y 1, doivent tous deux comporter un vecteur singulier au niveau entier rs = 2.

|

On peut aussi déduire de cette figure ’existence d’un veécteur singulier situé au niveau
rs = | appartenant a V(%yo), puisque I’on a aussi intersection de la droite verticale ¢ = %
avec la courbe Cy, qui est la droite d’équation & = 0. Ces courbes ont un pendant
symétrique selon la transformation ¢ vers 26—~c et h vers | -k, maisonva s’ intérgsser ici
uniquement aux points dans le domaine 0 < ¢ < 1 et 0 < h. Ces points cdnespondent

a des niveaux entiers pour lesquels les modules de Verma ont des vecteurs singuliers.
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Les courbes de la figure 2.3 sont loin d’étre uniques ; il existe en effet une infinité de
courbes C, ; interceptant ¢ = % On va revenir sur ce point dans la derniére section en
abordant la structure des modules irréductibles de Verma.

Avant de conclure cette section avec les tables de Kac, il est instructif de calculer
explicitement les déterminants de Kac pour n de zéro a trois. Ceci permet d’apprécier

la puissance du théoreme 2.6.6 qui donne les racines A, ; pour tout 7.

K]

(hey = det (M) = |(v|v)| = 1 ( constante par définition) (2.6.9)

Koy = det (M) = [(Lvllyv)] = (-1 L))
= |21y + L))
=2h (2.6:.10)

[(lzvllzv) (lzvl[fv)]
([T’V”z\/) (lfvlllzv)

4h+ % 6h
6h  4hQh+1)
— 4h {8h2+(c—5)h+ -;-} 2.6.11)
(Iviy)  (vlbly)  (avlBy)
Ko = det M) = | (blpily)  (Lhvibhy)  (LLVIEY)
Golly)  Bviklpy)  (BVBy)

2 2
ey = det (M?) =

6h+2c 10h 24h
=1 10h h@h+c+8) 12h(Bh+1)
24 h 12hBh+1) 24h(h+1)Qh+1)

=481 {1617 + 2h(c = 5) + ¢} [31* + h(c = 7) + ¢ + 2] (2.6.12)

Remarque 2.6.1. Les déterminants (2.6.10), (2.6.11) et (2.6.12) montrent que les mo-
dules de Verma de php h = 0 possédent tous un vecteur singulier.
Pour simplifier la modélisation de théories physiques, on va avoir besoin de la série

discrete de Friedan-Qiu-Shenker.
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2.7. TaBLES.DE KAC ET SERIE DISCRETE DE FRIEDAN-QIU-SHENKER

Les théories des champs conformes décrivant les phénomeénes critiques seront cons-
truites a partir de représentations irréductibles de php. Pour obtenir une théorie com-
plete, il faut habituellement combiner plus d’une représentation irréductible de php;
toutes doivent cependant avoir la méme charge centrale ¢ qui régit le comportement
du tenseur énergie-impulsion. Les physiciens font la distinction entre deux types de
théories conformes : celles faisant intervenir un nombre fini de représentations irré-
ductibles de php et celles nécessitant un nombre infini de telles représentations. Les
premiéres, nommées minimales, sont de loin les plus simples, les plus étudiées et les
mieux connues. On se limitera dans le cadre de ce mémoire a I’étude des modeles
minimaux (4, 3) et IN(5, 4).

‘Soient p et p’ des entiers relativement premiers tels que
petp p q

pa_+pa, =0
. — Nl—cxVi—¢
avec @y = ==
Les équations des paires (c, i)
2
c=1 —6(p—’f—)-, @2.1.1)
pp .
' _ \2
h.s = pr= P9 —(p=p) , (2.1.2)
4pp’

décrivent les représentations de php d’une famille discrete. Puisqﬁe les paramétres r
et s dans le déterminant de Kac (2.6.6) ont permis I’étiquetage des vecteurs singuliers
présents au sein des modules de Verma, il est tentant de les utiliser pour tabuler les
valeurs de 4, ; données par cette famille discrete. Les tableaux ainsi obtenus portent le

nom de rables de Kac.

2.7.1. Tables de Kac

Les entrées des tables de Kac sont les valeurs de /i, ; données par la s€rie discrete
(2.7.2) pour ¢ fixé. Les lignes et les colonnes sont indicés par s et r. Le rectangle
1 <r < ph1 < s < paquicontient dans chaque case repérée par les entiers r et
s le poids h, est donc la table de Kac, représentée au tableau 2.2 ci-dessous. Par

convention, p > p’.
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r=1|r=2|...lr=p -1
S=p- 1 hl.p—l hZ,p—l v hp’-l.p—l
§s=2 ]l[.g ]12‘2 cee ]1[,/_1.3
s=1 i hay |- hp’—l,l

TaB. 2.2. Table de Kac de taille (p — 1)(p’ — 1)

A titre d’exemples, le tableau 2.3 donne la table de Kac pour (p,p’) = (4,3) et le
tableau 2.4 donne la table de Kac pour (p, p’) = (5, 4). Ces deux tables correspondent

aux deux modeles minimaux €tudiés au chapitre quatre.

r=1|r=2
s=3 % 0
_ 1 1
S—2 16 16
s=1 0 1

TaB. 2.3. Table de Kac pour Ep, P =4,3)

r=1|\r=2|r=3
_ 3 | 1
s=4 5 iz 0
_ 3 | 3 [ 1
s =3 5 80 0
_ 1| 3 | 3
§=2 10 30 5
_ 7 | 3
s=1 0 T 3

Tas. 2.4. Table de Kac pour (p, p’) = (5,4).

Enfin, on note qué les valeurs h,, ; apparaissent toutes en double dans les tables de Kac.
Ceci s’explique par le fait que i1y_,.,_; = h, ;. On vérifie en effet a I’aide de (2.7.2) que

Ay =N -p(p-9)—(p-p)

h

p'=rp-s

dpp’
_(pp'—pr-pp+p's;-(p-p)
- 4pp’
_(=pr=p's)r-(p-p)
- 4pp’

= h,,. (273)
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2.7.2. Série discrete de Friedan-Qiu-Shenker

Tout d’abord, on note que le choix particulier de p” = met p = m + 1 (p, p’ rela-
tivement premiers) donne lieu a la paramétrisation 2.6.8 des couples {c, 4} en fonction
d’un unique parametre m, entier et > 2 que 1’on rappelle ici. Cette famille est une
sous-famille de la série discrete (2.7.1) et (2.7.2) (correépondant aux représentations
unitaires), nommée famille de Friedan-Qiu-Shenker. On calcule (voir [FMS97]) cette

s€rie explicitement avec

6
= ]——, =2,3,4,... 2 4
ctm) m(m + 1) " 279
_ 2 _
iy my = L Dromsy = 1 l<r<ml<s<m. 2.7.5)
’ Am(m + 1)

Remarques 2.7.1. Les tables de Kac 2.3 et 2.4 correspondent enfaitam =3 etm = 4
respectivement. Les trois courbes continues de la figure 2.3 correspondent a un déter-
minant de Kac nul. La série ci-dessus pour m = 3 est elle-méme une sous-famille de
la série de Friedan-Qiu-Shenker et sélectionne sur ces trois courbes ’ensemble fini de
points (%, O) , (%, %) , (%, %) Ces couples de valeurs sont les poids des trois représenta-
tions irréductibles correspondants au premier modéle minimal.

2.8. STRUCTURE DES MODULES IRREDUCTIBLES

On a en main tous les €léments nécessaires pour clarifier la structure des modules

irréductibles. Le module Vi (, ) 4,,(p.p) d€ PhP h,.s posseéde un premier vecteur singu-

s(p.p)
lier au niveau rs. 1l doit également en avoir un autre au niveau (p’ — r)(p — s) puisque
I’égalité (2.7.3) assure que les paires (c, &) correspondantes se trouvent sur la courbe
C,s. La somme des deux sous-modules V(L,(p_ Py +rs) €L V((.(p. P s+ —n(p—sp) €L UN

sous-module propre maximal (voir [YSA90]). Par la proposition 2.3.1, le module

M, = V(c(/).p’).hy-.s(17,17’))/ (V(L'(P‘[’l}xhr..\+"5) U V(L'(p,p’)er+(/J’—r)(p—S)))

constitue un module irréductible de php.
La structure de ce sous-module maximal est assez complexe. En effet, chaque paire
de sous-modules V(L.(pqp,)',,m,s) et V(C(p,p,)v,,“+(p,_,)(p_s)) a en commun deux autres sous-

modules non-triviaux, et ainsi de suite a l'infini. La figure 2.4 illustre cette structure
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niveau 0
niveau 1 /K niveau §
— |
niveau 11 i niveau 13
/‘\ /I\
niveau 20 ©® niveau 35
/P /N
—-/_H.“
niveau 46 0 D niveau 50
)
nivcau 63 I 3 niveay 88
A~ A
niveau 108 ! sl . —=© nivcau 111
AN T T AN
= -
se e ses

F[G. 2.4. V((,‘: % ,h=0)

d’inclusions dans le cas du module irréductible V| _, ;o). Les fleches reliant deux ni-
veaux signifient que le module de Verma engendré par le vecteur singulier au niveau
inférieur est inclus dans le module de Verma engendré par le vecteur singulier au ni-
veau supérieur. C’est cette structure particuliere qui explique les courbes illustrées a
la figure 2.5 ; on a représenté sur la figure 2.5(a) les courbes C, pour 1 < r £ 20 et

1 € 5 £ 15. On peut constater qu’un grand nombre de ces courbes s’intersectent sur

z

5> les deux charges centrales des modéles minimaux

les droites verticales ¢ = 21 etc=
M(4, 3) et M(5,4) que I’on va étudier au chapitre quatre.

La figure 2.5(b), un agrandissement de la figure 2.5(a), montre plus clairement les
intersections des premieres courbes C, ;. Les produits s donnent le niveau des vecteurs
singuliers présents dans les sous-modules inférieurs. On peut se demander quelle est la
relation entre cette multitude de courbes d’annulation et les trois courbes d’annulation

de la figure 2.3. Les équations (2.7.4) et (2.7.5) permettent de répondre a cette question

de maniere explicite : pour un entier m plus grand que deux, elles donnent la série
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~‘».’0" N ’\".». 0.’ PN
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] 1o
c

(@) Courbes C,;, 1 €£r<20,1<5<150<c<1l (b)CourbesC,,, 1 <r<7, 1<s5<2,040<
¢ £ 0,60

Fic. 2.5. Intersections multiples des courbes C, ; dans le plan (c, k)

des paires (c(m), h, ;(m)) qui constituent, on le rappe]le; une sous-famille de la série
discrete (2.7.1) et (2.7.2). Si on limite les paramétres r et s aux valeurs permises par
la table de Kac, asavoir1 < r < p’et| <5 < p, ces paires coincident alors avec les
premiéres intersections des courbes C, ; dans le premier quadrant du plan (c, /). Ainsi,
le tableau 2.5 permet de vérifier la concordance entre les niveaux rs et (p" — r)(p — s)
d’une part, et les trois points particuliers (c =1h= O) ,(c =1 h= %) , (c =1,h= 1—16)
représent€s par un losange a la figure 2.6 ((a) a (c)) d’autre part. Ces points sont issus
des premieres intersections des courbes C,,. On vérifie que les niveaux rs des courbes
C, ; de premicres intersections sont bien ceux prévus par les bornes r et s des équations
(2.7.4) regroupés dans le tableau 2.5 ci-dessous.

Définition 2.8.1. Les représentations uniraires de Vir sont les représentations ne conte-
nant pas de vecteurs ayant une norme négative ou nulle par rapport a la forine de
Shapovalov.

Hypotheése : Unitarité,

Les représentations de Vir intervenant dans la description des phénomeénes critiques
sont unitaires. (1l est maintenant connu que cette hypothese est trop restrictive, mais

on se limitera a |’étude de modeles pour lesquels elle est vraie).
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(a) Premigre intersection des courbes Cj (b) Premiére interseciion des courbes Cq
et Cy3en ‘c:lz,h:()} et Cy3 en[c=i:,h='§}
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a0 6,2 0,4 a6 0,8 1,0

(¢) Premiére intersection des courbes C;;

et Cz‘g en {C = %,h = 1_16}

FiG. 2.6. Premiere intersection de courbes C,

Remarques 2.8.1. Tout d’abord, il a été prouvé que les représentations irréductibles
de la série discrete de Friedan-Qiu-Shenker lorsque 0 < ¢ < | sont toujours unitaires,
et que ce sont les seules a l'étre. On note ensuite que la moitié du tableai 2.5 est redon-
dant, ce que corrobore I’équation (2.7.3). Pour finir, les vecteurs singuliers issus des
premiéres intersections sont les vecteurs de php d'une représentation qui contient son
tour un vecteur singulier, et ainsi de suite. La paire de vecteurs singuliers de niveau rs
et (p' — r)(p— s) donne donc de I'information sitr la structure du sous-module irréduc-

tible M. y. La fonction génératrice yy,,, des dimensions des sous-espaces z‘llf"; que
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r tjr]2]213/3
5 121212
h o[L 1% Lo
s /2020436
ﬁ(P’—r)(p—S) 63 40221

Tag. 2.5. Niveaux des vecteurs singuliers permis par la s€rie discrete de

Friedan-Qiu-Shenker pour (p, p’) = (4, 3), avec ¢ = %

I'on appelle le caractere (voir [FMS971) caractérise justement la structure compléte
des modules M, .. Cette fonction est définie pour z dans C par

Xoien(@ = Y 2 dim (ME,), (2.8.1)

neM

ol dim est I'abréviation de dimension.

On portera notre attention sur les vecteurs singuliers de niveau rs et (p’ — r)(p — ).
En effet, ce sont ces paires de vecteurs singuliers que I’on va rechercher activement
au chapitre 4. La connaissance de ces vecteurs permettra de faire le lien entre certains
modeles classiques de physique statistique et les premiers modéles minimaux de la
théorie des champs conformes. ‘

Pour pouvoir pousser plus loin I'étude des modeles explorés, un dernier outils
est nécessaire. La théorie des champs conformes et ['identité de Ward vont fournir

le moyen de calculer des équations différentielles provenant de vecteurs singuliers.



Chapitre 3

THEORIE DES CHAMPS CONFORMES

Lorsque quelque chose a été dit et bien dit, n’aie pas de scrupules.

Prends-le et copie-le.

Mark Twain (1835 — 1910)

On va étudier les fonctions de corrélation a 2,3 et 4 points. L’identité de Ward
permet de construire des opérateurs différentiels qui, lorsqu’appliqués a une fonction

de corrélation a 4 points, donnent naissance a des équation différentielles.

3.1. FONCTIONS DE CORRELATION

En mécanique statistique, |’étude des fonctions de corrélation permet de mieux ap-
précier le comportement prés du point critique d’un systéme comportant un trés grand
nombre de particules. En théorie des champs conformes, ces fonctions de corrélation
sont fortement contraintes par les structures algébriques. En utilisant I’invariance sous
les transformations conformes en deux dimensions, on va déterminer précisément la
forme des fonctions de corrélation a deux et trois points. Les fonctions de corrélation
a quatre points étant quant a elles sous-déterminées, on se contentera de donner 1’une

des formes possibles qu’elles peuvent prendre.
3.1.1. Fonctions de corrélation a deux points
Une des hypotheses a la base de la théorie des champs conformes posée par Bela-

vin, Polyakov et Zamolodchikov est la suivante :

Hypothese: invariance conforme.

Les phénomenes critiques sont invariants sous les transformations conformes.
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En deux dimensions, la transformation conforme (bijective) de la sphere de Rie-

mann sur elle-méme appliquée a un point X peut étre représentée par une matrice carrée

e

Ceci peut aussi s’exprimer en prenant le rapport des éléments des vecteurs colonnes :

comme on I’a vu proposition 1.4.1]

a b
c d

(3.1.1)

X ax+b
x’:Tz T (3.1.2)
- . / A (o o
On va utiliser la notation compacte %ix gf; _:;) pour désigner le déterminant de .

la matrice jacobienne d’une transformation conforme. On trouve ainsi que pour une

translation z — z’' + t = x; + £, + i(x2 + 1), le déterminant de la matrice jacobienne est

|-

On peut par la suite mettre a profit I’équation (4.48) dans [FMS97], qui est une consé-

égal a un, puisque

oz’
oz

quence directe de I’hypothese d’invariance conforme. Cette équation décrit la loi de
transformation d’une fonction de corrélation a deux points qui, si les champs @, @,

sont respectivement de poids conformes Ay, A,, se lit

4
=z

' A
x| 7

ox

ox’

(D, (x)D2(x2)) = ox

(D (x))D2(x3)). (3.1.3)

X=X| X=X3

Dans le cas de la translation, on obtient donc (@(x;)®2(x2)) = (D{1){D (X)) P2 (X))). .
On en conclut que la fonction de corrélation a deux points ne dépend que de la diffé-
rence entre ces points, c’est-a-dire : (P;(x))DP2(x2)) = f(X| — Xp).

Le déterminant de la matrice jacobienne d’une rotation z — €z est lui aussi égal
a un, puisque

oz
oz

cos(f) - sin(6) 4
sin(6) . cos(8)

On constate alors que

FX1 = X2) = (D(x)D2(X2)) = (N(AIND(X)D2(X5)) = f(€(x; — x2)),
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et on conclut cette fois que la fonction de corrélation a deux points ne dépend que de la
distance entre ces points. Si ’on choisit (®,(x,)DP.(X;)) = f(|X; — X»[), on impose une
contrainte additionnelle compatible avec la contrainte précédente.

Le déterminant de la matrice jacobienne d’une transformation d’échelle (dilatation

ou rétrécissement) z — kz pour k > 0 est différent de 1 en général. En effet,

6z’: k O 2

ozl o &

La condition d’invariance (3.1.3) pour cette famille de transformation se lit

FUx; = xa]) = {D(x))D2(X2))
3

Ar
ox’ ox' |7

Bx x=x, | OX

= k22 fk|x; — Xa)). (3.1.4)

(@ (x))D2(x3))

X=X2

Ainsi, f est une fonction homogeéne de son argument, ce qui force la fonction de cor-

rélation a étre de la forme

Cl2

|A1+A2 ’

(D1 (x)Da(X2)) =
X1 — X

(3.1.5)

ol C|; est une constante qui dépend des deux points x;, X2. On note que cette condition
est aussi compatible avec les contraintes précédentes.

Pour exprimer les relations qui lient les fonctions de corrélation sur les champs pri-
maires subissant une transformation conforfne, il reste a considérer les transformations

conformes spéciales. Si I’on fixe a = d = 1 et b = 0 dans (3.1.2), obtenant

x’ 1 0Offx .
= , (3.1.6)
1 c 1|1
la transformation conforme spéciale se lit alors
X =— G.1.7)
cx + 1

Il faut aussi calculer le déterminant de la matrice jacobienne de cette transformation.

Quelques définitions vont étre nécessaires avant de pouvoir procéder au calcul.
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Définition 3.1.1. Le facteur de dilatation y est donné par (1 — 2 B - x + B*x*) oll

b, Xy
B = etx = ,
b, X2

<

B - x = byx| + brx; (le produit scalaire de B et x),

X2 = X12 + x:?' €tB2 = b|2 + bgz.

On définit finalement ¢ le nombre complexe de la transformation conforme spéciale
(3.1.7) par c = —=b, + ib,.
Proposition 3.1.1. Le déterminant de la matrice jacobienne d’une transformation
conforme spéciale dans un espace physique de dimension deux est égal a !’'inverse

du carré du facteur de dilatation y , ce qui se lit

= i (3.1.8)

,},2

i
Ox

B d(x1, x3)
|8(x1, x2)

Démonstration
L’équation (4.15) dans [FMS97] donne I'expression des composantes de x aprés une

transformation conforme. Dans le cas d’une transformation conforme spéciale, on lit

x* — Bix?

T (1-2B-x+Bx)

x™

(3.1.9)

Passant de la notation tensorielle a une notation avec des indices inférieurs, on obtient

les deux fonctions pour les composantes

, xl—blxz
x| = - —.
1-2B-x+B%
( X+ B (3.1.10)
xg—ng‘

X

(o3

T (1-2B-x+Bx)
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On calcule la dérivée partielle

Ox| 1 -2b;x
ax 1=2bjx;=2byx; + (b12 + bzz) (x;2 + x2%)
(k1 = by (x? + x2)) (<28, + 2 (b 2+ b27) x))
B (] -2b;x; —2byxy + (b,2 + bzz) (x,? +x22))2
_(bixp+byx; =1 =byx; +byxy)(byx; —brx; — 1 +b;x;+byx3)
) (1= 202 = 2by, + by + by 2xa? + byx )2 + b22x22)2
_(byxy+byx =1 =byxy+byxy) (byx; = byx; — 1+ b x; + byxz)
72 .

Les trois autres dérivées partielles se calculent de maniére similaire. On peut alors

calculer le déterminant de la matrice déterminant de la matrice jacobienne :

ox’ 1

Ox

: 2
(1 - 217/ X = 2b2x2 + b/2x12 + b,2x22 + bzlez + bzzsz)
_ 1
(1-2B-x + B*x?)’
1
= —. (3.1.11)
Y .

]
Remarque 3.1.1. En fait, il est possible de montrer que (3.1.8) s’écrit dans le cas

général

1
©(1-2B-x+Bx%)¢’

ox’

= (3.1.12)

ou d représente la dimension de I’espace physique. On retrouve bien d = 2 dans le cas

qui nous intéresse.
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Utilisant (3.1.3), (3.1.5) et (3.1.11), on calcule

C
x xlhlA‘m; = (D(x))D2(x2))
1 — X2 B
P 5
X' |2 X’ |7 ’ ’
=15 |5 (D1(x))D2(x5))
X=X X=X2
P F o
=72 |7l @ @)ea)
1 , ,
= ﬂ(@l(xl)(DZ(XZD
1 V2 ~
Ci2
_ . 3.1.13
VI - o

Sil’on identifie x dans R? avec x,+ix, dans C, d’une part, et que I’on utilise la définition
pour ¢ donnée en 3.1.1 (¢ = —b, + ib,) d’autre part, on calcule alors que
CX = ('—bl + ibz)(.xl + iX2)

= —blxl - bz)C’_) + i(—b1x2 + ngl),

et donc que
lex + 172 = (1 = (bixt + b2x2))? + (=byx2 + byx;)?
=1-2(bix; +byxy) + (blxl)2 +2bbyxixy
+ (bax2)’ + (b1:02)” — 2 bibyxyxy + (baxy)
=1=2(bix; + baxa) + (b7 + B3)(x + x5)
=1-2B x+B%
=y (3.1.14)
Avec x’ donné par la transformation conforme spéciale (3.1.7), le résultat (3.1.14) per-

met d’obtenir 1’égalité

Xy XH X7 — X X —Xo
X; — X, = - = = -, (3.1.15)
cx +1 cxo+ 1 (exp+1)(exy +1) 7.3
Y17
ou bien, en considérant les distances
X X2 X> — X IX| — X2

(3.1.16)

IxX| —x3| = = ]

YiY;

X +1 X+ 1] l(ex) + Diexa + 1]
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Combinant finalement (3.1.13) et (3.1.16), on obtient une contrainte supplémentaire

sur la fonction de corrélation a deux points :

. Ar+dg
Ci2 _ Cplywy)™ ™ (3.1.17)
_ Aj+hds T AL Ar+ay o
X} — X3 VY X - Xl

On trouve finalement que la forme de la fonction de corrélation a deux points est

Ci .
A, S1 Al = A?.a

(D (x)Dax)y = | K1~ Xel (3.1.18)
0, si Ay # A;.

3.1.2. Fonctions de corrélation a trois points

En suivant la ligne directrice de la section précédente, on va chercher la forme
d’une fonction de corrélation a trois points. On introduit pour cela la notation x;; =
IX; — X,|. Si I’on impose 1’invariance sous translation et rotation avec trois points xy, x;

et x3, on voit que la forme de la fonction de corrélation doit étre

(D (x))D2(x2)D3(x3)) = f(x12, X13, X23).

Si I’on ajoute I’invariance sous dilatation, on aboutit alors a une contrainte pour une

fonction a trois points similaire a (3.1.4) :
J(oxi2, 13, Xa3) = K87 fory, kxys, ko).

On en conclut qu’a une constante C%¢ prés, toute fonction de corrélation  trois points

123
de la forme
. Cu‘l;r: ,
(@1(%) D2 (X)P3(X3)) = ——— (3.1.19)
"Ilzsz)y‘u

fonctionnera avec la condition supplémentaire que le triplet {a, b, c} soit tel que a +
b +c= A+ Ay + Az, avec A, Ay et Ay les poids conformes des champs @, D, et @,
respectivement.

Considérant enfin les transformations conformes spéciales, on trouve en procédant

comme pour (3.1.17) I'égalité

abc ab¢ Q N c

Clis Chy (vi)i(nyd):(nys)?

e Y . (3.1.20)
X Xn X YUY, X{3 X531 5
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L’équation (3.1.20) impose le systeéme de contraintes :

a+c=2A,
a+b =247 (3.1.21)
b+c=2A;.
dont I’unique solution est
a=AN+A — A3
b=-A+A+ A; | (3.1.22)

c=A — Ay + As.
Ainsi, comme dans le cas de la fonction de corrélation a deux points, on obtient pour

la fonction de corrélation a trois points une forme explicite :

A1 +A2-A3,-A +A2+A3,A | ~Ar+A3

(@1 (%) D2(X)P5(Xs)) = — 123 : (3.1.23)

12A1+A2—A3x23—ﬂ| +A2+A3x13A1 -Ax+4;

3.1.3. Fonctions de corrélation a quatre points

S’il est possible de déterminer explicitement la forme des fonctions de corrélation
a deux et trois points, il en va différemment pour les fonctions de corrélation a quatre
points. On va introduire la fonction de rapport crois€ et étudier son impact sur les
fonctions de corrélation a quatre points. On donnera ensuite une forme possible de

fonction de corrélation a quatre points.

3.1.3.1. Invariance sous transformation conforme et fonction de rapport croisé

On va utiliser ici la notation (g, X,) pour dénoter I’action de groupe S L(2;C) %

- (CU{oo}) » CU oo} introduite a la proposition 1.4.1. Par exemple, si r est la matrice

i
i

de rotation , | de SL(2;C), son action sur x, est alors notée
: 0 €=
et 5
2 e X,
(r,x,) = WX |=—F =€, (3.1.24)
e 2 ez

On calcule ensuite la différence (x, — x,,) entre deux points aprés une transformation
de rotation :

(1, %) = (1, %) = (X — X0) (3.1.25)
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. 1 a+ib
Soit (1, x,) I’action de la matrice de translation ¢ = sur Je point x,,. Le
0 1

calcul

(f, xn) - (t’ xm) = (xn +a+ lb) - (xm +a+ 11)): X, — Xn (3 1 26)

permet de vérifier I’invariance sous translation de la différence entre deux points.
Le changement d'échelle — dilatation — est obtenu par ’action de la matrice d =
A

0 4
tenir un objet invariant, il suffit de prendre le rapport des deux différences. On vérifie

. La différence entre deux points n’est pas invariante sous dilatation. Pour ob-

ais€ment que

(d, x;) - (d, Xj) _ /{EX,‘ - /lzxj’ _ X; — X;

= = . 3.1.27
(d, X;) — (d, X)) ,l3xk - /12]([ X — Xy ( )
, . (1o .
Finalement, on notera tcs 1a matrice qui génére les transformations conformes
c

m?

spéciales. En utilisant (3.1.15), on peut exprimer x/ —x’ , la différence entre deux points

X, et X, transformés par tcs sous la forme

X —x = —x—l’:— (3.1.28)
Vi ¥

On va maintenant se servir de (3.1.28) pour montrer qu’il existe une fonction, appelée
de rapport croisé, invariante sous toutes les transformations incluses dans § L(2; C), y
compris donc les transformations conformes spéciales. On réalise par inspection qu’il
faut au moins quatre points distincts pour construire une telle fonction, ce qui est pour-

quoi elle n’entre en jeu que maintenant. La fonction de rapport croisé est donnée ex-

plicitement par

(X] — Xx2)(X3 — X4)

. 3.1.29
(X1 — X4)(x3 — X3) ( :

Z:= 2(X[, X2, X3,Xy) =

On note que cette fonction n’est pas unique et que cing autres candidates sont obte-
nues en permutant les indices au numérateur et au dénominateur, et en considérant les

inverses multiplicatifs. On se restreindra a (3.1.29) pour les calculs a venir. On vérifie
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I"invariance du rapport croisé (3.1.29) sous transformation conforme spéciale :

((tes,x,) - (tes, x)((tes, %) — (105, %)) VEVivivs (%, - x)(xs = x)

((rcs, X1) — (res, X)) ((tes, X3) — (tcs, X)) yll%l)';l)’j (X — X4)(X3 — X2)

_ (x; — x2)(x3 — Xy)
(X) = Xa)(X3 — Xa)

(3.1.30)

remar ussi era croisé e aussi I’invariance sous rotation, puisque
On arque aussi que | port crois€ donn P anc rotat

les coefficients e de (3.1.25) se éimpliﬁent lorsqu’on les applique a (3.1.29).

3.1.3.2. Une fonction de corrélation a quatre points parmi d’autres

On vient de constater qu’a partir de quatre points, les fonctions de corrélation
peuvent présenter une dépendance arbitraire au rapport crois€. Les fonctions de cor-

rélation peuvent donc s’écrire sous la forme

(@ (x1)D2(x2)D3(x3)Du(X4)) = l—[ (x; — x Y f(z), (3.1.31)

Igi<jg4
ou la fonction f tient le r6le joué par la constante C des fonctions a deux et trois points
étudiées lors des deux sections précédentes. La fonction f est quelconque et ne dépend
que du rapport croisé€ z. On a choisi ici d’écrire le préfacteur JT; ;. ;4 (x; — X, au nu-
mérateur par commodité de notation. En procédant comme pour les équations (3.1.17)
et (3.1.20), on obtient en imposant |’invariance sous les transformations conformes 2

la fonction de corrélation & quatre points, la condition :

(3.1.32)

. H << < (xi =X ’}uijf(z)
[ &-xpif@= ==
I<i<jcd H;:]J’,- ' Hlsi<js4(717j)_il

Pour que I’équation (3.1.32) soit vérifice, il va nous falloir égaler les exposants des 7.
On obtient alors le syst¢me sous déterminé

izt s+ e = =24

M12 + po3 + oy = =24

2 (3.1.33)
M3+ M3 + U3y = —2A3

Hia ¥+ phag + pag = —2A,.
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La somme des quatre équations ainsi obtenues donne 23 ;. u;; = —2 Ef':, A;. On va

définir

4
A= Z A, (3.1.34)

i=1

Si I’on impose une condition supplémentairé a (3.1.33), on trouve alors des solutions

paramétrées par I’ensemble des A;. A titre d’exemple, 1a contrainte y;; = _% AYIRAY!

donne une solution a (3.1.33) une fois les A; fixés. On calcule le cas i = 1 explicitement

A

#lzzg—Al—Az )
A

/113:—3-—A1—A3 , (3.1.35)
A

/114=§—A|—A4 ,

iz + s+ e = A =301 - Ay — Az — Ay = =24

et I’on constate que la premiére des équations de (3.1.33) est vérifiée : on confirme les

trois autres équations de mani€re similaire. La fonction

(DX Dx)D3(x3)D3(xi)) = [ | (xi— x>

1<i<j<4

. (X — X2)(x3 — X4))
(X| — X)(X3 = X2)/

(3.1.36)

est donc une fonction de corrélation a quatre points possible. On traitera une telle

fonction a la section 4.3.3, et une autre fonction de corrélation calculée avec d’autres
choix d’exposants ,; a la section 4.3.4.
Remarque 3.1.2. Lorsque l'on abordera les calculs sur ces fonctions, on suivra les
notations en vigueur dans le domaine. Ainsi, le symbole A;, caractérisant le champ
®,, provenant de I'hypothése d’invariance conforme sera remplacé par la notation h;
désignant le poids de la représentation de php caractérisant le champ @;.

On connait maintenant la forme que peut prendre une fonction de corrélation a
quatre points. Pour calculer des équations différentielles sur cette fonction, il va fal-
loir un opérateur, qui sera donné par Videntité de Ward. C’est I’objet de la prochaine

section.
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3.2. L 1DENTITE DE WARD

L’existence des vecteurs singuliers contraint beaucoup les fonctions de corrélation
des théories physiques. Ces fonctions de corrélation sont invariantes sous les transfor-
mations conformes. Le lien entre vecteurs singuliers et fonctions de corrélation, deux

objets a priori éloignés, se fait par I’entremise de 1’identité de Ward.

3.2.1. Les fonctions de corrélation et I’identité de Ward

La section précédente a permis de montrer comment les fonctions de corrélation
a 2,3 et 4 points sont contraintes par I’invariance sous les transformations conformes
7> z‘—:j ad — bc = 1, qui incluent translation, dilatation, rotation et transformation
conforme spéciale.
Un argument physique basé sur la théorie des champs quantiques dans la formula-
tion des intégrales de chemin (voir [FMS97], section 2.4.3) permet de généraliser
ce résultat aux fonctions a n points (@, (x;)D2(X;) ... D,(X,)), n > 4, et a toutes les
transformations conformes infinitésimales /;. Le résultat est encore plus fin, car il s’ap-
plique au cas ou un seul des champs de la fonction a n points est transformé. Soient

®;,i =1,2,...,n+ 1, des champs primaires de poids conformes #;, le résultat, connu

sous le nom d’identité de Ward, prend alors la forme
<(l,.(D1)(Zl)(D2(Zp_) (R (Dn+l(zn+l)> = L,.<(D1(Z| )(DZ(Z2) cee (Dn+1(zn+l)>v (321)

ou L, est I’opérateur différentiel

n+l1
1 1
L=y {(’ i _ p } sir>0. (32.2)

@i-z21) (@—-z) "

i=2
Remarques 3.2.1. Tout d’abord les fonctions de corrélation dans (3.2.1) sontan + 1
points. Puisque le premier point est singularisé, ce choix est naturel. On note ensuite
que les I intervenant dans (3.2.2) sont les poids conformes des champs ®;(z;),i =
1,...,n. On note également que la forme (3.2.1) n'est valide que pour les champs
quantiques “primaires”, une notion que l’on ne définira pas de facon formelle (le
concept de champ primaire est défini dans [FMS97]). On supposera néanmoins que
tous les champs intervenant dans ce qui suit sont primaires. Finalement, I’identité de

Ward (3.2.1) n’est valide que pour les générateurs de Vir~ = EBZI CL; et ly.
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3.2.2. La famille d’opérateurs différentiels £, comme représentation de Vir*

L'argument menant aux équations (3.2.1)~et (3.2.2) repose sur les intégrales de
chemin; il menerait fort loin du sujet de ce mémoire. Plutdt que de reproduire cet
argument, on se limitera a constater que la forme (3.2.1) induit une représentation de
Vir* sur un espace fonctionnel. La proposition suivante, bien que ne donnant pas la
provenance physique de (3.2.1) et (3.2.2), les justifie mathématiquemnent.

Proposition 3.2.1. Soient iy, hs, ..., hy., des constantes, et O dans C™' un ouvert
contenant les points z,,25, . . ., Zus1. Soit C2(Q" — C) Uespace des fonctions deux fois
dérivables sur I’ensemble ouvert ' obtenu en retirant de O les hyperplans o deux
des coordonnées coincident. Alors I'application p telle que I, — p(l,) = L,, pour tout
n dans N, est une représentation de Vir* sur l'espace vectoriel C*(0' — C).
Démonstration

L’application p est clairement linéaire. 1l reste a vérifier que 1L, L) = (m — n)Lin,
pour n # m. On suppose que le commutateur agit sur une fonction de corrélation a k

champs. Alors,

k+1 k+1
(n— Dh; (m— 1)h; 1 }
'C'an = - -
[ , ] ;{(Zi_ZI)” (Z _Zl)rl 1 “‘} {(Zj_ZI)m (Zj‘Zl)m_la“l

J=2
ad k+1
B - 9, - o,
j;: {(ZJ -z -zt ; (i—z2) (m—z)y '™
_Z{ 3., ( a., _(m—l)hj)}
B i (Zi - Zl)”_l (Zj - Z|)"’_I (Zi — Zl)m

9,

a Z{ 3 ( (92’. _ (n - 1)]1,)}
= -z @z @=a)

_ Z{ d; l ( -m+ 1 5, + m(m — l)hlj)}
(G =)\ -z (zi—z)™

i

Z{ dij ( -n+ 1 . n(n — l)h,-)}
= - G-z @y
{h,-[m2 —m—=n*+n] -m+n }
= Z + + +m—1| a:f
(zi =z (zi =z

i

(m+n-1]k 1
=un- - 0.,
(r n) ,Z { (zi — z, )"+ (z; - Zl)n+,,,_|~ ~:}
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[Ln, Lm] = (m - n)'anwn ’ (m]

3.2.3. L’invariance conforme en dimension 2 et identité de Ward

Le but de ce mémoire n’est pas de couvrir I’ensemble du cours de théorie des
champs conformes. On peut néanmoins faciliter I’enchainement des idées a I’aide
d’un exemple. L’identité de Ward (3.2.1) et (3.2.2) valide pour les transformations
conformes proches_de I’identité donne naissance a un ensemble de contraintes qui re-
fletent I’invariance sous translation, dilatation et transformation conforme spéciale. On
va s’intéresser a I’invariance sous translation pour mettre en €vidence le lien entre
I’invariance conforme et .](’identité de Ward. Les physiciens affirment que I’on peut ex-
primer la variation infinitésimale d’une chaine (X) de k champs primaires sous une

transformation conforme infinitésimale z = 7’ = z + €(z) par

k
SLX) = = D (€w)By, + @ W)X, (3:23)
i=1

Proposition 3.2.2. La variation infinitésimale d’une transformation conforme globale

i Z’IZ, ad — bc = 1 est de la forme €(z) = B+ 2az —yz%, pour a, B,y trois constantes

arbitraires.
Démonstration
On va tout simplement obtenir le développement au premier ordre (en a,f, et y) de la

forme d’une transformation conforme globale :

_ (I+a)z+p
f@= vt -a
1

I~ 1+ Z
- T+

=(1+a)z+p) X

¥z
(1-a)

:(‘(1'+a)z+,8)x(l+a+...)x(1— +...)

=420+ B+ )x =yl +a+..)z+...)
=(z+2az+B+... )X =yz+...)
5z+2az+,8—yz2

=7+ €(2),
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ce qui est bien le résultat escompté. On note que la transformation f(z) vérifie bien la
condition ad — bc = 1 au premier ordre en a, 3, et 7. ]

Maintenant, pour ¢ = ¥ = 0, et 8 non-nul, on note que la transformation infinitési-
male f(z) = z + B est de toute évidence une translation, et que €(z) = . Avec ce choix

des constantes «, 3, v, la relation (3.2.3) devient
5e(X) = = ) (€0w)d, + (B e(w))h)X)
= = D (B0, + @uBh)X)
=B ), 0uiX),
Etant donné que I’hypothése d’invariance conforme a pour conséquence que
5:(X) =0, (3.'2.4)

le calcul précédent méne alors a la contrainte

D 0.401(2)P(z2)...) = 0. (32.5)
i=12,..

Il va étre utile par la suite de noter le fait suivant : £, correspond a d.,. En utilisant

I’équation (3.2.5) on obtient pour une fonction de corrélation a quatre points :

{0, + 0, + 0, + 0, KP(z))DP(22)P(z3)D(z4)) = O (3.2.6)

ou encore
0 (D(2)D(22)P(23)D(24)) = —Z;azi@(zl)fD(Zz)<D(23)<D(Z4)) (3.2.7)
= L(D(z)D(22)D(z3)D(24)), (3.2.8)

ou la deuxiéme ligne est obtenue pour n = 3 (fonction de corrélation a 4 points) en
utilisant (3.2.2) avec r = 1. Puisque |’on obtient le méme résultat pour tout n > 2, on
peut conclure que £ correspond a d;,. La méme démarche avec 8 = y = 0, et @ non-nul
donne une contrainte reflétant I"invariance sous les transformations de dilatation lide &
I’opérateur Lg. En procédant avec @ = 8 = 0, et y non-nul, on obtient une contrainte
exprimant cette fois 1’invariance sous les transformations conformes spéciales liée a
I’opérateur L£_,. Chacune de ces contraintes vérifie, a partir de (3.2.4), I’identité de

Ward (3.2.1).
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Le lien étroit existant entre I’invariance sous transformation conforme locale et
I’identit¢ de Ward ayant été quelque peu €clairé, on va s’intéresser au moyen d’appli-

quer cette identit€ aux vecteurs singuliers des représentations de Vir.

3.3. EDO POUR LES FONCTIONS DE CORRELATION A QUATRE POINTS

3.3.1. De vecteur singulier 5 EDP

L’identité de Ward (3.2.1) et (3.2.2) permet ainsi de transformer une fonction de
corrélation, dont le premier champ quantique a été transformé par des opérations con-
formes infinitésimales L,, r > 0, en une fonction & n points uniquement constituée de

champs primaires L£,(®(z;)X), n > 4 ou X = ©,(z;)D3(z3) ... D,(z,). Si 1’on définit
QrF(zy) = (I, .. L, )D(z)), (3.3.1)
on a alors I’égalité

(@rkd (g )XYy = Ly, .. Ly AD(Z)X). (3.3.2)

(@E1kn) (7, YD, (22) D3(23) D4 (Z4)) = L, - .. Lp (D2 Dy (22)D3(23)Du(z4)),  (3.3.3)

C’est exactement de cette maniere que le programme calc dont on va parler au début
du prochain chapitre va calculer les équations différentielles : chaque composante ho-
mogene de vecteurs singuliers est convertie en un opérateur différentiel constitué d’une
succession d’opérateurs différentiels. Il ne reste plus alors qu’a multiplier chacun des
p(n) opérateurs issus du vecteur singulier par son coefficient, 8 sommer ces p(n) termes
et a appliquer I’opérateur a une fonction de corrélation symbolique G pour obtenir une
équation aux dérivées partielles.

Notation 3.3.1. On utilisera dorénavant les abréviations usuelles EDO et EDP pour
désigner respectivement les €quations différentielles ordinaires et les équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles. |

Pour simplifier I’étude des espaces solutions de chacune des équations différen-
tielles, on aimerait traiter des EDO plut6t que des EDP. La section prochaine explique
comment cela est rendu possible dans le cas particulier des fonctions de corrélation a

4 points.
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3.3.2. D’EDP aEDO

Soit ]a classe des transformations conformes globales : z - if;tg,'ad —bc = 1.
C’est un résultat connu d’analyse complexe que, étant donné six points (notés z3, 23,24
et wa, w3, wy) sur la sphére de Riemann, il existe une unique transformation conforme
telle que 7(z;) = wy, =234 0n peut lire dans [Ma65] que le rapport croisé est
un invariant conforme. Si on fixe maintenant trois points wa, w3 et wy sur la sphere de

Riemann par
T(z)=w2=0,T(z3) =w3=1, T(z4) = wy = 0, (3.3.4)

on peut alors exploiter cette propriété d’invariance du rapport croisé pour calculer ex-

plicitement la transformation 7 qui correspond au choix particulier (3.3.4).

(z—122) » (s ~z) _(T(2) - T(2)) y (T(z4) = T(z3))
(z-723) (@w-n) T@D-T(@) T(z)-T(2)
W (oo —1)
T w-1) 00
w
w=1)

On trouve finalement la transformation recherchée :

(z - 22024 — 23)

w=Te)= -z —2)

(3.3.5)

On se rend compte que I’expression du rapport croisé (3.1.29) présente une forme
équivalente a (3.3.5).

Considérons maintenant les EDP issues de I’application répétitive des opérateurs
L, définis en (3.2.2) sur un corrélateur {@(x;)D»(x7)D;3(x3)D4(x,)). Ces EDP en 4 va-
riables peuvent étre transformés en des EDO en une uniqué variable X. Pour réaliser
cette transformation, il faut fixer trois des quatre points x; a x,. Si I’on choisit encore
une fois d’envoyer x> — 0,x3 — 1 et X, — o0, on obtient dans les limites choisies :
T(x)) = z(xy, X2, X3, X3) — Xj, que I’on peut rebaptiser x tout simpllement.

A partir de 1a, on peut illustrer 4 I’aide d’un exemple comment les dérivées par-
tielles en X;, X2, X5 et X, laissent place 2 une dérivé ordinaire en la variable x. On va
utiliser la notation suivante pour condenser I’écriture :

Notation 3.3.2. On notera Xx;; pour signifier x; — X;.
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Soit f une fonction différentiable ne dépendant que du rapport croisé. On calcule

axz(f(Z(Xl, XZ,X3,X4)) — axz[f(XIZXM)}

X14X32

- a\h
X|4

X34 (Xl’)

o

X34 {—X32 + X2
X'

o

X4

(Xuxn
XHX';')

b

Apres le passage a la limite x; — 0,x3 — 1,x4 — oo (et donc Z — x; = x), on obtient

lim axl(f(z(xl’ X2, X3, X4)) - llm (X34X|3 )f ( )
2-x,%x2—0,x30 1, X300 z—x,x2—0,x3—1, x>0 X14X3,,
(I —x)&x~
- )
XD (x — )( f (

d
= (x - D= [f(x)]

Un exemple plus détaillé de calcul dans le cas d’une EDO du deuxi€¢me ordre sera traité

au chapitre 4. On choisira d’appeler x tout simplement I’unique variable des EDO.



Chapitre 4

ETUDE DE DEUX MODELES MINIMAUX

La science ne cherche pas a énoncer des vérités éternelles ou des dogmes
immuables ; loin de prétendre que chaque étape est définitive et qu’elle
a dit son dernier mot, elle cherche a cerner la vérité par approximations

successives.
Bertrand Russell, (1872 — 1970), “ABC de la relativité”

Une présentation des modeles minimaux est suivie d un bref survol du travail de
programmation portant sur les vecteurs singuliers et les EDO et d’un exemple de calcul
détaillé. Des résultats complets obtenus sur les deux premiers modeles minimaux sont

présentés par la suite. Finalement, la conjecture du damier est énoncée et vérifiée dans

quelques cas simples.

4.1. MODELES MINIMAUX UNITAIRES M(p, p’)

On a un peu abordé€ la notion de modele minimal & Ia fin du chapitre 2, section 2.7.1.
La famille de représentations irréductibles donnée par (2.7.4) et (2.7.5)avec | <r < p’
et | < s < p sera unitaire si |p — p’| = 1. On montrera, section 4.5.1, que le modele
minimal M(4, 3) présente un lien flagrant avec le modele d’Ising au point critique. En
effet, les représentations de la théorie de ce modele minimal sont précisément les trois
premieres représentations irréductibles unitaires non-triviales de Vir permises par la

série discréte de Friedan-Quin-Schenker (2.7.4) et (2.7.5).
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4.2. ALGORITHMES

Comme il a été€ expliqué aux chapitres 2 et 3, deux programmes ont €t€ dé€velop-
pés a I’aide du logiciel de calcul symbolique Maple (version 11.0) afin de calculer de

maniere automatique les vecteurs singuliers et les EDO correspondantes.

4.2.1. Algorithme de calcul des vecteurs singuliers

Le programme vs retourne le vecteur singulier de niveau n correspondant a une
courbe d’annulation C, ; donnée. L’appel a la fonction est vs(h, ¢, n) et les parametres
d’entrée sont i = h, ((m), c = c(m) et n. Les deux parametres complexes sont les php de
la représentation : h, le poids conforme, et ¢, la charge centrale. L’entier positif n quant
é lui désigne le niveau du vecteur singulier que I’on cherche a calculer. Les niveaux
ol se trouvent les vecteurs singuliers sont préalablement calculés a 1’aide d’une autre
procédure. Les deux autres parametres sont donnés par les équations (2.7.1) et (2.7.2).
La sortie de vs est le vecteur IVSE‘C,,,)). Les vecteurs calculés dans (4, 3) et M(5,4)
sont listés a I’annexe A.

Pour que vs calcule convenablement les vecteurs singuliers en respectant les re-
lations (2.3.2), il a fallu “enseigner” a Maple I’algeébre de Virasoro. Une fois la base.
choisie (voir tableau 1.1), on a créé un vecteur v de niveau n avec des coeflicients in-
détermin€s. On a ensuite impos€ les égalités I_;v = [_,v = 0. Par la proposition 2.4.1,
le vecteur obtenu en résolvant le systeme de p(n) coefficients, ot p(n) est le nombre de
partitions de |’entier n, est un vecteur singulier.

Le programme vs a permis de calculer tous les vecteurs des modeles minimaux
M(4, 3) et M(5,4), qui sont des vecteurs de niveau < 2. Cette taille de vecteur ap-
proche la limite des possibilités de calcul de vs. L’étude du modele M(6, 5), qui com-
porte un vecteur singulier au niveau 20 nécessiterait un autre algorithme. Cela se com-
prend en consultant la table 2.1. On peut y voir que la fonction p(n), le nombre de
partition de I’entier n, grandit trés rapidement. Par conséquent, la complexit€ du pro-
bléme va aussi augmenter drastiquement ; pour calculer un vecteur v dans CP?9, on
doit résoudre [_jv = [,v = O, et doné solutionner un systeme de p(18) + p(19) =

385 + 490 = 875 équations linéaires en p(20) = 627 variables.
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4.2.2. Algorithme de calcul des EDO

Le programme calc retourne I'EDO de degré n associée a |VS7, ). L'appel a la
fonction est calc (IVS(”F,,I)),n, h). Les parametres d’entrée sont : IVS:_'(_',U),n, h, soit le
vecteur singulier calculé précédemment par vs, le niveau de ce vecteur, et le poids
conforme de la représentation. La sortie de calc est I'équation différentielle EDO{, .
Les EDO calculées sont listées a I’annexe B.

Le programme calc calcule récursivement les opérateurs différentiels £ . Le vec-
teur homogeéne Isisl,, par exemple, donne naissance a I’opérateur L5 (L5 (L2 (f))). La
fonction f qui subit la premiére action de I’opérateur est la fonction de corrélation.
En Maple, ceci se traduit par I’itération par calc d’opérateurs aux dérivées partielles
L(n, g) ayant deux arguments (un entier et une fonction). On obtient avec 1’exemple
choisit : L[5, L[5, L[2, f]]]. On peut ensuite envoyer z; en O et z3 en 1. Prenant la limite
quand z4 —' 0, on obtient finalement I'EDO sur la fonction de corrélation f en fonc-
tion d’une variable z; — x. Si cet algorithme est tres rapide pour les vecteurs singuliers
de bas niveau, le temps de calcul et I’'occupation mémoire augmentent cependant trés

rapidement avec le niveau. Ainsi, le temps de calcul du terme homogéne contenant le

plus grand nombre d’itérations, correspondant 2 {}2, se compte en heures.

4.3. EXEMPLES DE CALCUL

On va maintenant décrire en détails les étapes de calculs effectués sur un sous-
module de Verma particulier. Ceci comporte I’obtention de la forme particuliére du
vecteur singulier (ce que fait vs), une partie du calcul de I’équation différentielle or-
dinaire (ce que fait calc) associée a ce vecteur singulier, et finalement le calcul des
exposants caractéristiques selon la méthode de Frobenius. Ces calculs reposent sur
deux choix de certains parametres. Le premier choix de parameétres permet d’illustrer
la plupart des calculs menés dans cette étude. On compare explicitement les solutions
obtenues si 1’on choisit un deuxiéme ensemble de paramétres. Cette comparaison va

permettre de mieux comprendre I’effet de ce deuxiéme choix de paramétres sur les
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solutions des EDO'. On rappelle la sous-famille de la série discréte de Friedan-Qiu-
Shanker donnée par (2.7.4) et (2.7.5) pour les php (c, k) en fonction du paramétre m :°
6

cm)=1 - ————, m=2,3,4,..
mim+ 1)
. 2 1
h,(m) = (m + Dr - ms) , l<r<ml<s<m
’ 4dm(m + 1)

On va donc, en se limitant a une sous-classe de cette série discréte restreindre notre
étude a la classe de modeles minimaux unitaires notée M(m+ 1, m). Le modele d’Ising
en deux dimensions correspond a M(4, 3). Deux faits sont a noter. Tout d’abord, les
parametres r et s vont couvrir entierement la table de Kac du modéle minimal M(m +
1, m), pour tout m fixé. Ensuite, le poids conforme / est égal a 1a dimension des champs
primaires A, ;. Ainsi, le modéle minimal M(4, 3) que I’on obtient pour m = 3 comporte

les trois combinaisons possibles de charge centrale et de poids conformes

(e b)) = (c(m), 0) - %o]
1m-=2 1 1
J(c,h.,z)z(c(m),zmﬂ) = 5’1—6)’ (4.3..1)
1) 3 11
<c,h2,l)=(c<m),z’";' ) - -2-,5).

Chacun des sous-modules du module de Verma V., sera .généré par une paire de
vecteurs singuliers de plus haut poids, comme expliqué section 2.8. L’étude complete
de M(4, 3) va donc passer par 1’analyse de six vecteurs singuliers et des six EDO en
découlant. Le niveau rs = 2 étant atteint pour les paires (r = 1,s =2) et (r = 2,5 = 1),
les modules (c, h, 3) et(c, hy ;) doivent donc comporter chacun un vecteur singulier de
niveau deux. On choisit de traiter en exemple le cas du vecteur singulier de niveau deux

. 1
VS ?C(m)’,m(m))) se trouvant dans le module V(c(m), h; 2(m)), soit V(%, 76) pour‘m =3.

] . . . . . 2
4.3.1. Détermination du vecteur singulier de niveau deux (VS . ..)

La premiére étape du calcul consiste a obtenir I’expression du vecteur singulier

VS <2c(m). /u,:(m))) en fonction du parametre h. On pose

VS i-(,,,),/,,,z(,,,)ﬂ = [l + nlF]|h) (4.3.2)

ILes calculs présentés suivent la méthode exposée par Saint-Aubin dans [YSA87] chap. 4.

Les équations en références dans ce chapitre sont issues de [FMS97] chap. 4, 7 et 8.
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avec n un coefficient dépendant de /1. Notons qu’a priori le coeflicient de »|h) peut &tre
nul, mais que ce n’est pas le cas dans les exemples traités. La forme (4.3.2) est donc la
plus générale et répond aux besoins. En posant /_(|VS (ZL.(,”)’,M(",V =1[.,|VS ﬁ;(m)./m(m)Q =
0, on obtient, a ’aide des régles de commutation de ’algebre de Virasoro, le systéme

d’équations

LAVSZ oy = (B + (4 + 2)1111h) = 0

, c (4.3.3)
LalVS Commaemy? = [CH(2 + 3nm) + §]|h> =0. :
On résout ce systeme pour obtenir 7 et ¢ en fonction de A
3
T= "ol +2my

(4.3.4)

_ _2h(-5+38h

B 1+2h

obtenant finalement I’expression recherchée pour le vecteur singulier de niveau 2

2 3 2
lVS (c(nz),/”;(m))> = (ZZ - mll) |h> (435)
4.3.2. EDO associée au vecteur éingulier VS, -

La seconde étape consiste a convertir ce vecteur singulier en termes d’opérateurs
différentiels en utilisant la représentation de Vir* par I’espace des opérateurs différen-
tiels (proposition 3.2.1 a la section 3.2.2.)

En utilisant (4.3.5), on obtient immédiatement 1’opérateur différentiel

3 2
Lo = s (4.3.6)

1 (m-2)

T GrrD)- AAvec m un parametre

Maintenant, (2.7.5) avec r = 1 et s = 2 donne h; >(m) =

entier, I’opérateur différentiel (4.3.6) prend alors ses coefficients dans Q et devient

m+1

Lo -

Ll (4.3.7)
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Cet opérateur différentiel appliqué au corrélateur de la fonction a quatre points (®(z)X)
= (O(z2))D(22)D(23)D(z4)), ol X = D(z2)P(z3)P(z4) est une chaine de trois champs pri-

maires, nous conduit a I’équation différentielle:

1,
{Lz - %L;}«D(zl><I>(zz><1>(z3><b(z4)> =0

. 1 i b __m+1i92_} . ~
{ZI=Z[Z1 - + @ Z,-)Z] m 67 (O(z1)D(22)D(z3)P(z4)) = 0, (4.3.8)

ou I’on a utilisé pour le calcul de £, I’équation (3.2.2) dans le cas d’une fonction de
corrélation a 4 points, et 1’équation (3.2.8) pour obtenir directement L3 = 5‘%

Pour poursuivre le calcul de cette EDO, il faut maintenant adopter une forme pour
la fonction de corrélation a quatre points {( O(z,)P(z2)P(z3)P(z4)) , et fixer les valeurs
h; dans (4.3.8). On choisit Aj; = #; = TIE' Par la suite, on va présenter deux formes
possibles poﬁr la fonction de corrélation { D(z;)D(2,)DP(z3)P(z4) ), et montrer I’effet de

ces choix sur les exposants caractéristiques obtenus par la méthode de Frobenius.

4.3.3. Premier choix de fonction de corrélation

Soit G la fonction de corrélation a quatre points de la forme (D(z)D(z2)P(z3)D(z4))-
Chaque ®(z;) représente un champ de spin prirhaire, pouride 1 a4.Onavualasection

3.1.3 que cette fonction peut prendre la forme

G = (O(z))D(22)D(z3)DP(z4)) = ]_[ (zi — )" f(2). (4.3.9)
l<icj<d
L’invariance sous translation, dilatation et |’invariance conforme permet de con-
traindre y;; dans (4.3.9). On avait vu a la section 3.1.3.2 que I’ajout de la contrainte
Hij = _%-— h; — h;, donnée par I'équation (3.1.35), avec A = X! A, permettait de
trouver une solution possible au systéme sous-déterminé

Z,U,‘j = —2h,'. (43]0)

1#)

En particulier, si I'on fixe &t = h; = hy 5, alors tous les exposants y;; sont égaux a

= =2, 4.3.11)
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ce qui restreint partiellement la forme (®(z))®(z2)®(z3)P(z4)). En effet, I'équation

(4.3.10) est explicitement satisfaite avec les valeurs

Miat i3+ 4= —2h= T
1

a3+ gty = —2h= -o, (4.3.12)
1

M3g +H3) + 32 = —2h= —g'

Le deuxiéme élément qui peut faire varier Ia fonction de corrélation repose sur 1’ar-
gument de la fonction f intervenant dans (4.3.9). Cet argument est le rapport croisé déja
rencontré au chapitre précédent. Si le rapport crois€ peut prendre différentes formes,

on avait choisit de garder la forme (3.1.29), soit :

_ (21 —22)(z3 — 24)
(21 = z)(@3 — 22)

ce qui fait que I’on peut maintenant arréter une forme pour la fonction de corrélation,

oll f est une fonction analytique quelconque, et C une fonction de zj, 22, 23 et z4 définie

par:

2himy
C:= l—[ (zi—z) .

I<icjgd

La fonction de corrélation G se lit alors

(4.3.13)

1 ((21 -22)(z3— 24))

G(z1,22,23,24) = =
@222 C \ @ —z)(z3—22)

A partir de ce point, le calcul des EDP est possible. Néanmoins, ce calcul devient
trés laborieux et nécessite rapidement 1’aide d'un logiciel de manipulations symbo-
ligues. A titre d’exemple, on va traiter en détail une partie du calcul de I'EDP (4.3.8).
Au bout du compte, puisque I’on recherche une solution pour I’équation différentielle
(4.3.8), la multiplication par un facteur non-nul (tel que C) ne changera pas cette
solution. On continuera a utiliser ce principe lors du calcul qui va suivre. On pose

2 gy s , , e .
a= —@. A I’aide d’une notation similaire & 3.3.2 (z;; = z; — g;), on calcule ensuite le
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premier des termes en dérivées premiéres de (4.3.8) :

f(@) (211713214213274224) aof212234
— (212213213223224234)"
2002\ C 212 3Z_ 214232
(212213214223204234) " 0 234 212234
= renl bs + - F(@)Nz212213214223224234)"
212 022 143232 2142322

+ a7 (213214223224 234) (= 1) f(2)

+a 703" (212213214224 734) F(Z)

-1
+az” (212213214223234)f(z)}

= i{(— T )f( )+a (—i LA —)f(z)}

212 214232 Z|4Z32 212 223 34

On laisse ensuite z; — x,z0 — 0,z3 — 1 et zz — oo comme dans la transformation

(3.3.5), obtenant

1 (1 - 00) x(1 — 00) , 1 1 1
- ;{(_(x_ 50 + . oo)(])?')f () +a (—; st E)f(x)}'

Il faut comprendre les “co” de I’équation ci-dessus comme le processus limite z4 —

oo. Puisque toutes les expressions sont des fonctions rationnelles, ce processus limite

s’interpréte aisément. On obtient aprés simplifications et multiplication par x>

x(x—1Df'(x)—a(x+1)f(x).
(m=2)

Puisque h(m) = %=, alors a = ~ i Si I’on multiplie ensuite par 6(m + 1), on

obtient alors

6(m+ Dx(x — 1) f'(x) + (m = 2)(x + 1) f(x),

et I’expression polynomiale (4.3.14) ne présente plus alors qu’une dépendance en x :
ol 2 d N
6 [x‘m + X" —xm— x) d—j D+0Om+m-2x-2) f(x). 4.3.14)
X

On opére de la méme maniere avec les deux autres termes contenant des dérivées par-
tielles du premier ordre, les trois termes sans dérivés, et le terme du second ordre, qui
seront également multiplié€s par x> puis par 6 (m + 1). On multiplie encore le tout par le

plus grand dénominateur commun, soit 9 x*m? + 9 x*m — 18 *m? ~ 18 ¥*’m + 9 °m® +
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9 x’m pour que les coefficients de f et de ses dérivées soient polynomiaux. Le résultat

2

final est une EDO a coefficients polynomiaux dénotée EDO,,, ..,-

(—9}(“1712 —18x*'m-9x +18°m> +36 ' m+ 18 =9x2m? - 18 °m - 9x2)f” (x) +

(<120 = 24 x'm — 122 + 18.%m” + 36 P + 18 x> — 6.xm® — 12.0m - 6.x) f' (x) +

(2}(2"12—5x2m+2x2—-2xm2 +5xm—-2x+2m’ —5m+2)f(x) =0.

(4.3.15)

On peut maintenant passer a I’étude d’un cas particulier. Pour m = 3, I’expression du

2716

I’EDO dénotée EDO? |, (i) (le (i) se rapportant au choix G pour la fonction de corréla-
VARTS

vecteur singulier IVS(2l )) est —%ll2 + [,. On obtient en posant m = 3 dans (4.3.15)

tion). Ces résultats se retrouvent dans les annexes A et B, respectivement.

d?_
dx?

(144 x* - 288 x° + 144 2*) - f ()

+(192.x° — 288 x* + 96 x) j—xf(x)
+(-52+5x-5)f(x)=0. (4.3.16)

4.3.4. Second choix de fonction de corrélation

La construction de I’équation différentielle (4.3.15) a été faite pour un choix par-
ticulier des y;; satisfaisant (4.3.11). D autres choix sont possibles; par exemple le
produit du facteur [, <s(zi — z;)*V par une puissance de z introduira de nouveaux
Ki; qui satisferont également (4.3.11). Ce paragraphe montre les conséquences d’un
autre choix des y;;, toujours dans le cas ot m = 3. Dans ce cas précis, on a toujours
h=hi=h,= % et I’équation (4.3.11) peut aussi &étre satisfaite par le choix des y;; :

1
Hi3= M4 = 2= M34= —g

| 4.3.17)
Hia = HM32 = g ,
En effet, on vérifie que ce choix satisfait (4.3.11)

1 1 1 1
Motz +fia= —g-gto= —g
1 1 1 1

VMt st = —g+e—g= ¢ (4.3.18)
1 1 1 1
Paatpaitpan= —g-g+ o= —g
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Avec ce choix la fonction de corrélation a quatre points G’, toujours constituée d’une
fonction analytique g(z) quelconque, et d’un nouveau préfacteur C’, prend finalement

la forme

(4.3.19)

1 ((Zl - 22) (23 - 24))

G'(21,22,23,24) = E;g @ — 20 (23 - 20)

avec
_J _1 1 1 _1 _1
C=@-2 -z @w-—z0)" @ -u) (—z) (-2 8.

En appliquant la méme méthode de calcul que dans la sous-section précédente, on

parvient a

(1622 = 16x) Lrg (x) + (16x = 8) Lg (x) — g ()
12x(x-1) B
Apres multiplication de (4.3.20) par %x(l — x) et simplification, I’EDO résultante dé-

0. (4.3.20)

notée EDO? |, (ii) (le (ii) se rapportant au choix G’ pour la fonction de corrélation) est
1L € rapp p

I’équation hypergéométrique

& ] d 1
(- +x) 580+ (5 - x) T8+ T80 =0. (4.3.21)

ayant pour solution explicite

g(x):C|\/l—V1—x+C2 14+ VI —ux. (4.3.22)

ou C; et C, sont deux constantes. La solution de ’EDO pour cette forme de la fonction

de corrélation G’ est donc un peu plus simple.

4.4. MEtHODE DE FROBENIUS

Soit I'équation différentielle linéaire homogene d’ordre deux autour de zéro,
V' + P(x)y’ + Q(x)y = 0. (4.4.1)

On peut obtenir la solution a I’équation différentielle (4.4.1) autour d’un point singulier
régulier xo en utilisant la méthode de Frobenius. Rappelons que xy est un point régulier
singulier s’il est singulier et que (x—x)P(x) et (x—xp)>Q(x) sont tous deux analytiques
en xo. Rappelons également que 1'on peut toujours 2 1’aide du changement de variable

t = x — xp ramener la singularité xy a ’origine. Puisque dans cette section on traite
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d’une équation différentielle d’ordre deux, il est intéressant d’utiliser la méthode de
Frobenius décrite dans le théoréme suivant pour résoudre (4.4.1).
Théoreme 4.4.1. [Br94). Si x = 0 est un point régulier singulier de I’équation (4.4.1),

alors celle-ci admet au moins une solution de la forme

o

y=x' Z a,x" ‘ (4.4.2)

11=0

ou deta, pour(n =0,1,2,...) sont des constantes. Cette solution est valide dans un
_intervalle (0, R) pour R un nombre réel strictement positif.

Dérivant (4.4.2) deux fois, rassemblant les puissances de x et forgant a zéro le co-

efficient de x°, on obtient avec aq arbitraire, une équation quadratique pour 1 . Cette

équation est [’équation indicielle py (1) et ses solutions 1y, A, sont les exposants ca-

ractéristiques. Cette méthode se généralise de fagon naturelle a une EDO d’ordre n.

4.4.1. Détermination des exposants caractéristiques

2

Les exposants caractéristiques de 1’équation (4.3.15), EDO; . .\, paramétrés par

m, sont données par |’équation indicielle
Prm(D) = £ (<9m® = 18m = 9) + A(3m® + 6m +3) + (2m* —Sm+2) =0 (4.4.3)

ayant pour racines

-m+2
1= 57 <
3m+ 1
(m+1) (4.4.4)
L = 2m—1
T 3m+ 1)
Pour m = 3, ces deux racines deviennent 4, = —]iz et dy = |5—2

(1) et (i)

4.4.2. Relation entre les exposants caractéristiques d’EDO- |
176

On considére dans un premier temps EDO?
3

. (1) donnée par I’équation (4.3.16). Le
[3

polyndme caractéristique et ses solutions quand /1 = 3 sont

pra(d) = —-5-48.1+ 144 0%,

| .
A = ——
( 17’ (4.4.5)
5

A= =

12°
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On considére dans un deuxiéme temps EDO3 | (ii) donné par I’équation (4.3.21). Le
7

polyndme caractéristique et ses solutions sont dans ce cas

1 ,
pg._;(/l) = —;)- A+ /1-,

{4 =0, (4.4.6)
1

112 = =

2

D’un c6té, le choix (4.3.11) qui détermine G conduit a I’ensemble d’exposants carac-
téristiques de (4.4.5). D’un autre c6té, le choix (4.3.17) qui détermine G’ conduit a
I’ensemble de (4.4.6). 11 est clair que 1’on peut toujours opérer une telle translation des
eXposants caractéristiques d’un ensemble a 1’autre en multipliant la fonction de corré-
lation de départ par une certaine puissance de z. Cela revient 3 dire que le changement
dans la solution dés EDO aftérentes est prévisible. Donc I'équation de changement
d’un ensemble d’exposants caractéristiques a un autre ensemble d’exposants caracté-
ristiques est calculable. Le calcul donne pour I’exemple du second ordre que 1’on a

traité jusqu’ici, lorsque I’on veut translater [,11 = —%,/12 = 15—2] de (44.5):

(-1 5 -1 (-1 5 5 1
{ — min (1—2, 1—2) + T3 min (ﬁ l—-z—) + —]—2-} = {O, 5} 4.4.7)

ce qui est bien {4;,d,} de (4.4.6). Cette observation sera utilisée pour formuler la

conjecture du damier, le résultat principal de cette étude.

4.5. RESULTATS POUR DEUX MODELES MINIMAUX

Ce qui suit est le résultat de I’étude des deux modeles minimaux les plus simples.
Plus précisément, on étudie les exposants caractéristiques calculés a partir des équa-

tions différentielles liés aux vecteurs singuliers des représentations de php associées.

4.5.1. Modele minimal M4, 3)
4.5.1.1. Description du modéle

Le modele minimal (4, 3) est li€ au modele d’Ising. D’un c6té, on a calculé, a la
section 4.3, des poids conformes données par I’équation (4.3.1). Il s’agit 1a des poids

caractérisant 'espace de Hilbert (la partie holomorphe et la partie anti-holomorphe
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étant citées pour I’exactitude de I’argument) pour M(4.3). Cet espace est donc

H = (Micn ) ® Miesi ) © Mich ) ® Mieni) ® (Miciny) ® Miis,))
@ My @ My
h=he(0,%,7%)
D’un autre c6t€, on connait depuis les travaux d’Onsager le résultat explicite du spectre
de la matrice de transfert pour le modele d’Ising en deux dimensions(voir aussi [Ba82]
et [Th72] pour des simplifications du calcul). On peut ainsi exprimer le spectre de
la matrice de transfert d’Ising sur le cylindre (avec certaines conditions aux limites) a

I’aide des caractéres définies par (2.8.1). Le calcul est long et ingénieux, et donne apres

Z XMI XMI
(Z")

he(,4,4%)

simplification

L’identification du modele minimal M(4, 3), charge centrale ¢ = %, avec le modele

d’Ising en deux dimensions sans champ magnétique externe est donc immédiate.

4.5.1.2. Points pertinents et observations

Le tableau 4.1 réunit des informations concernant la paire de vecteurs singﬁliers
aux niveau rs = (2)(1) dans la premiére colonne, et (p’ — r)(p — s) = (1)(3) dans
la seconde colonne. La premiere ligne donne I’expression des vecteurs singuliers, la
seconde ’EDO en découlant et la troisi¢me 1’ensemble des exposants caractéristiques.
Les lignes suivantes donnent les premiers termes de la solution en série satisfaisant
les EDO, avec les exposants caractéristiques associés. Ceci permet de constater que

les solutions de ’EDO du second ordre EDO“ ne sont pas toutes incluses dans

l |

3)

I’ensemble solution de I’EDO du troisieme ordre |VS?I l)). En effet, la solution en
33

série correspondant & 1 = 1 ne fait pas partie de I’espace solution de |VS? | ). On

(3.4
remarque dans un deuxieéme temps que la solution correspondant a 1 = —é comporte

une partie logarithmique, ce qui s’explique par le fait que la diftérence entre les deux

exposants caracterlsthues L et —1 ¢ est égal a I’entier 2.

%Les vecteurs singuliers et les EDO sont compilés aux annexes A et B sous les formats |VS Y

et EDO?

(o) Tespectivement. Seuls les membres de gauche apparaissent dans les EDO, le “ = 0 ” étant

'

sous-entendu.
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(%—%x+%x2)>f(x)+

Sous-module Niveau 2 Niveau 3
V(2, 2
Vecteurs VS 21 1) VS 31 I,
2 2 2 2
singuliers > = =
P -%h 217 - 4Dl + b
2 3
EDOY EDO, |

EDO (22-33x-33x2+222%) f () +
(—% x+2x2- %x3)f’ (x) + (153x -90x> — 126 x* + 63x4)f’ (x) +
(-2 +20 —x) 7 (x) | (-216x7 + 864 x> — 1080 x* + 432.x5) £ (x) +
(108 x> + 324 x* — 324 x° - 108.x5) £ (x)
Exposants '
caractéristiques le {%, 1} e {%, -1, 161}

Solution en

. 2 2

série : 3(1 ;x+i2+ 8 3+...) xs»(l Ix+8a2+ 2 3+...)
_2

(1=3%)

Solution en '

$ri 1,,.9,2,.4,3

série x(1+2x+22x +ip X +) {0}

A4=1)

Solution en

pand u .

série {0} x6(1+%x+%x2+%x3+...)
_ 1 ‘

1=%)

Solution en

o 1

série {0} x 6(—§ +3x— Lt + 1578218x +. )

(A=—¢ X 6ln(x)(63 X2+ 23 0 4 883 +)

TAB. 4.1. Tableau de résultats pour M(4, 3) avec les poids ¢ = %, h =3

1

On voit au tableau 4. 2 que I’ensemble solution de ’EDO du second ordre EDO?, |

(3:78)

se retrouve complétement dans I’ensemble des solutions de I’EDO du quatriéme ordre




Sous-module Niveau 2 Niveau 4
11
V(3 7¢)
Vecteurs VS2 ) IVS* )
(3-17) (3.7g)
singuliers
EDO EDO?, | EDOY, |
(3.75) (5.78)
Exposants
caractéristiques lef-L, < lef-L L 5
q / 12° 12 ‘ i2° 12° 127
Solution en
= i 52 s 2
série PX—Tm X+ 3 X — Ty X+
1
A=-3) +...) +...)
Solution en
<ri B S 127 2 5 127 .2
série (l+Fx+qmx + + X+ s X+
5
1=3) +...) +...)
Solution en
Je ! 1 107 .2
sere {0} -x'_i(l +2—4X+%X +
1
A=17) +...)
Solution en
21 12 19 8105 .2
série {0} +XT(1 + 37 X + e X7+
_ 19
1=3) +...)

Tas. 4.2. Tableau de résultats pour M(4, 3) avec les poids ¢ = %,h =

On voit au tableau 4.3 que I’ensemble solution de ’EDO du premier ordre EDO

se retrouve compleétement dans I’ensemble des solutions de I’EDO du sixieme ordre

6
EDO(%‘O).
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Sous-module Niveau 1 Niveau 6

V(3,0)

Vecteurs |VS<1§,0)> VS ?%’0))

singuliers

EDO EDO(I%,O) EDOf%’O)

Exposants -
caractéristiques| A € {0} refo, b 1433

Solution en

série constante constante

(1=0)

Solution en

série (0} Xt (1 + & x+ 2L x? + 232§6x3+...)
a=b

Solution en ,\

série (0} i1+ Gx+Za?+ 22+
(A=3 +x%(%x+%x2+%%x3+...)
Solution en

série 0} x21n(x) (—%36 Xt - B - BRI 4 RO 4 )
(=1 exh(E0 1 s e s 0 )
Solution en

série (0} x%(1+§x+%x2+£l—3x3+. )
@=9

Solution en

série (0} x§(1+§x+%x3+g—;%x3+ )
(1=13)

Tag. 4.3. Tableau de résultats pour M(4, 3) avec les poids ¢ = 3,1 =0




&9

niveau 1 niveau 6
n=0| 5= | s={01L133]
[ s=o sp=fegi i
niveau 2 niveau 4
N e ) R

=

s5=104) | s®=(oss

niveau 2 niveau 3

=[-2 .21
S“{"i’]} S_{"i’_é’fil

3) _ 5 3 _ 15
Sz,l —{0’31 51,3—{0’ )
Tas. 4.4. Exposants caractéristiques

-

Le tableau 4.4 ci-dessus regroupe les observations précédentes concernant les re-
lations entre les espaces solutions des trois paires d’équations différentielles (pour un
poids & donné) étudiées dans le modele minimal M(4, 3). On a convenu de nommer §
I’ensemble des exposants caractéristiqueé obtenus par la méthode de Frobenius, et § 5',?
(avec m = 3), le méme ensemble translaté de fagon a ce que vla plus petite valeur soit

zéro selon le principe exposé€ a la fin de la section précédente.
4.5.2. Modé¢le minimal M5, 4)
4.5.2.1. Description du modele

Le second modele minimal unitaire le plus simple est M(5, 4), avec charge centrale
c= T76' Ce modgle est associé au modéle d’Ising tricritique au méme titre que le modele
minimal M(4, 3) est associ€ au modele d’Ising. Le modele d’Ising tricritique est défini
comme le modele d’Ising classique, excepté que des sites vides sont permis, et que le
nombre de spins peut varier. Comme pour le modele précédent, les résultats concernant
ce modele sont listés aux appendices A et B.

Remarque 4.5.1. On peut lire dans [FMS97] (section 7.4.3) qui’il existe une géné-
ralisation de Vir qui posséde des propriétés de super-symétrie : I'algébre de Virasoro
super-conforme. 1l se trouve que le modéle d’Ising tricritique est I'unique modéle qui

soit minimal a la fois pour cette algébre et pour Vir.
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4.5.2.2. Points pertinents et observations

Le tableau 4.5 répertorie pour M(5, 4) 'ensemble S des exposants caractéristiques

selon la méthode de Frobenius et I’ensemble §

(avec m = 4) en suivant les conven-
tions adoptées pour M(4,3). Comme pour le modele précédent, on est amené a com-
parer les espaces solutions associ€s aux paires de vecteurs singuliers qui générent les
modules de php. On s’apergoit que ces espaces solutions peuvent s’intersecter de trois
facons différentes : ils peuvent étre inclus I’'un dans I’autre (niveaux 2 et 9, 2 et 8, 4 et
6), présenter une intersection non-triviale (3 et 6), ou bien une intersection triviale (1

et 12,3 et 4).
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niveau | niveau 12
p=o [ s=or s=Pghhb i E b
St =10 Si=10% %% w5
niveau 2 niveau 9
h=g|  S={-%% S ={-% 3 & 15 30 300 5 50
sty =103} SH =105 %333 %4
niveat 2 niveau 8
h=g| S={-%n S={-5-B -8 8155 0
st =[03] sh-Pphaiig ey
niveau 3 niveau 6
h=i| s=i-t-42] S={-4-Fh 15 53]
S =102 4 s -fod 3.3
niveau 3 niveau 4
=1 s={2-1] s={2-14%
St ={0.3. 4} Su={03.4.%
niveau 4 niveau 6
h=g |8 = -5 5 2] S = {5 % 5 3 2 4
S32 =101 %3 S5 =101 2.3, §)

Tas. 4.5. Exi)osants caractéristiques de M(5, 4)

A la vue des observations précédentes, la question que ’on peut se poser est de
savoir si il est possible de connaitre a I’avance les espaces solutions pour les équations
différentielles nées des vecteurs singuliers d’une représentation de php donnée, ou, au
moins, les -exposants caractéristiques li€s a ces EDO. La réponse a cette question est

donnée par la conjecture du damier que I’on va exposer a la section prochaine.

4.6. LA CONJECTURE DU DAMIER

Je suis maintenant en mesure de formuler la conjecture du damier. J’appéllerai une
table de Kac étendue (tableau 4.6), relativement 2 un modele minimal M(p, p’), la table
de Kac délimitée par 1 < r <2p’—3,1 < s < 2p - 3. Cette taille de tableau couvre les

exposants caractéristiques au niveau le plus élevé, soit pp’ = (p’ + 1)p’. |



92

r=1 r=2|r=3 r=n-1 r=n|r=n+l r=2n-1
5= 2?71 -1 hl.2m—l h},Zm—l hn—l,?m—l hn+l,'_’m—l th—L'.Zm—l
s=m+1 hl.m+l h'},m+l hn—l.m+l hn+l,m+l h?.n—l.m+]
s=m &ﬂ.

3¢

sy =m — | hl,m—l hB,m—\ hn—l.m—l hn+|,m—l h?.n—\,m—l
s=3 hi3 hi 3 hu_13 Pyir3 hoy-1 3
s=2
s=1 l hl,l h3'| ]‘l,,,[‘l h,,+|'| hg,,-]J

Tas. 4.6. Table de Kac étendue pour le poids 4, (cas r et s pairs)

La conjecture du damier

Soit un modele minimal M(p, p’) de charge centrale c et dont les (p — 1)(p’ — 1) poids
h;; sont répertoriés dans la table de Kac 2.2 page 49. L'ensemble S\ = {h;; : i =
1,3,...,2r=1;j=1,3,...,25 = 1}, ol les (r)(s) poids h;; sont issus de la table de
Kéc étendue 4.6, est €gal a ’ensemble des exposants caractéristiques de 1’é<juation

différentielle EDO(, |

m

. On remarque que h, ; ne sera dans S:(;.c) que si r et s sont tous

deux impairs.

3
Tas. 4.7, Table de Kac étendue pour m = 3
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4

4.6.1. Vérifications explicites

La vérification de la conjecture du damier, pour les deux modeles minimaux a
I’étude, est immédiate en comparant les tables de Kac étendues (4.7) et (4.8) avec les
tables (4.4) et (4.5) respectivement. Il est possible d’étendre ces vérifications a des cas
plus généraux. On va présenter les vérifications effectuées afin de soutenir la conjecture
- du damier en ce sens. La démarche adoptée a €t€ de se positionner dans un premier
temps sur le bord vertical de 1a table de Kac en fixant r = 1. Le niveau n du vecteur
singulier associ€ a h , est alors tout simplement €gal a s. En se positionnant dans un
deuxiéme temps sur le bord horizontal de la table de Kac en fixant s = 1, le niveau n

du vecteur singulier associ€ a h, | est alors €gal a r.

4.6.1.1. Exposants caractéristiques liés a un vecteur de niveau 2

On va comparer, dans le cas d’un vecteur de niveau n = 2, I'expression des ex-
posants caractéristiques /1; 1(rn) et ki 3(rm) prévus par la conjecture du damier avec les
exposants caractéristiques obtenus par la méthode de Frobenius.

—7) 1 . . .
et a(m) = Lon-3) ’expression du vecteur singulier

Pour ¢c(m) = 1 — im0

-5
m{m+1)

VS Y associé a I’opérateur différentiel (4.3.7) était

2
(c(m),h12(n))
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vs:? y=h -2

(0, 2(m)) < m+l1e

L’opérateur différentiel appliqué a la fonction de corrélation & quatre points donnait

I’équation (4.3.8)

1,
{Lz - ”‘; L]}((I)(m)@(z:)@(z_a)@(a)) =0,

qui se traduisait finalement en ’EDO du second ordre (4.3.15), paramétrée par m. La
résolution de celle-ci par la méthode de Frobenius donnait I’ensemble des exposants

caractéristiques

g _l(m—2) 1(2m - 1)}
Tl 3m+ )3 (m+1)

apres résolution de I'équation indicielle (4.4.3)
prm(d) := (=9m® = 18m = 9) A + (3m® + 6m + 3) A + (2m* - Sm + 2) = 0.

Ceci permet ensuite de calculer S(l"g par un calcul similaire a (4.4.7) :
o 1m=2) 1@m=-1\ 1(m-2)
S('”) I — , = —_ = , 4.6.1
12 { W% 3m+1)3 m+1)) 3m+1) (46.1)
S Tm=2 1@m-1)) 1@Qm-1)
- min|—= = + = v
3m+1)3 m+1), 3 (m+1)

B _l(m—2) +l(m—2) _l(m—-2)+l(2m—])
B 3m+1) 3m+1) 3@m+1) 3 (m+1)

o)
m+ 1

On peut alors vérifier a I’aide de 1’équation (2.7.5) que §

(m)
s

= {hy,1(m), h 3(m)} pour
tout ;. Pour hy,(m), on a

((m+])—m)2—]_

i, (m) = dmim+ 1)

0,

et pour fy 3(m)

((m+1)=3m)?* -1
dmim+1)
_@m-~ 1 -1
T dmim+ 1)
3 dm’> —4m
T Amim+ 1)
- m-1
m+1

h]y3(ﬂl) =
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Si I’on avait choisi d’effectuer la vérification sur le bord horizontal de la table de
Kac, il aurait suffit de fixer s = 1. On aurait alors n = r. Les charges centrales sont
inchangées. On a par contre /1, ;(in) = i% En utilisant la symétrie /1, ; — h,| quand
m — —m — 1 on obtient directement la nouvelle équation indicielle

LEIm) + A8 m?) + Qm? +9m +9) = 0,

qui donne S et permet de calculer S pour tout m > 2, en procédant comme en (4.6.1)

_f 1m+3) 1(2m+3)
5= {—g ) (m) '3 (m) }’ (4.6.2)
i {O’ m’: 2}' (4.6.3)

Le calcul de h; ;(m) étant déja fait, il reste a vérifier k3 ;(m) :

Bm+1)—m)* -1
dmim+ 1)

__4m2+12m+9—1
B dmim+ 1)
_m+3m+2
 om(m+1)
_m+2

h3, (m) =

m

4.6.1.2. Exposants caractéristiques liés a un vecteur de niveau 3

On répete le travail précédent pour un vecteur de niveau n = 3. Les exposants
caractéristiques prévus par la conjecture du damier sont cette fois h; (m), h; 3(m) et
hy s(m). On sait que le poids k; 1(m) = O et le poids h(3(m) = :}’%} L’ opérateur diffé-
rentiel appliqué a la fonction de corrélation a quatre points pour les poids (c, /) 3(m))
est

L?}«D(zl)d>(zz)d><Z3)d>(z4)> =0,

! Em(m -1

2m+ 1) 1 (m+ 1)
{L3 - (m-1) £

et I’équation indicielle se lit

(—27m3 ~81m? -81m— 27),13 + (27m3 +81m*+81m+ 27)/12+

(108m3— 1812 — 108 m + 18),1+(32m3—72m2+48m—8) = 0.
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On calcule comme précédemment S et S(l";), pour tout m > 2,

_J Am-1) 1(m-1) 2(4m-1)
S —{ 3m+1) 3(m+1’'3 (m+1) }’ (4.6.4)

-1 4m-2
s = {0, 2 . | , 456.
13 {’m+1’m+] (4.6.5)

Le calcul de h; 5(m) donne

(m+1)-5m)? -1
dm(m+ 1)

(-4m+ 1) -1

- 4dmm+ 1)

_16m*-8m

 4dm(m+ 1)

_4m-2

T om+1

hys(m) =

On vérifie donc effectivement que § (l”;) est constitué des poids qui se trouvent sur le
bord vertical des tables de Kac, pour tout m > 2. '
La vérification sur le bord horizontal de la table de Kac avec h3 (m) = % donne

la nouvelle équation indicielle
27 m =27 m* 22 +(=108m® — 342m* - 252 m) A—~(32 m*+ 168 m*+288 m+160) = 0,
pour toutm > 2 :

: » : (m)
qui permet d’obtenir § et S5,

_ [ 40m+2) 1(m+2) 2(4m+5)
S‘{ 3 m) " 3 (m) '3 (m) } (4.6.6)
S0 = {o, mt2 dmt 6}. 4.6.7)
m m

Le calcul de ks ;(m) donne
S(m+1)-m?-1

d4mim+1)
B 4m+5)7 -1
B dmim+ 1)
_16m* +40m+25 -1
- dmm+ 1)
_4m-10m+6
B mm+1)

dm+6

115,1 (Nl) =

m
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Les éléments de § 2"’[] sont donc bien les poids que I’on trouve sur le bord horizontal de

la table de Kac pour tout m > 2.



CONCLUSION

La science peut imposer des limites a la connaissance,

mais ne devrait en imposer aucune a l'imagination.
Bertrand Russell (1872 - 1970)

L’étude des phénomenes critiques constitue un vaste champ de recherche. Pour
I’aborder du point de vue d’un algébriste, il a fallu préciser ce qu’est une algebre de
Lie, étudier en détail I’algebre de Virasoro, et expliquer a I’aide de I’identité de Ward le
lien qui existe entre la théorie des champs conformes et cette algebre. Les hypothéses
d’invariance conforme, du plus haut poids et d’unitarit€ sont a la base du paradigme
qui permet I’étude des phénomenes critiques & 1’aide des représentations irréductibles
d’un espace de Hilbert. Les modéles minimaux qui sont une sous-classe des modeles
irréductibles unitaires présentent des liens manifestes avec la mécanique statistique. La
preuve de la conjecture du damier apporterait en ce sens un lien supplémentaire.

Je ne suis pas parvenu 2 apporter une telle preuve en toute rigueur mathématique. Si
I’emploi de 1a force brute permet de vérifier la conjecture du damier pour les premiers
cas, ceci ne constitue évidemment pas une preuve dans tous les cas. Les tentatives
pour trouver une telle preuve pour r = | et m quelconque n’ont pas abouti, méme si
une expression explicite du vecteur singulier est connue pour cette paire d’indices. De
toutes manieres, cela n’aurait constitué qu’une preuve partielle, la conjecture devant
étre valide pour n’importe quel r et s dans la table de Kac, quand in > 2.

D’apres les spécialistes, la conjecture du damier est fort probablement une consé-
quence de la fusion. Or, méme si les recherches sur la fusion ont déja produit des ré-

sultats tangibles, cette derniere est basée sur le développement de produit d’opérateurs
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(operator product expansion), un développement qu’il est difficile de rendre rigoureux.

Un chapitre de I’algebre, nommé la théorie des opérateurs vertex s’y consacre.
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Annexe A

LISTES DES VECTEURS SINGULIERS

A.l. LISTES DE VECTEURS SINGULIERS POUR LE MODELE MINIMAL M(4, 3)

I _
|VS(_é.O)) = |
|VS?;VO)) = L°-10L0"+ % L1~ % L+ 12_7 Ll + % Ll -

715 4 2 39 2 275 41 25
m[] - T[‘dl +ﬁ1412_ Elﬁll +Tl6

VS )= -3+ 1

(3.7g)
VSY )= AWt Rl - 0P -F B+l
VSh )= 07 =3k

|VS3” = %113—4121| +l3
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A.2. LISTES DE VECTEURS SINGULIERS POUR LE MODELE MINIMAL IV (5, 4)

Vs
VS

VS
Vs

1
(£.0)

12

(50

2

;
(f5-
9

7
(35 To

>:
)=

h

[+ ), el ), TN

RIRIE ), AL ATV, e,
SIS+ SRR TSN D
AT, SO IS
s, O | S e
S ST I, S )
S 1 TS ) SOOI

6816587463 1(51_%[[ _ 5317797177 151315 _ 2376999441 [411][[ + 50429506743 l:”;l§+
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Annexe B

LISTES DES EDO

Remarque B.0.1. Seuls les membres de gauche apparaissem'dans les EDO; ainsi le

“ =07 est sous-entendu.



B.1. ListEs pEs EDO PouR LE MODELE MINIMAL M (4, 3)

1 = ’
EDO( o fx)

EDOS, = (-150 - 138x - 2802¢" + 15588x° — 20580x* + 82325°) f' (x)
(513x + 8445x% — 933393 + 235227 — 2262695 + 75423x6) 09
(~3328x2 + 70832 — 304240x* + 524336x° — 402640x° + 115040x) £ (x)
(-9864x> + 82656x* — 241848x" + 328248x5 — 212256 + 53064x°) £ (x)
(—4320x* + 25920x° — 60480x° + 69120x" — 38880x* + 8640x°) £ (x)
(43205 + 216085 - 4320x7 +4320x® — 21602° + 4324%) £© (x)
-5+ 5x = 5x%) f (x) ,

+(96x — 288x + 1922°) f ()

+ (1442 - 288x° + 144x*) £ (x)
EDO', , = (~95+190x - 285x% + 190x — 95x*) f (x)

+(-6912x ~ 16992x* + 137088 — 188640x* — 75456x°) f (x)

+ (34272x2 —351648x3 + 883584 x% — 849312x5 + 283104x6) e

+(82944x% — 414720x* + 746496x° — 580608x° + 165888x7) £ (x)

+(20736x* - 82944x% + 124416x° — 82944x7 + 20736x%) ¥ (x)

‘ 2
EDO?% L= (§—§x+ x)f(x)

+(——§—x+2x —ix)f(x)
+(—-x +2x3 —x)f”(x)

EDO? , = (22-33x-33x+225%) f ()
. (3,3)

.
R
R
.
R
(

n (153x —90x% — 126x° + 63x4) f (%)
+ (-216x2 + 864x3 — 1080x* + 432x5) 7 (x)
+ ('—108x3 +324x% - 324x5 — -108x6) £ (%)
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B.2. Listes pEs EDO POUR LE MODELE MINIMAL M(5,4) .

1
EDO(l 0=

EDO"

&0

£ ()

(~2178409464 + 9332527456 x — 108702942304 x>+

3075984283056 x> — 11969767383840 x* + 16372337368440 x°—
17306714064360 x5 + 47901254374080 x7 — 93085488194160 x*+
88316918486280 x° — 40578752665880 x'* + 7377955030160 x'') 7 (x)
+(2648724596 x + 230134827756 x> — 18421855056884 x>+
91237706962956 x* — 98240311347876 x5 + 264957007683924 26— - ;
2377106227158816 x7 + 7171132892784264 x8 — 10380102367014600 x*+
8071551949754480 x'° — 3270289896191760 x'! + 545048316031960 x'2) /" (x)
+(~82009058444 x2 + 14997923965756 x* — 90501064303124 x*—
32100084613104 x° — 818268711875712 x® + 13677516723040488 x7 -
55237072623169452 x® + 110134688490338508 x°—

125479578340593444 x'° + 83508749028119656 x'

 30347140119460424 x12 + 4668790787609296 x'%) £ (x)

+(—2410810847645 x* + 17548004725515 x* + 136853492727435 x°+
976123936067695 x5 — 20973734903755185 x7+
108017376139941495 x8 — 282690868000093495 x°+
438803719597147185 x1° — 422442020951995695 x!'+
248684954589664565 x'? — 82282131275845515 x'3+
11754590182263645 x!4) @ (x)

+(—67232879200 x* — 43869714756000 x° — 490548326110400 x5+
11688944581013600 x7 — 75854043344210400 x*+
255070559505342400 x° — 519129415265357600 x'%+
677298063394749600 x'! — 572517151932606400 x'2+
304280872175149600 x' — 92657704431156000 x4+
12354360590820800 x'%) £ (x)

+...
(... suite a la page suivante ...)



B-iv

. 12
(... suite de EDO(l‘OJ...)

s 1y

-+ + (2958264090000 x° + 95622705600000 x° — 2653649728362000 x”+
22222615001454000 x* — 96235199759712000 x°+ |
253000432884690000 x'° — 432630658218690000 '
+494098609759152000 x'? — 375387224099454000 x"?
+182641741517322000 x" — 51605998086960000 x'*+
6450749760870000 x'6) £ (x)

+(—5680419920000 x5 + 240725080120000 x7 — 2830896861520000 x*+
16318781591000000 x° — 558286772 15080000 x'%+
123747959923000000 x'! — 185282668753000000 x'2+
189898212377720000 x'* — 131727830969000000 x'* +
59269925799280000 x*° — 15639830626280000 x'¢+
1839980073680000 x'7) £ (x)

+(—6872911100000 x7 + 147205287900000 x* — 1238248349800000 O+
5725630790000000 x'° — 16631552523300000 x'!
+32378241395500000 x'2 — 43543325171500000 x'*+
40727430219300000 x'* — 26090025830000000 x'°+
10940780573800000 x'¢ — 2710421415900000 x'7+

301157935100000 x'%) f® (x)

+(—2370808000000 x* + 38055776000000 x° — 262140208000000 x'°+
1040306080000000 x!'! — 2669727632000000 x>+

4682900992000000 x ' — 5755342208000000 x'*+
4972557568000000 x"* — 2967233720000000 x '+

1166904992000000 x'7 — 272606224000000 x'8 +

28695392000000 x'%) f® (x)

+..
(... suite a la page suivante ...)



(... suite de EDO:;O) .2
-+ + (~345180000000 x°4661800000000 x'® — 27978280000000 x''+
98978220000000 x'* — 230114280000000 x'*+
370080480000000 x'* — 420900480000000 x'5 +
339014280000000 x'® — 189728220000000 x'" +
70328280000000 x'® = 15551800000000 x'%+
1555180000000 x*°) f19 (x)
+(~22000000000 x'? + 264000000000 x'' — 1430000000000 x'*+
4620000000000 x'* — 9900000000000 x'*+
14784000000000 x'* ~ 15708000000000 x'¢+
11880000000000 x'” — 6270000000000 x'8+
2200000000000 x'° — 462000000000 x>+
44000000000 x2') fIV (x)
+(—500000000 x'" + 5500000000 x'* — 27500000000 x'*+
82500000000 x'* — 165000000000 x'*+
231000000000 x'® — 231000000000 x'7+
165000000000 x'8 — 82500000000 x'°+
27500000000 x2° — 5500000000 x2! +
500000000 x22) £ (x)



B-vi

(<14 + 142 142) £ (x)
+ (1502 — 450 x2 + 300 x°) £ (x)
+ (2252 - 4503 + 225 ) £ ()

(l4809662094l _ 2936589_9610! X+ 581005110869 x2 _ '1604052?18943 x3+
1230187500 273375000 136687500 164025000
7868l5-_l70777 4 3827561641603 xS + 7335933104773 ¥ — 486030387043 x7+
54675000 273375000 820125000 136687500
LRBES 2 - 40 91
(B ¢+ I 2 - Lt 2, ey
46998525329 x5 + 2073261794051 x6 22830347713 x7 + 192800346527 8 __
1687500 60750000 750000 10125000
SGED 0 4 SR ) (1)
PR S o, TG 4 s
oY | O | U 3 | TS o,
e oon0 ¥+ iztsnoomo £ S ()
+ (isnoonos ¥ — iosoooo0 X+ *Tsano00 %+ w0000~ X
leOggzgég(l)M} ¥+ 3102832([)3543 x8 + 39923288333801 x9 + 831123l59010305080743 xlO_
P hsoooon — *' |+ “soconon < " ()
+ %_x“ + 192221560l077 xj _ 219775650313 x6 + 427l687725627 ¥ =
5592;3(3)497 x8 + 101679520708973 x9 _ 332(2)328'3321 xlO + I08(])73§3833 xll_
4321724580979 x12 + 33268285383 x13)f(4) (x)
+ (1093080502627 x5 + 65(9)38%889 x6 _ 623970208050221 x7 + 268;8(3)(1)8669 x8__
109(1)(5)(8)(1)(8)997 x9 + 16321’.2333997 xlO _ 92588838669 xll + 53938833221 le_
17733(8)(1)3589 xl3 + 2549109070‘3227 x'4)f(5) (x)
+ (_976;% x6‘+ 20;3899 x7 + 43(:(8)(8)77 x8 + 5[8346979 x9+
351192835 xlO + 114238723 xll _ 29!333767 xlz + 17215030377 xlB_
63(])353 xl4 + 63(9)(6)53 xlS)f(b) (.X)
+ (_L%_gg_S_J + %xs _ l0f8387 X9 + 29?8(8)89 le_
53?3{;73 X“ + 63{3(9)73 xlz + 483(8)389 X13 + 23?3387 xl4+
%QQXIS + %xm”tﬁ) (l)
+...

(... suite a la page suivante ...)



B-vii
(... suite de EDO?%M%) )
+ (=24 2% + 240 x° — 1056 x'0 + 2688 x'! — 4368 x'2+
4704 x'3 — 3360 x* + 1536 x"° + x'6 + 48 x17) f® (x)
+ (= +9x'0-36x!" +84x2 - 126 X3+
126 M — 84 x5 + 36 x10 —9x"7 + x'8) O ()
(<77 +77x-77.2) f ()
+ (96x — 288 %2 + 192x3)f’ (x) +
-+@44x2—288x3+144xﬂjW(x)

Ui

EDO?, .
(515

8 — _ 165858555863 165858555863 _ 19934935943923 2 7330474742591
EDO( y ( 6718464000000 + 1679616000000 ¥ 3359232000000 X+ 419904000000

[[EAd]
15599645787826 1 .4 , 7330474742501 .5 _ 19934935943923 6 , 165858555863 .7
6718463000000 ~ T X X+ X+

.X3—

|~
|~

EY

419904000000 3359232000000 1679616000000

165858555863 .8
g738as4000000 X ) (%)

6597631117 . 46563465529 1279355471521 .3 3878343248287 x4

+ (= 5742000000 * ~ 71664000000 X — 17496000000 % T 3748000000

4699906643861 5 | 2435005004629 6 _ 4938647TR04T 7 _ 299206027247 8
5832000000 4374000000 8743000000 3838000000

R o) (o |

AR 2 4 O 3 SRR 1 S

i x° — B moee x| + My «° + LIRS 0+
I41814 f)lfffobog(;)02030l Ll ()

+ (— o0 & + My + IR 1T + g a0+

27697070806(;)21 o= 569811701)%808082I [N 81?3?;(8)83847 N 23571599936715014 L0y

s G

(I b . Mg B

51(;(1%20806092l B 9|770280%70969 [N 617&9504&%419 10 _ 41:8?;(7)88(9)07 Ly

P 0 |

+( % JE 2313395501651 4 39;-;3266 o 17(1251;0347 x5 4 40955 po_

3343%%803 X104 1623933775359 Ay 237?.758399 RN 132%323 O (x)

+ (Séggl 45— 929%757 RN 211;3(7)01 W8 107970(2)431 JCIN 32?351 oy

15790090631 IS 462230| 2 30;3337 UERN 43;07091 X4 £ ()

+(2x" - 16828+ B8 0 — 224104 1960 1! -

5096 .12 , 2744 ) 112 _i5 .
O f12 4 2 B 280k + L2 1) f()
+ (-8 +28 410 - 564" + 7012~

56617 +28 1™ — 8x'% + x16) ) ()



B-viii

EDO?%V%) = (8-12x-122+8.) f(x)
+(46x - 4207 - 8.7 +4.x) £ (x)
+(=50.62 + 200 * = 250 x* + 100 £°) £ (x)
+ (=252 + 75064 =755 + 25.45) £ (x)
EDOS, | = (~119756 + 359268 x + 4864314 x* ~ 10327408 x*+

3
T-5)

il

4864314 x* + 359268 x> — 119756 x8) f (x)
(425450 x + 3984600 x2 — 19999300 x3 + 25336750 x*+
8779500 x° + 1355200 x° + 387200 x7) ' (x)
+ (~5473675 x2 + 43434700 x> — 82309400 x* + 14956750 >+
91270600 x5 — 82505300 x” + 20626325 x¥)f" (x)
+ (=7180000 x3 + 10140000 x* + 89940000 x° — 310380000 x°-+
397800000 x7 + 231840000 x® + 51520000 x°) £ (x)
+ (3695000 x* — 43475000 x5 + 165645000 x° — 301730000 x7+
290645000 x3 + 143475000 x° + 28695000 x') £ (x)
+ (2500000 x° — 17500000 x° + 50000000 x7 — 75000000 x3+
62500000 x° — 27500000 x' + 5000000 x'!) £ (x)
+ (250000 x — 1500000 x7 + 3750000 x8 — 5000000 x°+
3750000 x'° — 1500000 x'" + 250000 x'2) £© (x)

EDO?, = (14-21x=21.22+142) f(x)

 +(3lx-542 446 - 23x) F ()

+(8% + 323 - 40 + 16 ) f7 (x)
+(=40 +12x* — 12065+ 455) £ ()

EDOY, . = (1288 +2576.x +3864.x* - 2576 x> + 1288 x*) f (x)
+ (1936 x + 6200 % + 5440 x> + 1960 x* - 784 ) f ()
+(~1360.7 +2580 4" — 940 x* ~ 420 x° + 140.1°) £ (x)
+ (500 x> — 2500 x* + 4500 x° = 3500 x° + 1000 x7) £ (x)
+ (125 x* = 500.6° + 750 x° - 500 7 + 125 xS) £ ()



B-ix

EDO;, . = (-319+638.x-957.0 +638." +319x) f ()
+(~32000 x ~ 207200 % + 1148800 x* - 1516000 x* + 606400 x°) f* (x)
+ (287200 x* - 2781600 x* + 6908800 x* ~ 621600 x° + 2207200 x°) £ (x)
+ (640000 x* ~ 3200000 x* + 5760000 x° ~ 4480000 x° + 1280000.x7) £ (x)
+ (160000 x* — 640000 x* + 960000 x° — 640000 x” + 160000 %) £ (x)

EDOS, . = (-3509+ 10527 x+ 95702 ~ 36685 x*+

1=
|-

x|

9570 x* + 10527 x* — 3509 x®) f (x)

+ (682208 x + 3648576 x> + 1313408 x* —~ 85172960 x*+

193177728 x° — 159108544 x5 + 45459584 x7) f’ (x)

+ (~6036304 x> — 23009984 x> + 534851968 x* — 1847809760 x>+
2648925568 x° — 1742561984 x” + 435640496 x3) £ (x)

+ (15718400 x> — 416064000 x* + 2166297600 x° — 4834636800 x°+
5430988800.x” — 3037248000 x® + 674944000 x°) £ (x)

+ (57555200 x* — 543776000 x° + 1913107200 x5 — 3365772800 x"+
3193107200 x8 — 1567776000 x° + 313555200 x'%) f4 (x)

+ (25600000 x> — 179200000 x° + 512000000 x’ — 768000000 x®+
640000000 x° — 281600000 x'® + 51200000 x'') £ (x)

+ (2560000 x°® ~ 15360000 x7 + 38400000 x* — 51200000 x°+
38400000 x'° — 15360000 x'' + 2560000 x'%) f© (x)



