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Résumé

Les projections justes de la mortalité aux ages avancés constituent un
important défi pour les démographes et les actuaires. Pour la population d’age
avanceé, il a été démontré que les modeles logistiques de la force de mortalité
(tels que ceux de Perks et de Kannisto) produisent généralement de meilleures
modélisations et projections que les modeles de Gompertz, Weibull, Heligman-
Pollard ou que le modéle quadratique (Thatcher, Kannisto et Vaupel, 1998).
Cependant, en raison de la complexité de leurs paramétrisations, ces modéles
sont peu utilisés. Ainsi, actuellement, le modele le plus utilisé pour les
projections de population en est un offrant une méthodologie plus simple, le

modeéle de Lee-Carter (Lee et Carter, 1992).

Dans ce mémoire, nous avons pu établir qu’une modélisation de la
population d’age avancé peut étre améliorée par une combinaison du modéle
logistique et du modéle de Lee-Carter. Cette combinaison a été inspirée d’une

reparamétrisation linéaire tirée de Doray (Doray, 2006).

Durant notre analyse, nous avons constaté une différence de la mortalité
entre les sexes selon les ages. Pour cette raison, nous avons appliqué notre
modéle a la population canadienne des hommes agés de 70 a 99 ans et a la
population canadienne des femmes agées de 80 a 105 ans. Ainsi,
comparativement au modele original de Lee-Carter, nous avons conclu que
notre modeéle engendre des résultats satisfaisants pour les deux sexes. En effet,
les modélisations présentent des chiffres plus pres des observations et les

projections semblent réalistes.
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Abstract

Proper mortality forecast at advanced ages is an important challenge for
demographers and actuaries. For this particular population, it has been shown
that logistic models of the force of mortality (such as Perks’ and Kannisto’s
models) usually provide better modeling and forecasts than Gompertz, Weibull,
Heligman-Pollard models or than the quadratic model (Thatcher, Kannisto and
Vaupel, 1998). Unfortunately, due to the complexity of their parameterization
procedufes, these models are not frequently used. Thus, the Lee-Carter model,
which offers a simpler methodology, is currently preferred (Lee and Carter,
1992).

In this paper, we have shown that the modeling of advanced age
population can be improved by a combination of the logistic model and the
Lee-Carter model. This combination has been inspired by a linear
reparameterization taken in Doray (Doray, 2006).

Our analysis showed a difference in mortality between sexes by age. For
this reason, we applied our model to the Canadian male population aged 70 to
99 years old and to the Canadian female population aged 80 to 105 years old.
Thereafter, comparing our model to the original Lee-.Carter one, we obtained
satisfying results. Indeed, for both sexes, we found that the modeling of our
model presents values closer to the observations and that the forecasts are

quite realistic.
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Introduction

Les aptitudes des personnes du 3° age varient énormément selon la
tranche d’age dans laquelle elles se situent. Ainsi, sachant que la population
canadienne est vieillissante et que les besoins de cette population seront
grandissants, il en va de soi que l’élaboration de plans administratifs et
budgétaires basés sur des projections démographiques des plus exactes et

précises est essentielle. C’est dans ce contexte que ce mémoire a été rédigé.

Plus précisément, ce mémoire compare 3 modeéles de projection de la
mortalité aux ages avancés. Les deux premiers sont des modéles bien connus
des démographes et des actuaires. Ce sont le modéle original de Lee-Carter
(Lee et Carter, 1992) et le modele logistique de Lee-Carter (Lee, 2000). Le
troisieme modele est le produit d’une combinaison des modéles logistiques de
la force de mortalité (tels que ceux de Perks (1932) et de Kannisto (1992)) et
du modele de Lee-Carter. Ce dernier est inspiré d’une reparamétrisation

linéaire des modeéles logistiques présentée dans Doray (Doray, 2008).

En somme, ce mémoire est dédié a la projection de la mortalité aux
ages avanceés de la population canadienne : population canadienne male de 70
a 99 ans et population canadienne femelle de 80 a 105 ans. Ce travail se divise

en trois chapitres.

Le premier chapitre couvre le contexte et ’historique de la modélisation
de la mortalité allant de De Moivre jusqu’au temps présent. Les
problématiques que soulévent certains modeles y sont discutées. Entre autres,
nous y présentons les modeles spécifiques aux ages avancés (Thatcher,
Kannisto et Vaupel, 1998) et le modele de Lee-Carter (Lee et Carter, 1992) qui

est présentement le modele le plus utilisé mondialement.



Le deuxiéme chapitre de ce mémoire présente tes données disponibtes
ainsi que celles que nous avons choisies. Bien sir, les raisons de ces choix y
sont mises en lumiere. De plus, nous y explorons les concepts et les méthodes

utilisés afin d’obtenir les résultats de nos modélisations et de nos projections.

Enfin, le troisieme chapitre présente nos résultats. Ceux-ci incluent les
paramétres des 3 différents modéles comparés ainsi que les résultats de nos

modélisations (avec les erreurs) et de nos projections.



Chapitre 1 : Historique des modeéles et objectif

1.1 : Contexte

Le 19 juillet 2002, un article paru dans Le Devoir et intitulé «Le Canada
vieillit» rapporte les propos de Francois Nault, démographe de Statistique
Canada. Suite a son analyse du recensement de 2001, il déclare: «. la
population des plus de 80 ans a augmenté de 41% en dix ans au Canada, soit
proportionnellement plus que les 45-64 ans (hausse de 36%), en deépit de
l’arrivée massive des baby-boomers dans cette tranche d’age. Les centenaires,
eux, sont plus nombreux que jamais au pays : on en comptait 3795 en 2001.»
(Boileau, 2002). En effet, lors du recensement de 1996, Statistique Canada

avait rapporté 3125 centenaires, soit une hausse de 21% en quatre ans.

Le vieillissement de la population n’est pas un phénoméne particulier au
Canada. En effet, a travers le monde, cette situation est de plus en plus
marquée depuis la fin des années 50 et ce, spécialement dans les pays dits
développés. Par exemple, en 2006, parmi les pays du G8, le Canada était le 3°
pays le plus agé avec un age médian de sa population de 36.8 ans, apres les
Etats-Unis et la Russie (Statistique Canada, 2006).

Les principales causes reliées au phénoméne de vieillissement de la
population sont bien connues : la dénatalité et "augmentation de la longévité.
Mais au-dela de ces raisons, il n’en reste pas moins que cette situation revét
une importance particuliere aux yeux des décideurs publics. En effet, ces
derniers doivent éviter les situations déficitaires et voir a un financement
adéquat des divers programmes de recrutement de la main d’ceuvre et
d’emplois, de logements sociaux, de pensions de vieillesse et de soins de santé.
Par conséquent, tout ceci exige des analyses poﬁssées et des projections justes

afin de quantifier et de qualifier la population vieillissante. '



1.2 : Historique de la modélisation et quelques modéles

Les chercheurs et démographes Oeppen et Vaupel (2002) rapportent
qu’au cours des 160 dernieres années, l’espérance de vie a augmenté de facon
trés constante, soit prés d’un quart d’année par année (Oeppen et Vaupel,
2002). L’existence ou non d’un plafond a ce phénomene est incertaine : les
experts prévoient que si, tandis que les faits semblent tous mener a la
conclusion contraire. La modélisation de la mortalité, soit de fagon
extrapolative (graphique ou analytique) ou par projections ciblées, est donc un
«jeu» tout a fait stimulant, quoique dangereux. Nous verrons que malgré tout,

plusieurs s’y sont risqués.

De Moivre a grandement contribué a l’avancement de la science
actuarielle. En effet, en plus de ses contributions a la statistique, il avait
également travaillé a la mathématique de [’assurance-vie via sa loi de
mortalité et ses analyses des annuités (Hald, 1990). Il avait suggéré la relation
suivante entre L’effectif des survivants a l’dge x, [, et l'age x (De
Moivre, 1725) :

ou w est l’age maximal atteignable et [, est le nombre initial d’individus

étudiés.

En actuariat, p, dénote la force de mortalité a ’age x. De facon
pratique, elle représente le taux de mortalité instantané mesuré sur une base
annualisée. Elle représente la probabilité conditionnelle de décéder entre les

ages x et x+Ax étant donné que la personne est agée d’au moins x.



Px<X<x+Ax| X 2x)
Ax

()= lim

Dans le cas continu, pys’exprime également:

S L) d
A= TR ) s de mer @)

ou fx est la fonction de distribution de X
fx(x)=P(X =x),

Fx est la fonction de répartition de X
Fy(x)=P(X <x)

et sx est la fonction de survie de X
Sy(x)=P(X >x)= I—F);(x) .

Egalement, connaissant la force de mortalité, la fonction de survie peut

s’exprimer ainsi :

- 3 a
sX(x)ze“L””

Notons qu’il s’agit du « hazard rate » en statistique. De la, et sachant que pour

De Moivre

s, =1-—,



la force de mortalité de De Moivre a ’age x est donnée par |’expression :

ou w est l’age maximal atteignable.

Malgré ces débuts précoces, nous considérons malgré tout que la
modélisation de la mortalité n’a connu son véritable élan qu’avec la loi de
Gompertz. En effet, en 1825, grace a U’étude des courbes de survie, Gompertz

constate |’allure exponentielle de la force de mortalité (Gompertz, 1825).
:ux = Beﬂx ’

ou les parametres B et y sont positifs. Cependant, son modeéle présentait un
grand défaut : aux ages extrémes, soit en dessous de 30 ans ainsi qu’aux grands

ages, sa modélisation s’écartait des observations.

En 1860, Makeham ajoute un terme constant (indépendant de l*age) au
modéle de Gompertz. Ce terme, A, prend ‘en considération les déceés

accidentels.
u, = A+ Be*,

ou les parameétres A, B et p sont positifs. Le modele ainsi construit a apporté
une légere amélioration au modele de Gompertz. Néanmoins, aux ages
avancés, le probleme persistait: le terme des déces accidentels devenait

négligeable et aucune amélioration ne devenait apparente a ces ages.



En 1980, le modele descriptif de Heligman-Pollard parvient finalement a
modéliser de telle sorte que les problémes rencontrés par Gompertz soient
nettement diminués. Ils avaient ajusté une «loi» de mortalité de 8 paramétres

aux taux de mortalité par age.

&zA(nB)C +De-E(1nx—1nF)2 +GH”*
Dy

ou gy est la probabilité de décéder entre les ages x et x+1, py = 1-gy est la
probabilité de survie de l’age x a ’adge x+7 et A, B, C, D, E, F, G et H sont les

paramétres du modéle tels que pix > 0 pour x > 0 (Heligman et Pollard, 1980).

Leur modele extrapole les 8 parametres a partir de séries chronologiques
et ainsi, les taux de mortalité sont reconstitués a partir de la fonction ci-dessus

et des valeurs extrapolées des parametres.

Ce qui est intéressant au sujet du modeéle de Heligman-Pollard c’est qu’il
est décomposable. En effet, il est constitué de trois termes distincts, chacun
révélant un des trois aspects observés de la courbe de mortalité. Le premier
terme modélise la mortalité aux jeunes ages. Il S’agit d’une courbe
exponentielle décroissante qui prend en considération |’adaptation du bébé a
son environnement. Le deuxieme terme prend en considération la mortalité
accidentelle. Il prend une forme log-normale, le troisieme terme réveéle |’effet
dégénératif du temps sur ’organisme. Ce dernier terme s’inspire du modéele de

Gompertz.

Bien que le modéle de Heligman-Pollard, au niveau théorique, ait une
valeur certaine, ses inconvénients ont cependant provoqué sa faible popularité.
En effet, techniquement, il s’agit d’un modéle complexe (8 parafnétres). De
plus, ’extrapolation séparée des parameétres pouvait engendrer des paramétres

erronés, donc des résultats de projection errongés.



1.2.1 : Modéle de Lee-Carter

Au cours des deux dernieres décennies, les modeéles stochastiques, dont
le modeéle de Lee-Carter, ont été grandement utilisés a des fins de projections
de la mortalité (Alho, 1990, 1992; Alho et Spencer, 1985, 1990; McNown et
Rogers, 1989, 1992; Bell et Monsell, 1991; Lee et Carter, 1992; Lee, 2000). Ces
modeéles different des modéles précédents car ils tiennent compte des

variations de la mortalité dans le temps et selon les ages.

Lee et Carter ont empfunté la voie extrapolative afin d’effectuer leur
projection de mortalité. Leur modéle a d’abord été appliqué aux Etats-Unis

avec une analyse pour les sexes combinés.

Plus précisément, le modéle de Lee-Carter tente de résumer I’évolution du taux
central de mortalité¢ par 4ge pour une période donnée (m1;). Lle taux central de mortalité
est le nombre de déces d’dge x (avant d’atteindre I’Age exact x+1), dy, divisé par le

nombre moyen d’individus d’4ge x ayant vécu durant cette méme période, n,.

XL

xt

x4
x4

Le modele de Lee-Carter résume 1’évolution du taux central de mortalité par 4ge
pour une période donnée (my,). avec 3 séries: un profil moyen de la mortalité
selon l’dge (ay); un rythme de changement du taux de mortalité a chaque age
(bx) et un niveau de la mortalité au temps t (k¢) ainsi qu’avec une série des

termes d’erreurs du modele, €'«;.

Int(m,,)=a, +b,k, + 6‘;,,



Lors de la projection, seulement le niveau de la mortalité au temps t est a

extrapoler par la méthode des séries chronologiques de Box-Jenkins.

Un an plus tard, Lee et Carter ont émis des suggestions quant a la
modélisation pour les sexes séparés (Lee et Carter, 1993). Ils ont proposé 3
avenues dont la considération de chaque sexe comme étant une population a

part entiere.

!
Depuis son existence, ce modéle a été utilisé dans plusieurs pays dont le

Japon et ’ltalie. De plus, il a été utilisé dans différents contextes : mortalité,

morbidité et fertilite.

Plusieurs particularités de ce modele ont capté L’attention des
démographes et actuaires. En effet, il s’ajuste généralement bien aux données
et il nécessite l’extrapolation d’un seul parametre. De plus, les incertitudes
peuvent étre considérées lors des projections. Enfin, il s’agit d’une

méthodologie facile a utiliser.

Néanmoins, le modéle de Lee-Carter a également suscité beaucoup de
critiques. Les principaux problémés de ce modeéle sont reliés a une invariabilité
temporelle des parameétres ay et by, qui ne se vérifie pas dans la réalité ainsi
qu’a la divergence qu’il crée entre les sexes et entre les régions. Le cas du
Canada est un bon exemple. En effet, nous observons que les écarts des
espérances de vie selon le sexe semblent s’amenuiser dans le temps. De plus,
les différences des espérances de vie entre les provinces restent constantes
dans le temps (Paquette, 2006). Cependant, le modéle de Lee-Carter ne
projette que des situations de divergence a long terme. Lee et Nault ont
d’ailleurs émis des propositions afin de corriger ce probléeme (Lee et Nault,
1993).
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Par ailleurs, la méthode de Lee-Carter partage les désavantages des
autres méthodes de projection extrapolative. En effet, la tendance historique
de la mortalité n’est certainement pas une garantie quant au futur. De méme,
les effets de ’avancement de la médecine, des changements du style de vie et

de U’apparition de nouvelles maladies ne sont pas considérés (Lee, 2000).

Malgré tout, les analyses expérimentales montrent que la méthode
donne de bons résultats lorsque nous utilisons cette méthode sur la période
1900 & 1990. | |

Depuis, plusieurs ont proposé des variantes au modele de Lee-Carter
(Wilmoth, 1993, 1995, 1996, 1998; Carter, 1996; Lee, 2003; Li et Chan, 2005; Li
et Lee, 2005; Li, Hardy et Tan, 2006; Haberman, Giordano et Russolillo, 2008).
Parmi eux, Li et Lee ont suggéré une modification du modéle original de Lee-
Carter (Li et Lee, 2005): le augmented common factor LC method. Cette
méthode résout les problémes de divergence a long terme entre les sexes, les
ethnies et les régions présents dans le modele original de Lee-Carter. En effet,
elle exige le partitionnement par des caractéristiques semblables de la
population a projeter. Entre autres, ces caractéristiques peuvent étre le sexe
ou la situation socio-économique de certaines tranches de la population

étudiée.

Plus spécifiquement, le augmented common factor LC method est
composée de deux modeles, le common factor model

In(m_,,)= a.; + BK, + €l

X1,
et le augmented common factor model

In(m, ;)= a.;+ Bth + bx,ikl,i +E&

x,0,0



ou :

e my.;est le taux central de mortalité a I’age x et au temps ¢t de la région
i

e ay.est le profil moyen de la mortalité selon l’age de la région i

e B, est le rythme de changement du taux de mortalité a chaque age du
Canada avec les sexes réunis

e K,est le parameétre du niveau de la mortalité au temps t au Canada avec
les sexes réunis

e b, ;est le rythme de changement du taux de mortalité a chaque age de
la région i

e k¢ ;est le niveau de la mortalité au temps t de la région i

e & ;est le résidu du modele

Statistique Canada a comparé le augmented common factor LC method avec
le modéle de Lee-Carter pour une modélisation de 1971 a 2002 et de fagon
concluante, la méthode de Li et Lee produit de meilleures modélisations et
projections pour le Canada. En effet, elle régle en grande partie les problémes

de divergence entre sexes et entre régions (Paquette, 2006).

1.2.2 : Modéles aux ages avanceés

Les années 70 ont été témoin d’un net recul de la mortalité de méme
que d’une augmentation de l'effectif des décés aux ages avancés (Kannisto,
1996). Dans ce contexte, une modélisation appropriée de cette portion de la

population est tout & fait indispensable.

Plusieurs modeles intéressants ont étudié !’évolution de la population

d’age avancé. Le modele structurel de Lehr (Lehr, 1987) en est un plutét
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particulier puisqu’il incorpore plusieurs facteurs dans leur modélisation dont la
génétique, l'environnement et |'écologie. De plus, dans ce modeéle, la
nutrition, les caractéristiques démographiques et la santé ont également un
impact sur la longévité. Il en va de soit qu’il s’agit d’'un modéle extrémement

complexe et peu utilisé.

En 1998, Thatcher, Kannisto et Vaupel ont collaboré a ’élaboration
d’une monographie portant sur la population de 80 a 120 ans de 13 pays
(Autriche, Danemark, Angleterre et Pays de Galles, Finlande, France,
Allemagne de U'Ouest, Islande, ltalie, Japon, Pays-Bas, Norvege, Suéde et
Suisse). Ces pays ont été sélectionnés selon des critéres stricts de qualité des
données décrits dans leurs travaux (Thatcher et al, 1998). (Dans leur
monographie, les auteurs avaient écarté |'étude du Canada, classant la qualité

de ses données comme médiocre.)

Leur monographie avait révélé plusieurs conclusions intéressantes. Il a
été établi que le modéle de Gompertz produisait les plus grandes erreurs, que
le modele de Weibull (Weibull, 1951)

p, = ax’

performait a peine mieux et que le modéle de Heligman-Pollard (seulement le
troisiéme terme, c’est-a-dire le terme révélant U'effet dégénératif du temps
sur Uorganisme : GH*) se classait a la troisieme place quant a la mauvaise
performance (ces trois modéles surestiment la mortalité au-dela de 100 ans).
Ainsi, parmi les 6 modéles comparés, il n’en reste que trois: le modele

quadratique, le modeéle logistique de Perks et le modele de Kannisto.

Cependant, le modéle quadratique (Coale et Kisker, 1990)
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In(u,)=a+bx+cx’

a malheureusement peu de fondements théoriques et par conséquent, son

utilisation est peu désirable. Ainsi, le modele logistique de Perks (Perks, 1932)

+A+Be‘“
1+Ce* "’

M, =c
ou A, B, C, c et u sont les parametres du modele tels que py > 0 pour x 2 0, et

le modele logistique de Kannisto (KannisEo, 1992)

_ Be”
1+ Be*”’

Hy
ou B et p sont les parametres du modeéle tels que px = 0 pour x > 0, ont été
reconnus comme étant les meilleurs modéles a utiliser pour des fins de
modélisation de la population agée. Notons que le modele de Kannisto est un
cas particulier du modéle de Perks et dépendamment des circonstances, l'un
pourrait étre plus approprié que l'autre. Enfin, notons que les modeles de
Perks et de Kannisto sont des modéles de type logistique. Ainsi, lorsque x tend
vers l’infini, pyx tend vers une constante. Dans le cas de Kannisto, cette

constante est 1 et dans le cas de Perks, cette constante est B/C.

Depuis, pour les modeles de Perks et de Kannisto, Doray a montré que le

logit de py, défini par

logit (1,) = ln[1 = }

X

ol py > 0 pour x > 0 pouvait s’exprimer comme une fonction linéaire des

parametres apres reparametrisation (Doray, -2006). La méthode des moindres
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carrés pondérés pouvait donc facilement s’appliquer pour estimer les

parametres de ces modeles.

1.3 : Objectif

Méme si Tuljapurkar, Li et Boe (2000) croient qu’il est dangereux de
faire des projections de mortalité dans les pays du G7 di aux incertitudes qui y
sont reliées, ils ont cependant examiné la mortalité de ces pays pour les
années 1950 a 1994. Ainsi, ils ont re\marqué que durant cette période et ce,
pour tous les pays concernés, la mortalité a chaque age a décliné de facon
exponentielle avec un taux plutdt constant. Ceci laisse donc croire qu’une

modélisation basée sur un passé assez récent rend l’exercice encore possible.

Actuellement, a travers le monde, le modéle de Lee-Carter est le
modele le plus utilisé par les démographes et les actuaires. Tel que souligné
précédemment, il s’agit d’un modele simple et juste. Bien sdr, il ne s’applique
pas harmonieusement au Canada (Lee et Nault, 1993) mais outrepassons cette
difficulté en prenant le Canada comme un tout, c’est-a-dire sans égérd quant a
ses frontieres provinciales et territoriales. Dans ce contexte, est-il possible
d’améliorer la performance du modeéle de Lee-Carter quant a la modélisation

et a la projection de la population d’age avancé?

Il est reconnu que les modéles de type logistique de la force de
mortalité tels que ceux de Perks (Perks, 1932) et de Kannisto (Kannisto, 1992)
sont les meilleurs a modéliser la population d’ages avancés des pays
industrialisés (Thatcher, Kannisto et Vaupel, 1988). De plus, Doray (2008) a
montré que la fonction logistique de la force de mortalité pouvait étre
exprimée comme une fonction linéaire des paramétres aprés

reparamétrisation. En effet, sachant que :
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Hepyp ==In(l-g,)=~In(p,)

et que pour le modele de Kannisto

[Be“" /(1+ Be™)

17+ Be™) } =In(Be”) = In(B) + s,

logit (1) = In(—* ) =1In
1-p

X

nous obtenons

MJ =InB)+ p(x+1/2)=a + u(x+1/2),
1+In(p,)

logit (u,,),) = ln[
oll & =In(B).

Par conséquent, ’objectif que nous visons n’est certainement pas hors

de notre portée.

Le modéle combiné que nous suggérons est donc le suivant :

/ux,l

logit (/lx,t) = log[l ] = ax +bxkt + g:\‘,l * (1 )

Xt

Notons que dans ce modéle, un probleme survient lorsque py > 1. Cependant,

ce probléme ne se pose généralement pas dans une population d’age avancé.

Nous comparerons les résultats de ce modele avec ceux du modele

original de Lee-Carter pour les sexes séparés (Lee et Carter, 1993)

In(m,,)=a, +b,k, +&,, (2)
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ainsi qu’avec ceux du modeéle logistique de Lee-Carter pour les sexes séparés
(Lee, 2000)

l-m,,

logit (m,,)= lkog[ P J =a, +b .k + E;’, (3)
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Chapitre 2 : Données et méthodologie

2.1 : Données

2.1.1 : Qualité des données de Statistique Canada

Statistique Canada est une institution fédérale reconnue
internationalement pour sa compétence en matiére de statistique ainsi que
pour la fiabilité de ses données. Cependant, quant a la mortalité, la qualité des
données recueillies par Statistique Canada présente quelques problémes.
D’ailleurs, Kannisto (1996) croit qu’au Canada, U’utilisation de la méthode des
générations éteintes (Annexe l) engendre des résultats trop incertains pour la
permettre. De méme, Thatcher, Kannisto et Vaupel (1988) ont écarté |’étude
du Canada (de méme que celle des Etats-Unis) de leur monographie, prétextant
la mauvaise qualité de ses données aux grands ages (Thatcher et al, 1998).
Ainsi, avant toute chose, nous devons répondre a la question suivante : est-il
vrai que les données portant sur la mortalité aux ages avancés de la population

canadienne sont aussi peu fiables?

Il est vrai qu’au Canada, les déces au-dessus de 99 ans sont
comptabilisés dans U’intervalle ouvert 100+. Par conséquent, ceci diminue la
précision de toutes études portant sur les centenaires. Néanmoins, Bourbeau,
professeur et chercheur du Département de démographie de l’Université de
Montréal, a répondu a la question précédente par une conclusion plutét
partagée (Bourbeau et Lebel, 2000). En effet, d’une part, il admet que ’étude
de la situation des centenaires canadiens est difficile. Effectivement, il a
constaté beaucoup de cas de surestimation de |’age au décés ou de |’age
déclaré lors des recensements. Mais d’autre part, il admet qu’entre éO et 99

ans, la qualité des données de Statistique Canada est bonne. En somme, la



18

modélisation de la population d’age avancé est possible quoiqu’elle exige de la

prudence.

2.1.2 : Source des données

La HMD (Human Mortality Database) est une base de données créée par
le Max Planck Institute for Demographic Research de Rostock et le Department
of Demography de [’University of California at Berkley. Actuellement, elle
contient les données de 34 pays dont le Canada (BDLC). Le but de cette base
de données est de fournir de ’information de qualite, c’est-a-dire des données
comparables, flexibles, accessibles et reproductibles, au sujet de l’évolution

de la longévité des différents pays a travers le monde.

La BDLC (Base de données sur la longévité canadienne) est la page
canadienne de la HMD. En plus des instituts créateurs de la HMD, le
Département de démographie de l’Université de Montréal (dirigé par le

professeur et chercheur Robert Bourbeau) y a collaboré.

Les données de la BDLC proviennent de Statistique Canada et bien
entendu, suivent le protocole méthodologique de la HMD. Cependant,
Statistique Canada et la BDLC présentent des chiffres similaires sans étre tout-
a-fait identiques. Entre autres, Statistique Canada présente des données de 0 a
99 ans par unité d’age puis pour l’intervalle ouvert 100+ tandis que la BDLC
prend ces données puis ’étend par extrapolation. Ainsi, la BDLC présente des

données de 0 a 109 ans par unité d’age puis pour 'intervalle ouvert 110+,

Considérant que les données de la BDLC suivent des normes rigoureuses
et qu’elles sont régulierement remises a jour tout comme celles de Statistique

Canada, nous .avons opté pour les données de la BDLC qui sont plus facilement



19

accessibles. Notons que la derniere vérification de nos données remonte a
février 2008.

2.1.3 : Choix des données

Les données de 'la BDLC sont disponibles par provinces et territoires ainsi
que pour le Canada dans son ensemble. Cependant, seulement les données du

Canada nous intéressent.

Plus précisément, nous en avons extrait les tables nationales intitulées :
- Déces (Triangle de Lexis) ;

- Population ;

- Tables - Hommes ;

- Tables - Femmes.

Voici les descriptions de chacune de ces tables que nous pouvons

retrouver sur le site internet de la BDLC (Annexe II).

Déces :

Ce tableau présente l’effectif national des déceés par année, age
complété au moment du décés, cohorte et sexe.
Notons que lorsque certaines de ces informations sont manquantes (par
exemple les décés sont d’age inconnu), alors les décés sont répartis
proportionnellement, tel qu’indiqué dans le protocole méthodologique de la
HMD.

Population :
Ce tableau présente les estimations de Ueffectif de la population

nationale (au 1°" janvier) par année, age et sexe. Ces estimations proviennent
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de sources officielles ou résultent d’interpolations linéaires, de la méthode
intercénsitaire de survie, de la méthode des générations éteintes ou de la
méthode du taux de survie. Ces deux derniéres méthodes sont utilisées
expressément pour la population agée de plus de 80 ans, soit la population que
nous Vvisons.

* Lorsque nécessaire, les individus d’age inconnu sont redistribués
proportionnellement sur les ages avant de poursuivre avec les calculs des taux

de mortalité tel qu’indiqué dans le protocole méthodologique de la HMD.

Tables de mortalité :
Ces tableaux présentent les tables de mortalité nationales par année,

age et sexe.

2.1.3.1 : Choix de la période de référence

Afin de choisir judicieusement les données qui nous intéressent, deux
facteurs ont été considérés : la prise en considération de la récente tendance
des données et le nombre d’années nécessaires afin de réaliser des
modélisations et des projections adéquates. A cet effet, d’une part, nous
devions nous départir des données d’avant les années 70. En effet, au Canada,
une nouvelle tendance de la mortalité a été observée depuis le début des
années 70 (Lee et Nault, 1993). Plus précisément, Lee et Nault ont noté des
taux de mortalité plus faibles depuis ces années et ce, tant chez les hommes
que chez les femmes. Les causes reliées a cette situation ne sont pas
mentionnées dans leur article mais nous pouvons croire les avancés
technologiques et médicales de cette époque ainsi que l’implantation d’un
régime universel d’assurance médicale et d’hospitalisation y sont pour quelque
chose. D’autre part, rappelons que les projections seront réalisées avec la

procédure des séries chronologiques de Box-Jenkins (Annexe llI). A ce sujet, il a
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été démontré qu’une période de référence de moins de 30 ans est trop peu
fiable tandis qu’une de 30 ans ou plus ’est significativement davantage (Lee,
2001). Pour ces raisons, nous avons conservé 30 années de données de

référence. Ainsi, seulement les données de 1976 a 2005 ont été retenues.

2.1.3.2 : Choix des ages étudiés

Tel qu’énoncé précédemment, nous voulons modéliser et projeter la
population d’age avancé. A la suite de plusieurs essais, nous avions constaté
que les effectifs de la population et des déces des hommes et des femmes sont
assez différents. Ainsi, nous avons opté pour les ages suivants : de 70 a 99 ans

pour les hommes et de 80 a 105 ans pour les femmes.

2.2 : Méthodologie

2.2.1 : Les modéles

Le modéle de Lee-Carter (Lee et Carter, 1992; 1993) est un modele
largement utilisé par la communauté des démographes et des actuaires. En
raison de la simplicité de leur méthodologie ainsi que de sa justesse, nous
gardons ce modéle comme notre point de référence. Rappelons que le modele
de Lee-Carter prend en considération les variations temporelles et les
variations selon les ages de la mortalité. De plus, rappelons que dans ce

modele :

e ay.est le profil moyen de la mortalité selon |’age de la région i;
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e by est le rythme de changement du taux de mortalité a chaque age du
Canada avec les sexes réunis;

¢ keest le paramétre du niveau de la mortalité au temps t au Canada avec
les sexes réunis;

e &;est le résidu du modeéle.

Ainsi, nous comparons 3 modéles : le modéle de Lee-Carter de 1993

[n(qx,¢) = Gx + bx ke + €'x,t, (1)

le modéle logistique de Lee-Carter de 2000

logit(qQx,t) = Qx + bx ke + €'x ¢ (2)

et le modeéle que nous proposons

logit(pxe) = Qx + by ke + €'« . (3)

afin de voir si des résultats significativement meilleurs peuvent étre engendrés.

Notons qu’originalement, le modele de Lee-Carter (Lee et Carter, 1992)
était défini avec le logarithme naturel du taux central de mortalité.
Cependant, les relations et approximations qui lient le taux central de
mortalité (m.:) a la probabilité de déceés (gx:) engendrent des erreurs
d’approximation négligeables (Thatcher et al, 1998). D’ailleurs, Debon,
Martinez-Ruz et Monte (2007) utilise également cette approximation dans leur

recherche portant sur ’ajustement des tables de mortalité dynamiques.
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2.2.2 : Définition de quelques variables et approximation

2.2.2.1 : Probabilité de déces q,

Soient [, et l«y le nombre de survivants aux ages exacts x et x+1

respectivement. Alors le nombre de déces entre les ages x et x+7 est
dx = [x - [x+1

et la proportion des déces est
qx ===

Lorsque les effectifs sont assez grands, ce nombre tend vers la probabilité de

décés d’un individu d’age exact x au cours des 12 prochains mois.

2.2.2.2 : Taux central de mortalité m,

Le taux central de mortalité est le nombre de déces d’age x (avant
d’atteindre ’age exact x+1), d,, divisé par le nombre moyen d’individus d’age

x ayant vécu durant cette méme période, n,.

Notons que n, peut étre estimé par la population observée au milieu de ’année

ou par la moyenne de la population observée au début et a la fin de l’année.
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Lorsque nous travaillons par cohorte avec une fonction de survie connue,
N lx, alors nous pouvons définir L, comme le nombre moyen d’individus d’age x

ayant vécu durant l’année t,
L= [l

Et dans ce cas, le taux central de mortalité est donné par :

2.2.2.3 : Force de mortalité p,

La force de mortalité est le taux de mortalité instantané a un age donné
et annualisé. Conceptuellement, il s’agit de la méme chose qu’une fonction de

hasard.

Pour une cohorte avec fonction de survie l,, le nombre de déces entre
les ages x et x+dx est lx-ly.qx. La force de mortalité est alors :

1 le lx —lX+t l

T M

He=

X

2.2.2.4 : Approximation

Des définitions précédentes, nous avons :
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_lx 1 l _J‘lﬂ”’ds
=f=Ff = =]log = t_pgh
qx pX ’q.x l

X X X

H

d’ou, en utilisant la regle du point milieu pour Uintégrale, nous obtenons

’approximation :

p =¢ “HMeios
X

e =~In(p,)

Cette approximation est amplement utilisée au cours de nos calculs.

2.2.3 : Méthode de Lee-Carter

Le modéle de Lee-Carter a tout d’abord été introduit en 1992 et
appliqué aux Etats-Unis. Leur modeéle présente le taux de mortalité comme une
fonction exponentielle de parameétres dépendant de |’age x et du temps t.

Explicitement :
Gt = €Xp(ax + by ke + €.t ).
Ceci est équivalent a :
(n(qx,e) = Gx + by ke + €5, | (1)

ou :
® gx.: est le taux de mortalité a l’age x et au temps ¢;

® ay est le profil moyen de la mortalité selon [’age;
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L by est le rythme de changement du taux de mortalité a chaque age;
° k; est le niveau de la mortalité au temps t;
® €’x¢ est l’erreur du modeéle. Ces termes d’erreurs ont une moyenne

de 0 et une variance de ¢’

L’unicité des solutions impose deux contraintes :

1) Y b, =1;
2) >k =0.

Adoptons la notation suivante : ’indice supérieur droit, par exemple a’y,
indique le numéro de l’estimation (car chaque paramétre est estimé puis
réestimé). Alors de facon séparée pour les hommes et pour les femmes, la

méthode de Lee-Carter suit les étapes suivantes :

1- Tout d’abord, nous effectuons une premiere estimation du profil moyen de

la mortalité selon l’age avec la moyenne temporelle du modele.

2y

Zln(qx,t)
4 =4t
T
ou T est le nombre total d’années de référence.
2- La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice (n(qgy,)-dx' permet une
premiére estimation des paramétres b, et k; que nous dénotons par b’ et
kY2, Ils sont, respectivement, le 1°" vecteur singulier gauche et le 1°" vecteur

singulier droit de cette décomposition.

3- Avec les conditions d’unicité de la paramétrisation, nous obtenons :
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et

rl_ 1.SVD [ SVD
kl - kt be
X

4- Nous obtenons la deuxieme estimation de k; soit kzt, afin d’avoir

concordance avec les effectifs des déces observés.

exp(@. +kB,)
D=SN,, p( e,
x 1+exp(a, +kb,)

ou :
o Ny est l’effectif de la population d’age x au temps t,

o D; est le nombre total de déces durant [’année t.

5- Enfin, la modélisation se termine par l’obtention des parametres :

A

k, = 12,2 - moyenne(l@f)

et

A

a,=a + Z;Xmoyenne(le,z)
6- Par la suite, avec la série chronologique du niveau de la mortalité au temps
t, nous faisons la projection de cette série a l’aide de la procédure de Box-

Jenkins. L’étendue de la période de projection choisie est de 30 ans.
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7- Nous avons produit les projections de gx pour les années 2015, 2025 et 2035.
Et nous avons comparé nos modélisations et projections avec les observations
de 1976, 1986, 1996 et 2005.

Cette méthode se fait de facon analogue pour les deux autres modéles,

soit le modele logistique de Lee-Carter (Lee, 2000),
logit(qx,c) = ax + bx ke + €'x ¢, (2)
et le modele que nous proposons x

logit(ux ) = ax + bx ke + €'x ¢ (3)

2.3 : Logiciels

Tout au long de notre recherche, nous avons effectué la majorité de nos
calculs dans un fichier Excel. Cependant, le logiciel R nous a également servi
lors de la décomposition en valeurs singulieres et de ’analyse des séries
chronologiques du niveau de la mortalité au temps t par la procédure de Box-

Jenkins.
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Chapitre 3 : Présentation et analyse des résultats

Dans ce chapitre, nous présentons et analysons les résultats de nos
modélisations et de nos projections jusqu’en 2035 pour les sexes séparés. Afin
d’éviter les ambigiités, définissons les 3 modeles comparés de la facon

suivante :

Tableau IlI.1 : Identification des modeles

Modele 1 : Lee-Carter 1992  [n(qy,t) = ay + by ke + €5t
Modéle 2 : Lee-Carter 2000  logit(qQx,t) = Qx+ by ke+ €'x¢
Modele 3 : Modele proposé logit(ux,t) = ax+ by ke+ €'x¢

3.1 : Résultats de la modélisation

Tout d’abord, regardons les paramétres que nous avons modélisés,
soient : le profil moyen de la mortalité selon l’age (ax), le rythme de
changement du taux de mortalité a chaque age (byx) et le niveau de la mortalité
au temps t (k;). Par la suite, nous jetterons un coup d’ceil aux erreurs de

modeélisation.

3.1.1 : Profil moyen de la mortalité selon |’age

Le profil moyen de la mortalité selon l’age, a,, est invariable dans le
temps et représente le niveau de base de la mortalité observée. Ce paramétre
est valide sur les périodes de modélisation et de projection, soit entre 1976 et

2035.
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La Figure 3.1 montre que chez les hommes, jusqu’a 85 ans, les profils
moyens de la mortalité selon l’age sont assez similaires pour les 3 modeles.
Puis au-dela de 85 ans, ces profils s’écartent les uns des autres : ils deviennent
plus faibles pour le modéle 1 et plus élevés pour le modéle 3. Quant au modeéle
2, a ces mémes ages avances, les profils moyen de la mortalité selon l’age se

situent entre ceux des modeéles 1 et 3.

Chez les femmes, les courbes du niveau de base de la mortalité
ressemblent a celles des hommes (Figure 3.2). Cependant, dans ce cas, la
différenciation mentionnée précédemment s’effectue un peu plus tot, soit vers

79 ans.

Seul, ce parametre révele peu. Cependant, comme nous pouvions nous y
attendre, pour les mémes ages, le niveau de base de la mortalité est plus

faible chez les femmes que chez les hommes.
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Tableau I11.2 : Profil moyen de la mortalité selon l'age, le sexe et le modeéle, Canada,

1976-2035
Hommes Femmes
Age Modéle 1 Modéle 2 Modele 3 | Age | Modéle 1 Modéle 2 Modéle 3
70 -3.18204352 -3.28621335 -3.34798480 | 70 - - -
71 -3.09994952 -3.20401163 -3.26619025 71 - - -
72 -3.01211363 -3.10639781 -3.16349007 72 - - -
73 -2.92795170 -3.01400630 -3.06695287 73 - - -
74 -2.84909954 -2.92368320 -2.97058693 74 - - -
75 -2.76511384 -2.83188699 -2.87488945 75 - - -
76 -2.69251090 -2.74427428 -2.77904223 76 - - -
77 -2.60984435 -2.65359010 -2.68432985 77 - - -
78 -2.53237834 -2.56187247 -2.58486689 78 - - -
79 -2.43764964 -2.45946466 -2.47867963 79 - - -
80 | -2.34984465  -2.35620163 -2.36689588 | 80 | -2.68285313 -2.82212896 -2.90808643
81 -2.28004820 -2.27114133  -2.27320069 81 -2.61013183 -2.72632202 -2.79980805
82 -2.20448766 -2.17979448  -2.17294290 82 | -2.49898175 -2.60596237 -2.67531693
83 -2.12992218 -2.08659285 -2.06883178 83 | -2.42451699 -2.50764020 -2.56376644
84 -2.04441816 -1.98726338 -1.96158795 84 | -2.30064416 -2.37581928 -2.42895382
85 -1.98786549 -1.90549822 -1.86407107 85 | -2.23057711 -2.28030206 -2.31915593
86 | -1.91010244  -1.81131377 -1.75981165 | 86 | -2.10688355 -2.15100462 -2.18836502
87 -1.83997317 -1.72004886 -1.65499098 87 | -2.07258864 -2.06616628 -2.07289442
88 | -1.76856245 -1.62881939 -1.55060379 | 88 | -2.00765884 -1.97088585 -1.95929172
89 -1.70781454 -1.54677561 -1.45398422 89 | -1.91531557 -1.85578625 -1.83080868
90 | -1.62823928  -1.44926762  -1.34394308 | 90 | -1.81411188 -1.73755991 -1.70263810
91 -1.56338634  -1.35568830 -1.22907071 | 91 | -1.74328285 -1.63447816 -1.57875691
92 -1.49464389 -1.26142562 -1.11510407 92 | -1.67944975 -1.54007716 -1.46344834
93 | -1.42293499 -1.16851871 -1.00499108 | 93 | -1.58783294 -1.42574068 -1.33380891
94 -1.36893652 -1.08795424  -0.90197701 94 | -1.52458925 -1.33474938 -1.22257004
95 | -1.31904734  -1.01131981 -0.80141663 | 95 | -1.47090713 -1.24346100 -1.10218756
96 -1.26406472 -0.92970785 -0.69459324 96 | -1.40569526 -1.14690428 -0.98008726
97 -1.21119492 -0.84970276 -0.58734459 97 | -1.34281080 -1.05208705 -0.85763837
98 | -1.16048632  -0.77143503 -0.47964220 | 98 | -1.28229674 -0.95913704 -0.73476038
99 | -1.11193811 -0.69497966 -0.37137763 | 99 | -1.22418125 -0.86819017 -0.61137828
100 - - - 100 | -1.16850076 -0.77938682 -0.48739310
101 - - - 101 | -1.11528396 -0.69286555 -0.36268582
102 - - - 102 | -1.06452870 -0.60875775 -0.23713266
103 - - - 103 | -1.01626053 -0.52720540 -0.11057787
104 - - - 104 | -0.97048443 -0.44835016 0.01713162
105 - - - 105 | -0.92716795 -0.37228938 0.14622521




Figure 3.1: Profil moyen de la mortalité selon l'age et les
modéles chez les hommes, Canada, 70-99 ans
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| Modeéle 1 = Modeéle 2 -+ Modéle 3,




34

3.1.2 : Rythme de changement du taux de mortalité a chaque ég‘e

Le rythme de changement du taux de mortalité a chaque age, by, est
invariable dans le temps. Ce parametre représente la variation de la mortalité
selon l’age. Plus précisément, il indique quels taux déclinent plus lentement
par rapport a d’autres et ce, en réponse a des changements du niveau de la
mortalité au temps t (k¢). Il est valide durant la période de modélisation (1976-
2005) et la période de projection (2006-2035).

ding,,) _, dk :

!

dt dr

Chez les hommes, la Figure 3.3 montre que le rythme de changement du
taux de mortalité a chaque age est décroissant de fagon constante. De plus, les

3 modeles présentent des chiffres assez semblables.

La Figure 3.4 présente le rythme de changement de la mortalité a
chaque age chez les femmes. Elle montre une décroissance plus erratique que
ce qui est observé chez les hommes. De plus, aux grands ages, selon le modele
considéré, ce rythme differe. En effet, au-dela de 90 ans, by devient négatif et
semble étre plus élevé pour le modele 3 et plus faible pour le modéle 1. Le

modele 2 présente un rythme se situant entre ceux des deux autres modeles.

En somme, pour les deux sexes, nous voyons qu’il n’y a pas de constance
a travers les ages de la variation du taux de mortalité a chaque age, ce qui est
conforme avec les observations. Cependant, pour les mémes ages, soulignons
que ce paramétre différe grandement selon le sexe : il est plus élevé chez les

femmes et plus faible chez les hommes.
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Tableau 111.3 : Rythme de changement du taux de mortalité selon I'age, le sexe et le modele, Canada,

1976-2035
Hommes Femmes

Age | Modele 1 Modéle 2 Modéle 3 | Age | Modeéle 1 Modéle 2 Modéle 3
70 | 0.07210403 0.06890087 0.06708072 | 70 - - -

71 0.07364519  0.07057112  0.06881078 | 71 - - -

72 | 0.07067324 0.06794568 0.06637011 72 - - -

73 | 0.06859812 0.06621208 0.06481716 73 - - -

74 | 0.06498966 0.06299572 0.06181034 74 - - -

75 | 0.06351102 0.06184477 0.06083741 75 - - -

76 | 0.05839836 0.05711693  0.05632533 76 - - -

77 | 0.05724180 0.05629042 0.05568006 77 - - -

78 | 0.05317639 0.05262208 0.05223995 | 78 - - -

79 | 0.056318571 0.05298184  0.05280129 | 79 - - -

80 | 0.04962112 0.04981081 0.04986796 80 0.11679365 0.11609824  0.12962301
81 0.04571715 0.04622303  0.04647334 81 0.10646365 0.10643680 0.11905998
82 | 0.04222711 0.04310457  0.04359209 | 82 | 0.10560140 0.10626795 0.11920961
83 | 0.03773650 0.03890163  0.03958120 83 0.09558087 0.09675447  0.10877402
84 | 0.03654737 0.03809266  0.03903154 84 0.09708688 0.09915176  0.11139111
85 | 0.02884471 0.03039679 0.03136613 85 0.08700481 0.08954897 0.10063427
86 | 0.02695992 0.02878421 0.02996127 86 0.09116394  0.09481379  0.10677859
87 | 0.02299737 0.02492884  0.02621587 87 0.06675536  0.07025309 0.07941956.
88 | 0.02021345 0.02220168  0.02356413 88 0.05534959 0.05881441 0.06595362
89 | 0.01646125 0.01838041 0.01973760 89 0.05068624 0.05470418 0.06191195
90 | 0.01640892 0.01862241 0.02024864 90 0.050563625 0.05536356  0.06350186
91 0.01121704 0.01301513 0.01438885 | 91 0.04100080 0.04564489 0.05192641
92 | 0.00840677 0.00998806 0.01125019 | 92 | 0.03234847 0.03653749  0.04202905
93 | 0.00840130 0.01012837 0.01156463 | 93 | 0.03142079 0.03610946 0.04093458
94 | 0.00504955 0.00634316 0.00748746 94 0.02574822 0.02999839  0.03346290
95 | 0.00141127 0.00185783  0.00225268 | 95 | 0.015617380 0.01793892 0.01896466
96 | -0.00071640 -0.00082957 -0.00095761 | 96 0.00989592 0.01180430 0.01114627
97 | -0.00265628 -0.00340344 -0.00419014 | 97 0.00501254 0.00587297 0.00328339
98 | -0.00440631 -0.00585483 -0.00745348 | 98 0.00054480 0.00017253 -0.00463990
99 | -0.00596533 -0.00817327 -0.01075550 | 99 | -0.00348456 -0.00525870 -0.01262770
100 - - - 100 | -0.00706764 -0.01039369 -0.02070626
101 - - - 101 | -0.01020391 -0.01520644 -0.02890661
102 - - - 102 | -0.01288864 -0.01965663 -0.03724242
103 - - - 103 | -0.01513995 -0.02372898 -0.04577019
104 - - - 104 | -0.01697398 -0.02739921 -0.05453228
105 - - - 105 | -0.01840931 -0.03064254 -0.06357948
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3.1.3 : Niveau de la mortalité au temps ¢

Le niveau de la mortalité au temps t, k;, est invariable selon ’age. Ce
parametre représente la variation de la mortalité dans le temps. C’est le seul

parametre projeté.

Tant chez les hommes que chez les femmes, le niveau de la mortalité au
temps t ne differe pas grandement selon les modeles. En effet, les Figures 3.5
et 3.6 présentent des courbes décroissantes et superposées. Cependant, en
comparant ce parameétre entre les sexes, nous constatons qu’auxAéges avances,
la variation de la mortalité dans le temps est plus faible chez les femmes, ce

qui est en accord avec les observations.
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Tableau lll.4 : Niveau de la mortalité au temps t selon le sexe et le modéle, Canada,
70-99ans chez les hommes et 80-105 ans chez les femmes

Hommes Femmes

Année | Modele 1 Modeéle 2 Modele 3 Année | Modeéle 1 Modéle 2 Modéle 3
1976 |3,88639709 4,05277458 4,15219965 1976 |[2,10101073 2,29260980 2,20443316
1977 |3,08214516 3,22147394 3,30342473 1977 11,46895410 1,63963291 1,60009796
1978 |2,80790686 2,93454718 3,00643774 1978 (1,17242414 1,31618924  1,29093220
1979 |2,24891058 2,35564595 2,41435598 1979 |0,71867233 0,83745826 0,84062370
1980 |2,56230167 2,68890120 2,75841973 1980 10,92727254 1,01451811 0,98217089
1981 |2,02793548 2,14111265 2,20283933 1981 10,48842658 0,56032392 0,55866325
1982 |2,26937817 2,40061245 2,47308538 1982 |0,77010512 0,81841024 0,77918204
1983 |1,83121644 1,95326041 2,02134751 1983 10,36962653 0,39709061 0,38203760
1984 |1,56637357 1,68386555 1,75002045 1984 10,23191346  0,24180937 0,22876217
1985 |[1,83844729 1,97325656 2,05079021 1985 10,43498194  0,44002995 0,40488683
1986 |1,50489732 1,63267488 1,70811268 1986 |0,61428450 0,61608550 0,56198960
1987 |1,08563939 1,18901836 1,25043770 1987 10,29317147  0,28475714  0,25297404
1988 |1,45111270 1,56394465 1,63316645 1988 10,39201985 0,38289173 0,34163717
1989 |0,84408954 0,92535190 0,97745927 1989 10,03367894  0,01908828 0,00580633
1990 |0,31581745 0,36828882 0,40296912 1990 [-0,07561404 -0,09771536 -0,10555413
1991 |0,16402720 0,21198563 0,24497182 1991 |-0,20801061 -0,23286518 -0,23100251
1992 |-0,24428977 -0,21319935 -0,19029964 1992 |-0,47671243 -0,51150982 -0,49099919
1993 |0,00519922 0,04329495 0,07086017 1993 |-0,09032436 -0,11570677 -0,12410362
1994 |-0,38461008 -0,37114273 -0,35846283 1994 |-0,14715241 -0,17147978 -0,17371049
1995 |-0,46839225 -0,46776572 -0,46288146 1995 |-0,16793118 -0,18673184 -0,18376207
1996 |-0,75461969 -0,77850844 -0,78884034 1996 |-0,24636651 -0,27327605 -0,26702294
1997 |-0,96374853 -1,00947297 -1,03326328 1997 |-0,12746842 -0,16027277 -0,16642327
1998 |-1,08356291 -1,14527854 -1,17876150 1998 |-0,27700924 -0,32465452 -0,32406915
1999 |-1,49641299 -1,58953097 -1,64276708 1999 |-0,42775314 -0,48618341 -0,47653579
2000 |-2,60456586 -2,75725974 -2,84602562 2000 |-0,78810859 -0,85524029 -0,81821522
2001 -3,25054125 -3,45025643 -3,56785999 2001 |[-0,98315477 -1,05609564 -1,00593089
2002 |-3,68891079 -3,92999761 -4,07344491 2002 |-1,06952751 -1,14634806 -1,09135864
2003 | -4,07137234 -4,35641314 -4,52733531 2003 |[-1,38078668 -1,46826901 -1,39233983
2004 |-5,00146743 -5,36410487 -5,58326232 2004 |-1,66692270 -1,77000254 -1,67851602
2005 |-5,47930124 -5,90707918 -6,16769367 2005 |-1,88369964 -2,00454403 -1,90465318
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3.1.4 : La modélisation

Le Tableau lIl.5 montre les erreurs moyennes de modeélisation reliées a
chaque modele. Il révele que, tant chez les hommes que chez les femmes, le
modele 3, ¢’est-a-dire le modeéle que nous proposons, engendre les plus faibles
erreurs sur la période 1976-2005, En effet, pour les hommes, les erreurs
relatives absolues moyennes varient entre 11% et 23% pour le modele 1, entre
5% et 7% pour le modéle 2 et entre 2% et 5% pour le modéle 3. De méme, chez
les femmes, ces erreurs varient entre 14% et 16% pour le modele 1, entre 5% et

8% pour le modele 2 et entre 1% et 6% pour le modele 3.

Tableau I11.5 : Erreurs de modélisation selon le sexe et les modéle, Canada, 1976-2005

‘ Hommes Femmes

Type d’erreur | Year | Modéle1 Modéle 2 Modéle 3 Modelet Modéle 2 Maodele 3
Erreur 1976 -11.5 -3.3 0.7 -8.9 -1.1 2.7
Relative 1986 -22.4 -5.2 -1.5 -13.2 -5.2 -1.4
Moyenne 1996 -11.0 -3.8 -0.1 -12.1 -4.2 -0.4
(%) 2005 -6.4 0.7 4.3 -13.5 -5.7 -2.0
Erreur 1976 14.2 6.2 31 16.0 8.2 6.1
Absolue 1986 22.4 5.2 2.1 14.3 5.4 1.6
Relative 1996 12.7 6.0 2.8 14.8 6.0 1.9
Moyenne (%) | 2005 11.0 4.8 4.4 14.3 5.7 2.2

Erreur 1976 | 0.006433 -0.000562  -0.003984 -0.000704  -0.008033 -0.012249

Moyenne 1986 | 0.011127 0.005374 0.002495 0.012033 0.005613 0.002405
1996 | 0.005073 -0.000001 -0.002569 0.006861 0.001122 -0.001492
2005 | -0.002967 -0.007187  -0.009409 0.010683 0.005939 0.004318

Erreur 1976 | 0.014923 0.008080 0.005978 0.024829 0.016194 0.014863
Absolue 1986 | 0.011127 0.005502 0.003217 0.016062 0.006116 0.002662
Mayenne 1996 | 0.010191 0.005911 0.004187 0.017073 0.007595 0.003353
2005 | 0.012170 0.009245 0.009471 0.014031 0.006002 0.004503

Erreur 1976 | 0.000255 0.000105 0.000083 0.000783 0.000407 '0.000371
Quadratique | 1986 | 0.000143 0.000037 0.000020 0.000322 0.000049 0.000008
Moyenne 1996 | 0.000124 0.000045 0.000034 0.000349 0.000073 0.000017
2005 | 0.000329 0.000281 0.000276 0.000240 0.000046 0.000031

Enfin, discutons brievement des termes d’erreur de nos 3 modélisations.
Notons que pour une raison inconnue, pour une année donnée (donc a travers

les ages), les termes d’erreur ne suivent pas une distribution aléatoire. En
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effet, soulignons que ces termes diminuent a mesure que les ages augmentent.
Cette constatation n’est cependant pas vraie lorsque les ages sont fixes et que
nous étudions les termes d’erreur a travers le temps, comme le tableau que

nous avions présenté précédemment.

3.2 : Résultats de la projection

3.2.1: Niveau de la mortalité au temps ¢

La projection du niveau de la mortalité au temps t est réalisée par la
méthode des séries chronologiques de Box-Jenkins (Annexe |ll). Pour les 3
modeéles, chez les hommes, nous avons conclu qu’un modele ARIMA(1, 2, 1) est
le meilleur choix possible tandis que chez les femmes, le modéle ARIMA(1, 1,

1) semble étre le meilleur choix.

La Figure 3.7 montre que tant chez les hommes que chez les femmes,
les projections suivent la tendance décroissante de la modélisation.
Cependant, en comparant les sexes, nous constatons qu’aux ages avanceés, le

niveau de la mortalité au temps t est beaucoup plus faible chez les femmes.

Tableau 1.6 : Niveau de la mortalité au temps t (modélisé de 1976 a 2005 et
projeté de 2006 a 2035) selon les sexes et les modéles, Canada.

Hommes Femmes
Année | Modéle 1 Modeéle 2 Modéle 3 Modeéle 1 Modéle 2 Modéle 3
1976 3.8864 4,0528 4.1522 2.1010 2.2926 2.2044
1977 3.0821 3.2215 3.3034 1.4690 1.6396 1.6001
1978 2.8079 2.9345 3.0064 1.1724 1.3162 1.2909
1979 2.2489 2.3556 2.4144 0.7187 0.8375 0.8406
1980 2.5623 2.6889 2.7584 0.9273 1.0145 0.9822
1981 2.0279 2.1411 2.2028 0.4884 0.5603 0.5587
1982 2.2694 2.4006 2.4731 0.7701 0.8184 0.7792
1983 1.8312 1.9533 2.0213 0.3696 0.3971 0.3820
1984 1.5664 1.6839 1.7500 0.2319 0.2418 0.2288
1985 1.8384 1.9733 2.0508 0.4350 0.4400 0.4049
1986 1.5049 1.6327 1.7081 0.6143 0.6161 0.5620




1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024
2025
2026
2027
2028
2029
2030
2031
2032
2033
2034
2035

1.0856
1.4511
0.8441
0.3158
0.1640
-0.2443
0.0052
-0.3846
-0.4684
-0.7546
-0.9637
-1.0836
-1.4964
-2.6046
-3.2505
-3.6889
-4.0714
-5.0015
-5.4793
-6.0996
-6.6725
-7.2611
-7.8445
-8.4297
-9.0142
-9.5990
-10.1837
-10.7684
-11.3531
-11.9378
-12.5225
-13.1072
-13.6919
-14.2767
-14,8614
-15.4461
-16.0308
-16.6155
-17.2002
-17.7849
-18.3696
-18.9543
-19.5390
-20.1238
-20.7085
-21.2932
-21.8779
-22.4626
-23.0473

1.1890
1.5639
0.9254
0.3683
0.2120
-0.2132
0.0433
-0.3711
-0.4678
-0.7785
-1.0095
-1.1453
-1.5895
-2.7573
-3.4503
-3.9300
-4.3564
-5.3641
-5.9071
-6.5885
-7.2233
-7.8738
-8.5191
-9.1661
-9.8125
-10.4591
-11.1056
-11.7522
-12.3988
-13.0453
-13.6919
-14.3385
-14.9850
-15.6316
-16.2781
-16.9247
-17.5713
-18.2178
-18.8644
-19.5109
-20.1575
-20.8041
-21.4506
-22.0972
-22.7437
-23.3903
-24.0369
-24.6834
-25.3300

1.2504
1.6332
0.9775
0.4030
0.2450
-0.1903
0.0709
-0.3585
-0.4629
-0.7888
-1.0333
-1.1788
-1.6428
-2.8460
-3.5679
-4.0734
-4.5273
-5.5833
-6.1677
-6.8876
-7.5617
-8.2513
-8.9357
-9.6218

-10.3074
-10.9931
-11.6788
-12.3645
-13.0502
-13.7359
-14.4215
-15.1072
-15.7929
-16.4786
-17.1643
-17.8500
-18.5357
-19.2214
-19.9071
-20.5927
-21.2784
-21.9641
-22.6498
-23.3355
-24.0212
-24.7069
-25.3926
-26.0783
-26.7639

0.2932
0.3920
0.0337

-0.0756
-0.2080
-0.4767
-0.0903
-0.1472
-0.1679
-0.2464
-0.1275
-0.2770
-0.4278
-0.7881

-0.9832
-1.0695
-1.3808
-1.6669
-1.8837
-2.0061

-2.1284
-2.2507
-2.3730
-2.4952
-2.6175
-2.7397
-2.8618
-2.9840
-3.1061

-3.2282
-3.3503
-3.4723
-3.5944
-3.7164
-3.8383
-3.9603
-4.0822
-4.2041

-4.3260
-4.4478
-4.5696
-4.6914
-4.8132
-4.9349
-5.0567
-5.1783
-5.3000
-5.4217
-5.5433

0.2848
0.3829
0.0191

-0.0977
-0.2329
-0.5115
-0.1157
-0.1715
-0.1867
-0.2733
-0.1603
-0.3247
-0.4862
-0.8552
-1.0561

-1.1463
-1.4683
-1.7700
-2.0045
-2.1384
-2.2723
-2.4061

-2.5399
-2.6737
-2.8074
-2.9412
-3.0748
-3.2085
-3.3421

-3.4758
-3.6093
-3.7429
-3.8764
-4.0099
-4.1434
-4.2768
-4.4102
-4.5436
-4.6770
-4.8103
-4.9436
-5.0769

-5.2101

-5.3434
-5.4765
-5.6097
-5.7428

-5.8760

-6.0090

0.2530
0.3416
0.0058
-0.1056
-0.2310
-0.4910
-0.1241
-0.1737
-0.1838
-0.2670
-0.1664
-0.3241
-0.4765
-0.8182
-1.0059
-1.0914
-1.3923
-1.6785
-1.9047
-2.0336
-2.1623
-2.2910
-2.4194

. -2.5478
-2.6760
-2.8040
-2.9319
-3.0597
-3.1873
-3.3148
-3.4421
-3.5693
-3.6964
-3.8233
-3.9501
-4.0767
-4,2032
-4.3295
-4.4557
-4.5818
-4,7077
-4.8335
-4.9591
-5.0846
-5.2100
-5.3352
-5.4603
-5.5852
-5.7100
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3.2.2 : Probabilités de déceés

Les Figures 3.8 a 3.14 montrent les modélisations et les projections des
probabilités de déces selon les modeéles pour les hommes (Figures 3.8 a 3.11) et
pour les femmes (Figures 3.12 a 3.14). Nous voyons qu’en conformité avec les
modélisations, les projections suivent la tendance des 30 derniéres années.
Notons cependant que les Figures 3.11 et 3.14 montrent une tendance a la
hausse des probabilités de décés, phénomeéne qui ne se pro‘duit pas sur les

autres figures. La faible population a ces grands ages peuvent en étre la cause.

En cohérence avec lés modélisations, nous voyons que tant chez les
hommes que chez les femmes, le modéle 3 prévoit les probabilités de déces les
plus faibles et ce, pour tous les ages étudiés et pour toutes les années. De plus,
notons que le phénomeéne de convergence entre les probabilités de décés chez

et les hommes et chez les femmes est présent dans nos chiffres.

Tableau l11.7: Probabilités de décés selon
I'age, les années et les modéles, Hommes,

Canada
Modéle 1 Modéle 2 Modéle 3
Age t xt Qut x t
70 | 1976 0.0549 0.0471 0.0434
1986 0.0463 0.0402. 0.0372
1996 0.0393 0.0342 0.0318
2005 0.0280 0.0243 0.0225
2015 0.0183 0.0157 0.0143
2025 0.0120 0.0101 0.0091
2035 0.0079 0.0065 0.0058
80 | 1976 0.1157 0.1039 0.0982
1986 0.1028 0.0932 0.0885
1996 0.0919 0.0836 0.0794
2005 0.0727 0.0660 0.0625
2015 0.0543 0.0486 0.0456
2025 0.0406 0.0357 0.0330
2035 0.0304 0.0261 0.0238
90 | 1976 0.2092 0.2020 0.1983




1986 0.2012 0.1948 0.1915
1996 0.1939 0.1879 0.1847
2005 0.1794 0.1738 0.1707
2015 0.1629 0.1571 0.1537
2025 0.1480 0.1418 0.1379
2035 0.1345 0.1278 0.1234
99 | 1976 0.3214 0.3256 0.3280
1986 0.3260 0.3300 0.3322
1996 0.3304 0.3343 0.3365
2005 0.3398 0.3437 0.3458
2015 0.3520 0.3558 0.3576
2025 0.3645 0.3680 0.3692
2035 0.3774 0.3804 0.3807

Tableau 111.8: Probabilités de déces selon 'age, les
années et les modéles, Femmes, Canada

Modele 1 Modéle 2 Modeéle 3
Age t Gx.t Qx.t Qxt
80 1976 0.0874" 0.0720 0.0655
1986 0.0735 0.0601 0.0539
1996 0.0664 0.0545 0.0488
2005 0.0549 0.0450 0.0401
2015 0.0476 0.0388 0.0342
2025 0.0413 0.0334 0.0293
2035 0.0358 0.0288 0.0251
90 1976 0.1812 0.1665 0.1591
1986 0.1681 0.1540 0.1469
1996 0.1610 0.1477 0.1409
2005 0.1482 0.1360 ° 0.1298
2015 0.1393 0.1276 0.1215
2025 0.1310 0.1196 0.1137
2035 0.1232 0.1120 0.1064
100 1976 0.3063 0.3093 0.3091
1986 0.3095 0.3131 0.3146
1996 0.3114 0.3151 0.3174
2005 0.3150 0.3190 0.3228
2015 0.3177 0.3220 0.3271
2025 0.3205 0.3250 0.3313
2035 0.3233 0.3281 0.3355
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Figure 3.8: Probabilités de décés a 70 ans modélisées (1976-
2005) et projetées (2006-2035) selon les années et les
modeéeles, Hommes, Canada
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Figure 3.9: Probabilités de décés a 80 ans modélisées (1976-
2005) et projetées (2006-2035) selon les années et les
modéles, Hommes, Canada
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Figure 3.11: Probabilités de décés a 99 ans modélisées
(1976-2005) et projetées (2006-2035) selon les années et
les modéles, Hommes, Canada
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Figure 3.12: Probabilités de décés a 80 ans modélisées
(1976-2005) et projetées (2006-2035) selon les années et
les modeles, Femmes, Canada
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Figure 3.13: Probabilités de décés a 90 ans modélisées
(1976-2005) et projetées (2006-2035) selon les années et
les modéles, Femmes, Canada
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Figure 3.14: Probabilités de décés a 100 ans modélisées
(1976-2005) et projetées (2006-2035) selon les années et
les modeles, Femmes, Canada
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Conclusion

Au cours de cette recherche, nous avons exposé l’importance d’une
bonne projection de mortalité aux ages avancés. Egalement, nous avons
présenté les principaux modeéles de projection de mortalité utilisés depuis le
XVII® siecle jusqu’\é aujourd’hui dont, entre autres, les modeles spécifiques aux
ages avancés (De Moivre, Gompertz, Makeham, Heligman-Pollard, Lee-Carter,

Weibull, quadratique, logistiques de Perks et de Kannisto).

Notre étude s’est concentrée sur la mortalité aux ages avancés au
Canada pour les sexes séparés. Par conséquent, nous nous sommes servis des
données de la BDLC (base de données sur la longévité canadienne). Pour des
raisons historiques et pratiques, nous avons restreint nos modélisations aux
données des années 1976 a 2005. De plus, les ages ont été restreints : de 80 a

105 ans chez les femmes et de 70 a 99 ans chez les hommes.

Notre objectif principal était de comparer trois modeéles : le modéle

original de Lee-Carter

(N(Qx,t)= ax+ by ke + £'x,¢, (1)
le modele logistique de Lee-Carter

logit(qx,c)= ax+ by ke + €'x¢ (2)
et le modéle que nous avons proposé

logit(ux )= ax+ by ke + €'x¢. 3)
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Rappelons que ce dernier modeéle s’inspire d’une reparamétrisation linéaire de

la fonction logistique de la force de mortalite (Doray, 2006).

- Les résultats que nous avons obtenus sont plutot intéressants. En suivant
la méthode de Lee-Carter, nous avons obtenu les parametres des modéles que
nous voulons comparer afin d’eétablir leur habileté a modéliser la mortalité aux
grands ages. Ayant tous le méme nombre de parameétres, il est clair que le
meilleur modélisateur devrait étre le meilleur projecteur. Et nos résultats sont
concluants : il s’agit du modéle 3. En effet, ce modele présente les erreurs
absolues relatives moyennes les plus faibles : entre 1% et 6% chez les femmes
et entre 2% et 5% chez les hommes. Notons cependant que pour une raison

inconnue, les erreurs des 3 modeéles n’ont pas une distribution aléatoire.

La prochaine étape serait, bien entendu, de comparer les modeles en
faisant des modélisations et des projections sur des bases provinciales et
territoriales et d’essayer, s'il y a lieu, de trouver une facon de corriger les

problemes de divergence, un peu comme Lee et Li (2005) ont fait.
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Annexe | : Méthode des générations éteintes (Vincent,
1951)

Les chercheurs intéressés par la mortalité aux ages avancés (80 ans et
plus) utilisent fréequemment la méthode des générations éteintes. Cette
méthode estime la population d’age avancé en n’utilisant que des statistiques
de mortalité classifiées par cohorte et par age au moment du déceés.
L’hypothése suivante est supposée : 50% de la population décédée a ’age x et

durant [’année t est née en t-x et 50% est née en t-x-1. Ainsi, nous avons :

I(x,8) =Y [0.5D(x +i,t +i) +0.5D(x +i+1,¢+1)]

i=0

ou I(x,t) est la population d’age x au temps t et D(x+i,t+i) est le nombre de

décés d’age x+iau temps t+i; i=0, 1, ...

Cette méthode s’appuie sur ’hypothése d’absence de migration
internationale, hypotheése raisonnable pour la population a ces ages extrémes.
De plus, cette méthode suppose que lorsqu’une cohorte est éteinte, alors sa
taille pour toute année passée, et donc pour tout age, est simplement calculée

en sommant les déces, en commengant par les plus vieux.
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Annexe Il ;: Extraits des tableaux de données

Déces (Triangle de Lexis) :

Année Age Femme Homme Total
1976 70 1448.00 2429.00 3877.00
1976 71 1513.00 2520.00 4033.00
1976 72 1531.00 2497.00 4028.00
1976 73 1620.00 2539.00 4159.00
1976 74 1616.00 2516.00 4132.00
1976 75 1832.00 2568.00 4400.00
1976 76 1871.00 2387.00 4258.00
1976 77 1867.00 2292.00 4159.00
1976 78 1989.00 2242.00 4231.00
1976 79 2017.00 2240.00 4257.00
1976 80 2136.00 2171.00 4307.00
1976 81 2128.00 2030.00 4158.00
1976 82 2074.00 2053.00 4127.00
1976 83 2063.00 1983.00 4046.00
1976 84 2053.00 1907.00 3960.00
Population :

Année Age Femme Homme Total

1976 70 65114.41 55311.17 120425.58

1976 71 61686.39 52034.32 113720.71

1976 72 58094.39 48597.84 106692.23

1976 73 54125.85 44597.72 98723.57

1976 74 51387.77 40726.89 92114.66

1976 75 49153.12 37308.27 86461.39

1976 76 45276.65 33214.01 78490.66

1976 77 41384.01 29186.04 70570.05

1976 78 38346.07 26205.89 64551.96

1976 79 35975.30 24024.48 59999.78

1976 80 33518.53 21586.26 55104.79

1976 81 29955.13 19438.72 49393.85

1976 82 27185.94 17064.54 44250.48

1976 83 24744,98 15255.64 40000.62

1976 84 21659.08 13188.93  34848.01
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Tel que sur le site internet de la BDLC, les éléments suivants sont présents dans
chacune des tables de mortalité

Année Année de calendrier ou regroupement d'années
Groupe d'age détendue n soit de l'age exact x jusqu'a l'age
exact x+n, ou n=1, 4, 5, ou ~ (intervalle d'age ouvert)
Taux de mortalité de la table de mortalité entre les ages
exacts x et X+n,

A

Age

m(x)
q(x)
l(x)

d(x)
L(x)
e(x)

Tables - Hommes

Année
1976
1976
1976
1976
1976
1976
1976
1976
1976
1976

Tables - Femrpes

Année
1976
1976
1976
1976 -
1976
1976
1976
1976
1976
1976

Probabilité de décés entre les ages exacts x et x+n

Nombre de survivants a l'age exact x, pour un effectif initial
[(0) = 100 000

Nombre de déces entre les ages exacts x et x+n
Nombre d'années vécues entre les ages exacts x et x+n
Espérance de vie a l'age exact x (ep années)

Age
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

Age
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

m(x)
0.04337
0.04796
0.05081
0.05590
0.06070
0.06779
0.06997
0.07632
0.08432
0.09325

m(x)
0.06287
0.06939
0.07534
0.08274
0.09257
0.10560
0.12116
0.13108
0.14254
0.16196

q(x)

0.04245
0.04684
0.04955
0.05438
0.05891
0.06557
0.06761
0.07352
0.08091
0.08910

q(x)
0.06095
0.06706
0.07261
0.07945
0.08847
0.10031
0.11424
0.12302
0.13305
0.14983

[(x)
60716
58139
55416
52670
49806
46872

43799
40837
37835
34774

(x)
54363
51049
47626
44168
40659
37061
33344
29535
25901
22455

d(x)
2577
2723
2746
2864
2934
3073

2961
3002
3061
3098

d(x)
3314
3424
3458
3509
3597
3718
3809
3633
3446
3364

L(x)
59428
56778
54043
51238
48339
45335
42318
39336
36305
33225

L(x)
52706
49338
45897
42413
38860
35203
31439
27718
24178
20773

e(x)
11.09
10.56
10.06
9.56
9.08
8.62
8.18
7.74
7.32
6.92

e(x)
8.26
7.77
7.29
6.82
6.37
5.94
5.54
5.19
4.85
4.52



Annexe lll : Méthode de Box-Jenkins

La méthode de Box-Jenkins tire son nom des statisticiens George Box et
Gwilym Jenkins qui l’ont introduite en 1970. Cette méthode cherche a
identifier le meilleur modeéle ARIMA (autoregressive integrated moving

average) qui modélise les observations passées.

Le modeéle ARIMA est défini ainsi :

X, =X+ X+, X+t B, X+ 4, —O04_ ~0,4 ,~..—6,4

q°t-q

Ou X; est la série chronologique étudiée, A, ..., Arq sont les termes d’erreurs
de la série, ¢y, ..., P, sont les parametres du modele autorégressif et 6y, ..., 6,
sont les paramétres du modele a moyenne mobile. La notation usuelle de ce
modeéle est ARIMA(p, d, q) ou p est ’ordre du modele autorégressif, d est

[’ordre de la différenciation et g est ordre du modéle & moyenne mobile.

La méthode de Box-Jenkins utilise une procédure itérative composée de

3 étapes : ‘

Etape 1 : Identification et sélection du modéle.

Le premier élément a vérifier est la stationnarité de la série. La
stationnarité implique la constance de la moyenne, de la variance et des
covariances dans le temps. Egalement, dans cette analyse, un graphique
d’autocorrélation peut étre utile. Par exemple, un graphique d’autocorrélation
présentant une décroissance lente est généralement le signe d’une série non-

stationnaire.
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Par la suite, il faut identifier, s’il y a lieu, Uordre de la saisonnalité de la
série. Cet ordre est inséré directement au logiciel statistique utilisé (S-Plus, R,
SAS, ...). Toutefois, il est toujours utile de différencer la série car cela permet
de tracer les graphiques d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle de laA

série différencée et d’étudier la série plus en détail.

Enfin, les graphiques d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle
permettent de déterminer s’il s’agit d’un modéle AR, MA ou ARIMA.

Voici les régles générales de sélection des modeéles grace a I’emploi de

la fonction d’autocorrélation échantillonale:

Allure de ’ACF | Modele probable

- Décroissance Modele AR
exponentielle jusqu’a 0  Utiliser le PACF pour
Ou connaitre l’ordre

- Alternance positif et

négatif décroissant

jusqu’a 0

- Quelques pics sur une  Modéle MA
ligne de 0 Identifier I’ordre en
considérant les 0 du

graphique

- Décroissance Modéles ARIMA
commengant apres un

certain temps
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- Tout est 0 ou prés de 0 Les données sont aléatoires

- Des valeurs élevéesa  Comprend des termes

des intervalles fixes autorégressifs saisonniers

- Pas de décroissance a  La série n’est pas

0 stationnaire

Remarques :
- Soit p ’ordre d’un modéle AR, alors le PACF devient O a partir de
p+1.
- L’ordre d’un modéle MA est g tel que pour un ordre supérieur a q,
’ACF est 0.

Notons que l’utilisation des ACF et des PACF échantillonaux permettent
I’identification du modele par essais et erreurs. Pour cette raison, d’autres
criteres tels le FPE (Final prediction error) et I’AIC (Akaike Information
Criterion) existent. Ces méthodes sont généralement intégrées aux logiciels
travaillant avec les séries chronologiques et offrent une automatisation de la

modélisation.

Ftape 2 : Estimation des paramétres

La méthode d’estimation des parameétres la plus fréquemment utilisée
est la méthode du maximum de vraisemblance. Cependant, la méthode non-
linéaire des moindres carrés est une autre possibilité. Généralement, les
logiciels travaillant avec les séries chronologiques ont ces méthodes
d’estimation intégrées. Le choix de la méthode d’estimation des parameétres

dépend donc entiérement du modélisateur.
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Etape 3 : Vérification du modéle

En théorie, s’il y a absence de stationnarité des termes d’erreur et des
résidus du modeéle, ou bien s’il y a dépendance entre ces résidus, alors la
modélisation est inadéquate et le processus itératif commence (retour a

l’étape 1).
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Annexe IV : Code

A) Lecture des données
# Table de mortalité - Hommes

Canada_H <-
read.table("http://www.prdh.umontreal.ca/BDLC/data/can/mltper_1x1.txt",
skip=1, header=T, dec=".")

n <- nrow(Canada_H)

for(i in 1:n){
if(Canada_HSAge[i]=="110+"){Canada_H <- Canada_HI[-i,]}
}

write.table(Canada_H, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_H.csv",
dec=",", sep=";")

Canada_H <-
read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_H.csv", dec=",",
sep=";", header=T)

n <- nrow(Canada_H)
Canada_H_1976 <- ¢()

for(iin 1:n){ '

if(Canada_HSYear[i]>=1976){Canada_H_1976 <- rbind(Canada_H_1976,
Canada_H[i,])}
}

n <- nrow(Canada_H_1976)
Canada_H_1976_20 <- c¢()

for(i in 1:n){
if(Canada_H_19765Age[i]>=20){Canada_H_1976_20 <-

rbind(Canada_H_1976_20, Canada_H_1976[i,])}

}

write.table(Canada_H_1976_20,
"F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada/Canada_H_1976_20.csv",
sep=";", dec=".") ‘



XX1V

# Table de mortalité - Femmes

Canada_F <-
read.table("http://www.prdh.umontreal. ca/BDLC/data/can/thper 1x1.txt”,
skip=1, header=T, dec=".")

n <- nrow(Canada_F)

for(i in 1:n){
if(Canada_FSAge[i]=="110+"){Canada_F. <- Canada_F[-i,]}
3

write.table(Canada_F, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_F.csv",
dec=",", sep=";")

Canada_F <-
read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_F.csv", dec=",",

sep=";", header=T) )

n <- nrow(Canada_F)
Canada_F_1976 <- c()

for(iin 1:n){

if(Canada_FSYear[i]>=1976){Canada_F_1976 <- rbind(Canada_F_1976,
Canada_F[i,])}
h

n <- nrow(Canada_F_1976)
Canada_F_1976_20 <- c()

for(iin 1:n){
if(Canada_F_1976SAge[i]>=20){Canada_F_1976_20 <-

rbind(Canada_F_1976_20, Canada_F_1976[i,])}

}

write.table(Canada_F_1976_20,
"F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada/Canada_F_1976_20.csv",
sep=";", dec=".")
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# Nombre de décés

Canada_death <-
read.table("http://www.prdh.umontreal.ca/BDLC/data/can/Deaths_1x1.txt",
skip=1, header=T, dec=".")

n <- nrow(Canada_death)

for(iin 1:n){
if(Canada_death$Age[i]=="110+"){Canada_death <- Canada_death[-i,]}
} ‘

write.table(Canada_death,
“F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_death.csv", dec=",", sep=";")

Canada_death <-
read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_death.csv",
dec=",", sep=";", header=T)

n <- nrow(Canada_death)
Canada_death_1976 <- ¢()

for(iin 1:n){
if(Canada_deathSYear[i]>=1976){Canada_death_1976 <-
rbind(Canada_death_1976, Canada_death[i,])} '

}

n <- nrow(Canada_death_1976)
Canada_death_1976_20 <- ¢()

for(i in 1:n){
if(Canada_death_1976SAge[i]>=20){Canada_death_1976_20 <-

rbind(Canada_death_1976_20, Canada_death_1976[i,])}

}

write.table(Canada_death_1976_20,
"F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada/Canada_death_1976_20.csv",
sep=";", dec=".")
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# Effectif de la population
Canada_N <-
read.table("http://www.prdh.umontreal.ca/BDLC/data/can/Population.txt",
skip=1, header=T, dec=".")
n <- nrow(Canada_N)
for(i in 1:n){
if(Canada_NSAge[i]=="110+"){Canada_N <- Canada_N[-i,]}
}
n <- nrow(Canada_N)
for(i in 1:n){
if(Canada_NSYear[i]=="1949-"){Canada_N <- Canada_N[-i,]}
} .
n <- nrow(Canada_N})
for(i in 1:n){
if(Canada_NSYear[i]=="1949+"){Canada_N <- Canada_N[-i,]}
}
write.table(Canada_N, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_N.csv",
dec=",", sep=";")
Canada_N <-
read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Tables/Canada_N.csv", dec=",",
sep=";", header=T)
n <- nrow(Canada_N)
Canada_N_1976 <- ¢()
for(i in 1:n){
if(Canada_NSYear[i]>=1976){Canada_N_1976 <- rbind(Canada_N_1976,
Canada_N[i, ]}
}
n <- nrow(Canada_N_1976)
Canada_N_1976_20 <- ¢()

for(iin 1:n){
if(Canada_N_19765Age[i]>=20){Canada_N_1976_20 <-
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rbind(Canada_N_1976_20, Canada_N_1976[i,])}
}

write.tabte(Canada_N_1976_20,
"F:/Mémoire/Données/Mortalite/Tables/Canada/Canada_N_1976_20.csv",
sep=";", dec=".")

B) Décomposition en valeurs singuliéres
# Hommes - logit(y)

male <- read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/R_male_Canada_logitmu_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_male <- as.matrix(male)

svd_male <- svd(M_male, nu = nrow(M_male), nv = ncol(M_male), LINPACK =
FALSE)

u_male <- svd_maleSu
v_male <- svd_maleSv

write.table(u_male, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/u_male_Canada_logitmu_75.csv", dec=",", sep=";")

write.table(v_male, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_male_Canada_logitmu_75.csv", dec=",", sep=";")

# Femmes - logit(u)

female <- read.table("F:/Mémoire/Dorinées/Mortalité/Canada Version
2/R_female_Canada_logitmu_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_female <- as.matrix(female)

svd_female <- svd(M_female, nu = nrow(M_female), nv = ncol(M_female),
LINPACK = FALSE)

u_female <- svd_femaleSu
v_female <- svd_femaleSv
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write.table(u_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version

2/u_female_Canada_logitmu_75.csv", dec=",", sep=";")

write.table(v_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_female_Canada_logitmu_75.csv", dec=",", sep=";")

# Hommes - logit(q)

male <- read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/R_male_Canada_logitq_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_male <- as.matrix(male)

svd_male <- svd(M_male, nu = nrow(M_male), nv = ncol(M_male), LINPACK =
FALSE)

u_male <- svd_maleSu
v_male <- svd_maleSv

write.table(u_male, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/u_male_Canada_logitq_75.csv", dec=",", sep=";")

write.table(v_male, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_male_Canada_logitq_75.csv", dec=",", sep=";")

# Femmes - logit(q)

female <- read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/R_female_Canada_logitq_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_female <- as.matrix(female)

| svd_female <- svd(M_female, nu = nrow(M_female), nv = hcol(M_female),
LINPACK = FALSE)

u_female <- svd_femaleSu
v_female <- svd_femaleSv

write.table(u_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/u_female_Canada_logitq_75.csv", dec=",", sep=";")



write.table(v_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_female_Canada_logitq_75.csv", dec=",", sep=";")

# Hommes - (n(q)

male <- read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/R_male_Canada_lng_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_male <- as.matrix(male)

svd_male <- svd(M_male, nu = nrow(M_male), nv = ncol(M_male), LINPACK =
FALSE) ’

u_male <- svd_maleSu
v_male <- svd_maleSv

write.table(u_male, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/u_male_Canada_lnqg_75.csv", dec=",", sep=";")

write,table(v_male, “F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_male_Canada_lnq_75.csv", dec=",", sep=";")

# Femmes - (n(q)

female <- read.table("F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/R_female_Canada_lng_75.txt", header=F, dec=",", sep="")

M_female <- as.matrix(female)

svd_female <- svd(M_female, nu = nrow(M_female), nv = ncol(M_female),
LINPACK = FALSE)

u_female <- svd_femaleSu
v_female <- svd_femaleSv

write.table(u_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
. 2/u_female_Canada_lng_75.csv", dec=",", sep=";")

write.table(v_female, "F:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/v_female_Canada_lng_75.csv", dec=",", sep=";")

XXIX
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C) Séries chronologiques
# Hommes - logit(u)
par(mfrow=c(3,3))

logitmu_male <- read.table("N:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_male_Canada_logitmu_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(logitmu_maleSk_t)
acf(logitmu_maleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(logitmu_maleSk_t)

k_t1 <- logitmu_maleSk_t

length(k_t1)

k_t2 <- k_t1[-1]
k_t1 <- k_t1[-30]
k_tsta <- k_t2 - k_t1

plot.ts(k_tsta)acf(k_tsta, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)

length(k_tsta)

k_t4 <- k_tsta[-1]
k_t3 <- k_tsta[-29]
k_tsta2 <- k_t4 - k_t3

plot.ts(k_tsta2)
acf(k_tstaz, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta2)

arima <- arima(logitmu_maleSk_t, order=c(1,2,1))
arima

tsdiag(arima, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)

write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_male_Canada_1.csv", dec=".",
sep=";")

# Femmes - logit(u)

par(mfrow=c(2,3))
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logitmu_female <- read.table("N:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_female_Canada_logitmu_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(logitmu_femaleSk_t)
acf(logitmu_femaleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(logitmu_femaleSk_t)

k_t1 < logitmu_femaleSk_t
k_t1 <- na.omit(k_t1)

length(k_t1)

k_t2 <- k_t1[-1]
k_t1 <- k_t1[-30]
k_tsta <- k_t2 - k_t1

plot.ts(k_tsta)
acf(k_tsta, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)

arima <- arima(logitmu_femaleSk_t, order=c(1,1,1))
arima

tsdiag(arima, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)

write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_female_Canada_1.csv", dec=".",
sep=";") |

# Hommes - logit(q)
par(mfrow=c(3,3))

logitq_male <- read.table("N:/Mémaire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_male_Canada_logitq_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(logitq_maleSk_t)
acf(logitq_maleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(logitq_maleSk_t)

k_t1 <- logitg_maleSk_t

length(k_t1)

k_t2 <- k_t1[-1]
k_t1 <- k_t1[-30]
k_tsta <- k_t2 - k_t1
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plot.ts(k_tsta)
acf(k_tsta, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)

length(k_tsta)

k_t4 <- k_tsta[-1]
k_t3 <- k_tsta[-29]
k_tsta2 <- k_t4 - k_t3

plot.ts(k_tsta2)
acf(k_tstaz2, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tstaz)

arima <- arima(logitq_maleSk_t, order=c(1,2,1))
arima

tsdiag(arima, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)

write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_male_Canada_2.csv", dec=".",

sep=";")

# Femmes - logit(q)
par(mfrow=c(2,3))

logitq_female <- read.table("N:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_female_Canada_logitq_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(logitq_femaleSk_t)
acf(logitq_femaleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(logitq_femaleSk_t)

k_t1 <- logitq_femaleSk_t
k_t1 <- na.omit(k_t1)

length(k_t1)

k_t2 <- k_t1[-1]
k_t1 <- k_t1[-30]
k_tsta <- k_t2 - k_t1

plot.ts(k_tsta)
acf(k_tsta, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)
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arima <- arima(logitq_femaleSk_t, order=c(1,1,1))
arima

tsdiag(arma, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)

write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_female_Canada_2.csv", dec=".",
sep=";")

# Hommes - (n(q)
par(mfrow=c(3,3))

lng_male <- read.table("N:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_male_Canada_lnq_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(lng_maleSk_t)
acf(lnq_maleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(lng_maleSk_t)

k_t1 <- Inq_maleSk_t

length(k_t1)

t2 <- k_t1[-1]
t1 <- k_t1[-30]
t

k
k
k_tsta <- k_t2 - k_t1

plot.ts(k_tsta)

acf(k_tsta, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)

length(k_tsta)

k_t4 <- k_tsta[-1]
k_t3 <- k_tsta[-29]
k_tsta2 <- k_t4 - k_t3

plot.ts(k_tsta2)
acf(k_tstaz, , ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta2)

arima <- arima(lnq_maleSk_t, order=c(1,2,1))
arima

tsdiag(arima, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)
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write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_male_Canada_3.csv", dec=".",

sep=";")

# Femmes - ln(q)

par(mfrow=c(2,3))

Ing_female <- read.table("N:/Mémoire/Données/Mortalité/Canada Version
2/ts_female_Canada_lng_75.txt", header=T, dec=",", sep="")

plot.ts(lnq_femaleSk_t)
acf(lng_femaleSk_t, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(lnq_femaleSk_t)

k_t1 <- Inq_femaleSk_t
k_t1 <- na.omit(k_t1)

length(k_t1)

k_t2 <- k_t1[-1]
k_t1 <- k_t1{-30]
k_tsta <- k_t2 - k_t1

plot.ts(k_tsta) '
acf(k_tsta, ylim=c(-1.5, 1.5))
pacf(k_tsta)

arima <- arima(lnq_femaleSk_t, order=c(1,1,1))
arima

tsdiag(arima, gof.lag=30)

predict <- predict(arima, n.ahead=30)

write.table(predict, "N:/Mémoire/Données/ts_female_Canada_3.csv", dec=".",

sep=";")



