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SOMMAIRE 

Ce mémoire porte sur l' étude du taux de changement de la fréquence d'un allèle. 

En particulier, on cherche à déterminer les conditions pour qu'un allèle rare, intro­

duit par mutation, envahisse la population, disparaisse complètement ou coexiste avec 

d'autres allèles déjà présents dans la population (équilibre polymorphique). 

Nous allons étudier le taux de changement d'un allèle existant sous deux formes 

différentes (A et B) dans une population diploïde (chaque individu porte deux gènes, 

l'un provenant de son père et l'autre de sa mère), avec générations discrètes et sans 

chevauchement (chaque individu appartient à une seule génération). La population est 

formée d ' une infinité de colonies et les échanges entre ces colonies se font avec une 

certaine probabilité. De plus, nous allons considérer que la sélection naturelle (qui oc­

casionne une différence de viabilité entre les différents génotypes) est faible. 

Au début de chaque génération, chacune des colonies est formée de N couples (ou 

N femelles inséminées). Ces N couples produiront une infinité de rejetons parmi les­

quels certains seront plus enclins que d'autres à atteindre l'âge adulte, conséquence 

de la sélection naturelle. Lorsque les rejetons auront atteint la maturité, ils pourront se 

disperser, avec une certaine probabilité, vers d'autres colonies. Ils demeureront dans 

leur colonie avec probabilité complémentaire. À ce stade, ils s'accoupleront avec un 

individu de la colonie où ils se trouvent. Finalement, nous tirerons, au hasard, un échan­

tillon de N couples afin de former la génération suivante. Nç)lis allons supposer que la 

dispersion vers les autres colonies se fait de façon proportionnelle. Par conséquent, 

tous les individus qui se dispersent sont remplacés par des individus provenant de l'en­

semble des. colonies proportionnellement à la probabilité de dispersion dans chacune 
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des colonies. 

Dans le premier chapitre, nous allons décrire l'équation pour le taux de change­

ment de la fréquence d'un allèle dans ce type de population. Nous allons démontrer 

que ce taux de changement dépend de la probabilité de dispersion, de la compétition 

entre les individus d'une même colonie et de la compétition entre les colonies. Par 

conséquent, il dépend également de la distribution des types de colonies à l'équilibre 

(en absence de sélection). Nous aurons recours aux coefficients d'apparentement entre 

les deux parents afin d'expliciter davantage l'équation obtenue. 

Par la suite, nous allons démontrer que l'équation obtenue pour le taux de change­

ment de la fréquence d'un allèle est également valide pour d'autres modèles de disper­

sion. Toutefois, la distribution des types de colonies ne sera pas la même pour chaque 

m,odèle et donc le taux de changement ne sera pas le même non plus. Nous allons donc 

considérer quatre autres modèles de dispersion. Dans le premier modèle, la dispersion 

a lieu avant l'accouplement, mais la probabilité de dispersion des mâles n'est pas la 

même que celle des femelles (modèle 1). Dans le second modèle, la dispersion a lieu 

après l'accouplement (c'est donc le couple et non l'individu qui se disperse), mais 

les mâles peuvent migrer pour s'accoupler avec une femelle provenant d'une colonie 

choisie au hasard (modèle II). Dans le troisième modèle, la dispersion a lieu avant 

l'accouplement, mais tous les individus d'une colonie mourront avec une certaine pro­

babilité (probabilité d'extinction de la population). La colonie sera alors repeuplée par 

des individus des autres colonies (modèle ID). Finalement, nous allons considérer un 

modèle de dispersion des gamètes (modèles IV). 

Nous allons étudier le taux de changement de la fréquence d'un allèle pour le mo­

dèle d'altruisme introduit par Hamilton (1964a). Dans ce modèle, certains individus de 

la colonie se sacrifient pour le bénéfice des autres individus de la colonie. Nous allons 
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étudier les conditions pour qu'il y ait fixation ou extinction de l'allèle, ou encore, ap­

parition d'un équilibre polymorphique stable. Nous allons démonter qué les conditions 

obtenues peuvent être simplifiées de façon significative si on parvient à démontrer trois 

approximations impliquant les coefficients d'apparentement. 

Par conséquent, le second chapitre porte sur l'étude des coefficients d'apparente­

ment pour les quatre modèles de dispersion énumérés précédemment. En particulier, 

nous allons obtenir une expression pour chacun de ces coefficients en résolvant un sys­

tème d'équations. Toutefois, les expressions obtenues étant assez complexes, il s'est 

avéré difficile de démontrer les approximations de façon analytique. Nous avons donc 

utilisé une approche graphique. 
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INTRODUCTION 

Il arrive parfois qu'une erreur soit commise lors de la transcription du bagage gé­

nétique d' un individu. C'est ce qu'on appelle la mutation. Cela n'aura parfois aucune 

conséquence visible chez ses descendants, mais occasionnera parfois l'apparition d'un 

nouveau gène dans la population. Lorsqu'un gène apparu par mutation est négatif, 

c'est-à-dire qu'il désavantage l'individu qui le porte, il aura tendance à disparaître de 

la population par la sélection naturelle. Toutefois, si un gène mutant est neutre ou po­

sitif, alors il pourra coexister avec les autres gènes déjà présents dans la population 

(apparition d'un équilibre polymorphique stable) ou encore, envahira totalement la po­

pulation (fixation du gène mutant). La mutation est la principale cause de variabilité 

génétique et constitue donc une force évolutive importante. 

Nous allons donc nous intéresser aux conditions pour lesquelles il y aura extinction 

ou fixation du gène mutant, ou encore, apparition d'un équilibre polymorphique stable. 

Dans ce dessein, nous allons considérer un modèle de population général: le modèle 

de population structurée. Dans ce type de modèle, la population, de. taille infinie, est 

subdivisée en groupes (ou colonies). Au début de chaque génération, chaque colonie 

est formée de N couples (ou N femelles inséminées). Par ailleurs, les générations sont 

discrètes et sans chevauchement; par conséquent, un individu appartient à une et une 

seule génération. De plus, la population est panmictique, c'est-à-dire que l'accouple­

ment se fait au hasard et les individus sont dits diploïdes puisqu'ils portent deux jeux de 

chromosomes, l'un en provenance du père et l'autre de la mère. Le cas haplo-diploïde 

(le mâle est un oeuf non-fécondé et porte donc un seul jeu de chromosomes tandis 

que la femelle est diploïde) sera traité en annexe. De plus, nous allons supposer que 

la sélection est faible et donc, que la différence de viabilité (ou probabilité à atteindre 
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la maturité) entre les génotypes est faible. Lorsque les individus seront matures, ils 

pourront migrer vers une colonie choisie au hasard avec une certaine probabilité. Ces 

modèles de dispersion ont été introduits par Bulmer (1986) et Taylor (1988). 

Le premier chapitre porte sur l'étude du taux de changement de la fréquence d'un 

allèle dans une population structurée avec dispersion, en supposant la sélection faible. 

L'équation décrivant le taux de changement de la fréquence d'un allèle peut s'écrire en 

fonction de coefficients d'apparentement. Le premier coefficient, noté FI, est appelé co­

efficient de consanguinité et a été introduit par Wright (1922).11 a été défini, à l'origine, 

comme le coefficient de corrélation entre deux gamètes qui s'unissent avec la fonction 

indicatrice d'un allèle particulier comme variable. On peut montrer (voir, par exemple 

Crow et Kimura, 1970) qu'il représente la probabilité que les deux gènes portés par un 

individu soient identiques par descendance. On dit que deux gènes sont identiques par 

descendance s'ils sont des copies d'un gène provenant d'un ancêtre commun. Étant 

donné que nous utiliserons la notion d'identité par descendance à plusieurs reprises 

dans ce mémoire, nous allons utiliser l'abréviation i.p.d. afin de désigner cette expres­

sion. Le second coefficient a été introduit par Malécot (1948) et est appelé coefficient 

de parenté, noté fil. Il correspond à la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un 

. individu J soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un individu J. Remarquons que 

FI = fpM, où M et P représentent la mère et le père de J. Le troisième coefficient, noté 

011, représente la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu J soit i.p.d. 

au deux gènes de l'individu J. Finalement, 'Y11 correspond à la probabilité qu'un gène 

choisi au hasard chez un individu J soit i.p.d. à un et un seul gène de l'individu J. 

Nous allons donc étudier le taux de changement de la fréquence d'un gène rare, ce 

qui est le cas d'un gène introduit par mutation, pour le modèle d'altruisme introduit 

par Hamilton (1964a). Dans ce type de modèle, certains individus vont se sacrifier afin 

d'aider ou de protéger d'autres individus de leur colonie. Nous allons supposer que le 

gène introduit par mutation favorise l'adoption d'un comportement altruiste. Naturel­

lement, un comportement altruiste comporte un coût (c) pour J'individu qui l'adopte, 

mais un bénéfice (h) pour celui qui en tire profit. Le coût (ou le bénéfice) est mesuré 



4 

en diminution (ou augmentation) de la capacité d'un individu à se reproduire, à trans­

mettre son bagage génétique à des descendants (valeur sélective). Après une analyse 

du taux de changement (dérivée) de la fréquence de l'allèle, on arrive à démontrer que 

l'on pourrait obtenir une seule condition pour que la fixation du gène mutant soit un 

équilibre stable et l'extinction un équilibre instable. Cette condition est la suivante: 

mf/J 
C fil - < -----,--
b 1 - (l - m)f/J ' 

fil 

et elle dépend uniquement de la probabilité de dispersion d'un individu (m) et du co-

efficient d'apparentement introduit par Hamilton (RI ..... ] = ~J). Cette simplification est 
JII 

possible si on a les approximations suivantes: 

fl1 011 'Y11 
fil ~ 011 ~ 'YII 

Celles-ci ont été établies dans les cas d'auto-fécondation partielle et d'accouplement 

frère-soeur partiel (Lessard 1992), mais ne l'ont jamais été, en général, dans le cas 

d'une population "structurée en groupes avec dispersion partielle. 

Par conséquent, le second chapitre vise à établir ces approximations pour plusieurs 

modèles de dispersion. Le traitement analytique étant plutôt lourd en raison de la com­

plexité des équations obtenues, nous avons eu recours à une approche graphique. Une 

étude semblable avait été réalisée par Rocheleau (1992). Toutefois, nous avons fait 

l'étude pour un modèle plus général et nous avons traité un plus grand nombre de mo­

dèles. De plus, le traitement théorique pour l'utilisation de ces approximations pour un 

modèle d'altruisme dans une population diploïde (ou haplo-diploïde) structurée en une 

infinité de groupes est nouveau. Jusqu'à présent, l'étude d'un tel modèle a été faite, 

principalement, pour une population haploïde (voir, par exemple, Rousset et Billiard, 

2000). À noter que les approximations pour les mesures d'apparentement établies dans 

ce mémoire peuvent également être appliquées à des approximations par des processus 

de diffusion pour les fréquences alléliques dans le cas d'un grand nombre de groupes 

(Lessard 2009). 



Chapitre 1 

CALCUL DU TAUX DE CHANGEMENT DE LA 

FRÉQUENCE D'UN ALLÈLE 

Dans ce chapitre, nous allons étudier le taux de changement de la fréquence d'un 

allèle situé sur un locus autosomique (situé sur le locus d'un chromosome non-relié 

au sexe) . Nous allons considérer un gène en un locus donné qui présente deux formes 

alléliques différentes, disons A et B, dans un modèle de population diploïde avec gé- . 

nérations discrètes, sans chevauchement. Rappelons qu'un individu diploïde reçoit un 

gène de son père et un gène de sa mère au locus donné. Par ailleurs, nous allons consi­

dérer une population formée d'une infinité de colonies mais ayant un nombre fini de 

types, disons n. On définit une colonie de type i selon le vecteur obtenu en ordonnant 

les N couples de la colonie, puis les 2 individus de chaque couple et, finalement les 

deux gènes de chaque individu (cas diploïde). Par conséquent, une colonie de type i 

sera représentée par le vecteur 

Ci = [C,I, C,2, ... , Ci,4N] 

où Ci) correspond à l'allèle A ou à l'allèle B, pour i = 1, ... , n. Par conséquent, les fré­

quences génotypiques et, donc le~ fréquences alléliques, seront les mêmes dans deux 

colonies du même type. 

Soit Zi la fréquence des colonies de type i et Pi la fréquence de l'allèle A dans une 

colonie de type i (donc (1 - Pi) est la fréquence de J'allèle B dans une colonie de type 

i). Si P représente la fréquence de A dans la population alors: 
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P = l PiZi = P . Z, 
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Remarquons, que Pi est une constante tandis que Zi dépend du temps. Par conséquent, 

p, la fréquence de A dans la population, dépend également du temps. Supposons que 

M(z) = (mij(z»~j=1 est la matrice de transition pour le type de colonie d'une génération 

à la suivante. Par conséquent, si le vecteur z =' (ZI> ... , Zn) donne la distribution des 

colonies à la génération courante alors, à la génération suivante (ou au pas de temps 

suivant), la distribution est donnée par le vecteur zM(z) = (Li Zimil (z), ... , Li Zimin(Z» 

. Par conséquent, la matrice M(z) est stochastique et l'entrée mij(z) correspond à la 

probabilité qu'une colonie de type i à une génération donnée devienne une colonie 

de type j à la génération suivante. De plus, on définit l'intensité de la sélection, notée 

s ~ 0, comme l'ordre de grandeur des différences des valeurs sélectives des différents 

génotypes AA, AB et BB à l'intérieur de la colonie (voir plus loin), une force évolutive 

susceptible d'avantager certains génotypes. La matrice M(z) dépend donc de s et en 

développant en série de Taylor autour de s = 0 (qui correspond au cas de neutralité, 

c'est-à-dire sans sélection), on obtient 

M(z) = M*(z) + sM(z) + o(s), 

où M*(z) correspond à la valeur de M(z) sous neutralité (s = 0) et M(z) est la dérivée 

par rapport à s évaluée à s = O. 

Nous allons considérer (1 j s) générations comme unité de temps. Par conséquent, 

si on est présentement à la génération T, donc au temps 

T 
t=-

1 j s' 

alors, à la génération suivante, on sera au temps 

, T+l 
t = -j- = ST + s = t + s. 

1 s 
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En remarquant qu'un intervalle de temps s correspond à une génération, on obtient, 

pour un t fixé, l'équation 

z(t + s) = z(t)M(z(t)) (1.0.1) 

= z(t)M*(z(t)) + sz(t)M(z(t)) + o(s). 

En supposant la continuité et en faisant s ~ 0, on trouve à la limite 

z(t) = z(t)M*(z(t)). (1.0.2) 

Par conséquent, z(t) est la distribution stationnaire des types de colonie sous neutralité 

(s = 0). On peut montrer que celle-ci dépend seulement de pet) = p . z(t), la fré­

quence courante de A dans la population et de la structure de la population. En effet, 

sous neutralité, on peut appliquer la loi de Hardy-Weinberg (voir, par exemple, Ewens, 

2004) selon laquelle les fréquences alléliques dans l'ensemble de la population sont 

constantes dans le temps et utiliser la théorie de la coalescence en suivant les ancêtres 

d'une colonie en remontant dans le temps pour trouver la fréquence de chaque type de 

colonie (Lessard, 2009). 

En faisant le produit scalaire avec le vecteur p dans l'équation (1.0.1), on obtient 

c'est-à-dire 

p . z(t + s) = p . z(t)M*(z(t)) + sp . z(t)M(z(t)) + o(s) 

= P . z(t) + sp . z(t)M(z(t)) + o(s), 

pet + s) = pet) + sp . z(t)M(z(t)) + o(s). 

Par conséquent, on trouve 

pet + s) - pet) = p . z(t)M(z(t)) + o(s). 
s s 

Finalement, en faisant s ~ 0, on obtient la limite 

p(t) = p . z(t)M(z(t)), (1.0.3) 

en supposant que cette limite existe. Remarquons que z(t) dans l'équation (1.0.3) est la 

distribution des types de colonie qui satisfait l'équation (1.0.2). 
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1.1. MODÈLES DE DISPERSION 

Nous allons maintenant considérer une population diploïde où toutes les colonies 

ont une taille fixe de N couples (ou N femelles inséminées) au début de chaque généra­

tion. Les N couples de chaque colonie produiront une infinité de rejetons et la sélection 

naturelle fera varier leur probabilité d'atteindre la maturité de même que leur degré de 

fécondité, selon les génotypes. Quand ces derniers auront atteint l'âge adulte, ils pour­

ront se disperser (avec probabilité m) vers une colonie choisie au hasard ou demeurer 

dans la même colonie (probabilité 1 - m). Par la suite, ces individus matures s'accou­

pleront avec un membre de la colonie où ils se trouvent. Ainsi, pour maintenir la taille 

des colonies constante, nous tirerons un échantillon de N couples dans chaque colonie 

afin de passer à la génération suivante (voir la figure 1.1). 

Nous considérons un modèle à deux allèles, disons A et B. Par conséquent, les trois 

génotypes possibles sont AA, AB et BB, que nous noterons respectivement par 2, 1 et 

O. Soit qi la fréquence de l'allèle A chez un génotype de type i (on a donc q2 = 1, 

ql = 1/2 et qo = 0). Soient Xk,i la fréquence du génotype k chez les rejetons de la colo­

nie i et Wk,i leur valeur sélective. La valeur sélective d'un individu dépend, entre autres, 

de l'intensité de la sélection et mesure la capacité d'un individu à se reproduire (donc 

d'atteindre la maturité et d'engendrer des descendants viables) et, par conséquent, à 

transmettre ses gènes. 

Si on considère un modèle additif avec interactions par paires entre les individus 

et accouplement au hasard à l'intérieur de chaque colonie, alors la valeur sélective 

moyenne d'un individu de génotype k appartenant à la colonie i est donnée par 

Wk,i = 1 + S(Uk + Vi), 

où Uk représente l'effet du génotype k sur l'individu lui-même et Vi l'effet moyen des 

autres individus appartenant à la colonie i sur cet individu. L'effet moyen des autres 

individus dépend de l'effet de chaque génotype des autres individus (vd et de leur 
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FIG. 1.1. Modèle de dispersion 

fréquence dans la colonie (Xk,i) et s'exprime par 

2 

Vi = 2.: Xk,iVk' 

k=O 

9 

Notons que Uk et Vk prennent des valeurs réelles, mais s est assez petit pour que Wk,i > O. 

D'après les variables définies précédemment, on peut exprimer la fréquence de l'allèle 

A dans une colonie de type i comme 

2 

Pi = 2.: Xk,iqk' 

k=O 



La fréquence du génotype k dans la population entière est alors donnée par 

2 

Xk = l Xk,iZi, 

i=O 

et la fréquence de l'allèle A est donnée par 

10 

Soit, maintenant, ik,i la fréquence du génotype k chez les adultes d'une colonie de type 

i tout juste avant la dispersion. On peut écrire 

(1.1.1) 

où Wi est la valeur sélective moyenne d'un individu appartenant à une colonie de type 

i. On obtient cette dernière équation en remarquant que si on multiplie la proportion 

de rejetons de génotype k dans une colonie de type i par son avantage à atteindre l'âge 

adulte par rapport aux autres individus de la colonie, on obtient la proportion d'adultes 

de génotype k dans la colonie. 

Par ailleurs, la valeur sélective moyenne d'un individu appartenant à une colonie 

de type i est donnée par 

où 

2 

Wi = l Xk,iWk,i 

k=O 

2 

= l Xk,i [1 + S(Uk + i\)] 
k=O 

= 1 + S (Üi + vJ , 

2 

Üi = IXk,iUk 

k=O 

est l'effet moyen d'un génotype dans une colonie de type i. 

(1.1.2) 



En développant en série de Taylor autour de S = 0, on trouve 

1 -=- = 1 - S(Üi + Vi) + o(s). 
Wi 

Par conséquent, en remplaçant dans l'équation (I .1.1), on obtient 

Xk ,i = Xk,i [1 + S(Uk + Vi)] [1 - S(Üi + Vi) + o(s)] 

= Xk,i [I + S(Uk + Vi) - S(Üi + Vi) + o(s)] 

= Xk,i [1 + S (Uk - Üi) + o(s)] . 

1.2. DISPERSION PROPORTIONNELLE 

Il 

Nous allons considérer un modèle de dispersion proportionnelle. Par conséquent, 

tous les individus qui dispersent dans une colonie donnée seront remplacés par des 

individus provenant de l'ensemble des colonies proportionnellement à la probabilité 

de dispersion dans chaque colonie. Ainsi, la fréquence du génotype k chez les rejetons 

de la colonie i à la génération suivante devient 

, _ LjZjWjXk,j 
Xk,i = (1 - m)xk,i + m " . _. . (1.2.1) 

L...jZJWJ 

En effet, la fréquence du génotype k chez les rejetons de la colonie i sera la même que 

la fréquence du génotype k chez leurs parents au moment de l'accouplement et donc 

après la dispersion. Ainsi, pour la proportion de parents n'ayant pas dispersé (l-m), la 

fréquence demeure la même qu'avant la dispersion (Xk ,j). Toutefois, pour la proportion 

de parents qui ont dispersé (m), on doit considérer la probabilité qu'ils proviennent 

d'une certaine colonie et la fréquence du génotype k chez les adultes de cette colonie. 

La probabilité qu'un parent provienne de la colonie j est nécessairement proportion­

nelle à la capacité des individus de la colonie à engendrer des descendants et donc à la 

valeur sélective moyenne de la colonie (Wj). En multipliant le résultat par la fréquence 

d'une colonie de type j et en sommant sur tous les types de colonie, on obtient le ré­

sultat. 

En notant l'effet génotypique moyen dans la population par 



et l'effet moyen des individus de la population par 

et en remplaçant (1.1.1) et (1 .1.2) dans l'équation (1.2.1), on obtient 

, _ .l:j ZjXk,jWk,j 
Xk,i = (1 - m)xk,i [1 + S (Uk - u;) + o(s)] + m [ (_ _ )] 

"'·z· 1 +s u·+v· L...) ) )) 

.l:jZjXk,j [1 + S(Uk + v)] 
=(l-m)xk,i[l+s(uk-u;)+o(s)]+m _ -) . 

1 + S (u + v 

Finalement, en développant en série de Taylor autour de S = 0, on trouve 

X~,i = (1 - m)xk,i [1 + S (Uk - Ui) + o(s)] 

+ m l~>jX',j + S [u, ~ ZjX'.j + ~ Zjx,.hll [1- s (il + v) + ~(S)] 
= (l - m)xk,i [1 + S (Uk - Ui) + o(s)] 

+ m [x, + s [u,x, + ~ zjX'.h II [1 - s (il + v) + o(s)] 

= (1 - m)xk,i [1 + S (Uk - Ui)] 

+ m {x, +s [x.cu, - il) + ~ ZjX'.j (vr v) l} + o(s). 

12 

Par conséquent, la fréquence du génotype k chez les rejetons de la population entière à 

la génération suivante sera 

= (1 - m) [x, + S (x,u, -~ Zix,.iilill 

+ m lx, + s{ x.cu, - il) + ~ ZjX'.j (Vj - v)} 1 + o(s) 

= x, + S [x, (u, - il) - (1 - m) z;: ZiXCi (ili - il) + m L; ZjXCj (Vj - v) 1 + o(s). 
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On peut alors obtenir facilement la fréquence de l'allèle A à cette nouvelle génération, 

qui est 

= ~ q,x, + s[~ q,x, (u, -il) - (I - rn) ~ ~ x',;q, (u; - U)2; 

+ rn ~ ~ q,x',j (Vj - V)2j] +o(s) 

= P + S [~q,X' (u, - U) - (I - rn) ~ p;(U; - U)2; + rn ~ pj(Vj - V)2 j] + o(s), 

En utilisant la définition de la dérivée et en prenant (l/ s) générations comme unité de 

temps, on trouve 

. l' [pet + s) - P(t)] 
P = lm 

s-->O S 
(1.2.2) 

= !0J [~q,X' (u, - u) - (I - rn) ~ P; (u; - U)2; + rn ~ pj (Vj - vh + ors)] 

2 

= l qkXk (Uk - ü) - (1 - m) l Pi (Üi - Ü)Zi + mI p) (V) - V) z), 
~o ) 

où Zi représente la proportion de colonies de type i à l'équilibre (distribution station­

naire). Maintenant, on remarque que 

2 2 2 

l qkXk (Uk - ü) = l qkXkUk - Ü l qkXk 

k=O k=O k=O 

2 

= II qkUkXk,iZi - l ÜiZiE[q/] 

i k=O 

2 2 

= II qkUkXk,iZi - II Uk Xk,iZi E [qI1 

i k=O i k=O 

( 1.2.3) 
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OÙ q[ représente la fréquence de l'allèle A chez un individu 1 choisi au hasard et u[ 

représente l'effet qu'a son génotype sur lui-même. Par ailleurs, on trouve 

et 

l Pi (Ui - U)Zi = l PiUiZi - up 

l Pj (Vj - V)Zj = Cov(q[, VJ)' 

j 

(1.2.4) 

(1.2.5) 

Dans ces dernières équations, 1 et J correspondent à deux individus distincts choisis 

au hasard avant la dispersion et l'accouplement, dans la même colonie, tandis que VJ 

représente l'effet du génotype d'un individu J sur les autres individus. En remplaçant 

(1.2.3), (1.2.4) et (1.2.5) dans l'équation (1.2.2), on obtient 

(1.2.6) 

On peut remarquer que Cov(q[, uJ) représente un effet de compétition entre les indi­

vidus de la même colonie tandis que Cov(q[, vJ) correspond à un effet de compétition 

entre les colonies. De plus, les covariances seront calculées à partir de la distribution 

pour les types de colonie sous neutralité (s = 0). 

Nous venons donc de trouver le taux de changement de la fréquence d'un allèle 

dans un modèle où la dispersion a 1 ieu avant l'accouplement et où l' accou plement se 

fait à l'intérieur de la colonie. Dans la prochaine section, nous allons nous intéresser à 

d'autres hypothèses de dispersion. 
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1.3. AUTRES MODÈLES 

Tout d'abord, considérons un modèle où la dispersion a lieu avant l'accouplement, 

mais où la probabilité de dispersion des mâles et des femelles n'est pas la même, 

l'équation (1.2.6) demeure la même, à une constante près. En effet, si dl est la pro­

babilité de dispersion des femelles et d2 la probabilité de dispersion des mâles, alors la 

contante m de l'équation devient m = dl ;d2
• De plus, nous allons supposer que les mâles 

peuvent s'accoupler à l'intérieur de la colonie avec une certaine probabilité ou avec une 

femelle choisie au hasard dans la population entière avec probabilité complémentaire 

(modèle l, voir la figure 2.1). Dans ce cas, l'équation (1.2.6) demeure inchangée si m 

représente la proportion totale d'individus qui dispersent. Toutefois, la distribution sta­

tionnaire sous neutralité ne sera pas la même et donc les covariances seront également 

différentes. 

Par ailleurs, considérons un modèle où la dispersion a lieu après l'accouplement. 

Étant donné que la dispersion a toujours lieu après la sélection et que la proportion 

d'individus qui se dispersent demeure la même, l'équation obtenue pour le taux de 

changement de la fréquence de l'allèle A (équation (1.2.6» demeure inchangée. De 

plus, supposons que les mâles peuvent s'accoupler à l'intérieur de la colonie avec une 

certaine probabilité ou avec une femelle choisie au hasard dans la population entière 

avec probabilité complémentaire (modèle II, voir la figure 2.4). Ainsi, l'équation de­

meure inchangée, mais la distribution stationnaire sous neutralité ne sera pas la même 

et donc les covariances seront différentes. 

Considèrons un modèle où la dispersion a lieu avant accouplement, mais où il y 

a possibilité d'extinction de la population juste avant l'accouplement. Dans ce cas, la 

colonie sera repeuplée par des individus choisis au hasard dans l'ensemble des autres 

colonies (modèle III, voir la figure 2.7). Ainsi, l'équation (1.2.6) demeure toujours in­

changée si on inclut la probabilité d'extinction de la popualtion dans la probabilité de 

dispersion. Ainsi, avec une certaine probabilité, tous les individus d'une certaine co­

lonie seront remplacés. Toutefois, la distribution stationnaire sous neutralité ne sera 

toujours pas la même que dans les deux modèles précédents et il en sera de même pour 
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les covariances. 

Finalement, on considère un modèle de dispersion des gamètes (modèle IV, voir la 

figure 2.10). Dans ce type de modèle, chaque individu produit des gamètes mâles et des 

gamètes femelles qui pourront se disperser. Par la suite tous les gamètes d'une même 

colonie pourront s'unir pour former les rejetons de la génération suivante. Ainsi, un in­

dividu pourra être formé de deux gamètes du même parent (auto-fécondation). Comme 

se sont les gamètes qui se dispersent, la dispersion a nécessairement lieu avant la sélec­

tion. À ce moment, la fréquence de l'allèle A peut être supposée constante à l'intérieur 

de la population. Par conséquent, on obtient l'équation du taux de changement de la 

fréquence de l'allèle A en posant m = 0 dans l'équation (1.2.6). On obtient donc 

1.4. CALCUL DES COVARIANCES 

Nous allons maintenant effectuer le calcul de la covariance entre qt et Ut et de la co­

variance entre qt et UJ afin obtenir l'expression du taux de changement de la fréquence 

de l'allèle A. Tout d'abord, rappelons que les covariances sont calculées sous neutralité 

(s = 0). Par conséquent, des gènes qui ne sont pas i.p.d. sont indépendants. 

Définissons d'abord, 

{ 
1 si le gène choisi au hasard chez un individu 1 est de type A, 

Xt = o sinon. . 

On remarque que 
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où J et J représentent deux individus distincts choisis au hasard avant la dispersion et 

l'accouplement, dans la même colonie. En effet, on a 

Cov(q/, Uj) = E[q/uj] - E[q!lE[uj] 

= E[E[X/ujlq/, Uj]] - E[E[X/lq!l]E[uj] 

= E[X/uj] - E[X!lE[uj] 

= Cov(X/, Uj). 

Avant de trouver une expression pour la covariance ci-dessus, nous allons utiliser 

quelques coefficients d'apparentement (Lessard, 1992). Rappelons-d'abord que la no­

tation i.p.d. représente identique par descendance. Deux gènes sont i.p.<;l s'ils sont des 

copies d'un même gène ancestral. De plus, les individus J et J sont choisis au hasard 

avant la <;lispersion et l'accouplement, à l'intérieur de la même colonie. Rappelons, 

également, que l'on considère les gènes des individus J et J à un locus donné d'un 

gène autosomique. On définit donc: 

F/ = probabilité que les deux gènes de J soient i.p.d., 

lu = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit i.p.d. à un gène choisi au 

hasard chez J, 

Ou = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit i.p.d. aux deux gènes de 

J, 

'Yu = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit Lp.d. à un et un seul gène 

de l'individu J. 

. Nous allons maintenant utiliser les situations d'identité introduites par Gillois (1965) 

afin de mieux comprendre la signification de ces coefficients. Si on ne tient pas compte 

de l'origine des gènes alors il existe neuf situations d'indentité entre les quatre gènes 

homologues de deux individus dipoïdes J et J. Chacune de ces situations est présentée 
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à la figure 1.2. Les points représentent les gènes et deux gènes sont reliés s'ils sont i.p.d. 

~2 ~3 ~4 ~5 ~6 ~7 ~8 - v. - • • l l l : • • - • • - • • 

FIG. 1.2. Situations d'identité de Gillois 

À l'aide de ces situations d'identité, on peut exprimer: 

1 1 
fu = ~I + '2 (~3 + ~5 + ~7) + 4~8, 

1 
Ou = ~I + '2~3, 

1 
Yu = ~5 + ~7 + '2~8. 

On peut remarquer, par symétrie, que 

fu = fJ/, 

Yu = YJ/· 

De plus, on a 

car fil représente la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu 1 soit i.p.d. à 

un autre gène tiré au hasard chez ce même individu. Par conséquent, on tirera le même 

gène deux fois avec probabilité 1/2 et alors les deux gènes seront nécessairement i.p.d .. 

Avec la même probabilité, les deux gènes tirés seront différents et on aura i.p.d. avec 

probabilité FI. Aussi, on a 



17 

où Jet J représentent deux individus distincts choisis au hasard avant la dispersion et 

l'accouplement, dans la même colonie. En effet,on a 

Cov(q" Uj) = E[q,uj] - E[qtlE[uj] 

= E[E[X,ujlq" Uj]] - E[E[X,lqtl]E[uj] 

= E[X,uj] - E[X,]E[uj] 

= Cov(X" Uj). 

Avant de trouver une expression pour la covariance ci-dessus, nous allons utiliser 

quelques coefficients d'apparentement (Lessard, 1992). Rappelons-d'abord que la no­

tation i.p.d. représente identique par descendance. Deux gènes sont i.p.d s'ils sont des 

copies d'un même gène ancestral. De plus, les individus J et J sont choisis au hasard 

avant la dispersion et l'accouplement, à l'intérieur de la même colonie. Rappelons, 

également, que l'on considère les gènes de Jet J à un locus donné d'un gène autoso­

mique. On définit donc: 

F, = probabilité que les deux gènes de J soient i.p.d., 

lu = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit i.p.d. à un gène choisi au 

hasard chez J, 

Ou = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit i.p.d. aux deux gènes de 

J, 

Yu = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez J soit i.p.d. à un et un seul gène 

de l'individu J. 

Nous allons maintenant utiliser les situations d'identité introduites par GilloIs (1965) 

afin de mieux comprendre la signification de ces coefficients. Si on ne tient pas compte 

de l'origine des gènes alors il existe neuf situations d'indentité entre les quatre gènes 

homologues de deux individus dipoïdes J et J. Chacune de ces situations est présentée 
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à la figure 1.2. Les points représentent les gènes et deux gènes sont reliés s'ils sont i.p.d. 

P2 P4 Ps P6 P7 P8 P9 - I7. - • • 1 1 1 : • • - • • - • • 

FIG. 1.2. Situations d'identité de Gillois 

À l'aide de ces situations d'identité, on peut exprimer: 

1 1 
f/} = PI + 2" (P3 + Ps + P7) + 4P8' 

1 
b/} = PI + 2"P3' 

1 
'Y/} = Ps + P7 + 2"P8. 

On peut remarquer, par symétrie, que 

f/} = fJ/, 

'Y/} = 'YJ/. 

De plus, on a 

car fil représente la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu 1 soit i.p.d. à 

un autre gène tiré au hasard chez ce même individu. Par conséquent, on tirera le même 

gène deux fois avec probabilité 1/2 et alors les deux gènes seront nécessairement i.p.d .. 

Avec la même probabilité, les deux gènes tirés seront différents et on aura i.p.d. avec 

probabilité FI. Aussi, on a 
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puisque 011 revient à calculer la probabilité que les deux gènes d'un individu 1 soient 

i.p.d. et cette probabilité est donnée par FI. Finalement, on a 

puisque 'YII revient à calculer la probabilité que les deux gènes d'un individu 1 ne soient 

pas i.p.d. (1 - FI), car peu importe le gène tiré, il sera toujours i.p.d. à lui même; on 

cherche donc la probabilité qu'il ne soit pas i.p.d. à l'autre gène de l'individu. 

De plus, si les deux gènes d'un individu sont i.p.d. (probabilité FI), on dit qu'il est 

autozygote, noté auto. En revanche, si ses deux gènes ne sont pas i.p.d., alors on dit 

qu'il est allozygote, noté allo. Par conséquent, un individu autozygote est nécessaire­

ment homozygote (AA ou BB), ce qui n'est pas nécessairement le cas d'un individu 

allozygote. 

Par ailleurs, les gènes qui ne sont pas i.p.d. sont choisis au hasard, de façon indé­

pendante. 

Tout d'abord, afin d'obtenir une expression pour la covariance entre ql et Uj, on 

s' intéresse à 

En conditionnant sur l'état d'identité des deux gènes de J, on trouve 

E[XIUj) = E[XjujlJ auto)oJ/ + E[XtlE[ujIJ auto)(Fj - 0J/) + E[XjujlJ allo)'YJ/ 

+ E[XdE[ujIJ allo)(l - F j - 'YJ/). 

En effet, si l'individu J est autozygote, alors le gène choisi au hasard chez l'individu 1 

sera i.p.d. aux deux gènes de l'individu J avec probabilité 0J/ et, dans ce cas, XI = Xj. 

Toutefois, le gène choisi au hasard chez l'individu 1 ne sera i.p.d. à aucun des deux 

gènes de l'individu J avec probabilité (Fj - 0J/) et, dans ce cas, XI et Uj seront indé­

pendants. Par ailleurs, si l'individu J est allozygote, alors le gène choisi au hasard chez 

l'individu 1 sera i.p.d. à un seul des deux gènes de l'individu J avec probabilité 'YJ/ et 

ne sera i.p.d. à aucun de ces gènes avec probabilité (1 - F j - 'YJ/). 



En raisonnant de la même façon, on trouve 

E[uJ] = E[uJIJ auto]FJ + E[uJIJ allo](1 - FJ) 

= E[uJIJ auto]oJ/ + E[uJIJ allo]YJ/ + E[uJIJ auto](FJ - 0J/) 

. + E[uJIJ allo](1 - FJ - YJ/)· 

Par conséquent, on peut écrire 
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(1.4.1) 

= E[XJuJIJ auto]oJ/ + E[XJuJIJ allo]YJ/ - E[XtJE[uJIJ auto]oJ/ 

- E[XdE[uJIJ allo]YJ/ 

= Cov(Xj, uJIJ auto)oJ/ + Cov(XJ , uJIJ allo)YJ/· 

En calculant la covariance dans le cas où l'individu J est autozygote, on trouve 

Cov(XJ , uJIJ auto) = E[XJuJIJ auto] - E[XJ]E[uJIJ auto] 

= PU2 - P[pU2 + (1 - p)uo] 

= p(1 - P)(U2 - uo)· 

En effet, comme l'individu J est autozygote, alors ces deux gènes sonJ des copies du 

gène A avec probabilité p (qui est la fréquence courante de l'allèle A dans la population) 

et l'individu est de génotype AA (génotype 2). Toutefois, ces deux gènes sont des copies 

du gène B avec probabilité 1 - p et l'individu est du génotype BB (génotype 0). Par 

ailleurs, si l'individu J est allozygote, on trouve 

Cov(Xj, uJIJ alla) = E[XJuJIJ alla] - E[XJ]E[uJIJ alla] 

= P2U2 + p(l - P)UI - P[P2U2 + 2p(1 - P)UI + (1 - p)2uo] 

= p(1 - P)[P(U2 - UI) + (1 - P)(UI - uo)]. 
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En effet, un individu allozygote est de génotype 2, 1 ou 0 avec probabilité p2, 2p(1- p) 

et (1 - p f, respectivement. En remplaçant dans l'équation (1.4.1), on obtient 

COV(ql, Uj) = Cov(XI , Uj) 

= p(1 - P)(U2 - uo)OJl + p(1 - P)[P(U2 - u]) + (1 - p)(u] - uoHYJI 

= p(1 - p) [(U2 - Ut)(OJl + pyJl) + (UI - uo)(l - p)'YJI]. 

Il en découle que 

COV(ql, UI) = p(1 - p) [(U2 - UI) (011 + P'YII) + (Ul - uo) (1 - p) 'YII] 

= p(1 - p) [(U2 - Ut) (FI + p(1 - FI» + (UI - uo) (1 - p) (1 - FI)] . 

De même, on obtient 

Finalement, le taux de changement de la fréquence de l'allèle A est donné par 

p = (1 - m)[Cov(ql, U/) - COV(ql, Uj)] + m[Cov(ql, UI) + COV(ql, Vj)] 

= p(1 - p){(1 - m)[(U2 - u]) (FI - OJI + p (1 - FI - 'YJI» 

+ (Ut - uo) (1 - p) (1 - FI - 'YJI)] + m[(u2 - Ut) (FI + P (1 - FI» 

+ (u] - uo)(l - p) (1 - FI) + (V2 - vd (OJI + PrJl) + (Vt - vo)(l - p) 'YJI ]}. 

1.5. MODÈLE D'ALTRUISME 

Nous allons maintenant considérer le modèle d'altruisme introduit par Hamilton 

(1964a). Dans ce modèle, certains individus se sàcrifient au bénéfice des autres indivi­

dus de la même colonie. Par exemple, un oiseau apercevant un prédateur fera du bruit 

pour avertir le nid d'un danger imminent, mais il risquera ainsi de se faire remarquer 

par le prédateur et mettra donc sa propre vie en péril. En supposant un modèle additif 

avec interactions par paires entre les individus de la même colonie, un comportement 

altruiste comporte un coût (c) en diminution de valeur sélective pour l'individu qui 

l'adopte, mais un bénéfice (h) en augmentation de valeur sélective pour un individu 

qui en tire profit. Dans le contexte de la section précédente, ce modèle d'altruisme 
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correspond à 

u, = -cG" 

OÙ G, est une valeur génotypique représentant la probabilité qu'un individu 1 pose un 

geste altruiste avec Go ~ G, ~ G2, de telle sorte que l'allèle A favorise l'altruisme. On 

obtient alors 

p = p(l - p){(1 - m)[-c(G2 - G,)(F, - 611 + p(1 - F,- 111» 

- c (G, - Go)(l - p)(] - F, - 111)] + m[ -c (G2 - G,)(F, + p (1 - F,» 

- c (G, - Go) (1 - p) (1 - F,) + b (G2 - G,) (611 + P111) + b (G, - Go) (1- P)111]} 

= p(1 - p){(G2 - G1) [-c (F, + p (1 - F,» + ((1 - m) c + mb) (611 + P111)] 

+(G,-Go)[-c(1-p)(1-F,)+((1-m)c+mb)(1-p)111 ]}. 

Le cas où l'allèle A est fixé dans la population (p = 1) est un équilibre stable (la 

fréquence de l'allèle revient vers ce point dès qu'elle s'en éloigne) si la dérivée de sa 

fréquence par rapport au temps est positive pour p près de 1. Pour p près de 1, on trouve 

p ~ p(1 - p) (G2 - G1) [-c + ((1 - m) c + mb) (611 + 111)]. 

Par conséquent, cette dérivée est positive (p > 0) si 

-c + ((1 - m) c + mb) (611 + 111) > 0, 

et donc si 

mb (611 + 111) > c [1 - (1 - m) (611 + 111)]. 

Après manipulations algébriques, on trouve que la dérivée est positive si 

m (611 + 111) c -------- > -. 
] - (1 - m)(611 + 111) b 

(1.5.1) 

Le cas où l'allèle A disparaît de la population (p = 0) est un équilibre instable (la 

fréquence de l'allèle ne revient pas vers ce point lorsqu'elle s'en éloigne) si la dérivée 
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de la fréquence par rapport au temps est positive pour p près de O. Pour p près de 0, on 

trouve 

p ~ p(1 - p){(G2 - G]) [-cFI + ((1 - m)c + mb)oJl] 

+ (G] - Go) [-c(1 - FI) + ((1 - m)c + mb)YJl]}. 

Par conséquent, cette dérivée est positive (p > 0) si 

-cFI + ((1 - m)c + mb)oJl - c(1 - FI) + ((1- m)c + mb)YJI > 0, 

puisque Go :::; G] :::; G2 . Après quelques manipulations algébriques, on trouve 

[ OJl] [ l'JI] FI -c + ((1 - m) c + mb) - + (1 - FI) -c + ((1 - m) c + mb) - > O. 
011 l'II 

Cette inégalité est vérifée si 

et 

donc si on a 

et 

OJI 
-c + ((1 - m) c + mb) - > 0 

011 

l'JI -c + ((1 - m) c + mb) - > 0, 
l'II 

mb- > c 1 - (1 - m)-OJI [ OJl] 
011 011 

mb l'JI> c [1 - (1 - m) l'JI]. 
Y Il Y Il 

Finalement, ces deux inégalités peuvent s'écrire comme 

OJi 
011 C 

m >-
l-(l-m)OJl b 

011 

et 

m YJI 
YII C ------:-- > -

l-(l-m)YJI b' 
YII 

respectivement. En conclusion, la dérivée est positive si 

{ 

mOJi m
YJI

} c. ~ m 
- < mm , . 
b . 1 - (1 - m) OJi 1 - (1 - m) YJI 

011 YII 

(1.5.2) 
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En remarquant que la fonction I-('t~m)x est une fonction croissante pour tout x > 0 et 

en posant M = min {~il , Yi/}, on obtient que p = 0 est un équilibre instable si 
. UII YII 

c mM 
-<-----
b 1- (1 - m)M 

(1.5.3) 

Par conséquent, le prochain chapitre portera sur l'étude des rapports ~il et Yil pour tous 
UII YII 

les types de modèle de dispersion énumérés dans ce chapitre. En particulier, on tentera 

de démontrer que 

OJ/ 'YJ/ fJ/ 
011 :::= 'YII :::= fil· 

Le coefficient ~; représente le coefficient d'apparentement introduit par Hamilton (1964a) . 

pour une population panmictique. On cherche donc à retrouver ce coefficient dans une 

population structurée. De plus si on arrive à établir les approximations ci-dessus, l'in­

égal i té (1.5.1) devient 

m~1 (0" + 'YII) C 
111 > _ 

1 - (1 - m) !JI (0" + 'Y Il) b . 
fil 

En effet: l'approximation peut s'écrire comme 

fJ/ 
. OJ/ :::= -0", 

fil 

fJ/ 
'Yil :::= -'YII· 

f" 
De plus, on remarque que 011 + 'YII = 1 puisque 011 correspond à la probabilité que 

les deux gènes d'un individu 1 soient i.p.d. et 'YII correspond à la probabilité que les 

deux gènes d'un individu 1 ne soient pas i.p.d. Par conséquent, l'inégalité (1.5.1) peut 

s'écrire 

m fJl 
C fil - < -----'-'-'--~ 
b 1 - (1 - m) fJl • 

fil 

Si les approximations sont vérifiées, cette inégalité devient la même que l'inégalité 

(1.5.3). On obtient ainsi une seule condition pour que la fixation de l'allèle A soit un 

équilibre stable et que l'extinction de l'allèle A soit un équilibre instable. 

Par conséquent, si les deux seuls points critiques de la dérivée sont en p = 0 et 

p = 1 et que l'inégalité (1.5.i) est vérifié, alors il y aura fixation de l'allèle 'mutant. 
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De plus, en observant l'équation de la dérivé de la fréquence par rapport au temps, 

on constate que les deux premiers termes sont toujours positifs, et que le reste est 

linéaire en p. Par conséquent, il existe au plus un autre point critique. Par ailleurs, si 

l'inégalité (1.5.3) est vérifiée, cet équilibre serait un équilibre polymorphique stable, 

c'est-à-dire que les deux allèles coexisteraient. On souhaite utiliser ce résultat afin de 

déterminer sous quelles conditions la fréquence d'un allèle rare, introduit par mutation, 

augmentera. En particulier, on cherche à déterminer quelles sont les conditions pour 

qu'il y ait fixation ou extinction de l'allèle mutant, ou encore, apparition d'un équilibre 

polymorphique stable. 



Chapitre 2 

CALCUL DES COEFFICIENTS 

D'APPARENTEMENT 

Dans ce chapitre, nous allons étudier l'évolution d'un certain gène dans des mo­

dèles de population diploïde (mâles et femelles diploïdes). En particulier, nous nous 

intéresserons à la probabilité que deux ou plusieurs gènes soient identiques par descen­

dance (i.p.d.), c'est-à-dire qu'ils soient la copie d'un même gène et, par conséquent, 

qu'ils proviennent d'un ancêtre commun. Nous allons considérer les quatres modèles 

de dispersion introduits à la section 1.3. Rappelons que les générations sont discrètes 

et sans chevauchement. Par conséquent, nous trouverons les valeurs, à l'équilibre, pour 

les coefficients d'apparentement introduits au chapitre précédent: 

F, = probabilité que les deux gènes d'un individu choisi au hasard soient i.p.d., 

fil = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'individu J soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez l'individu I, 

011 = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'individu J soit i.p.d. aux deux 

gènes de l'individu I, 

'Y11 = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'individu J soit i.p.d. à un et un 

seul gène de l'individu I. 



27 

Nous allons maintenant introduire un cinquième coefficient qui sera utile lors de 

nos calculs: 

JIJK = probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'individu K soit i.p.d. à un gène ' 

choisi au hasard chez l'individu J et un gène choisi au hasard chez l'individu I. 

Rappelons qu'étant donné que nous considèrons un modèle de population à une 

infinité de colonies, la probabilité d'identité par descendance entre les individus prove­

nant de colonies différentes est nulle. Par conséquent, les individus I, J et K sont tirés 

au hasard dans la même colonie, avant la dispersion et l'accouplement. De plus, nous 

avons établi, au chapitre précédent, que 

Nous 'aurons également, 

FI = Fj, 

JIJ = JJ/, 

OIJ = oJ/, 

'YIJ = 'YJ/. 

JIJK = !tKJ = JJ/K = JJKI = JKIJ = JKJI. 

Pour chacun des modèles que nous allons considérer, nous obtiendrons, à l'équilibre, 

un système d'équations que nous tenterons de résoudre numériquement afin d'obtenir 

une expression pour les cinq coefficients introduits précédemment. Par la suite, nous 

vérifierons graphiquement les approximations 

2.1. MODÈLE DE DISPERSION AVANT ACCOUPLEMENT 

Considérons un premier modèle dans lequel les femelles et les mâles migrent de 

façon uniforme vers une colonie choisie au hasard avant de s'accoupler avec proba­

bilités dl et d2 , respectivement. Par la suite, les mâles s'accouplent avec une femelle 

provenant de la même colonie avec probabilité a ou migrent à nouveau pour s'accou­

pler avec une femelle provenant d'une colonie choisie au hasard avec probabilité l-a. 



[ N couples J 

l Reproduction 

[ Rejetons\Adultes -t)--
l Dispersion ( 

l ______ A_d_u_It_e_s _~J l Accouplement 

[~ __ C_O_u_p_Ie_s ____ J 

l, Jet K 

probabilité . d, chez les femelles 

probabilité ~ chez les males 

< 
probabilité a à l'intérieur de la colonie 

probabilité (1 - ex) au hasard 

l Échantillonnage 

['--__ N_C_O_u_p_l_es_~J 

FIG. 2.1. Modèle de dispersion avant accouplement 

On considère les individus l, J et K juste avant la dispersion (voir figure 2.1) . 

Nous utiliserons les paramètres suivants: 

k2 = ] - d2 , 

28 

et le symbole "prime" pour indiquer qu'un individu provient de la génération suivante. 

De plus, nous utiliserons les symboles M, Pet C pour désigner une mère, un père et un 

couple de parents, respectivement. 

On obtient 

(2.1.1) 



29 

pour la probabilité que les deux gènes d'un individu soient i.p.d. En effet, il faut que 

les deux parents de l'individu proviennent de la même colonie pour que la probabilité 

d'identité par descendance soit non nulle. Par conséquent, la mère et le père ne doivent 

pas avoir migré et l'accouplement doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie (avec 

probabilité k1k2œ) . De plus, le gène provenant de la mère doit être i.p.d. à celui prove­

nant du père ce qui revient à calculer la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez 

un individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre individu provenant de 

la même colonie (f/}). On obtient également 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez un autre individu de la même colonie. En effet, les deux indivi­

dus proviennent du même couple de parents avec probabilité l/N. Dans ce cas, les deux 

gènes tirés sont des copies du même gène chez le même parent (et donc i.p.d.) avec 

probabilité 1/4. Avec la même probabilité, les gènes sont des copies de gènes différents 

chez le même parent et on doit alors multiplier par la probabilité que les deux gènes du 

parent soient i.p.d. (F,). Enfin, les deux gènes tirés proviennent de parents différents 

avec probabilité 1/2 et on doit multiplier par la probabilité qu'un gène choisi au hasard 

chez l'un des parents soit i.p.d. un gène choisi au hasard chez l'autre (fPM = fMP). 

D'autre part, les deux individus proviennent de couples de parents différents avec pro­

babilité (1 - 1/N) et on doit alors considérer la probabilité qu'un gène choisi au hasard 

chez l'un des deux couples de parents soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez l'autre 

couple de parents (fCIC2). 

D'autre part, on trouve 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez le père soit i.p.d. à un gène choisi 

au hasard chez la mère. En effet, les deux parents doivent provenir de la même colonie 

pour que le probabilité d'identité par descendance soit non nulle et donc tous deux ne 

doivent pas avoir migré et l'accouplement doit avoir eu lieu à l'intérieur de la 'colonie 
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(probabilité kl k2a). On cherche alors la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez 

un individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre individu provenant de 

la même colonie (f1J). De plus, on a 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'un des deux couples de parents 

soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez l'autre couple de parents. En effet, les deux 

gènes tirés sont d'origine maternelle avec probabilité ]/4 et on doit donc multiplier 

par la probabilité que les deux mères proviennent de la même colonie (k I
2

) et par la 

probabilité que les deux gènes tirés soient i.p.d. (f1J). Ensuite, avec probabilité 1/2, 

les deux gènes tirés proviennent de parents de sexe différent et on doit alors multiplier 

par la probabilité que la mère formant l'un des couples et le père formant l'autre ne 

se dispersent pas et que le père s'accouple à l'intérieur de la colonie (k l k2a) et, en­

core une fois, par la probabilité que les deux gènes soient i.p.d. (f1J). Finalement, les 

deux gènes tirés sont d'origine paternelle avec probabilité 1/4 et on doit multiplier par 

la probabilité que les deux pères proviennent de la même colonie, c'est-à-dire par la 

probabilité qu'ils n'aient pas dispersé et que tous deux se soient accouplés à l'intérieur 

de la colonie (k2 2a2). On multiplie, finalement, par JIJ. 

Par conséquent, après simplification, on obtient 

(2.1.2) 

Par ailleurs, on trouve 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux 

gènes d'un autre individu de la même colonie. En effet, les deux individus ont les 
( 

même's parents avec probabilité l/N et alors, le gène tiré chez l'individu l'est le même 
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gène que celui provenant du même parent chez l'individu l'avec probabilité 1/2. On 

doit alors multiplier par la probabilité que les deux gènes de l' soient i.p.d., donc par 

la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère soit i.p.d. à un gène choisi au 

hasard chez le père (fPM). Aussi, avec probabilité 1/2, le gène tiré chez l'individu J' 

ne sera pas le même que le gène provenant du même parent chez l'individu l' et on 

doit donc multiplier par la probabilité que les deux gènes provenant de ce parent soient 

i.p.d. entre eux, mais aussi i.p.d., à celui provenant de l'autre parent (OPM = OMP). De 

plus, avec probabilité (1 - l/N), les deux individus proviennent de parents différents. 

Dans ce cas, le gène tiré chez l'individu J' provient de la mère avec probabilité 1/2 

et on calcule alors la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère d'un des 

couples de parents soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez la mère et chez le père 

de l'autre couple de parents (fP1MI M2). Aussi, avec probabilité 1/2, le gène tiré chez 

l'individu J' provient du père et on doit donc calculer la probabilité qu'un gène choisi 

au hasard chez le père d'un des couples de parents soit i.p.d. à un gène choisi au hasard 

chez la mère et chez le père de l'autre couple de parents (fP 1MI P2). 

On trouve, d'abord, 

puisque les deux parents doivent provenir de la même colonie et donc tous deux ne 

doivent pas avoir migré et l'accouplement doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie 

(avec probabilité kl k2œ). De plus, on obtient 

puisque la mère de l'un des couples ainsi que les deux parents de l'autre couple doivent 

provenir de la même colonie, et donc ne doivent pas avoir dispersé, et l'accouple­

ment du couple PI et MI doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie (avec probabilité 

kI
2k2œ). De même, on a 
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puisque le père de l'un des couples ainsi que les deux parents de l'autre couple doivent 

provenir de la même colonie, et donc ne doivent pas avoir dispersé, et l'accouple­

ment des deux couples doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie (avec probabilité 

k2k)k2œ2 ). 

Après manipulations algébriques, on obtient 

(2.1.3) 

Pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un et 

un seul gène d'un autre individu provenant de la même colonie, on trouve 

YI'J' = ~ [~(I -fPM) + ~(F, - OPM + ~YPM)J 
N 2 2 2 

+ (1 - ~) [~(~MIPIM2 + ~PIMIMJ + ~(~MIPIP2 + ~PIMIPJ J. 

En effet, les deux individus ont les mêmes parents avec probabilité liN et le gène tiré 

chez l'individu J'est le même gène que celui provenant du même parent chez l'indi­

vidu l'avec probabilité 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que les deux 

gène de]' ne soient pas i.p.d., donc par la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez 

le père ne soit pas i.p.d. à un gène choisi au hasard chez la mère (1 - fpM)' Aussi, le 

gène tiré chez l'individu J' ne sera pas le même que celui provenant du même parent 

chez l'individu l'avec probabilité 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que 

ceux-ci soient i.p.d. mais non i.p.d. à l'autre gène de l'individu l' (F, - OPM), ou par 

la probabilité que le gène tiré chez l'individu J' soit i.p.d. à celui provenant de l'autre 

parent chez l' mais non i.p.d. à celui provenant du même parent (YPMI2). De plus, avec 

probabilité (l - liN), les deux individus proviennent de parents différents et le gène tiré 

chez l'individu J' provient de la mère avec probabilité 1/2. On calcul alors la proba­

bilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère d'un des couples de parents soit i.p.d. 

à un gène choisi au hasard chez le père de l'autre couple de parents mais non i.p.d. à 

celui provenant de la mère œM1P1MJ, ou qu'il soit i.p.d. à celui de la mère provenant de 
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l'autre couple de parent mais non i.p.d. à celui du père (ÇP1M1MJ. Avec la même proba­

bilité, le gène tiré chez l'individu J' provient du père et on procède de façon analogue. 

En premier lieu, on trouve 

puisque les deux parents doivent, encore une fois, provenir de la même colonie (pro­

babilité k,k2a). On trouve également 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère d'un des deux couples de 

parents soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez le père de l'autre couple de parents 

mais non i.p.d. à un gène choisi au hasard chez la mère. En effet, avec probabilité 

k lak2, la mère M2 de l'un des couples de parent provient de la même colonie que le 

père PI de l'autre couple. Si l'autre mère MI provient d'une colonie choisie au hasard 

(probabilité 1 - k l ), alors ses gènes ne peuvent être i.p.d. à ceux des deux autres, et on 

calcule alors la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère M 2 soit i.p.d. à 

un gène tiré au hasard chez le père PI (probabilité !IJ puisque M2 et PI proviennent 

de la même colonie). Si, toutefois, la mère MI provient elle aussi de la même colonie 

(probabilité kl ), on doit multiplier par la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez 

la mère M2 soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez le père P, mais non i.p.d. à un 

gène tiré au hasard chez la mère MI (probabilité!1J - !IJK, puisque les trois individus 

proviennent de la même colonie). De façon analogue, on obtient 

et 

ÇP1MI M2 = k,2[(l - ak2)!1J + ak2(f1J - !IJK)], 

ÇMIPIP2 = (ak2)2[(l - kl)!IJ + kl(!IJ - !IJK), 



34 

En simplifiant, on obtiènt 

YI')' = 2~ [1 + FI - aktk2 (fil + 0/1 - ~Y/1)] (2.l.4) 

+ 2 (1 - ~) kt +2 ak2 [kt +2 ak2 1/1 - ak'k2f1lK]. 

Finalement, on a 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'individu K' soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez l'individu J' et un gène choisi au hasard chez l'individu l', 

ces deux individus provenant de la même colonie. En effet, les trois individus ont les 

mêmes parents avec probabilité II N 2 et, dans ce cas, le gène tiré au hasard chez chacun 

des trois individus est une copie du même gène chez le même parent avec probabilité 

1/16. Avec probabilité 3/16, les trois gènes tirés proviennent du même parent mais ne 

sont pas tous une copie du même gène. On doit alors multiplier par la probabilité que 

les deux gènes du parent soient i.p.d. (FI). Avec probabilité 3/8, deux des trois gènes 

tirés sont des copies du même gène chez le même parent tandis que l'autre gène tiré 

provient de l'autre parent. On doit alors multiplier par la probabilité que le gène du pre­

mier parent soit i.p.d. au gène de l'autre parent (jPM). Finalement, les trois gènes tirés 

seront des copies de trois gènes différents avec probabilité 3/8. Par conséquent, deux 

d'entre eux sont nécessairement des copies respectives des deux gènes du même parent 

tandis que l'autre est une copie de l'un des deux gènes de l'autre parent. On doit donc 

multiplier par la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez l'un des parents soit i.p.d 

aux deux gènes de l'autre parent (OPM). De plus, exactement deux des trois individus 

ont les mêmes parents avec probabilité (3IN)(1-1 IN). Dans ce cas, les deux gènes tirés 

chez les deux individus provenant des mêmes parents sont des copies du même gène 

du même parent avec probabilité 114. On doit alors multiplier par la probabilité que ce 
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gène provenant de l'un des deux parents du couple soit i.p.d. au gène tiré chez l'in­

dividu provenant d'un autre couple de parent (!cIC2)' Aussi, les deux gènes tirés chez 

les deux individus ayant les mêmes parents proviennent du même parent mais sont des 

copies de gènes différents de ce parent avec probabilité 1/4. On doit alors calculer la 

probabilité que le gène tiré chez l'individu provenant d'un autre couple de parent soit 

i.p.d . aux deux gènes d'un des parents du premier couple (OCICJ. Finalement, les deux 

gènes tirés chez les individus provenant du même couple sont des copies de gènes de 

parents différents avec probabilité 1/2. De plus, le gène tiré chez l'autre individu sera 

d'origne paternelle avec probabilité 1/2 et on devra alors multiplier par la probabilité 

qu'un gène tiré au hasard chez ce père soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez la mère 

et chez le père de l'autre couple de parents (fPIMIPJ. De la même façon, le gène tiré au 

hasard chez l'individu n'ayant pas les mêmes parents que les deux autres est d'origine 

maternelle avec probabilité 1/2 et on multiplie alors par la probabilité qu'un gène tiré 

au hasard chez cette mère soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez la mère et chez le père 

de l'autre couple de parents (fpIMIMJ. En dernier lieu, les trois individus proviennent 

de couples de parents distincts avec probabilité (l - 1/N)(l - 2/N). Dans ce cas, on 

doit calculer la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez les parents du premier 

individu soit i.p.d à un gène tiré au hasard chez les parents du second individu et i.p.d. 

à un gène tiré au hasard chez les parents du troisième individu (fCI C2CJ. 

De plus, on trouve 

puisque les trois gènes tirés sont d'origine maternelle avec probabilité 1/4 et on doit 

multiplier par la probabilité que les deux mères proviennent de la même colonie (k I
2

) 

et par la probabilité que le gène de l'une soit i.p.d . aux deux gènes de l'autre (o/J). 

Ensuite, avec probabilité 1/2, les gènes tirés proviennent de parents de sexe différent 

et on doit alors multiplier par la probabilité que la mère formant l'un des couples et 

le père formant l'autre ne se dispersent pas et que le père en question s'accouple à 

l'intérieur de la colonie (k 1k2Œ) et, encore une fois, par la probabilité que le gène de 
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l'un soit i.p.d. aux deux gènes de l'autre (OIJ). Finalement, avec probabilité 1/4, les 

gènes tirés sont d'origine paternelle et on doit multiplier par la probabilité que les 

deux pères proviennent de la même colonie et donc qu'ils n'aient pas migré et qu'ils 

se soient accouplés à l'intérieur de la colonie (k22a2) multiplié, encore une fois, par OIJ. 

On trouve également 

puisque les tois gènes tirés sont d'origine maternelle avec probabilité 1/8 et on doit 

alors multiplier par la probabilité que les trois mères proviennent de la même colonie 

(k t
3

) et par la probabilité que les trois gènes soient i.p.d. (fIJK). Ensuite, avec probabi­

lité 3/8, exactement deux des trois gènes tirés sont d'origine maternelle (ou paternelle) 

et on doit alors multiplier par la probabilité que ceux-ci ne se dispersent pas (kt2ak2 

et kt (ak2)2, respectivement) et, encore une fois, par la probabilité que les trois gènes 

soient i.p.d. (fIJK). Finalement, avec probabilité 1/8, les trois gènes tirés sont d'origine 

paternelle et on procède de la même façon. 

En simplifiant, on obtient 
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À l'équilibre, on doit résoudre le système d'équations suivant: 

Afin de résoudre ce système d'équations linéaire, nous avons utiliser Mathematica. 

Les résultats obtenus ont permis de calculer flJ/fll, OIJ/O/l, YIJ!r/l et d'obtenir les 

figures 2.2, 2.3. Nous présentons seulement le cas où N= 1 et N=2, car pour un N plus 

grand, les courbes deviennent pratiquement indiscernables. 

2.2. MODÈLE DE DISPERSION APRÈS ACCOUPLEMENT 

Considérons maintenant un modèle dans lequel les mâles s'accouplent avec une fe­

melle provenant de la même colonie avec probabilité a ou migrent, de façon uniforme, 

pour s'accoupler avec une femelle d'une colonie choisie au hasard avec probabilité 

complémentaire 1 - a. Par la suite, les couples formés peuvent migrer vers une colonie 

choisie au hasard avec probabilité d. On considère les individus J, Jet K juste avant 

l'accouplement (figure 2.4). Nous utiliserons, comme à la section précédente, la nota­

tion k = 1 - d. 
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On obtient alors l'équation 
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(2.2.1 ) 

pour la probabilité que les deux gènes d'un individu soient i.p.d. En effet, il faut que 

les deux parents de J'individu proviennent de la même colonie, et par conséquent, que 

le père s'accouple avec une femelle provenant de la même colonie (probabilité œ). De 

plus, le gène hérité de la mère doit être i.p.d. au gène provenant du père (probabilité 



JIJ). 

( N couples J 

l Reproduction 

l, Jet K [ Rejetons\Adultes -+J---­
l Accouplement 
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[~ __ C_O_uP_I_e_s __ ~J l Échantillonnage 

( N couples J . 

FIG. 2.4. Modèle de dispersion après accouplement 

Par ailleurs, on a obtenu, à la section précédente, l'équation 
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pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez un autre individu. Cette équation étant d'ordre général, c'est-à­

dire qu'elle ne dépend pas du modèle d'accouplement, on l'utilisera à nouveau dans la 

présente section et il en sera de même pour toutes les équations générales de la section 

précédente. Contrairement à la section précédente, on trouve que 

JpM = aJIJ, 
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pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez le père soit i.p.d. à un gène choisi 

au hasard chez la mère. En effet, comme on considère un modèle à une infinité de colo­

nies, les deux parents doivent nécessairement provenir de la même colonie (probabilité 

a) pour que la probabilité d'identité par descendance soit non-nulle. On considère alors 

la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré au 

hasard chez un autre individu d'une même colonie (f1J). De plus, on a 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un couple de parents soit i.p.d. à 

un gène tiré au hasard chez un autre couple de parents. Dans ce cas, ce sont les deux 

couples de parents qui ne doivent pas avoir dispersé (k2
). Dans ce cas, les deux gènes 

tirés sont d'origine maternelle avec probabilité 1/4 et les deux mères proviennent né­

cessairement de la même colonie puisque ce sont seulement les mâles qui peuvent 

disperser avant l'accouplement. Ainsi, on doit calculer la probabilité qu'un gène choisi 

au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre indi­

vidu de la même colonie (f1J). Ensuite, les deux gènes tirés proviennent de parents de 

sexe différent, c'est-à-dire que l'un provient du père de l'un des couples et l'autre de 

la mère de l'autre couple, avec probabilité ]/2. Dans ce cas, le père doit provenir de la 

même colonie que la mère pour que la probabilité d'identité par descendance soit non 

nulle. On cherche alors la probabilité que le père n'ait pas migré avant de s'accoupler, 

c'est-à-dire qu'il se soit accouplé à l'intérieur de la colonie (probabilité a). Ainsi, il 

nous reste simplement à multiplier par la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez 

un individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre individu de la même co­

lonie (f1J). Finalement, les deux gènes tirés sont d'origine paternelle avec probabilité 

1/4 et les deux pères proviennent de la même colonie seulement s'ils n'ont pas dispersé 

(probabilité ( 2
) et on multiplie par JIJ. Après simplification, on trouve 

1 ( 1 ) k
2 

2 JI'1' = - (1 + FI + 2aJIJ) + ] - - -JIJ (1 + a) . 
4N N 4 

(2.2.2) 
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On avait également obtenu, à la section précédente, 

Toutefois, lorsqu'il y a dispersion avant accouplement, on trouve 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez la mère soit i.p.d. à un gène tiré 

au hasard chez le père. En effet, les deux parents proviennent de la même colonie avec 

probabilité a puisque lorsqu'il y a dispersion, les deux parents dispersent. On considère 

alors la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux gènes 

d'un autre individu de la même colonie (OIJ). On trouve également 

et 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez la mère (respectivement chez le père) 

d'un des couples de parents soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez la mère (respecti­

vement chez le père) de l'autre couple de parents. En effet, les trois individus doivent 

nécessairement provenir de la même colonie. Ainsi, pour la première équation, l'ac­

couplement du couple Pl et Ml doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie (probabilité 

a) et les deux couples ne doivent pas avoir dispersé (probabilité k2
). On calcule alors 

la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré au 

hasard chez un autre individu et i.p.d. à un gène tiré au hasard chez un troisième indi­

vidu de la même colonie (fIJK). On procède de la même façon pour la seconde équation 

toutefois, dans ce cas, l'accouplement des deux couples de parents doit avoir eu lieu à 

l'intérieur de la colonie afin de s'assurer que les deux pères proviennent de la même 

colonie. 
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Finalement, on obtient 

a (1 ) k2 

01'1' = -(f/J +o/J) + 1 - - -a (1 +a)!/JK. 
2N N 2 

(2.2.3) 

Pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un et 

un seul d'un autre individu de la même colonie, on avait obtenu 

Yl'l' = ~ [~(1- !PM) + ~ (FI - OPM + ~YPM)] 

+ (1 - ~)[ ~ (~MIPIM2 + ~PIMIM2) + ~ (~MIPIP2 + ~PIMIP2)]' 

On trouve maintenant, 

YPM = YMP = aY/J, 

puisque pour avoir identité par descendance, les deux parents doivent provenir de la 

même colonie. Par conséquent, l'accouplement doit avoir eu lieu à l'intérieur de la 

colonie (probabilité a). De plus, on trouve 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez la mère d'un des deux couples de 

parents soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez le père de l'autre couple de pareI}ts 

mais non i.p.d. à un gène choisi au hasard chez la mère. En effet, la mère du premier 

couple de parents et le père du second couple doivent provenir de la même colonie 

pour que la probabilité qu'ils aient un gène i.p.d. soit non nulle. Ainsi, la mère ne doit 

pas avoir dispersé (probabilité k) et le père doit s'être accouplé avec une femelle de 

la même colonie (probabilité a) et ne doit pas avoir dispersé par le suite (probabilité 

k). Pai conséquent, la mère du second couple provient également de la même colonie 

puisque le père n'a pas dispersé. Ainsi, on cherche la probabilité qu'un gène choisi 

au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez un autre individu 

mais non i.p.d. à celui d'un autre individu provenant de la même colonie (probabilité 
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flJ - fIJK). En procédant de la même façon, on obtient 

et, 

Ainsi, après simplification, on trouve 

YI'}' = 2~ [1 + FI - a(flJ + OIJ - ~YIJ) 1 (2.2.4) 

( 
1 ) k

2 

+ 1 - N 2(1 + a)[(1 + a)flJ - 2aflJK]. 

Finalement, on avait obtenu 

fl'J'K' = - - + -FI + - fpM + -OPM 1[1 3 3 3 1 
N2 16 ] 6 8 8 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré 

au hasard chez un autre individu et i.p.d. à un gène tiré au hasard chez un troisième 

individu de la même colonie. On trouve, d'abord, 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez J'un de~ couples de parent soit i.p.d. 

aux deux gènes d'un parent choisi hasard chez l'autre couple. En effet, les deux couples 

de parents ne doivent pas avoir dispersé (probabilité k2) et, dans ce cas, les deux parents 

tirés sont de sexe féminin avec probabilité ]/4 et comme les deux mères n'ont pas 

dispersé, elles proviennent nécessairement de la même colonie. On cherche alors la 

probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux gènes d'un 
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autre individu provenant de la même colonie (o/J). Ensuite, les deux parents tirés sont 

de sexe différent avec probabilité ]/2. Dans ce cas, ils proviennent de la même colonie 

si le parent de sexe masculin s'est accouplé avec une femelle provenant de la même 

colonie (probabilité (1') et on cherche alors la probabilité o/J, tel que précédemment. 

Finalement, les deux individus tirés sont de sexe masculin avec probabilité 1/4 et ils 

proviennent de la même colonie seulement s'ils se sont accouplés à l'intérieur de la 

colonie et on cherche donc la probabilité o/J. On trouve également 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un couple de parents soit i.p.d. à 

un gène choisi au hasard chez un autre couple de parent et i.p.d. à un gène choisi au ha­

sard chez un troisième couple de parents. Encore une fois, les trois couples ne doivent 

pas avoir dispersé (probabilité k3) pour qu'il puisse y avoir identité par descendance. 

Ainsi, les trois gènes tirés sont d'origine maternelle avec probabilité 1/8. Comme les 

trois mères proviennent de la même colonie, on cherche la probabilité qu'un gène tiré 

au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré au hasard chez un autre individu et 

i.p.d. à gène tiré au hasard chez un troisième individu provenant de la même colonie 

(f/JK). De plus, exactement deux des trois parents tirés sont de sexe féminin avec pro­

babilité 3/8. Dans ce cas, l'individu de sexe masculin provient de la même colonie que 

les deux mères à condition qu'il se soit accouplé avec une femelle de la même colonie 

(probabilité (1') et on cherche alors la probabilité f/JK. De la même façon, exactement 

deux des trois gènes tirés sont d'origine paternelle avec probabilité 3/8. Dans ce cas, 

les deux pères doivent s'être accouplés à l'intérieur de la colonie (probabilité (1'2) et on 

cherche, encore une fois, la probabilité f/JK. Finalement, les trois parents tirés sont de 

sexe masculin avec probabilité 1/8 et les trois pères doivent alors s'être accouplés avec 

un femelle de la même colonie (probabilité (1'3) et on mulitplie par la probabilité f/JK. 
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En simplifiant, on obtient 

1 
fi'PK' = 16N2 [1 +3F,+6a(fIJ+ 01J)] (2.2.5) 

3 ( 1 ) (l - d)2 
+4N 1-

N 
4 (l+a)[(l+a)(f1J+ 01J)+4afIJK] 

( 
1 ) ( 2 ) (1 - d)3 3 + 1 - N 1 - N 8 (1 + a) fIJK. 

À l'équilibre, on obtient le système donc d'équations suivant: 

I/J = 4~ (1 + FI + 2aJi,) + (1 -~) ~ Ji, (1 + a)' , 

o IJ = 2: (fi J + 0 IJ) + (1 -~); a (1 + a) flJ K 

YIJ = 2~ [1 -F, - a (fiJ + OIJ - ~YIJ)] , 

+ (1 - ~); (1 + a)[(1 + a)flJ - 2afiJK] 

1 
flJK = 16N2 [1 + 3F, + 6a(fiJ + ou)] 

3 ( 1)k2 + 4N 1- N "4 (1 + a) [(1 + a) (fiJ + ou) + 4afiJK] 

+( 1 - ~)( 1 - ~) ~ (1 + a)3 fiJK. 

Encore une fois, nous résolvons le système avec Mathematica, ce qui nous permet 

d'obtenir les figures 2.5, 2.6. Encore une fois, nous présentons seulement le cas où N=2 

et N=3, car pour un N plus grand, les courbes deviennent pratiquement indiscernables. 

2.3. MODÈLE AVEC POSSIBILITÉ D'EXTINCTION DE LA POPULATION 

Nous allons maintenant considérer un modèle de dispersion avant accouplement 

mais avec possibilité d'extinction de la population. Ainsi, lors de la reproduction, tous 

les individus de la colonie mourront avec probabilité m et la colonie sera alors re­

peuplée par des jeunes provenant de l'ensemble de la population. Par conséquent, la 

probabilité d'identité par descendance entre deux individus de la colonie sera ryulle 
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FIG. 2.5. Graphique de 

flJ / fil (rouge), OIJ/OII 
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FIG. 2.6. Graphique de 
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(vert) et YIJ!r1l (bleu) pour 

N = 3 et a = 0.5 
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1.0 

1.0 

après la recolonisation (figure 2.7). En somme, ce modèle ressemble au modèle de dis­

persion avant accouplement mais, dans ce cas-ci , la probabilité de dispersion des mâles 

est la même que celle des femelles (dl = d2 = d) et la probabilité d'accouplement à 

l'intérieur de la colonie est certaine (a =1). Afin de simplifier les équations, nous 

utiliserons la notation k = 1 - d. 

Tout d'abord, remarquons que dans le cas où il n' y a pas d'extinction (probabilité 

1 - m), on retrouve les mêmes équations que dans le modèle de dispersion avant ac­

couplement mais avec kl = k2 = k et a = 1. Par conséquent, il nous teste uniquement 
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FIG. 2.7. Modèle avec possibilité d'extinction · 
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à vérifier ce qu'il se passe lorsqu'il y a extinction de la population. On trouve alors: 

(2.3.1) 

11'1' = (l-m) [4~ (1 + FI + 2ftJ) + (1 - ~ )k21IJ] + m[2~ (J + FI)] (2.3.2) 

= - [1 + Fil + (1 - m) J - - k IIJ, 1 ( 1 ) 2 

4N 2N 

(2.3.3) 
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y/' l' = (1 - m) [2~ (1 + F / - e (I/J + 8/J - ~Y /J )) + 2 (1 - ~) k2 
(f/J - k fi J K ) 1 

(2.3.4) 

+ m [2~ (1 + F /) 1 

= 2~ [1 + F /] + (1 - m) [ ;, Gy /J - fi J - 8/J ) + 2~ (1 - ~) (f/J - k I/J K ) 1 

et 

(2.3.5) 

À l'équilibre, on doit résoudre le système d'équations suivant: 

I/J = 1 ::/ +(1-m)(I- 2~)~I/J' 

8/J = (1- m) [;: (f/J + 8/J) + (1 - ~) k3 flJK l, 
Y/J = 1 ;:/ +(1-m)[;'(~Y/J-I/J-8/J)+2~(I- ~)(f/J-kI/JK)l, 

1 + 3F/ [ 3k
2 

3k
2 

( 1 ) 
I/JK = 16N2 + (1 - m) 8N2 (f/J + 8/J) + 4N 1 - N (f/J + 8/J + 2kflJK) 
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En résolvant le système à l'aide de mathematica, on obtient les figures 2.11, 2.12. 

Nous présentons seulement le cas où N=2 etN=3, car pour un N plus grand, les courbes 

deviennent pratiquement indiscernables. 

2.4. MODÈLE DE DISPERSION DES GAMÈTES AVANT LEUR UNION 

Finalement, considérons un modèle où chaque individu produit une infinité de ga­

mètes qui peuvent se disperser avant de s'unir, avec probabilité d] et d2 , respectivement, 

pour les gamètes femelles et mâles. Afin d'alléger les équations, nous utiliserons la no­

tation k] = I-d] et k2 = I-d2 pour la probabilité de ne pas disperser. Dans ce modèle, 

il y aura également une infinité de colonies. Toutefois, chaque colonie sera formé de 

N individus plutôt que de N couples comme c'était le cas dans les modèles avec ac-
, 

couplement. Par conséquent, on considère les individus l, J et K après la dispersion 
\ . 

des gamètes (figure 2.10). Remarquons qu'ici, nous ne pourrons utiliser les formules 

générales des sections précédentes puisque, par exemple, dans le modèle avec union 

de gamètes, les deux gamètes formant un individu peuvent provenir d'un même pa­

rent tandis que dans le modèle avec accouplement, chacun des gamètes provient d'un 

parent du couple. 
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FIG. 2.10. Modèle de dispersion des gamètes avant leur union 

On obtient d'abord, 

FI' = ~k,k2[~+~FI1+(I- ~)k,k2f/J' 
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(2.4.1 ) 

pour la probabilité que les deux gènes homologues d'un individu soient i.p.d. En ef-

fet, les deux gènes de l'individu proviennent du même parent avec probabilité liN et 

doivent donc provenir de la même colonie, c'est-à-dire que le gamète femelle et le ga­

mète mâle formant l'individu ne doivent pas avoir dispersé (probabilité k,k2) . Ainsi, 

les deux gènes de l'individu sont des copies du même gène de son parent avec proba­

blité 1/2 et ils sont donc i.p.d. Par ailleurs, ils sont des copies de gènes différents avec 

probabilité 1/2 et ils sont donc i.p.d. si les deux gènes du parent le sont (probabilité 

FI)' Aussi, les deux gènes de l'individu proviennent de parents différents avec proba­

bilité (1 - liN). Dans ce cas, les deux gamètes portant les gènes doivent provenir de 

la même colonie (probabilité k,k2) pour qu'il puisse y avoir identité par descendance 
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puisqu'on considère un modèle à une infinité de colonies. Par conséquent, on cherche 

la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez l'un des parents soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez l'autre parent provenant de la même colonie (probabilité lu). 

On trouve aussi 

(2.4.2) 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez un autre individu de la même colonie. Cette équation est très 

semblable à l'équation (2.4.1) puisque, dans les deux cas, on calcule la probabilité que 

le gène porté par un gamète choisi au hasard soit i.p.d . au gène porté par un autre ga­

mète choisi au hasard. La seule différence réside dans le sexe des gamètes puisque dans 

l'équation (2.4.1), on aura nécessairement un gamète femelle et un gamète mâle puis­

qu'on considère les deux gamètes d'un individu. Toutefois, dans l'équation (2.4.2), le 

sexe des gamètes est aléatoire puisqu'on choisi un gamète au hasard chez deux indi­

vidus distincts. Par conséquent, le gamète tiré est un gamète femelle avec probabilité 

1/2 et mâle avec la même probabilité. Ainsi, la probabilité que les deux gamètes ne 

dispersent pas devient (k, + k2/ /4. 

Ensuite, on trouve 

(2.4.3) 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux 

gènes d'un autre individu choisi au hasard. En effet, les trois gènes proviennent du 

même parent avec probabilité 1 /Wk,k2(k, + k2)/2 puisque le gamète femelle et le ga­

mète mâle de l'individu l' de même que le gamète choisi au hasard chez J' doivent 

provenir de la même colonie pour avoir le même parent. Par conséquent, les trois ga­

mètes sont des copies du même gène de leur parent avec probabilité 1/4 et ils sont 

donc i.p.d. Par ailleurs, ils ne sont pas tous des copies du même gène avec proba­

bilité complémentaire et sont donc i.p.d. seulement si les deux gènes du parent sont 
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i.p.d. (probabilité FI). Ensuite, deux des trois gènes proviennent du même parent tan­

dis que l'autre provient d'un autre parent de la même colonie avec probabilité (3/N)(l-

1/N)k1k2(k l + k2)/2. Dans ce cas, les deux gènes provenant du même parent sont des 

copies du même gène avec probabilité 1/2 et ils sont alors i.p.d. au gène provenant de 

l'autre parent avec probabilité J/J. De plus, avec probabilité 1/2, les deux gènes pro­

venant du même parent sont des copies de gènes différents et ils sont donc i.p.d. entre 

eux et avec le gène provenant de l'autre parent avec probabilité 6/J. Finalement, les 

trois gènes proviennent de parents différents mais provenant de la même colonie avec 

probabilité (1 - l/N)(1 - 2/N)k1k2(k l + k2)/2. Dans ce cas, on cherche la probabilité 

qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez 

un autre individu et i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un troisième individu de la 

même colonie (probabilité J/JK)' 

On trouve également 

1 kt + k2 1 1 ( 1 ) kl + k2 
YI'J' = N2 k 1k2 2 2(1 - FI) + N 1 - N k 1k2 2 Y/J 

+ ~(1- ~)klkt ;k2[(1_k2)(~ + ~FI) 

+ k2 (~(1 - J/J) + ~ (FI - 6/J + ~Y/J)) 1 

pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à un et un 

seul gène d'un autre individu choisi au hasard. Tout d'abord, les trois gènes proviennent 

du même individu avec probabilité (1/W)k tk2(k l + k2)/2 (pour les mêmes raisons que 

précédemment). Dans ce cas, le gène provenant de l'textitJ' et un des gènes de l' sont 

des copies du même gène tandis que l'autre gène de l'est une copie de l'autre gène du 

parent avec probabilité 1/2. Par conséquent, le gène de J'est i.p.d. à un et un seul gène 

de l' si les deux gènes du parents ne sont pas i.p.d. (probabilité (1 - FI))' De plus, les 
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deux gènes de l' proviennent du même parent tandis que le gène de J' provient d'un 

autre parent de la même colonie avec probabilité (l/N)(l - 1/N)k,k2(k, + k2 )/2. On 

cherche alors la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. à 

un et un seul gène d'un autre individu provenant de la même colonie (probabilité YIJ)' 

Enfin, l'un des deux gènes de l', disons celui se situant sur le gamète femelle, ainsi que 

le gène de J' provient du même parent tandis que l'autre gène de l' provient d'un parent 

différent avec probabilité (l/N)(1 - 1 /N)k 1k2(k, + k2)/2. Par ailleurs, si le gamète mâle 

de [' disperse (probabilité (1 - k2 )), il est nécessairement non i.p.d. aux deux autres 

gènes et on cherche alors la probabilité que deux gènes provenant du même parent 

soient i.p.d. C'est le cas si les deux gènes sont des copies du même gène (probabilité 

1/2) ou, s'ils sont des copies de gènes différents (probabilité 1/2), si les deux gènes 

du parent sont i.p.d. (probablité FI)' Par contre, si le gamète mâle de l' ne disperse 

pas (probabilité k2), on doit considérer deux cas. D'abord, si les deux gènes provenant 

du même parent sont des copies du même gène (probabilité 1/2), on doit calculer la 

probabilité qu'un gène tiré au hasard chez ce parent ne soit pas i.p.d. à un gène tiré au 

hasard chez l'autre parent qui provient, dans ce cas, de la même colonie (probabilité 

(1 - flJ)). De plus, si les deux gènes provenant du même parent ne sont pas des copies 

du même gène, avec probabilité 1/2, on cherche la probabilité qu'ils soient tout de 

même i.p.d. mais non i.p.d. au gène provenant de l'autre parent (probabilité FI - OIJ) 

ou qu'ils ne soient pas i.p.d. entre-eux mais que l'autre gène de l', dans ce cas celui 

situé sur le gamète mâle, soit i.p.d. au gène de J' (probabilité YIJ/2). On procède de la 

même façon pour obtenir le terme suivant mais on considère que c'est le gamète mâle 

de l' qu i provient du même parent que le gamète de J'. Finalement, les trois gamètes 

proviennent de parents différents avec probabilité (l-I/N)(l-2/N) et, dans ce cas, au 

moins un des gamètes provenant de l'individu l'ainsi que le gamète provenant de J' 

ne doivent pas avoir dispersé (probabilité (k, + k2)2/4) pour qu'il y ait i.p.d. Si l'autre 

gamète de l' disperse (probabilité 1 - (kt + k2)/2), alors il sera nécessairement non 

i.p.d. aux deux autres qui n'ont pas dispersé. Dans ce cas, on calcule la probabilité 

que les gènes de ces deux gamètes provenant de parents différents mais de la même 

colonie soient i.p.d., c'est-à-dire, la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un 

individu soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre individu provenant de 
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la même colonie (f1J). Toutefois, si le troisième gamète ne disperse pas (probabilité 

(k l + k2)/2), on calcule la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu soit 

i.p.d. à un gène choisi au hasard chez un autre individu mais non i.p.d. a un gène choisi 

au hasard chez un troisième individu provenant de la même colonie (f1J - fIJK). Après 

simplification, on a 

1 k l + k2 [1 ] 1 ( 1 ) k l + k2 
YI'l' = N2 k1k2 2 2'(1 - FI) + N 1 - N k)k2 2 YIJ (2.4.4) 

+ ~(1- ~)kl ;k2[(k)(1-k2)+k2(1-k)))(i+~FI) 

+ k1k2 (1 - flJ + FI - OIJ + iYIJ)] 

1 2 k l + k2 k l + k2 

( ) ( ) ( )
2 [ ] + 1 - N 1 - N ·2 flJ - 2 fIJK. 

Finalement, on trouve 

1 k l + k2 1 3 3 1 k l + k2 1 1 
( )3 [ ] ( ) ( )3 [ 1 fl'l'K' = N2 2 4 + 4FI + N 1 - N 2 2'flJ + 2'01J (2.4.5) 

1 2 k l + k2 

( ) ( ) ( )

3 

+ ] - N 1 - N 2 fIJK, 

pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. à un gène tiré 

au hasard chez un autre individu et i.p.d. à un gène tiré au hasard chez un troisième 

individu. Remarquons que cette équation est très similaire à l'équation (2.4.3). En ef­

fet, dans les deux cas, on considère trois gamètes mais dans l'équation (2.4.3), deux 

des trois gamètes proviennent du même individu et donc il s'agit nécessairement d'un 

gamète mâle et d'un gamète femelle tandis qué le troisième peut être mâle ou femelle 

puisqu'on le choisit au hasard chez un autre individu. Par contre, dans ce cas-ci, les 

trois gamètes sont choisis au hasard chez trois individus distincts et ont donc autant 

de chance d'être mâle que fem.elle. Par conséquent, la probabilité que les gamètes ne 

dispersent pas devient (k l + k2 )3/8 dans l'équation (2.4.5). 
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À l'équilibre, on doit résoudre le système d'équations suivant: 

FI == 2~k,k2 [1 + F,] + (1 - ~) k,k2Ill' 

1 (k' + k2)2 (1 ) (k' + k2)2 IIJ == 2N 2 [1 + FI ] + ] - N 2 Ill, 

k,k2 k, + k2 3 ( 1) k, + k2 
6ll == 4N2 k,k2 2 [1 + 3FI ] + 2N 1 - N k,k2 2 Lfil + 6IJ] 

+(1- ~)(1- ~)k,k/' ;k2filK , 

1 k, + k2 . 1 ( 1 ) k, + k2 
Yll == 2N2 k,k2 2 [0 - FI)] + N 1 - N k,k2 2 Yll 

+ 2~(1- ~)kt ;k2[(k,0-k2)+k20-kt»0 + FI) 

+ k,k2 (1 - III + F/- 6ll + ~Yll)] 

] 2 kt + k2 
( ) ( ) ( )

3 

+ 1 - N 1 - N 2 filK. 

En résolvant le système d 'équations, on obtient les figures 2.11, 2.12. Nous pré­

sentons seulement le cas où N==5 et N==10, car pour un N plus grand, les courbes 

deviennent pratiquement indiscernables. 
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FIG. 2.11. Graphique de 

flJ/fll (rouge), 6IJ/OII 

(vert) et YIJ /rll (bleu) 

pour N = 5 et 0: = 0.5 

La o 

FIG. 2.12. Graphique de 

flJ/fll (rouge), 6IJ/OII 

(vert) et YIJ /rll (bleu) 

pour N = 10 et 0: = 0.5 
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CONCLUSION 

Ce mémoire visait à obtenir les conditions d'invasion d'un allèle mutant. Il fallait 

donc vérifier deux propriétés essentielles. Premièrement, lorsqu'un allèle mutant est in­

troduit dans une population, sa fréquence est nécessairement petite et, par conséquent, 

pour que ce dernier subsiste dans la population, il faut éviter l'extinction de l'allèle 

à partir d'une fréquence initiale près de 0, ce qui veut dire que la fréquence ° doit 

être un équilibre instable. De plus, pour que l'allèle finisse par envahir complètement 

la population, il faut se rapprocher de la fixation de l'allèle à partir d'une fréquence 

près de 1, ce qui veut dire que la fréquence 1 est un équilibre stable. Afin d'étudier 

ces deux propriétés, nous avons déduit une équation pour le taux de changement de la 

fréquence d'un allèle. Nous avons considéré ce taux de changement dans le cas parti­

culier où l'allèle favorise l'altruisme. Nous avons constaté que l'extinction de J'allèle 

est un équilibre instable lorsque le taux de changement (la dérivée) est positif pour une 

fréquence initiale près de O. Par ailleurs, la fixation de l'allèle est un équilibre stable 

si le taux de changement est positif pour une fréquence initiale près de 1. Nous avons 

également remarqué que si les approximations 

sont vérifiées, on obtient une seule condition pour que les deux propriétés soient res­

pectées. Les résultats numériques obtenus au Chapitre 2 étant très concluants, nous 

pouvons utiliser ces approximations dans des populations diploïdes où l'accouplement 

a lieu avant ou après l'accouplement, dans un modèle avec probabilité d'extinction de 

la population et dans un modèle d'union des gamètes. Nous pouvons donc conclure 
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;' que dans tous ces types de population, un allèle introduit par mutation envahira la po­

pulation si : 

m flJ 
C fil - < ------'-----:-
b ] - (1 - m) flJ ' 

fil 

où cet b représentent respectivement le coût et le bénéfice associés à un acte altruiste 

et m représente la probabilité de dispersion. 
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Annexe A 

" .. 
MODELES DE POPULATIONS HAPLO-DIPLOIDES 

Nous allons maintenant reprendre l'étude faite au chapitre 2 pour des populations 

hapl9-diploïdes (mâles haploïdes et femelles diploïdes). Dans ce type de population, le 

mâle est un oeuf non-fécondé. Par conséquent, il possède un nombre haploïde de gènes 

puisqu'il porte uniquement le gène transmis par la mère. Ce modèle peut également 

être utile pour étudier un gène situé sur le chromosome X dans une population diploïde 

puisque, rappelons-le, le mâle porte un seul chromosome X (l'autre étant Y) tandis que 

la femelle en porte deux. Par conséquent, nous tenterons de vérifier graphiquement que 

pour des populations haplo-diploïdes. Nous allons considérer uniquement les trois pre­

miers modèles de dispersion introduits à la section 1.3 puisque le modèle avec union 

des gamètes est défini uniquement dans une population diploïde. Étant donné que les 

mâles et les femeJ1es ne possèdent pas le même nombre de gènes en un locus donné, 

nous devrons faire une distinction entre les mâles et les femelles lors du calcul des 

coefficients. On désignera les femeJ1es par 1 et les mâles par J. Par conséquent, les sy­

métries (ff} = In, Of} = On, etc.) observées dans les populations diploïdes ne seront 

pas toujours vérifiées dans les populations haplo-diploïdes. Nous allons utiliser à nou­

veau les situations d'identité de Gillois afin de définir les coefficients d'apparentement 

dans le cas d'une population haplo-diploïde. Nous ne traiterons pas le cas où les deux 

individus sont des femelles puisque l'on se ramène au cas d'une population diploïde. 
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(i) ~I ~2 ~3 ~4 (ii) ~' 
1 

~' 2 
1 V - l • • • lz l • 
J • • JI • 

FIG. A.1. (i) Situations d'identité de Gillois entre une femelle 1 et un 

mâle J (ii) Situations d'identité de Gillois entre deux mâles JI et lz 

À l'aide de ces situations d'identité, on peut exprimer: 

Remarquons que les coefficients d'apparentement entre deux femelles peuvent être 

exprimés de la même façon qu'au Chapitre 2 puisque les femelles sont diploïdes. 

A.l. MODÈLE DE DISPERSION AVANT ACCOUPLEMENT 

Considérons maintenant le modèle de dispersion avant accouplement dans le cas 

où la population est haplo-diploïde. En premier lieu, on trouve 

(A. 1. I) 

puisque les deux gènes d'une femelle sont i.p.d. seulement si ses deux parents pro­

viennent de la même colonie. Par conséquent, les deux parents ne doivent pas avoir 

dispersé et l'accouplement doit avoir eu lieu à l'intérieur de la colonie (probabilité 

k l k2a). De plus, le gène issu de la mère doit être i.p.d. à celui issu du père (probabilité 

flJ). Puisque le mâle possède un seul gène au locus donné, on a pas besoin de calculer 

la probabilité précédente dans le cas où il s'agit d'un mâle. 

Ensuite, on trouve 

fI' l' = - - + - - + - FI + - f M P + 1 - - Je C 1 [1 1 (1 1 ) 1 1 ( 1) 
12 N4 422 2 N 12 
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pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez une autre femelle provenant de la même colonie. En effet, les 

deux femelles ont les mêmes parents avec probabilité ]/N. Dans ce cas, les deux gènes 

choisis proviennent du père avec probabilité ]/4 et sont nécessairement i.p.d. puisque, 

rappelons-le, le mâle possède un seul gène en un locus donné. De plus, les deux gènes 

proviennent de la mère avec la même probabilité 1/4 et sont des copies du même gène 

avec probabilité ]/2 (et sont donc i.p.d.) ou des copies de gènes différents avec proba­

bilité ]/2 également. Dans le dernier cas, les deux gènes seront i.p.d. si les deux gènes 

de la mère le sont (probabilité FI). Finalement, les deux gènes proviennent de parents 

différents avec probabilité ]/2 et sont i.p.d. si le gène provenant du père est i.p.d. à un 

gène choisi au hasard chez la mère (probabilité fMP). Par ailleurs, les deux femelles 

proviennent de couples de parents différents avec probabilité (1- ]/N). Dans ce cas, les 

deux gènes seront i.p.d. si le gène proven-ant de l'un des couples de parents est i.p.d. 

au gène provenant de l'autre couple de parents (probabilité fcICJ. 

De plus, on trouve 

et 

1 2 1 1 2 2 
fc lC2 = "4kJ/lh + 20:k ,k2flJ + "40: /éifJlh· 

Après simplification, on obtient 

1 [ ] ( 1 ) [kT fIl 12 + 20:k,k2flJ + 0: 2k~fJlh 1 fl'I' = - 3 + FI + 40:k,k2flJ + 1 - - . (A.1.2) 
12 8N N 4 

Si on calcule la même probabilité en tirant les gènes chez une femelle et un mâle 

provenant de la même colonie, on trouve 

En effet, les deux individus proviennent du même couple de parent avec probabilité 

l/N et le gène tiré au hasard chez la femelle provient de la mère avec probabilité 1/2. 

Dans ce cas, comme le gène du mâle provient nécessairement de la mère, les deux 
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gènes tirés sont des copies du même gène avec probabilité 1/2 ou des copies de gènes 

différents avec la même probabilité. Dans le dernier cas, ils sont i.p.d. à condition que 

les deux gènes de la mère le soient (probabilité F,). De plus, le gène tiré chez la fe­

melle provient du père avec probabilité 1/2 et il est i.p.d. à celui provenant de la mère 

de l'individu mâle avec probabilité !MP. Finalement, les deux individus proviennent de 

couples de parents différents avec probabilité (1 - 1/N) et les deux gènes sont i.p.d. si 

le gène provenant des parents de la femelle est i.p.d. au gène provenant de la mère du 

mâle (probabilité fcIMJ. 

De plus, on trouve 
1 2 1 

fc lM2 = "2kJ'lh + "2Œklk2!1J, 

puisque le gène tiré chez la femelle provient de la mère avec probabilité 1/2 et il y aura 

identité par descendance seulement si les d_eux mères proviennent de la même colonie 

et donc, n'ont pas dispersé (probabilité kT). On cherche alors la probabilité qu'un gène 

choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez une autre 

femelle (J'1'2). De plus, le gène tiré chez la femelle provient du père avec probabilité 

1/2 et on procède de façon analogue pour obtenir le résultat. 

Après simplifications, on obtient donc 

(A.1.3) 

Considérons, maintenant, la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. au gène 

d'un autre mâle. On trouve 

f l' l' = ~ [! + ~F,l + (1 - ~) +M M • 
12 N 2 2 N Ji 1 2 

En effet, les deux mâles ont les mêmes parents avec probabilité liN. Comme les gènes 

tirés proviennent nécessairement de la mère, ils sont des copies du même gène avec 

probabilité 1/2 ou des copies de gènes différents avec la même probabilité (ils sont 

alors i.p.d. avec probabilité F,). Cependant, les deux individus proviennent de parents 

différents avec probabilité (1 - liN) et sont alors i.p.d. si le gène issu de l'une des mères 
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est i.p.d. à celui issu de l'autre mère (probabilité JMI M2). 

On trouve alors 

puisque les deux mères doivent provenir de la même colonie (probabilité kî) et le gène 

tiré au hasard chez l'une doit être i.p.d. à celui tiré au hasard chez l'autre (probabilité 

J'\12)· 

Finalement, on a 

(A. 1.4) 

Calculons maintenant la probabilité que le gène porté par un individu mâle soit 

i.p.d. aux deux gènes portés par un individu femelle. On trouve 

- O,'}' = ~ [~JMP + ~OMP] + (1 - ~ )JMIPI M2. 

En effet, les deux individus proviennent des mêmes parents avec probabilité liN. Dans 

ce cas, le gène provenant de la mère chez chaque individu est une copie du même gène 

avec probabilité 1/2 et on doit alors multiplier par la probabilité que ce gène soit i.p.d. 

au gène provenant du père chez la femelle (fMP). De plus, les deux gènes provenant 

de la mère sont des copies de gènes différents avec probabilité 1/2 et, dans ce cas, la 

probabilité cherchée est vérifiée si le gène provenant du père est i.p.d. aux deux gènes 

de la mère (probabilité 0MP). Finalement, les deux individus proviennent de parents 

différents avec probabilité (1 - liN). On cherche alors la probabilité que le gène issu de 

la mère et du père de la femelle soient i.p.d. à celui issu de la mère de l'individu mâle 

(probabilité JM1P1MJ. 

Ona 

puisque, encore une fois, les deux parents doivent provenir de la même colonie (pro­

babilité œk,k2 ) et on cherche la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un mâle 
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soit i.p.d. aux deux gènes d'un individu femelle provenant de la même colonie (c5u ). 

Par ailleurs, on trouve 

puisque les trois invidus doivent provenir de la même colonie (probabilité akTk2 ) et 

on cherche la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un mâle soit i.p.d. à deux 

gènes choisis au hasard respectivement chez deux femelles provenant de la même co­

lonie (probabi lité fIl hl). 

Après manipulations algébriques, on obtient 

(A.1.5) 

Étudions maintenant la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un individu 

mâle soit i.p.d. à un et un seul gène d'un individu femelle. On trouve 

En effet, les deux individus proviennent du même couple de parents avec probabilité 

liN. Dans ce cas, les deux gènes provenant de la mère sont des copies du même gène 

avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que ce gène ne soit pas i.p.d. à celui 

provenant du père de l'individu femelle (probabilité 1 - fMP). Toutefois, les deux gènes 

provenant de la mère sont des copies de gènes différents avec probabilité 1/2 et on doit 

alors considérer deux cas. Premièrement, les deux gènes provenant de la même mère 

sont i.p.d. entre eux mais non i.p.d. à celui provenant du père de l'individu femelle avec 

probabilité FI - c5MP ou, deuxièment, le gène de l'individu mâle (qui provient néces­

sairement de la mère) est i.p.d. au gène provenant du père de l'individu femelle mais 

non i.p.d. au gène provenant de la mère (probabilité 'YMPI2). D'autre part, les deux 

individus proviennent de couples de parents différents avec probabilité (1 - liN). Dans 

ce cas, on cherche la probabilite que le gène issu de la mère de l'individu mâle soit 

i.p.d. au gène issu de la mère de l'individu femelle mais non i.p.d. à celui issu du père 

(probabilité ÇPIMI M2) ou, à l'inverse, qu'il soit i.p.d. au gène issu du père de l'individu 
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femelle mais nQn i.p.d. à celui issu de sa mère (probabilité ÇMIPI M2)' 

Ona 

Tout d'abord, remarquons que les deux mères doivent nécessairement provenir de la 

même colonie. Par conséquent, si les deux mères proviennent effectivement de la même 

colonie mais non le père (probabilité kf (1 - ak2)), alors on cherche simplement la 

probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un gène choisi 

au hasard chez une autre femelle provenant de la même colonie (fIl 12)' Toutefois, si les 

trois individus proviennent de la même colonie (probabilité kfak2), on doit multiplier 

par la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un gène 

choisi au hasard chez une autre femelle mais non i.p.d au gène d'un mâle provenant de 

la même colonie (fIl 12 - fI I /2J). En procédant de la même façon, on trouve 

Après quelques simplifications, on obtient 

Y/'J' = 2~ [1 + FI - ak l k2 (l1J + OIJ - ~YIJ)] (A.l.6) 

, + (1 - ~) [kif11/2 + ak l k2fIJ - 2akik2f11/2J] . 

Maintenant, si on calcule la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une fe­

melle soit i.p.d. aux deux gènes d'une autre femelle provenant de la même colonie, on 

trouve 

01;1; = ~ [~fMP + ~ (~fMP + ~OMP) 1 + (1 - ~)[ ~fMIPIM2 + ~fMIPIP2l· 
En effet, les deux femelles ont les mêmes parents avec probabilité l/N. Dans ce cas, 

le gène choisi au hasard chez la femelle h provient du père avec probabilité 1/2 et il 

est nécessairement i.p.d. au gène provenant du père de la femelle Il puisqu'elles ont le 

même père. Par conséquent, on cherche la probabilité que ce gène soit i.p.d. au gène 

provenant de la mère de la femelle Il (fMP)' Aussi, le gène choisi au hasard chez la 
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femelle /z est d'origine maternelle avec probabilité 1/2. Dans ce cas, le gène provenant 

de la mère chez l'autre femelle est une copie du même gène avec probabilité 1/2 et 

on cherche la probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui issu du père de la femelle l, 

(fMP). Par ailleurs, le gène provenant de la mère de la femelle Il est une copie d'un 

autre gène avec probabilité 1/2. On cherche alors la probabilité que les deux gènes de 

la mère soient i.p.d. au gène du père (OMP). Finalement, les deux femelles proviennent 

de couples de parents différents avec probabilité (1 - liN). Ainsi, le gène choisi au 

hasard chez la femelle /z est d'origine maternelle avec probabilité 1/2 et on cherche la 

probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui issu du père et de la mère chez la femelle Il 

(fMIPIMJ. D'autre part, le gène choisi au hasard est d'origine paternelle avec la même 

probabilité 1/2 et on cherche, encore une fois, alors la probabilité que ce gène soit i.p.d. 

à celui issu du père et de la mère de l'autre femelle (fMIPI P2). 

De plus, on trouve 

En effet, les trois parents doivent provenir de la même colonie (probabilité akik2) pour 

que la probabilité d'identité par descendance soit non nulle. Par la suite; on cherche 

la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez un mâle soit i.p.d. à un gène choisi au 

hasard chez deux autres femelles provenant de la même colonie (f/1/21 ). En procédant 

de la même façon, on obtient 

Finalement, après simplifications, on trouve 

(A.l.7) 

Étudions maintenant la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une femelle 

soit i.p.d. à un et un seul gène d'une autre femelle provenant de la même colonie. On a 

Yl'l' = ~ [! (1 - IMP) + ! (! (1 - IMP) + ~ (FI - OMP + !YMP))] 
12 N 2 2 2 2 2 

+ (1 - ~) [~ (ÇPIMI M2 + ÇMIPIMJ + ~ (ÇPIMIP2 + ÇMIPI~2)]. 
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Encore une fois, les deux individus ont les mêmes parents avec probabilité 1/N. Par la 

suite, le gène choisi au hasard chez la femelle h est d'origine paternelle avec probabi­

lité 1/2. Dans ce cas, l'autre femelle a nécessairement une copie du même gène puis­

qu'elle provient du même père. Par conséquent, on cherche la probabilité que ce gène 

ne soit pas i.p.d. au gène provenant de la mère de la femelle Il (probabilité 1 - !MP). 

Toutefois, le gène choisi au hasard chez la femelle h est d'origine maternelle avec la 

même probabilité 1/2 et on doit alors considérer deux cas. Premièrement, ce gène est 

une copie du même gène que celui issu de la mère de la femelle Il avec probabilité 

1/2. Dans ce cas, on multiplie par la probabilité que ce gène ne soit pas i.p.d. à celui 

issu du père de la femelle Il (1 - !MP). Deuxièment, le gène choisi au hasard chez la 

femelle 12 n'est pas une copie du même gène que celui issu de la mère de la femelle lb 

avec probabilité 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que les deux gènes de la 

mère soient i.p.d. entre eux mais non i.p.d. à celui du père (FI - OMP), ou que les deux 

gènes de la mère ne soient pas i.p.d. entre eux mais que celui porté par la femelle h 

soit Lp.d. à celui issu du père chez la femelle Il (YMP/2). Finalement, les deux femelles 

proviennent de parents différents avec probabilité (1 - 1/N). Dans ce cas, le gène choisi 

au hasard chez la femelle h est d'origine maternelle avec probabilité 1/2. On cherche 

donc la probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui provenant de la mère de l'autre fe­

melle mais non i.p.d. à celui provenant du père (gPIMI M2) ou inversement (gMIPIMJ . 

D'autre part, le gène choisi au hasard chez la femelle 12 est d'origine paternelle avec 

probabilité 1/2 et on considère les deux mêmes cas. En procédant de la même façon 

que nous l'avions fait lors du calcul de YI'J', on trouve 

et 

Après quelques manipulations algébriques, on obtient 

Yrr = _1_[3 + FI - aklk2 (3!/J + o/J - ~Y/J)] 
12 4N 2 

(A.1.8) 
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Pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un 

gène choisi au hasard chez deux autres femelles provenant de la même colonie, on a 

f!'!'!' = - - + - - + -FI + -fMP+ - -fMP+ -OMP ] [ 1 ] (] 3 ) 3 3 (1 ])] 
123 N2 8 8 4 4 8 8 2 2 

En effet, les trois femelles proviennent des mêmes parents avec probabilité 1/ tv2. Dans 

ce cas, les trois gènes choisis au hasard sont d'origine paternelle avec probabilité ]/8 et, 

par conséquent, sont nécessairement i.p.d. De façon symétrique, les trois gènes choisis 

au hasard sont d'origine maternelle avec la même probabilité ]/8. Ainsi, ces trois gènes 

sont des copies du mêm~ gène de la mère avec probabilité ]/4 (et sont alors i.p.d.), ou 

des copies de gènes différents avec probabilité 3/4 et ils sont i.p.d. si les deux gènes 

de la mère le sont (probabilité FI). De plus, deux des trois gènes choisis sont d'origine 

paternelle (et donc i.p.d.) tandis que l'autre est d'origine maternelle avec probabilité 

3/8. Dans ce cas, les trois gènes sont i.p.d. si le gène provenant de la mère est i.p.d. 

à celui provenant du père (probabilité fMP). Finalement, deux des trois gènes choisis 

sont d'origine maternelle tandis que le troisième est d'origine paternelle avec la même 

probabilité 3/8. Dans ce cas, les deux gènes issus de la mère sont des copies du même 

gène avec probabilité ]/2 et on cherche la probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui 

issu du père (fMP). D'un autre côté, les deux gènes issus de la mère sont des copies de 

gènes différents avec probabilité ]/2 et on cherche la probabilité que le gène du père 

soit i.p.d. au deux gènes de la mère (OMP). 

Ensuite, exactement deux des trois femelles proviennent des mêmes parents avec 

probabilité (3/N)(l - ]/N). Dans ce cas, le gène provenant de la femelle ayant des 

parents différents est d'origine maternelle avec probabilité 1/2. De plus, les deux gènes 
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provenant des deux autres femelles sont d'origine paternelle (et donc.t0rcément i.p.d.) 

avec probabilité 1/4 et on multiplie alors par la probabilité que le gène du père soit 

i.p.d. à un gène choisi au hasard chez la mère provenant de J'autre couple de parents 

(fP 1M2). Aussi, les deux gènes des femelles ayant les mêmes parents ne proviennent 

pas du même parent avec probabilité 1/2 et, dans ce cas, on multiplie par la probabilité 

fM 1P1M2. Finalement, avec probabilité 1/4, les gènes des deux femelles ayant les mêmes 

parents sont d'origine maternelle. Dans ce cas, ce sont des copies du même gène avec 

probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui provenant de 

la mère de l'autre couple de parents (fMIMJ. Toutefois, les deux gènes ne sont pas des 

copies du même gène avec probabilité 1/2. On doit alors calculer la probabilité que le 

gène issu de la mère provenant de l'autre couple de parents soit i.p.d. aux deux gènes 

de la mère (OMI M2). D ' autre part, le gène choisi au hasard chez la femelle provenant 

des parents différents est d'origine paternelle avec probabilité ]/2 et on répète le même 

raisonnement. 

Finalement, les trois femelles proviennent de parents différents avec probabilité 

(1 - l/N)(l - 2/N). Dans ce cas, les trois gènes choisis au hasard sont d'origine mater­

nelle et on cherche la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez chacune des trois 

mères soit i.p.d. (fMI M2MJ. Par la suite, exactement deux des trois gènes sont d'origine 

maternelle avec probabilité 3/8. On doit alors calculer la probabilité qu'un gène choisi 

au hasard chez J'une des mères soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez l'autre mère 

et i.p.d. au gène du père (fMIM2PJ. De façon analogue, exactement deux des trois gènes 

choisis au hasard sont d'origine paternelle avec probabilité 3/8 et on calcule la proba­

bilité fM 1P2 P3. Finalement, les trois gènes sont d'origine paternelle avec probabilité 1/8 

et on doit multiplier par f Pi P2P3 pour obtenir la probabilité que les trois gènes soient 

i.p.d. 

En se rappelant que les individus doivent provenir de la même colonie pour que 

la probabilité d'identité par descendance soit non nulle et en considérant le sexe des 
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individus, on trouve 

et 

En remplaçant, on obtient 

1 
fl'I'I' = ----w [5 + 3FI + 6aklk2 (3flJ + OIJ)] 

1 2 3 321V-
(A.l.9) 

+ 1:N (1 - ~) [IS (JI 1 12 + OII/J + ak)k2 (3flJ + OIJ) + 2a2k~/Jlh 

+ 4akTk2f ll/2J + 4a2kl~flJlh 1 

( 1 ) ( 2) kU/I/2/3 + 3akTk2fllhJ + 3a2klk~flJlh + a3k~/Jlhh + 1-- 1-- . 
N N 8 
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Maintenant, si on calcule la même probabilité que précédemment mais en considé­

rant deux femelles et un mâle, on trouve 

En effet, les trois individus ont les mêmes parents avec probabilité 1/ N2 . Dans ce cas, 

les gènes choisis au hasard chez les deux femelles proviennent du père avec probabilité 

1/4. Comme ils sont nécessairement i.p.d. entre eux, on cherche la probabilité qu'ils 

soient i.p.d. au gène du mâle. Ainsi, on cherche la probabilité qu'un gène choisi au 

hasard chez la mère soit i.p.d. au gène du père (fMP). D'autre part, les deux gènes en 

provenance des femelles proviennent de parents différents avec probabilité ]/2. Ainsi, 

le gène en provenance de la mère chez l'une des deux femelles est une copie du même 

gène que celui porté par le mâle avec probabilité ]/2. Dans ce cas, on multiplie par la 

probabilité que ce gène soit i.p.d. à celui en provenance du père chez l'autre femelle 

(fMP). Toutefois, si les deux gènes en provenance de la mère sont des copies de gènes 

différents (probabilité 1/2), on cherche la probabilité que le gène en provenance du père 

chez l'autre femelle soit i.p.d. aux deux gènes de la mère OMP. Finalement, les gènes 

choisis au hasard chez les deux femelles sont d'origine materneIle avec probabilité 1/4. 

Dans ce cas, ils sont des copies du même gène que celui du mâle avec probabilité 1/4 

mais ils sont des copies de gènes différents avec probabilité 3/4. Ils sont alors i.p.d. 

seulement si les deux gènes de la mère le sont (probabilité FI). 

Ensuite, exactement deux des trois individus proviennent des mêmes parents avec 

probabilité (3/N)(1-1/N). Dans ce cas, avec probabilité ]/3, c'est le mâle qui provient 

d'un couple de parents différents. Ainsi, les gènes choisis au hasard chez les deux fe­

melles sont d'origine paternelle avec probabilité ]/4 et 'on calcule la probabilité que 

ce gène soit i.p.d. à celui du mâle qui, rappelons-le, provient d'une mère différente 
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(fPt M2)' Toutefois, si les gènes choisis au hasard chez les deux femelles proviennent 

de parents différents (probabilité 1/2), alors on doit considérer la probabilité que ces 

gènes soient i.p.d. entre eux et avec celui provenant de la mère de l'autre couple de 

parents (fMt PtM2)' Enfin, si les gènes provenant des deux femelles sont d'origine ma­

ternelle (probabilité 1/4), alors ils sont des copies du même gène ou de gènes différents 

avec probabilité 1/2 dans les deux cas. Ainsi, s'ils sont des copies du même gène, on 

cherche la probabilité que ce gène en provenance de la mère soit i.p.d. au gène du mâle, 

qui provient de l'autre mère (probabilité fMt M2)' Par contre, si les deux gènes sont des 

copies de gènes différents, on cherche la probabilité que le gène provenant de la mère 

du mâle soit i.p.d. aux deux gènes de la mère des deux femelles (probabilité 6MtM2 ). 

Dans le cas où c'est l'une des deux femelles qui provient de parents différents (pro­

babilité 2/3), on doit considérer quatre cas qui se produiront chacun avec probabilité 

1/4. Premièrement, si les gènes choisis au hasard chez les deux femelles sont d'ori­

gine paternelle, on cherche la probabilité que le gène du père de l'un des couples de 

parents soit i.p.d. au gène en provenance du père et de la mère de l'autre couple de 

parents (fMt PtP2)' Ensuite, si le gène choisi au hasard chez la femelle provenant de 

parents différents est d'origine maternelle tandis que celui de l'autre femelle est d'ori­

gine paternelle, on cherche la probabilité f M tP tM2' En troisième lieu, on considère le 

cas inverse, c'est-à-dire que le gène choisi au hasard chez la femylle provenant de pa­

rents différents est d'origine paternelle tandis que celui provenant de l'autre femelle 

est d'origine maternelle. Par conséquent, les gènes provenant du mâle et de la femelle 

ayant les mêmes parents sont tous deux issus de la mère. Dans ce cas, ils sont des co­

pies du même gène avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité fM t P2' Toutefois, 

ils sont des copies de gènes différents avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité 

qu'ils soient i.p.d. entre eux et avec celui provenant de la mère de l'autre couple de 

parents (6MtP2 ). En dernier lieu, si les gènes choisis au hasard chez les deux femelles 

proviennent de leur mère respective, on procède de la même façon que précédemment 

mais en considérant que le gène provenant de l'individu ayant des parents différents 

est d'origine maternelle. 
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Finalement, les trois individus proviennent de parents différents avec probabilité 

(1-1/ N)( 1-2/ N). Par conséquent, si les gènes choisis au hasard chez les deux femelles 

sont d'origine paternelle (probabilité 1/4), on cherche la probabilité fP IP2M3' Toutefois 

s'ils sont d'origine différente (probabilité 1/2), on cherche la probabilité fMI P2M3' Fina­

lement, s'ils sont d'origine maternelle on cherche la probablité fMIM2 M3' 

En remplaçant d'après ce que nous avons obtenu précédemment, on trouve 

1 
fl'l'1' = 6 AT7 [1 + 3FI + 4aklk2 (2f/J + o/J)] 

12 1 IV-
(A.l.IO) 

+ 8~ (1 - ~) [3"7 (ft 1 12 + OII/J + 2ak)k2 (2f/J + o/J) + 8a"7k2f11/21 

+ 4a
2
k lJ0.f/J lh 1 

+1-- 1-- . ( 1 ) ( 2) kUII/2/3 + 2akik2fll/21 + a2klk~ftllh 
N N 4 

Pour la probabilité que le gène d'un individu mâle soit i.p.d. à celui d'un autre 

individu mâle et i.p.d. à un gène choisi au hasard chez une femelle provenant de la 

même colonie, on trouve 

fl'l' l' = _1 [~(~ fMP + ~OMP) + ~ (~ + ~FI)l 
12 N222 2 244 

+ ~ (1 - ~)[ ~ [~GfMIM2 + ~OMIM2) + ~ (~fMIP2 + ~OMIP2)l 

+ ~. [~ (~fMIM2 + ~OMIM2) + ~fMIPIM2ll 

+ (1 - ~)( 1 - ~)[ ~fMIM2M3 + ~fMIM2P3l. 

Comme ce calcul est plutôt long mais assez semblable à celui effectué précédemment, 

il est laissé aux soins du lecteur. 
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En remplaçant dans l'équation précédente, on trouve 

(A.1.1I) 

+ 4~ (1 - ~) [3kf (1/ 1/2 + 6/1/2 ) + ak[k2 (f/1 + 6/1) + 4akfk2fllhl] 

+ (1 _ ~) (1 _ ~) kTfllh /
3 + ;kfk2fllhl. 

En dernier lieu, si on considère la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez trois 

mâles distincts provenant de la même colonie, on obtient 

11' 1'1' = - - + -FI + - 1 - - - FM M + -6M M 1 [1 3 1 3 ( 1) [Ill 
1 2 3 N2 4 4 N N 21 ' 1 2 2 1 2 

Remarquons, tout d'abord, que les trois gènes sont nécessairement d'origine mater­

nelle puisqu'on considère trois individus mâles. Ainsi, ces trois mâles ont la même 

mère avec probabilité I1N2 et les gènes qu'ils portent sont des copies du même gène 

de la mère avec probabilité 1/4. Toutefois, ils sont des copies de gènes différents avec 

1 probabilité 3/4. Par conséquent, ils sont i.p.d. seulement si les gènes de la mère le sont 

(probabilité FI)' Ensuite, exactement deux des trois individus proviennent du même 

couple de parents avec probabilité (3IN)(1 - liN). Dans ce cas, les gènes des deux 

individus ayant la même mère sont des copies du même gène avec probabilité 112 et 

on cherche la probabilité que ce gène soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez l'autre 

mère (probabilité fM IM2)' Toutefois, les deux gènes provenant de la même mère sont 

des copies de gènes différents avec probabilité 1/2 et on doit multiplier par la probabi­

lité que ces deux gènes soient i.p.d. entre eux et i.p.d. à un gène choisi au hasard chez 

l'autre mère (probabilité 6M, M2)' Finalement, les trois individus n'ont pas la même mère 

avec probabilité (1 - IIN)(1 - 21N) et on cherche la probabilité que les gènes choisis 

au hasard chez chacune des mères soient i.p.d. (fMI M2M3)' 
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Après quelques substitutions et simplifications, on trouve 

En somme, on doit résoudre, à l'équilibre, le système d'équations suivant: 

1 ( 1) 2 Of} = 2Nak ,k2 [Jf} + Of}] + 1 - N ak1kd/lhJ. 

Yf} = 4~ [1 + FI - ak1k2 (ff) + Of} -lYf}) 1 

+ (1 - ~) [k~fl,h + ak,k2ff} - 2ak~k2fl,/2}]' 

1 ( 1 ) [kIf/'/2} + ak2ff},lz 1 o/,h = 4N [ak,k2 (3ff) + Of})] + 1 - N ak,k2 2 ' 

Y/I/2 = 4~[3 + FI - ak1k2 (3ff) + Of} -lYf})l 
+ (1 _ ~) [k~fII/2 + 2ak,k2ff} + a21S/J,}~ - 2ak~k2fl,/2} - 2a2k,k~flJ,lz l, 

1 
h,hh = 32N2 [5 + 3FI + 6ak,k2 (3ff) + Of})] 

+ 4ak~k2fl,h} + 4a2k,k~fIM2l 

( 1 ) ( 2) kffl'h l3 + 3ak~k2fl,h} + 3a2klk~flJllz + a3k~/J,lzh + 1-- ]--
N N 8 ' 
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1 ( 1)[ 2 ? + 8N 1 - N 3k] (h 1/ 2 + O/llz) + 2ak]k2 (2hl + b/J) + 8akjk2hl/2l 

+ 4a2klkihiIJ2] 

( 1) ( 2) k?hl/2h + 2ak~k2hllzl + a 2
klkihhlz + 1-- 1--

N N 4 ' 

1 . 
hlllz = 8N2 [1 + 3FI + 2ak1k2 (hl + o/J)] 

+ 4~ (1 - ~) [3k~ (hllz + 011/ 2) + ak]k2 (h) + o/J) + 4ak~k2fII/2l] 

+ 1-- 1--( 1 ) ( 2) k?hllz13 + akik2hllzl 
N N 2 ' 

hllzh = 4~2 [1 + 3FI] + 2~ (1 - ~ )ki [hllz + Olllz] + (1- ~) (1 - ~ )k?hllzl3" 

Encore une fois, nous avons eu recours à Mathematica pour obtenir les rapports 

hl/ hf, o/J/bl/, 'Y/J/YII ce qui nous a permis d'obtenir la figure A.2. 

0.0 

1.0 

FIG. A.2. Graphique de hl/hl (rouge), b/J/oll (vert) et 'Y/JIYII (bleu) 

pour N = 2 et a = 0.5 
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A.2. MODÈLE DE DISPERSION APRÈS ACCOUPLEMENT 

Tout comme dans le cas diploïde, nous reprendrons, dans cette section, les équa­

tions générales trouvées lors de l'étude du modèle de dispersion avant accouplement 

pour une populationhaplo-diploïde (A.]). De plus, comme les calculs intermédiaires 

s'approchent grandement de ceux effectués à la section précédente, ils sont laissés aux 

soins du lecteur. 

Tout d'abord, pour la probabilité que les deux gènes d'un individu soient i.p.d., on 

trouve 

(A.2.1) 

Pour la probabilité qu'un gène choisi au hasard chez deux femelles distinctes soient 

i.p.d., on avait obtenu 

11'1' = - - + - - + -FI + - IMP + 1 - - Je c . 1 [1 1 (1 1 ) 1 ] ( 1) 
12 N 4 4 2 2 2 N 12 

(A.2.2) 

On trouve maintenant 

(A.2.3) 

On avait obtenu l'équation suivante pour la probabilité que le gène d'un individu 

mâle soit i.p.d. à un gène choisi au hasard chez une femelle 

Ji,}' = ~ [~(~ + ~FI) + ~IMPl + (1 - ~ ) Je I M2' 

Avec, 

on trouve 

] [ 12 ] ( 1) 2 [Ji 1/
2 + a If} 1 Ji,}' = 4N 1 + FI + 2a,ç If} + 1 - N k 2 . (A.2.4) 
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Pour la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. au gène d'un autre mâle, on a 

f J'J' = ~ [~+ ~Fll + (1 - ~) +M M • 
12 N 2 2 N J, 1 2 

Avec 

on trouve 

(A.2.5) 

On avait également trouvé que la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. au 

deux gènes d'une femelle s'exprime cOmme 

Ona 

ce qui nous permet d'obteni,r 

(A.2.6) 

Maintenant, pour la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. à un et un seul 

gène d'une femelle, on avait obtenu 

On peut facilement obtenir 

ÇPIMIM2 = k2 [(1 - a) fIl 12 + a Cf/ ,/2 - fl ,/2J)] , 

ÇMI PI M2 = ak
2 [JfJ - fl ,/2J] 
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et, en remplaçant, on trouve 

YI')' = 2~ [1 + FI - œ (f/J + O/J - ~Y/J) J + (1 - ~) k2 
[J/1/2 + œf/J - 2œhI/2J] ' 

(A.2.7) 

Si on considère la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez une femelle soit i.p.d. 

aux deux gènes d ' une autre femelle, on a 

On peut trouver 

pour finalement obtenir, après simplications, 

(A.2.8) 

Pour la probabilité qu ' un gène tiré au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un et un 

seul d ' une autre femelle, on avait obtenu 

YI; 12 = ~ [ ~ (1 - f M p)+ ~ (~ (1 - f M p) + ~ ( FI - 0 M P + ~Y M P ) ) J 

+ (1 - ~) [~(gPIMIM2 + gM1PIMJ + ~ (gPIMI P2 + gM1P1P2) J. 

En remplaçant 

on obtient 

(A.2.9) 
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Pour la probabilité qu'un gène tiré au hasard chez une femelle soit i.p.d. à un gène 

tiré au hasard chez deux autres femelles, on avait obtenu 

En utilisant 

on obtient finalement 

1 
fl'I'I' = ------;n [5 + 3FI + 6œ (3f/1 + 0/1)] 

12332JV-
(A.2.1O) 

+ l~N ( 1 - ~) I? [fIl 12 + 0/ 1/ 2 + œ (3f/1 + 0/1) + 2œ
2h ,h 

+ 4œfll/21 + 4œ
2 
f/1 lh 1 

+ (1 _ ~) (1 _ ~) k3fll/2/3 + 3œfll/21 + ~œ2f/1lh + œ
3 
fllhh. 
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Maintenant, pour la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. à un gène choisi 

au hasard chez deux autres femelles, on avait trouvé 

En remplaçant par les équations obtenues ci-dessus, on obtient 

1 
f!'!'}' = 61\1') [1 + 3FI + 4a(2flJ + OIJ)] 

12 1 lY-
(A.2.11) 

+ 8~ (1 - ~) k2
[3 (f/lh + O/lh) + a (3flJ + OIJ) + 8afll/zJ 

+ 4a
2 
flJ1h] 

+ (1 _ ~)(] _ ~) k3fllh /3 + 2af~:2J + a
2 
flJlh . 

Pour la probabilité que le gène d'un mâle soit i.p.d. au gène d'un autre mâle et 

i.p.d. à un gène choisi au hasard chez une femelle, on avait obtenu 

fF}'}' = - - -fMP+ -OMP + - - + -FI 1 [1 (1 ])] (] 3 )] 
12 N222 2 244 

+ ~ (1 - 1) [~ [~ (! FM M + !OM M ) + ~ (! FM P + ~OM P )] N N 3 2 2J1 
1 2 2 1 2 2 2J1 

1 2 2 1 2 

+ ~ [~(~fMIM2 + ~OMIM2) + ~fMIPIM2]] 

+ (1 - ~)( 1 - ~)[ ~fMIM2M3 + ~fMIM2P3]. 
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Après manipulations algébriques, on trouve 

1 
f"J;J~ = 8N2 [1 + 3F, + 2a (f/J + 6/J)] (A.2.12) 

+ 4~ (1 - ~)!? [3 Cfi,i2 + 6"'2) + a (f/J + 6/J) + 4afi,hJ] 

+ (1- ~)(1 _ ~)k3fi'h'3 ~afi'hJ. 

Finalement, pour la probabilité que le gène d ' un mâle soit i.p.d. au gène de deux 

autres mâles, on a 

1[13] 3( 1)[1 1] fJ' J' J' = - - + -F, + - 1 - - - "M M + -6M M 
1 2 3 N2 4 4 N N 2 J1 

1 2 2 ' 2 

En remplaçant, on obtient 

À l'équilibre, on doit donc résoudre le système d'équations suivant : 



YIJ = 2~ [1 + FI - a (flJ + 61J - ~YIJ ) 1 

+ (1 - ~) k2 
[fllh + aflJ - 2afII/2J] , 

6 = ~ [(3 E + 6 )] + (1 - ~) ak2 [f11/2J + aflJlh 1 
11/2 4N JIJ IJ N 2' 

YII/2 = 4~ [3 +FI-a(3flJ +61J - ~YIJ)] 
+ (1 - ~)k [f11/2 + 2afIJ + a2!Jlh2 - 2afllhJ - 2a

2 
flJlh l, 

1 
fll/2/3 = 32N2 [5 + 3FI + 6a(3flJ + 61J)] 

+ 1 :N (J - ~) k[f11/2 + 611/2 + a (3fiJ + 61J) + 2a
2 
fJlh 

+ 4afll/2J + 4a
2 
flJ lh] 

+ (J _ ~) (1 _ ~) k3fll/2/3 + 3afll/2J + !a
2 
flJ lh + a

3 
flJJ2h , 

1 
fl l/2J = 16N2 [1 + 3FI + 4a (2flJ + 61J)] 

+ 8~ (1 - ~) k2
[3 (f11/2 + 611/J + a (3flJ + 61J) + 8afllhJ 

+ 4a
2 
flJlh 1 

+ (1 _ ~) (1 _ ~) k3fll/2/3 + 2a/J~2 J + a
2 
flJlh , 

f 1 
flJlh = 8N2 [1 + 3FI + 2a (f1J + 61J)] 

En résolvant à l'aide de mathematica, on obtient la figure A.3 . 
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FIG. A.3. Graphique de flJ/.fIl (rouge), blJ/bll (vert) et 'YIJ/YII (bleu) 

pour N = 2 et a = 0.5 

A.3. MODÈLE AVEC POSSIBILITÉ D'EXTINCTION 

A-xxvi 

Pour le cas haplo-diploïde du modèle avec probabilité d'extinction de la popula­

tion, nous procèderons de la même façon qu'à la section précédente mais en uilisant 

les équations obtenues dans le modèle de dispersion avant accouplement pour une po­

pulation haplo-diploïde. Nous présentons donc uniquement les équations obtenues, les 

détails sont laissés aux soins du lecteur. 

F~ = (l - m)k2 flJ, (A.3.1) 

h;l; = (1- m) [8~ (3 + FI + 4k2hl) + (1- ~) k
2
(h,h + ylJ + fl,h)] (A.3.2) 

+m[8~(3+FI)] 
= _1_ [3 + FI] + (1 - m) [~hl + (1 _ ~) k

2 
(hl 12 + 2hl + hlh)] 

8N 2N N 4 ' 

(A.3.3) 



fJ;J; == (1-m)[2~(1 +FI)+(l - ~)k2fiI/2]+m[2~(1 + FI)] 

== 2~[1+FI]+(1-m)[(1- ~)l?fl'/2]' 

YI'}' = (1 - m) [4~ (1 + FI - e (flJ + 61J - ~YIJ)) 

+(1 - ~)k2(fi'/2+fiJ-2kfl'/2J)]+m[4~(1+FI)] 

A-xxvii 

(A.3.4) 

(A.3.5) 

(A.3.6) 

(A.3.7) 

(A.3.8) 

+ (1 -~) k
2 

(1/ 1/2 + 2fIJ + fJ'J~ - 2kfl ,/2J - 2kf lJ,h )] + m [4~ (3 + FI)] 

~ 4~ [3 + F,] + (1 - m) [ :: (~Y /J - 3 f/J - 6/J ) 

( 
l ) k2 (1/1/2 + 2fiJ + fJ,h - 2kfi ,/2J - 2kf lJ,h )] + 1 --
N 2 ' 
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(A.3.9) 

(A.3.1O) 
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(A.3.] 1) 

(A.3.12) 



À l'équilibre, on doit résoudre le système d'équations suivant: 

FI = (1 - m)k2 flJ, 

fl l/2 = 8~ [3 + Fil + (1- m) [;flJ + (1 - ~) e (J/1/2 + ylJ + fMJ] , 

1 [e ( 1)k
2

(J/1/2+flJ)] 
flJ = 4N [1 + FI] + (1 - m) 2N fIJ + 1 - N 2 ' 

fM2 = 2~ [1 + FI] + (1 - m) [(1 - ~)k2fiI/2]' 

61J = (1 - m) [2~k2 (fil + 61J) + (1 - ~) k3 
fII/2l] ' 

YIJ = 4~ [1 + Fil + (1 - m) [ :: GYIJ - fil - 61J ) 

+ (1 - ~) k2 
(J/lh + flJ - 2kfiI/2l)]. 

6/1h = (1 - m) [:: (3flJ + 61J) + (1 _ ~) k2 
(J/lh l

2
+ fillh)] , 

Y/I/2 = 4~ [3 + FI] + (1 - m) [:: (~YIJ - 3fIJ - 61J) 

+ 1--( 
1 ) e (fi1/2 + 2fil + fllh - 2kfll/2l - 2kfi llh )] 
N 2 ' 

1 [ 3k
2 

f1 1/2/) = 32N2 [5 + 3FI] + (1 - m) 16N2 (3flJ + 61J) 

A-xxx 

+ l~N (1 - ~) k2 
(J/1/2 + 6/1/2 +- 3fIJ + 61J + 2!Jlh + 4kfll/2l + 4kflJlh) 

+ (1 - ~) (1 _ ~) k3 
(fil 12/) + 3fi1/2l8+ 3flM2 + fllhh)]. 

1 . [ k2 

fi l/2l = 16N2 [1 + 3Ftl + (1 - m) 4N2 (2flJ + 61J) 
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l 
fJ,hh = 4N2 [1 + 3Fd 

+ (l - m) [2~ (1 -~) k2 
(fil '2 + 6",J + (1 - ~) (1 - ~) k3 

filh/3]. 


