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SOMMAIRE

Ce mémoire porte sur I’étude du taux de changement de la fréquence d’un all¢le.
En particulier, on cherche a déterminer les conditions pour qu’un allele rare, intro-
duit par mutation, envahisse la population, disparaisse complétement ou coexiste avec

d’autres alleles déja présents dans la population (équilibre polymorphique).

Nous allons étudier le taux de changement d’un alléle existant sous deux formes
différentes (A et B) dans une population diploide (chaque individu porte deux genes,
’un provenant de son pére et ’autre de sa mere), avec générations discrétes et sans
chevauchement (chaque individu appartient a une seule génération). La population est
formée d’une infinité de colonies et les échanges entre ces colonies se font avec une
certaine probabilité€. De plus, nous allons considérer que la sélection naturelle (qui oc-

casionne une différence de viabilité entre les différents génotypes) est faible.

Au début de chaque génération, chacune des colonies est formée de N couples (ou
N femelles inséminées). Ces N couples produiront une infinité de rejetons parmi les-
quels certains seront plus enclins que d’autres a atteindre I’age adulte, conséquence
de la sélection naturelle. Lorsque les rejetons auront atteint la maturité, ils pourront se
disperser, avec une certaine probabilité, vers d’autres colonies. 1Is demeureront dans
leur colonie avec probabilité complémentaire. A ce stade, ils s’accoupleront avec un
individu de la colonie ol ils se trouvent. Finalement, nous tirerons, au hasard, un échan-
tillon de N couples afin de former la génération suivante. Nous allons supposer que la
dispersion vers les autres colonies se fait de fagon proportionnelle. Par conséquent,
tous les individus qui se dispersent sont remplacés par des individus provenant de I’en-

semble des colonies proportionnellement a la probabilité de dispersion dans chacune



des colonies.

Dans le premier chapitre, nous allons décrire I’équation pour le taux de change-
ment de la fréquence d’un alléle dans ce type de population. Nous allons démontrer
que ce taux de changement dépend de la probabilité de dispersion, de la compétition
entre les individus d’une méme colonie et de la compétition entre les colonies. Par
conséquent, il dépend également de la distribution des types de colonies a I’équilibre
(en absence de sélection). Nous aurons recours aux coefficients d’apparentement entre

les deux parents afin d’expliciter davantage I’équation obtenue.

Par la suite, nous allons démontrer que I’équation obtenue pour le taux de change-
ment de la fréquence d’un allele est également valide pour d’autres modeles de disper-
sion. Toutefois, la distribution des types de colonies ne sera pas la méme pour chaque
modele et donc le taux de changement ne sera pas le méme non plus. Nous allons donc
considérer quatre autres modeles de dispersion. Dans le premier modele, la dispersion
a lieu avant I’accouplement, mais la probabilité de dispersion des males n’est pas la
méme que celle des femelles (modele I). Dans le second modele, la dispersion a lieu
apres I’accouplement (c’.est donc le couple et non I'individu qui se disperse)., mais
les males peuvent migrer pour s’accoupler avec une femelle provenant d’une colonie
choisie au hasard (modele IT). Dans le troisi€tme modele, la dispersion a lieu avant
I’accouplement, mais tous les individus d’une colonie mourront avec une certaine pro-
babilité (probabilité d’extinction de la population). La colonie sera alors repeuplée par
des individus des autres colonies (modéle IIT). Finalement, nous allons considérer un

modele de dispersion des gametes (modeles IV).

Nous allons €tudier le taux de changement de la fréquence d’un alléle pour le mo-
dele d’altruisme introduit par Hamilton (1964a). Dans ce modele, certains individus de

la colonie se sacrifient pour le bénéfice des autres individus de la colonie. Nous allons



étudier les conditions pour qu’il y ait fixation ou extinction de I’allele, ou encore, ap-
parition d’un équilibre polymorphique stable. Nous allons démonter que les conditions
obtenues peuvent étre simplifiées de facon significative si on parvient a démontrer trois

approximations impliquant les coefficients d’apparentement.

Par conséquent, le second chapitre porte sur I’étude des coefficients d’apparente-
ment pour les quatre modeles de dispersion énumérés précédemment. En particulier,
nous allons obtenir une expression pour chacun de ces coefficients en résolvant un sys-
teme d’équations. Toutefois, les expressions obtenues étant assez complexes, il s’est
avéré difficile de démontrer les approximations de fagon analytique. Nous avons donc

utilis€ une approche graphique.
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INTRODUCTION

Il arrive parfois qu’une erreur soit commise lors de la transcription du bagage gé-
nétique d’un individu. C’est ce qu’on appelle la mutation. Cela n’aura parfois aucune
conséquence visible chez ses descendants, mais occasionnera parfois 1’apparition d’un
nouveau gene dans la population. Lorsqu’un géne apparu par mutation est négatif,
c’est-a-dire qu’il désavantage I’individu qui le porte, il aura tendance a disparaitre de
la population par la sélection naturelle. Toutefoié, Si un géne mutant est neutre ou po-
sitif, alors il pourra coexister avec les autres genes déja présents dans la population
(apparition d’un €quilibre polymorphique stable) ou encore, envahira totalement la po-
pulation (fixation du géne mutant). La mutation est la principale cause de variabilité

génétique et constitue donc une force évolutive importante.

Nous allons donc nous intéresser aux conditions pour lesquelles il y aura extinction
ou fixation du géne mutant, ou encore, apparition d’un équilibre polymorphique stable.
Dans ce dessein, nous allons considérer un modele de population général : le modele
de population structurée. Dans ce type de modele, la population, de. taille infinie, est
subdivisée en groupes (ou colonies). Au début de chaque génération, chaque colonie
est formée de N couples (ou N femelles inséminées). Par ailleurs, les générations sont
discretes et sans chevauchement; par conséquent, un individu appartient a2 une et une
seule génération. De plus, la population est panmictique, c’est-a-dire que 1’accouple-
ment se fait au hasard et les individus sont dits diploides puisqu’ils portent deux jeux de
chromosomes, I’un en provenance du pere et I’autre de la mere. Le cas haplo-diploide
(Ie male est un oeuf non-fécondé et porte donc un seul jeu de chromosomes tandis
que la femelle est diploide) sera trait€ en annexe. De plus, nous allons supposer que

la sélection est faible et donc, qu.e la différence de viabilité (ou probabilité a atteindre
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la maturité) entre les génotypes est faible. Lorsque les individus seront matures, ils
pourront migrer vers une colonie choisie au hasard avec une certaine probabilité. Ces

modeles de dispersion ont €té introduits par Bulmer (1986) et Taylor (1988).

Le premier chapitre porte sur I’étude du taux de changement de la fréquence d’un
allele dans une population structurée avec dispersion, en supposant la sélection faible.
L’équation décrivant le taux de changement de la fréquence d’un allele peut s’écrire en
fonction de coefficients d’apparentement. Le premier coefficient, noté F, est appelé co-
efficient de consanguinité et a été introduit par Wright (1922). 11 a ét€ défini, a I’origine,
comme le coefficient de corrélation entre deux gamétés qui s’unissent avec la fonction
indicatrice d’un allele particulier comme variable. On peut montrer (voir, par exemple
Crow et Kimura, 1970) qu’il représente la probabilité que les deux genes portés par un
individu soient identiques par descendance. On dit que deux génes sont identiques par
descendance s’ils sont des copies d’un géne provenant d’un ancétre commun. Etant
donné que nous utiliserons la notion d’identité par descendance a plusieurs reprises
dans ce mémoire, nous allons utiliser I’abréviation i.p.d. afin de désigner cette expres-
sion. Le second coefficient a été introduit par Malécot (1948) et est appelé coefficient
de parenté, noté f;,. Il correspond a la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un

.individu J soit i.p.d. a un geéne choisi au hasard chez un individu /. Remarquons que
F; = fpy, 00 M et P représentent la mere et le pere de /. Le troisieme coefficient, noté
4y, représente la probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez un individu J soit i.p.d.
au deux genes de I’individu /. Finalement, v;; correspond a la probabilit€ qu’un gene

choisi au hasard chez un individu J soit i.p.d. a un et un seul géne de I’individu 1.

Nous allons donc étudier le taux de changement de la fréquence d’un gene rare, ce
qui est le cas d’un gene introduit par mutation, pour le modele d’altruisme introduit
pér Hamilton (1964a). Dans ce type de modele, certains individus vont se sacrifier afin
d’aider ou de protéger d’autres individus de leur colonie. Nous allons supposer que le
geéne introduit par mutation favorise I’adoption d’un comportement altruiste. Naturel-
lement, un comportement altruiste comporte un cofit (¢) pour I’individu qui I’adopte,

mais un bénéfice (b) pour celui qui en tire profit. Le cofit (ou le bénéfice) est mesuré
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en diminution (ou augmentation) de la capacité d’un individu a se reproduire, a trans-
mettre son bagage génétique a des descendants (valeur sélective). Aprés une analyse
du taux de changement (dérivée) de la fréquence de I’alléle, on arrive & démontrer que
I’on pourrait obtenir une seule condition pour que la fixation du géne mutant soit un

équilibre stable et I’extinction un équilibre instable. Cette condition est la suivante :
fis
4 my,
B 1-(1-my
- (1 -m)z
et elle dépend uniquement de la probabilité de dispersion d’un individu (m) et du co-
efficient d’apparentement introduit par Hamilton (R,-; = %). Cette simplification est
possible si on a les approximations suivantes :

fu 0w Yy
fll O Y )

Celles-ci ont été établies dans les cas d’auto-fécondation partielle et d’accouplement
frére-soeur partiel (Lessard 1992), mais ne I’ont jamais été, en général, dans le cas

d’une populationstructurée en groupes avec dispersion partielle.

Par conséquent, le second chapitre vise a établir ces approximations pour plusieurs
modeles de dispersion. Le traitement analytique étant plutot lourd en raison de la com-
plexité des équations obtenues, nous avons eu recours a une approche graphique. Une
étude semblable avait été réalisée par Rocheleau (1992). Toutefois, nous avons fait
I’étude pour un modele plus général et nous avons traité un plus grand nombre de mo-
deles. De plus, le traitement théorique pour I’utilisation de ces approximations pour un
modele d’altruisme dans une population diploide (ou haplo-diploide) structurée en une
infinit€ de groupes est nouveau. Jusqu’a présent, I’étude d’un tel modele a été faite,
principalement, pour une population haploide (voir, par exemple, Rousset et Billiard,
2000). A noter que les approximations pour les mesures d’apparentement établies dans
ce mémoire peuvent également étre appliquées a des approximations par des processus
de diffusion pour les fréquences alléliques dans le cas d’un grand nombre de groupes

(Lessard 2009).



Chapitre 1

CALCUL DU TAUX DE CHANGEMENT DE LA
FREQUENCE D’UN ALLELE

Dans ce chapitre, nous allons €étudier le taux de changement de la fréquence d’un
allele situ€ sur un locus autosomique (situ€ sur le locus d’un chromosome non-relié
au sexe). Nous allons considérer un geéne en un locus donné qui présente deux formes
alléliques différentes, disons A et B, dans un modele de population diploide avec gé-
nérations discreétes, sans chevauchement. Rappelons qu’un individu diploide recoit un
géne de son pere et un gene de sa mere au locus donné. Par ailleurs, nous allons consi- -
dérer une population formée d’une infinité de colonies mais ayant un nombre fini de
types, disons n. On définit une colonie de type i selon le vecteur obtenu en ordonnant
les N couples de la colonie, puis les 2 individus de chaque couple et, finalement les
deux genes de chaque individu (cas diploide). Par cons€quent, une colonie de type i

sera représentée par le vecteur
Ci=[Ci1,Ciay ., Cianl

ou Cj; correspond a I’allele A ou a I’allele B, pour i = 1, ..., n. Par conséquent, les fré-
quences geénotypiques et, donc les fréquences alléliques, seront les mémes dans deux

colonies du méme type.

Soit z; la fréquencé des colonies de type i et p; 1a fréquence de 1’alléle A dans une
colonie de type i (donc (1 — p;) est la fréquence de 1’allele B dans une colonie de type

i). Si p représente la fréquence de A dans la population alors :



PZZP121=P'Z,

p = (pl’ p2’ sany pn),
Z=1(2),22, 0r2n):

Remarquons, que p; est une constante tandis que z; dépend du temps. Par conséquent,
p, la fréquence de A dans la population, dépend également du temps. Supposons que
M(z) = (m,-j(z));’_j=l est 1a matrice de transition pour le type de colonie d’une génération
a la suivante. Par conséquent, si le vecteur z = (zy, ...,2,) donne la distribution des
colonies a la génération courante alors, a la génération suivante (ou au pas de temps
suivant), la distribution est donnée par le vecteur zM(z) = (3; z;mi(2), ..., 2,; 2imin(z))
. Par conséquent, la matrice M(z) est stochastique et I’entrée m;;(z) correspond a la
probabilité qu’une colonie de type i a une génération donnée devienne une colonie
de type j a la génération suivante. De plus, on définit I’intensité de la sélection, notée
s > 0, comme I’ordre de grandeur des différences des valeurs sélectives des différents
génotypes AA, AB et BB a I’intérieur de la colonie (voir plus loin), une force évolutive
susceptible d’avantager certains génotypes. La matrice M(z) dépend donc de s et en

développant en série de Taylor autour de s = 0 (qui correspond au cas de neutralité,

c’est-a-dire sans sélection), on obtient
M(@) = M*(2) + sM(@) + o(s),

ou M*(z) correspond a la valeur de M(z) sous neutralité (s = 0) et M(z) est la dérivée

par rapport a s évaluée a s = 0.

Nous allons considérer (1/s) générations comme unité de temps. Par conséquent,

si on est présentement a la génération 7, donc au temps

fo
1/s’
alors, a la génération suivante, on sera au temps
T+ 1
t = =sT+S=1t+5s.

1/s
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En remarquant qu’un intervalle de temps s correspond a une génération, on obtient,

pour un ¢ fixé, I’équation
z(t + 5) = Z(OM(z(1)) (1.0.1)
= 2(OM' (D)) + sz(OM(z()) + o(s).
En supposant la continuité et en faisant s — 0O, on trouve a la limite
z(t) = z(OM*(z(2)). (1.0.2)

Par conséquent, z(¢) est la distribution stationnaire des types de colonie sous neutralité
(s = 0). On peut montrer que celle-ci dépend seulement de p(¢) = p - z(¢), la fré-
quence courante de A dans la population et de la structure de la population. En effet,
sous neutralité, on peut appliquer la loi de Hardy-Weinberg (voir, par exemple, Ewens,
2004) selon laquelle les fréquences alléliques dans ’ensemble de la population sont
constantes dans le temps et utiliser la théorie de la coalescence en suivant les ancétres
d’une colonie en remontant dans le temps pour trouver la fréquence de chaque type de

colonie (Lessard, 2009).

En faisant le produit scalaire avec le vecteur p dans I’équation (1.0.1), on obtient
p-z(t+5) = p- ZOM (2() + sp - ZOM(@(D)) + o(s)
= p-2(t) + sp - LOM(@(D)) + o(s),
c’est-a-dire
p(t +5) = p(t) + sp - ZL(M(z(2)) + o(s).

Par conséquent, on trouve

PEX9 =00 _ b aipMeae) + 22,
s s
Finalement, en faisant s — 0, on obtient la limite
p() = p - 2(OM(z(2)), (1.0.3)

en supposant que cette limite existe. Remarquons que z(t) dans I’équation (1.0.3) est la

distribution des types de colonie qui satisfait I’équation (1.0.2).



1.1. MODELES DE DISPERSION

Nous allons maintenant considérer une population diploide ou toutes les colonies
ont une taille fixe de N couples (ou N femelles inséminées) au début de chaque généra-
tion. Les N couples de chaque colonie produiront une infinité de rejetons et la sélection
naturelle fera varier leur probabilité d’atteindre la maturité de méme que leur degré de
fécondité, selon les génotypes. Quand ces derniers auront atteint I’age adulte, ils pour-
ront se disperser (avec probabilité m) vers une colonie choisie au hasard ou demeurer
dans la mé&me colonie (probabilité 1 - m). Par la suite, ces individus matures s’accou-
pleront avec un membre de la colonie ol ils se trouvent. Ainsi, pour maintenir la taille
des colonies constante, nous tirerons un échantillon de N couples dans chaque colonie

afin de passer a la génération suivante (voir la figure 1.1).

Nous considérons un modele a deux alleles, disons A et B. Par‘conséquent, les trois
génotypes possibles sont AA, AB et BB, que nous noterons respectivement par 2, 1 et
0. Soit ¢g; la fréquence de I’allele A chez un génotype de typé i (on adonc g, = 1,
q1 = 1/2etqo = 0). Soient x;, la fréquence du génotype k chez les rejetons de la colo-
nie i et wy; leur valeur sélective. La valeur sélective d’un individu dépend, entre autres,
de ’intensité de la s€lection et mesure la capacité d’un individu a se reproduire (donc
d’atteindre la maturité et d’engendrer des descendants viables) et, par conséquent, a

transmettre ses genes.

Si on consideére un modele additif avec interactions par paires entre les individus
et accouplement au hasard a I’intérieur de chaque colonie, alors la valeur sélective

moyenne d’un individu de génotype k appartenant a la colonie i est donnée par

wii = 1+ s(uy + V),

ou u, représente I’effet du génotype k sur I’individu lui-méme et v; I’effet moyen des
autres individus appartenant a la colonie i sur cet individu. L’effet moyen des autres

individus dépend de Ieffet de chaque génotype des autres individus (v) et de leur
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Dispersion avec probabilité m

[ Adultes ]

Accouplement au hasard a I’intérieur de la colonie

( Couples ' ]

Echantillonnage

%

%

%

<_

[ N couples ]

Fic. 1.1. Modele de dispersion

fréquence dans la colonie (x; ;) et s’exprime par

2
1_1,' = Z Xk iVi-
k=0

Notons que ¥, et v, prennent des valeurs réelles, mais s est assez petit pour que wy; > 0.

D’apres les variables définies précédemment, on peut exprimer la fréquence de |’allele

A dans une colonie de type i comme

pi= Xk,iGk-

2
k=0
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La fréquence du génotype k dans la population entiére est alors donnée par

2
Xk = Z Xk,iZis
i=0

et la fréquence de I’allele A est donnée par

2
pP= Z XiGk-
%=0

Soit, maintenant, X, ; la fréquence du génotype k chez les adultes d’une colonie de type

i tout juste avant la dispersion. On peut écrire

Xk, iWh,i
K = "’v_:_v"’, (1.1.1)

ou w; est la valeur sélective moyenne d’un individu appartenant a une colonie de type
i. On obtient cette derniere équation en remarquant que si on multiplie la proportion
de rejetons de génotype k dans une colonie de type i par son avantage a atteindre ’age
adulte par rapport aux autres individus de la colonie, on obtient la proportion d’adultes

de génotype k dans la colonie.

Par ailleurs, la valeur sélective moyenne d’un individu appartenant 2 une colonie
de type i est donnée par

2

w,' = Z Xk, iWh,i (112)

k=0

2
= ) i [0+ sCue + )]
k=0

2 2 2
= X+ 8 [Z Xi iUy + V; Z Xi,i
k=0 k=0 k=0
=1 +S(ﬁ,'+1_1i),

2
u = Z Xk, il

k=0

est I’effet moyen d’un génotype dans une colonie de type i.
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En développant en série de Taylor autour de s = 0, on trouve
1
—_— = 1 — S(IT[,‘ + 1_1,) + O(S).

Par conséquent, en remplagant dans I’équation (1.1.1), on obtient

Xii = Xei [1+ s(u + V)1 [1 = s(i; + Vi) + o(s)]

Xei [1+ s(u + ;) — s(i; + V) + o(s)]

Xei[1 + s (u — ;) + o(s)] .

1.2. DISPERSION PROPORTIONNELLE

Nous allons considérer un modele de dispersion proportionnelle. Par conséquent,
tous les individus qui dispersent dans une colonie donnée seront remplacés par des
individus provenant de I’ensemble des colonies proportionnellement a la probabilité
de dispersion dans chaque colonie. Ainsi, la fréquence du génotype k chez les rejetons
de la colonie i a la génération suivante devient
2 2W k)

INERT

En effet, la fréquence du génotype k chez les rejetons de la colonie i sera la méme que

X = (1= m)i,+m (1.2.1)

la fréquence du génotype k chez leurs parents au moment de I’accouplement et donc
apres la dispersion. Ainsi, pour la proportion de parents n’ayant pas dispers€ (1 —m), la
fréquence demeure la méme qu’avant la dispersion (% ;). Toutefois, pour la proportion
de parents qui ont dispersé (m), on doit considérer la probabilité qu’ils proviennent
d’une certaine colonie et la fréquence du 'génotype k chez les adultes de cette colonie.
La probabilité qu’un parent provienne de la colonie j est nécessairement proportion-
nelle a la capacité des individus de la colonie a engendrer des descendants et donc a la
valeur sélective moyenne de la colonie (w;). En multipliant le résultat par la fréquence
d’une colonie de type j et en sommant sur tous les types de colonie, on obtient le ré-

sultat.

En notant |’effet gé€notypique moyen dans la population par

U= szaj
J



et I’effet moyen des individus de la population par
Jj

et en remplagant (1.1.1) et (1.1.2) dans I’équation (1.2.1), on obtient

2. 2%k, Wi, j
%21+ s (@ + ;)]
Zijxk,j [1 + S(uk + \7])]

1+s(+V)

x;,i = (1 =mx; [1+ 5@ — ;) +o(s)] + m

=1 —mx; [1+ s —u)+o(s)]+m
Finalement, en développant en série de Taylor autour de s = 0, on trouve
X = (T =m)xe; [1+ 5 (ue — ;) + o(s)]

szxk’j + s[ukszxk'j + szxk’jvj]] [1 - S(L_t+ \_1) + O(S)]
J J Jj

= (1 = m)xp; [1 + s (i — ;) + 0(s)]

+m

+m [)Ck + s [ukxk + Z ijk,j‘_)j]} [1—s(@+7v)+o(s)]

J
} + o(s).

Par conséquent, la fréquence du génotype k chez les rejetons de la population entiere a

= (1 = m)xy; [1 + 5 (g — )]

+m{xk+s

xk(uk— [t) + szxk‘j (\_1]- - \_1)

J

la génération suivante sera

’ ’
xk = Z Zixk,i
i

=(-m)

X+ S [xkuk - Z Z,')Ck,,'l,_t,'”

i

X + s{xk(uk —n)+ szxk.j(\'zj - \'1)}] + o(s)

J

+m

=X+ S

Xy (g — ) — (1 - m)Z ZiXk,i ([t, - i) +mZ ZjXg,j (\_1! - T/) + o(s).
i J
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On peut alors obtenir facilement la fréquence de ’alléle A a cette nouvelle génération,

qui est
2
P = Z qrXy
k=0
2
Z qeXk + 5

ZQkxk (e —) - (1 - m)Z ZkuQk (i — )z

+ 5

; |
> g (we - @) - (1 - m)Zp,w, u)z,+mZp, 5)2;| + 0(s).

k=0

En utilisant la définition de la dérivée et en prenant (1/s) générations comme unité de

temps, on trouve

p = lim ”(”—S)_M] (12.2)
s—0 Ky
[qu(uk—u) (1~ m)Zmu, u)z,+mZp, = 9)2; +0(s)

2
= qua (-2 - (1 - m)Zp,w, u)z,+mZp, )z,
k=0

ou z; représente la proportion de colonies de type i a I’équilibre (distribution station-

naire). Maintenant, on remarque que

2 2 2
Z qixi (e — i) = Z QX — i Z GkXk (12.3)
k=0 =0 =0
= Z Z qrlUp Xi i3 — Z ulZlE[q/]
2
= Z Z Qi Xe iZi — Z Z wexiziE[qy]
i k=0 i k=0

= E[qu/] — E[u,1Elg/]

- COV(QI, u/),
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ol g, représente la fréquence de I’allele A chez un individu I choisi au hasard et u;

représente 1’effet qu’a son génotype sur lui-méme. Par ailleurs, on trouve

Z pi(i;— )z = Z piltizi — up (1.2.4)

2 2
= Z [Z xk,,-qk] [Z xl,iul] Zi— Z u;z;Elq,]
=0 0

i k 1= i
2 2
= Z Z Qi X i X1 — Z Z wiexi,iziElq;]
i kI=0 i k=0

= Elqiu;] — E[u;1E[q/]

= Cov(gy, uy),

et

D pi(7=7)z; = Covigr, v)). (1.2.5)

; _
Dans ces dernieres équations, [ et J correspondent a deux individus distincts choisis
au hasard avant la dispersion et I’accouplement, dans la méme colonie, tandis que v,
représente I’effet du gé€notype d’un individu J sur les autres individus. En remplagant

(1.2.3), (1.2.4) et (1.2.5) dans I’équation (]'.2.2), on obtient

p = Cov(g;, ur) = (1 — m)Cov(gy, u;) + mCov(gy, vy) (1.2.6)

= (1 = m)[Cov(g;, u;) — Cov(qy, uy)] + m[Cov(g,, u;) + Cov(g,, v,)].

On peut remarquer que Cov(g,, u,;) représente un effet de compétition entre les indi-
vidus de la méme colonie tandis que Cov(g,, v;) correspond a un effet de compétition
entre les colonies. De plus, les covariances seront calculées a partir de la distribution

pour les types de colonie sous neutralité (s = 0).

Nous venons donc de trouver le taux de changement de la fréquence d’un allele
dans un modele ol la dispersion a lieu avant I’accouplement et ot I’accouplement se
fait a ’intérieur de la colonie. Dans la prochaine section, nous allons nous intéresser a

d’autres hypothéses de dispersion.
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1.3. AUTRES MODELES

Tout d’abord, considérons un modele ou la dispersion a lieu avant I’accouplement,
mais ou la probabilité de dispersion des males et des femelles n’est pas la méme,
I’équation (1.2.6) demeure la méme, a une constante pres. En effet, si d; est la pro-
babilité€ de dispersion des femelles et d, la probabilité de dispersion des méles, alors la
contante m de I’équation devient m = %. De plus, nous allons supposer que les males
peuvent s’accoupler a I’intérieur de la colonie avec une certaine probabilité ou avec une
femelle choisie au hasard dans la population entieére avec probabilité complémentaire
(modele I, voir la figure 2.1). Dans ce cas, 1’équation (1.2.6) demeure inchangée si m
représente la proportion totale d’individus qui dispersent. Toutefois, la distribution sta-

tionnaire sous neutralité ne sera pas la méme et donc les covariances seront également

différentes.

Par ailleurs, considérons un modele ou la dispersion a lieu apres I’accouplement.
Etant donné que la dispersion a toujours lieu aprés la sélection et que la proportion
d’individus qui se dispersent demeure la méme, I’équation obtenue pour le taux de
changement de la fréquence de I’allele A (€quation (1.2.6)) demeure inchangée. De
plus, supposons que les males peuvent s’accoupler a I’intérieur de la colonie avec une
certaine probabilité ou avec une femelle choisie au hasard dans la population entiere
avec probabilité complémentaire (modele 11, voir la figure 2.4). Ainsi, I’équation de-
meure inchangée, mais la distribution stationnaire sous neutralité€ ne sera pas la méme

et donc les covariances seront différentes.

Considerons un modele ou la dispersion a lieu avant accouplement, mais ou il y
a possibilité d’extinction de la population juste avant I’accouplement. Dans ce cas, la
colonie sera repeuplée par des individus choisis au hasard dans I’ensemble des autres
colonies (modele II, voir la figure 2.7). Ainsi, I’équation (1.2.6) demeure toujours in-
changée si on inclut la probabilité d’extinction de la popualtion dans la probabilité de
dispersion. Ainsi, avec une certaine probabilité, tous les individus d’une certaine co-
lonie seront remplacés. Toutefois, la distribution stationnaire sous neutralité ne sera

toujours pas la méme que dans les deux modeles précédents et il en sera de méme pour
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les covariances.

Finalement, on considére un modele de dispersion des gametes (modele IV, voir la
figure 2.10). Dans ce type de modgle, chaque individu produit des gametes males et des
gametes femelles qui pourront se disperser. Par la suite tous les gamétes d’une méme
colonie pourront s’unir pour former les rejetons de la génération suivante. Ainsi, un in-
dividu pourra étre formé de deux gametes du méme parent (auto-fécondation). Comme
se sont les gametes qui se dispersent, la dispersion a nécessairement lieu avant la sélec-
tion. A ce moment, la fréquence de I’alléle A peut étre supposée constante a I’intérieur
de la population. Par conséquent, on obtient l’équation du taux de changement de la

fréquence de I’allele A en posant m - 0 dans I’équation (1.2.6). On obtient donc

p = Cov(qy, ur) — Cov(gy, u,).

1.4. CALCUL DES COVARIANCES

Nous allons maintenant effectuer le calcul de la covariance entre g, et u; et de la co-
variance entre g, et u; afin obtenir I’expression du taux de changement de la fréquence
de I’allele A. Tout d’abord, rappelons que les covariances sont calculées sous neutralité

(s = 0). Par cons€quent, des genes qui ne sont pas i.p.d. sont indépendants.

Définissons d’abord,
{ 1 si le gene choisi au hasard chez un individu / est de type A,
1= .

0 sinon.
On remarque que

COV(q[, uj) = COV(le u./)y
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ou I et J représentent deux individus distincts choisis au hasard avant la dispersion et

’accouplement, dans la méme colonie. En effet, on a

Cov(gy, uy) = Elqu;] — Elq]1E[u,]
= E[E[Xu)lqr, u;s11 — E[E[X)|q/11E u,]
= E[Xu;] — E[X/]E[u,]

= COV(X[, u_,).

Avant de trouver une expression pour la covariance ci-dessus, nous allons utiliser
quelques coeflicients d’apparentement (Lessard, 1992). Rappelons-d’abord que la no-
tation i.p.d. représente identique par descendance. Deux genes sont i.p.d s’ils sont des
copies d’un méme gene ancestral. De plus, les individus I et J sont choisis au hasard
avant la dispersion et I’accouplement, a I’intérieur de la méme colonie. Rappelons,
également, que 1’on considere les geénes des individus I et J a un locus donné d’un

gene autosomique. On définit donc :

F; = probabilité que les deux geénes de [ soient i.p.d.,

fi; = probabilité qu’un gene choisi au hasard chez J soit i.p.d. & un gene choisi au

hasard chez I,

d;; = probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez J soit i.p.d. aux deux génes de

1,

v1; = probabilité qu’un géne choisi au hasard chez J soit i.p.d. & un et un seul géne

de I’'individu 1. -

. Nous allons maintenant utiliser les situations d’identit€ introduites par Gillois (1965)
afin de mieux comprendre la signification de ces coefficients. Si on ne tient pas compte
de I’origine des genes alors il existe neuf situations d’indentité entre les quatre génes

homologues de deux individus dipoides I et J. Chacune de ces situations est présentée
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alafigure 1.2. Les points représentent les génes et deux genes sont reliés s’ils sont i.p.d.

A A As Ay As Ag Aq Ag Ay
) D S A O A A

Fic. 1.2. Situations d’identité de Gillois

A P’aide de ces situations d’identité, on peut exprimer :
F, =A1 +A2+A3+A4,
1 1
Ju=A+ §(A3 +As + Aq) + ZAa,
1
Oy =47+ §A3,

1
Yiu=A2s+ A+ §A8'

On peut remarquer, par symétrie, que

Fi=F,
Jr = fu,
61 =61,
Yo =Y.

De plus, on a

Ju=0+Fp/2,

car f;; représente la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un individu I soiti.p.d. a
un autre gene tiré au hasard chez ce méme individu. Par conséquent, on tirera le méme
gene deux fois avec probabilité 1/2 et alors les deux genes seront nécessairement i.p.d..
Avec la méme probabilité, les deux genes tirés seront différents et on aura i.p.d. avec

probabilité F;. Aussi, on a

on="Fy,
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ou I et J représentent deux individus distincts choisis au hasard avant la dispersion et

I’accouplement, dans la méme colonie. En effet, on a

Cov(gi, uy) = Elqius] - Elq/1E[u)]
= E[E[Xujlq;, us1] = E[E[X/|q/]11E[u,]
= E[Xju;] - E[X/]1E[uy]

L= COV(X[, u_/).

Avant de trouver une expression pour la covariance ci-dessus, nous allons utiliser
quelques coefﬁciénts d’apparentement (Lessard, 1992). Rappelons-d’abord que la no-
tation i.p.d. représente identique par descendance. Deux génes sont i.p.d s’ils sont des
copies d’un méme gene ancestral. De plus, les individus I et J sont choisis au hasard
avant la dispersion et [’accouplement, a I’intérieur de la méme colonie. Rappelons,
également, que I’on considére les genes de 7 et J a un locus donné d’un géne autoso-

mique. On définit donc :

F; = probabilit€ que les deux genes de 7 soient i.p.d.,

f1; = probabilité qu’un gene choisi au hasard chez J soit i.p.d. 2 un géne choisi au

hasard chez I,

6,7 = probabilit€ qu’un géne choisi au hasard chez J soit i.p.d. aux deux genes de

1,

v,y = probabilit€ qu’un gene choisi au hasard chez J soit i.p.d. a un et un seul gene

de I’'individu 1.

Nous allons maintenant utiliser les situations d’identité introduites par Gillois (1965)
afin de mieux comprendre la signification de ces coefficients. Si on ne tient pas compte
de I’origine des genes alors il existe neuf situations d’indentité entre les quatre geénes

homologues de deux individus dipoides 7 et J. Chacune de ces situations est présentée
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ala figure 1.2. Les points représentent les genes et deux génes sont reliés s’ils sont i.p.d.

P 2] Ps3 P4 Ps Ps P7 Pg Ps
N VTN
Fic. 1.2. Situations d’identité de Gillois

A I’aide de ces situations d’identité, on peut exprimer :
Fi=pi+py+ps+ps,
1 1
Jis=pir+5(ps+ps+pr)+ o ps,
1
61y =p1 + SP3
1
Y =ps+tpr+ §P8-

On peut remarquer, par symétrie, que

Fy=F,
S = fus
61y =6y,
Y=Y

De plus,on a
Ju=Q0+Fp/2,

car f;; représente la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un individu / soiti.p.d. a
un autre géne tiré au hasard chez ce méme individu. Par conséquent, on tirera le méme
geéne deux fois avec probabilité 1/2 et alors les deux genes seront nécessairement i.p.d..
Avec la méme probabilité, les deux genes tirés seront différents et on aura i.p.d. avec

probabilité F;. Aussi, on a

6n=F,
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puisque ¢y, revient a calculer la probabilit€ que les deux genes d’un individu / soient

i.p.d. et cette probabilité est donnée par F),. Finalement, on a
yn=1-F,

puisque vy, revient a calculer la probabilité que les deux genes d’un individu [ ne soient
pas i.p.d. (1 - F)), car peu importe le géne tiré, il sera toujours i.p.d. a lui méme; on

cherche donc la probabilité qu’il ne soit pas i.p.d. a I’autre géne de I’individu.

De plus, si les deux génes d’un individu sont i.p.d. (probabilité F;), on dit qu’il est
autozygote, noté auto. En revanche, si ses deux genes ne sont pas i.p.d., alors on dit
qu’il est allozygote, noté allo. Par conséquent, un individu autozygote est nécessaire-
ment homozygote (AA ou BB), ce qui n’est pas nécessairement le cas d’un individu

allozygote.

Par ailleurs, les génes qui ne sont pas i.p.d. sont choisis au hasard, de fagon indé-
pendante.
Tout d’abord, afin d’obtenir une expression pour la covariance entre g; et uy, on

s’intéresse a
Elgu;] = E[Xu,].
En conditionnant sur I’état d’identité des deux genes de J, on trouve

E[Xu;] = E[X,u,\J autolé,; + E[X;1E[uslJ auto](F; — é;1) + E[X, u,lJ allo]y,,

+ E[X)1E[uy|J allo](1 — F; — y ).

En effet, si I’individu J est autozygote, alors le géne choisi au hasard chez I'individu /
sera i.p.d. aux deux genes de I’individu J avec probabilité §,; et, dans ce cas, X; = X.
Toutefois, le géne choisi au hasard chez I’individu I ne sera i.p.d. a aucun des deux
genes de I’individu J avec probabilité (F; — &) et, dans ce cas, X; et u; seront indé-
pendants. Par ailleurs, si I’individu J est allozygote, alors le géne choisi au hasard chez
I’individu I sera i.p.d. a un seul des deux genes de I’individu J avec probabilité y,; et

ne sera i.p.d. a aucun de ces geénes avec probabilité (1 — F; —y,).
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En raisonnant de la méme fagon, on trouve

Elu;] = E[u,\J autolF; + Elu,\J allo](1 - F)
= Eluy|J autolé,; + Elu,|J alloly ;i + E[u\J auto](F; — 6,;)

-+ E[u,|J 0”0](1 - Fj - ’)’j/).
Par conséquent, on peut écrire

Cov(X), uy) = E[Xjus] = E[Xi1E[u,] (1.4.1)
= E[Xjujl.] autoldy + E[X uy\J 0”0]’)/” — E[X,]E[u,IJ auto]&,,
— E[X,]1E[u/lJ alloly

= Cov(X,, u,|J auto)d;; + Cov(X,, uy|J alloyy,;.
En calculant la covariance dans le cas ou |’individu J est autozygote, on trouve

Cov(Xy, uy|J auto) = E[X, u,;|J auto] — E[X;]E[uy\J auto]
= pur — plpuz + (1 — p)ug]

= p(1 - p)(uz2 — uo).

En effet, comme I’individu J est autozygote, alors ces deux génes sont des copies du
geéne A avec probabilité p (qui est la fréquence courante de 1’allele A dans la population)
et I’individu est de génotype AA (génotype 2). Toutefois, ces deux genes sont des copies
du gene B avec probabilité 1 - p et I’individu est du génotype BB (génotype 0). Par

ailleurs, si I’individu J est allozygote, on trouve

Cov(X,, ;| allo) = E[X,u,lJ alio] — E[X,1E[u,J allo]
= p’uy + p(1 — pluy — plp*us + 2p(1 - pluy + (1 = p)uo]

= p(1 = p)pQuy — uy) + (1 — p)ur — uo)].
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En effet, un individu allozygote est de génot)llpe 2, 1 ou 0 avec probabilité p2, 2p(1 - p)
et (1 — p)?, respectivement. En remplagant dans I’équation (1.4.1), on obtient
Cov(gy, u;) = Cov(Xy, uy)
= p(1 = p)uz — uo)dy; + p(1 — pilp(ua — uy) + (1 — p)uy — uo)lyn
= p(1 = p)[(u2 —u) (851 + pya) + i = uo) (1 = p)yul.

Il en découle que

Cov(gy, us) = p(1 = p) [(uz — uy) (611 + pyn) + (uy — ug) (1 = p) Y]

= p(1 = p) [(uz — u)) (Fy + p(1 = F)) + (g — ug) (1 — p) (1 = F))].
De méme, on obtient

Cov(gs, vy) = p(1 = p) [(va = v) (1 + pyu) + (Vi = vo) (L = p)yu].
Finalement, le taux de changement de la fréquence de I’alléle A est donné par

p = (1 —m)[Cov(qy, u;) — Cov(qy, us)] + m[Cov(g,, u;) + Cov(q;, vs)]
= p(1 = p{(1 = m)[(w = w)) (F; = 850 + p(1 = F1 = y11))
+(u —ug)(1=p) (A =F; =y +m[(uy —u) (F; + p(1 = F)))

+ (y = ug) (1= p) (1 = Fy) + (v2 = v1) (651 + pyan) + (1 = vo) (1 = p) v ]},

1.5. MODELE D’ ALTRUISME

Nous allons maintenant considérer le modele d’altruisme introduit par Hamilton
(1964a). Dans ce modele, certains individus se sacrifient au bénéfice des autres indivi-
dus de la méme colonie. Par exemple, un oiseau apercevant un prédateur fera du bruit
pour avertir le nid d’un danger imminent, mais il risquera ainsi de se faire remarquer
par le prédateur et mettra donc sa propre vie en péril. En supposant un modele additif
avec interactions par paires entre les individus de la méme colonie, un comportement
altruiste comporte un cofit (¢) en diminution de valeur sélective pour I’individu qui
I’adopte, mais un bénéfice (b) en augmentation de valeur sélective pour un individu

qui en tire profit. Dans le contexte de la section précédente, ce modele d’altruisme
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correspond a

u = —cGy,
vy = bGy,
ol G, est une valeur génotypique représentant la probabilité qu’un individu I pose un
geste altruiste avec Gy < G| < G,, de telle sorte que I’allele A favorise I’altruisme. On
obtient alors
p=p(1 - p){(1 = m)[~c (G2 = G\)(F1 =651 + p(1 = F1 = y11))
—c(GI=Go)(1=p)(I = Fy=y)]+m[-c (G2 = G\) (F1+ p(1 = F}))
—c(G1 =GN =p)(A =F)+b(Ga=G) (651 + pyu) +b(G = Go) (1 - P)le]]
= p(1 - P){(G2 ~G)[-c(Fi+p(=F))+((1 —=m)c+mb)(u+ pym)l
+(G1 = Go) [=c(1 = p)(1 = F1) + (1 = m) c + mb) (1 = p)yu]}.
Le cas ou I’allele A est fixé dans la population (p = 1) est un équilibre stable (la

fréquence de 1’alleéle revient vers ce point des qu’elle s’en éloigne) si la dérivée de sa

fréquence par rapport au temps est positive pour p pres de 1. Pdurp pres de 1, on trouve
p= P(]- - p)(Ga =G [-c+ (1 —m)yc+mb) (b1 + v
Par conséquent, cette dérivée est positive (p > 0) si
—c+ (1 =m)c+mb)(6+vu)>0,
et donc. si
mb (8,1 +viu)>c[1 =1 -m)@b,+vyu)]. |

Apres manipulations algébriques, on trouve que la dérivée est positive si

mSy +vn) S €
1-(1=mySp+ym) b

(1.5.1)

Le cas ou I'allele A disparait de la population (p = 0) est un équilibre instable (lé

fréquence de I’allele ne revient pas vers ce point lorsqu’elle s’en €loigne) si la dérivée
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de la fréquence par rapport au temps est positive pour p pres de 0. Pour p pres de 0, on

trouve
p~ p(1 = |Gz = G) [~cFi + (1 = m)c + mb) 6,1]
+(Gy = Go) [~c (1 = F)) + (1 = myc + mb) y.1]}.
Par conséquent, cette dérivée est positive (p > 0) si
—cF; + ((1 —m)¢+mb)6j, —-c(1-F)+({(1-m)yc+mb)y,; >0,

puisque Gy < G; < G,. Apres quelques manipulations algébriques, on trouve

o)
Fil—c+ (1 -m)c+mb)i]+(1 —F,)[—c+((1 —myc+mb) L] >0
o Y
Cette inégalité est vérifée si
—c + ((1 —m)c+mb)@ >0
on
et
Y
—c+({(1 —=m)c+ mb)*— >0,
Yu
donc sion a
61 { 5/1}
mb— >c|l1 - —m)—
o1 ( on
et

mb ¥ >c[1 —( —m)ﬂ].
Y Yu

Finalement, ces deux inégalités peuvent s’écrire comme

[
Sir

o -m
i

>

Sl B

et

Yu
YHu

C
R
1-(1-m) b

Y

respectivement. En conclusion, la dérivée est positive si

Sur Yu
£<min m&u m)’ll
S’ 1 —(1-— yu -
b1 - -m 1 - -m2

(15.2)
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mx

En remarquant que la fonction Tolom €St une fonction croissante pour tout x > 0 et

en posant M = min {g—ﬁ, %}, on obtient que p = 0 est un équilibre instable si

c mM

- — 1.5.3)
b 1-(0-mM (

Par conséquent, le prochain chapitre portera sur I’étude des rapports ‘f# et % pour tous
les types de modéle de dispersion énumérés dans ce chapitre..En particulier, on tentera

de démontrer que

Sp _vo  Ju

Su yn  fu
Le coefficient %—: représente le coefficient d’apparentement introduit par Hamilton (1964a)
pour une population panmictique. On cherche donc a retrouver ce coefficient dans une
population structurée. De plus si on arrive a établir les approximations ci-dessus, I’in-
égalit€ (1.5.1) devient
m% 61 +vi) .
1= (1 =m) 22 (81 + 1)

S

En effet, I’approximation peut s’écrire comme

Jur

Oy = ==y,

Ju

L Ju
Y = —=Yu-
1

De plus, on remarque que &;; + y;; = 1 puisque &, correspond a la probabilité que
les deux geénes d’un individu I soient i.p.d. et 7y;; correspond a la probabilité que les
deux geénes d’un individu I ne soient pas i.p.d. Par conséquent, I’inégalité (1.5.1) peut
s’écrire

Lt
mfll

<—
Sur”
1-(0-m) T

SIS

Si les approximations sont vérifiées, cette inégalité devient la méme que !’inégalité
(1.5.3). On obtient ainsi une seule condition pour que la fixation de I’all¢le A soit un

équilibre stable et que I’extinction de |’alleéle A soit un équilibre instable.

Par conséquent, si les deux seuls points critiques de la dérivée sont en p = 0 et

p = 1 et que I’inégalité (1.5.1) est vérifi€, alors il y aura fixation de I’allele mutant.
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De plus, en observant I’équation de la dérivé de la fréquence par rapbort au temps,
on constate que les deux premiers termes sont toujours positifs, et que le reste est
linéaire en p. Par conséquent, il existe au plus un autre point critique. Par ailleurs, si
’inégalité (1.5.3) est vérifiée, cet équilibre serait un équilibre polymorphique stable,
c’est-a-dire que les deux alleles coexisteraient. On souhaite utiliser ce résultat afin de
déterminer sous quelles conditions la fréquence d’un allele rare, introduit par mutation,
augmentera. En particulier, on cherche & déterminer quelles sont les conditions pour
qu’il y ait fixation ou extinction de 1’alléle mutant, ou encore, apparition d’un équilibre

polymorphique stable.



Chapitre 2

CALCUL DES COEFFICIENTS
D’APPARENTEMENT

Dans ce chapitre, nous allons étudier ’évolution d’un certain géne dans des mo-
deles de population diploide (males et femelles diploides). En particulier, nous nous
intéresserons a la probabilit€ que deux ou plusieurs génes soient identiques par descen-
dance (i.p.d.), c’est-a-dire qu’ils soient la copie d’un méme gene et, par conséquent,
qu’ils proviennent d’un ancétre commun. Nous allons considérer les quatres modeles
de dispersion introduits a la section 1.3. Rappelons que les générations sont discretes
et sans chevauchement. Par conséquent, nous trouverons les valeurs, a I’équilibre, pour

les coefficients d’apparentement introduits au chapitre précédent :
F; = probabilité que les deux geénes d’un individu choisi au hasard soient i.p.d.,

fi; = probabilité qu’un géne choisi au hasard chez I’individu J soit i.p.d. a un géne

choisi au hasard chez I’individu /,

6y, = probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez I’individu J soit i.p.d. aux deux

genes de I’individu /,

v1; = probabilité qu’un géne choisi au hasard chez I’individu J soit i.p.d. a un et un

seul gene de I’individu 1.
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Nous allons maintenant introduire un cinqui¢me coefficient qui sera utile lors de
nos calculs :
fisx = probabilité€ qu’un geéne choisi au hasard chez I’individu K soit i.p.d. a un géne -

choisi au hasard chez ’individu J et un géne choisi au hasard chez I’individu .

Rappelons qu’étant donné que nous consideérons un modele de population a une
infinit€ de colonies, la probabilité d’identité par descendance entre les individus prove-
nant de colonies différentes est nulle. Par conséquent, les individus I, J et K sont tirés
au hasard dans la méme colonie, avant la dispersion et I’accouplement. De plus, nous

avons établi, au chapitre précédent, que

F;=F,
S = fus
81y =064,
Y=Y

Nous ‘aurons également,

qu = flKJ = leK = fJKl = leJ = fKJ/-

Pour chacun des modeles que nous allons considérer, nous obtiendrons, a I’équilibre,
un systeme d’équations que nous tenterons de résoudre numériquement afin d’obtenir
une expression pour les cing coefficients introduits précédemment. Par la suite, nous

vérifierons graphiquement les approximations

Sl fir 2615180 = yiglyn.

2.1. MODELE DE DISPERSION AVANT ACCOUPLEMENT

Considérons un premier modele dans lequel les femelles et les méales migrent de
fagon uniforme vers une colonie choisie au hasard avant de s’accoupler avec proba-
bilités d, et ds, respectivement. Par la suite, les males s’accouplent avec une femelle
provenant de la méme colonie avec probabilité @ ou migrent a nouveau pour s’accou-

pler avec une femelle provenant d’une colonie choisie au hasard avec probabilité 1 —a.
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[ N couples ]

Reproduction

[ Rejetons\Adultes }— I, Jet K

robabilité. d, chez les femelles
\LDispersion/ P %

probabilit€ d, chez les males
[ Adultes ] .
probabilit€¢ o a I’intérieur de la colonie

Accouplement .
J/ P < probabilité (1 — a) au hasard

[ Couples ]

J/Echantillonnage

[ N couples ]

Fic. 2.1. Modele de dispersion avant accouplement

On considére les individus I, J et K juste avant la dispersion (voir figure 2.1).

Nous utiliserons les parametres suivants :
ki =1-d,
ky=1-d,,

et le symbole "prime" pour indiquer qu’un individu provient de la génération suivante.
De plus, nous utiliserons les symboles M, P et C pour désigner une mere, un pere et un

couple de parents, respectivement.

On obtient

Fy = kikafy, 2.1.1)
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pour la probabilité que les deux genes d’un individu soient i.p.d. En effet, il faut que
les deux parents de I’individu proviennent de la méme colonié pour que la probabilité
d’identité par descendance soit non nulle. Par conséquent, la mere et le pere ne doivent
pas avoir migré et [’accouplement doit avoir eu lieu a I’intérieur de la colonie (avec
probabilité k k,a). De plus, le géne provenant de la mere doit étre i.p.d. a celui prove-
nant du pere ce qui revient a calculer la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez
un individu soit i.p.d. a un geéne choisi au hasard chez un autre individu provenant de

Ja mé&me colonie (f;,). On obtient également

Jry = % (3—1 + %FI + %fPM) + (1 - %) feic
pour la probabilit€ qu’un géne choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a un géne
choisi au hasard chez un autre individu de la méme colonie. En effet, les deux indivi-
dus proviennent du méme couple de parents avec probabilité 1/N. Dans ce cas, les deux
genes tirés sont des copies du méme gene chez le méme parent (et donc i.p.d.) avec
probabilité 1/4. Avec la méme probabilité, les genes sont des copies de génes différents
chez le méme parent et on doit alors multiplier par la probabilité que les deux genes du
parent soient i.p.d. (F;). Enfin, les deux génes tirés proviennent de parents différents
avec probabilité 1/2 et on doit multiplier par la probabilité qu’un géne choisi au hasard
chez I'un des parents soit i.p.d. un géne choisi au hasard chez I’autre (fpy = fup).
D’autre part, les deux individus proviennent de couples de parents différents avec pro-
babilité (1 - 1/N) et on doit alors considérer la probabilité qu’un gene choisi au hasard

chez I’'un des deux couples de parents soit i.p.d. a un gene choisi au hasard chez I’autre

couple de parents (f¢,c,)-

D’autre part, on trouve
fem = kikafy,

pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez le pére soit i.p.d. a un géne choisi
au hasard chez la mere. En effet, les deux parents doivent provenir de la méme colonie
pour que le probabilité d’identité par descendance soit non nulle et donc tous deux ne

doivent pas avoir migré et I’accouplement doit avoir eu lieu a I’intérieur de la'colonie
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(probabilité kjk,). On cherche alors la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez
un individu soit i.p.d. a un gene choisi au hasard chez un autre individu provenant de

la méme colonie (f;,). De plus, on a
1, 5 1 | P
foc, = Zkl S+ §k|k26¥fu + =k fi

4
(ki +aky )
N
b
pour la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez I’un des deux couples de parents
soit i.p.d. @ un geéne choisi au hasard chez 1’autre couple de parents. En effet, les deux
genes tir€s sont d’origine maternelle avec probabilité 1/4 et on doit donc multiplier
par la probabilité que les deux meres proviennent de la méme colonie (k,?) et par la
probabilité que les deux genes tirés soient i.p.d. (f7,;). Ensuite, avec probabilité 1/2,
les deux genes tirés proviennent de parents de sexe différent et on doit alors multiplier
par la probabilité que la mere formant I’un des couples et le pere formant I’autre ne
se dispersent pas et que le pere s’accouple & I’intérieur de la colonie (kjk,a) et, en-
core une fois, par la probabilité que les deux geénes soient i.p.d. (f;,). Finalement, les
deuf( genes tirés sont d’origine paternelle avec probabilité 1/4 et on doit multiplier par
la probabilité que les deux peres proviennent de la méme colonie, c’est-a-dire par la

probabilité qu’ils n’aient pas dispersé et que tous deux se soient accouplés a I’intérieur

de la colonie (k,%a%). On multiplie, finalement, par f;,.

Par conséquent, aprés simplification, on obtient

1 1\ (k) + aky )
frr =750 +F,+2ak|k2f,,)+(] _N)(%) fi. (2.1.2)

Par ailleurs, on trouve

1 (1 1 1)(1 1
6ry = N (EfPM + §5PM) + (1 - N) (EfP|M|M2 + EfPlePz) )
pour la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux
genes d’un autre individu de la méme colonie. En effet, les deux individus ont les

mémes parents avec probabilité 1/N et alors, le géne tiré chez I’individu J’ est le méme
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géne que celui provenant du méme parent chez I’individu I’ avec probabilité 1/2. On
doit alors multiplier par la probabilité que les deux genes de I’ s.oient i.p.d., donc par
la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez la mere soit i.p.d. a un geéne choisi au
hasard chez le pere (fpy). Aussi, avec probabilité 1/2, le géne tiré chez I’individu J’
ne sera pas le méme que le géne provenant du méme parent chez I’individu I’ et on
doit donc multiplier par la probabilité que les deux génes provenant de ce parent soient
i.p.d. entre eux, mais aussi i.p.d. a celui provenant de I’autre parent (6py = pp). De
plus, avec probabilité (1 - 1/N), les deux individus proviennent de parents différents.
Dans ce cas, le géne tiré chez 1’individu J’ provient de la mere avec probabilité 1/2
et on calcule alors la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez la mere d’un des
couples de parents soit i.p.d. a un gene choisi au hasard chez la mére et chez le pere
de I’autre couple de parents (fp,a,a,). Aussi, avec probabilité 1/2, le gene tiré chez
I’individu J’ provient du pere et on doit donc calculer la probabilité€ qu’un géne choisi
au hasard chez le pére d’un des couples de parents soit i.p.d. a un gene choisi au hasard

chez la mere et chez le pere de I’autre couple de parents (fp, p,p,)-

On trouve, d’abord,
Opm = kikyadyy,

puisque les deux parents doivent provenir de la méme colonie et donc tous deux ne
doivent pas avoir migré et I’accouplement doit avoir eu lieu a I’intérieur de la colonie

(avec probabilité k k,a). De plus, on obtient
femm, = ki*koa fisx,

puisque la mere de 1’un des couples ainsi que les deux parents de 1’autre couple doivent
provenir de la méme colonie, et donc ne doivent pas avoir dispersé, et I’accouple-
ment du couple P, et M, doit avoir eu lieu a I’intérieur de la colonie (avec probabilité

k,%ky). De méme, on a

2.2
feomp, = kiky"a” fix,
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puisque le pere de I’un des couples ainsi que les deux parents de 1’autre couple doivent
provenir de la méme colonie, et donc ne doivent pas avoir dispersé, et |’accouple-
ment des deux couples doit avoir eu lieu a I’intérieur de 1a colonie (avec probabilité

kakykyod?).

Apres manipulations algébriques, on obtient

k| + O’k2
2

1 : 1
6['J' = —O'k|k2(f” +6[J) + (1 - —) O’k]kQ f[JK. (213)

2N N

Pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a un et

un seul gene d’un autre individu provenant de la méme colonie, on trouve

111 1. 1
Y=y [5(] — fem) + E(F' —6py + E'YPM)]

1
+ (1 - ﬁ) [%(§M|P|M2 +§P|M|M2) + %(§M|P|P2 +§P|M1P2)} :

En effet, les deux individus ont les mémes parents avec probabilité 1/N et le gene tiré
chez I’individu J’ est le méme geéne que celui provenant du méme parent chez I’indi-
vidu I’ avec probabilité 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que les deux
gene de I’ ne soient pas i.p.d., donc par la probabilité€ qu’un géne choisi au hasard chez
le pere ne soit pas i.p.d. a un gene choisi au hasard chez la mére (1 — fpuy). Aussi, le
gene tiré chez I’individu J' ne sera pas le méme que celui provenant du méme parent
chez I’individu I’ avec probabilité 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que
ceux-ci soient i.p.d. mais non i.p.d. a I"autre géne de I’individu I' (F; — §pp), Ou par
la probabilit€ que le gene tiré chez 'individu J’ soit i.p.d. a celui provenant de I’autre
parent chez I’ mais non i.p.d. a celui provenant du méme parent (ypu/2). De plus, avec
probabilité (1 - 1/N), les deux individus proviennent de parents différents et le géne tiré
chez I’individu J’ provient de la mere avec probabilité 1/2. On calcul alors la proba-
bilit€ qu’un gene choisi au hasard chez la mere d’un des couples de parents soit i.p.d.
a un geéne choisi au hasard chez le pére de I’autre couple de parents mais non i.p.d. a

celui provenant de la mere (€x,p, 1, ), Ou qu’il soit i.p.d. a celui de la mére provenant de
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I’autre couple de parent mais non i.p.d. a celui du pére (ép,um,a1,)- Avec la méme proba-

bilité, le géne tiré chez I’individu J” provient du pere et on procede de fagon analogue.

En premier lieu, on trouve

vem = kikyayyy,

puisque les deux parents doivent, encore une fois, provenir de la méme colonie (pro-

babilité k; k). On trouve également

Empimy, = kiaka[(1 = k) iy + ki (fry = fue)l,

pour la probabilit€ qu’un geéne choisi au hasard chez la mere d’un des deux couples de
parents soit i.p.d. & un géne choisi au hasard chez le pere de I'autre couple de parents
mais non i.p.d. a un geéne choisi au hasard chez la mere. En effet, avec probabilité
kiak,, la mére M, de I’un des couples de parent provient de la méme colonie que le
pere P de I'autre couple. Si I’autre mere M| provient d’une colonie choisie au hasard
(probabilité 1 — k), alors ses génes ne peuvent étre i.p.d. a ceux des deux autres, et on
calcule alors la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez la mére M, soit i.p.d. a
un gene tiré au hasard chez le pere P; (probabilité f;, puisque M, et P, proviennent.
de la méme colonie). Si, toutefois, la mere M, provient elle aussi de la méme colonie
(probabilité k,), on doit multiplier par la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez
la mere M, soit i.p.d. & un géne tir€ au hasard chez le pére P; mais non i.p.d. a un
gene tiré au hasard chez la mere M, (probabilité f;, — f1,x, puisque les trois individus

proviennent de la méme colonie). De fagon analogue, on obtient

Epm, = kiP[(L — aky) fi) + aka(fry — frix)],

Ent pypy = (k) [(1 = k) fry + ki (fr = frik)s

et

Epomp, = kiako[(1 — aky) fry + ako(fry = frix)]
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En simplifiant, on obtient

1] 1
Yy :ﬁ 1 +F/—Clk[k2 f/_/+5/_/—§’)//_./)] (2.1.4)
1Nk +aky |k +ak
+2(1—N) [ 5 2 l 2 %ﬁj—ak|k2ﬁjk}.
Finalement, on a
111 3 3 3
Srok = V2 {R + RFI + gpr + gépM]

3 1y 1 1 1(1 1
+ I—V' (] - N) [chlcz + Z5c.cz + 5 (EfP|M|P2 + Eflele)]

1302

pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez I’individu K’ soit i.p.d. a un gene
choisi au hasard chez I’individu J’ et un geéne choisi au hasard chez I’individu I,
ces deux individus provenant de la méme colonie. En effet, les trois indi\./idus ont les
mémes parents avec probabilité 1/N? et, dans ce cas, le gene tiré aﬁ hasard chez chacun
des trois individus est une copie du méme gene chez le méme parent avec probabilité
1/16. Avec probabilité 3/16, les trois genes tirés proviennent du méme parent mais ne
sont pas tous une copie du méme gene. Oﬁ doit alors multiplier par la probabilité que
les deux genes du parent soient i.p.d. (F;). Avec probabilité 3/8, deux des trois genes
tir€s sont des copies du méme gene chez le méme parent tandis que I’autre geéne tiré
provient de I’autre parent. On doit alors multiplier par ]a probabilité que le geéne du pre-
mier parent soit i.p.d. au géne de I’autre parent ( fpy). Finalement, les trois genes tirés
seront des copies de trois genes différents avec probabilité€ 3/8. Par conséquent, deux
d’entre eux sont nécessairement des copies respectives des deux génes du méme parent
tandis que I’autre est une copie de I’un des deux geénes de I’autre parent. On doit donc
multiplier par la probabilité qu’un géne tiré au hasard chez I’un des parents soit i.p.d
aux deux genes de I’autre parent (6pp). De plus, exactement deux des trois individus
ont les mémes parents avec probabilité (3/N)(1-1/N). Dans ce cas, les deux génes tirés
chez les deux individus provenant des mémes parents sont des copies du méme gene

du méme parent avec probabilité 1/4. On doit alors multiplier par la probabilit€ que ce



35

gene provenant de I'un des deux parents du couple soit i.p.d. au géne tiré chez I’in-
dividu provenant d’un autre couple de parent (fc,c,). Aussi, les deux génes tirés chez
les deux individus ayant les mémes parents proviennent du méme parent mais sont des
copies de génes différents de ce parent avec probabilité 1/4. On doit alors calculer la
probabilité que le gene tiré chez I’individu provenant d’un autre couple de parent soit
i.p.d. aux deux genes d’un des parents du premier couple (d¢,c,)- Finalement, les deux
genes tirés chez les individus provenant du méme couple sont des copies de génes de
parents différents avec probabilité 1/2. De plus, le géne tiré chez I’autre individu sera
d’origne paternelle avec probabilité 1/2 et on devra alors multiplier par la probabilité
qu’un géne tiré au hasard chez ce pére soit i.p.d. a un géne tiré au hasard chez la mere
et chez le pere de I’autre coﬁp]e de parents (fp, m,p,). De la mé&me facon, le gene tir€ au
hasard chez I’individu n’ayant pas les mémes parents que les deux autres est d’origine
maternelle avec probabilité 1/2 et on multiplie alors par la probabilité qu’un gene tiré
au hasard chez cette mere soiti.p.d. 2 un géﬁe tiré au hasard chez la mére et chez le pére
de I'autre couple de parents (fp,um,m,). En dernier lieu, les trois individus proviennent
de couples de parents distincts avec probabilité (1 — 1/N)(1 — 2/N). Dans ce cas, on
doit calculer la probabilit€¢ qu’un géne choisi au hasard chez les parents du premier
individu soit i.p.d a un géne tiré au hasard chez les parents du second individu et i.p.d.

a un géne tir€ au hasard chez les parents du troisieéme individu (f¢,¢,c; )-

De plus, on trouve

1

1 1
dc,c, = 4k125u + 5k10k2511 + 1 (aky)? 61
k] +ak2
_ 610,
( s ) .

puisque les trois génes tirés sont d’origine maternelle avec probabilité 1/4 et on doit
multiplier par la probabilité que les deux méres proviennent de la méme colonie (k,?)
et par la probabilité que le géne de I’une soit 1.p.d. aux deux genes de I’autre (6,,).
Ensuite, avec probabilité 1/2, les génes tirés proviennent de parents de sexe diftérent
et on doit alors multiplier par la probabilité que la mere formant 1’un des couples et
le pére formant I’autre ne se dispersent pas et que le pere en question s’accouple a

’intérieur de la colonie (k k) et, encore une fois, par la probabilité que le géne de
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’un soit i.p.d. aux deux génes de I’autre (d;;). Finalement, avec probabilité 1/4, les
genes tirés sont d’origine paternelle et on doit multiplier par la probabilité que les
deux peéres proviennent de la méme colonie et donc qu’ils n’aient pas migré et qu’ils

se soient accouplés  I’intérieur de la colonie (k,%?) multiplié, encore une fois, par &,;.

On trouve €galement

1 3 3 : 1
feicaes = =k fiuk + Ski2aka fik + =k (@ka)? frx + = (@ka)® fiik
8 8 8 8

_ (k| + akz

3
I

puisque les tois genes tirés sont d’origine maternelle avec probabilité 1/8 et on doit
alors multiplier par la probabilité que les trois meres proviennent de la méme colonie
(k;*) et par la probabilité que les trois génes soient i.p.d. (fisx). Ensuite, avec probabi-
lité 3/8, exactement deux des trois genes tirés sont d’origine maternelle (ou paternelle)
et on doit alors multiplier par la probabilité que ceux-ci ne se dispersent pas (k;zakz
et k,(aky)?, respectivement) et, encore une fois, par la probabilité que les trois génes
soient i.p.d. (fisx). Finalement, avec probabilité 1/8, les trois génes tirés sont d’origine

paternelle et on procede de la méme fagon.

En simplifiant, on obtient

1
fI’J’K’ = W [] + 3F,; +6ak1k2 (f]_/ +(5]_/)] (2.1.5)
3 1\ [k +ak k) + ok ‘
+m(]—ﬁ)( ! 5 2) ( l > 2)(fu+(5u)+2ak|k2flu<

3
- e
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A I’équilibre, on doit résoudre le systéme d’équations suivant :

Fy=kikafy,
ki + ak
fi = —<1 + F) + 2akiko fi)) + —— fu,
N 2
1 k +a/k
Oy = mak 1ka(f1g + 610) + ( - N) ak k,— 2fIJK,

1 1
Yy = —— 1+F[ aklkz(f”+(5u——?’u)]

2N 2
1Yk +ak | k) +ak
+2(1“}'\,‘) I 3 2[ I 3 2flJ—aklk2fIJK],
1
Suk = [1+43F; + 6akik, (fij + 611)]
k| + ak
( : 2 2)(ﬁ1+5u)+20k|k2f114

RS
L

Afin de résoudre ce systeme d’équations linéaire, nous avons utiliser Mathematica.
Les résultats obtenus ont permis de calculer f;,/ fi1, 615/611, vi1s/yn et d’obtenir les
figures 2.2, 2.3. Nous présentons seulement le cas ou N=1 et N=2, car pour un N plus

grand, les courbes deviennent pratiquement indiscernables.

2.2. MODELE DE DISPERSION APRES ACCOUPLEMENT

Considérons maintenant un modele dans lequel les males s’accouplent avec une fe-
melle provenant de la méme colonie avec probabilité @ ou migrent, de fagon uniforme,
pour s’accoupler avec une femelle d’une colonie choisie au hasard avec probabilité
complémentaire 1 — . Par la suite, les couples formés peuvent migrer vers une colonie
choisie au hasard avec probabilit€ d. On consideére les individus I, J et K juste avant
I’accouplement (figure 2.4). Nous utiliserons, comme a -Ia section précédente, la nota-

tionk=1-4d.
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On obtient alors I’équation
Fr =afy, (2.2.1)

pour la probabilité€ que les deux génes d’un individu soient i.p.d. En effet, il faut que
les deux parents de I’individu proviennent de la méme colonie, et par conséquent, que
le pére s’accouple avec une femelle provenant de la méme colonie (probabilit€ a). De

plus, le géne hérité de la mere doit €tre i.p.d. au geéne provenant du pere (probabilité



39

N couples

J/Reproductlon

[ Rejetons\Adultes %7 I, Jet K

probabilité o a I’intérieur de la colonie
Accouplement <
probabilité (1 — o ) au hasard
[ Couples }

Dispersion

[ Couples ]

J/Echantillonnage
[ N couples j '
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Jin-

Par ailleurs, on a obtenu, a la section précédente, I’équation

f1'1'=l(41—1 ‘1—1F1+ fPM) ( —]lv)fc,cz,‘

pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a un geéne
choisi au hasard chez un autre individu. Cette €équation étant d’ordre général, c’est-a-
dire qu’elle ne dépend pas du modele d’accouplement, on ’utilisera 2 nouveau dans la
présente section et il en sera de méme pour toutes les équations générales de la section

précédente. Contrairement a la section précédente, on trouve que

feu = afiy,
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pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez le pere soit i.p.d. a un gene choisi
au hasard chez la mere. En effet, comme on considére un modéle a une infinité de colo-
nies, les deux parenté doivent nécessairement provenir de la méme colonie (probabilité
a) pour que la probabilité d’identité par descendance soit non-nulle. On considere alors
la probabilité qu’un géne tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. a un géne tiré au
hasard chez un autre individu d’une méme colonie (f;,). De plus, on a

1

1 1
feic, = K qu + Eaffu + Zazfu

k2
=7 (1 +a)® fi,

pour la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un couple de parents soit i.p.d. &
un gene tiré au hasard chez un autre couple de parents. Dans ce cas, ce sont les deux
couples de parents qui ne doivent pas avoir dispersé (k?). Dans ce cas, les deux génes
tir€s sont d’origine maternelle avec probabilité 1/4 et les deux meres proviennent né-
cessairement de la méme colonie puisque ce sont seulement les méles qui peuvent
disperser avant [’accouplement. Ainsi, on doit calculer la probabilité qu’un gene choisi
au hasard chez un individu soit i.p.d. 2 un géne choisi au hasard chez un autre indi-
vidu de la méme colonie (f;;). Ensuite, les deux genes tirés proviennent de parents de
sexe différent, c’est-a-dire que I’un provient du pére de 1’un des couples et 1’autre de
la mere de I’autre couple, avec probabilité 1/2. Dans ce cas, le pere doit provenir de la
méme colonie que la mere pour que la probabilité d’identité par descendance soit non
nulle. On cherche alors la probabilité que le pere n’ait pas migré avant de s’accoupler,
c’est-a-dire qu’il se soit accouplé a I’intérieur de la colonie (probabilité o). Ainsi, il
nous reste simplement a multiplier par la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez
un individu soit i.p.d. & un géne choisi au hasard chez un autre individu de la méme co-
lonie (f;,). Finalement, les deux génes tirés sont d’origine paternelle avec probabilité
1/4 et les deux péres proviennent de la méme colonie seulement s’ils n’ont pas dispersé

(probabilité @?) et on multiplie par f;;. Aprés simplification, on trouve

1 1\ k2
foy = o (1+ Fy+2afi) + (1 - N) Zf,, (1+a)?. (2.2.2)
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On avait également obtenu, a la section précédente,

| |RYS 1

Toutefois, lorsqu’il y a dispersion avant accouplement, on trouve
bpm = @iy,

pour la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez la mere soit i.p.d. a un gene tiré
au hasard chez le pere. En effet, les deux parents proviennent de la méme colonie avec
probabilité€ o puisque lorsqu’il y a dispersion, les deux parents dispersent. On considere
alors la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un individu soiti.p.d. aux deux génes

d’un autre individu de la méme colonie (6,;). On trouve également

2
fPIMIMZ =k afIJK

et

2
fPlMle = kKo Sk,

pour la probabilit€ qu’un géne tiré au hasard chez 1a mere (respectivement chez le pere)
d’un des couples de parents soit i.p.d. a un gene tir€ au hasard chez la meére (respecti-
vement chez le pere) de 1’autre couple de parents. En effet, les trois individus doivent
nécessairement provenir de la méme colonie. Ainsi, pour la premigre équation, Iac-
couplement du couple P et M, doit avoir eu lieu a I’intérieur de la colonie (probabilité
@) et les deux couples ne doivent pas avoir dispersé (probabilité k?). On calcule alors
la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. a un gene tiré au
hasard chez un autre individu et i.p.d. & un géne tiré au hasard chez un troisieéme indi-
vidu de la méme colonie (f;,x). On procede de la méme fagon pour la seconde équation
toutefois, dans ce cas, I’accouplement des deux couples de parents doit avoir eu lieu a
’intérieur de la colonie afin de s’assurer que les deux peres proviennent de la méme

colonie.
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Finalement, on obtient

o 1\ k2
Opp = N (fis +611) + (] - N) ?a (1+a) fiik. (2.2.3)

Pour la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. & un et
un seul d’un autre individu de la mé&me colonie, on avait obtenu

111 1 1
Yrr =g [5 (1= fpm) + 5 (F/ —bpm + E'YPM)]

1)|1

+ (1 - N) [5 (§M|P|M2 +§P|M|M2) + ]5(§M|P|P2 +§PIM|P2)]'

On trouve maintenant,

YPM = YMP = QY1

puisque pour avoir identité par descendance, les deux parents doivent provenir de la
méme colonie. Par conséquent, ’accouplement doit avoir eu lieu a Iintérieur de la

colonie (probabilité @). De plus, on trouve

§M1P.M2 = k2[a’(flj - fur)l,

pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez la mere d’un des deux couples de
parents soit i.p.d. a un géne choisi au hasard chez le pére de I’autre couple de parents
mais non i.p.d. a un géne choisi au hasard chez la mere. En effet, la mére du premier
couple de parents et le pere du second couple doivent provenir de la méme colonie
pour que la probabilité qu’ils aient un géne i.p.d. soit non nulle. Ainsi, la mére ne doit
pas avoir dispersé (probabilité k) et le pere doit s’€tre accouplé avec une femelle de
la méme colonie (probabilité a) et ne doit pas avoir dispersé par le suite (probabilité
k). Par conséquent, la mere du second couple provient également de la méme colonie
puisque le pere n’a pas dispersé. Ainsi, on cherche la probabilit€ qu’un géne choisi
au hasard chez un individu soit i.p.d. a un gene tiré au hasard chez un autre individu

mais non i.p.d. a celui d’un autre individu provenant de la méme colonie (probabilité



S — fiux). En procédant de la méme fagon, on obtient

Epimm, = KT(1 = &) fiy + a(fis = fix)]
Empip, = k202(f// — fuk)

et,

Epmp, = Kal(l = ) fis + a(fiy = fix)l-

Ainsi, aprés simplification, on trouve

|
Vi = o

1
N 1+ F -« (fu +08; — ‘7//)]

2

1Y k2
+ (] - N) ?(1 +a)[(1 +a)fiy — 2afix].

Finalement, on avait obtenu

111 3 3 3
rpper = — | — _.F — _6
frrx NZ[16+]6 I+8fPM+8PM‘

3 1 1

N

+ (1 - %) (1 - %)fc.czcg,

1 1
+ = (1 - N) [chlcz +z0ce g (fempy + frimian,)
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(2.2.4)

pour la probabilit€ qu’un gene tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. a un gene tiré

au hasard chez un autre individu et i.p.d. a un gene tiré au hasard chez un troisi¢me

individu de la méme colonie. On trouve, d’abord,
1

1 1
bcic, = K [Zdu + Eaéu + Zazéu

\21+a2
=k ow

pour la probabilité quun geéne tiré au hasard chez I’un des couples de parent soit i.p.d.

aux deux genes d’un parent choisi hasard chez I’ autre couple. En effet, les deux couples

de parents ne doivent pas avoir dispersé (probabilité k) et, dans ce cas, les deux parents

tirés sont de sexe féminin avec probabilit€ 1/4 et comme les deux méres n’ont pas

dispersé, elles proviennent nécessairement de la méme colonie. On cherche alors la

probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un individu soit 1.p.d. aux deux genes d’un
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autre individu provenant de la méme colonie (d;,). Ensuite, les deux parents tirés sont
de sexe différent avec probabilité€ 1/2. Dans ce cas, ils proviennent de la méme colonie
si le parent de sexe masculin s’est accouplé avec une femelle provenant de la méme
colonie (probabilité a) et on cherche alors la probabilité d;,, tel que précédemment.
Finalement, les deux individus tirés sont de sexe masculin avec probabilité 1/4 et ils
proviennent de la méme colonie seulement s’ils se sont accouplés a I’intérieur de la

colonie et on cherche donc la probabilité §;,. On trouve également

1 3 3 ] ]
feice, = K gfuk + gafuk + gazfuk + gCYSfIJK ,

pour la probabilit€ qu’un geéne choisi au hasard chez un coupie de parents soit i.p.d. a
un geéne choisi au hasard chez un autre couple de parent et i.p.d. a un géne choisi au ha-
sard chez un troisieme couple de parents. Encore une fois, les trois couples ne doivent
pas avoir dispersé (probabilité k*) pour qu’il puisse y avoir identité par descendance.
Ainsi, les trois génes tirés sont d’origine maternelle avec probabilité 1/8. Comme les
trois meéres proviennent de la méme colonie, on cherche la probabilité qu’un géne tiré
au hasard chez un individu soit i.p.d. a un géne tiré au hasard chez un autre individu et
1.p.d. a géne tiré au hasard chez un troisiéme individu provenant de la méme colonie
(f1sx)- De plus, exactement deux des trois parents tirés sont de sexe féminin avec pro-
babilité 3/8. Dans ce cas, I’individu de sexe masculin provient de la méme colonie que
les deux meres a condition qu’il se soit accouplé avec une femelle de la méme colonie
(probabilité @) et on cherche alors la probabilité f}JK. De la méme fagon, exactement
deux des trois genes tirés sont d’origine paternelle avec probabilité 3/8. Dans ce cas,
les deux peres doivent §’étre accouplés a I’intérieur de la colonie (probabilité a?) et on
cherche, encore une fois, la probabilité f;,x. Finalement, les trois parents tirés sont de
sexe masculin avec probabilité 1/8 et les trois peres doivent alors s’étre accouplés avec

un femelle de la méme colonie (probabilité a*) et on mulitplie par la probabilité f;,.
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En simplifiant, on obtient

]
frix = T [1+3F; +6a(f, +61,)] (2.2.5)

NIV
4N 4

N A+ a)[(1 + @) (fiy + 61)) + 4afik]

| 2\ (1 - a)}
+(1_N)(1—N)( 3 ) (1+a) fux.

A I’équilibre, on obtient le systéme donc d’équations suivant :
F[ = O’f[J,

1 1) k2
Ju= m(] +F1+20fl.l)+(1 —N)qu(] +a)’,

6—0( +6,)+]|1 )£ (0 +a)fi
IJ_2N fu 1J N 20 a) Jiik

= ! 1-F fiy+6 !
YIJ—2N F—alJuy 1 27/1 ,

1) k2
+ (1 - N) ?(] +a)[(1 +a)fy — 2afik]

1
fIJK = 6—[1 +3F,+60’(f[1+611)]

1
3 | IRV % | , 5 )
+ﬁ(.—1_v)2( + o) [(1+a) (fiy + 1) + QﬁJK]

1 2\ K3
+.(] - N)(] - 'N) g(l +Q')3fIJK-

Encore une fois, nous résolvons le systeme avec Mathematica, ce qui nous permet
d’obtenir les figures 2.5, 2.6. Encore une fois, nous présentons seulement le cas oi N=2

et N=3, car pour un N plus grand, les courbes deviennent pratiquement indiscernables.

2.3. MODELE AVEC POSSIBILITE D’EXTINCTION DE LA POPULATION

Nous allons maintenant considérer un modele de dispersion avant accouplement

~ mais avec possibilité d’extinction de la population. Ainsi, lors de la reproduction, tous
les individus de la colonie mourront avec probabilité m et la colonie sera alors re-
peuplée par des jeunes provenant de I’ensemble de la population. Par conséquent, la

probabilité d’identité par descendance entre deux individus de la colonie sera nulle
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apres la recolonisation (figure 2.7). En somme, ce modele ressemble au modele de dis-
persion avant accouplement mais, dans ce cas-ci, la probabilité de dispersion des méles
est la méme que celle des femelles (d; = d, = d) et la probabilit€ d’accouplement a
I’intérieur de la colonie est certaine (o = 1). Afin de simplifier lés équations, nous
utiliserons la notation k = 1 — d.

Tout d’abord, remarquons que dans le cas ot il n’y a pas d’extinction (probabilité
1 — m), on retrouve les mémes équations que dans le modele de dispersion avant ac-

couplement mais avec k, = k, = k et @ = 1. Par conséquent, il nous reste uniquement
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%

a vérifier ce qu’il se passe lorsqu’il y a extinction de la population. On trouve alors :

Fi=(1-mkfy, 2.3.1)

fro=(1-m)

1
T AN

1 1 1 '
i (A +F; +2f;)+ (1 - N)sz” +m[ﬁ 1+ F,)] (2.3.2)

1
[1+F1+( —m)(l _'iﬁ)sz”’

)k3 f,,,(}, (2.3.3)

11 1
Spp = (1 —m) [mk%ﬁ, +81) + (1 -
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] 1 1
Yry = (1 —-m) [Z_N (1 +F -k (fu +65 - 571/)) +2 (] - ﬁ) K (fis - kfuk)l
(2.3.4)

+m

1
W(] +FI)

1 K (1 ) 1
= m[] +Fl]+(1 -m)[m (E'YIJ—ﬁj —(5”)+2k"(1 - N) (flj—kfle)]

et

1
frrg = =m) [W (1+3F; + 6k (fiy + 61.)) (23.5)

3 1
+ aN (] - ﬁ) K2 (fi) + 615 + 2k fix)

1 2
o L [K
1+3F 342 342 1 ‘
= ITSNZI + (1 —m)[m (fis +61) + N (] - ﬁ)(ﬁj + 61y + 2kfi1ix)

o)

1
16N?

+m

( +3F,)]

A 1"équilibre, on doit résoudre le systéme d’équations suivant :

Fy=( - mk* fi,

1+ F 1
fiu= ZNI+(1—m)(1—m)szu,
=1 “ s +[1- |8
1 =0-m) m(fu+ 1)+ N Juxk |,
1+ F k(1 1
Y = ;NI +(1-m) m(z)’u—fu—éu)‘FQkZ(l _ﬁ)(f”_kf”’()l’

k? 3k2 1
Sk = e +(1-m) [W (fis +615) + N (1 - ﬁ)(f” + 615 + 2k f1x)
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En résolvant le systeme a I’aide de mathematica, on obtient les ﬁgures 2.11, 2.12.
Nous présentons seulement le cas ot N=2 et N=3, car pour un N plus grand, les courbes

deviennent pratiquement indiscernables.

2.4. MODELE DE DISPERSION DES GAMETES AVANT LEUR UNION

Finalement, considérons un modele oll chaque individu produit une infinité de ga-
metes qui peuvent se disperser avant de s’unir, avec probabilité d; et d,, respectivement,
pour les gametes femelles et males. Afin d’alléger les équations, nous utiliserons la no-
tation k; = 1—d, etk = 1 —d, pour la probabilité de ne pas disperser. Dans ce modele,
il y aura également une infinité de colonies. Toutefois, chaque colonie sera formé de
N individus plut6t que de N couples comme c’était le cas dans les modéles\avec ac-
couplement. Par conséquent, on coqsidére les individus /, J et K apres la dispersion
des gametes (figure 2.10). Remarquéns qu’ici, nous ne pourrons utiliser les formules
générales des sections précédentes puisque, par exemple, dans le modele avec union
de gametes, les deux gametes formant un individu peuvent provenir d’'un méme pa-
rent tandis que dans le modele avec accouplement, chacun des gametes provient d’un

parent du couple.
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Fic. 2.10. Modele de dispersion des gameétes avant leur union

On obtient d’abord,

1
F[/ = ﬁklkZ

1 1
=+ =F
2 2!

1
- (1 - ﬁ) ko i, 24.1)

pour la probabilité que les deux genes homologues d’un individu soient i.p.d. En ef-
fet, les deux génes de I’individu proviennent du méme parent avec probabilité 1/N et
doivent donc provenir de la méme colonie, c’est-a-dire que le gamete femelle et le ga-
mete male formant I’individu ne doivent pas avoir dispersé (probabilité &k k;). Ainsi,
les deux geénes de I’individu sont des copies du méme geéne de son parent avec proba-
blité 1/2 et ils sont donc i.p.d. Par ailleurs, ils sont des copies de géneé différents avec
probabilité 1/2 et ils sont donc i.p.d. si les deux geénes du parent le sont (probabilité
F). Aussi, les deux génes de I’individu proviennent de parents différents avec proba-
bilité (1 - 1/N). Dans ce cas, les deux gametes portant les génes doivent provenir de

la méme colonie (probabilité k k;) pour qu’il puisse y avoir identité par descendance
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puisqu’on considére un modele a une infinité de colonies. Par conséquent, on cherche
la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez I’un des parents soit i.p.d. a un gene
p q g p

choisi au hasard chez I’autre parent provenant de la méme colonie (probabilité f;;).

On trouve aussi

2 2
AN [N S5 PR

2 2 2 N 2

pour la probabilit€ qu’un gene choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a un géne
choisi au hasard chez un autre individu de la méme colonie. Cette €quation est trés
semblable a I’équation (2.4.1) puisque, dans les deux cas, on calcule la probabilité que
le géne porté par un gamete choisi au hasard soit i.p.d. au gene porté par un autre ga-
mete choisi au hasard. La seule différence réside dans le sexe des gametes puisque dans
I’équation (2.4.1), on aura nécessairement un gamete femelle et un gamete male puis-
qu’on considere les deux gamétes d’un individu. Toutefois, dans I’équation (2.4.2), le
sexe des gametes est aléatoire puisqu’on choisi un gamete au hasard chez deux indi-
vidus distincts. Par conséquent, le gamete tiré est un gamete femelle avec probabilité
1/2 et méle avec la méme probabilité. Ainsi, la probabilité que les deux gametes ne

dispersent pas devient (k, + k) /4.

Ensuite, on trouve

1 k+k[1 3 3 1 ki +ko [1 1
6,,,,:ﬁklk2% YR +N(1—N)k,k2 '2 2 5f,;+§6”} (2.4.3)
1 2 k|+k2
+{1-=]|[1=Z|kk ,
( N)( N) 1R2 ) fl./K

pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. aux deux
genes d’un autre individu choisi au hasard. En effet, les trois genes proviennent du
méme parent avec probabilité 1/N2k ky(k; + k;)/2 puisque le gaméte femelle et le ga-
mete male de I’individu I’ de méme que le gamete choisi au hasard chez J doivent
provenir de la méme colonie pour avoir le méme parent. Par conséquent, les trois ga-
meétes sont des copies du méme gene de leur parent avec probabilité 1/4 et ils sont
donc i.p.d. Par ailleurs, ils ne sont pas tous des copies du méme gene avec proba-

bilité complémentaire et sont donc i.p.d. seulement si les deux génes du parent sont
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i.p.d. (probabilité F,). Ensuite, deux des trois génes proviennent du méme parent tan-
dis que I’autre provient d’un autre parent de la méme colonie avec probabilité (3/N)(1—
1/N)k ky(k, + kp)/2. Dans ce cas, les deux génes provenant du méme parent sont des
copies du méme gene avec probabilité 1/2 et ils sont alors i.p.d. au géne provenant de
’autre parent avec probabilité f;,. De plus, avec probabilité 1/2, les deux génes pro-
venant du méme parent sont des copies de geénes différents et ils sonf donc i.p.d. entre
eux et avec le géne provenant de I’autre parent avec probabilité §,,. Finalement, les
trois génes proviennent de parents différents mais provenant de la méme colonie avec
probabilité (1 — 1/N)(1 — 2/N)k ka(ky, + k;)/2. Dans ce cas, on cherche la probabilité
qu’un gene choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a un géne choisi au hasard chez
un autre individu et i.p.d. & un géne choisi au hasard chez un troisieme individu de la

méme colonie (probabilité fix).

On trouve également

1 1 1
+ k> (5(1 - fi)+ 5 (FI -6+ E')’U))]

1 1\ ki +k 1 1
—|1-—=1k 1—k)|=+ =
+N(1 N) — [( 1)(2 +2F,)

2

[-w)-F)2)

pour la probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a2 un et un

1 1 ]
+ ki ("(1 = fi)+ 5 (FI -6+ E’YU))

k] +k2
2

(fis = |

_I_k]+k2‘
2

)fu +
seul gene d’un autre individu choisi au hasard. Tout d’abord, les trois génes proviennent
du méme individu avec probabilité (1/N?)k ky(k, + k»)/2 (pour les mémes raisons que
précédemment). Dans ce cas, le géne provenant de I'textit]’ et un des génes de I’ sont
des copies du méme gene tandis que I’autre gene de I’ est une copie de 1’autre géne du
parent avec probabilité 1/2. Par conséquent, le géne de J’ esti.p.d. a un et un seul géne

de I si les deux genes du parents ne sont pas i.p.d. (probabilit€ (1 — F,)). De plus, les
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deux genes de I” proviennent du méme parent tandis que le gene de J’ provient d’un
autre parent de la méme colonie avec probabilité (1/N)(1 — 1/N)k ky(k, + k2)/2. On
cherche alors la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez un individu soit i.p.d. a
un et un seul géne d’un autre individu provenant de la méme colonie (probabilité y,,).
Enfin, I’un des deux génes de I’, disons celui se situant sur le gamete femelle, ainsi que
le gene de J’ provient du méme parent tandis que I’autre geéne de I’ provient d’un parent
différent avec probabilité (1/N)(1 — 1/N)k ky(k, + k2)/2. Par ailleurs, si le gamete male
de I’ disperse (probabilité (1 — k,)), il est nécessairement non i.p.d. aux deux autres
genes et on cherche alors la probabilité que deux génes provenant du méme parent
soient i.p.d. C’est le cas si les deux genes sont des copies du méme gene (probabilité
1/2) ou, s’ils sont des copies de genes différents (probabilité 1/2), si les deux geénes
du parent sont i.p.d. (probablité F;). Par contre, si le gameéte méle de I’ ne disperse
pas (probabilité k;), on doit considérer deux cas. D’abord, si les deux génes provenant
du mé&me parent sont des copies du méme gene (probabilité 1/2), on doit calculer la
probabilité qu’un geéne tiré au hasard chez ce parent ne soit pas i.p.d. & un géne tiré au
hasard chez I’autre parent qui provient, dans ce cas, de la méme colonie (probabilité
(1= f1,)). De plus, si les deux geénes provenant du méme parent ne sont pas des copies
du méme gene, avec probabilité 1/2, on cherche la probabilité qu’ils soient tout de
méme i.p.d. mais non i.p.d. au géne provenant de I’autre parent (probabilité F; — &)
ou gu’ils ne soient pas i.p.d. entre-eux mais que I’autre gene de I’, dans ce cas celui
situé sur le garhéte méle, soit i.p.d. au gene de J’ (probabilité y;,/2). On procéde de la
méme fagon pour obtenir le terme suivant mais on considere que c’est le gaméte méle
de I’ qui provient du méme parent que le gamete de J’. Finalement, les trois gametes
proviennent de parents différents avec probabilité (1 —1/N)(1-2/N) et, dans ce cas, au
moins un des gametes provenant de I’individu I’ ainsi que le gaméte provenant de J’
ne doivent pas avoir dispersé (probabilité (k; + k)?/4) pour qu’il y ait i.p.d. Si I'autre
gamete de I’ disperse (probabilité 1 — (k; + ky)/2), alors il sera nécessairement non
1.p.d. aux deux autres qui n’ont pas dispersé. Dans ce cas, on calcule la probabilité
que les génes de ces deux gametes provenant de parents différents mais de la méme
colonie soient i.p.d., c’est-a-dire, la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un

individu soit i.p.d. a un géne choisi au hasard chez un autre individu provenant de
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la mé&me colonie (f7,). Toutefois, si le troisieme gamete ne disperse pas (probabilité
(ky +k3)/2), on calcule la probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez un individu soit
i.p.d. a un géne choisi au hasard chez un autre individu mais non i.p.d. a un géne choisi
au hasard chez un troisieme individu provenant de la méme colonie (f;; — fijx). Apres

simplification, on a

Yrr = —kik, 5(] - Fy)

1 1 ki +k
e > +—(1 ——)k,k2 L 2 (2.4.4)

1 k|+k2 1
N N 2

1 1\ k +k 1o
+ 5 (1 _ N) ! ;’ 2[(k,(] — k) + k(1 —kl))(i + 5F,)

2
2
+ (1 - %) (1 - %) (kl ; kz) [fu - il ;—szljk].

Finalement, on trouve

1
+ kik; (1 —fu+F =6+ —)’u)

3 1\ (ki + K\ [1 1
+_(1_N)( ‘;’ 2) [Ef”+§5”} (245

pour la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez un individu soit i.p.d. a un gene tiré
au hasard chez un autre individu et i.p.d. a un géne tiré au hasard chez un troisiéme
individu. Remarquons que cette équation est trés similaire a I’équation (2.4.3). En ef-
fet, dans les deux cas, on considére trois gameétes mais dans 1’équation (2.4.3), deux
des trois gametes proviennent du méme individu et donc il s’agit nécessairement d’un
gamete male et d’'un gaméte femelle tandis que le troisieme peut étre male ou femelle
puisqu’on le choisit au hasard chez un autre individu. Par contre, dans ce cas-ci, les
trois gametes sont choisis au hasard chez trois individus distincts et ont donc autant
de chance d’€tre méle que femelle. Par conséquent, la probabilit€ que les gamétes ne

dispersent pas devient (k; + k,)*/8 dans I’équation (2.4.5).
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A I’équilibre, on doit résoudre le systeéme d’équations suivant :

| 1
Fi= mklkz [1+F/]+ (1 - N)klkaIJ,

1 [k + &\ 1\ (ki + K,
fu=m('+2) []+F1]+(1——)(|+2)fu,

2 N\ 2

51y = I;'}\’;;klkzkl ;kz [1+3F]+ % (1 - %)k.kzk' ;kz [fis+61]
+ (1 - %)(1 - %)k,kzk' ;sz”,(,

Y = 211vzktk2kl ;kz [(1-Fp] ¥ % (1 - %)klkzkl ;kz’}’u
+%(1 —%) ud ;kz[(kl(] k) + k(1 = k) (1 + F))

]
+ ki k; (] —fuu+Fi =6+ 5’}’1./)}

2
+ (] — l) (] - 3) (kl +k2) [f” - kl +k2fIJK

*

N N 2 2
1 (k +k\ 3 1\ [k + k)
fIJK:W( |2 2) “+3F']+ﬁ(1_ﬁ)( |2 2) Lfis + 611

B e

En résolvant le syst¢me d’équations, on obtient les figures 2.11, 2.12. Nous pré-
sentons seulement le cas od N=5 et N=10, car pour un N plus grand, les courbes

deviennent pratiquement indiscernables.
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Fic. 2.11. Graphique de

Jislfu (rouge), 615/61
(vert) et yi/yn (bleu)
pour N=5Seta =05

Fic. 2.12. Graphique de

Sfulfu (rouge), 615/6u
(vert) et vy /yn (bleu)
pour N=10eta =0.5



CONCLUSION

Ce mémoire visait a obtenir les conditions d’invasion d’un allele mutant. I fallait
donc vérifier deux propriétés essentielles. Premierement, lorsqu’un alléle mutant est in-
troduit dans une population, sa fréquence est nécessairement petite et, par conséquent,
pour que ce dernier subsiste dans la population, il faut éviter I’extinction de I’alléle
a partir d’une fréquence initiale preés de O, ce qui veut dire que la fréquence O doit
étre un équilibre instable. De plus, pour que I’alleéle finisse par envahir complétement
la population, il faut se rapprocher de la fixation de I’allele a partir d’une fréquence
pres de 1, ce qui veut dire que la fréquence 1 est un équilibre stable. Afin d’étudier
ces deux propriétés, nous avons déduit une équation pour le taux de changement de la
fréquence d’un allele. Nous avons considéré ce taux de changement dans le cas parti-
culier ou I’allele favorise I’altruisme. Nous avons constaté que I’extinction de 1’allele
est un équilibre instable lorsque le taux de changement (la dérivée) est positif pour une
fréquence initiale pres de 0. Par ailleurs, la fixation de I’allele est un équilibre stable
si le taux de changement est positif pour une fréquence initiale pres de 1. Nous avons

également remarqué que si les approximations

fu  Su v
Su on Yu

sont vérifiées, on obtient une seule condition pour que les deux propriétés soient res-
pectées. Les résultats numériques obtenus au Chapitre 2 étant tres concluants, nous
pouvons utiliser ces approximations dans des populations diploides ou 1’accouplement
a lieu avant ou apres 1’accouplement, dans un modele avec probabilité d’extinction de

la population et dans un modele d’union des gameétes. Nous pouvons donc conclure
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que dans tous ces types de population, un alléle introduit par mutation envahira la po-
pulation si :

fi
o "My
b 1-(1-mi

oll ¢ et b représentent respectivement le cofit et le bénéfice associés a un acte altruiste

et m représente la probabilité de dispersion.
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Annexe A

MODELES DE POPULATIONS HAPLO-DIPLOIDES

Nous allons maintenant reprendre I’étude faite au chapitre 2 pour des populations
haplo-diploides (males haploides et femelles diploides). Dans ce type de population, le
male est un oeuf non-fécondé. Par conséquent, il posséde un nombre haploide de geénes
puisqu’il porte uniquement le géne transmis par la mere. Ce modele peut également
étre utile pour étudier un géne situé sur le chromosome X dans une population diploide
puisque, rappelons-le, le male porte un seul chromosome X (1’autre étant Y) tandis que

la femelle en porte deux. Par conséquent, nous tenterons de vérifier graphiquement que

Sul fir 261160 =y lyu

pour des populations haplo-diploides. Nous allons considérer uniquement les trois pre-
miers modéles de dispersion introduits a la section 1.3 puisque le modele avec union
des gamétes est défini uniquement dans une population diploide. Etant donné que les
males et les femelles ne possédent pas le méme nombre de génes en un locus donné,
nous devrons faire une distinction entre les méles et les femelles lors du calcul des
coefficients. On désignera les femelles par I et les méles par J. Par conséquent, les sy-
métries (f;; = fi, 615 = &4, etc.) observées dans les populations diploides ne seront
pas toujours vérifiées dans les populations haplo-diploides. Nous allons utiliser a nou-
veau les situations d’identité€ de Gillois afin de définir les coefficients d’apparentement
dans le cas d’une population haplo-diploide. Nous ne traiterons pas le cas ol les deux

individus sont des femelles puisque I’on se ramene au cas d’une population diploide.
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Fic. A.1. (i) Situations d’identité de Gillois entre une femelile I et un

maéle J (ii) Situations d’identité de Gillois entre deux males J; et J;

A Iaide de ces situations d’identité, on peut exprimer :

F, = Al + Az,
1
Ji=A+ EAJ',
(S[j =A|,
Y = As,
lefz = All'

Remarquons que les coefficients d’apparentement entre deux femelles peuvent &tre

exprimés de la méme fagon qu’au Chapitre 2 puisque les femelles sont diploides.

A.1. MODELE DE DISPERSION AVANT ACCOUPLEMENT

Considérons maintenant le modele de dispersion avant accouplement dans le cas

ol la population est haplo-diploide. En premier lieu, on trouve
F; = akikafi, (A.1.1)

puisque les deux genes d’une femelle sont i.p.d. seulement si ses deux parents pro-
viennent de la méme colonie. Par conséquént, les deux parents ne doivent pas avoir
dispersé et I’accouplement doit avoir eu lieu a I’intérieur de la colonie (probabilité
ki k,). De plus, le géne issu de la mere doit étre i.p.d. a celui issu du pere (probabilité
f17). Puisque le méle posséde un seul gene au locus donné, on a pas besoin de calculer

la probabilité précédente dans le cas ol il s’agit d’un mile.

Ensuite, on trouve

111 1(1 1 1 1
fri = N [Z t2 (E + EF') + EfMP} + (1 - N) feic,
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pour la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. & un gene
choisi au hasard chez une autre femelle provenant de la méme colonie. En effet, les
deux femelles ont les mémes parents avec probabilité 1/N. Dans ce cas, les deux genes
choisis proviennent du pere avec probabilité 1/4 et sont nécessairement i.p.d. puisque,
rappelons-le, le méle possede un seul gene en un locus donné. De plus, les deux geénes
proviennent de la mere avec la méme probabilité 1/4 et sont des copies du méme gene
avec probabilité€ 1/2 (et sont donc i.p.d.) ou des copies de genes différents avec proba-
bilité 1/2 également. Dans le dernier cas, les deux genes seront i.p.d. si les deux genes
de la mere le sont (probabilité F,). Finalement, les deux génes proviennent de parents
différents avec probabilité 1/2 et sont i.p.d. si le géne provenant du pere est i.p.d. a un
geéne choisi au hasard chez la mere (probabilité fyp). Par ailleurs, les deux femelles
proviennent de couples de parents différents avec probabilité (1-1/N). Dans ce cas, les
deux geénes seront i.p.d. si le géne provenant de I’un des couples de parents est i.p.d.

au gene provenant de ’autre couple de parents (probabilité f¢,c,).

De plus, on trouve

Sup = akiky fiy

et

1 1 1
Jee, = Zk%f‘lllz + 50k|k2fu + Za2k§f1,./2-

Apres simplification, on obtient

1 )[k%fhlz + 2akiky f1) + @ 2k§f‘,"lz . (A.1.2)

1
ﬁ;,§:8—N[3+F,+4ak|k2f”]+(]——1\7 2

Si on calcule la méme probabilité en tirant les génes chez une femelle et un male
provenant de la méme colonie, on trouve

+ (] - %) fC|M2'

En effet, les deux individus proviennent du méme couple de parent avec probabilité

1(1(1 1 ]
fl’J'—ﬁlz(z"'zFl)"'szP

1/N et le géne tiré au hasard chez la femelle provient de la mere avec probabilité 1/2.

Dans ce cas, comme le gene du male provient nécessairement de la mere, les deux
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genes tirés sont des copies du méme géne avec probabilité 1/2 ou des copies de geénes
différents avec la méme probabilité. Dans le dernier cas, ils sont i.p.d. a condition que
les deux génes de la mere le soient (probabilité F). De plus, le gene tiré chez la fe-
melle provient du pere avec prdbabi]ité 1/2 et il est i.p.d. & celui provenant de la mere
de I’individu méle avec probabilité fy,p. Finalement, les deux individus proviennent de
couples de parents différents avec probabilité (1 - 1/N) et les deux génes sont i.p.d. si
le g&ne provenant des parents de la femelle est i.p.d. au géne provenant de la mére du

méle (probabilité fz ).

De plus, on trouve

1 1
Jfom, = 'ik%fhlz + Eaklk2flj,

puisque le gene tiré chez la femelle provient de 1a mere avec probabilité 1/2 et il y aura
identité par descendance seulement si les d}aux meéres proviennent de la méme colonie
et donc, n’ont pas dispersé (probabilité k2). On cherche alors la probabilité qu’un géne
choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. a un géne choisi au hasard chez une autre
femelle (f,1,). De plus, le gene tiré chez la femelle provient du pére avec probabilité

1/2 et on procéde de fagcon analogue pour obtenir le résultat.

Apres simplifications, on obtient donc

(A.1.3)

1 )k [klflllz +ak2f,,l
N ‘

1
fl’!’:m[1+F1+2ak|k2f”]+(1—— 2

Considérons, maintenant, la probabilité que le gene d’un maéle soit i.p.d. au géne
d’un autre male. On trouve

1

1 1
Jra = N

-+ =F
2 2!

+ (1 - %)fMle.

En effet, les deux méles ont les mémes parents avec probabilité 1/N. Comme les génes
tirés proviennent nécessairement de la mére, ils sont des copies du méme geéne avec
probabilité 1/2 ou des copies de genes différents avec la méme probabilité (ils sont
alors i.p.d. avec probabilité F). Cependant, les deux individus proviennent de parents

différents avec probabilité (1 - 1/N) et sont alors i.p.d. si le géne issu de I’'une des meres
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esti.p.d. a celui issu de I’autre mére (probabilité fis,m,).

On trouve alors
2
fM|M2 = k].f]]]z,
puisque les deux meres doivent provenir de la méme colonie (probabilité k3) et le géne

tiré au hasard chez I’une doit étre i.p.d. a celui tiré au hasard chez I’autre (probabilité

.f’l’2)'

Finalement, on a

1 ]
Jry = 2_NU +F1]+(1 —N)kff,l,z. (A.1.4)

Calculons maintenant la probabilité que le géne porté par un individu male soit

1.p.d. aux deux genes portés par un individu femelle. On trouve

N |2 2

En effet, les deux individus proviennent des mémes parents avec probabilité 1/N. Dans

N

111 1 1
ory = = ["fMP + =Omp|+ (1 - —) Iuipimty

ce cas, le géne provenant de la mere chez chaque individu est une copie du méme gene
avec probabilité€ 1/2 et on doit alors multiplier par la probabilité que ce gene soit i.p.d.
au gene provenant du pere chez la femelle (fyp). De plus, les deux genes provenant
de la meére sont des copies de geénes différents avec probabilité 1/2 et, dans ce cas, la
probabilité cherchée est vérifiée si le gene provenant du pere est i.p.d. aux deux genes
de la mere (probabilité dyp). Finalement, les deux individus proviennent de parents
différents avec probabilité (1 - 1/N). On cherche alors la probabilité que le géne issu de

la mere et du pere de la femelle soient i.p.d. a celui issu de la meére de I’individu male

(probabilité fa, p,am,).

Ona
Omp = ak k20,5,

puisque, encore une fois, les deux parents doivent provenir de la méme colonie (pro-

babilité ak k;) et on cherche la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un méile
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soit i.p.d. aux deux geénes d’un individu femelle provenant de la méme colonie (d;;).

Par ailleurs, on trouve
fmpim, = ak?k Niny,
17y M2 1 2 IIIZ I

puisque les trois invidus doivent provenir de la méme colonie (probabilité aksz) et
on cherche la probabilité qu'un géne choisi au hasard chez un male soit i.p.d. a deux
geénes choisis au hasard respectivement chez deux femelles provenant de la méme co-

lonie (probabilité f;,/,,).

Apreés manipulations algébriques, on obtient

1 1
5//_/' = ma/ﬂkz [f/_/ + 5/_/] + (1 - }—V) ak%kahlz./- (A]S)

Etudions maintenant la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez un individu

male soit i.p.d. 2 un et un seul g&ne d’un individu femelle. On trouve

N

111 1 1 1
Yre = [E (1 = fup) + 5 (F/ —Omp + E')’MP) + (1 ~ —) [€p a1 1, + Emipia, ] -

En effet, les deux individus proviennent du méme couple de parents avec probabilité
1/N. Dans ce cas, les deux genes provenant de la mere sont des copies du méme géne
avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que ce géne ne soit pas i.p.d. a celui
provenant du pére de I’individu femelle (probabilité 1 — fi,p). Toutefois, les deux genes
provenant de la mere sont des copies de génes différents avec probabilit€ 1/2 et on doit
alors considérer deux cas. Premierement, les deux génes provenant de la méme mere
sont i.p.d. entre eux mais non i.p.d. a celui provenant du pére de I’individu femelle avec
probabilité F; — §yp Ou, deuxiément, le géne de I’individu méle (qui provient néces-
sairement de la mere) est i.p.d. au gene provenant du pere de I’individu femelle mais
non i.p.d. au géne provenant de la meére (probabilité yyp/2). D’autre part, les deux
individus proviennent de couples de parents différents avec probabilité (1 - 1/N). Dans
ce cas, on cherche la probabilité que le géne issu de la mere de I’individu méle soit
i.p.d. au géne issu de la mere de I’individu femelle mais non i.p.d. celui issu du pere

(probabilité £p,a,a1,) OU, & I’inverse, qu’il soit i.p.d. au géne issu du pere de I’individu
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femelle mais non i.p.d. a celui issu de sa mere (probabilité &y, p,m,).

Ona

Epm, = K5 (1 — aka) fir, + kieka (fiur, = fiuns) -

Tout d’abord, remarquons que les deux meéres doivent nécessairement provenir de la
méme colonie. Par conséquent, si les deux meres proviennent effectivement de la méme
colonie mais non le pére (probabilité kf(l - aky)), a]érs on cherche simplement la
probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. 2 un gene choisi
au hasard chez une autre femelle provenant de la méme colonie (f},;,). Toutefois, si les
trois individus proviennent de la méme colonie (probabilité k?ak,), on doit multiplier
-par la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. a un géne
choisi au hasard chez une autre femelle mais non i.p.d au géne d’un maile provenant de

la méme colonie (f,, — fi,1,4)- En procédant de la méme fagon, on trouve

Empm, = akiky (1= k) fiy + akika (fis = fing)-

Apres quelques simplifications, on obtient

1
1+F,—aklk2(f”+6”——7”)] (A16)

Yry = m 5

—+

1
- ﬁ) [k%flllz + aklkaIJ - 2ak%k2flllzj] .

Maintenant, si on calcule la probabilité qu'un géne choisi au hasard chez une fe-
melle soit i.p.d. aux deux geénes d’une autre femelle provenant de la méme colonie, on

trouve

Opp = % [%fMP + % (%fMP + %6MP)] + (] - %) [%fM.P.Mz + %fMlPng .
En effet, les deux femelles ont les mémes parents avec probabilité 1/N. Dans ce cas,
le gene choisi au hasard chez la femelle I, provient du pére avec probabilité 1/2 et il
est nécessairement i.p.d. au géne provenant du pere de la femelle I) puisqu’elles ont le
méme pere. Par conséquent, on cherche la probabilité que ce gene soit i.p.d. au géne

provenant de la mere de la femelle I; (fyp). Aussi, le gene choisi au hasard chez la
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femelle I, est d’origine maternelle avec probabilité 1/2. Dans ce cas, le géne provenant
de la mere chez I’autre femelle est une copie du méme géne avec probabilité 1/2 et
on cherche la probabilité que ce gene soit i.p.d. a celui issu du pere de la femelle
(fmp). Par ailleurs, le géne provenant de la mére de la femelle I, est une copie d’un
autre géne avec probabilité 1/2. On cherche alors la probabilité que les deux génes de
la mere soient i.p.d. au gene du pére (6yp). Finalement, les deux femelles proviennent
de couples de parents différents avec probabilité (1 - 1/N). Ainsi, le géne choisi au
hasard chez la femelle I, est d’origine maternelle avec probabilité 1/2 et on cherche la
probabilité que ce geéne soit i.p.d. a celui issu du pere et de la mere chez la femelle [,
(fm,p,m,). D’ autre part, le géne choisi au hasard est d’origine paternelle avec la méme
probabilité 1/2 et on cherche, encore une fois, alors la probabilité que ce gene soit i.p.d.

a celui issu du pere et de la mere de I’autre femelle (fy;,p, p,)-

De plus, on trouve
fM|P|M2 = ak%szlllzj-

En effet, les trois parents doivent provenir de la méme colonie (probabilité aksz) pour
que la probabilité d’identité par descendance soit non nulle. Par la suite, on cherche
la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez un male soit i.p.d. a un géne choisi au
hasard chez deux autres femelles provenant de la méme colonie (fy,1,;). En procédant

de la méme fagon, on obtient

_ 2y 12
fM1P|P2 =a klszl.ll.lz'

Finalement, aprés simplifications, on trouve

(A.1.7)

1 1
S, = = lakiky Bfry +61)] + (1 - N) ak k; [

ki frns + akafig, o,
4N )

2

Etudions maintenant la probabilité qu’un geéne choisi au hasard chez une femelle

soit i.p.d. a un et un seul géne d’une autre femelle provenant de la méme colonie. On a
1] 11 1 1
Yin =N 5(] — fup) + 5 5(1 - fup) + 3 Fr—6up+ 5Ymp

1\[1 1 '
+ (] - ﬁ) [5 (Epimiat, + Eppia) + 3 (Epianp, + §M|P|Pz)]'
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Encore une fois, les deux individus ont les mémes parents avec probabilité 1/N. Par la
suite, le gene choisi au hasard chez la femelle I, est d’origine paterne‘lle avec probabi-
lit€ 1/2. Dans ce cas, ’autre femelle a nécessairement une copie du méme gene puis-
qu’elle provient du méme pere. Par conséquent, on cherche la probabilit€ que ce gene
ne soit pas i.p.d. au gene provenant de la mere de la femelle I} (probabilité 1 — fup).
Toutefois, le géne choisi au hasard chez la femelle 7, est d’origine maternelle avec la
méme probabilit€ 1/2 et on doit alors considérer deux cas. Premi€rement, ce géne est
une copie du méme geéne que celui issu de la mere de la femelle 1, avec probabilité
1/2. Dans ce cas, on multiplie par la probabilité que ce géne ne soit pas i.p.d. a celui
issu du pére de la femelle 7, (1 — fyp). Deuxieément, le géne choisi au hasard chez la
femelle I, n’est pas une copie du méme gene que celui issu de la mere de la femelle 7,
avec probabilit€ 1/2. On doit alors multiplier par la probabilité que les deux geénes de la
mere soient i.p.d. entre eux mais non i.p.d. a celui du pere (F; — dup), Ou que les deux
geénes de la mére ne soient pas i.p.d. entre eux mais que celui porté par la femelle
soit i.p.d. a celui issu du pere chez la femelle 1) (yup/2). Finalement, les deux femelles
proviennent de parents différents avec probabilité (1 - 1/N). Dans ce cas, le géne choisi
au hasard chez la femelle I, est d’origine maternelle avec probabilité 1/2. On cherche
donc la probabilité que ce géne soit i.p.d. a celui provenant de la mere de ’autre fe-
melle mais non i.p.d. a celui provenant du pere (£p,m,m,) OU inversement (Eu,p m,)-
D’autre part, le géne choisi au hasard chez la femelle I, est d’origine paternelle avec
probabilité 1/2 et on considére les deux mémes cas. En procédant de la méme fagon

que nous I’avions fait lors du calcul de y;.,-, on trouve

Epmp, = akiky (1 = aky) fiy + a’kik (fis = fu)
et
Empipy = @G (1= k) fo,0, + 2kiks (F10, = fronn) -
Apres quelques manipulations algébriques, on obtient

1 1
Yy = g3+ Fi-ekik (3fu +6p — 5711)] (A.1.8)

V\[KL fin, + 20kikafr) + Q%3 f,0, — 20k2ka fi, 1,0 — 202K\ K2 f1g,0,
+ {1 - N 5 .




Pour la probabilité qu’un gene choisi au hasard chez une femelle soit i.p.d. aun

geéne choisi au hasard chez deux autres femelles provenant de la méme colonie, on a

1

1 1(1 3 3 3/1 1
frur =Vls*3 (4+ZF1)+ < fup + 8( fMP+'2'<5MP)l
3 1 111 1 1/(1 1
ey (1 - ﬁ) [5 [ZfPle + 5fM1P|M2 7 (EfMle + EéMIMZ)]
1 1 1
2 p, T fM1P|P2 ( fM1P2 6M|P2)H

+ (1 - %) (1 - %) [%fM,Mz/m + %fMlef); + %fMIPng + %fplpng]-
En effet, les trois femelles proviennent des mémes parents avec probabilité 1/N?. Dans
ce cas, les trois genes choisis au hasard sont d’origine paternelle avec probabilité 1/8 et,
par conséquent, sont nécessairement i.p.d. De fagon symétrique, les trois génes choisis
au hasard sont d’origine maternelle avec la méme probabilité 1/8. Ainsi, ces trois génes
sont des copies du méme geéne de la mére avec probabilité 1/4 (et sont alors i.p.d.), ou
des copies de genes différents avec probabilité 3/4 et ils sont i.p.d. si les deux génes
de la mere le sont (probabilité F;). De plus, deux des trois génes choisis sont d’origine
paternelle (et donc i.p.d.) tandis que I’autre est d’origine maternelle avec probabilité
3/8. Dans ce cas, les trois génes sont i.p.d. si le géne provenant de la mére est i.p.d.
a celui provenant du pere (probabilité f,p). Finalement, deux des trois génes choisis
sont d’origine maternelle tandis que le troisieme est d’origine paternelle avec la méme
probabilit€ 3/8. Dans ce cas, les deux genes issus de la mere sont des copies du méme
gene avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que ce géne soit i.p.d. a celui
issu du pere (fyp). D’un autre coté, les deux geénes issus de la meére sont des copies de
geénes différents avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que le géne du pere

soit i.p.d. au deux geénes de la mere (Gyp).

Ensuite, exactement deux des trois femelles proviennent des mémes parents avec
probabilité (3/N)(1 — 1/N). Dans ce cas, le géne provenant de la femelle ayant des

parents différents est d’origine maternelle avec probabilité 1/2. De plus, les deux génes
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provenant des deux autres femelles sont d’origine paternelle (et donc forcément i.p.d.)
avec probabilité 1/4 et on multiplie alors par la probabilité que le géne du pere soit
i.p.d. a un geéne choisi au hasard chez la mere provenant de 1’autre couple de parents
(fp,m,)- Aussi, les deux genes des femelles ayant les mémes parents ne proviennent
pas du méme parent avec probabilité€ 1/2 et, dans ce cas, on multiplie par Ia probabilité
Sfm,p 1, Finalement, avec probabilité 1/4, les génes des deux femelles ayant les mémes
parents sont d’origine maternelle. Dans ce cas, ce sont des copies du méme gene avec
probabilité 1/2 et on cherche la probabilité que ce géne soit i.p.d. a celui provenant de
la mere de I’autre couple de parents (fu, u,). Toutefois, les deux génes ne sont pas des
copies du méme geéne avec probabilité 1/2. On doit alors calculer la probabilité que le
gene issu de la mere provenant de I’autre couple de parents soit i.p.d. aux deux genes
de la mére (Om,m,). D’autre part, le gene choisi au hasard chez la femelle provenant
des parents différents est d’origine paternelle avec probabilité 1/2 et on répete le méme

raisonnement.

Finalement, les trois femelles proviennent de parents différents avec probabilité
(1-1/N)(1 -2/N). Dans ce cas, les trois genes choisis au hasard sont d’origine mater-
nelle et on cherche ]a probabilité qu’un gene choisi au hasard chez chacune des trois
meres soit i.p.d. (fu,m,m;). Par la suite, exactement deux des trois genes sont d’origine
maternelle avec probabilité 3/8. On doit alors calculer la probabilité qu’un géne choisi
'au hasard chez I’une des meres soit i.p.d. a un gene choisi au hasard chez I’autre mére
et i.p.d. au gene du pere (fum, m,p,). De facon analogue, exactement deux des trois genes
choisis au hasard sont d’origine paternelle avec probabilité€ 3/8 et on calcule la proba-
bilit€ fum,p,p,. Finalement, les trois génes sont d’origine paternelle avec probabilité 1/8
et on doit multiplier par fp,p,p, pour obtenir la probabilité que les trois génes soient

i.p.d.

En se rappelant que les individus doivent provenir de la méme colonie pour que

la probabilité d’identité par descendance soit non nulle et en considérant le sexe des
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individus, on trouve

Trimy = Juyp, = akika f1y,
fMle = kffl.lz,

foip, = K5 f1, 1,

Sunan, = k61,1,

5M.P2 = akkz0;;,

et

3
fIW[MzM:; = k|flllzl3;
2
Jutompy = akikafii0,
fMIPZP] = a2klk%ﬁfl./27

313
Jeipapy = @k f1, 0005

En remplagant, on obtient

1
f’;’i’; = W[5+3F1+6ak|k2(3f1_/+(5”)] (A19)
3 1
+ 16N (] - [T/) [k% (i +611,) +akiky Bf1y +611) + 202/‘%fmz

+ 4ak:|)'k2fl[121 + 4a2k|/¢§fulhl

- 1 L - E k?fn/z/; + 3ak%k2f11121 + 3a2klk§fl.l|.lz + a3k§fj.1213
N N 8 '
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Maintenant, si on calcule la méme probabilit€ que précédemment mais en considé-

rant deux femelles et un male, on trouve

frny = [ Jup + ( fup + l(SMP) l(l + iF/)}

1V[T]1 | 111 1
(] - 7\7_) [g lZfP,Mz + 'ifMlPle + I (EfMle + §6M1M2)]

1

3
+ —

N

2 1 1 1(1 1

*313 fMIPIPz + fM Pty 715 SSmpy + §5M1P2 +7 -fM1M2§5M,M2

- _)( - '—)\ fP|P2M3 ]fM1P2M3 ]fM|M2M3]

En effet, les trois individus ont les mémes parents avec probabilité | /N%. Dans ce cas,
les génes choisis au hasard chez les deux femelles proviennent du pére avec probabilité
1/4. Comme ils sont nécessairement i.p.d. entre eux, on cherche la probabilité qu’ils
soient i.p.d. au géne du mdle. Ainsi, on cherche la probabilit€ qu’un geéne choisi au
hasard chez la mere soit i.p.d. au géne du pere (fyp). D’autre part, les deux génes en
provenance des femelles proviennent de parents différents avec probabilité 1/2. Ainsi,
le géne en provenance de la meére chez I’'une des deux femelles est une copie du méme
gene que celui porté par le méle avec probabilité 1/2. Dans ce cas, on multiplie par la
probabilité que ce géne soit i.p.d. a celui en provenance du pere chez I’autre femelle
(fup). Toutefois, si les deux génes en provenance de la mere sont des copies de genes
différents (probabilité 1/2), on cherche la probabilité que le géne en provenance du pere
chez I’autre femelle soit i.p.d. aux deux génes de la meére &y p. Finalement, les génes
choisis au hasard chez les deux femelles sont d’origine maternelle avec probabilité 1/4.
Dans ce cas, ils sont des copies du méme gene que celui du male avec probabilité 1/4
mais ils sont des copies de genes différents avec probabilité 3/4. Ils sont alors i.p.d.

seulement si les deux genes de la mere le sont (probabilité F).

Ensuite, exactement deux des trois individus proviennent des mémes parents avec
probabilité (3/N)(1—1/N). Dans ce cas, avec probabilité 1/3, c’est le méle qui provient
d’un couple de parents différents. Ainsi, les génes choisis au hasard chez les deux fe-
melles sont d’origine paternelle avec probabilité 1/4 et'on calcule la probabilité que

ce geéne soit i.p.d. a celui du méle qui, rappelons-le, provient d’une mére différente
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(fp,m,). Toutefois, si les geénes choisis au hasard chez les deux femelles proviennent
de parents différents (probabilité 1/2), alors on doit considérer la probabilité que ces
geénes soient i.p.d. entre eux et avec celui provenant de la mere de ’autre couple de
parents (fa, p,um,)- Enfin, si les génes provenant des deux femelles sont d’origine ma-
ternelle (probabilité 1/4), alors ils sont des copies du méme gene ou de geénes différents
avec probabilit€ 1/2 dans les deux cas. Ainsi, s’ils sont des copies du méme géne, on
cherche la probabilité que ce géne en provenance de la mére soit i.p.d. au géne du méle,
qui provient de I’autre mére (probabilité fi, s, ). Par contre, si les deux génes sont des
copies de génes différents, on cherche la probabilité que le géne provenant de la mére

du male soit i.p.d. aux deux genes de la mere des deux femelles (probabilité 6, a, ).

Dans le cas oll c’est I’une des deux femelles qui provient de parents différents (pro-
babilité 2/3), on doit considérer quatre cas qui se produiront chacun avec probabilité
1/4. Premierement, si les génes choisis au hasard chez les deux femelles sont d’ori-
gine paternelle, on cherche la probabilité que le géne du pere de I'un des couples de
parents soit i.p.d. au géne en provenance du pére et de la mere de |’autre couple de
parents (fu,p,p,). Ensuite, si le géne choisi au hasard chez la femelle provenant de
parents différents est d’origine maternelle tandis que celui de I’autre femelle est d’ori-
gine paternelle, on cherche la probabilité€ fy, p,m,- En troisiéme lieu, on considére le
cas inverse, c’est-a-dire que le gene choisi au hasard chez la femelle provenant de pa-
rents différents est d’origine paternelle tandis que celui provenant de I’autre femelle
est d’origine maternelle. Par conséquent, les génes provenant du male et de la femelle
ayant les mémes parents sont tous deux issus de la mere. Dans ce cas, ils sont des co-
pies du méme geéne avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité fy, p,. Toutefois,
ils sont des copies de genes différents avec probabilité 1/2 et on cherche la probabilité
qu’ils soient i.p.d. entre eux et avec celui provenant de la mere de 1’autre couple de
parents (6, p,). En dernier lieu, si les génes choisis au hasard chez les deux femelles
proviennent de ieur mere respective, on procede de la méme fagon que précédemment
mais en considérant que le géne provenant de I’individu ayant des parents différents

est d’origine maternelle.
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Finalement, les trois individus proviennent de parents différents avec probabilité
(1-1/N)(1-2/N). Par conséquent, si les genes choisis au hasard chez les deux femelles
sont d’origine paternelle (probabilité 1/4), on cherche la probabilit€ fp, p,u,. Toutefois
s’ils sont d’origine différente (probabilité 1/2), on cherche la probabilité€ fy, p,u,. Fina-

lement, s’ils sont d’origine maternelle on cherche la probablit€ fu, m,u,-

En remplagant d’apres ce que nous avons obtenu précédemment, on trouve

frny = T(Jﬁ [143F, +dakiky 2fis +61)] (A.1.10)
+ 8LN (1 - %) [3](% (fu, + 611,) + 2akika 21 + 611) + 8akika fi,1,4
+ 4a2k1k§fulh]
N (1 B l) (] B 2) k3 fii0, + 20k3ky fr1,0 + a2k|k%fu.12'
N N 4

Pour ]a probabilité que le géne d’un individu méle soit i.p.d. a celui d’un autre
individu méle et i.p.d. & un géne choisi au hasard chez une femelle provenant de la

méme colonie, on trouve

1 11(1 1 1{1 3
Jroay = N2 [5 (EfMP + §5MP) +3 (Z + ZF’)]

3 IRTRRRER 1 11 1
(1) 5[5 (B 300 3 (3 30

2[1 (1 1 1
+ 5[5 (EfMle + EéMle) + EfM|P|M2H
1 2\[1 ]
+ (] - N) (] - 1_V) [5fM|M2M3 + EfMIM2P3l'

Comme ce calcul est plutdt long mais assez semblable a celui effectué précédemment,

il est laiss€ aux soins du lecteur.
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En remplagant dans I’équation précédente, on trouve

|
Sro = N2 [1+3F; + 2akiky (f1 + 61)] (A.1.11)
I i ,
N (1 —~ N) [ka (fun, +01,1,) + akiky (fig +61) + 4C¥kfk2flllzj]
o 1 - 2 k3 frinn, + akika fiing
N N 2 '

En dernier lieu, si on considere la probabilit€ qu’un geéne choisi au hasard chez trois

males distincts provenant de la méme colonie, on obtient

11 3 3 131 1
S = Y3 [Z + ZFI] Y, (1 - N) [EfMle + §5M|M2]

(1302

Remarquons, tout d”abord, que les trois génes sont nécessairement d’origine mater-
nelle puisqu’on considere trois individus males. Ainsi, ces trois méles ont la méme
mere avec probabilité 1/N? et les génes qu’ils portent sont des copies du méme géne
de la meére avec probabilité 1/4. Toutefois, ils sont des copies de génes différents avec
,probabilité 3/4. Par conséquent, ils sont i.p.d. seulement si les génes de la mere le sont
(probabilité F;). Ensuite, exactement deux des trois individus proviennent du méme
couple de parents avec probabilité (3/N)(1 — 1/N). Dans ce cas, les génes des deux
individusﬁ ayant la méme mere sont des copies du méme géne avec probabilité 1/2 et
on cherche la probabilité que ce gene soit i.p.d. a un géne choisi au hasard chez ["autre
mere (probabilité fu,u,). Toutefois, les deux geénes provenant de la méme mere sont
des copies de genes différents avec probabilité 1/2 et on doit multiplier par la probabi-
lit€ que ces deux genes soient i.p.d. entre eux et i.p.d. a un gene choisi au hasard chez
I’autre mere (probabilité §u, »,). Finalement, les trois individus n’ont pas la méme mere
avec probabilité (1 — 1/N)(1 — 2/N) et on cherche la probabilit€ que les genes choisis

au hasard chez chacune des méres soient 1.p.d. (far, m,m5)-
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Apres quelques substitutions et simplifications, on trouve

3 1 ] 2
Jraa = [1 +3F]+ o ( - N) K [fn, + 611,] + (] - N) (1 - ﬁ) K3 fistots-
(A.1.12)

En somme, on doit résoudre, a I’équilibre, le systeme d’équations suivant :

F; = akky f1),

K2 fi1, + 2akiky fi) + @ 23
fun = ;[3+F,+4akk2f”] (1__)[ i + 20kika fiy + fJ|J2],

N 4
k k
. 1 e dabitafi] +[1- S kifun + @kafis|
N 2
1 1),
fonn = N [T+ F]+|1- N ki fun
1 1
(5” = ﬁak kz [f” + (Slj] + (1 - l_v') ak%szhlzl’
—L L+ F;—akiky|fis+6 —l )
y”—4N 1 1%k2 | J1y +O0p 2)’1//

1
+ (1 - ﬁ) [k%ﬁllz +akika fis = 2ak%k2f"’2’]’

ki fr1,0 + akafig, 1, ]

1 1
(5[,[2 :m[ak|k2(3ﬁj+6”)]+(1—N)aklkz[ 5

1 1
Y = m[3 + Fy — akik; (3fu + 01— —)’u)]

2
N (1 3 l) k%fhlz + 2ak1k2f” + a’zkg'fjljz — 20’1(%1(2]([[[2] - 2a/2k1k§f”ljz]
N
[5 + 3FI + 6ak k2 (3f[j +(5”)]

b4

2

1
ﬁJIZIJ' 32N2

3 1
+ 16_N (1 - 'ﬁ) [k (flllz +(51|[2) + ak ky (3f[j +6IJ)+20' k fjljz

+ 4a/kfk2f,,,2; + 40’2k|k§f”|jz]

Ll - l [_ 2 k3flllzl3 +3ak2k2f,l,21 +3a/2k sz[jljz +a k fjlj2j3
N N 8
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f1112~’ = W [1 + 3F1 +4ak1k2 (2f” +(5”)]
1 1 5
+ 8_N (1 - '}\7) [31(? (flllz + 51112) + 2ak1k2 (2f” + 61]) + 8akl'k2f1|121

+ 40k, k3 f,,,,z]

i) 2 ke frui + 20Kk, fir1,0 + @2k kS fia o,
N N 4 ’

1 .
ﬁjljz = W [1 + 3F1 +2ak,k2 (f” +(5”)]

1 1
+— (1 - '1\7) (3 (fiur, + 61,1) + ki (fig + 61) + dokika fiyr,s |

’ (1 B l) (1 - 3) Kifuiats + Kk fiy

N 2 ’

1 3 1 1 2
Sonn = Az [1+3F]+ N (1 - N) ki Lfun + 0nn] + (1 - ﬁ) (1 - N)k?flnlzls'

Encore une fois, nous avons eu recours a Mathematica pour obtenir les rapports

J1s1 J11, 6121611, Y15/ €€ qui nous a permis d’obtenir la figure A.2.

Fic. A.2. Graphique de f;,/fi; (rouge), &;,/6;; (vert) et y;;/yn (bleu)
pourN=2eta=0.5
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A.2. MODELE DE DISPERSION APRES ACCOUPLEMENT

Tout comme dans le cas diploide, nous reprendrons, dans cette section, les équa-
tions générales trouvées lors de 1’étude du modele de dispersion avant accouplement
pour une population haplo-diploide (A.1). De plus, comme les calculs intermédiaires
s’approchent grandement de ceux effectués a la section précédente, ils sont laissés aux

soins du lecteur.

Tout d’abord, pour la probabilité que les deux génes d’un individu soient i.p.d., on

trouve

Fi=af. (A2.1)
Pour la probabilité qu’un géne choisi au hasard chez deux femelles distinctes soient

i.p.d., on avait obtenu

1

frg =

-+
N4 4\2 2

I 1(1 1 ]
= (— + "F/) + EfMP

+ (1 - %) fC|C2' (A22)

On trouve maintenant
fMP = afflj,
_1, [ 1 22
Jee, = Zk S + Eak S+ 7% S

pour obtenir

1
fl;lé = —[3+F1+4af”]+

N (A.2.3)

1_l k2ﬁ112+20k2+a2k2fj|j2
N 4 e

On avait obtenu I’équation suivante pour la probabilité que le gene d’un individu

maéle soit i.p.d. a un geéne choisi au hasard chez une femelle

Jry = % [% (% + %F/) + %fMP + (1 - %) Jeoms-
Avec,
Jfom, = %sz/./z + ‘;‘aszlj,
on trouve

(A.2.4)

fry = %[1 +F,+2ak2f,j]+(1 - 1lv)k2|:.flllz +afu].

2
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Pour la probabilité que le géne d’un méle soit i.p.d. au géne d’un autre méle, on a

fry = % %4‘ %FI + (] - %) Tt my-
Avec
fM-le = szlllz,
on trouve
fry = % [1+F/]+ (1 - 1]_v) K fiun,- (A.2.5)

On avait également trouvé que la probabilité que le gene d’un male soit i.p.d. au

deux genes d’une femelle s’exprime comme

111 1 1
Opy = N [EfMP + §6MP] + (1 - N) Su,pimy-

Ona
Omp = adyy,
_ k2
fMllez =« fl]lz.l’

ce qui nous permet d’obtenir

a 1
Opyp = m [f” + 6[_]] + (] - N) aszlllz-/' (A26)

Maintenant, pour la probabilité que le géne d’un male soit i.p.d. a un et un seul

gene d’une femelle, on avait obtenu

111 1 1 1
Yry = ﬁ [§ (1= fup) + 5 (FI —Omp + E'YMP)] + (1 - N) [*fPlMle +~fM1P1Mz]-

On peut facilement obtenir

Epoan, = K2 [(L= @) frr, + @ (fiur, = frun)],s

‘fMIPIMz = ak’ [fu - flllz.l]
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et, en remplagant, on trouve

1
Yrry =5

2N 2 N

1
1+F1—a(ﬁj+(5u——7u)

|
+ (1 - —)k2 [fin +afiy = 2afi,].
(A2.7)

Si on considere ]a probabilité qu’un gene tiré au hasard chez une femelle soit i.p.d.

aux deux geénes d’une autre femelle, on a

111 1{1 1
Srr, = N [EfMP *3 (EfMP + §5MP)

TY[1 1
+ (] - N) [EfM.HMZ + EfM1P|P2 .
On peut trouver

2
fMlPle = ak flllzj,

fM1 PP, = azszljljz,

pour finalement obtenir, aprés simplications,

M] . (A28)

1 )
61;[;:%[(3fu+6”)]+(1—[—v')ak2[ 5

Pour la probabilité qu’un gene tiré au hasard chez une femelle soiti.p.d. aun et un

seul d’une autre femelle, on avait obtenu

111 1{1 1 1
Yin =y [5 (1= fup) + 2 (5 (1= fup) + > (FI ~ Omp + E')’MP))]
1\]1 1
+ (1 - ﬁ) [5 (Epumtyony + Entpinas) + 5 (Epiani, +§M.P.Pz)]-

En remplacant

Epmp, =k [(1—a) fis + @ (fis = fin )]s

§MIPIP2 = a2k2 [fj|j2 - fljljz] ,

on obtient

3 1
" 4N
+ (1 _ l) k2 [f‘hlz + 2aﬁ./ + azf./l./g - 2af‘hlz,/ - 2a2ﬁjl-/2

1
Y B+F -« (3fu + 01— 57’”)] (A:2.9)

N 2
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Pour la probabilité€ qu’un gene tir€ au hasard chez une femelle soit i.p.d. a un gene

tiré au hasard chez deux autres femelles, on avait obtenu

|11 1(1 3 3 3/(1 1
Jrnn = N2 [g + 3 (Z + ZFI) + ngP + 3 (EfMP + §5MP)I

3 1\[1]1 1 1{1 1
AR el 1)

1 1 1(1 )
ZfP‘PZ + ifMlPle *7 (EfMle + §5M.Pz)”

L]
2

1 2\|1 3 3 1
+ (1 - 7\/—) (] - N) [ng,lem + g fmnapy + 2 funipaps + nglePR]'

En utilisant

ey, = fip, = aszlj,

Ty, = szlllz,

e, = azszmz,

Smymy, = k251112,

6M|P2 = ak25u,
futimnty = K i,
Imanpy = ak3flllz./,
Jmpopy = azszIJ.Jz,

333
fP,Png =a’k f./,./z./3,
on obtient finalement

1
frpn = PN [S +3F;+6a(3fi;+81))] _ (A.2.10)

3 1
+16—N(1—N)k2

+ 4af,1,21 + 4azf[_/l_/2]

fun, + 61, + @ Bfiy +81) + 202 f1,4,

+ (1 _ l) (] _ E) k3ﬁ|1213 + 3afl[lz./ + 3a2fl-/l-/2 +a3f-,l-,2-,3
N 8 '
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Maintenant, pour la probabilité que le gene d’un maile soit i.p.d. & un géne choisi

au hasard chez deux autres femelles, on avait trouvé

1 (1 1{1 1 {1 3
Jrnr == [_fMP + 3 (_fMP + §6MP) +7 (4 + 4F1)]

( - —)[ [ Seim, + fM|P|M2 l(%fMle + %6M|Mz)]

1 1 1/(1 1 171 1-
fMlPle ZfMlPle +7 (EfMIPz + §5M|Pz) *7 (ffM'Mz + §5M.Mz)”

3
N
L2
3

2\[1 1 1
)(1 - ﬁ) \ZfP|P2M3 + 5fM1P2M3 + ZfMleMJ} :

En remplacant par les équations obtenues ci-dessus, on obtient

1
Jinr = 16N2 [1+3F;+4aQ2fiy +61)] (A2.11)

1 1
+ W (1 — N) k2[3 (flllz +6[|[2) + O’(3f” + 6”) + 80]‘,1,21

+ 402f11112]

+ (1 1 )(] _ z) k3f111213 + 2aflllzl + azflJlJz
N .

N 4

Pour la probabilité que le géne d’un male soit i.p.d. au géne d’un autre male et

1.p.d. a un géne choisi au hasard chez une femelle, on avait obtenu

]6 1{1 3F
flJJ N2[ (fMP+2MP) 2(4+4 I)]

1 1{1{1 1 1/1 1

+ 1‘&' 33 EfM|M2+§6M1M2 +3 EfMIPz*'EéMle
1 1 1

[—( Sum, + 25M.Mz)+ fM.PleH

2

)( )[%fMleM; + %fMleps]'
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Apres manipulations algébriques, on trouve
1
IVH%:W[] +3F[+20'(f[_/+6[_/)] (A212)

1 ! .
+ N (1 - ﬁ) K [3(fiur, + 61,) + @ (frg +619) + dafin]

Y CRLA T PR PRV /I 1Y)
N N 2 ’

Finalement, pour la probabilité que le gene d’un méle soit i.p.d. au gene de deux

autres miéles, on a

1 {1 3 3 1Y]1 1
Jrnn =3 h + ZF/} N (1 - IV) [EfM;Mz + §6M1Mz]
1 2
e

En remplagant, on obtient

1

1 3 1
f‘li‘lé‘l.; = W [1+3F,]+ ﬁ (1 — N)kz [fhlz +6IIIZ] + (1 - N)(

2

1- ﬁ)k3f,,,2,3.

(A.2.13)

A I’équilibre, on doit donc résoudre le systéme d’équations suivant :

F;=afy,
| 1 1\ [&%f1,1, + 2ak® + @ 2k £, 4,
f"12:8_N[3+F’+4af“]+(]_N)[ Uts y JJ_J,

— 1 2 1 2 f/]l'_7+afl./
f[‘/—m[1+F1+2a’kf“]+(l—ﬁ)ll( [-2— ,

1
Jnn = m[l +F1]+(

1= 5 )€

a 1
oy = N [fis+ 6]+ (1 - N) ak?fi 115
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1
1+ F; —a’(fu +61 — —')’u)]

1
Y= o 5

2N
1
+ (‘ - ﬁ)k2 [ + afis = 2afins],

d 1 i +af
Onpy = aN [Bfis + 6] + (1 - N)ak2 [_"’2’2—”"2] ,

1 1
Yo = g5 3+F, —a(3fu + 01 — 57/1)]
+(] _ l)kz[f[llz +2a'f[j+a'2f11122—2a’f[|[2{—202](,]'!2],

1
f/|/2/3 = 32_N2 [5 + 3F[ + 60’(3f[j +6[J)]

3 1
" I6N(] _N)kz
+4af,1,21 +4a2f”112]

1 2\ s Junn + 3afins + 30 fi g, + 0 fi0,,
+H1=-=|1-—|k ,
N N 8

fin + 610, +a@fiy+61) + 222 f1,5,

1
Jins = o2 [1+3F; +4a@2fiy +61))]

1 1
s (1 _ —) kﬂs o+ 6112 + @ By +81) + 8a fy

8N N
+4a’2fu,12]
+ (] - l) (1 _ 3) k3f’l’2/3 +2a i, + @ fi)
N N 4 ’

s

1
Jinn = V2 [1+3F; +2a(f;; +61))]

+ L (] - %) k2 [3 (fl.lz + (5/,/2) + a’(fl.l + 6/./) +4afl|/z-/]

4N
+ 1 )(] _ EJ k3f/|/2/3 + aflllz.l

-
N N 2 ’

1 3 1 1 2
Jnnn = 2 [1+3F,]+ N (] - ﬁ) K [fon + 6] + (1 - ﬁ) (1 - N)k3flnlz/3-

En résolvant 2 I’aide de mathematica, on obtient la figure A.3.
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Fic. A.3. Graphique de f;,/f;; (rouge), é,,/6,; (vert) et y;; /vy (bleu)
pour N =2eta =0.5

A.3. MODELE AVEC POSSIBILITE D’ EXTINCTION

Pour le cas haplo-diploide du modele avec probabilit€ d’extinction de la popula-
tion, nous proceéderons de la méme fagon qu’a la section précédente mais en uilisant
les équations obtenues dans le modele de dispersion avant accouplement pour une pb—
pulation haplo-diploide. Nous présentons donc uniquement les équations obtenues, les

détails sont laissés aux soins du lecteur.

F; =1 -mk*fy, (A.3.1)

1 1) &? 2
fr =1 -m) lg—N (3+ Fr+ 4k fyy) + (1 - N) U, * 4f” * f"“)] (A3.2)
1

+m —8—1\—’ 3+ F[)

_ K 1\ K2 (fr, + 210 + f,,)

_W[3+F1]+(l_m)[mﬁj+(l—ﬁ) 1 l,

1 1\ K
foy =1 -m) [W (1 +.F, + 262 frg) + (1 - N) ——(f"’;f”) (A.3.3)
1
+m m (1 + F[)

1 k2 1 k2
:W[HF[]Hl_m)lWﬁ”(l_ﬁ)M

2
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1 1 1
fJ;JE = (1 —m) ﬁ(] +F[)+(] — N)szlllz +m ﬁ(] +F/) (A34)
1 1
= ﬁ[l + F]+ (1 —m) (] - N)szl"z]’
1
Oy =(1=m) [ﬁkz (frs +61)) + (1 —~ Ilv)kf’f,,,z,], (A.3.5)
=(] 1 1+ F, - k? ) ! A3.6
Yiry = ( _m)4_N +ry - fIJ+IJ_§7U | (A.3.6)
1 1
+(] — N)kz(f/]/z +f[j —2kf/|/21) +m[4—N (1 +F/).
_ | 1+ F 1 L (] o
—m[ +Fi]+ (1 -m) 4—N(‘2'7u—fu- IJ)
1
+ (1 - N)kz (f/./2 + fi — 2kflllzj)];
k? 1) k2
S, = (1 =m) [m (s +61) + (1 - N) Ut * f“"z)}, (A3.7)
1 1
Yry = (1 —m) [m (3+F1 —k2(3fu+5/1— 5711)) (A.3.8)
VK (fiysy + 2010+ fr0, = 2k f1,1,0 = 2k S10,0,) 1
+(l—-—) 5 ]+m[m(3+F1)
_ ! 3+ F 1 “ (! 3 . )
—m[ +Fi]+(1-m) 4_N(§7H_ S - IJ)

N (] _ l) K2 (fiey + 2010+ Jry = 2k fi100 = 2kf,,|,2)]
N 2 )
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frip =00 -m

3 1
+ ]6_N(] — N)kz (flllz +5l|12 +3f”+5” +2fjlj2 +4kfl|lzl +4kf”l/2)

" (] _ l) (1 _ E) k3 (flllzl: + 3fl|lz! + 3fl!1/2 + fl|/2!3)
N

1
) [321\/2 (5+3F, + 6K (3fiy +61) (A3.9)

N 8
32NQ(5+3F,)}
—L[5+3F]+(1— ) 3w Bfiy+61)
"3 : ™| TeNz I oM
3

- —) K (fiy, + 81,0y + 3f1s + 615 + 2f00, + 4k fro1ns + 4k f10,,)

l |- K (s, + 3100 + 3finn + Frins)
N N 8 T

+11-

- \_n

1
friy =1 —m)[ e (1+3F) + 4k 2fis +611) (A.3.10)
1 1
* 3N (1 - ﬁ) K* (Bfi1, + 3611, + 4 £ + 261, + 8kfi s + 4k fis,1,)

1 2\ K (frnry + 2S00 + fins)
+(1“ﬁ)(1‘ﬁ) / ]+m[16N2(1+3F1)}

k2
= eV [1+3F]+ —m)[Wqu +417)

1 1 '
* 3V (1 - N) K> (Bfi,1, + 3611, + 4f1 + 261, + 8kfi g+ 4kfi),1,)

1 K (fiinn + 2f1n0 + fu,h)
I




A-xxix

1 .
frogy =1 ~m) [W (1+3Fs+ 26 (fis + 1) (A3.11)

k? 1
Y, (] - IT/) Gfnn, + 3011, + fis + 61y + 4k fi1,1)

3
+ (1 ] ) (] ~ E) K St + fiurs) + m[8LN2 (1+ 3F1)]

N 2
-] 1+3F 1 3 6
_W[ +3F ]+ -m) W(fu"‘ 1)

k? 1
+ m (1 — N) (3f[llz + 361|Iz +fl.l +6I.I + 4kfl|lz.l)

+ (1 _ l) (1 _ E) k3 (fhlzl; + fl|lz.l)],
N N 2

N

frny=0-m) [# (1+3F)+ % (1 = %)kz (fut +61,1,) (A3.12)
+ (1 —~ %) (1 —~ 13\/) K fi 1| +m #(1 + 3F,)]
_ # [1+3F]
+(1 —m) % (1 - %)kz(f,l,z +3p,1,) + (1 —~ 1lv) (1 —~ %)km,h,}].
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A I’équilibre, on doit résoudre le systéme d’équations suivant :

Fr=(1- m)szlj,

1 _k2 1 k2 f] +2f + |
f:uz=8—N[3+F,]+<1—m>ﬁfu+(1_ﬁ) Ui+ 2+ )]

1 k2 1 k2
f”:m[HF'H(]—m)_ﬁf’”(l‘ﬁ)w],

1 [ 1 -
f./|.l2 = m [1 + FI] + (1 _m) A(l - ﬁ) kz_flllz“a

1 1
61 = (1 - m) [2_Nk2 (fiy +61) + (] - ﬁ) k3fl,lzj}a
K (1
7/J=—[]+F1]+(1—m)[ (2711—fu-5u)

+ (] - l) K (fl,lz + fIJ - 2kflllzj)]’

N
k2 1 k2
6“2 = (1=m) [4_]\/ (Bfis+61) + (] - N) (fl1’212+ f”llz)} ,

1 kK {1 .
Ynn = N B+ F 1+ —.m) [m (5?’11 - 3fi - 5//)

+ (1 _ l) k? i + 2010+ fr0, = 2k fr100 — 2kf”ljz)}
N 2 ’

2

CHTRZIN)

Funts = 3537

3k
[5+3F,]+(1—m)[]6N2

3 ]
Y (‘ ) ﬁ) K e +011y + 3is 811 + 2y + 4 fiiys + 4K i)

+[1- 1 )(1 __) k> (fiyigty + 310 + 3f10, +ff|!2!3)
N N _

8

Jnns = 16N2 [1+ 3F1] +(1 —m)[ (2f1s +610)

8N N

. (] 1 ) (1 _ %) K (frin + 2 10 + fl!llz)J’

N 4

1 1
+ —(1 — —)k2(3f/]/2 +3(5,1/2 +4f”+2(5”+8kf/|/21+4kf”‘12)

2

1 k
Jinn = 5= Nz [1+3F,]+(1—m)[ (f1s +611)

k2

1
I (1 - ]_V) (Bfi, + 3011, + fis + 615 +4kf1,1,0)

+ (] ! )(1 _ _) K’ (flllzh + flllzj)]
N N 2
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1

Jnnn = N2 [1+3F]

2
+(1 -m) l% (1 - ]lV) K (fir, + 61,,) + (1 - %) (1 - N) k3ﬁl[2[3]'



