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SOMMAIRE

Ce mémoire étudie la commande optimale et les jeux différentiels linéaires qua-
dratiques. Pour la commande optimale, 1’originalité de ce travail est d’enlever les hy-
pothéses de positivité sur les matrices agissant sur la variable d’état qui rendent la
fonction convexe. Nous allons plutdt faire I’hypothése que I'infimum de la fonction
d’utilité est fini. On va caractériser I’élément minirr_lisant a I’aide d’une matrice dépen-
dante du temps qui est solution d’une équation différentielle de Riccati. On tente de
soustraire ces mémes hypothéses de positivité en horizon infini. |

On va aussi traiter de jeux différentiels a deux joueurs de somme nulle avec une
dynamique linéaire et une fonction d’utilité quadratique encore sans les hypothéses de
positivit€ sur les matrices agissant sur la variable d’état. On résume les résultats connus
sur les points de selle en boucle ouverte. Nous allons développer la théorie de point de
selle sur la classe des stratégies affines L-intégrables en boucle fermée. On termine

avec une classification des points de selle en boucle fermée.

Mots clés : Commande optimale linéaire-quadratique, infimum, convexité, équation
différentielle de Riccati, jeu différentiel linéaire-quadratique, valeur du jeu, point de

selle , stratégies en boucle ouverte et en boucle fermée.
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SUMMARY

The subject of this thesis is linear quadratic optimal control and differential games.
We first revisit linear quadratic optimal control without the positivity assumptions on
the matrices acting on the state variable. We shall get the usual results under the as-
sumption that the infimum of the utility function is finite. Then we shall caracterize the
minimum with a symmetrical matrix function solution of a Riccati differential equa-
tion. We shall try to sdlve the problem in infinite horizon under the same assumption.

We shall also treat of two-person zero-sum linear quadratic differential games again
without the positivity assumptions on the matrices acting on the state variable. We
summarize recent results on open loop saddle points. We dévelop the theory of saddle
points on Lz-intégrable closed loop strategies. We conclude with a classification of clo-

sed loop saddle points.

Key words :Linear quadratic optimal control, infimum, convexity, Riccati differential
equation, linear quadratic differential games, value of a game, open loop and closed

loop strategies.
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Chapitre 1

COMMANDE OPTIMALE

1.1. INTRODUCTION

L’humain est continuellement a la recherche de performances élevées (productivité,
cofit, qualité, etc.), voire de performances optimales (aller sur la lune en consommant
le minimum de carburant, planifier de fagon optimale une économiie,...). Ces problemes
ne sont plus du domaine de la physique ou de la chimie et le recours aux outils mathé-
matiques est absolument indispensable.

Avant la seconde guerre mondiale, les problémes relatifs aux systémes de com-
mande automatique étaient résolus avec le seul recours des méthodes de calcul diffé-
rentiel. Compte tenu des moyens disponibles a 1’époque, ces méthodes ont d’ailleurs
permis d’obtenir des résultats souvent remarquables, notamment dans le domaine de
la conduite des armes a bord de navire. Au cours de la seconde guerre mondiale, I’ac-
croissement des performances demandées aux radars, aux canons anti-aériens, puis aux.
missiles, I’introduction de I’électronique dans les systémes de commande et, enfin, les
contacts de plus.en plus étroits entre ingénieurs électriciens et mécaniciens, ont conduit
au développement de ce qu’il est convenu d’appeller aujourd’hui la théorie classique
des asservissements. Aprés la pause qui suivit la fin de la guerre, un renouveau d’intérét
et de recherches pour des mathématiques plus puissantes a conduit, dans le milieu des
années cinquante, a la théorie de la commande optimale, principalement motivée par
la course a I’espace. Le principe du maximum de L.S. Pontryagin joua un réle pivotal.

La figure 1.1 tirée de 7] représente la trajectoire d’un avion supersonique (F4H),

utilisée pour passer en temps minimal de 1’altitude O a 20 kilometres en y arrivant en



3.
vol horizontal a la vitesse Machl. Cette trajectoire calculée en 1962 par des méthodes
de commande optimale correspondait a une diminution par un facteur de 2 du temps
de montée des meilleurs pilotes d’essais. Cet exemple illustre combien, pour un pro-
bléme complexe, I’optimum est peu évident a priori et que le recours a des techniques
mathématiques évoluées est nécessaire s’il est économiquement important d’améliorer

les performances ou de tirer le potentiel maximum d’un systé¢me.
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FiG. 1. Trajectoire de montée 4 20 km en temps minimal d’un avion F4H

Malgré le fait que les fonctionnelles quadratiques aient €té étudiées intensivement
par Legendre, Jacobi et d’autres, le probléme de commande lin€aire-quadratique a pris
de I’importance dans le cadre du filtrage des signaux des premiers satellites avec I’in-
troduction du céleébre filtre récursif dit de Kalman-Buci.

Dans ce chapitre, nous reprenons la théorie linéaire quadratique en supposant seule-
ment que ’infimum est fini et en Ienlevant les hypothéses de positivité sur les matrices
agissant sur la variable d’état qui rendent automatiquement la fonction convexe. L ori-
ginalité de ce travail est de revoir et refaire le développement de la théorie linéaire-
quadratique (comme par exemple dans les notes de cours de M. Delfour [6] qui suivent
I’approche générale de J.L. Lions [8]) en supposant simplement que I’ infimum est fini.
Cette généralisation est compléte en horizon fini, mais en horizon infini le probléme

reste ouvert.



1.2. NOTATIONS, FORMULATION DU PROBLEME ET EXISTENCE

1.2.1. Notations

Les notations suivantes nous seront utiles. Soit R I’espace euclidien de dimension

d de produit scalaire et norme

a RL
Xy =) X le=’[2x?l,
i=1

i=1
peu importe la dimension d. L’espace des fonctions mesurables f : [0,7] — R tel

ue t - |f(£)]? est intégrable sera noté L2(0, T; R?). Pour tout « et v dans L*(0, T; RY),
q

' T T | 3
(u,v)2=f0 u(t) - v(r) dt, ||u||2=[j(; |u(1)|2dt] .

L’espace de Sobolev des fonctions dérivables g : [0, T] — R? dont la dérivée appartient

a L?(0, T; R?) sera noté H'(0, T; R?). Finalement, L(R?, R?) sera |’espa-

notons

ce de toutes les applications linéaires continues de R“ dans R¥.
Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel topologique, x un point de E, V un voisi-
nage de x et f

f:V-oR

une fonction numérique définie dans V.

(i) On dit que f est semi-dérivable en u dans la direction v si la limite suivante

existe et est finie :

lim Jfu+1v) —f(u).
AN t

Dans ce cas, on écrira la limite d f(u;v). Par définition, d f(u; 0) existe toujours

etdf(u;0) =0.

(i1) On dit que f est dérivable en u au sens de Géateaux si
Vv e E, df(u;v) existe et que l’appliéation v df(u;v): E-R

est linéaire et continue.

(i) f posséde une semi-dérivée seconde en u dans les directions v et w si la limite

suivante existe : :

Codf(u+twyv) —df(uv
L df wy) - df )
N0 t




Dans ce cas, on écrira la limite d2 f(u; v; w).

1.2.2. Formulation du probléme de commande en horizon fini

On fixe un intervalle de temps [0, T], T > 0, et le systéme gouverné par 1’équation

différentielle suivante :

X(t) = Ax(t) + Bw(r)  p.p. dans 10, T[ 1.2.1)

|x(0) = xo,

ot xo € R”, v e L*(0, T; R™) et A(t) et B(t) sont respectivement des matrices de dimen-

sion n X 1 et n X m avec les propriétés suivantes :

A:[0,T] - L(R",R")
: mesurables et bornées.
B:[0,T] - L(R™", R

On associe a xg et v la fonction

def

T
JoW) = Fx(T) - x(T) + f OMx(t) - x(t) + v(1) - v(t) dt. (12.2)
: 0
Les matrices F' et Q(f) sont symétriques, de dimension. nxn
F'=Fe L(R",R"
Y, Q) = Q@) e L(R",R")

et les éléments de la foriction'matricielle Q sont dans L2(0, T:R). Pour xp donné, on

cherche a caractériser la solution de

inf  J,(v) ‘ (12.3)
ve LX(0,T;R")
sur I’hypothése que
inf  J,(v)estfini. (124
ve L2(0,T;R™)

Remarque 1.2.1. Le probléme de commande linéaire-quadratique défini plus haut
a été complétement résolu dans le cas ou Q(r) (pour tout r) et F' sont semi-définies

positives. Cette hypothése sur Q et F, qui a des bases physiques, rend la fonction (1.2.2)
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‘convexe. Voyons I'intérét d’enlever cette hypothése. Prenons 1’équation différentielle
X' () = A()x(t) + B(r)v(r) p.p. dans ]0, T
x(0) = xq, |

associée a la fonctionnelle quadratique plus générale

' JW)y=Fx(T)-x(T)+ fo E QWx(@®)- x(1) +x(t) - S(Ov(®) +v() - S” () x(r) + N(£)v(t) - v(¢) dt.
avec Q(1), N(r) et F symétriques et semi-définies positives pour tout ¢. On fait le chan-
gement de variable

v=v+N1§*x
Alors ’.
Ox-x+x-Sv+v-S'x+Nv.v
=0x-x+x-SG-N'S"X)+ @ -N'S"x)-5"x
+NE-N18"x)-3-N"'S"x)
=0x-x+2x-S7—2x-SN7IS*x+Nv-v+x-SN1§*x-2x-5v
=Qx-x—x-SN7'S*x+ Nv - ¥
=(Q-SN'S")x-x+Nv-v.
On pose
0=Q-SN's*
A=A-BN's".
On a donc maintenant
X' (t) = A()x(t) + B()¥(r) p-p- dans 10, T'[
x(0) = xp,
ef r
JWy=Fx(T) - x(T) + f Q) x(r) - x(t) + N(r)v(r) - v(r).
On remarque que O n’est pas nécessa‘l')rement semi-définie i)ositive méme si @ > 0.

Nous verrons également a la fin de section 1.6, par un exemple, que la fonction (1.2.2)

peut étre convexe méme si Q(r) et F ne sont pas semi-définies positives.



1.2.3. Existence d’une commande optimale

Allons-y tout d’abord d’un lemme qui nous aidera & caractériser notre solution.

Soit la fonction .
Ju) = %(Mu, wqy + (b, uw)y + c,
définie sur un espace de Hilbert U ou I’opérateur linéaire symétrique M = M" a une
image fermée, c € Retbh € U. Pour u,v € U, (i, v)q est ie produit scalaire dans U.
Lemme 1.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes. |
(1) Il existe un u* € U tel que J(*) = inf,eqr J(0),
(i) inf,cq J(u) est fini,
(ii1) il existe un u* € U tel que
(a) dJ(w;v)=0,Yve Uet

(b) &I viv) > 0, YVv e U.

DEMONSTRATION. (i) = (ii). Puisque la fonctionnelle J(«) ne prend que des valeurs
réelles, s’il existe un u* € U tel que J(u*) = inf,cqs J(u), alors inf,eq, J (1) est fini.

(iii) = (i). J(u) est une fonction quadratique et donc d>J(u*; v; v) ne dépend pas de
u* (voir calcul plus bas). Puisque d?J(u"; v; v) ne dépend pas de u* et que d?J(u*; v; v) >

0 pour tout v € U; alors
Vu,v‘e U d*Ju;v;v) > 0.

Nous verrons, au lemme 1.4.2, que ceci signifie que la fonction J est convexe dans U.

Donc, pour toutve Uetd€]0,1],

J@ +6(v —u) < J@) +6(J(v) - J(u"))

T + 00 — u™)) — J(u*)
g

< JWw) - Jwh).
En passant a la limite lorque 8 tend vers 0,
0=dJw ;v—u") < J(v) - JW").

par hypothese. Alors
Jw) < Jv), Yve U.



(if) = (i) Calculons tout d’abord dJ(u; v) :

T+ 6v) — J(u)

= 6
“nng+9wM+9ww+wﬂ+eww+c—Gmmﬂhuwa@w+d
=l
6-0 2]
_km O[(Mu,v)y + (b, \gru] + %QZ(MV, Vu
-0

1
= Lirr(} Mu,v)y + (b, v)y + EQ(MV, v)ru]
= (Mu+ b,v)y.

(a) Montrons par contradiction qu’il existe un u* € U tel que, pour tout v € U,
dJ(u*;v) = 0. Donc, supposons qu’il n’existe pas de u € U tel que toutv € U,
dJ(u;v) = 0. Alors

AueU, Mu+b=0

= -b¢ImM.

L’image de I’opérateur M est fermée. Nous pouvons donc écrire tout élément u € U

de fagon unique sous la forme u = h + 1’ avec h € Im M et b’ € (Im M)*. Soit
b= Projymmy. b # 0.
Prenons la suite u, = —nb € (Im M)*. Alors
1
J(un) = E(Mum up)y + (b, Uy +c= (b, Uy +c¢

puisque u, € (Im M)* et Mu, € Im M. Donc,

(b, )y = —n(b, b)y
=—nb+ b -b),b)y
=—nb,b)y + b -b,b)y
= —n(b, b)y

carb=b+®B-b)aveche Im M)* et(b-b)eIm M

= Ju,) = —nlbf? + ¢ > —co.



Ce qui est une contradiction car inf,cq J(u) est fini.
(b) Montrons également par contradiction que pour le #* € U de la partie a), on a pour

toutv € U, d*J(u*;v;v) > 0. Débutons en calculant la dérivée seconde de J(u) en u* :

dJ" + 6w;v) - dJ(u*;v)

2 L _1;
d°J(u ,v,w)—LTa

0
1y (MW" + 6w) + b,v)y — (Mu* + b,v)y
A 6
= (Mw, v)y.

Donc, supposons qu’il existe un 9 € U tel que d>J(u*; 9; 9) = (M9, D)q; est strictement

inférieure a zéro. Prenons la suite u,, = nv. Alors
J(uy) = n* (M9, 9) + n(b, d) + c.
Mais puisque (M?, V) est strictement inférieure a zéro,
fim J(ua) = lim [n*(M%,9) + n(b, 9) + c| - —o0
n—oo n—oo
ce qui est une contradiction car inf,cqs J(u) est fini. O

Montrons maintenant que

-

Ju() =F X(T.) “X(T) +(Qx, x)y + (v, V)2

X'(f) = A@)x(@) + Bvr)  p.p: dans 10,T]
/ (1.2.5)

x(0) = xo,
peut étre mis sous la forme du lemme : %(M u, uyy+(b, u)qs+c ou I’'image de I’ opérateur
M est fermée, ¢ € R et b € U. Nous aurons besoin de quelques théoremes (que nous
ne prouverons pas) pour démontrer ceci. Pour simplifier I’écriture, 1’équation (1.2.5)

sera souvent écrite

x' = Ax + Bv.

Théoréme 1.2.1. (1) L’équation différentielle (1.2.5) a une solution unique

x= x(+; xo, v) dans H'(0, T; R™).

(i) (xo,v) = x(:;x0,v) : R" x L*(0, T;R™) — H'(0, T; R")

est linéaire et continue.
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(i) L’applicationi: x+— (x(T),x): H'(0,T;R") » R" x L*(0, T; R")

est compacte, linéaire et continue.

(v) T1: (X(T), x) — (Fx(T),Qx) : R" x L*(0, T: R") — R"” x L*(0, T; R")
est linéaire et continue.

Par linéarité, nous po‘uvons noter x(-; xo, v) sous la forme
x(3 x,v) = Koxg + K1v
en introduisant les opérateurs linéaires et continus suivants
Ky : R*— H' (0, T;R"),
K, : {0, T:R") » H'(O,T;R".
Nous avons donc
Jo(V) =Fx(T) - x(T) + (Qx, x)2 + (v, V)
- =(Ti(x), () roxrzorry + (V, V)2
= (ITi(Koxo + K1v), i(Koxo + K1V))pexrz0.r:Rny + (Vs V)2
= (U1 + Kji'TIiKq v, v), + 2 (K} TiKoxo, v), + (1Ko %o, iKoTo)ixrzo gy
En prenant
K = —K;i'TIiK, : L*(0, T;R™ » L*(0,T; IR")bompact
b = K}i'TliKoxo € L*(0, T; R")
¢ = (I1iKoxo, iKoxo)rixr2o,r;rm € R,

notre fonctionnelle J,,(v) = 3(( — K)u, Wy + (b, Wy + c.
Théoréme 1.2.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un u* tel que Jo(u*) = Inf e r200.7.Rm) J o (1),
(i1) infe 20, 7:Rm) T2 (V) €5t find,
(iii) Il existe un w* € L*(0, T;R™) tel que
(a) dJ,(u;v)=0,Vve L¥0,T;R™) et

(b) d*J,,(u";v;v) 2 0,¥v e L¥0,T,;R™).
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DEmonsTrATION. Montrons que si K est un opérateur linéaire compact, alors
I’image de (I — K) est fermée. La preuve est tirée de [4].

Supposons que la suite {y,) soit dans I’image de (I — K). 1l existe alors des x, tels
que x, — Kx, = y,. Soity, — yg lorsque n — co. Montrons que yq € Im (I — K).
Regardons les cas possibles. Si {x,} est bornée, alors {K x,} est compacte. Puisque x, =
v» + Kx,, ou {y,} est convergente et {Kx,} est compacte, on peut en extraire une sous-
suite convergente {x,,} qui converge vers x;. En passant a la limite pour ¥ — oo dans
Iégalité x, — Kx,, = yn,, on obtient, par continuité de K, xop — Kxy = yo qui signifie
que yg € Im(J — K).

Considérons le deuxiéme cas possible, c’est-a-dire lorsque x, est non-bornée. Soit

N le noyau de 'opérateur I — K, i.e. I’ensemble de toutes les solutions de 1’équation
x—Kx=0.
Introduisons la distance
dn = p(x, N) =in]§||xn -z|. (1.2.6)
2€. .
.D’aprés.la définition de la borne inférieure, il existe dans N un élément z, tel que
-1
dn S”xn_znll < 1 +;. dn-

Ensuite, (I — K)(x, — 2,) = y». Si {d,} est bomnée, il suffit de remplacer x, par x, — z,
.pour obtenir comme précédemment y, € Im (I — X).

Quant au cas ou la suite {d,} est non bornée, il s’avére impossible. En effet, suppo-
sons que {d,} soit non bornée. Alors, en prenant si nécessaire sa sous-suite quelconque,

on peut admettre que d, — oo lorsque n — oo. Considérons les éléments

Xn — Zn
uy = —mmm,
” Xn = Zn “
On aalors || u, ||=1 et
(I = Kup = ﬁ;y—” 5 0, lorsque n — oo, (1.2.7)
n = Zn

car

H Yn H _ _yall _ sup, llya l
“xn —Zn ” “ Xn —Zn ” - dn

- 0.
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Puisque {u,} est bornée, il existe une sous-suite u,, tel que {Ku,, } converge vers un uy.
Mais

un = unk - Kunk + Kunk - u07

k

car u,, — Ku,, — 0 par (1.2.7). Il en ressort comme précédemment qu’il existe une

sous-suite {u,, } qui converge vers une limite uo appartenant a N. Or,

xnk - an - | xnk - an |u0 = (unk - uo)”xnk - an ”7

ol z,, + || xu, — 2y, lluo € N car z,, et up sont dans N. On a donc en accord avec (1.2.6)

1

Il (t, ~ u0) | (1 + n—k)dnk > ||/t — w0l 2, = 2, |

= || 20 = {2n + 1150, — 20, o} || > .

Ny
nk+l

Il (m, — o) |l 2

ce qui contredit le fait que || (u,, — uo) || — O pour n; — oo. II s’ensuit donc que {d,} est

bornée, d’ou I’on déduit qué Im (I — K) est fermée. O

1.3. CARACTERISATION DE L' ELEMENT MINIMISANT

Le (ou les) éléments minimisants sont caractérisés par dJ,,(u; v) = 0. Pour un xo

donné, calculons dJ,(u; v) :

o +6v) — J, (u)

-y _
_ Fx(T) - 3(T) + Q% %) + s+ OVIE - [Fy(T) - Y(T) + (@, ) + ]
= lim 1.3.1)
-0 ' 6 ’
avec
x' = Ax+ B(u + 6v), x(0) = x (1.3.2)
Y =Ay+Bu,  yO)=x. (13.3)

Par linéarité, la solution x(t) peut s’écrire

x() = y(t) + 6z(t) oll 7 = Az + By, | z2(0) = 0.
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En remplagant dans (1.3.1), nous obtenons
Mm 2Fy(T) - 2(T) + 2(Qy, 2)2 + 2, v}y + O [F2T) - 2«T) + (Qz,2)2 + (v, v)2])
= %dlxo(u;V) =Fy(T)-«T) + (Qy,2)2 + (u,v)2 (1.3.4)
avec z(z) et y(¢) solution de
y = Ay + Bu, y(0) = xo. (1.3.5)
7 = Az + By, 20)=0. (1.3.6)

C’est a ce point que I’on introduit le systéme adjoint qui joue un réle fondamental dans

les problémes de commande optimale :

PO +AOp®)+ QW)y®) =0 p.p.10,T[
p(T) = Fy(T),

ol la fonction y est la trajectoire optimale correspondant & u. En substituant (1.3.7)

(13.7)

dans le membre de droite de 1’équation (1.3.4), nous obtenons
p(D)-«T) = (p' + A’p, 22 + (u,v)2 = 0
= p(T)-«T) - LT p’'@®)-zt)dt - (A"p,2), + (u,v); = 0.
| Puisque

T T T
f p’-zdt=f (p-z)’—p-z’dt=p(T)-z(T)—-f p-Zdt,
0 0 0

alors en remplagant,
P(T) -2T) - p(T) - T) + fOT p@®)-Z()dt—(A'p,2), + (u,v), = 0
= (p, 70 —(A"p, 22 + (u,v)2 = 0.
Finalement, en utilisant (1.3.6), pour tout v,
(p,Az+ Bv), —(A"p,2)r + (u,v), =0
= (p, Az + Bv) — (p, A2y + (,v) =0
= (p,Bv); + (u,v); =0

= B'p+u,v)y=0.
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| ¢ éqﬁation devient
u=-B"p dans L*0,T;R™)

ou sous forme explicite

|u(t) = —B(#)'p(t) p.p.dans [0,T]. \

Théoreme 1.3.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) 1l existe un u” tel que J (1) = inf ¢ 120, 7.mmy Jxo (1),
(11) infve L2(0,T;R™) JXO(V) estﬁni,

(iii) Il existe une commande u au probléme de minimisation (1.2.3) qui est compleé-

tement caractérisée par le systéme d’optimalité suivant

x'(t) = A(®)x(@) — B(t)B(t)*'p(t) p.p.dans 10,T[

x(0) = xg
: (1.3.8)
@+ A Op)+ Q)x(t) =0 p.p.dans 10,T(
P(T)=Fx(T)
u(t) = —B(@)" p(2). ) (1.3.9)

et

d (s viv) 2 0, Vv € L0, T; R™).

Calculons la valeur du minimum de J,,(u) dans ce cas.

- in(r&g gy 2000 = T (=B@)" p()
= Fx(T)- x(T) + (Qx, x); + || - B’ pl*
=p(T)-x(T) - (p' + A’p,x)2 + (BB'p, p)
= p(0)- x(0) + (x', p) = (A’p, x), + (BB'p, p)
= p(0) - xo + (Ax — BB'p, p), — (A"p, x), + (BB'p, p)2
= p(0) - xo.

Terminons la section avec un théoréme (sans démonstration) sur la solution de

I’équation différentielle rétrograde appelée systeme adjoint.



15

Théoreme 1.3.2. Soitt €]0,T]. L’équation

p'(s)+A*(s)p(s) + g(s) =0 p.p. dans 10, 1]
p@®) =z,

posséde une solution unique p(.;t,z,g) dans H'(0,T) et I’application
(z,g) > p(;t,2,8) : R"x L*(0,T) — H'(0,1)

est linéaire et continue.

1.4. CoNVEXITE ET UNICITE DE LA SOLUTION ET RESULTATS DUAUX

1.4.1." Convexité

(s o ) Y -
Calculons préliminairement id o (s wiv)

dJ,,(u+ 0w;v) —dJ . (u;v)

= lim
-0 g
- lim Fy(T) - 2(T) + (Qy,2)y + (U + 6w, v)y — [Fx(T) - 2(T) + (Ox,2) + (4, v),]
60 )
' (1.4.1)
avec z(1), y(t) et x(¢) solution de
y = Ay + B(u + 6w), y(0) = xo
7 = Az + By, 20)=0
X = Ax + Bu, x(0) = xo.
Par .linéarité, la solution y(z) peut s’écrire
(&) = x(@) + Om(z), ou m =Am+ Bw, m(0) = 0.
En substituant dans (1.4.1),
i F(x(T) + 6m(T)) - 2(T) + (Q(x + 6m), 2), + (u + 6w, v),
-0 : 0
! [Fx(T)-z(T) + (Ox,2)2 + (u, v),]
—lim
-0 9
=Fm(T) - z2(T) + (Om, 2), + (W, V),
= leJXO(u; w;v) = Fm(T) - z(T) + (Om, 2), + (w,v), (1.4.2)

2
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m’ = Am + Bw, m(0) =0
7 = Az + By, 2(0) = 0.
Enumérons quelques lemmes sur la convexité de la fonction.
Lemme 1.4.1. Soit U une partie ouverte et convexe d’un espace vectoriel E et soit J
une fonction numérique Gdteaux-dérivable dans U. Alors J est convexe dans U si et
“seulem.ent si
Yu,ve U, JWv) = J) +dJu;v—u).
Lemme 1.4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) I'application u v J,,(u) est convexe,
(ii) il existe un u* tel que d*Jxo(u*;v;v) > 0 pour tout v dans L*(0, T; R™),
(iii) Jo(v) = O, pour tout v dans L*(0, T; R™),
(iv) inf  Jo(v) =0,

ve L2(0,T;R™)

(v) pour tout xo € R", Uapplication u — J, (u) est convexe.

DemonsTrATION. (i) < (if) On consideére la fonction réelle g de la variable réelle 6 €
[0,1]
80) =Jy, (u+6(v—u)).

Par définition

8(1) = Jx(v), 80) = Jy,(w), &'(6) = dJx(u+ 60(v —u);v — u).

Pour8€]0,1[ etz €]0,1 - 6]
dly,(u+ @+ (v —u);v—u)—dJ, (u+6(v-u);v-u)
t

£ = i
= d2JX0(u +60(v—u);v—uv—u.

Pourt € [-6,0],

dJy, W+ 6(v—-—u)+t[-(v-wl;v—u)—dJ, (u+6(v—u);v—u)

g’ = }}g}o >

= —dszo(u +0(v-uw;v-—u,—(v—u)= d2JX0(u +60(v—u),v—uv-—u.
Donc, g”(0) existe dans ]0, 1[, avec pour tout 8 € ]0, 1]

g0 = d* T (u+0(v —u);v—u;v—u).
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T

On peut donc appliquer le théoréeme de Taylor a g(6) :
Je €]0, 1], tel que g(1) = g(0) + g’ (0) + %g"(af).
En réécrivant, il vient
o) = T () + dJ (w3 v — 1) + %dzlm(u +a(v—u);v—uv—u
ou encore
o) = T () = dJ o (u; v — u) = %dZJxO(u +av—u);v—uv— Au). (1.4.3)
On pose z = u + a(v — u) et on remplace dans (1.4.3).‘A10rs

@@ (e = 1 (e = 1)) = a2 2 — w0 (2 — )
[44 [44 a

= JoV) = J) —dJ ;v —u) = %dzjm(z; (z—uw);(@z—u)).

Par (1.4.2), d*J ("5 v;v) ne dépend pas de #* mais seulement de v. Donc, si
dZJ,{,(u';v;v) > 0 pour u*, nous avons également dZJxO(u; v;v) 2 O pour tout u €

LZ(O, T;R™)
= T~ Tl ~ duy — 1) = T (5 2 03 (= ).

On conclut par le lemme 1.4.1.

(#) & (i7) Par (1.4.2),

%dzjxo(u"; viv) = F2(T) - AT) + (02,2 + (v, vl
(1.4.4)
7 = Az+ By, z2(0) = 0.

Mais (1.4.4) est Jo(v)
1
= Jo(v) = -2—d2JxD(u';v; v)  ¥Yve L*0,T:R™.

(i) = (iv)

Pour v = 0, y(t) = 0 est solution unique de I’équation différentielle

Yy = Ay, ¥(0) = 0.
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Donc, Jo(0) = 0 et Jo(v) > 0 par hypotheése.
(iv) = (iii) Par définition de I’infimum.

() & (v) Si J,,(v) est convexe pour un xy € R”, alors pour tout x; € R”
0 p p

1
5dsz(,(u;v;v) =Jo() >0 VYu,ve L*0,T;R™.

1.4.2. Unicité de la solution

Nous allons montrer qu’en faisant I’hypothése que pour tout xp, .
infye 1200, 7.rmy Jx, (V) €st fini, le systeme couplé (1.3.8) posséde une solution unique (x, p)
dans H'(0, T) x H'(0, T). Ceci n’est pas vrai si inf,c 2 rrm Jx, (V) N’est pas fini pour
tous les xo. La convexité de J,,(v) n’est pas suffisante.

Exemple 1.4.1.

JEM) E —x(1) - x(1) + (v, v (1.4.5)

X' () =v() dans]0,1[
x(0) = xo,

ot v € L0, I;R). Ceci est équivalent 2 (1.23) avec T = 1, F = -1, 0= 0, A =

O et B = 1. Regardons le cas ou xp = 0. Puisque nous avons x'(z) = v(¢) et x(0) = 0,

1 1
f X ()dt = f v(2) dt
0 0

1
= x(1) - x(0) = f v(t) dt
0

nous obtenons en intégrant

1
=>x(1)=f v(t)dt.
0

En remplagant x(1) dans (1.4.5), nous avons pour tout v € L2(0, 1;R),

1
JEW) = - ( f w(?) d:)
0

2 1
+ f v(t)’dt >0  (par Holder).
0
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De plus, un simple calcul montre que J§#(0) = 0. Nous avons donc bien que
inf e 1200,1,r) Jo (V) est fini et J¢*(v) est convexe pour tout xq (voir lemme 1.4.2). Cepen-

dant, sur |0, 1[, le systéme couplé

x'(#) = —p@®)
x(0) =0,
pP@®=0
p(T) = Fx(T)
possede comme solution x() = ct et p(t) = —c pour ¢ une constante arbitraire. Nous

n’avons donc pas unicité du systeme couplé, ceci étant di au fait que pour

xo # 0, inf,c 129 ;rm) J5 (v) n’est pas fini. En effet, pour xo # 0,

1
x(1) = xg +f v(t) dt
0

1 1 2 1
= JL() =~ [xg + 2x0f v(t)dt + (f V(1) dt) ] + f V)2 dt.
0 0 0

En prenant 1a s€quence v,(¢) = n et en laissant n — oo (pour x positif),

JE () = —xé — 2xgn° — —oo.

0

O
Lemme 1.4.3. Supposons que VELZi((r)ltT‘ .R,...)JO(V) admette un seul minimisant. Alors, si
g in(gi; ;]Rm)J (V) admet un minimisant; ;'l est unique.
DEMONSTRATION. Supposons que J,,(v), xo # 0, posséde deux éléments

minimisants u; et u,. Alors par le théoréme 1.2.2 (iii)
dJ,wl;v)=dJ,,(u2;v)=0,  Vve L*0,T;R™)
= Fy(T) - 2(T) + (Qy1,2)2 + (1, V)2 = Fyo(T) - 2(T) + (Qy2, 22 + (2, V)2
¥y = Ay, + Buy, y1(0) = xo
ou ¥y = Ay, + Buy, ¥2(0) = xo

7 = Az + By, 2(0)=0
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= F i(T) = y2(T)) - 2(T) + (O = y2),2), + (g — uz,v), = 0, ¥v € L*0,T;R™)
Y1) = y5(8) = A@(31 (@) — y2(1)) + B(O)(u1 (1) — ua(2))
y1(0) = y2(0) = 0.

Comme Jy(v) est convexe, nous voyons que u; — U, caractérise inf  Jg(v). Mais
' ve L2(0,T;R™)
nous savons que 0 est solution de 2inf Jo(v) et est solution unique par hypothése.
ve L2(0,T;R™)

Nous obtenons donc u; —u; =0
= u1(t) = up(v).
O

Théoreme 1.4.1. Si pour tout x4 € R”", 2inf Jx, (V) est fini, alors le systéeme couplé
ve L2(0,T;R™)

(1.3.8) posseéde une solution unique dans H'(0, T; R™) x H'(0, T; R").
DfmMonsTrATION. Soit xg € R”, xo # 0. Nous savons qu’il existe un x, p et u tels que

x'=Ax+ Bu dans ]0,7]

x(0) = xq

p+A'p+0Ox=0 dans]0,T[

p(T) = Fx(T)
u=-Bp.
Il existe également un X, p et i tels que
X = Ax + B dans ]0; T[
x0)=0
§+Ap+0%=0 dans]0,T]
p(T) = FxX(T)
n=-B"p.
Considérons
T d
j; = (x(2) - p())dt = x(T) - p(T) — x(0) - p(0)

=x(T)- FX(T) — xo - p(0). (1.4.6)
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Mais nous avons également
T 4 T
f — (x(@) - p())dt = f X-p+x-pdt
o dt 0
T
- [ (-8B pox-apr o) at
0 .
T .
= f [Ax-p—x-A'p—(BB'p-p +x- QX)) dt
0
T ) ,
- f [~(BB'p- p +x- O%)] dt. (14.7)
0
Donc en égalant (1.4.6) et (1.4.7),

T
X0 p(0) = X(T) - FXT) + f [(BB'p-p + x- Q%] dt.
0

T
= X(T) - FX(T) + f [B'p-B'p+x- QF dt.
0

T
x(T)-F)E(T)+f [OX-x+u-u]dt
0

1
EdJXo(“; n)=0

puisque u réalise inf ¢ ;20 7;rm) Jx, (V) €t que %(0) = 0. Nous avons pour tout x,
x0-p0)=0 = pO)=0.

Le systéme dynamique |

X =Ax+ B dans]0,T]

1x(0)=0

pP+A'p+Qx=0 dans]0,T[

p(®)=0

possede comme solution unique (X, p) = (0, 0). Par le théoréme précédent, le systéme

couplé (1.3.8) posséde une solution unique et u est unique. a

Allons-y d’un théoréme qui résume les notions vues jusqu’a présent.

Théoreme 1.4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Pour tout xoy € R", J,,(v) posséde un minimum.
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(1) Pour tout xg € R", inf,¢ ;20 7.rm) Jx, (V) est fini.

(iii) Pour tout xy € R", il existe une unique paire (x, p) € H'(0, T; R")xH'(0, T; R")
satisfaisant & la condition (1.3.8), un unique u € L*(0,T;R™) satifaisant a la

condition (1.3.9) et la fonction J;,(v) est convexe.

1.4.3. Supremum fini

Il est utile de noter a ce stade que nous avons aussi les résultats duaux pour le

supremum. En effet, tout supremum peut se ramener a un infimum car

sup £(x) = = inf = ().

xel

En changeant la fonction d’utilité pour

def

T
Cx(v) = F1x(T) - x(T) + f Q1 (O)x(@) - x(2) — v(t) - v(£) dt,
. 0

avec toujours
x' = Ax+ Bv, x(0) = xo, (14.8)
nous obtenons un théoréme dual a celui obtenu pour la minimisation.
Théoréme 1.4.3. Soit xg € R". Les conditions suivaﬁtes sont équivalentes.
(1) C,,(v) posséde un maximum.
(i1) sup,e 20.7;rm) Cxo (V) €5t fini.

(iii) Il existe une paire (x, p) € H'(0,T;R™) x H'(0, T;R") et une commande u €
L*(0, T;R™) satisfaisant a '

x'=Ax+ BB'p, x(0)= x, 149
P +ADP+0ix=0, p(T)=FxT), (1.4.10)

u=Bp. (1.4.11)

et la fonction C,,(v) est concave.

DEMoNSTRATION. (1)=> (ii) Evident.

()= (iii) En supposant que le sup, ;2 7.gmy Cx, (V) €st fini, alors
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infye 20 iRy 5o (V) €st fini avec Q = —-Q, et F' = ~F,. D’apres le théoréme 1.2.2, il

existe un u € L*(0, T;R™) tel que dJ,,(u; v) = 0 pour tout v € L?(0,T; R™). Donc

=Fy(T) - «T)+ (-Q1y, 22 + (4, v)2 =0
avec z(t) et y(¢) solution de (1.3.6) et (1.3.5) respectivement. En introduisant le systeme
adjoint

pP+AP+Qiy=0, p(T)=Fy),

et en remplagant,

—pM)-z2TY+ P +A'p, 22+ WU,v», =0
= ~ (P, 20+ AP, 22+ U, v =0
= —(p,Az+Bv); —(A'p,2)> + (4, v)2 =0
= (-B'p+u,vi =0,
on trouve u = B*p. De plus, la fonction J,,(v) est convexe et donc Cy,(v) = —J,(v) est

concave.

(ili)= (1) Analogue a (iii)= (i) de la preuve du lemme 1.2.1. m|
L’hypothese globale de finitude pour tout x, € R”" implique I'unicité de la solution
(x, p) du systéeme couplé.

i

1.5. INVERSIBILITE DE L’ APPLICATION X(s)

On va maintenant considérer le probléme de la section 1.2.2 dans I’intervalle ]s, T[

pour s € [0,T[.On considére'le systéme

x'=Ax+ Bv dans |s, T
x(s)=nh
avec la fonction cofit

def

T
Tt € Fx(T) - x(T) + f O)x(t) - x(2) + V() at. (1.5.1)

On pose le probléme suivant

inf  J'(v) 1.5.2)

ve L2(s,T;R™)
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avec I’hypothése que pour tout xo € R”, inf,c 20 7.rm J5 (V) est fini, J (v) étant la
fonction (1.2.2). Nous avons bien sir les résultats suivants : |

S ) = FY(T) - T) + (0,2 + (v
avec z(?) et y(¢) solution de
v = Ay + Bu, v(s)=h
Z = Az + By, 2(5) = 0.
et
%d?']?(u; viv) = Fo(T) - «(T) + (Qz, 22 + (v, V) (15.3)
7 = Az + By, ’ z(s) = 0.

Le premier résultat concerne la convexité.
Théoreme 1.5.1. Si pour tout xo € R", ’application u — J (1) est convexe, alors

pour tout 5,0 < s < T, et pour tout h € R, Uapplication u — J#(u) est convexe.
DEMONSTRATION. Par le lemme (1.4.2) (ii), pour tout v € L*(0, T; R™),
S0 viv) = FeT)- o) + (Qz, 0 + (¥ 20,
ot zest solution de ,
7 = Az + By, z(0) = 0. | (15.4)
Pour prouver le méme résultat sur [s,T], associons a chaque v € L%(s,T;R™) son

extension par zéro vde [s, T]a [0, T]

0 sur[0,s[
wWi) =

v(t) sur[s,T].
Donc,

: T
Vv e Li(s, T;R™), Fz(T)~z(T)+f Qz-z+v-vdt 20,
0

ou z est solution de (1.5.4). Mais puisque ¥ est zéro sur [0, s], z est également zéro sur
[0, 5] et z est solution de

7 = Az + Bv, 2(s) = 0.

T
= Vv e L*(s, T;R™), Fz(T)‘z(T)+f Qz-z+v-vdt 20.
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Nous avons donc que pour tout 2~ € R”, pour tout v € L?(s,T; R™) et pour tout u €
L*(s,T;R™),

: 1

Edng'(u;v;v) > 0.
Donc pour tout s, I’application u — J*(u) est convexe. o
Théoréme 1.5.2. Supposons que inf ¢ 120 7.rmy 5, (V) est fini pour un xo € R". Notons
(x(-; x0), p(; x0)) la solution du systeme couplé (1.3.8) et soit u = —B*p la solution
optimale dans [0,T]. Pour 0 < s < T,

(i) infe 205 7:mm J30 (V) est fini.

(i1) La restriction de (x, p) a [s, T) est solution du systéeme couplé

X, =Ax; ~ BB'p; dans]s, T[

i | Xs(8) = x(s, x0)
(1.5.5)
Dy +A'ps+Q0x; =0 dans]s T[
p.Y(T) = Fxs(T).
et la restriction de u, = u|s ) vérifie
us = ~B'ps. (1.5.6)

DEMonsTrATION. (i1) Puisque (x(:; xo), p(:; Xo)) est solution du syst¢me couplé (1.3.8),
alors les restrictions (x;, ps) = (X577, Plis,y) satisfont a (1.5.5) et u; = uljs 7 vérifie
(1.5.6). (i) Par le théoréme 1.5.1, 3d*J%(u; v;v) > 0. En utilisant I’analogue du théo-

réme 1.3.1, on obtient inf ¢ ;2(;7.rm) J K201y est fini. ' 0
Définissons maintenant 1’application
X(s):xo— x(s55x) : R" > R, (1.5.7)

ou (x, p) est solution unique du systéme couplé (1.3.8) avec x, comme donnée initiale.
Cette application est évidemment linéaire et continue par le théoreme 1.2.1 (ii). Pour
obtenir les mémes résultats qu’au théoréme 1.4.2 sur [s, '], nous devons vérifier deux

choses :

(1) Si h = x(s;xo), 'unicité de la solution (x, p) du systeme d’optimalité (1.5.5)
sur [s,T].
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(2) La surjectivité de I’application linéaire X(s).
Le premier énoncé semble évident a premiere vue. En effet, puisque le systeme d’op-
timalité (1.5.5) posseéde une solution unique sur [0, 7] (théoreme 1.4.1), le systeme
semble logiquement posséder une solution unique sur [s, T']. Il faut cependant s’en

assurer, car on peut construire un exemple qui indiquerait que ce n’est pas vrai.

Exemple 1.5.1.

x'(1) = 4@ - 1)p(®)
x(0) = xo
(1.5.8)
=0
p(2) = 1x(2).

Comme nous voyons, ceci est le systéme (x, p) de I’équation (1.3.8) avec A = 0, BB* =
4t -1),A"=0,0=0et F = % Résolvons ce systeme sur [0, 2]. Puisque p’(z) = 0,

p(t) est une constante et donc

() = p2) = -;-x@).
De plus,
2
x(2) = x(0) + f 4 — D)p(t) dt
1 0 2
= X9+ —)C(2)fv 4(t — 1) dt
2% J,

1 =2
=X+ —2-x(2)(t -1)?

=0

!
1
= x(t) =x+ f 4(s — D=xods
0 2
= X + Xo(s - l)ZI:I)
:x0+x0[(t—1)2—1]

= xo(t — 1)%.
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Ceci nous donne A
1
ﬂO:mU—Dzetp@:im
et donc la solution est unique sur [0,2] pour tout xo. Nous voyons que x(1) = O:
Résolvons maintenant le systéme
x(0) = 4@ - Dpi(1)

: X](l) =0
pi(®=0

@ = La

sur [1,2]. Puisque p/(¢r) = 0, p,(r) est une constante et donc

2 .
x(2) = x (1) + f 4t - Dp (1) dt
1
=c f_ 4(t — 1) dr ol ¢ est une constante arbitraire
1

= ex(@) (- [

= 2c.

= x,(t):x1(1)+cf4(s—1)ds
1
= 2e(s - 1)
=2c(t - 1)

Ceci nous donne
() =2ct-17% et p(t)=c

et donc le systeme posséde une infinité de solutions sur [1,2] malgré le fait que la
solution soit unique sur [0, 2] ! : ' ]

Cet exemple ne correspond cependant pas a notre probleme de minimisation. En
effet, le terme 4(r — 1) change de signe alors que BB" est toujours positif. 11 indique
toutefois que V'unicité du systéme d’optimalité sur [s, 7| n’est pas automatique.
Théoreme 1.5.3. Supposons que inf ¢ ;27.rm Jx (V) s0it fini pour tout x € R. La
solution (x;, p;) du systéme couplé (1.5.5) et ’élément minimisant u, de (1.5.6) sont

uniques.
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DEMONSTRATION. Supposons que i, est un élément minimisant de J{**, |
est complétement caractérisé par le systéme couplé (X, p,). Soit 4 I’élément minimi-

sant unique de J,, et (x, p) la solution au systéme couplé correspondante. Considérons

la nouvelle fonction suivante sur [(}, T]
e | M sur [0, 5]
iy, sur [§, T].

Si nous pouvons montrer que i est un élément minimisant de J,, sur [0, T], alors par
[’unicité de I’élément minimisant sur [0, T], on peut conclure que & = u et donc que

it, = ulj5 . Puisque x = X sur [0, s],
oo () = T35 a5 17) + f Q)x(2) - x(2) + lu(e)* dr
0

> J:Y\;(s:xo)(ﬁs) + fs Q([)x([) . x([) + Iu(f)lz dt
4]
= I (@).

= ng(a) = Jxo(u)~

Donc puisque i est un élément minimisant de J,,, on peut conclure que &, = i[5y
On obtient ainsi I’unicité de i’élément minimisant de J™* sur [s, T] et Iunicité de la

solution du systeme couplé (1.5.5). mi

Donc si I’application lin€aire X(s) est surjective, nous pourrons reprendre les résultats
obtenus sur [0, T].

Théoréme 1.5.4. L’application linéaire et continue
X(5):xg— x(s): R" > R"
est une bijection.

DémonsTraTION. Puisque I'application X(s) est linéaire sur un espace de dimension fi-
nie, X(5) est injective si et seulement si elle est surjective. Supposons par contradiction

que X(s) ne soit pas injective. Alors

dxp £ 0 tel que X(s)xp = 0.
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Si x(s) = 0, (x5, ps) = (0,0) sur [s,T] est solution de (1.5.5). Mais par le théoréme
1.5.3, cette solution est unique. L’unique solution de (1.3.8) avec (x;, p;) = (0,0) sur

[s,T]est(x, p) = (0,0) sur [0, T]. Donc il n’existe pas de xo # O tel que X(s)xo =0. O

Nous avons donc les résultats suivants sur [, T].
Théoreme 1.5.5. Supposons que inf,¢ 2 1r.rm Jxo(v) est fini pour tout xy € R. Pour
tout s € [0,T[ et pour tout h € R", la fonction J*(v) posséde un unique élément

minimisant u; € L*(0, T;R™) et il existe une solution unique (x;, p,) au systéme couplé

X, =Ax,— BB'p; dans]s,T{

x(s)=nh
. (1.5.9)
P+ AP+ Qxy =0 dans]s, T[
ps(T) = Fx(T).
avec
u; = —B*p;. (1.5.10)

1.6. ETUDE DE LA TRANSFORMATION P(#) ET EQUATION DIFFERENTIELLE DE Ric-

CATI
1.6.1. Transformation P(f)
Nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 1.6.1. Pour0 < s < T, (x;, p;) solution du systéme couplé (1.5.9) avec donnée

initiale h, I’application |
b '(xs, ps): R” N H'(s,T;R") x H'(s, T; R™)
est linéaire et continue.
DEMoNSTRATION. Soit
ahy %ﬂhz — (x5, ps) : R" > H(s, T;R") x Hl(s,T;]R")

Dong,

x, = Ax; — BB"pq, x5(s) = ahy + Bhy,
(1.6.1)
pi+ AP+ 0x =0, ps(T) = Fxy(T).
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Par le théoréme 1.5.5, il existe des systémes couplés (x5, p1s) et (xay, p2g) tels que

x'ls = Ax; — BB py;, x15(8) = hy
P, T A DI+ Ox5 =0, P1s(T) = Fxy(T).
et
xyo = Axgs — BB pyy, x25(5) = hy
Dy T AT pas + Qxay = 0, P2s(T) = Fxp5(T).

Mais (axi; + Bx2s, @p1s + Bp2s) satisfait (1.6.1), et par unicité de la solution

(axls + ,8x237 apis +,8p25) - (Xs, ps) O

Pour 0 < s < T, (x;, ps) solution du systéme couplé (1.5.9) avec donnée initiale &,

_définissons I’application P(s)
hs P(sHh E py(s) : R" > R (1.6.2)

qui est linéaire et continue par le lemme précédent.
Lemme 1.6.2. Supposons que inf ¢ ;2o 7.rmy Jx, (V) S0it fini pour tout xo € R. Soit (x, p)

(resp.(%, p)) la solution du systéme (1.5.9) pour la donnée initiale h (resp.h).

(i) Alors

T
h- P(s)h = Fx(T) - X(T) + f x(2) - Q) + p(t) - BOB (OHp(t)dr.  (1.63)

On en déduit que P(s)* = P(s).

(11) Si u est l’élément réalisant le minimum de (1.5.1), alors
J'w) = k- P(s)h. (1.6.4)

(iii) L’application
t— P@):[0,T] - L(R",R")

est continue.

DfmonsTrATION. (i) De fagon générale, on a pour tout X et tout p

r _
p(T)- X(T) - p(s) - x(s) = f p'(r)- X(r) + p(r) - X (r)dr. (1.6.5)
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Nous avons également par définition

p+A'p+ QOx=0dans [s,T], p(T)=Fx(T), p(s)=P(s)x(s)
: (1.6.6)
¥ = AXx—-BB'pdans[5,T], x(s)=h, x(s)=h

En combinant les équations (1.6.5) et (1.6.6), on obtient
FX(T) - X(T) - P()x(s) - X(s)
= f A ®p0) + Q001 - 50 + p) - [ADFD - BB 0p()] dt
=~ f QW) 50 + p)- BOB (p@Id  (par symétrie de A)

et apres réarrangement des termes il vient (1.6.3). On voit immédiatement que par
symétrie de F, Q(t) et B(z)B*(z), P(s) est symétrique.

(i) On obtient facilement (1.6.4) en remplagant —B*p par u dans (1.6.3) etavech = h
dans cette méme égalité. (iii) Associéz avec la solution du systéme couplé (1.3.8) sur

[0, T], la fonction matricielle
Al)xo & p(s;xo) € H'(O,T;R™), Yo e R", 0< s < T.
Nous avons également vu la fonction matricielle inversible X(s) définit par (1.5.7).

A(S)xg = P()X(s)x9, ¥Yx € R"

= A(s) = P(s)X(s).
Mais puisqge X(s) est inversible,
P(s) = A()X(s)™L.
Les composantes des fonctions matricielles X(s)™! et A(s) sont dans H'(0, T)

= ¢ P(?) est continue.
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1.6.2. Etude de la résolvante ®(z, s)vet équations différentielles matricielles

Soient0 <t < Tet0 < s < T, on considere les équations

p'(r)+ D) p(r)+g(r)=0 p.p.dans [0,t], pt) =z
x'(r) = D(r)x(r) + f(r) p.p.dans [s,T], x(8) = xy,

ol les éléments de D sont dans L*(0, T). Nous avons vu que ces équations ont une

solution unique et par le théoréme 1.2.1 et le théoreme 1.3.2 que les applications

(g p(itz,8) : R*x L*0,T) — H'(0,1;R")
(X0, f) P> x(:5 5, %0, f) : R* x L0, T; R™) — H'(0,T;R")
sont linéaires et continues. Nous pouvons donc déduire de ces équations les deux co-
rollaires suivants.

Corollaire 1.6.1. L’application z — p(:;t,2,0) : R" — R" est linéaire et continue.

Elle définit donc une transformation linéaire et continue ¥(t, s) de'R"
Y(t, s)z = p(s;1,2,0).

Corollaire 1.6.2. L’application xo — x(:; s, XO,O) : R" — R" est linéaire et continue.

Elle définit donc une transformation linéaire et continue ®(t, s) de R"
O(t, s)xg = x(2; 5, xg,0).

Etudions quelques propriétés de ces deux transformations linéaires que nous ap-
pellerons résolvantes qui nous seront utiles.
Théoréme 1.6.1. Soit V[0, T] = {(1,5) € R? : 0 < s < t < T). Alors pour tout
(t,5) € V[0, T, | |

() ¥, 5) = O, 5)".

(1) D(t, s) est inversible.

DeEmMonsTRATION. (1) Soient x et p les solutions de

X' (r)=A(r)x(r) dans[s,T]

x(s) = xo,
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p'(r)+ A(r)'p(r) =0 -dans [0, 7]

p®) =z

Considérons I’ application r — p(r) - x(r) dans [s, T]. Alors
%(p(r) - x(r)) = p'(r)y - x(r) + p(r) - X' (r)
= —A(@r) p(r)- x(r} + p(r) - A(Nx(r) = 0.
et donc p(r) - x(r) est Constant‘ sur [s, T]. Il vient
2 @(t, $)xo = p(t) - x(2) = p(s) - x(s) =¥ (2, $)z- xo

et nécessairement ¥(z, s) = O(z, 5)".

(i1) On consideére les systémes
X' (ry=A(r)x(r) dans[s,1] Z(r) = —A*(r)z(r) dans [s,1]
x(s) = xo, z(s) = 2o,
Soient @ et Z les résolvantes associées a A et —A*, respectivement,
x(ry = ©(r, $)x9, 2(r) = Z(r, 5)20-
Par définition r — z(r) - x(r) est H'(s,t) et
dir[z(r) ~x(N] =2 () - x(r) + 2(r) - X'(r) = 0. |
On a donc
Z(t, 5)z0 - O(2, s)x0 = 2(8) - x(1) = 2(8) - x(8) = X0 - 20
et nécessairement
Z(t, 5)"®(t, s) = I (1a transformation identité de R").

On en conclut que I'inverse a gauche de ®(z, s) est surjectif. Comme nous sommes en

dimension finie, 1l est donc inversible. O

Puisque I’on connait les propriétés de P(¢) par rapport a ¢, on peut considérer le
systeme

X =(A-RP)x
1.6.7

| x(0) = xo.
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On peut associer avec A — RP larésolvante @,(z, s) dont on connait maintenant les pro-
priétés par rapport a (¢, ). Ceci va nous permettre une équation différentielle matricielle
pour P. Introduisons avant la notion d’équation différentielle pour une transformation
ou une matrice.

Définition 1.6.1. On dit que la fonction matricielle G dans [0, T'] est solution de I’équa-
" tion différentielle

ig(t) = A()G(), dans [s,T]
- (1.6.8)

G(s) =C,
si pour tout xo dans R”, I’application ¢ — G(f)xo est la solution dans H'(s,#; R") de
I’équation

d_x(t) = A(Ox(t), dans[s,T]
o (1.6.9)

x(s) = Cxo,

1.6.3. Equation différentielle de Riccati dans [0,T]

Théoréme 1.6.2. Supposons que inf,c 2 7.rmy Jx, (V) s0it fini pour tout xy € R.
Il existe une solution symétrique unique de I’équation différentielle matricielle de Ric-

cati

[P+PA+A'P_PRP+Q=0, P(I)=F] (1.6.10)

ouR = BB".

DeEmonsTrATION. (ia) (Existence, 1re démonstration). Montrons que la fonction matri-
cielle P est solution de I’équation matricielle de Riccati. Puisque X(s) est inversible et
les éléments des matrices X! et A sont des fonctions H!(0, T), P(s) est différentiable.

On sait que

p(t) = P(x(?), te s, T]. - (1.6.11)

En remplacant (1.6.11) dans (1.5.9), on obtient

X = (A - RP)x
(1.6.12)

x(s) = h.
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Soit @, (¢, 5) la résolvante associée a A — RP. On a
x(t) = @, (t, s)h. (1.6.13)
En partant de (1.6.3),
) T
h-P(s)h =Fx(T)- x(T) + f x-Qx+p-Rpdt
o
=Fx(T) - %(T) + f x- QX+ Px-RPxdt (par (1.6.11))

=Fx(T) - x(T) + fT(Q + PRP)x - fdt (par symétrie de Q, R, P)
=F®,(T, s)h - (Dp(é", s)h
+ fT(Q + PRP)D,(t, s)h - @,(t, s)hdt.  (par (1.6.13)) - (1.6.14)
Nous avons vu que

%cb,,(:, s)'k + [A(s) = R(S)P(s)]"®, (¢, )’k = 0

et en transposant

_%(Dp(t, ) + @, (t, )[A(s) — R(s)P(s)]h = 0. (1.6.15)

On obtient donc en utilisant (1.6.14), (1.6.15) et le fait que ®,(s, s) = 1,
J i .
%h - P(s)h
== @,(T, )[A(S) — R(s)P(s)|h - FO,(T, s)h
T
- f (Q®) + POREPO)D,(1, 5)[A(s) — R(s)P(s)]h - (1, s)hdt
— @,(T, s)h - FOL(T, s)[A(s) — R(s)P(s)]h |
.
- f (Q®) + PORMDP@®)D,(t, s)h - (2, $)A(s) — R(s)P(s)]fzdt.
—~[O(s) + P(s)R(s)P(s)]h - h.
= — [A(s) = R(s)P(s)]h - P(s)h — h - P(s)[A(s) — R(s)P(s)]h

— [Q(s) + P(s)R()P(s)]h - h.

=—h-A(S)'P(s)h = h- P()A(s)h + h - P($)R(s)P(s)h — h - Q(s)h
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Mais puisque h € R*, on a.
| d _ d _ .-
—\{h-P(s)h) = h- —P(s)h
7 (- P(R) = b —P(s)
et donc pour presque tout s dans |0, T[
d - - - - -
h- d—P(s)h +h-A(SYP(s)h+ h- P(s)A(s)h — h - P(s)R(s)P(s)h + h - Q(s)h = 0.
s

Cette derniére identité étant vérifiée pour tout h et &, on obtient (1.6.10).
(ib) (existence, 2e démonstration) Nous savons que les éléments des matrices X! et

A sont des fonctions H'(0, T), P(s) est différentiable et
Pt = AOX™ ')
X' =AX - BB'A
X(0) = I
A +AA+0X =0
A(T)=F.

Calculons maintenant la dérivée de X~1(2).

X'0Ox@) =1

dX-'® LondX(@)
= 7 X(t),+X (t)———-dt =0
ax-'(y ., dX@®,_,
= =-X"0—-X"®.
Donc,
-1
poax AW

dt
=A'X'-AX'X'X!

=ANX'-PX'X!
= —(A"A + 0X)X! - P(AX - BB*A)X™!
= -A*'AX"'+ Q- PA - PBB'AX"!

=—-A"P+ Q- PA-PBB'P.

= P +A'"P+Q+ PA+ PBB’P =0.
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(i) (unicité) Supposons P une autre solution de (1.6.10). Fixons s dans [0, T] et dé-

finissons la commande
u(t) = ~B(0)"P(t)x(t), p.p.dans [s,T],
ou x est la solution unique dans [s, T} de

X =(A-BB*'P)x

(1.6.16)
x(s) = h.
Soit
p(t) = P()x(1). (1.6.17)
Alors p est 1a solution de
p+Ap+Q0p=0 ‘
(1.6.18)
p(T) = Fx(T).
car
p =Px+Px
=(P"+A’P+Q+ PA+ PBB'P)x + P(A - BB"P)x
= —-A"Px - Qx.
Enfin en utilisant (1.6.17), on peut réécrire (1.6.16) comme
x'=Ax-BB'p :
(1.6.19)
x(5) = h.
Le couple (x, p) est donc la solution du systeéme (1.6.18)-(1.6.19). On a donc
P(s)h = p(5) = P(s)h.
Comme cette derniére identité est vraie pour tout A et pour tout s, on a P=P. o

Comme nous avons mentionné au début de 1a section 1.2.2, si Q(z) = 0 (pour tout 1) et
F > 0, alors la fonction (1.2.2) est convexe. En effet, dans ce cas, Jo(v) = 0 pour tout
v € L*0,T;R™) et on conclut par le lemme 1.4.2. Voyons maintenant un exemple ou

F n’est pas semi-définie positive mais la fonction (1.2.2) est tout de méme convexe.
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Exemple 1.6.1. Considérons le systeme dynamique sur [0, 2] et 1a fonction d’utilité

X (6) = @2 —nDu(®), x(0) = x,

2 .
Ixo () = —i(X(Z))2+ f (@) dr.
0

Ici,A=0, F =—, B() =2 —tet Q = 0. La dérivée seconde d*J(u; v; v) est donc

Jov) = -~ ()'(2))2 f vlPdt () =2 -Du®, y0)=0

2
"( f (2—t)V(t)dt) + f v(r)* dt
0
_%(f (z_t)zdt) (f v(t)zdt) f v(1)*dt (par Holder car F < 0)
0 0
1 8 ) ,
7 §(f v(t) dt) fov(t) dt
? 2
2dr|f1- =2
([ a3
—IUZ (t)zdt)>0
=31 > 0.

On en conclut que J,,(u) est convexe en u. O

A

1.7. PROBLEME DE COMMANDE EN HORIZON INFINI

Dans ce chapitre, a partir de certaines hypothéses, nous essayerons de minimiser la

fonction coiit
C(v,h) = f Ox(t) - x(t) + V@) dt (1.7.1)

par rapport a toutes les commandes v dans L2 (0, o0; R™) ol

loc

X@) =Ax(t)+ Bv(r), t>0, x(0)=

Définissons maintenant la fonction
T
Cy(v,h) = f Ox(1) - x(t) + V() dt, (1.7.2)
s

ou

xX'(t) = Ax(t) + Bv(t) dans[s,T]

x(s) = h.
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On voit que c’est la fonction colit J; (v) avec les matrices A, B et Q) constantes et F' = 0.
Définissons Pr(s) comme I’application (1.6.2) associée au systeme couplé sur s, T].

On a vu que
T
h- Pr(s)h = f x(f) - Qx(t) + p(¥) - BB"p(t)dt (1.7.3)

T
= f Dy (2, h - QD(t, $)h + Pr(t)Dr(t, $)h - BB*Pr()D1(2, s)h dt.
‘ , (1.7.4)

Ici, ®1(t, s) est 1a famille de transformations associée a

X.(f) = [A — BB*Pr(f)]x,(t) dans[s,T]

xs(8)=h

7 (t, Hh = x(b).

Théoreéme 1.7.1. Supposons que pour tout h € R",

lim inf Cg(v, h) existe et est finie.
T—00 ve 12(0,T;R™)

Alors il existe un P = P* tel que pour tout s > 0,
Py(s) = P lorsque T — oo.

Remarque : Nous ne supposons pas ici que inf,e ;2(0,7:rm) Cg(v, h) est fini pour tout
- T. Nous savons que inf,¢ ;2 r.rm Cg(v, h) est borné supérieurement (en pre-

nant v = b, par exemple), mais a priori, certains éléments de la suite pourraient donc
prendre comme valeur —oco. Nous entendons par la limite existe et est finie qu’il existe

un ¢ € R tel que

Ve>0,3T,>0telqueVT > T, |CY(v,h)—cl<e

DemonsTrATION. Nous ne savons pas Si inf,e 20, r.rm) Cg(v, h) est finie pour tout 7.
Mais puisque la limite existe et est finie, il existe un T, tel que pour tout 7 > T,

infye 1200, 7;rm) Cg(v, h) est finie. En considérant les T > T, par le lemme 1.6.2 (ii),

(PrO)n,h) = Pr(O)h-h= inf  Co(v,h).

ve L2(0,T;R™)
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Donc par hypothése, pour tout i € R,

Th_r& Pr(O)h-h  existe.
Mais par symétrie

2(Pr(Mh, k) = (Pr(0)h, h) + (Pr(0)k, k) — (Pr(0)(h — k),h — k) ~

. et pour tout & et tout k dans R"

}1_{!(}10 Pr(Ok -k existe.
De plus, puisque les matrices A, B et ( sont constantes, on vérifie aisément que

inf  Cyw,h)= _inf  C}_ (v, h).
we L3(s,T;R™) ve LX(0,T—s;R™)

Donc, pour tout s > 0 et pour tout A et tout k dans R”,
,Tlim Pr(s)h-k = Tlim Pr_(Qh -k = Tlim Pr(O)h - k. (1.7.5)

Comme R" est de dimension finie, ceci veut dire que pour tout s > 0, la famille de
matrices Pr(s) converge élément par élément vers une matrice P. Finalement, P est

symétrique car
(Ph, kg — (Pr(Oh, K)gr = (b, Pr(O))pr —> (, PR
D N

Nous ferons désormais I"hypothése que la limy e inf e 12071 CH(v, b) existe et est-
finie pour tout k& d’ici la fin du chapitre. Nous avons supposé précédemment que
certains éléments de la suite inf e ;20 7.gm C(}(v, h) pourraient prendre comme valeur
—oco, méme si la limite existe et est finie lorsque T tend vers I'infini. Ceci est impos-
sible. En effet, puisque la limite existe et est finie, il existe un T tel que pour tout
, T >T,, infveLz(o_T;Rm)C‘}(v, h) est finie. Supposons qu’il existe un ¢, < T tel que
inf,c204,:rm) C?l (v,h) = —oco. Soit s = T} — 1;. Nous savons par le chapitre précédent
que infye 12¢,7,:rRm) Cy, (v, h) est fini. Mais

inf - C)(vh)= inf Cj(v,h)>—o0
ve L2(0.1R™) ve I2(5,T;:R™) 1!



41

ce qui conclut. Nous avons donc pour tout & et pour tout T > 0O I’existence d’un c; tel

que

\Pr(h -k < ¢ <oco, te [0,T].

Par symétrie, nous avons aussi que pour tout h et tout k dans R” I’existence d’une

constante c; telle que

\Pr(Oh -kl < cs, te [0,T].

Par le principe de la borne uniforme, pour chaque 4, il existe une constante c(h) telle

que

|Pr(t)h| < c(h), te [0,T]
De nouveau, par le méme principe
3¢ >0, |IPr(®)llpremn < ¢ t€ [0,T]. (1.7.6)
On fixe maintenant ¢; > O ety e L'(0,2,;R") . Soit T > ¢, et définissons
Jr(@®) = Pr@Oy(®), f(t) =Py(r) dans[0,4]

En raison de (1.7.6), fr et f appartiennent a L'(0,¢,; R"). De plus, fr et f sont bornées
presque partout par la fonction clly(#)|| qui appartient a L'(0, ). En vertu de (1.7.5),

pour tout t € [0,1,],

fr(®) = Pr(®)y@®) - f(&) = Py(t) lorsque T — oo.

Par le théoréme de Lebesgue sur la convergence dominée, fr — f dans

LY(0, t;;R™). Soient x7 et x les solutions des équations

xp(t)=[A - BB Pr(Olxr(t), te [0,T], xr(0)=h 1.7.7)

x'(t)y = [A - BB’Plx(t), te€ [0,), x(0)=h. (1.7.8)
Montrons que x7(t) — x(¢) uniformément dans [0, #;]. On définit sur [0, #,]

yr(®) = xr(t) — x(2).
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Alors
yr(t) = [A = BB'Pr(Dlyr(t) + BB'[P ~ Pr(0]x(®), yr(0) =0
= yr(®) = f [A - BB Pr(r)lyr(r) + BB'[P — Pr(n)]x(r)]dr
0
= |yr(@)| < fo [I[A = BB"Pr(Olllyr(r)| + IBB°|| [P = Pr(N]x(N]]} dr.  (1.7.9)

On modifie maintenant la topologie de 1’espace C[0, t,]

llyrllcro = sup |yr(o)l.

t€[0.41]

Pour a arbitraire, O < @ < 1, on introduit la fonction monotone croissante

8a(t) = eXP[% j: I[A - BB"Pr(nlildr| = 1

et la nouvelle norme

Ilyrlle = sup br)
* tef0,y) 8all)
On voit que puisque g,() > 1,
yrlle < llyrliciony < g«DIYrlla- (1.7.10)

En revenant a (1.7.9),

el s [ {04 - 8 Prolle, 22+ 1B - Protscon | ar
< max XN ("4 — BB Pr(lgat) + IBBIIIP ~ Pr(n1x] dr
041 go(r) Jo

< ”yT”af (A - BB‘Pr(f)lelga(r) +||BB*|| [P = Pr(r)]x(N]|] dr.
0
Mais
d 1
Ega(r) = ;[A — BB*Pr(r)]g.(r)

= fo [A = BB*Pr(r)l|ga(r) dr = alga(t) — 84(0)] < ag.(®).
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Nous obtenons donc
!
yr®I < llyrlleage(t) + IIBB*Hf I[P = Pr(r)lx(r)]| dr
0

o 1B Jy [P = Pr())x(1)]l dr
g T (D)

< llyrllec + IIBB*Ilf0 I[P = Pr(nlx(n)]|dr

carg,(tH) > let ﬁ)t [[P — Pr(r)]x(r)]| dr est croissante par rapport a . Mais puisque c’est

vrai pour tout ¢ € [0, #], .

1y
Iyrlle < llyrllec + IBBl f ILP — Pr(r)]x(r)lldr
. 0

||f0l ILP — Pr(n]x(n]|dr.

= lyrlle <

Et finalement par (1.7.10)

g(l( l)

IBB*Ilf ILP = Pr(nlx(n)]| dr

||)’T”C[0,11]

ou
Iyrlicon < c(t) fo P = PrMIx(d dr:

Mais a la lumiere des résultats précédents, on sait que [P — Pr(r)]x(r) converge vers 0

dans L!(0, t;; R™) car x(r) € LY0,t,; R")..Donc,
xr(t) — x(t) uniformément dans [0,¢]. (1.7.11)
Théoréme 1.7.2. Soit Q une matrice semi-définie positive. Pour tout h et h dans R",
(Ph,h) = j; ) ([Q + PBB"P|®p(1)h, Dp(1)h) dt, (1.7.12)
ou ®p(t) est le groupe de résolvantes correspondant a

X () = [A - BB'Plx(t), x(0)=h, ®p(t)h = x(2).

DEmonsTrATION. On sait que

T
h- Pr(O)h = f xr(t) - Qxr(t) + Pr()xr(t) - BB Pr(t)xr(t) dt, (1.7.13)
0



44

ou Xr(¢) est la solution de (1.7.7) pour & = h. On veut montrer-que le cdté droit de

(1.7.13) converge vers
f x(2) - Qx(t) + Px(t) - BB*Px(t)dt lorsque T — co. (1.7.14)
0
Définissons

xr(t) - QXT(I) + PT(t)xT(t) . BB*PT(I)XT(I), si0<t<T

gr(®)
0, siT<t<oo.

g(0) x(t) - Ox(t) + Px(t) - BB'Px(t), si 0<t<oo.

Mais en raison de (1.7.5) et (1.7.11)
gr(®) - gt) Yite [0,0), lorsque T — 0.

Puisque la fonction g7 () est positive, par le lemme de Fatou,

* A T
f 3(t)dt:F lim ST(I)dtSIiminff gr()dt
0 o Toe Tow g (17.15)
< im (Pr(0)h, h) = (Ph, h).

Remarque 1.7.1. C’est a ce point ou [’hypothese de la semi-définie positivité de la
matrice () prend toute son importance. Sans cette hypothése, le lemme de Fatou n’est

plus vérifié et nous ne pourrons obtenir le résultat désiré :

fm lim gr(f)dt = lim f gr(t)dt.
0 T —o00 Too o

Nous avons également tenté d’utiliser la convergence dominée, mais sans succes. Voici

un exemple similaire & notre probléme ou
lim fm f,;(t) dt existeet lim f,(t) — f(?)
n—oo 0 n—oca
mais :
lim So@®dr % f f(t)dt.
n—oo 0 0
Exemple 1.7.1. Soit

fr(@®) = ne™™,

La fonction exponentielle croissant plus vite que toute puissance de son argument,

limne™ =0sit#0.

n—oo
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Cependant,

=1
0

f ne ™M dt = ¢
0

ne tend pas vers 0. O

Nous avons obtenu par le lemme de Fatou puisque Q > 0 que

fo g()dt < (Ph,h).
0

Mais si I’on considére la loi d¢ feedback
- vp(t) = =B Px(2),

ou x(#) est solution de (1.7.8), on a pour tout T > 0

. T N
(Pr(0)h,h) < f [(Qx(@), x(D)) + (vp(D), vp(2))] dt = f g®)dt
0 0

et nécessairement
T 00 ’
(Ph,h) < }im f gt)ydt = f g dt. ' (1.7.16)

Les inégalités (1.7.15) et (1.7.16) donnent 1’égalité. Par symétrie de P, on obtient

(1.7.12). P est donc semi-définie positive si Q > 0. O

Revenons maintenant au probléme énoncé en début de section, soit de minimiser la

fonction coiit
Co(v,h) = f Ox(z) - x(t) + (1) dt
0

par rapport A toutes les commandes v dans L2 (0, co; R™).
Théoreme 1.7.3. Soit Q une matrice semi-définie positive. Supposons que la
lim7_,e infye 1200, 7.m) C?.(v, h) existe et est finie pour tout h € R". Alors il existe une

commande u € LIZOC(O, o0; R™) telle que

inf  Co(v,h) = C°(u, )

ve Ll (0,00;R™)
et
u(t) = —B"Px(1), (1.7.17)
ol

X =[A-BB'Plx(r), 120, =x(0)=h.
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DemonsTRATION. Pour tout 7 > 0 etv e L} (0, 00; R™),

(Pr(0)h,h) =  min  Ci(vr,h)

vi€ L{0,T;R™)
T
< [ @050+ vo.vonar
0
avec y(f) correspondant a v. En allant 4 la limite

(Ph,h) < C° (v, h).

Cependant, u(f) = —B*Px(t) et P ne sont pas indépendants 1’un de |’autre. En effet, par
(1.7.17)

(u(r), u(?)) = (BB Px(1), Px(1)).
Donc en raison de (1.7.12),
erm= [ 1@, x0) + (), u dt
Donc pour tout v € L2 (0, oo; R™),
ClL(u,h) < C2(v, h).
O

Théoréme 1.7.4. Soit O > 0. Supposons que la limy_,o inf,e 1200.7.rm C?.(v, h) existe et

est finie pour tout h € R". Alors P est solution de I’équation algébrique de Riccati

PA+A"P—PRP+(Q=0.
ou R = BB".
DEmMonsTRATION. Soit H = @ + PRP. Définissons

- - i

(Dzh,h) = f HO(t,Oh - D, 0)hdr.
0

Ici, ®(z,0) est la matrice fondamentale associée a

X'(t) = [A - RP]x(t), x(0) = h.
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On sait que la limy_,..(Drh, h) = Ph - h existe et que Dy est symétrique. Soit
(Dr(A — RP)h,h) + (Drh,(A — RP)h)
T T )
= f H®(t,0)(A — RP)h - ©(t,0)h dr + f HO(z,0)h - ©(2,0)(A — RP)hdt
0 0 ,

T d .
:f — [HD(z,0)h - ©(z,0)h] dt
o dt

= H®(T,0)h - O(T,0)h — Hh - h.
(1.7.18)

Donc,

lim HO(T,0)h - (T, 0)h
= Hh-h+ lim [(Dr(A — RP)h, ) + (Drh, (A - RP))] (1.7.19)

=Hh-h+ P(A—-RP)h-h+Ph-(A-RPh.

Nous savons également qu’il existe une matrice C telle que Q = C*C puisque Q > 0.

Donc,

HO(T,0)h - O(T,0)h = (Q + PRPYD(T,0)h - O(T,0)h
=(C°C + PBB*P)D(T,0)h - O(T,0)h

=|(C + B*"P)®(T, 0)h[* .
Cependant, on sait par (1.7.12) que pour tout & dans R"
f H®O(T,0)h - (I)(T,lo)h < oo.
et nécessairement
li;n_;iozxf HO(T,0)h - O(T,0)h = li;n_gxf |(C + B*P)D(T,0)h* = 0. (1.7.20)

Mais puisque par (1.7.19) la limite existe, elle est par (1.7.20) nécessairement O :

Vhe R",  lim |(C + B'P)D(T,0)h| = 0.
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On réécrit maintenant (1.7.18) avec & et k. Nous avons pour tout 4,k € R”,

(Dr(A — RP)h, k) + (Drh,(A — RP)k)

. T T
= f HO®(t,0)(A — RPYh - ®@t, 0Ok dt + f HO(t,0)h - ®(t,0)(A — RP)k dt
0 0

T
- f L HOG, 0k - D, 0)K] dr
o dt
— HO(T, 0Yh - O(T, Ok — Hh - k
= (C + B P)YD(T,0)h - (C + B*P)D(T, 0)k — Hh - k.

Mais on sait que la limy_,, Drh - k = Ph - k et que la limy_,(C + B*P)Y®(T,0)h = 0.

On obtient donc pour tout 4,k € R”,
(P(A —RP)h, k) + (Ph,(A~RPX) + Hh -k =0
=(PA — PRP)h -k + (AP — PRP)h - k) + (Q+ PRP)h- k=0

=>PAh-k+ A*Ph-k— PRPh-k+ Qh-k=0.



Chapitre 2

JEUX DIFFERENTIELS A DEUX JOUEURS DE
SOMME NULLE

2.1. INTRODUCTION

Nous allons considérer un jeu a deux joueurs de somme nulle avec une dynamique
linéaire et une fonction d’utilité quadratique sur un horizon de temps fini. Ceci peut
étre vu comme une extension naturelle du probléme de commande optimale linéaire
quadratique. '

Les jeux différentiels ont été inventés par R. Isaacs, dans les années 1950 a 1960,
dans le but d’étendre a des situations dynamiques, a 1’origine des modéles de combat,
les méthodes de la théorie des jeux. La contribution d’Isaacs a été considérable. A une
époque ou n’était pas connue la théorie de la commande optimale, il en a, seul, inveﬁté
les concepts fondamentaux tels que variables de commande et d’état, feedback, équa-
tion d’Hamilton-Jacobi, équation adjointe, etc..., dans le cadre beaucoup plus difficile
des jeux a deux joueurs de somme nulle.

Dans un jeu a deux joueurs, le joueur 1 décide une valeur v, et le joueur 2 une

valeur v,. Chaque joueur a une fonction d’utilité
Ci(vl’vz)’ i: 1’2’
qu’il veut minimiser. Un équilibre Cournot-Nash est une paire (9, 9,) telle que

Ci(P1,%2) < Ci(vi, %), Yv € UL,

A A A 2
C2(V],V2) < C2(V],V2), vv2 € Uad’
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ol U], et U%, représentent I’ensemble des contraintes pour les deux joueurs. Dans un

jeu a deux joueurs et somme nulle,

Ci(v1,v2) = C(vy, vp),

Cr(vi,v) = =C(v, v2).

Donc il n’y a en fait qu’une seule fonctionnelle, C(v,, v;). Le joueur 1 essaie de la mi-
nimiser, et le joueur 2 essaie de la maximiser. C’est un jeu non-coopératif. Un équilibre

de Nash satisfait 1a condition
C(1,v2) < C(y,97) < C(vy, V).

Dans ce contexte, la paire (¥, ¥,) est appelée un point de selle. Dans le cas dynamique,
la fonction d’utilité dépend du vecteur d’état gouverné par un systeme d’équations
différentielles linéaires (semblable au chapitre 1) gouverné par les commandes v, et v,
des deux joueurs. Dans ce contexte, il existe des stratégies en boucle ou\;erte et boucle
fermée.

Le but de ce chapitre est de revoir le travail pionnier de P. Bernhard [2] sur les jeux
différentiels linéaires quadratiques en relaxant les hypothése de positivité des termes
de la fonction d’utilité agissant sur I’état comme dans le chapitre 1. Nous allons tout
d’abord rappeller les résultats connus en boucle ouverte [5]. Nous travaillerons ensuite
sur la notion de point de selle sur la classe des stratégies affines L2-intégrables en
boucle fermée. On donnera plusieurs conditions équivalentes nécessaires et suffisantes

pour I’existence d’un poiht de selle par rapport a ces stratégies.

2.2. PROPRIETES DE LA FONCTION D’ UTILITE

Considérons le jeu 2 somme nulle sur 'intervalle [0, T] caractérisé par la fonction

d’utilité
def T
Cyo(u,v) = Fx(T) - x(T) + f O0)x(2) - x(2) + (@ - V(@) dt, .
0
ol x est solution de I’équation différentielle linéaire

X (2) = A(t)x(2) + Bi(Hu(t) + B,(t)v(?) p.p-dans [0,T], x(0) = xo, (2.2.1)
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X est I’état initial au temps f = 0, u € L*0,T;R™, m > 1, est la stratégie du premier
joueur, qui tente de minimiser la fonction, et v € L*0,T;RY, k> 1,estla stratégie du
deuxieme joueur, qui tente de maximiser la fonction. F est une matrice de dimension
nXxn, A, By, B, et Q sont des fonctions matricielles de dimension appropriée, mesu-
rables et bornées presque partout dans [0, T]. De plus, Q(f) et F sont symétriques. Il

sera utile d’utiliser la notation plus compacte suivante et de laisser tomber le p.p. dans

[0,T]
, _
Cyo(u,v) = Fx(T) - x(T) + f Ox - x + uf* = v dr, (2.2.2)
0
X' = Ax+ Bju+ By dans[0,T], x(0) = xo. (2.2.3)

Les hypotheses sur F, A, By, B,, et Q seront utilisées tout au long du chapitre. Finale-
ment, R(f) dénotera la matrice B;(2)* B, (t) — By(2)* Bx(2).

En calculant de fagcon semblable au chapitre 1, nous trouvons
%dCxO(u, Vi i, ?) =Fx(T) -3(T) + (Qx, %) + (u, &) — (v, V), 2.2.4)
ol x est solution de (2.2.3) et y est solution de
y = Ay + Biii + By, y(0) = 0. . (2.2.5)
Encore une fois comme au chapitre 1, nous introduisons le systéme adjoint
p+A'p+Q0x=0, p(T)=Fx(T) (2.2.6)

et on réécrit I’équation (2.2.4) pour le gradient sous la forme

1
Edcxo(“’ v;it,V) = (Bip + u, i) + (By;p — v, ). 2.2.7)

Donc, dC, (&, V; 4, V) = O pour tout i et ¥ si et seulement si le systéme couplé
£ =AX-Rp, 2(0) = xo
P +ADP+02=0, HT)=FxT).
a une solution (%, p) dans H'(0, T; R")? avec (i, V) = (=B} p, B5p). Comme on pouvait

s’y attendre, la semi-dérivée seconde est indépendante de (u, v)

;l;-dszo(u, vi i, b3 i, V) = Fy(T) - Y(T) + (QF, ) + (&, &) — (¥, V), (2.2.8)
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ou y est solution de (2.2.5) et ¥ est solution de
¥ = Ay + Byii + Bov,  §(0) = 0. (2.2.9)

En particulier, pour tout xg, u, v, i, et v, dZCXO(u, vy i, v, i, V) = 2Co (i, V).

2.3. JEUX EN BOUCLE OUVERTE

2.3.1. Définitions

Définition 2.3.1. Soit xo I’état initial dans R” au temps ¢ = 0.

(i) On dit que le jeu atteint sa valeur inférieure en boucle ouverte (resp. valeur

supérieure) si

- def .
v (xo) = sup inf  Cy(u,v) 2.3.1)
- vel?(0,T;R%) uel2(0,7;R™)

(resp. v' (x0) € inf sup  Cyy(,v)) (2.3.2)
ueL2(0.T:R™) ye12(0,T;RE)

est finie.

(i1) On dit que le jeu atteint sa valeur en boucle ouverte si sa valeur inférieure
en boucle ouverte v_(x,) et sa valeur supérieure en boucle ouverte v*(xy) sont

atteintes et v~ (xg) = v*(xo). La valeur en boucle ouverte du jeu sera notée v(xp).

(iii) Une paire (iz, ¥) dans L*(0, T; R™) x L2(0, T; R*) est un point de selle en boucle
ouverte de C,,(u,v) dans L2(0, T; R™) x L*(0, T; R¥) si pour tout u dans
L*(0, T;R™) et tout v dans L?(0, T; R*)

Co (@1, v) < Cyy (i1, 9) < Cy(u, 7). - (2.3.3)

O

Puisque

Yve L¥0,T;RY, inf  C,(u,v)< inf sup  Cp(u,v),
uel2(0,T;R™) ' uel2(0,T;R™) vel2(0,T;R¥)

alors v=(xg) < v*(xp).
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Définition 2.3.2. On associe a x5 € R” les ensembles

Vi) & {v € L’(0,T;RY: inf C,(u,v)> —oo}, (2.3.4)
uel?(0,T;R™")

Ulxo) € {u € I2(0,T;R™) : sup  Cyy(u,v) < +00}. (2.3.5)
vel2(0,T;R¥) :

O
2.3.2. Jeux a valeur inférieure ou supérieure finie en boucle ouverte
On rappelle ici les résultats de [5, Théoremes 2.2, 2.3, et 2.4] quand la valeur infé-

rieure ou supérieure en boucle ouverte est finie pour une donnée initiale xo.

Théoreme 2.3.1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un it dans L*(0, T;R™) et un 9 dans L*(0, T; R¥) tels que

Cp@,vy=inf C,ub)= sup inf  C,(u,v). (2.3.6)

uel2(0,T;R™) Vel 2(0.T:R¥) UELXO.T:R™)
(i1) La valeur inférieure en boucle ouverte v-(xy) du jeu est finie.

(iii) Il existe une solution dans H'(0, T; R™)? du systeme couplé

x" = Ax-Rp, x(0) = xp
(2.3.7)
p+Ap+Qx=0, p(T)=FxT), ‘
‘et les identités suivantes sont vérifiées ‘
sup inf  Co(u,v) = inf  Co(u,0) = Co(0.0). (2.3.8)
veV(0) 4€L*(0,T;R™) uel?2(0,T;R"™) _
De plus,
Vvi(xg) = Cpy(1,9) = sup inf  C, (u,v) = p(0) - xo, (2.3.9)
veL2(0,T;R¥) uel?(0,T;R™M) ’ )
ou les commandes sont données par
ii=-Bip, V=Bp. (2.3.10)

‘La condition (2.3.8) est équivalente a la convexité de C,,(u, v) par rapport 4 u et la
concavité de J_(v) = inf,¢;2¢0.7,rm Cyo(u, v) par rapport au v € V(xo).

Théoreéme 2.3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes.



(1) 11 existe un it dans L*(0, T; JR”‘) et un 9 dans L*(0, T; R*) tels que

Co(@,9) = sup Cy(@v)= inf sup  Cr,(u, V). (2.3.11)

vel2(0.T:R¥) LeL?(0.T;R™) ,e1 200 T:RK)

(i1) La valeur supérieure en boucle ouverte v*(xo) du jeu est fini.
(i1) 1l existe une solution (x, p) € H'(0,T;R")? au systéme couplé (2.3.7) et les
identités suivantes sont vérifiées

inf  sup Cow,v)= sup Col0,v) = Co0,0). (23.12) °

UEU) ye12(0, /RN vel2(0,T:R¥)

De plus,

vi(xg) = Cyp(i, ¥) = inf sup  Cy(u,v) = p(0) - xq,
ueLHO.TR™) yer2(0.T:RY)

ou les commandes sont données par (2.3.10).

La condition (2.3.12) est équivalente a la concavité de C,,(«, v) par rapport a vet la
convexité de J; (V) = sup,cp2p 1.réy Cxo (1, v) par rapport au u € U(xp). Finalement, en
combinant les deux derniers théorémes, on obtient le cas ot il y a point de selle.

Théoreme 2.3.3. Soit xy € R". Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) 1l existe un point de selle en boucle ouverte de C, (u, V).
(ii) La valeur en boucle ouverte v(xp) du Jeu est finie.
(iii) {1 existe une paire (x, p) € H'(0,T; R")* solution du systéme couplé (2.3.7) et i

la condition de convexité-concavité

sup  Co(0,v) = Co(0,0) = inf  Colu, 0). (2.3.13)

IVELZ(U.T:Rk) uel2(0,T;R™)
est vérifiée.
La valeur en boucle ouverte du jeu v(xp) est donnée par (2.3.9) et les commandes
réalisant le point de selle par (2.3.10).
" Dans chaque cas, 1’hypothése globale de finitude pour tout x, € R” implique I’ uni-

cité de la solution (x, p) du systeme couplé. La démonstraion est semblable a celle du

Théoréme 1.4.1.
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2.3.3. Exemples

Allons-y maintenant de deux exemples pour illustrer les divers cas possibles : le
premier ol v~ (xp) est fini et v¥(xg) = +oo et un deuxiéme ou v=(xg) = —oo et v (xp) =
400,

Exemple 2.3.1. Considérons le systéme dynamique sur [0, 2] et la fonction d’utilité

x(1) = 2 - Du(@) + n(t),  x(0) = xo,

2
Cy(u,v) = %x(Z) -x(2) + \fo lu(@)]* - [v(e)|* dt.

Ici,A=0,F = % Bi(t)=2-1, By(t) =t, Q =0 et R = 4(1 — ¢). L’équation de Riccati

est donc
1
P —4(1 -1)P* =0, p.p.dans [0,2], PQ2)= 5_
Donc,
P
i =41 -1
d| 1 )
E[%—Z(I—l)}_()
= P@)= !
T2t - 1)

La. solution est positive et explose en 1. Ce n’est pas un élément de H'(0,2). On va
maintenant montrer qu’il n’y a pas de point de selle en boucle ouverte sur I’inter-
valle [O, 2]. Pour la valeur inférieure en boucle ouverte, nous avons que 1’application
u — C,,(u,v) est convexe et bornée en-dessous par — || v ||iz. La minimisation par rap-
port 2 u a donc une solution unique pour chaque (xp,v). L'élément minimiseur est

complétement caractérisé par le systéme couplé

X(1) = (2 - Di(t) + tv(£) p.p.dans[0,2], x(0) = xo,

p'(1) =0 pp.dans[0,2], p(2) = 3x(2),

u(t) = -2 - I)P(t)-_
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Puisque p(f) est constante, nous avons que p() = %x(2). Nous en déduisons que
2 1
x(2) = xo + f -2 - t)zzx(2) + tv(t) dt
0
1 2 2
=X+ —x(2)f -2 -0*dt + f (1) dt
2 0 0

4 2
=xo— —x(2) + f () dt
3 0

2
3 Xo + f tv(t)dt]
0

= x2)==

et

def .
J_.wv) = inf C,uv
0 (V) ue L2(0,2:R) 2 (4 V)

= Jx (ﬁ, V)

2
- %x(2) - x(2) + f 2 - t)%x(2)|2 — () dt
0

6

3 ' 2 2
=1 [x0+ J; rv(t)dt] - fo v(®)? dt.

Notons que I'application v - J (v) est concave en v et que le supremum par rapport a

2
= -7-x(2)2 - fo v(o)* dt

2

v de J_ (v) existe. En effet, pour tout v

1 3 2 2 2
=dJ (V;v) = — [xo + f () dt} f () dt — f Y(Ov(e) dt

et

L & al - [ hora
3 (vvv)--—4 f tv(t) dt —L ()| dt
<3 f 2dt f zv(t)zdt - f 2|v(t‘)|2dt
14 0 0 ’
38 S B
<[—4§— }j; V(1) dt__7f0 v(t) dt <0.

La valeur inférieure en boucle ouverte du jeu est égale a v™(xp) = xo - p(0) = (x0)?/2. '
Cependant, la valeur supérieure en boucle ouverte v*(xp) = +oco pour tout x5 € R.

En effet, choisissons la séquence de commande v,, n > 1, v,(f) = 0 dans [0, 1], et
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vn(t) = ndans [1, 2]. L’état correspondant au temps ¢ = 2 est
2 2 2 3
x,(2) = xp + f 2 -Du(t)dt + nf ‘tdt = (xo + f 2- t)u(t)dt) + f"'
0 1 0
Notons par X la parenthese qui ne dépend pas de n. Alors

2 2 2
+ f lu(* dt - f n’ dt
0 1

1, 3 X? R
=—-n"+=-nX+—+ [u(®)|”dt — +oolorsque n — +co.
8 2 2 0

1 3
Cr(u,vp) = 3 lX + En

Donc pour tout xp € R et tout u € L2(0,2; R)
sup  Ch(u,v) = +00 = v'(xg) = +o0.
vel?(0,2;R)
O

Exemple 2.3.2. Considérons le systéme dynamique dans R? sur [0,2] et la fonction

50 _[t-1 0)(m) (0 0 )(ww
o) Lo o)lw® 0 —1)lne)
xl(O)] _ [xlo]
x2(0) X20 ,
- 2: .
cxo(u,v>=[ ’ O] [x‘(T)]-[x‘(T)]+ f @O ~ o) dr.
0 3 xa(T)) \xT) 0

i -3 0 t-1 0 0 0
Ici, A =0, F = , Bi(t) = , By(t) = , Q0 =0etR =
0 3 0 O 0 r-1

d’utilité

(t - 1) 0
0 —(-1)7

]. Montrons tout d’abord que la valeur inférieure en boucle ouverte
v~ (xp) = —oo pour tout xo € RZ2. En effet, choisissons la séquence de commande u,,

3(t—Dn
n>1,u,t) = [2( ) dans [0, 2]. L’état correspondant au temps ¢ = 2 est

x12(2) B Xppth
%) Lo + 20 - Dy dr
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Notons par X la deuxiéme composante du vecteur qui ne dépend pas de n. Alors
3 2
Coo(i, v,) = =3x7, — 6nxyg — 3n% + 3X% - -2-n2 - f [v(1)|?
0

3 2
= —3x%0 — 6nxyp +3X° - —2-n2 - f WD) —» —c0 lorsque n — +oo.
: 0
Donc pour tout xp € R? et tout v € L*(0,2; R?)

inf  C,(u,v)=-00 = v (x9) = —oo.
uel2(0.2;R?)

Montrons maintenant que v*(xg) = +oo. En effet, choisissons la séquence de com-
%(t - Dn

0

mande v.,,, nx1,v( = ] dans [0, 2]. L’état correspdndant au temps t = 2

est

xl,,<2>] _ [xm + J - Du dr]

x2(2) X0 + 1

Notons par Y la premiére composante du vecteur qui ne dépend pas de n. Alors
2 2,32 ? 2
Cyo(un, v) = 3x79 + 6nxy9 — 3Y° + fn + [u(n)]* — +oo lorsque n — +co.
0
Donc pour tout xy € R% et tout u € L*(0,2;R?)

sup Cy(u,v) =400 = v7(xp) = +o0.
vell(0,2;R?)

2.4. JEUX EN BOUCLE FERMEE

On va généraliser les résultats classiques aux stratégies en boucle fermée affines
L%-intégrables pour F et Q(t) générales sous les hypothéses de § 2.2 sur les fonctions

matricielles A, By, B,, Q, et F.
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2.4.1. Définitions et résultats principaux

Définition 2.4.1. La classe des stratégies L*-affines en boucle fermée est définie

comme suit :

wof tel que x — ¢(¢, x) est affine et
®={4:[0,T]xR" > R"

t — ¢(t, x) appartient 3 L*(0, T; R™)
tel que x — (¢, x) est affine et

P&y [0,T]xR" > R

t — (¢, x) appartient 3 L*(0, T;RY

On dit que ¢ ou ¥ est une stratégie L*-linéaire en boucle fermée si ¢ ou s est linéaire .

en x. O
Remarque 2.4.1. A toute stratégie ¢ € @, on peut associer une fonction u

vectorielle-L?(0, T; R™) et une fonction matricielle Lz-intégrable U de dimension mxn

tel que

o, x) = u@®) + U(t)x.

Egalement, a toute stratégie y € ¥, on peut associer une fonction v vectorielle-

L?(0, T; R¥) et une fonction matricielle L2-intégrable V de dimension k X n tel que
Y(t,x) = v() + V(t)x.

Les fonctions matricielles U et V peuvent avoir des singularités, mais elles sont glo-
balement L*-intégrables. La résolvante associée a la fonction matricielle L2-intégrable
A + B;U + B,V vadonc étre inversible partout dans [0, T'] par le théoréme 1.6.1. Donc
pour tout ¢ € ® ety € ¥, le systeme en boucle fermée

x = Ax + Big(x) + Boy(x), x(0) = xp

(24.1)

X =(A+ B U+ B,V)x+ Biu+ By, x(0)=x
posséde une solution unique dans H!(0,T;R"). Ceci veut dire que toutes les paires
(¢,¢) € ® x ¥ sont admissibles. En particulier, tous les ¢ de la forme ¢(z, x) = u(z)
pour u € L*(0,T;R™) appartiennent a @ et tous les  de la forme y(z, x) = v() pour
v € L*(0, T; R¥) appartiennent a ¥, et, a fortiori, toutes les paires de la forme (¢,v) ou

(u, ) sont admissibles pour tout u € L2(0, T; R™) et v € L*(0, T; R¥).
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Définition 2.4.2. (1) Soit xo € R”*, on dit que (¢*,¢¥*) € @ x ¥ est un point de selle
en boucle fermée de C,,(¢, ) dans ® x ¥ si pourtoutp € O ety € ¥

C.\'o(¢*’ l//) S Cxo(¢" l//‘) S Cxo(¢7 l//‘) (242)

(if) On dit que (¢*,y*) € ® x ¥ est un point de selle en boucle fermée global de
Cy,(¢,¢) dans @ X ¥ si pour tout xo € R” et pour tout ¢ € D et ¢y € V. les
inégalités (2.4.2) sont vérifiées. '

O

Par définition, C,,(¢*, ¢) est fini. La "version globale” est mieux adaptée pour les

stratégies en boucle fermée. L’intérét pour les stratégies en boucle fermée associé avec
une seule donnée initiale est plutdt limité.

Poursuivons avec deux lemmes, donnés par Berkovitz [1].

Lemme 2.4.1. Soit xy € R”, pour tout (¢7,y}) € ® X ¥ et (¢3,43) € ® X ¥ vérifiant
(2.4.2), Ci(#7,¥7) = Cyo (85, 4).

DEmonsTraTION. Considérons les inégalités du point de selle (2.4.2), et plagons ¢ = ¢}

dans celle pour (¢3,47) et ¥ = dans celle pour (¢}, ¥7). Cela donne

Cxo(93,¥3) < Cxy (91, 43) < Ciy (@1, ).
En intervertissant 1 et 2 dans les opérations ci-dessus, on obtient les inégalités contrai-
res d’oll le résultat annoncé. ' o
Lemme 2.4.2. Soit xo € R", les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) (¢",y") € DY est un point de selle en boucle fermée de C,, (¢, ¥) dans P <Y ;
(1) il existe une paire (¢*,¢*) € © X ¥ tel que pour tout u € L*(0,T;R™) et tout

v e [}0,T; R

Cio(@",v) < Cip (@™, ¢") < Cy o, y). (2.4.3)

DEMONSTRATION. (i) = (ii) Puisque L3(0, T;IR™) est inclus dans @ et L%(0, T; R¥) est
inclus dans P, on obtient (ii).
(i1) = (i) Pour toute paire (¢*,¢) € ® x ¥, il existe un x € H'(0,T;R") tel que
v = Y(-; x). Donc
Caol@",87) 2 Co8" V) = Coal8™, ).
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De la méme fagon, pour toute paire (¢, ") € ® x ¥, il existe un x € H'(0, T;R") tel

que u = ¢(+; x). Donc

Cro(@" 0" < Coy(u, ™) = Cip($,¥").
O

Remarque 2.4.2. En particulier, s’il existe un point de selle en boucle ouverte,
alors ce point de selle est également un point de selle en boucle fermée. Cependant, la
richesse de la théorie des jeux différentiels vient du fait qu’en général, il peut ne pas
exister de point de selle en boucle ouverte. Cela traduit le fait essentiel qui est que,
a I’opposé de ce qui se passe en commande optimale, il y a une différence profonde
entre commandes en boucle ouverte et en boucle fermée. Quand un joueur choisit une
stratégie, il ne sait pas encore quelle commande u(z) il va appliquer, car cela dépend de
ce que fera son adversaire.

Théoréme 2.4.1. Les conditions suivantes sont équivalentes.

() (¢*,y") € O x ¥ est un point de selle en boucle fermée global de C, (¢, ¥) par
rapport a ® X V.

(i1) Pour tout xo € R", il existe une solution dans H 10, T; R™)? au systéme couplé

X = AX - Rp, X(0) = xo
(2.4.4)
p+Ap+Qx=0, p(T) = FX(T)
et des L*-matrices U, and V., d’ordres appropri'és telles que
a=-Bip=UZx V=Bp=V.X (2.4.5)
(i11) (normalité) det X(z) # O partout dans [0, T], ou (X, A) est la solution
H!(0, T) du systeme matriciel différentiel
X =AX-RA, XT)=1
(2.4.6)

N+A'A+Q0X=0, A(T)=F

(iv) 1l existe une solution symétrique P avec ses éléments dans H'(0, T) a I’équation

différentielle matricielle de Riccati

P +PA+A'P-PRP+ (Q=0dans[0,T], P(T)=F. (2.4.7)
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En particulier, C,,(¢*,¢") = P(0)xo - xo et les stratégies en boucle fermée sont données

par

¢°(t, x) = =B} (0)P(t)x = U.(t)x et y*(t, x) = By()P(H)x = V., (t)x. (2.4.8)
DemonsTRATION. (i) = (ii). Soit £ la trajectoire correspondant a la paire (¢7, ") et no-
tons par (i, V) = (¢*(x), ¢ (x)) la paire de commandes correspondante. Soit U,(f) et

V.(r) les matrices respectives et u,(t) et v,(t) les vecteurs respectifs tels que ¢°(¢, x) =

U.()x + u,(t) et * (¢, x) = V.(O)x + v.(r). Alors’
¥ =(A+BU, + B;V,)X + Biu, + Byv., %(0) = xo. (24.9)
Pour tout u € L2(0, T;R™) et v € L*(0, T; R*), la paire (¢* + u, " +v) € ® x ¥ et
Copy(@" 0" +v) S C, (9", y") < Cip(@” + 1, 4. (2.4.10)
Introduisons la fonction c,,(u, v) pour la fonction d’utilité C, (¢* + u, " +v):
CtV) S FX(T) - x(T) + fUT Qx- x+ |Uox+ 1y +uf = [Vox + v, + v dr,
et notons par x la solution au systéme d’état correspondant
X =(A+BU,+ B, V)x+ B(u, + u) + By(v, +v), x(Q) = Xg. 24.1D

Alors les inégalités (2.4.10) du point de selle en boucle fermée deviennent des inéga-
lit€s pour un point de selle en boucle ouverte pour le systeme (2.4.11) et la nouvelle

fonction d’utilité quadratique c,, (1, v) :
Vu € L*0,T;R™ and v € L0, T;R%), ¢4,(0,v) < ¢,(0,0) < ¢,,(4,0) (2.4.12)

et la paire (0,0) réalise ce point de selle. Nous pouvons ramener la fonction quadra-
tique c¢,,(#, v) sous la forme du lemme 1.2.1 de fagon semblable a la discussion suivant
le théoréme 1.2.1. Puisque I’'infimum et le supremum sont finis, nous avons les condi-
tions nécessaires et suffisantes standards sur la premiére et seconde semi-dérivée di-

rectionnelle, c’est-a-dire la fonction ¢, (1, v) est convexe-concave et dc,,(0,0;u,v) = 0
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pour tout u et v. En particulier, le systéme couplé

# 5 (A+BU, + B,V,)2+ Biu. + Byv,,  %(0) = xo,
P +(A+BU, +BV)p+Qk+ Ul(UZ+u) - Vi(V.g+v) =0,
p(T) = FX(T)

0=-Bp—(Uk+u)et0=Bp— (Vi +.) (2.4.13)

a une solution (&, p) dans H'(0, T; R™)?. Aprés substitution, on peut le réécrire

X =AX-Rp, x(0) = x,

- (2.4.14)
P+Ap+Qx=0, p(T)=FXT).
Par hypothése, ceci est vrai pour tout xo € R”. Mais, quand (2.4.14) a une solution pour
tout xp, sa solution est unique. Donc dans le cas xp = 0, (%, p) = (0, 0) et des identités

(2.4.13),

0=-Bjp-(U.k+u)et0=Bp~(V.i+v.) = u.=0etv,=0

*

. et les commandes feedback sont de la forme & = U.X = —-B]

petv=V.x=B}p.
(i) = (iii). Par hypotheése, pour tout xo € R", le systéme couplé (2.4.14) a une
solution unique (%, p). Par linéarité par rapport a xo, il existe des matrices H'(0, T)

(X, A) solution du systéme matriciel

"X =AX-RA, X0)=1,
o ) ] (2.4.15)
N +AKR+0X=0, A(T)=FX().

Mais les conditions U.% = ~B;p et V.% = B;p pour tout x, implique U,X = —B}A et

V.X = B;A et X est aussi solution unique de 1’équation
X =(A+BU. +BV)X, X0 =1 24.16)

Comme les éléments de la fonction matricielle A + B,U, + B,V, sont des fonctions

L?, 1a résolvante associée ®(z, s) est inversible par le théoréme 1.6.1, X(t)xo = x(t) =
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d(z,0)xy, et, a fortiori, X(r) = ®(z,0) est inversible dans [0, T]. Considérons les nou-
velles fonctions matricielles (X(2), A(®)) = (X(OX(T)™', A®OX(T)™"). Elles sont solu-

tion du systéme matriciel différentiel

X =AX-RA, X(T)=1
(2.4.17)
AN +A'A+Q0X =0, AT)=F

et det X(¢) # O partout dans [0, T].
(iii) = (iv) Puisque X(¢) est inversible pour tout ¢ € [0, T], alors P(f) = A@®)X(?)™!
est une solution H'(0,T) de I'équation matricielle différentielle de Riccati (2.4.7).

Montrons que P est symétrique en calculant la dérivée de A*X — X*A.

(A'X = X*AY = (A'YX +A'X — (X'YA — X"(AY
= (=A"A - X"Q)X + A"(AX — RA) — (X"A" = A'R)A + X*(A"A + OX)

=0.
Puisque A*(T)X(T) = F = X*(T)A(T), alors
A'X = XA
Donc

X(P-P)=X'AX"-X"(XTYA" =A'XXT"-A"=0.

=>P-P =0 -
car X" est inversible. De plus,

p(®) = A@)D(T,0)xp = A()D(T,0)D(t,0)"' D(z, 0)xo = AEX ()" x(£) = P(t)x()

= a(t) = —B1p(t) = —B1P(t)x(t) et ¥(¢) = B, p(t) = B3 P(£)x(t).
(iv) = (i). Soit x € H'(0, T; R") 1a solution de

X' = Ax+Bju+ By, x(0)=x, . (2.4.18)
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et soit P une solution symétrique H'(0, T) de 1’équation matricielle différentielle de

" Riccati (2.4.7). Par I’argument claSsique de Bernhard [3], nous avons

d(x,Px) _ )

i ', Px) + (x, P'x)

= 2(Ax + Bju + Byv, Px) + (x,(—=A*P — PA + PRP - Q)x)

= 2(Bu + Byv, Px) + (x, (PRP — Q)x).
En intégrant des deux cotés de I’égalité de 0 a T,
T
x(T) - P(T)x(T) = f 2(Byu + Byv, Px) + (x, (PRP — Q)x)dt + xo - P(O)xo
0

; .
:f —~Qx-x+2Bju- Px +2B,v- Px +|B}Px|* - |B;Px|* dt
0

+ Xxg - P(O)XQ.
En remplagant dans C,(u, v),
T
Co(u,v) =Fx(T) - x(T) + f Ox-x+u - v*dr
0

T
=xo - P(0)xo + f |uf* + 2Byu - Px + |B} Px[?
0
= (Iv? - 2Byv - Px + |B;Pxf?) dt

T
=P(0)xo - xo + f |+ By~ |v - B3Px|" ar.
0

Choisissons les stratégies en boucle fermée ¢*(¢, x) = —Bj (1) P(t)x et

Y* (1, x) = B3(t)P(t)x. Alors pour tout v € L*(0, T; R¥) et tout u € L*(0, T; R™)
Cx(@", ") = P(0)xo - xo
T .
oot ) = PO)xg - xo + f |+ B P dt > PO)xo - %0 = Coo(6°,40")
0
T 2
Co(@",v) = P(0)xo - xo — f |v - BEPx| dt < P(0)xq - xg = Cy, (@™, ¢").
0

Par le lemme 2.4.2 (ii), la paire linéqire (¢, ¢") est un point de selle en boucle fermée

global. O
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Une des conditions nécessaires pour I’existence d’un point de selle en boucle fer-

mée est I’existence d’une solution au systeme couplé. Cette condition est également

nécessaire a la finitude de la valeur inférieure, la valeur supérieure ou la valeur du jeu

en boucle ouverte et la différence dépend essentiellement de la propriété de convexité

de la fonction d’utilité par rapport a u et de celle de concavité par rapport a v. Nous

sommes donc naturellement amenés a la classification suivante en fonction des pro-

priétés de convexité et de concavité de la fonction d’utilité.

Théoréme 2.4.2. Supposons que (¢*, ) € OXY est un point de selle en boucle fermée

de CXO (¢’ ll/)

(a) v(xo) est fini si et seulement si C,,(u,v) est convexe en u et concave v,

(b) v (xo) est fini et v*(xo) = +oo si et seulement si C,,(u, V) est convexe en u et pas

concave en v.

(c) v*(xp) est fini et v_(xg) = —oo si et seulement si C, (u,v) est concave en v et pas

convexe en u.

(d) v7(xp) = —o0 et v*(xp) = +oo si et seulement si C, (u,v) n’est pas convexe en u

et pas concave en v.

(e) v (xg) = v*(xg) = +00 ne peut se produire.

(f) v7(x0) = v*(xg) = —oo ne peut se produire.

Dans les trois premiers cas, C.(¢", §") est égal v(xp), v™(xp), et v*(xy), respectivement.

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4.3. (i) Pour tout v € L*0, T;R%)

supinf C(¢,¢¥) >  sup inf  Cy(u,v).
l,be\y ¢€¢’

inf Co@v) = _inf  Ciylu,v)

uel?(0,T;R™)

veL2(0,T;R*%) uel?(0,T;R™)

(ii) Pour tout u € L*(0,T;R™)

i
¢

ed we¥

supC,(u, ) = sup  Cy(u,v)
ye¥ ’

veL2(0,T;R*)

nfsup C (¢, ¢) < inf sup  Cy(u,v).

uel?(0,T;R™) VeL2(0,T:R)

(2.4.19)

(2.4.20)

(2.4.21)

(2.4.22)
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PreuVE pu LEMME 2.4.3. Nous avons seulement besoin de (i). Puisque

[0, T;R™) c @, .

inf C, (¢,v) < inf  C,(u,v).
ped w(9:V) ueL2(0,T:R™) (V)

Réciproquement, pour la paire (¢, v), soit x € H'(0, T; R") la solution du systéme
X = Ax+ Bi¢(x) + Byv, x(0) = xq
et soit u = ¢(x) € L*(0, T;R™). Ceci implique que

Co@ V) = Coowv) 2 inf  Coou,v)

uel2(0,T;R™)

= inf C,,(¢,v) > inf  C,,v) = infC,(¢4,v) = inf  C,(u,v).
ged ueL?(0,T;R") ped wel2(0.T:R™)

La deuxiéme inégalité suit du fait que L*(0, T; R¥) c . m]

PreUVE DU THEOREME 2.4.2. De I'inégalité (2.4.20), v7(xg) < C, (9", ¢¥") < +oo et le
cas (e) ne peﬁt se produire. De fagcon semblable, de I’inégalité (2.4.22), v*(xo) >
Cy (9", ¥") > —oo et le cas (f) ne peut se produire. Il nous reste donc seulement les
quatre premiers cas.
(b) De la premiére partie de la preuve du Théoréme 2.4.1, le systéme (2.4.14) pos-
seéde une solution et les identités (2.4.13) sont vérifiées :
¥ =Ax-Rp, X0)= xop,

(2.4.23)
P+AP+0x=0, p(T)=FxT),

0=-Bip—-(U.L+u)and 0= Bp - (V. +v.). (2.4.24)
En utilisant lesAcommandes @,9) = (U,X + u,,V.X +v,) = (-=B}p, B} p), le systeme
ci-haut peut étre réécrit
%' = A% - ByB}p + By, x(0) = xy, i =-Bip,
P+Ap+Q5=0, P(T) = FX(T).
Si Cy,(u, v) est convexe en u, ceci implique que & est un minimiseur de C,,(u, V) par

rapport a u (par exemple, [5, Thm 3.1]). Donc

sup inf  Cuv)z  inf  Ca(u,9) = Culd 9).
VELZ(O,T;[RI‘) uel2(0,T;R™) uel2(0,T;R™)
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Mais, par construction de (it, V), Cy (¢°,¢") = C,, (%, V). En combinant ces inégalités

avec les inégalités (2.4.20) dans le Lemme 2.4.3, on obtient

Vi (x0) = VELS‘O’,‘T’W)ueLzERvan Colev) = Jnf L, Cr(t®) = Co(@,9)

et nous obtenons la finitude de v=(xo). Si, en plus, C, (1, v) était concave en v, alors par
[5, Théoremes 2.5 et 2.4] la valeur du jeu et donc v*(xg) serait finie et ceci contradirait
notre hypothése. Réciproquement, si v_(x;) est finie, alors 1’application u — Cj, (1, v)
est convexe ([5, Théoremes 2.2 (ii1), la demiére partie de I’identité (2.35) et la Re-
marque 2.2]). Si v* (xp) est également finie, alors par [5, Thms 2.5 and 2.4 (iii)] Cx, (1, v)
serait concave en v en contradiction avec notre hypothese.

La preuve de (c) est duale a la preuve de (b). La preuve de (a) est semblable a la
preuve des parties (b) et (c). Le cas (d) est le complément de tous les autres cas. Il peut

donc seulement arriver lorsque C,,(u, V) est ni convexe en ¥, ni concave en v. O

Terminons avec un exemple ou il n’y a pas point de selle en boucle fermée. C’est le

cas (e), ou v7(xg) = v'(xg) = +co. Cependant, on va montrer que
inf C.(d,0) = mf C, (¢, ) = +oo,
Inf 325 PACR) 31:5 inf (@, ¢) = +oo

Bien qu’il n’existe pas de (¢, ¥*) € @ x¥ qui réalise cette identité et qu’il n’y a pas de
point‘de selle en boucle fermée, on pourrait parler d’un cas dégénéré de point de selle
(P.Bernhard [2]).
Exemple 2.4.1. Considérons le systéme dynamique sur [0, 2] et la fonction d’ utilité
X(0) = (@) + v, x0) = xq,
Cro(u,v) = %X(Z) -x(2) + fuz (@) - () .

Iei,A=0,F = % Bi() =t, Bo(t) =2, 0 = 0 et R = 1* — 1%, 1’ équation de Riccati est

donc

P —P? - %1=0, pp.dans[0,2], PQ2)= %



Donc,
P’ 2 6
ﬁ:t—t
d[ 1 27
—|—4+—=-=|=0
dt[P(t) 3 7]
8+8 128 1 t3+t7_0
3'3 7 -P®) 3 T
-272-7P +3¢ 1
21 0

21

= P =

La solution explose en 1.9521. A noter que P(t) n’est pas H'(0,2). On va maintenant

272 =783 + 3¢
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montrer qu’il n’y a pas de point de selle en boucle ouverte sur I’intervalle [0, 2]. Pour la

valeur inférieure en boucle ouverte du jeu, nous avons que I’application u - C,,(u, V)

est convexe et bornée en-dessous par — || v lliz. La minimisation par rapport a 4 a donc

une solution unique pour chaque (xop, v). L’élément minimiseur est complétement ca-

ractérisé par le systéme couplé

X(6) = te) + £9() pop. dans [0,2], x(0) = xo,

p'®) =0 pp.dans [0,2], p)=2

u(t) = —tp(r).

Puisque p(¢) est constante, nous avons que p(f) = %x(Z). Nous en déduisons que

2x(2),

2
x(2) = xo + f —tz-Z-x(2)+t3v(t)dt
0

3 2 ) 2 .
= xo + =x(2) f —2dt + f Pv(t) dt
8 0 0

2
= xo — x(2) + f £v(r) dt
0

Xo + foz Pv(t) dt

= x2) = >
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et

def .
J-(wvy= inf C,(u,v
() ue L2(0,2R) (1 V)

:Jxo(a,v)

3 23 2
= Zx(2)- x(2) + f | — t=x2Q)P - v@)|* dt
8 0 8

2 12 2
X0+ f t3v(t)dt} - f V(D) dt.
0 0

Notons que I’application v — J, (v) n’est pas concave en v et que le supremum par

16

rapport a v de J (v) est +oo. En effet, en prenant la suite v,(f) = n et en laissant

2
—f n® dt
0

n — +oo,

o ,
Xo + f t3ndt}
0

3
= T3 [xo + 4n]2 —2n?

3, 24 ,
—Xgn +n- — +09,

- 2
167" 16

_ 3
‘]xo(vn) = E

Donc, la valeur inférieure et a fortiori, la valeur supérieure en boucle ouverte du jeu

sont égales & +o00. On peut noter finalement que le systéme couplé sur [0, 2]

X' (1) = [-2 + %]p(®) p.p.dans[0,2], x(0)= xo,

p()=0 pp.dans[0,2], p(2)=2x(2),

posséde une solution unique sur [0, 2]. En effet, p(¢) = %x(2) et

2
x(2) = xo + f [—t2+t6]%x(2)dt
0

t=2

3 -3 7
= —x() | — + —
x0+8x()[3 +7:|l=0
3 328
= —x(2)—
)c0+8x()21
-7
X2 = —Xp !
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Donc,
3 -7
x'(t) = [—tz + IG]g . ﬁXO
o )= 21 78
M =X=mopXlg T3

Il manque donc seulement la concavité de J (v) pour avoir une valeur inférieure en

boucle ouverte du jeu finie. Aussi, par le lemme 2.4.3,

+00 = sup inf  C, (u,v) <supinf Cy (¢, ) < inf sup C,, (¢, 10).
vel2(0,T;RY) uel2(0,T;R™) ey ped fol=] yeb
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