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SOMMAIRE

Soit D le domaine du plan défini par
= {(x,y) 10<y <zv3,y < V3(1 —x)}
(triangle équilatéral de coté 1) considérons le probléme de Dirichlet suivant

Af+Af=0 et Flogs =0

P

ou A = 612 + a = est le laplacien, A € R est une constante et f:D — R
une fonction . Le spectre du laplacien est I’ensemble des valeurs de A telles qu’ 11.
existe une fonction non identiquement nulle satisfaisant aux équations. Pour le
triangle équilatéral, ces valeurs propres ont la forme 16” (m +n? - mn) avec
certaines conditions sur m et n. La fonction de compte N ()\) donne le nombre de
valeurs propres plus petites ou égales & A en les comptant autant de fois que leur
multiplicité. La loi de Weyl nous indique que
N()) = %,\ - —\/_—}- <\/_>

Les valeurs propres peuvent étre représentées par des points & coordonnées

entiéres dans une région du plan. On peut ainsi appliquer un résultat de Huxley

pour améliorer la borne supérieure du terme d’erreur.

N = L0 — LR 4 003 (0g 0 BF)

Ce qui nous donne le résultat principal de ce mémoire.

Soit n(A) la fonction de compte qui retourne le nombre de valeurs propres
distinctes plus petites ou égales & A. On considére le quotient — J—l qui correspond
a la multiplicité moyenne des valeurs propres. On sait que cette fonctlon tend vers

I'infini quand A tend vers l'infini. Par un théoréme de Radziwill et appuyé par



v

des résultats numériques, on a que ‘V((A)) ~ g \/_K +/log (16 2) lorque A tend vers
I'infini. La constante K3 est ’équivalant de la constante de Landau-Ramanujan

K, mais pour le probléme du triangle équilatéral plutét que pour le tore plat
carre.

On obtient aussi un résultat pour le probléme de Neumann suivant

af

. Af+Af=0 et -
onsp

= 0.

En effet, pour la fonction de compte N construite de la méme fagon on obtient

3 13 18627
N(\) = %A + -—\F+ O(Ai (log \) 55 ).

Mots-clés :
Spectre du laplacien, Triangle équilatéral, Loi de Weyl, Théoréme de Huxley,

Fonction de compte, Multiplicité moyenne.



SUMMARY

Let D be the equilateral triangle of side 1 in R? defined by
D= {(a:,y) 0<y<zVv3y<v3(1- x)}
Consider the following Dirichlet problem on D
Af+Af=0 - and f|aM:O

where A = 312 + 322 is the Laplacian, A € R is an eigenvalue and f : D — R
is an eigenfunction. The spectrum of the Laplacian is the set of eigenvalues A
for which there exist a non-zero function satisfying the preceding equations. For
the equilateral triangle, eigenvalues take the form of 1 (m + n? — mn) with
certain conditions on the integers m and n. The countmg functlon N (A) gives the
number of eigenvalues smaller or equal to A taking into account the multiplicity.
The Weyl’s law says that

N = ix——\/—+ (VX))

167
Since eigenvalues are represented by points (m,n) € Z2, we can apply a Huxley
result to improve the upper bounds of the remainder term of the Weyl’s law and

-get the main result of this master thesis which is

N\ = V3,3 s O(ATs (log A) 5520 )
167 4m

Let n(A) be the counting function giving the number of distinct eigenvalues
smaller or equal to A. We also consider the average multiplicity of eigenvalues that
((/\)) The ratio ((/\) goes to infinity when A goes to infinity. We can
apply a RadZ1w111 theorem to prove that N(’\) ~ 5\ 1og (:2;) when X goes

is the ratio
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to infinity. The constant K5 is equivalent to the Landau-Ramanujan constant K
for the equilateral triangle rather than for the square flat torus.
We also get an upper bound for the remainder term of N()) with Neumann

conditions on 9D i.e. for the problem

Af+Af=0 and 8—f = (.
on|sp

Indeed, we get again by applying results from Huxley that

\/?_) 3 131 18627
NA)=—X A+ —VA A116 (Jog A\) 8320 ).
() = 20+ VA + O\ (log X) )

Key-words :
Spectrum of the Laplacian, Equilateral triangle, Weyl’s law, Huxley’s theorem,

Counting function, Average multiplicity.
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INTRODUCTION

Le but principal de la géométrie spectrale est de rapprocher les propriétés géo-
métriques d’une variété donnée avec le spectre d’un opérateur différentiel donné.
Les moyens d’y arriver sont nombreux. On les classe en général dans deux types
de problémes : les problémes directs et les problémes inverses. Par exemple, on
peut chercher & donner une formule explicite du spectre d’une variété particu-
liére qui a des composantes géométriques particuliéres. Ce probléme est du type
direct. D’autre part, on peut supposer un spectre en particulier et tenter de dé-
duire des propriétés géométriques sur la variété comme, par exemple, le volume.
Ce probléme est du type inverse.

La question bien connue de Mark Kac, «Peut-on entendre la forme d’un tam-
bour 7», posée en 1966, donne une trés bonne idée de ce que peut étre un probléme
inverse. En effet, les sons générés par le martellement d’une surface correspondent
au spectre de 'opérateur de Helmholtz. Dans ce cas précis, la variété est la peau
du tambour. On peut s’imaginer que cette peau est fixé a son bord (probléme de
Dirichlet) ou libre partout (probléme de Neumann) ou a certains endroits seule-
ment (probléme mixte); bref, on peut imposer des conditions différentes au bord
de la variété et cela peut avoir un impact sur la forme du spectre.

Ainsi, certains problémes de physique comme ’étude de la corde vibrante
ou d’une membrane vibrante sont des motivations de I’étude de la géométrie
spectrale. Cette derniére se veut étre une généralisation de ces problémes dans
des cas parfois purement théoriques.

En particulier, 'opérateur différentiel étudié dans un probléme peut étre le
laplacien (A) connu aussi sous le nom d’opérateur de Laplace-Beltrami. Dans ce

cas particulier, et dans d’autres cas, le spectre est discret, réel et positif. On peut



donc ordonner les valeurs propres et étudier leur comportement vers I'infini. On
peut aussi s’attarder a la premiere valeur propre non nulle du spectre et tenter
de trouver, par exemple, sa multiplicité.

La fonction de compte N(A), qui donne le nombre de valeurs propres infé-
rieures ou égales 4 A, est une fonction fortement étudiée en géométrie sf)ectrale.
La loi de Weyl est un résultat bien connu qui met en relation la fonction de compte
et le volume (ou l'aire, en 2 dimensions) de la variété en question. Précisément,
pour deux variétés differentes de méme dimension qui ont le méme volume, la loi
de Weyl indique que le comportement asymptotique de la fonction de compte,
dans les deux cas, sera le méme. ,

La loi de Weyl n’est qu’une approximation de la fonction de compte et c’est
pourquoi elle est autant étudiée. On cherche, par tous les moyens possibles, de
limiter le terme d’erreur. On veut entre autre trouver des bornes supérieures et
inférieures a ce terme pour mieux le situer.

Dans ce mémoire, le but général, et ma contribution personnelle, est de donner
une meilleure borne supérieure au terme d’erreur de la loi de Weyl pour le cas
du spectre du laplacien sur le triangle équilatéral. Pour ce faire, je débuterai, au
premier chapitre, par des notions générales qui se veulent préliminaires au reste
du mémoire. Je ferai, dans le second chapitre, le calcul explicite du spectre pour
certaines variétés. En particulier, le cas du tore plat sera analysé, car il a beaucoup
de points en commun avec le cas du triangle. Cé chapitre sera constitué de faits
déja connus afin de les comparer & ceux du chapitre 3.

On verra, entre autre, que, dans le cas du tore plat carré, I’étude du spectre
se traduit par la résolution du probléme du cercle de Gauss. Pour le cas du
triangle équilatéral, I'idée sera la méme. Cependant, on devra utiliser une ellipse
particuliére plutdot qu'un cercle.

Dans le troisiéme et dernier chapitre, la plupart des résultats connus qui y sont
énoncés concernant le spectre du triangle équilatéral sont extraits d’un article

de Pinsky de 1980 (l’article clé du chapitre 3) intitulé «The Eigenvalues of an



Equilateral Triangle». Le résultat principal de ce mémoire est di a I'application
d’un théoréme de Huxley.

Le spectre du triangle équilatéral étant donné explicitement, on peut étu-
dier directement le comportement du spectre & partir de la forme des valeurs
propres. L’avantage de ce processus est que les valeurs propres sont générées par
des couples de nombres entiers tout comme dans le cas du tore plat. On peut
ainsi se tourner vers le domaine de la théorie des nombres pour interpréter les
valeurs propres et on a donc d’autres résultats & notre porté comme le théoréme
de Huxley.

La multiplicité moyenne des valeurs propres tend vers I'infini quand X tend vers
I'infini. On trouve, par un théoréme de Radziwill, une meilleure approximation
pour cette fonction. J’énoncerai aussi mes résultats numériques concernant ce

comportement asymptotique.



Chapitre 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1. SPECTRE DU LAPLACIEN ET FONCTION DE COMPTE

Soit M une variété compacte différentiable de dimension n avec ou sans bord
@M. On peut associer & notre variété M, la métrique g et on note (M, g) la variété
riemannienne ainsi formée. (Les définitions sont disponibles dans [GHL])

La métrique peut s’écrire sous la forme

L g= Zgijd:cida:j
]
On note G la matrice des coefficients de g, G}, son inverse et g son détermi-

nant
G = {g;;} G ={g"} g = det(G)

Définition 1.1.1 (Laplacien). Le laplacien, noté A, est une application qui, a
une fonction f : M — R au moins 2 fois dérivable, associe une autre fonction

Af: M —R. Ona done, A : C*(M) — C°(M) et on définit

Af = div(grad(f))
Ce qui nous intéresse est d’écrire A en terme de g. Et on peut le faire en
appliquant les définitions de la divergence et du gradient (voir [C]). On obtient
la nouvelle définition

1 0 (i =0
Af:E%:w(gk\/gaTsk ) (1.1.1)
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‘Dans R? ou lorsque g = dz? + dy? (ce sera le cas pour toutes les variétés

étudiées dans ce mémoire), on a

62 o2
~ o2 T oy
Considérons, sur M, I’équation suivante :

Af+Mf=0 (1.1.2)

ot A € R est une constante et f une fonction M — R.

Définition 1.1.2 (Valeur propre). Une valeur propre du laplacien (A) sur M est
une valeur X telle qu’il existe une fonction f non identiqguement nulle satisfaisant -
& ’équation (1.1.2). La fonction f est dite fonction propre associée & .

Le spectre de A sur M (spec(M)) est, 'ensemble des valeurs propres avec
répétition selon leur multiplicité. Le laplacien étant un opérateur auto-adjoint
défini positif, ses valeurs propres sont, en fait; réelles et positives. (voir [Br| pour
les détails et les preuves) De plus, si M est une variété compacte (ce qui sera le
cas dans le reste du document), le spectre est alors discrét et & multiplicité finie.
Dans le cas ol la variété est sans bord, on peut écrire les valeurs propres sous la

forme d’une suite qui tend vers I'infini et qui débute & 0.

En effet, A = 0 est toujours une valeur propre, car la fonction constante
.satisfait & 'équation (1.1.2). Si la variété M a un bord M, on doit alors imposer
des conditions supplémentaires sur M. Par exemple, il sera question dans ce

mémoire de la condition de Dirichlet qui est’

floas =0 (1.1.4)

et, dans ce cas, la suite (1.1.3) commence par A, car seule la fonction identique-
ment nulle satisfait a '’équation (1.1.2) pour A = 0 et ce cas est exclus.
La condition de Neumann ci-dessous sera aussi considérée pour le cas du

triangle équilatéral
%)
o _,
onap
oll n est le vecteur normal au bord.
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J
Dans ce cas, la suite des valeurs propres débute a 0, car la fonction constante

respecte les conditions.
Introduisons la fonction de compte N ().

Définition 1.1.3 (N(X)).

N(\) :=card{\ € spec-(le | A < A}

En mots, N (\) retourne le nombre de valeurs propres plus petites ou égales

4 une valeur réelle donnée A en considérant la multiplicité.

1.1.1. Loi de Weyl

Les théorémes.suivants sont dus en grande partie & Weyl. En effet, il a dé-
montré le premier en 1911 pour des domaines de R™ et a conjecturé le second en
1913. Ce dernier a été démontré seulement en 1980 par Ivrii et Melrose (voir [I]
et [M]). Ces théorémes donnent, tous les deux, une approximation de la fonction
de compte, mais le deuxiéme prend en considération le bord non vide de la variété
(voir [SV]).

Théoréme 1.1.1 (Loi de Weyl).

 wa(Vol(M))\Z

e o)

0l wy, est le volume n-dimensionnel de la boule unitaire dans R™ et Vol(M) est
le volume n-dimensionnel de la variété.
Théoréme 1.1.2 (Loi de Weyl & 2 termes principaux). On a

Vol(M)A: | w1 (Vol(OM)\ T
(271')” (271')”—1

N = @al +o(A"T)

0U wn—y est le volume (n-1)-dimensionnel de la boule unitaire dans R™1 et
Vol(OM) est le volume (n-1)-dimensionnel du bord de la variété. Pour la condi-
tion de Dirichlet, le signe devant le deuxiéme terme est — et pour la condition de -

Neumann, le signe est +.

1.1.2. Homothétie

Pour une méme variété M, on peut associer de différentes métriques. En par-

ticulier, on pourrait étudier la variété (M, r2g), ou r est un réel, en comparaison
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avec la variété (M, g). Ce changement a pour effet d’agrandir les distances par
un facteur r. En effet, soit une courbe v : [0,1] — M, la longueur de cette courbe

dépend de la métrique et est donnée par

ly(7) = /01

Si on consideére la métrique h = 72g, on a
L o o0\ L, (0 0
at o) T I\at a
s
b ot

= Ih(7) = rly(7)

0

— t
5| @

Ainsi, multiplier la métrique par un facteur 72 correspond a faire une homo-
thétie de rapport r sur M. Cela a une influence directe sur le spectre du laplacien.

En effet, on a

B ij -
hij = TQQij Y = ‘(:,],_2 H = T2G h = T2ng

qui sont, respectivement, les coefficients de h, 1a matrice des coefficients de h et
le déterminant de la matrice des coefficients de h. Et le laplacien relatif & h est

donné par 1’équation (1.1.1).
d [¢ = 0 1
ZkTw (G vmiggs) = s

Si X est une valeur propre relative a la métrique g et f une fonction propre

associée, on a
1
Agf +Af = 0= S(Af + M) =0
1 1 '
= ;EAgf+T_2’\f:0
A
=>Ahf+—2f=0
T

Donc r% est une valeur propre relative & la métrique h. La fonction f(u,v) est,

cette fois-ci, une fonction propre relative & T%, cependant, les coordonnées (u, v)

dans la fonction sont celles de la nouvelle variété.
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Il est intéressant, aussi, de remarquer 'impact qu’a une homothétie sur le
volume et I'impact qu’a le volume sur le spectre. D’abord, notons que le volume

d’une variété est donné par
Volg(M) = | \/gdziAdzy--- Adz,
M

Lorsqu’on produit une homothétie de rapport r, le nouveau déterminant de

la matrice des coefficients est h = r?"G. On a donc.

Volh(M)z/ \/zd:rl/\d:rg---/\d:rn
M
:/ A r?g doy Adzy -+ Adx,
M

:r"/‘\/gd:vl/\d:rg'--/\d:rn
M
=r"Voly(M)

Ainsi, lorsque le volume est multiplié par un facteur de r™, les valeurs propres
sont du méme coup divisé par r2. On constate facilement que si chaque valeur
propre est r2 fois plus petite, il y en a 72 fois plus environ dans un méme intervalle.
En effet, on peut vérifier cette évidence par la loi de Weyl. Rappelons que cette
loi affirme que la fonction de compte est asymptotiquement proportionnelle au
volume de la variété. Donc, si on multipie le volume par 72, la fonction de compté

est multipliée par r2.



Chapitre 2

AN

CALCUL DU SPECTRE POUR LE TORE PLAT
ET LE CARRE

2.1. SPECTRE DU CARRE

Pour le cas du carré de c6té 1, C = {(z,y) | 0 <z <1,0 < y < 1}, qui est un
domaine de R™, la métrique est donnée par g = dz? + dy?. Le laplacien est alors
donné par

o2 o2

On doit imposer des conditions aux bords. La condition de Dirichlet (1.1.4) sera

appliquée. Dans le cas présent, cette condition se traduit ainsi

f(iL‘,O):f(iL', 1):f(07y):f(1)y):0 vaye [Oa 1] (211)

Par la méthode de séparation des variables, supposons qu'il existe une fonction

satisfaisant & ’équation (1.1.2) qui soit de la forme.
f(z,y) = u(z)v(y) (2.1.2)

Il est & noter que, dans ce cas, on a aussi [’égalité pour les dérivées de la

fonction. Par exemple, pour la premiére dérivée, on a
f(@y) = v (z)v'(y)
Ainsi, I’équation (1.1.2) peut s’écrire

v+ uw' +luv=0
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Par hypothése, la fonction f, donc aussi u et v, ne peut &tre identiquement
nulle. Ainsi, il existe un domaine ouvert de R dans lequel on peut écrire

uII U”

— +—4+A=0 (2.1.3)
u v

Il s’en suit que le premier terme de I’équation (2.1.3) doit étre constant, puis-
qu’en faisant varier la valeur de x et non celle de y les deux autres termes de-

meurent constants. Ainsi, soit & une constante, supposons que

Yok
u
Alors on obtient le systéme
u" — ku =0 (2.1.4)
V'+ A+ k=0 (2.1.5)

On en déduit donc que les fonctions satisfaisant & 'équation (1.1.2) sont de

la forme
flz,y) = u(z)v(y) = (cle‘/Ez + cze_‘/h)(c3e" ~AkY | cpeY _’\_ky)

ol k reste 4 déterminer. Les solutions sont, en fait, des combinaisons linéaires de
fonction de ce type.

On a, par les équations (2.1.1)
u(z)v(0) = u(z)v(l) =0 Vz € [0,1]

Puisqu’on ne s’intéresse qu’aux solutions non identiquement nulles, on peut

en déduire ceci :

De fagon similaire, on a aussi

Ces derniéres équations nous permettent de trouver la forme des valeurs

propres. En effet,

U(O) =0 = ¢=-¢g
(2.1.6)
v(0)=0 = c=—c
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u(1) =0 = ce’® — e VF =0
eVF = e-‘/E
e2VE = 1
2k = 2mip peZ
k= ~7T2p2

v(1) =0 = eseV AR e VAE =

R N

2VTAE _
2v—X — k= 2mig qeZ
—A—k=—n%¢
A=72® — k

Les valeurs propres sont donc de la forme
A=mp*+ ") p,qg€L (2.1.7)

Les résultats (2.1.6) et (2.1.7) nous permettent d’écrire plus précisément la

forme de la fonction f. On a
flz,y) = c1{e™P* — e‘“im)c;:,(e"'iqy —‘e_’”‘qy) (2.1.8)
En développant et en notant Cy,, le coefficient de e™Pe+ay) o obtient
flz,y) = prqeﬂi(prﬂy) + C;p’qeﬂi(—pﬁqy) + Cp’—qeﬂi(pz—qy) + C_pv_qeﬂi(—pw—qy)
avec
Cpq=—Cpg==Cpg=Cp

Généralisons en considérant les combinaisons linéaires de ces fonctions pour
les couples (p, q) € Z2 tels que A = n%(p? + ¢*). On obtient les fonctions propres

associées a A :

fy = Z Cpqeﬂi(PI-qu)

PEZLL.. w2 {(p?+q2)=A
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avec, encore une fois,
Cpg=—Cpy=—Cpg=Cp (2.1.9)

pour chaque paire (p,q) de la somme.

Remarquons que la valeur propre A = 0 est ici exclue. En effet, cela impli-
querait, par ’équation (2.1.7) que p = ¢ = 0 et on aurait, par 1’équation (2.1.9),
Cp,q = 0 et, donc, la fonction propre associée serait identiquement nulle.

‘11 est aussi & noter que, les quatre couples (p,q) concernés dans l'équation -
(2.1.9) ne générent qu'une seule fonction propre et, donc, dans le calcul de la
mﬁltiplicité de la valeur propre, ils ne comptent que pour 1. Puisque ces quatre
couples sont, liés, on peut vouloir simplifier I’écriture des fonctions propres en ne

considérant que les valeurs entiéres positives de p et de g. En effet, on a
€% — %% — 24 5in (fx)
Ainsi, partant de I’équation (2.1.8), on obtient
f(z,y) = —4cicsin (mpe) sin (rqy)
En notant D, , le coeflicient du terme
sin (7pz) sin (7qy)

on obtient enfin cette deuxiéme forme pour les fonctions propres du laplacien sur

le carré avec la condition de Dirichlet.
fir= Z sin (7pz) sin (7qy)
pgEN*t.q.w2(p2+q2)=X

2.2. SPECTRE DU TORE PLAT

2.2.1. Réseaux euclidiens

Définition 2.2.1 (Réseau euclidien). Soit {W}?_, ot @; € R™ sont des vecteurs

.. . . . . . — L, .-
linéairement indépendants, alors on dit que {w;},_, est la base du réseau euclidien

I’ défint par

P
= {Zmiﬂ’i | m; € Z}

i=1
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AN

%

F1G. 2.1. Région A = {(z,y) |z*+y*>1,0<z < 1}

Par exemple, Z? est un réseau euclidien de R? et a pour base {(1,0), (0,1)}.

.Cependant, la base n’est pas unique. En effet, on a aussi
Z* = {m(2,1) +n(3,2) | m,n € Z}

Pour chaque réseau de dimension plus grande ou égale a 2, il existe une in-
finité de bases. On peut former les classes d’équivalence des réseaux qui sont
isométriques et homothétiques et choisir un représentant naturel de la classe qui

est, en fait, une des bases. Considérons le cas ol p = 2. Soit A, I’ensemble
1
A= {(:c,y) |22 +9y*>1,0<z < 5}

Les vecteurs de A sont ceux qui se retrouvent dans la région achurée de la
figure 2.1. A

Construisons les réseaux
I.5 = {m(r,0) +nrv | m,n € z}

alors on a le résultat suivant.
Théoréme 2.2.1 (Isométrie des réseaux). Pour chaque réseau I de deux dimen-
sions, il existe un unique nombre réel r > 0 et un unique vecteur v € A tel que

[ est isométrique a I, 5

DEMONSTRATION. Soit I', un réseau, et soit r = min {||E'|| | @ e\ 6} Sans

perte de généralité, on peut supposer que © = (r,0) € I (suite & une isométrie si
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nécessaire). Dans T' = '\ {m@ | m € Z}, prenons ¥ = (z,y) de norme minimale
— ~
(nécessairement non-nul car 0 € {m% | m € Z}. Puisque ¥ — mu € T pour

toutes valeurs de m € Z et que @ est minimal, on doit avoir
17 < |7 —m@|| YmeZ

= 17 < v -7 et 17 <17V + 2|

= 22412 <22 =2z +r24+9y? et 22+ <224 2rz+712+92
—
2

Sans perte de généralité, on peut supposer que z et y sont positifs (suit & une

= <z<

N =

. L. — — . L, . . .
isométrie et en changeant w pour —u si nécessaire). Ainsi, on a 0 <z < % et,

puisque ¥ est minimal dans T, on a

— —
170l = [
2yt >
P — —_— P 2 . 2 .
Vérifions que les vecteurs u et v générent le réseau I'. Si ce n’était pas le
. . —_
cas, il y aurait un vecteur w € I tel que
— —
w u

+ b0 avec a¢Z ou b¢Z

=a

Sans perte de généralité, on peut supposer que |a|, [b| < % (en soustrayant des

- - N - .. N — — . s .
combinaisons linéaires entiéres de u et v si nécessaire). Dans ce cas, on a

I

e + b7
=a? ||| + 2067 - ¥ + 0|7
< (a® 4 2ab+ %) || 7|?

2
<7l

On a une contradiction avec 'hypothése de minimalité de o'. Ainsi, T est
généré par u et v . Si on change ¥ pour (%£,%), on obtient finalement que I est
isométrique & I', 3

O
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En considérant aussi les homothéties, on peut choisir, comme représentant
d’une classe, le réseau I'; 5.

La définition suivante sera aussi utile dans la suite du document.
Définition 2.2.2 (Réseau dual). Soit T' un réseau, alors son réseau dual T est
défini par ‘

I ={veR" ¥ -7 €ZVu €T}
Il suffit, en fait, d’écrire
I*={veR"|u;- vV €Zi=12.p}

o les vecteurs U ; forment la base de I'. En effet, si ¥ € '™, on a

o € Yu el

—
v EZ
— —

u; v EZ

= € 1=12.p

donc v € {7 €R* | u;- 7 € Z,i=1,2..p}.

D’autre part, si U est tel que
UV EZ, i=12.p

alors

Ainsi, on prouve I'égalité.

2.2.2. Tore plat quelconque

Considérons le tore plat 7 = R2/T ot I' est un réseau de deux dimensions.
On défini ce quotient par

T =R*R
ou R est une relation d’équivalence définie par

TRy & z—yel



16

Les fonctions définies sur 7" correspondent, en fait, aux fonctions I'-périodiques
définies sur R2. C’est-a-dire, les fonctions du plan avec la condition de périodicité

suivante :
[(@) =T +7), V7 €T, V7 € R?

Les tores plats peuvent étre classés en considérant les réseaux par lesquels
R? est quotienté. Autrement dit, R?/I" est équivalent & R?/I” si et seulement si
I' est équivalent & I'. Pour le calcul du spectre du tore quelconque, on peut se

restreindre aux cas ol les vecteurs générateurs du réseau sont
: 1
o = (1,0) et v e {(a,bj||a2+b2§1, ogxgi} (2.2.1)

(voir section 2.2.1). Les autres cas sont isométriques ou homothétiques a un de
ces cas et le spectre est alors respectivement inchangé ou divisé par le carré du
rapport d’homothétie (voir section 1.1.2 du chapitre 1). Ainsi, pour a et b fixés,

on peut écrire la condition de périodicité de cette fagon :
fz,y) = f(x + m + na,y + nb), Vz,y € R,Vm,n € Z (2.2.2)

Notons que les tores plats ont pour métrique la méme que pour le carré et
pour R? et, ainsi, le laplacien est encore de la forme
2
5% " By?

Par la méthode de séparation des variables, on obtient, tout comme pour le

carré, des solutions de la forme
F(@,y) = w(@)v(y) = (c1e¥ + coe™5) (3R 4 pemV A HY)

(voir la section 2.1)

Puisque que v ne peut étre identiquement nul, on a, pour n = 0,

w(z)v(y) = u(z + m)v(y) Vz,y € R,Ym e Z (2.2.3)

u(z) = u(z + m)
= Ve € R,Ym €Z (2.2.4)
U (z) = u'(z + m)
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Sachant que la fonction v a la forme

Vkz —vka

u(z) = ce¥"™ + cpe

et, sachant que les équations (2.2.4) sont vraies pour, en particulier, z = 0 et
m=1,ona
u(0) = u(1) = €+ e = C1€\/E + Cze_\/z (2.2.5)
vk vk

u'(0) = u'(1) = cp—cy=ce¥ —ce” (2.2.6)

En additionnant les équations (2.2.5) et (2.2.6), on a

2c) = ‘ZCle‘/E
= e‘/]—“ =1
= Vk = 2nip, pe Z

Ainsi, les solutions de 1'équation (2.1.4) pour les valeurs de k de la forme
k = —4x?p? peEZ
~ sont des combinaisons linéaires de fonction de la forme
u(z) = *™P*, peEZ (2.2.7)

Pour m =z =y =0 et n =1, 'équation (2.2.2) nous donne

£(0,0) = f(a,b)

Cy+ Cy+ Cy + Cy = Cre¥VkatV=3=F | 1 oVRa—v=23kb
Gy B TRy G BV (9 )
Pour alléger ’écriture, on a posé
Cl =ac C2 = ClC4. Cg = C9C3 C4 = CyCq4

On utilisera le fait que les dérivées partielles de f satisfont aussi & la condition
de périodicité.

£2(0,0) = fu(ab) et £,(0,0) = £,(,b)
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On en déduit les deux équations

C,+Cy — C3 —Cy= Cle‘/E‘H'mb + CQe\/Ea—mb o

o Cse—\/Ea+\/—/\—lcb — Cye~VFa—V =37k (2.2.9)

Cl - CQ -+ C3 - C4 = Cleﬁa+mb — CQC\/Ea_mb L

o CaeVRHVIAR _ g o~ VRae-V=ASRY (9 9 10)

De plus, f3,(0,0) = fzy(a,b) nous donne

Cy — Cy — Cy + Cy = CreVhatV=27kb _ o1 oVEa—V=3=Rb

.= Cye~VRtVEATR | 0 eVRa=VEATRE (9 9 17)

En sommant les équations (2.2.8) a (2.2.11), on a

4C1 — 4C16\/Ea+\/—/\-—kb

= Vka + V=X — kb = 2rig, qeZ
= 2mipa + vV -\ — kb = 2miq
= . \/—/\—k=27riq_bpa

Et, finalement, les solutions pour le tore plat quelconque sont les combinaisons

linéaires des fonctions de la forme

fual,y) = O

avec

4x2 (A — o) + )

A= )

p,qEZ

Notons que, cette fois, A = 0 est une valeur propre.
Remarque 2.2.1. Les coefficients de z et de y a l’intérieur de la parenthése dans

la fonction f,, forment un vecteur du réseau dual I'*. Une facon simple d’écrire
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la forme des fonctions et valeurs propres est donc, pour un tore quelconque

flz,y) = Z Cap e2milaz+py)
o,8t.q.4m? (0 +42)=\ (o, 8) €T (2.2.12)

A = dn?(? + %)
2.2.2.1. Séries de Fourier

Plutét que de solutionner 1’équation aux dérivées partielles avant d’appliquer
les conditions de périodicité, on aurait pu faire le contraire. En effet, on peut sélec-
tionner, parmi les fonctions périodiques, celles qui satisfont a ’équation (1.1.2).
D’abord, il faut déterminer quelles fonctions sont TI'-périodiques. Pour ce faire,
on utilise les séries de Fourier. On sait qu’une fonction f Z2-périodique peut
s’exprimer comme ceci

f(@,y) = Y Cpye’miotoy
PaEZ ,

En calculant le laplacien d’un des termes de la somme, on obtient

AeQm’(pz‘HH/) — 47T'2(p2 + q2)e27ri(pz+qy)

Ainsi, chaque terme de la somme satisfait & I’équation (1.1.2) pour une valeur
propre qui dépend de p et de ¢, A = 47%2(}92 +¢%). On a, évidemment, A(f +g) =
Af + Ag. Donc, pour que f soit aussi une solution, il faut que chaque terme de
la somme donne la méme valeur propre, ¢’est-a-dire qu’on doit faire la somme sur
les valeurs de p, q € Z telles que 472(p® + ¢?) = \.

L’idée est ensuite de construire les fonctions I'-périodiques a partir des fone-
tions Z2-périodiques. On peut définir

f@y)wv = f(z,y)
ol f est une fonction Z2-périodique.

Autrement dit, on déforme le carré pour arriver au parallélogramme et-les

coordonnées en base (7, 7) deviennent les coordonnées dans la base (U, 7).

Si @ =(1,0) et ¥ = (a,b), on a donc

flz+ay,by) :== f(z,y)



20

]

1

]

1

]

1

]

1

]

1

]

1

.

1~

1o~

-

1 ~

1 ~J

]

T

t

'

'

'

'

i

1

1

'
RSP I ——

Fi1G. 2.2. Déformation du tore

On peut réécrire la fonction I'-périodique f en fonction de z et y. Ce qui donne
-~ a . a
Faw) = £ (5= T,2) = 3 Guenle-ioract)

On remarque ensuite que chaque terme de la somme- satisfait & 1’équation
(1.1.2) pour une valeur propre dépendant de p et ¢, A = w. Alinsi,
pour que f soit une fonction propre, il faut faire la somme sur des termes qui
donnent la méme valeur propre. Finalement, on arrive au méme résultat que

précédemment.

2.3. TORE PLAT CARRE

Voyons en détail le spectre du laplacien sur une variété en particulier. Dans
le cas du tore plat carré de co6té 1, on a I' = Z? et la condition de périodicité sur

f revient a
flz,y) = flz +m,z +n), Ve,y € R,Vm,n€Z (2.3.1)

Le réseau dual de Z? est 'ensemble des couples (@, 8) qui satisfont &

(1,0) - (e, B) € Z a€eZ
=
(0,1)-(a,8)€Z)  BeZ
Donc ,
(ZZ)* — ZQ

En utilisant 1’équation (2.2.12), on en déduit que, pour les valeurs de A de la

forme

Apg = 47 (p* + ¢°) p,q€EZ (2.3.2)
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_les solutions de I’équation (1.1.2) sont de la forme

f(.’E, y) — Z Cpquﬂ'i(Pz-l-qy) (233)

D,qEZL.q.4T2(p2 +q2)=)p.q

2.3.1. Spectre du carré déduit de celui du tore

Notons que le spectre du carré avec la condition de Dirichlet peut étre calculé
par les méthodes utilisées a la section 2.1, mais il est intéressant de voir qu’il peut
aussi étre déduit du spectre du tore carré.

Une particularité importante des fonctions propres du carré C avec la condi-
tion de Dirichlet est la suivante. Elles peuvent é&tre étendues a des fonctions
propres sur le tore T, = R?/27Z%. En effet, pour la fonction propre du carré

f(z,y) définissons la fonction 2Z%-périodique f. Pour (m,n) € Z2,

[ f(z,y) sizel0,1],ye0,1]

i ‘ —f@-z,y) sizell,2yelo]]
flz+2m,y + 2n) = <

(
(

—flz,2—1y) siz € [0,1],y €]1,2]
( ‘

\

Une autre fagon de voir la fonction f est la suivante. Définissons 2 symétries

axiales ; une par rapport a Paxe y = 1 et 'autre par rapport a 'axe x = 1.

Ry (z,y)— (2—=z,y)

Ry (z,y) — (2,2 —y)

Les fonctions f construites comme précédemment satisfont aux conditions

suivantes :
foR;=—f, i=1,2 (2.3.4)

Ces fonctions sont des fonctions propres sur le tore T3, car elles sont non

seulement définies sur T3, mais elles satisfont I’équation :

Af+Af=0 (2.3.5)
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En revanche, les fonctions propres du tore 75 qui satisfont aux conditions
(2.3.4) peuvent étre restreintes & une fonction propre sur le carré C. En ef-
fet, elles satisfont a ’équation (2.3.5) et sont nulles au bord de C. On a, par
exemple, f(0,y) = f(2,y) par périodicité et f(0,y) = —f(2,9) Apa.r symétrie.
Done f(0,y) = f(2,y) =0 et on a de méme f(z,0) = f(z,2) = 0. La forme des
fonctions propres du tore T3 est donnée par 'équation (2.2.12) avec « et 3 tels

que
200 € Z 20€Z

On obtient donc que

p q .
=-etfB=-oupq€eZ
o 5 08 5 up,q

Remarque 2.3.1. On peut voir le tore plat carré de coté 2 comme une homothétie
du tore plat carré de coté 1. Ainsi, en se référant o la section 1.1.2 et aux équations
(2.8.2) et (2.9.8), on obtient les valeurs propres A = n%(a? + b?) et les fonctions
propres de la forme
flu,v) = > Cpge?milautty) (2.3.6)
a,bEZt.q.472 (a2 +b2)=A, 3
ot (u,v) sont les nouvelles coordonnées.
Puisque c’est une homothétie de rapport r = 2, ¢’est comme si les vecteurs de
la nouvelle base valaient 2 fois plus que dans ’ancienne. Autrement dit, au lieu
d’exprimer les coordonnées pour i et j on les donne pour 21 et 2 j. Pour se

ramener auzr anciennes coordonnées, on écrit donc

w(@7)+v(27) =27 +y T = (wv) =59
On a alors les fonctions propres de la forme
flzy) = > Cpge™ 0 +ty) (2.3.7)

a,beZt.q.n2(a2+b2)=X,
avec le méme systéme de coordonnée que pour le tore de coté 1.

Ainsi, les fonctions propres du carré sont des combinaisons linéaires du type

flz,y) = Z prqem(mﬂy)
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La somme doit étre faite suivant les valeurs de p et q tel que 72(p? + ¢%) = A
(qui est la valeur propre associée & la fonction) et avec les conditions sur les
coefficients de fagon & respecter les propriétés (2.3.4). Pour la symétrie Ry, on a

par exemple,

Z C, qeri(pz+qy) - _ Z C, qeri(p(2—z)+qy)

= E :—Cp qe2wipewi(—pz+qy)
- _ wi(—pz+qy)
= E , Chq€

Ainsi, on a

C—p,q - "Cp,q

et on peut trouver de fagon similaire les autres conditions sur les coefficients
décrites a la section précédente (voir I’équation (2.1.9)). On a finalement trouvé
les mémes fonctions et valeurs propres que par la premiére méthode. Notons que
la fagon proposée dans la présente section sera adaptée dans le chapitre 3 pour

trouver le spectre du triangle équilatéral.

2.3.2. Fonction de compte sur le tore

On a vu que les valeurs propres du laplacien sur le tore plat carré sont de la

forme (2.3.2) :
Apq = 47°(P* + ¢%) p.q€Z

De plus, pour chaque couple (p,q) € Z?, A, , est une valeur propre. Si (a, ) et
(¢, d) sont 2 couples différents, mais tels que A, p = A.q, alors les fontions propres
associées seront indépendantes linéairement. Et, dans ce cas, la multiplicité d’une
valeur propre X est donnée par le nombre de couples (p,q) différents tels que
Apg = A. Cette particularité ne s’applique pas, par exemple au spectre du carré
avec la condition de Dirichlet étudié dans la section 2.1 du chapitre 2. En effet,
pour les couples (p, q), (—p,q), (p, —q) et (—p, —q), une seule fonction propre est
générée, car elle doit nécessairement étre la combinaison linéaire de fonction du

type

eTilpr+ay)
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avec des conditions fixes sur les coefficients. Chaque terme de cette combinaison
ne peut &tre pris a part comrme fonction propre, car la condition de Dirichlet ne
serais pas respectée.

Revenons au spectre du tore. On peut s’intéresser & la fonction de compte
N(X) qui est définie au chapitre 1. (voir Définition 1.1.3).

D’abord, on peut voir N(\) comme une fonction qui compte les points &
coordonnées entiéres a 'intérieur ou sur le cercle de rayon \/; . En effet, chaque
couple (p, q) peut étre représenté par un point entier dans le plan qui se trouve

sur le cercle, centré a ’origine, de rayon

A

Notons que tous les points (p, ¢) tels que A, , = A se retrouvent sur le méme
cercle de rayon 4/ 2z. Pour connaitre la multiplicité d’une valeur propre, il suf-

O m
fit donc d’avoir le nombre de points 4 coordonnées entiéres sur ce cercle. Pour
connaitre N()), il suffit finalement d’avoir le nombre de points a coordonnées
entiéres sur les cercles de rayon /4t pour chaque p < A, c’est-a-dire les cercles
de rayon r < 47%2. Et cela revient & compter les points entiers de toute la région
intérieure du cercle de rayon 4/ 47%2. Cela nous méne au probléme bien connu du

cercle de Gauss.

2.3.2.1. Probléeme du cercle de Gauss

Le probléme du cercle de Gauss consiste a trouver le nombre de points a
coordonnées entiéres & l'intérieur ou sur le cercle d’un rayon donné. On veut
trouver une fonction N qui dépend du rayon p et qui retourne le nombre de ces
points. -

D’abord, a chaque point, on associe un carré unité centré en ce point. L’aire de
toute la surface qu’occupent ces carrés unité est alors égale au nombre de points
| a compter. Ainsi, le probléme se résume a calculer I’aire d’une surface. Cette aire
est trés proche de 'aire du cercle de rayon p (voir Figure 2.3). Certains carrés
débordent du cercle et certaines portions du cercle ne sont pas couvertes par un

de ces carrés.
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On ne sait pas trop quelle est la différence entre ces deux aires, mais on sait
que 'ensemble des carrés est contenu & l'intérieur du cercle de rayon p + % et
contient fotalement l'intérieur du cercle de rayon p — % En effet, chaque point
est, au plus, & une distance p du centre et les bords de chaque carré sont, au
plus, 4 une distance % du point auquel il est associé. De cette fagon, on obtient

P’approximation suivante :

Tp? — V2mp — g < N(p) < mp? + Vorp+ =
et donc
[N (p) = mp?| < VEmp + 3
Ainsi on a
lim M < lim (\/ﬁw + i) =V2r
prea p—00 2p
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On peut donc écrire approximation suivante

N(p) — mp* = O(p)

Dans le cas du spectre du tore plat, Iaire & trouver est celle du cercle de rayon

,/ﬁ. Et on a

-N(/\) =N ( ﬁ) - (2.3.8)

Ainsi, on peut donner une approximation de la fonction de compte par

A A
NW:%?*Q( 17?)

ou plus simplement

2.3.2.2. Loi de Weyl

On peut déja améliorer notre approximation en appliquant la loi de Weyl &
un terme principal (voir Théoréme 1.1.1). En effet, elle s’applique pour obtenir
notre deuxiéme approximation. Puisque l’aire du tore plat carré de co6té 1 est de

1,0n a

2.3.2.3. Théoréme de Huzley

La meilleure borne supérieure a ce jour, c’est-a-dire la plus petite, est donnée
par le théoréme de Huxley.
Théoréme 2.3.1 (Huxley). Soit Q un domaine du plan euclidien avec une aire c,
bordé par une courbe simple et fermée ¢ d’un nombre fini de morceaux ¢; qui sont
contindment différentiables trois fois dans le sens suivant. Le rayon de courbure p
est continu et non nul sur chaque piéce ¢; et p est contindment différentiable par
rapport & l’angle tangent 1. Soit £ une expansion linéaire de O par un facteur
M < 2 suivi d'un mouvement rigide. Alors le nombre de points a coordonnées

entiéres sur E est

aM® + O (1M (log M) H )
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ot I est un nombre dépendant de la courbe ¢, mais pas de M, ni de la position
ou lorientation de E.

En effet, ce théoréme s’applique directement au probléme du cercle de Gauss.
Le domaine 2 de I'’énoncé du théoréme sera, pour notre présent probléme, le
disque de rayon 1, la courbe fermé ¢ sera le cercle de rayon 1 et le facteur d’ex-
pansion M sera p. La courbe a un seul morceau (celui-ci est lisse) et donc satisfait
aux conditions du théoréme. Notons que l'aire « du disque est de 7. On obtient

ainsi I’approximation

N(p) =mp*+0 (p% (log p) 18852%7)

Cela nous donne une estimation du nombre de points & coordonnées entiéres
a U'intérieur d’un cercle de rayon p. On peut, par ’équation (2.3.8), trouver l’ap-
proximation du nombre de valeurs propres du laplacien sur le tore plat carré qui

sont plus petites ou égales & A. En effet, on trouve

2 131 18627
)\ )\ 3208 )\ 8320

En simplifiant et en utilisant les propriétés se rattachant & O, on arrive fina-

lement a

N(A) = ﬁ +o (Ar (log A)%)

2.3.3. Autres résultats

L’étude du spectre du laplacien pour le tore plat carré peut se ramener a
l’étude d’une équation diophantienne bien connue : n = a? 4+ b% ot a, b et n
sont des entiers. Pour se ramener au spectre du tore, il suffit de poser A = 47?n.
On connait de nombreux résultats sur cette équation et chacun d’eux donne une
information sur le spectre du tore.

La premiére remarque & faire est sans doute la suivante. Le théoréme suivant
détermine si une valeur donnée A = 472n est ou non une valeur propre. Notons

que, dans ce qui suit, a et b sont des entiers et n et k sont des nombres naturels.
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Théoréme 2.3.2. Un nombre n peut s’écrire sous la forme a®+b? si et seulement
st chaque nombre premier de la forme 4k + 3 dans la factorisation unique de n a
un exposant pair.

Jexposerai, ici, la preuve de Sierpinsky (voir [S]). Pour ce faire, voyons
d’abord le théoréme suivant.
Théoréme 2.3.3 (Fermat). Chaque nombre premier p de la forme 4k + 1 peut
s’écrire comme la somme de 2 carrés.

La démonstration ne sera pas faite ici, mais elle se trouve a la page 205 de la
référence [S].

Notons que nous aurons aussi besoin du lemme suivant et de sa démonstration.
Lemme 2.3.1. Si un nombre premier impair p divise un nombre n = a? + b* tel

que pgcd(a,b) =1, alors p est de la forme 4k + 1.

DEMONSTRATION. (Lemme 2.3.1) Soit a et b tels que pged(a,b) = 1 et p un
nombre premier impair tel que p|a? + b2, alors on a
a? = —b? (mod p)
En mettant chaque terme & la puissance ”T‘l, on obtient
tl.

a? ' = (=1)"7 7! (mod p) (2.3.9)

D’autre part, puisque a et b sont relativement premier, ni 'un ni 'autre n’est

un multiple de p. En effet, si p|a alors on a
pla® = p|b? car p|a® + b*
= plb car p est premier

ce qui contredit 'hypothése pged(a,b) = 1.

Ainsi, par le petit théoréme de Fermat, on a
a?™' = ¥ (mod p)

donc, par 'équation (2.3.9), on trouve

_ -1
(—1)'22—1 =1 = p 2 est pair = p — 1 est un multiple de 4
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et finalement,

p=4k+ 1

Nous avons maintenant ce qu’il faut pour démontrer le théoréme 2.3.2.

DEMONSTRATION. (Théoréme 2.3.2) Dans le premier sens, supposons qu’on peut
écrire ‘
n=a*+bv> (2.3.10)

Soit p un diviseur premier de n de la forme 4k + 3 et soit d =pgcd(a, b). Ainsi,

on a

a = da;
avec pged(ay, b)) =1
b = db1

De plus, par I’équation (2.3.10), on a
d*|n = n=d*n, otiny = (a;> +b°%) €N
Supposons que I’exposant de p dans la factorisation de n soit impair, alors .

p'nl

car d? doit étre divisible par une puissance paire de p.

On a donc une contradiction avec le lemme 2.3.1 et p a donc un exposant pair
dans la factorisation de n.

D’autre part, si on suppose que 'exposant de chaque nombre premier de la
forme 4k + 3 dans la factorisation de n est pair, on peut alors mettre en évidence

toutes les puissances paires de premier pour écrire

n= ’ITL2TL1

Si ny # 1, il ne reste que des nombres premiers & puissance 1 dans sa fac-

torisation et, donc, que 2 et des nombres premiers de la forme 4k 4+ 1 d’aprés
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I’hypothése de départ. On sait par le théoréme 2.3.3 que chacun de ces nombres

peut s’écrire comme la somme de 2 carrés et on a 2 = 12 + 12. De plus,
(a® -+ b)) (c? + d?) = (ab + cd)? + (ad — bc)?
Ainsi, le produit de deux nombres qui s’écrivent comme la somme de 2 carrés
peut s’écrire comme la somme de deux carrés. Ce qui termine la preuve. O

On peut noter par 7(n) la fonction qui détermine la multiplicité d'une valeur
propre A = 4w2n (en considérant que 7(n) = O signifie que A = 4mn n’est
pas une valeur propre). Cette fonction représente le nombre de fagons différentes

d’exprimer n comme la somme de 2 carrés. Ou, plus rigoureusement
r(n) := card {(a,b) € Z* | a® + b* = n}
Cette fonction peut-étre calculer de la fagon suivante
r(n) = 4(dy(n) — da(n))
" (voir page 241 de [HW] pour la démonstration) ou
di(n) == card {d € N | d|n,d = 1(mod 4)}
d3(n) :=card{d € N | d|n,d = 3(mod 4)}

Cela nous indique clairement, entre autres, que la multiplicité d’une valeur
propre est un multiple de 4.

On peut retrouver notre fonction de compte N(A) par I’équation suivante

A
TLS an?



Chapitre 3

DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES
VALEURS PROPRES DU LAPLACIEN SUR LE
TRIANGLE EQUILATERAL

Dans ce chapitre, il sera question d’étudier les valeurs propres du triangle
équilatéral en se référant a 1’étude du spectre du tore (voir Section 2.3). Il y aura,
en effet, plusieurs similitudes dans les méthodes de calcul et les résultats.

Le probléme de Dirichlet sera analysé en détail dans ce chapitre. Les résultats
pour le probléme de Neumann étant similaire, ils seront exposés plus briévement
dans la section 3.6.

Notons encore une fois que nous travaillons dans un domaine de R? et, donc,
le laplacien est donné par

82 0?

A=zt ap

3.1. VALEURS PROPRES DU TRIANGLE EQUILATERAL
Soit D le triangle équilatéral de coté 1 défini par
D= {(:r,y) 0<y<zV3,y< \/§(1 —:r)}

M. A. Pinsky a démontré que, pour ce domaine, les valeurs de A\ satisfaisant &
I’équation (1.1.2)
' Af+Af=0

et sous la condition (1.1.4) de Dirichlet

f|8D:0
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sont les nombres
Amn = <%) (m? + n? — mn) (3.1.1)
27
avec les conditions suivantes
m,n € Z (3.1.2)
m+ne sz  (3.1.3)
m # 2n (3.1.4)
n # 2m ‘ (3.1.5)

satisfaites pour chacune des 6 paires suivantes :
(m,n), (n —m,n), (n —m,—m),(—n,—m), (—n,m —n),(m,m —n) (3.1.6)

Autrement dit, on a les conditions (3.1.2) & (3.1.5) intactes, mais on a aussi,
en substituant m par n-m pour le deuxiéme coﬁple par exemple, les conditions
n—m,n€Z,. n—-m—l-ne?)Z, n—m#2n et n#2n-—m)
et on effectue les substitutions correspondantes & chaque couples.

La multiplicité de A est donnée par
1
e card {(m,n) € Z* | Amn = A}. (3.1.7)

Les fonctions propres associées & la valeur propre A sont des combinaisons
linéaires des fonctions f ou
Floy) = 3 B (ror ) (3.1.8)
(myn)
et (m,n) est tel que A, = A. La somme dans ’équation (3.1.8) se fait sur les
6 paires de (3.1.6) avec un changement de signe & chaque changement de paire
suivant l’ordre donné aA (3.1.6).
Pour prouver ses résultats, Pinsky défini le domaine D, qui est un parallélo-

gramme générateur d’un tore

D={<x,y)=05ys3‘/§

2 )

Sl

éx§3+ }

Sl

ainsi que trois réflexions :
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2 2

Ces réflexions ont pour axe respectivement chaque c6té du triangle D.

Considérons le sous-espace de L?(D)
H:{fEL2(D):&f=—f,i=1,2,3} (3.1.9)

La preuve est basée sur I'idée que la restriction f — f|p est un isomorphisme
entre H et L%(D). C’est le méme principe que pour le carré (voir Section 2.3.1).
Les fonctions qui satisfont a I'équation (1.1.2) sur le tore généré par D sont des

combinaisons linéaires de fonction de la forme :

e27ri(az+ﬁy)

avec (a, 3) dans le dual du réseau engendré par deux cotés adjacents du parallé-

“logramme D (voir Remarque 2.2.1) , i.e. tels que

3a=n,n€Z
M:m’ m E Z
ce qui nous donne
n
= — 3.1.10
a=? (3.1.10)
2m —n
S — 3.1.11
Wi (3.1.11)
et les valeurs propres associées aux fonctions sont
1672
Amn = 412 (a® + §*) = ( 27; ) (m? + n? — mn) (3.1.12)

Ainsi, on obtient les fonctions

Fo Y Al 222)

(m.n)
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Parmi ces fonctions, celles qui appartiennent a Pensemble H, i.e. qui satisfont

aux conditions de réflexibilité, ont la propriété suivante :

Amn = _An—m,n (3113)
Amn = _Am,m—n (3114)
Amn = _A—n,—me(%)(_m_n) (3115)

En effet, avec le changement de variable m’ = n — m et n’ = n, la premiére

égalité découle de

Rif=-f
o ZAmn’e -—’3'~' (n a:~§71m —n )U) _ ZAmne na:+—7—m(2m 2 )

m'n’

o Z An_m ne 3 na:+(“"“ n) ) _ Z Amne 13\'1 (nz+g2m~sﬂ)y)

TTETL

~ An—m,n = _‘Amn

et les autres découlent d’un raisonnement similaire. Pour arriver a la condition

(3.1.3), on itére les égalités (3.1.13) et (3.1.14)

—A_n,_me(%)(f’"‘m:Amn , par (3.1.15)
' (3.1.14)
(3.1.13)
=—A_,_mn ,par (3.1.14)
= e(%)(_m_"):l

:_Am,m -n , Par

:A—n,m—n 3 par

et on a donc m + n € 3Z. Finalement, les conditions (3.1.4) et (3.1.5) se dé-
montrent par contradiction. Si m = 2n, alors .
(my,m—n)=(m,n)
et donc, par (3.1.14),
Am,m—n = Amn = _Am,m-—n
= Amn =0

Et on peut montrer que chacun des 5 autres coefficients (pour les 5 autres

paires de (3.1.6)) sont nuls. Ainsi, la fonction sera nulle, ce qui est exclu.
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Si n = 2m, alors

(n—m,n) = (m,n)

et donc, par (3.1.13),

An—m,n = Amn = _An—m,n

= A,,.=0

Et on a le méme raisonnement pour conclure que le cas est exclu.

Ainsi, les fonctions propres doivent étre des combinaisons linéaires de fonction
de la forme (3.1.8). D’autre part, il est facile de vérifier ‘que les fonctions de cette
forme avec les conditions sur m et n énoncées plus haut sont bien des fonctions

propres.

3.2. FONCTION DE COMPTE SUR LE TRIANGLE

On peut représenter la valeur de A, par le couple (m, n) qui, en fait, par la
condition (3.1.2), est un point & coordonnées entiéres dans le plan. Il y a plusieurs
points qui représentent la méme valeur de A, ; il y en a un multiple de 6 par
la condition (3.1.6). En effet, chacune des paires énumérées en (3.1.6) donne la
méme valeur A, par substitution dans la formule (3.1.1). De plus, ces 6 paires
sont distinctes, car, sinon, une des conditions m # 2n ou n # 2m ne sera pas
respectée pour au moins une des paires. Notons que ces deux conditions respectées .

pour les 6 paires impliquent que 1'on a la condition
n# —m (3.2.1)

pour les 6 paires.

En fait, il suffit d’imposer ces trois conditions & un seul couple parmi les 6 et
on aura les conditions pour les 6 couples.

Pour les 6 paires distinctes générées par le couple (m,n), on obtient une seule
fonction propre donnée par ’équation (3.1.8) constituée de 6 termes, chacun as-
socié & une des paires. Ces termes ne sont pas dissociables ; pris indépendemment,

ils ne sont pas des fonctions propres car ils ne satisfont pas a la condition au bord.
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. ; N\ .
-8 -7 6 -5 -4-3-2-1 01 2 3 4 5 6 7 8

F1G. 3.1. Points & compter pour N()\) avec m? +n? — mn < 39

La multiplicité d’un valeur propre X, donnée par 1’équation (3.1.7), correspond
ainsi 4 compter le sixiéme du nombre de points & coordonnées entiéres qui sont

situés sur ’intersection de la courbe d’équation

(1277#) (m? + n? — mn) = A (3.2.2)

et des droites d’équation m+n € 3Z et qui ne sont pas sur les droites d’équations
m=2n,n=2mnin=—m.

La fonction de compte N (A} correspond & additionner la multiplicité de
chaque valeur propre plus petite ou égale & A ou, tout simplement, & compter
le sixiéme des points & coordonnées entiéres sur ou a l'intérieur de la courbe
d’équation (3.2.2) et avec les mémes autres conditions que la multiplicité. En
effet, par la définition (1.1.3), N (A) est le nombre de valeurs propres A, qui

satisfont

2
(127; ) (m? + n? —mn) <A

A la figure 3.1 est représentée la courbe d’équation m? + n? — mn = 39. Les

points & l'intérieur de la courbe qui sont sur les droites d’équation m + n € 3Z
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sont représentés par des pois noirs et les points situés sur les droites d’équations -
m = 2n, n = 2m et n = —m, par des pois blancs.

Ainsi, on trouve graphiquement que

/39 x 1672
N (_27 )_6

car il y a 36 pois noirs.

3.3. APPROXIMATION DE N()

Pour des petites valeurs de A, il est facile de trouver la valeur de N comme

39x16%2

57—, Iais, pour des valeurs plus grandes, cette méthode devient vite

pour A =
inappropriée et on doit se contenter de connaitre son comportement asymptotique.
Dans la prochaine section, il sera question d’approximer le nombre de points &
coordonnées entiéres i l'intérieur de la courbe d’équation (3.2.2) par laire de
la région délimitée par cette courbe de la méme fagon que pour le probléme du
cercle de Gauss (voir Section 2.3.2.1). On pourra donc donner une estimation de
N (A) en calculant cette aire, en divisant par 3 a cause de la condition (3.1.3),
en soustrayant les pois blancs des 3 droites m = 2n, n = 2m et n = —m et,
finalement, en divisant par 6 pour satisfaire I'équation (3.1.7). Le résultat ne sera
qu’une approximation et, donc, il reste un terme d’erreur i évaluer. Pour vérifier
que l'approximation est bonne, il faut s’assurer que le terme d’erreur est petit.

Pour ce faire, on peut lui trouver des bornes supérieures a ’'aide des théorémes

de Weyl et de Huxley.

3.3.1. Approximation par Paire

Soit R (A), la région délimitée par la courbe (3.2.2), i.e.

« 2
RN = {(m,n) eER %(m2+n2—mn) S/\}

Calculons aire de la région R.
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En faisant une complétion de carré, on peut revenir a la forme (3.1.12) avec

o et 4 donnés par (3.1.10) et (3.1.11)

1672
27

1672 9 n? n?
= > ((m _WLH+Z)+(_I+”))_)‘
. o2m —n\? n\2
dr? —_— - = A
o (( 3\/§)+(3))

Introduisons le paramétre t et posons

(m2 +n?— mn) = A

2mn 21
oo = — =+/Asin(t) et 218 = ——= (2m —n) = VAcos
; () et 2mB= T (2m =)
on obtient la courbe paramétrée

¥(t) = (m(t),n(t)) = (%z (\/gcos(t) + sin(t)) ,%ﬁin(ﬂ

et sa premiére dérivée

T 27

L’aire A ()) de la région R () est donnée par I'équation

AQQ) = %/ﬂ%(mﬁ—mn)dt
- 12;\@ /0 2r‘((\/ﬁ cos(t) + sin(t)) cos(t) — (cos(t) — v/3sin(t)) sin(t))d¢
= 125;2 /; ’ V3 (cosz(t) + sinz(t)) dt = gf\é%i d
et finalement

) (3.3.1)

4(t) = (m(), at)) = (iﬂ (Cos(t) _ \/§sin(t)) ’ 3v/A cos(t)

(3.3.2)

Il est intéressant de remarquer que la région R est, en fait, délimitée par une

ellipse centrée & l'origine. Les axes principaux de cette ellipse sont sur les droites

d’équations y = = et y = —z. On pourrait donc calculer A(A) par la formule

bien connue de l'aire de l'intérieur d’une ellipse : mab ot a et b sont les demies

longueurs des axes principaux.
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Fi1c. 3.2. Ellipse
On sait que tout polynome de la forme (générale)
Az? + Bzy + Cy?

peut se ramener, par un changement de coordonnées approprié (voir [E]), a la

forme (canonique)

Di’ +Ej

Ce changement de coordonnées correspond & une transformation rigide du
plan. Ceci nous assure donc que ’aire de notre région dans le nouveau systéme
est la méme que dans 'ancien.

Pour notre probléme, on a (voir 1’équation (3.2.2))

m? — mn 4 n?
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Introduisons les nouvelles coordonnées x et y par le changement de variables
_* Yy
VR V2
_Z Y
7 —ﬁ + %

qui correspond & une rotation du plan de —7% radian. On obtient la forme cano-

(2) - (2) -2

Pour connaitre les demies longueurs a et b des axes principaux, on doit se

nique de notre ellipse

ramener & la forme

Dans notre cas, on a

2 2

z Y _1
i | |\ sasm | T
4 4

et laire de l'ellipse ou de la région R est

AQ) = mab = 2V
8w

et c’est exactement ce qu’on avait trouvé en (3.3.2).

On a ainsi une idée du nombre de points entiers & l'intérieur de la courbe et,
en divisant par trois, on a une idée du nombre de ces points qui satisfont aussi &
la condition (3.1.3). Il reste & soustraire le nombre de ces points qui ne satisfont

pas aux conditions (3.1.4), (3.1.5) et (3.2.1).

3.3.1.2. Approzimation du nombre de points & soustraire

Notons d’abord que les points & coordonnées entiéres qui sont & 'intersection
des 3 droites m = 2n, n = 2m et n = —m avec les droites d’équations m+n € 37
sont les seuls points & coordonnées entiéres qui sont sur les 3 premiéres droites.
De plus, il y a un de ces points pour chaque valeur entiére de n pour la premiére

droite et pour chaque valeur entiére de m pour les 2 autres. En effet, on a

Sim=2n,ona: m4n€IZ & mmneZ & ne
Sin=2m,ona: m4+n€3Z & mnesZ & meZ

Sin=-m,ona: m+4+n€ldZ & mmneZ & mez
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Ainsi, on peut estimer le nombre de poié blanc sur la premiére droite de la
facon suivante. On projette la section de droite qui est & 'intérieur de la courbe
(3.2.2) sur Paxe des ordonnées et on prend comme estimation la longueur de
I'intervalle ainsi formé. Pour ce faire, on doit calculer les coordonnées en n des
points d’intersection de la droite avec la courbe. |

1672

2 . 9 1671‘2 2
m = 2n et o7 (m +n —mn):/\———> 5 n® = A

On obtient lintervalle [—%, %} On peut faire de méme sur 'axe des

abcisses pour les 2 autres droites et, en fait, on obtient le méme intervalle dans
les trois cas.
L’approximation B(\) du nombre de points & coordonnées entiéres a l'intérieur

de la courbe d’équation (3.2.2) et sur une des trois droites d’équation m = 2n,

n = 2m ou n = —m est donnée par la somme des longueurs des 3 intervalles.
Ainsi,
9V
B(A\) = — 3.
) =~ (3.3.3)

- On obtient finalement une premiére approximation de la fonction de compte

ou F est 'erreur.-

ap _ -
N()\) = 373(’\) +E()) | (3.3.4)
V3 3
= or 47‘5+E,(’\)

En fait, on arrive aux mémes termes principaux que ceux de la loi de Weyl.
3.3.2. Loi de Weyl

La loi de Weyl & 2 termes principaux pour le domaine D de R? & bord 9D est

la suivante (voir section 1.1.1) :

N = Ai?;;fD)/\ 3 Longu:::r(aD)\/X+o (\/X)

Ainsi, sachant que ’aire du triangle équilatéral D est de ? et que son péri-

métre est de 3, alors on a

N = %A _ %ﬁ+o (ﬁ)
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FIG. 3.3. Points & compter pour N()) avec 9u? + 3v2 + 9uv < 39

On a notre premiére borne supérieure pour le terme d’erreur E. En effet, cette -

loi nous donne
E() =0 (VA)

3.3.3. Théoréme de Huxley

3.3.3.1. Changement de variable

~

Afin de pouvoir utiliser le résultat de Huxley qui nous permettra de trouver
une meilleure borne supérieure au terme d’erreur, introduisons les coordonnées

suivantes :

YT T3 (3.3.5)

v = n
Les coordonnées (m,n) dans la base {(1,0),(0,1)} peuvent ainsi étre expri-
mées par (u,v) dans la base {(3,0), (2,1)}. Ce changement a pour effet de trans-
former le plan afin d’utiliser les pois noirs et blancs de la Figure 3.1 comme grillé

de la Figure 3.3. Ainsi, compter les pois (noirs et blancs) de la Figure 3.1 re-

vient & compter tous les points & coordonnées entiéres de la Figure 3.3 qui sont &
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I'intérieur de la courbe d’équation

1672
( 9” ) (3u? + 12 + 3uv) = A (3.3.6)

2
avec A = 3X16T ) effet,

m,n
u, v

€ Z
16"2> (9u? + 302 + Juv) < A

€
S 27

(%) (m? + n? — mn)

Les droites sur lesquelles sont les pois blancs sont déformées en droites dont

les équations sont données par

m=2n & wu=90
n=2m & v=-2u ¢ : (3.3.7)

n=-—-m < VU=—U

Pour donner une approximation de N(A), on peut procéder par la méme mé-
thode. Cette fois, on calcul laire A de-la région R, délimitée par la courbe d’équa-
tion (3.3.6), on soustrait Papproximation B du nombre de points & coordonnées
entiéres sur les droites d’équations © = 0, v = —2u et v = —u et on divise

finalement par 6 pour satisfaire ’équation de la multiplicité.
3.3.3.2. Application du théoréme

Remarquons que le terme principal de 'équation dans le théoréme de Huxley
(voir Section 2.3.2.3) correspond & l’aire du domaine E.

Pour notre probléme, le facteur d’expansion dans le théoréme 2.3.1 est VA
et Péquation paramétrique de la courbe aprés 'expansion, obtenue par (3.3.1) et

(3.3.5), est

alt) = (u(t), u(t)) = @(co;t _si\r;(gt),Qs\i;lg(t))
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On peut trouver I’aire de la région R()\) de la fagon suivante.

2T
A = % /0 (w — i) dt
_1/2” m—2nh_m—2h dt
2, 3 3
1 27
(—/ (mn — rmn) dt)
2 0

La courbe est une ellipse. Elles est donc lisse et satisfait aux conditions du
théoréme et, ainsi, le nombre de points entiers 4 'intérieur ou sur la courbe est

donné par

38_\7/.(_/\ + O(,\%(]og ,\) oy ) (338)

Par la méme méthode qu’a la section précédente, on peut donner une ap-

proximation B()A) du nombre de pois blancs . Le nombre de points & coordonnées
entiéres sur la droite u = 0 & l'intérieur de la courbe est précisément
[3\/_

4

car cette droite coupe la courbe en v = :t%. On peut borner le terme d’erreur

de la fagon suivante :

VA _,[3A 1<3\/_+1
o2 47
3V 3V
(2] +1- 200

Les valeurs de u, quand une des 2 autres droites coupe la courbe, sont u =
:i:3‘/_ et, ainsi, on a aussi 3‘/_ + O(1) pour le nombre de points entiers sur ces 2

derniéres droites. Le nombre total de pois blanc & enlever est donc

B(\)+0(1) :92_{ +0(1)

On obtient finalement une approximation de N()\) et une borne supérieure

du terme d’erreur en soustrayant ce dernier résultat de ’équation (3.3.8), en
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divisant par 6 et en remarquant qu’une fonction du type O(1) est aussi du type

18627 )

O()\416 (log )\) 8320 ).

N(\) = V3, LRV, O(\ils (log \) &0 )
167 4

" 3.3.4. Conjecture

Depuis le début de ce chapitre, I’étude du spectre du triangle équilatéral est
comparée & celle du spectre du tore plat carré. Ici, on tiendra compte encore une
fois de ces ressemblances. 1l existe des résultats et des conjectures en relation avéc
le spectre du tore qu’on tentera d’adapter pour le spectre du triangle équilatéral.

D’abord, rappelons que la loi de Weyl (voir la section 2.3.2.2) pour le tore
plat carré de coté 1 est donné par '

N\ = 4% + o(VX).

Le terme d’erreur est borné supérieurement par v/ et on a vu que cette borne
peut facilement étre ameéliorer en appliquant le théoréme de Huxley. Cela nous

donne (voir la section 2.3.2.3)

A 13 N
NO)=7+0 ( AT (log \) &5 ) .~

Hardy (voir [H1]) a conjecturé que, pour chaque ¢ > 0, on peut écrire la
fonction NV de la fagon suivante

NO) = 2+ 0pd),

La forme des valeurs propres du triangle équilatéral (152 (m? + n2 — mn))
étant trés similaire & celle des valeurs propres du tore plat carré (47%(m? + n?)),
on pourrait s’attendre au méme résultat. En effet, dans les deux cas, on peut
représenter les valeurs propres par des points & coordonnées entiéres sur une
ellipse centré & l'origine (un cercle dans le cas du tore).

Ainsi, il serait pertinant de croire qu’on peut écrire, pour chaque € > 0,

N(A) = %’rx—ax/ﬁw(x ate),
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3.4. FORMULE DE LAME

Pinsky n’est pas le premier mathématicien a s’étre intéressé au spectre du
triangle équilatéral. En effet, dans la littérature, on retrouve en particulier la
formule de Lamé (voir [Laml]). Celui-ci a démontré que les valeurs propres du
triangle équilatéral sont de la forme

A = ﬁ( 24w+ . (34.0)
271
ou [ est le rayon du cercle inscrit dans le triangle et u et v sont des entiers.
Cependant, Lamé ne donne que la forme que doit avoir une valeur propre
donnée, mais ne précise pas les conditions sur u et v pour que le menbre de droite
de l’équation (3.4.1) soit une valeur propre.
Dans le cas du triangle'de c6té 1, on a l = é—% et

1672

Ay =
K 9

(1 + pv + 1?) w,v €7

A priori, la formule ne semble pas donner les mémes valeurs que la formule

de Pinsky

1672 .
Amn, = ( 27,; ) (m? 4+ n? — mn) m,n € 7 (3.4.2)

mais, en fait, on peut montrer qu’elles représentent les mémes nombres en les

comparant en tant que formes quadratiques binaires.

3.4.1. Formes quadratiques binaires

Définition 3.4.1 (Forme quadratique binaire). Une forme quadratique binaire

est une fonction de la forme
flz,y) = az? + bxy + cy?

ot a,b,c € 7Z et pged(a,b,c) = 1.

On s’intéresse aux solutions entiéres de ces équations; ce sont des équations
dites diophantiennes. Les solutions entiéres sont les valeurs de n € Z telles qu’il
existe z,y € Z tels que f(z,y) = n.

On demande qué pged(a, b,c) = 1 car si pged(a,b,c) = d, on a f(z,y) =

df (z,y) pour une forme f qui satisfait la définition et les solutions de f sont dn
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ou n est une solution de f. Ainsi, on peut regrouper ’études des fonctions df (z, y)
en un seul cas, c’est-a-dire le cas de f(z,y).

On dit que deux formes sont équivalentes si elles admettent les mémes solu-
tions n € Z. Plus précisément (voir [K]),
Définition 3.4.2 (Formes équivalentes): f(x,y) et f’(xz,y) sont deux formes qua-

dratiques binaires équivalentes s’il existe une transformation

7= [* P esn@
vy 4 :
telle que
A , x x
rl =y [T =
Y Y Y

Dans ce cas, si n est une solution de la forme f, donnée par z et y, alors n
sera une solution de la forme f’, donnée par z’ et y'. La matrice T ayant aussi

son inverse dans SLy(Z), on a bien la relation réciproque.

3.4.2. Forme de Lamé

Avant de vérifier si la forme de Lamé est équivalente & la forme de Pinsky,
on doit se rappeler que seules les solutions satisfaisant aux conditions (3.1.2) a
(3.1.6) sont retenues comme valeurs propres pour la formule de Pinsky. Ainsi, on

ne veut pas toutes les solutions entiéres de la forme quadratique binaire

flzy)=2"—zy+y°

L’équivalence cherchée est, en fait, celle de la formule de Lamé avec la for-
mule (3.3.6) qui est, rappelons-le, le résultat d’un changement de variables sur la
formule de Pinsky. Pour étre conforme & la définition d’une forme quadratique

binaire et pour simplifier I’écriture, on comparera les formes
| g(z,y) = 2* + 2y + 3 et h(z,y) = 2> + 3zy + 3y°

qui sont le résultat de la division des formules de Lamé et de I’équation (3.3.6)

1672
par -5 -
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Posons
11
T =
01
et
I 11 v
‘ 01 u

Dans ce cas, si 7 est une solution de g donnée par (g, v), alors on a
glp, ) =@+ + 12 = (v +u)? + (v 4 ) (u) + u?
= v? + 2vu + u? + vu + u? +u®
= v? + 3vu + 3u?
= h(u,v)

On a alors I’équivalence des 2 formes. Pour compléter la formule de Lamé,

il faut trouver les conditions équivalentes pour qu’'une solution n de la forme

2 .
wT"n. Pour ce faire, on

quadratique binaire g(z,y) génére une valeur propre A =
utilise le changement de variable T sur les conditions données en (3.3.7). En fait,

c’est I'inverse de T' qui donne u et v en fonction de p et de v.

Les conditions sur p et v sont ainsi
u#0 & p+v#0 & VvH#E—u
v —2u & —p#-2u+v) & puF-2w
vE-u & —pF-—(p+v) & v#0

Ce qui compléte la formule de Lamé.

3.5. MULTIPLICITE MOYENNE

Introduisons la fonction de compte 'sans multiplicité n(A). Rappelons que la
fonction de compte N{A) retourne le nombre de valeurs propres plus petites ou

égales & A en comptant chaque valeur propre autant de fois que sa multiplicité.
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La fonction n(A) retourne, tout simplement, le nombre de valeurs propres plus
petites ou égales & A, mais, cette fois, en ne comptant qu’une seule fois chaque
valéur propre distincte.

On peut alors parler de multiplicité moyenne. En effet, en considérant le quo-

tient

on obtient la moyenne de la multiplicité des valeurs propres allant jusqu'a A. On
peut, par la suite, s’intéresser au comportement de la multiplicité moyenne quand
les valeurs de A tendent vers l'infini. Dans I'article de Pinsky (voir [P]), on y
mentionne le résultat suivant pour le triangle équilatéral

. NV
)\h_{go n(A)

Ce résultat est plutot intuitif, car la multiplicité d’une valeur propre est pro-
portionnelle au nombre de points & coordonnées entiéres qui se trouvent sur ’el-
lipse de la figure 3.3: Il est clair que, plus l’ellipse grossit, plus il y a de chance
de trouver un grand nombre de points entiers sur ’ellipse. On a le méme résultat
pour le spectre du tore plat carré. Pour celui-ci, il existe un résultat plus précis

concernant la fonction n(\). Il s’agit de la constante de Landau-Ramanujan.

3.5.1. Constante de Landau-Ramanujan

La constante de Landau-Ramanujan, notée K, est définie ainsi :

K = lim Y187

Z—00 T

s(x)

ou s(z) est le nombre d’entiers positifs plus petits ou égals & x qui peuvent s’écrire
comme une somme de deux carré. On sait que les valeurs propres sur le tore plat
carré sont les nombres 47%(p? 4 ¢%) ot p et g sont des entiers. Ainsi, la fonction

s(z) est presque la fonction de compte sans multiplicité n()\) pour le tore plat

n(\) = s (%)

carré. En effet,
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Par le changement de variable z = on peut en déduire que n(\) doit

472’

4, [log 23
lim ——n(\) = K (3.5.1)

Aooo A

satisfaire &

La constante de Landau-Ramanujan peut étre calculée explicitement par la

formule suivante (voir [Lan]).

K= % I (1 — %15) E (3.5.2)

p premier =3 (mod 4)

On sait que la fonction de compte N()\) pour le cas tore plat carré est asymp-
totique a la fonction ﬁ (voir section 2.3.2). Ainsi, on trouve, pour la multiplicité
moyenne, le résultat suivant.

Un résultat similaire peut étre donné pour le cas du spectre du triangle équila-
téral. En effet, les valeurs propres sont, dans ce cas, les nombres %(3112-‘{—1)2-%-31“))
sauf ceux qui satisfont & une des équations (3.3.7). Ainsi, on définit la fonction
so(z) comme étant le nombre d’entiers positifs plus petits ou égals & = pouvant
s’écrire sous la forme 3u? + v? + 3uv. On a alors I’égalité suivante.

5 ( 1?5;) = (V) + e(\)

ot e(\) est un terme d’erreur di au fait que, pour le calcul des valeurs propres, on
ne doit pas considérer les points sur les droites données en (3.3.7) contrairement
au calcul de la fonction ss.

L’équivalent de la constante de Landau-Ramanujan existe pour ce probléme.
Cette constante sera notée Ky et définie par

lim —log(m)

T—00 T

so(z) = Ko

C’est le changement de variable x = % qui nous permet, cette fois, d’obtenir

16724 /log (-2,
(1%2)71(/\) Ko (3.5.3)

lim
A—00 9)\
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Le résultat suivant (voir [R]) nous permet de connaitre la valeur de cette
constante.

Théoréme 3.5.1 (Radziwill).

o, 01,008

p premier =2 (mod 3)

(Sl

Cela nous permet de trouver une approximation de la multiplicité moyenne.

En effet, sachant que N()\) est de 'ordre de %_f’—r/\ et par I’équation (3.5.3), on

N(X) 7 9\
OVREN: T (ﬂ) (3.5.4)

Avant d’énoncer les résultats numériques appuyant ces derniéres conclusions,

trouve

voyons de quelle facon les valeurs propres du triangle équilatéral peuvent étre
générées.

3.5.2. Calcul des valeurs propres

La forme des valeurs propres du laplacien sur le triangle équilatéral étant
relativement simple, on peut facilement les calculer par ordinateur. Il est & noter
qu’il n’est pas nécessaire de considérer tous les points de l’ellipse de la figure 3.1
pour générer toutes les valeurs propres un nombre de fois égal & la multiplicité.
Rappelons que ce n’est que le sixiéme des points qui est nécessaire. Il ne reste
qu’a déterminer quelle portion de I'ellipse doit étré considérée pour que les valeurs
trouvées correspondent exactement au spectre.

En fait, chacune des 6 pointes de ’ellipse séparées par les droites m = 2n,
n = 2m et n = —m (la ou sont les pois blancs sur la figure 3.1) constitue une
portion adéquate pour le calcul des valeurs propres. En effet, on peut facilement
voir que chaque paire (m,n), (n — m,n), (n —m,-m), (—n,—m), (—n,m —n)
et (m,m — n) se retrouve dans une section différente. Par exemple, si on choisit

(m,n) dans la région I de la figure 3.4, c’est-a-dire tel que

m < 2n (3.5.5)

n < 2m (3.5.6)
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FIG. 3.4. Portions de lellipse

alors le couple (n —m,n) sera dans la région II. On a en effet

—(n—m)=m-—n < 2n—n par (3.5.5)
= —(n—m) < n
donc le point est au dessus de la droite y = —z. Et on a
n
n—m < n-g par (3.5.6)
= 2(n—m) < n

donc le point est au dessus de la droite y = 2.

On a ensuite le point (n — m, —m) qui se situe dans la région V de lellipse,
le point (—n, —m) dans la région VI, le point (—n,m — n) dans la région III et
le point (m, m— n) dans la région IV. En fait, pour passer du premier couple au
deuxiéme, du troisiéme au quatriéme et du cinquiéme au sixiéme, on doit effectuer
le méme changement de variable qui peut s’exprimer par (m,n) — (n —m,n).

Ce dernier fait faire un déplacement d’une région & 'autre ¢onsécutivement. Pour
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passer du deuxiéme point au troisiéme, du quatriéme point au cinquiéme et du
sixiéme point au premier, on doit effectuer le méme changement de variable qui
peut, cette fois, s'exprimer par (m,n) — (m,m — n). Ce dernier a pour effet
d’envoyer le point dans la région opposée.
Finalement, on peut donc se restreindre a générer les nombres en considérant
1672

seulement la région 1. C’est-a-dire, calculer les nombres A\, = Tmz +n?—mn

ol les couples (m,n) de Z? sont tels que

m+n € 3Z
m < 2n
n < 2m

Le programme de Matlab utilisé pour générer les valeurs propres du laplacien

sur le triangle équilatéral est disponible dans ’annexe A.

3.5.3. Résultats numériques

Une fois qu’on connait les valeurs propres du triangle équilatéral jusqu’a une
certaine valeur assez grande, on calcule les fonctions N(A) et n(A). Le programme
de Matlab utilisé pour calculer ces fonctions est disponible dans I’annexe B.

Il est connu que la fonction

Viegz

x

s(z) (3.5.7)

décroit tres lentement vers la constante de Landau-Ramanujan. A la figure 3.5,
le graphique du haut est celui de la fonction

4%, [log 22

h\ n

(n(\) dans le cas du tore) pour des valeur de X allant jusqu’a 4 x 107. Celui du
bas repré'sente la constante K =~ 0.7642 calculée par ’équation (3.5.2) pour les
nombres premiers allant jusqu’a 1000. |

‘ On voit clairement que la convergence est lente, d’ou l'utilité de la formule
(3.5.2). En effet, elle nous permet d’obtenir plusieurs chiffres significatifs en peu de

temps de calcul. Ainsi, 'approximation de la multiplicité moyenne est meilleure.
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5 a2 n(A) versus K pour le tore plat carré
Dans le cas du triangle équilatéral, on observe le méme phénomeéne. A la figure
16724 /log (q—’\z) '
() (3.5.8)

9N ™

est représentée par le graphique du haut et la constante Ky ~ 0.6389, calculée

3.6, la fonction

par I’équation du théoréme 3.5.1 pour les nombres premiers allant jusqu’a 1000,
est représentée par le graphique du bas.

La convergence est, encore une fois, trés lente. La fonction (3.5.8) semble se
stabiliser, mais elle décroit toujours aprés A = 6 x 107, comme le démontre la
figure 3.7, qui représente une portion du graphique de la figure 3.6.

On peut finalement comparer la fonction de la multiplicité moyenne des valeurs
propres sur le triangle équilatéral et la fonction asymptotique donnée a I’équation
(3.5.4). A la figure 3.8, le graphique du bas représente la multiplicité moyenne et

le graphique du haut, la fonction

T ] ( g )
— 4 llog | ——= |.
3V3K, & 1672
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3.6. PROBLEME DE NEUMANN

Considérons encore une fois ’équation (1.1.2)
Af+Xf=0

sur le triangle D, mais cette fois, avec la condition au bord de Neumann

of _0

an oD -

ou n est le vecteur normal au bord.
Les valeurs propres et les fonctions propres de ce probléme sont trés semblables
a celles du probléme de Dirichlet. En effet, Pinsky (voir [P]) prouve que les valeurs

propres sont aussi les nombres de la forme

167T2 2 2
Amn = ( o )(m +n® —mn)

avec pour seules conditions sur m et n

m,n € Z

m+n €37
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Les valeurs propres sont les conbinaisons linéaires des fonctions de la forme

2miNf . (Zn—m)y
oy = 3 Tl E50) (3.6.1)
(mn)
ou la somme se fait sur les 6 paires (3.1.6).
Pinsky démontre ce résultat de fagon similaire au probléme de Dirichlet. Il

consideére les fonctions propres du parallélograme D et le sous espace de L?(D)
H2 = {f € LQ(D) : Rtf = +f77' = 1a2~3}

(Voir Section 3.1 pour la définition des R;) La différence avec H donné en (3.1.9)
est, le signe positif devant f.

La restriction des fonctions de H, sur le domaine D détermine les fonctions
propres du triangle équilatéral avec la condition de Neumann.

Les 2 différences a noter par rapport au probléeme de Dirichlet sont les sui-
vantes. Premiérement, les coefficients dans la somme de ’équation (3.6.1) sont
égaux pour chacune des 6 paires; il n’y a pas de changement de signe. Deuxiéme-
ment, les 6 paires énoncées en (3.1.6) ne sont pas toujours distinctes. Si m = 2n,
n=2moun = —m, il n'y aura que 3 paires distinctes.

Cela a un effet direct sur le calcul de la multiplicité. En effet, pour une valeur
propre ), on devra séparer en deux ensembles les points (m,n) a compter de Z?
qui sont tels que A, = A. Le premier ensemble, E; contiendra les points qui
générent 6 paires distinctes et le second, Ej, les points qui ne générent que 3
paires distinctes. La multiplicité de A sera ainsi donnée par

1 1
6 card(El) + g C(I'I"d(Eg)

3.6.1. Fonction de compte

L’approximation de la fonction de compte pour le probléme de Neumann doit
aussi considérer les ensembles E; et E. En effet, on peut estimer le nombre de
points total & compter par 'aire de l'ellipse (la méme que pour le probléme de
Dirichlet, voir figure 3.1). On soustrait ensuite le nombre de pois blancs (les points

de 'ensemble Ej). On divise le résultat par 6 et on ajoute le tiers des pois blancs.
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Ainsi, on obtient, en comparaison avec 1’équation (334)

AQ) _
N() =3 GB(/\)+B§’\)+E(/\)
;%A—EW+—W+E()
=T§A+EW+E()

On peut appliquer la loi de Weyl pour obtenir une premiére approximation

du terme d’erreur

N(\) = I\(—(?i/\+——f+o(ﬁ)

On peut faire exactement le méme changement de variable donné a la section
3.3.3.1. Cela nous permettra d’appliquer, de la méme fagon que pour le probléme
de Dirichlet, le théoréme de Huxley (2.3.1) et d’obtenir le résultat suivant
Théoréme 3.6.1. Pour le probléeme de Neumann sur le triangle équilatéral, la

fonction de compte est asymptotiquement égale a

3 131 18627
N(\) = %)\+—W+O( AT (log \) 555 ).

Remarque 3.6.1. La fonction de compte sans multiplicité n(\) pour le probleme

de Neumann correspond alors au nombre d’entiers positifs plus petits ou égals a

16”2 pouvant s’écrire sous la forme 3u? + v? + 3uv Cela correspond exactement

a la fonction so (16 2) de la section 3.5.8 sans le terme d’erreur qu’on retrouvait

pour le cas du probléme de Dirichlet.



CONCLUSION

En résumé, dans ce mémoire, on a étudié le spectre du triangle équilatéral en le
réprésentant par des points entiers sur une ellipse ou par des formes quadratiques
binaires, ce qui nous a amenés a comparer les résultats de Lamé et de Pinsky.
Aussi. par un résultat de Huxley, on a amélioré la borne supérieure du terme
d’erreur de la loi de Weyl pour le tore plat carré et pourle triangle équilatéral pour
les conditions de Dirichlet et de Neumann. Finalement, on a tenté de découvrir,
par des résultats numériques, de quelle fagon la multiplicité moyenne des valeurs
propres se comporte vers 'infini en considérant le probléme de Dirichlet et on a
utilisé une constante équivalente a la constante de Landau-Ramanujan.

L’étude du spectre du triangle équilatéral est loin d’étre compléte. Il est facile
d’imaginer d’autres voies & explorer.

On pourrait continuer les calculs des fonctions de compte avec un plus grand
nombre de valeurs propres et considérer le probléme de Neumann plutét que
celui de Dirichlet, car la fonction de compte sans multiplicité correspond mieux
a la fonction sy considérée dans le calcul de la constante K5, I’équivalent de la
constante de Landau-Ramanujan 4 la section 3.5.3.

Aussi, on pourrait observer le comportement du spectre du triangle équilatéral
en y imposant des conditions mixtes au bord. Finalement, aprés avoir borné
supérieurement le terme d’erreur de la loi de Weyl, il serait pertinent de tenter

de trouver une meilleure borne inférieure.
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Annexe A

CALCUL DES VALEURS PROPRES

Dans ’exemple du programme de calcul des valeurs propres de la section sui-
vante, les valeurs minimale et maximale des valeurs propres sont respectivement

1x 107 et 5 x 107.

A.1. PROGRAMME DE CALCUL DES VALEURS PROPRES

%Calcul des valeurs propres a partir d’un certain point

%Borne inf et sup des valeurs propres 16pi~2(m~2+n~2-mn)/27
minlambda=1e7;

maxlambda=5e7;
%Valeur minimale et maximale de la valeur de m~2+n~2-mn
minv=27*minlambda/(16*pi*pi);

maxv=27+maxlambda/(16*pi*pi);

% temps de calcul des valeurs propres - debut

tic;

%initialisation

i=1;

%Calcul (section de 1’ellipse totalement dans le premier quadrant)



A-ii
for m=ceil(sqrt(minv/3)):1:floor(2*sqrt(maxv/3))
for n=ceil(m/2):1:2*m '
if mod(m+n,3)==0 && m™=2*n && n~=2*m
V=M*M+T1%1-M*11 ;
if v<=maxv
if v>minv
A(l,1)=v;
i=i+1;
end
else
break
end
end
end

end

% timer calcul valeurs propres - fin

t_vp = toc;

% timer sort - debut

tic;
B=sort(A);

% timer sort - fin

t_sort = toc;

Ytimer écriture - début

tic;

for i2=1:1:1ength(B)



A-iii
fid_calcul = fopen(’vpl_be7.txt?,’at’);
fprintf (fid_calcul,’%d\n’,B(1,12));
fclose(fid_calcul);

end

Y%timer écriture - fin

t_write=toc;



Annexe B

CALCUL DES FONCTIONS DE COMPTE

Le programme suivant est un exemple pour calculer les fonctions de compte
N()) et n(\) avec une valeur maximale de A de 1,5 x 107. On suppose que les
fichiers des valeurs propres sont déja existants et le fichier contenant seulement

une fois chaque valeur propre aussi.

B.1. PROGRAMME DE CALCUL DES FONCTIONS DE COMPTE

%Fonction de compte N et n

%Temps lecture - début

tic;

%Lecture des valeurs propres
vple7=fopen(’val_pro_le7.txt’);
Al=fscanf (vple7,’%d’);
)fclose(vp1e7);
vpl_be7=fopen(’vpl_be7.txt’);
A2=fscanf (vpl_5e7,’%d’);

fclose(vpl_5e7);

VP=[A1;A2];



%Temps lecture - fin

t_lecture=toc

%maxlambda et pas
maxlambda=16*pi*pi*VP(length(VP))/27;
pas=maxlambda/1000;

%Vecteur des valeurs de lambda

Lambda=1:pas:maxlambda;

%temps N début

tic;

%Calcul de N
for i = 1:1:length(Lambda)
grand_N(i) = length(find(VP<=27*Lambda(i)/(16%pi*pi)));

end;

%temps N fin

t_grandN=toc

YoototoToTo o Toto o o o ot o o ToToto o o o o o oo Tod o oo To oo oo ote oo o o oo o ToJo o oo o o oo

%temps lecture n - début

tic;
%Calcul de n

%Lecture des valeurs propres une fois chaque seulement

vpmult=fopen(’VPpetitn.txt’);



B-iii
C=fscanf (vpmult,’%d?);
fclose(vpmult);

“temps lecture n - fin

t_lecn=toc

%temps compte n - début

tic;

%Compte
for i = 1:1:1length(Lambda)
petit_n(i) = length(find(C<=(27/16)*(pi.~(-2))*Lambda(i)));

end;

%temps compte n - fin

t_petitn=toc

%N sur n

for i=1:1:length(Lambda)
Nsurn(i)=grand_N(i)./petit_n(i);

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Z%Z%%%%%%%%%%Z%%%

%Graphique N sur n

plot(Lambda, Nsurn)



