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RESUME

Le théoreme ergodique de Birkhoff nous renseigne sur la convergence de la suite de
n—1 .
fonctions { ,ll Y foT'},>1 ou (Q,B,m) est un espace de probabilité, T : Q — Q est
i=0

une transformation qui préserve la mesure et f € L'(Q, 8, m).

Nous nous intéressons alors a étudier la convergence en moyenne et presque partout
n
de la suite {1 oTkY, - ot {k;} est une suite strictement croissante de nombres en-
n e
i=
tiers positifs. C’est alors que nous définirons les suites uniformes et étudierons la conver-
gence presque partout pour ces suites. Nous regarderons également s’il existe certaines
n
suites {k; } pour lesquelles la convergence de la suite {% ‘21 foTk},>1 n’apas lieu. Nous
1=
présenterons alors un résultat dii en partie a Alexandra Bellow qui dit que de telles suites

existent.

Finalement, nous démontrerons une équivalence entre la notion de transformatiuon

LY cif(Thix)
fortement mélangeante T, et la convergence de la suite { —=1,———} ou les {¢;} sont

i=1
des “poids” qui satisfont certaines propriétés.

Mots clés

Processus stationnaires, Transformations qui préservent la mesure , Théoremes er-
godiques de Birkhoff et Von Neumann, Suites uniformes, Théoreme ergodique pour les

suites uniformes.



ABSTRACT

Birkhoff’s ergodic theorem gives us information about the convergence of the sequence
n—1 .

of functions {rll Y foT'},>1 where (Q,,m) is a probability space, T : Q — Q is a
i=0

measure preserving transformation and f € L'(Q, B,m).

We are interested in studying the mean and pointwise convergence of the sequence
{ Z foTk i},>1 where {k;} is a strictly increasing sequence of positive integers. With
that goal in mind, we will define uniform sequences and study the pointwise conver-
gence for these sequences. We will also explore the possibility that there exists some
sequences {k;} for which the convergence of the sequence { Zl foTkl,~1 does not

occur. We will present a result of Alexandra Bellow that says that such sequences exist.

Finally, we will prove a result which establishes an equivalence between the notion of
LY cf(Thix)
a strongly mixing transformation 7', and the convergence of the sequence {%}

Y ¢
i=1

where {c;} is a sequence of “weights” which satisfies certain properties.

Keywords

Stationary processes, Measure preserving transformations , Birkhoff and Von Neu-

mann ergodic theorems, Uniform sequences, Ergodic theorem along uniform sequences.
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INTRODUCTION

La théorie ergodique trouve ses origines dans des problemes de physique statistique
étudiés dans la deuxieme moitié du 19¢ siecle, par entre autres Ludwig Boltzmann. Ces
problemes traitaient de la théorie cinétique des gaz. Boltzmann fut I’un des premiers
a formalisé en termes mathématiques les problemes physiques auxquels les chercheurs

faisaient face.

Ce fut cependant Henri Poincaré, en 1890, qui démontra le premier résultat d’enver-
gure de la théorie ergodique en mathématiques. Son résultat, communément appelé le
théoreme de récurrence de Poincaré, stipule que si I’on considere une transformation 7
qui préserve la mesure sur un espace de probabilité (,f,m) et un élément B € f tel
que m(B) > 0, alors pour presque tout élément x € B, x revient une infinité de fois dans

B sous les itérations de 7.

Il fallut par la suite attendre au début des années 1930 pour que d’autres résultats

d’envergure soient publiés. C’est alors que George David Birkhoff publia son important
résultat sur la convergence presque partout de la suite {% nil f(T'x)},>1. Peu de temps
apres, John von Neumann publia son résultat sur la con\l/;rgence dans L? des mémes
suites de fonctions. Son résultat était important, mais celui de Birkhoff étant encore plus
fondamental et ayant été publié¢ avant, c’est le théoreme de Birkhoff qui recut le plus

d’attention.

Fait historique a noter, des études historiques des correspondances de Von Neumann
démontrent que ce dernier prouva son résultat avant que Birkhoff ne puisse réussir a dé-
montrer le sien. Cependant, a 1’afftit du fait que Von Neumann allait publier son résultat
et connaissant déja le contenu de cet article, car Von Neumann lui avait fait état de ses
recherches auparavant, Birkhoff s’empressa de publier son article, sans donner le crédit

qui revenait 2 Von Neumann. Ce dernier fut irrité et une friction bien documentée s’ins-



talla entre les deux hommes. [&]]

Par la suite, au cours des années 60, plusieurs nouveaux résultats apparurent au su-
jet de la convergence en moyenne et presque partout de la suite {% f f(Tkix)} =1 ol
{k;} est une suite strictement croissante. En effet, des 1960, J.R. Bh;r:n et D.L. Hanson
publierent leur résultat qui établit une équivalence entre la convergence en moyenne des
suites de fonctions définies précédemment dans ce paragraphe et la notion de transforma-
tion fortement mélangeante. Ensuite, a la fin de cette décennie, en 1969, Antoine Brunel
et Michael Keane, utiliserent le théoreme ergodique de Birkhoff pour démontrer que si
I’on considere {k;} comme étant une suite uniforme, alors la suite {% f F(Thx)} s
converge presque siirement. Dans ce méme article, Brunel et Keane établgsent une équi-
valence, autre que celle démontrée par Blum et Hanson, entre la notion de transformation

fortement mélangeante et la convergence d’une certaine suite de fonction du type dont

nous avons parlé précédemment.

Comme c’est souvent le cas en mathématiques, au fil des années, la théorie ergodique
a eu des débouchés dans plusieurs autres domaines des mathématiques. C’est ainsi que
cette théorie est aujourd’hui étudiée dans des domaines tels que la géométrie, I’analyse
harmonique, les groupes de Lie et la théorie des nombres. En 2010, un mathématicien
israélien du nom de Elon Lindenstrauss a méme recu la médaille Fields pour ses travaux

en théorie ergodique.

Nous consacrerons le premier chapitre a 1’introduction aux théorémes ergodiques
de Birkhoff et Von Neumann et a quelques propriétés qui en découlent. Ensuite, au
deuxieme chapitre, nous présenterons le résultat de Blum et Hanson, ainsi que celui de
Brunel et Keane. De plus, nous présenterons le résultat d’ Alexandra Bellow sur la non-
convergence de certaines suites de fonctions. Finalement, au troisieme chapitre, nous

démontrerons le théoreme ergodique avec poids di a Brunel et Keane.



CHAPITRE 1
THEOREMES ERGODIQUES

1.1 Introduction

Le théoreme de récurrence de Poincaré et les théoremes ergodiques de Birkhoff et
Von Neumann sont les premiers résultats importants a avoir ét€ démontrés en théorie
ergodique. Nous allons d’abord donner les définitions nécessaires et ensuite présenter
ces théoremes ergodiques fondamentaux, ainsi que quelques résultats et propriétés qui

en découlent.

1.2 Définitions

Définition 1.1. Soir (Q;, Bi,m;), i=1,2, deux espaces de probabilité et soit

T:(Qq,B1,m) — (Qa,Br,m)

une transformation. On dit que T est une transformation mesurable si T~1(B;) C By. De
plus, on dit que T est une transformation qui préserve la mesure si T est mesurable et si

mi (T~ (By)) = my(B>) VB € P.

Exemple 1.1. Soit (Q,,m) un espace de probabilité et I :(Q,,m) — (Q,B,m) la
transformation identité, c’est-a-dire I(x)=x, ¥ x € Q. Alors, clairement I est une trans-

formation qui préserve la mesure.

Exemple 1.2. On peut également considérer le cas o Q = {®y, ..., 0, } est un ensemble
fini et T :Q — Q est une bijection. Alors, 6(Q), la G-algébre engendrée par Q, est
I’ensemble des parties de Q, souvent notée 2. En posant, m({@;} ):%, i=1,...n, il existe
une unique maniére d’étendre m a o(Q), disons m. En fait, si on note I’événement

Ei={w}, i=1,...n, 6(Q) = {U E;} o J est un sous-ensemble de {1,2,...,n}, alors,
JjeJ



m(U Ej) = ““9) Ainsi, 5i F € 6(Q),

jeJ
m(T~(F))=m(T~' (| E))) car F € 6(Q)
JEJF
=m( U Ej) car T est une bijection
jel
=m(|J E)) card(J )=card(Jr)
JEJF
= m(F)

Exemple 1.3. Soit S| le cercle unité, c’est-a-dire Sy = {e*™* : x € |0,1]}. Considérons

la transformation T :Sy — S définit par T (€*™) = 27i(x+a)

ot o € (0,1) et la mesure
de Lebesgue sur S1. On remarque en fait que la transformation T est une rotation d’un
angle 2 sur le cercle unité. Il est ainsi clair que la transformation préserve la mesure

de Lebesgue sur Sy, car cette mesure est invariante sous translation.

Exemple 1.4. Une famille tres étudiée de transformations qui préservent la mesure est
la famille des décalages de Bernoulli (“Bernouilli shifts”). Plusieurs types de tels déca-
lages existent, mais nous nous concentrerons sur un en particulier, le décalage de Ber-
noulli d’un coté ("one-sided Bernouilli shift"). Pour définir ce décalage de Bernoulli,
choisissons d’abord k > 2. Considérons le vecteur de probabilité (po, p1,-..., Pk—1) Ol
pi > 0Viet kil pi = 1. Considérons également I’ensemble mesurable Y={0,1,....k— 1}
ou chaque plozigt i a comme mesure p;. On peut alors considérer I’espace mesuré suivant
(Y,2Y, 1), oit 2¥ représente I’ensemble des parties de Y et | est une mesure sur cette
o-algébre. Nous pouvons alors construire I’espace produit (X,3,m) = ﬁ(Y, 2V u) et
définir la transformation T : X — X par T ({x,}) = {yn} ot y, = an.OIlfaut main-
tenant montrer que la transformation T préserve la mesure. Pour ce faire, on utilise le
résultat bien connu qui dit que si m(T~'(A)) = m(A) pour tout rectangle mesurable A,
alors ce sera également vrai pour tout B € B. Soit A = ﬁ A; un rectangle mesurable, ou
A; #Y (A; € 2Y) pour un nombre fini d’indices i et A; Z;OY pour le reste. On peut alors
considérer B=T~!(A) = ﬁOBi ou Biy1 = A; Vi. Alors, puisque W(Biy1) = W(A;) Vi, on
i—



a également m(A) = 1 w(A;) = 1 u(Biy1) =m(B) =m(T~'(A)). Ainsi, puisque m
AtY BiAY

et m(T 1) coincident sur les rectangles mesurables, on en conclut que la transformation

"shift" T préserve la mesure.

Parmi les transformations qui préservent la mesure, la famille des transformations er-
godiques est I’'une des plus étudiée. Ces transformations trouvent également leur origine

dans des problemes de physique statistique.

Définition 1.2. Soit (Q, B,m) un espace de probabilité et T :(Q, B,m) — (Q, B, m) une
transformation qui préserve la mesure. T est dite ergodique si ¥ B € B tel que T~ (B)=B

presque siirement (c’est-a-dire 15(x) = 1p(Tx) presque partout), m(B)=0 ou m(B)=1.

Exemple 1.5. Les transformations "shift" sont toutes des transformations ergodiques.

Démontrons le pour le cas que nous avons décrit a [’exemple 4.

Supposons d’abord que T~ (E)=E, oi E € B. Considérons également A comme étant
I’algebre des unions finies de rectangles mesurables. Alors, par un résultat bien connu,
pour € > 0, on peut trouver un A € A tel que m(ENA)<€. Mais, puisque E\A et A\E
sont disjoints, on a m(EAA)=m((E\A)J(A\E))=m(E\A)+m(A\E)<&. De plus,

m(E) —m(A)| = |m(ENA)+m(ENAS) —m(ANE) —m(ANEC)|

im(E\A) —m(A\E)|
< m(E\A)+m(A\E)

N

€

Puisque A est un élément de I’algébre des rectangles mesurables, on peut choisir n €
N tel que B=T"(A) ne dépende plus des mémes coordonnées que A. Alors, m(BNA) =
m(B)m(A) = m(A)?. Egalement, puisque T\ (E) = E, nous avons

mEAB)=m(TT"EAT "A)=m(EAA)<e¢



Remarquons maintenant que E N\ (ANB) C (E AA)U(E A B). En effet,

EAANB) = (ANB))U((ANB)\E)

E\
EN(ANB))U((ANB)NE")
EN(AUB))U(ANBNE")

(ENA)U(ENB))U((ANE°)N(BNE"))

N

NA)U(ENB )U(ANEC)U(BNE®)
NA)U(E AB)

(
(
(
(
(E
(E

Ainsi, m(E A (ANB)) <m(E AA)+m(E A B) < 2¢ et par le méme argument que
m(E)—m(ANB)| < 2&. Alors,

m(E) —m(E)*| < |m(E)—m(ANB)|+|m(ANB) —m(E)?|
< 2e+|m(A)? —m(E)
< 2e+m(A)|m(A) — m(E)| +m(E)|m(A) — m(E)|

4e

A

Puisque € a été choisi arbitrairement, on a que m(E) = m(E)? et donc que m(E)=0 ou

m(E)=1. On peut donc conclure que T est ergodique.

1.3 Théoréme de récurrence de Poincaré

Une des premiceres utilisations des transformations qui préservent la mesure a sans
nul doute été le théoreme de récurrence de Poincaré. Ce théoreme fut énoncé par Henri

Poincaré dans un papier publié en 1890.

Théoreme 1.1 (Théoréme de récurrence de Poincaré). Soit (2, 3,m) un espace de pro-
babilité et T :(Q,B,m) — (Q,B,m) une transformation qui préserve la mesure. Soit
E€ B tel que m(E)> 0. Alors, il existe FCE tel que m(F)=m(E) et pour tout x€F, on peut
trouver une suite d’entiers naturels ny < ny < n3 < ... telle que T" (x) € F pour tout

i>1.



Démonstration. Soit n>0 et considérons I’ensemble E, = G T~*E. Puisque nous vou-
lons considérer les éléments de E qui retournent une inﬁniktznde fois dans I’ensemble E
sous les itérations de T, il suffit d’étudier ’ensemble FF = EN ﬁ E, et de montrer que
m(F)=m(E).D’abord, montrons que pour tout élément x € F, ,Z);lopeut trouver une suite
croissante n; < np < n3 < ... telle que 7" (x) € F pour tout i > 1.

Soit x € F. Alors, par définition de F, on sait que x € ﬁ E, et donc qu’il existe une
suite strictement croissante {n;} telle que 7" (x) € E pounr t(())ut i. Egalement, pour tout i,
on a que T"(x) € E, pour tout n. En effet, 7" (x) = T" " (T"i(x)) € E, si on prend j
assez grand. On conclut alors que pour tout élément x € F, il existe une suite strictement
croissante {n;} telle que 7" (x) € F.

Il ne reste plus qu’a démontrer que m(F) = m(E). On remarque d’abord que 7~ ! (E,) =

E, 1 et donc, puisque T est une transformation qui préserve la mesure, on a que
m(Ent1) = m(T_l (En)) = m(Ey).

De cette égalité, on déduit que m(Eo) = m(E,) pour tout n. Egalement, de la maniére

dont on a défini les E,,, on a les inclusions suivantes :
Ey2E2E D ...

Donc, m( () E,) = m(Ey) et on conclut que m(F) = m(E(Ep) = m(E) car E C Ey
n=0

(Ey= U T"E=EU | T "E). 0
1

n=0 n—=
1.4 Théoremes ergodiques de Birkhoff et Von Neumann

Les premiers théoremes fondamentaux en théorie ergodique sont sans contredit, les

théoremes ergodiques de Birkhoff et Von Neumann. Le théoreme de Birkhoff, énoncé en
n—1 .

1931, concerne la convergence ponctuelle de la suite {% ; foT'},>1, alors que celui

1=
de Von Neumann concerne la convergence en moyenne de telles suites.

Théoreme 1.2. (Théoréme ergodique de Birkhoff [9]) Soit (Q,B,m) un espace de



probabilité, T :(Q,B,m) — (Q,B,m) une transformation qui préserve la mesure et
n—1
1 1 j o F o7l
feL (Q). Alors, - Eo f(T'x) converge presque partout vers une fonction f € L', c’est-
a-dire

lim — Zf (T'x) = f(x)

n—oo A
presque partout. De plus, foT = f presque partout et [ fdm = [ fdm.

Remarque 1.1. Remarquons d’abord que si T est une transformation ergodique, alors
f est une constante. En effet, soit A € B. Le théoréme ergodique de Birkhoff nous dit que
foT = f, et par conséquent, on obtient que f~'(A) = (foT)~1(A) = T~ (f~1(A)).
Puisque T est ergodique, on obtient alors que f~'(A) = 0 ou Q presque siirement et
donc que f est une constante. On peut alors déduire de 1’égalité [ fdm = J fdm que la
constante est f = [ fdm.

En fait, U'inverse est également vraie. Si f = [ fdm Vf € L', c’est-a-dire f est une
constante, alors T est ergodique. Pour le démontrer, considérons E € 3 tel que T~ (E) =

E et f = 1g. Alors, f = [ 1gdm = m(E) presque partout. Mais,

f(x) = lim - Zfo

n—oon !

= Ilim - ZIE Tx

n—oo n

= lim — ZIT

n—oo n

= Ilim - ZIE

n—oon !

= 1g(x)

Ainsi, m(E)=1g(x) presque partout, ce qui implique nécessairement que m(E)=0 ou

m(E)=1 et donc que T est ergodique.

Remarque 1.2. Une application plutdt intéressante du théoreme ergodique de Birkhoff
est qu’il permet de calculer explicitement la fréquence de retour d’un élément dans un

ensemble. Soit (Q, B,m) un espace de probabilité, T :(Q,3,m) — (Q, B,m) une trans-



formation qui préserve la mesure, x € Q et E € B. On remarque facilement que T'(x) € E
si et seulement si 1g(T'x) = 1. Ainsi, le temps moyen passé par les puissances de T jus-
qu’au temps n-1 dans E est donné par - Z 1£(T(x)). Par la remarque plus haut, on
observe que si T est ergodique, alors le theoreme ergodique de Birkhoff nous indique

que

lim — ZlE /1E Ydm = m(E)

n—oo n

Précédemment, nous avons donné la définition d’une transformation ergodique T. Le
théoreme ergodique de Birkhoff va nous permettre de caractériser ces transformations

d’une nouvelle manieére.

Corollaire 1.1. Soir (Q,B,m) un espace de probabilité et T :Q — Q une transforma-
tion qui préserve la mesure. Alors, T est ergodique si et seulement siN A, B € B on ala
propriété suivante :

—Zm T'ANB) — m(A)m(B) (1.1)

Démonstration. (=) Soit T une transformation ergodique et A, B € 3. En prenant f =

14, en appliquant le théoreme ergodique de Birkhoff et en utilisant la remarque 1.2 faite
n—1 .

précédemment, on obtient que 1 ¥ 14(7%(x)) — m(A) presque partout. En multipliant

i=0
de chaque co6té par la fonction indicatrice 15 on obtient que

n—1
; L 14(T)18(0) = m(A) 15(x)

Dénotons maintenant f,(x) = % Z A(T'(x))1p(x). On remarque que |f,| < 1 et puis-
qu’on travaille dans un espace de_probablhte (donc de mesure finie), on peut appliquer

le théoreme de la convergence dominée. On obtient alors que

/ Folx) dm — / m(A)15(x)dm
Q Q
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En effectuant I’intégration des deux co6tés, on conclut que

n—1
;l ;) m(T'ANB) — m(A)m(B)

lorsque n — oo.

(<) Supposons que la convergence énoncée dans le théoréme ait lieu. On veut véri-
fier que la transformation T satisfait aux conditions de la définition 1.2. Supposons donc
que T~'E = E ot E € B. Puisque la convergence a lieu V A, B € 3, on peut poser les
éléments A et B comme étant E. On obtient alors que

n—1 )
- Y m(T7'ENE) — m(E)m(E).
i
Donc, puisque 7~/(E) = E et que m(E) ne dépend pas de i, du coté gauche de 1’équation,
on a m(E), alors que du c6té droit, on a m(E)?. Ainsi, m(E) = m(E)? et on peut conclure

que m(E)=0 ou 1 et donc que T est ergodique. O

Définition 1.3. Soit (Q, B, m) un espace de probabilité et T :(Q, 3,m) — (Q,3,m) une
transformation qui préserve la mesure. On dit alors que T est faiblement mélangeante
(weak-mixing), si ¥V A,B € J3, 7}1_{1010%"21 im(T"ANB) —m(A)m(B)| = 0. Finalement, T
est dite mélangeante (mixing), ou palr?gis fortement mélangeante(strongly mixing), si ¥/
AB€p, r}ijlgom(T*”A NB) = m(A)m(B).

Remarque 1.3. On remarque que toute transformation mélangeante est également fai-
blement mélangeante et que toute transformation faiblement mélangeante est aussi er-
godique. En effet, ceci découle directement du fait que si {a,} est une suite de nombres

n—1
réels telle que 1im a, = 0, on a également que lim 1 'Y |a;| = 0 et donc nécessairement
Nn—o0 Nn—oo 1 i=0

n—1
que lim 1Y a; = 0. Dans notre cas, on prend a, = m(T"ANB) —m(A)m(B) et on

n—oo ZZO
obtient le résultat désiré.

Remarque 1.4. Précédemment, nous avons démontré de maniere plutot calculatoire que

la transformation "shift” était ergodique. Le théoreme ergodique de Birkhoff, a I’aide de
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la loi 0-1 de Kolmogorov [|10], va nous permettre d’en arriver au méme résultat, mais

de maniere plus efficace (et plus élégante).
En utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff, pour N < n, on a que
5 1 n—1 ) 1 n—1 )
fl)=lim =~ ) f(T'(x)) = lim — }" f(T"(x))
R e NN
presque siirement.

n—1 . ~
Si 'on pose X,(x) = L ¥ f(T'(x)) on a alors que f est mesurable par rapport a
i=0

N o(Xx : k > n). La loi 0-1 de Kolmogorov nous assure alors que f est constante
n=1
presque siirement et donc que T est ergodique.
Le prochain résultat fut d’abord prouvé par Von Neumann pour le cas p = 2, mais le

théoreme de Birkhoff permit d’étendre le résultat a tout p > 1.

Corollaire 1.2. (Théoreme ergodique de Von Neumann) Soit 1 < p < oo et T une trans-
formation qui préserve la mesure de I’espace (Q,B,m). Alors, si f € LP(m), il existe

une fonction f* € LP (m) telle que

lnfl

1= 2 AT ) = f* @)l — 0.
i=0
Le prochain lemme sera utilisé a plusieurs reprises ultérieurement, sans toutefois y

faire référence a chaque occurence.

Lemme 1.1. Soit f € L'(Q) et T :(Q,B,m) — (Q, B,m) une transformation qui pré-

serve la mesure. Alors, f et foT', oii > 1, sont identiqguement distribués.

Démonstration. Pour démontrer que f et f o T’ ont la méme distribution, il faut montrer
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mx€eQ: f(x) <a)=m(xeQ: f(T'(x)) <a),ouac R. Ainsi,

mxeQ:f(x)<a) = mxecQ:xe f1(]—o,a)
= m(T{xeQ:xef!(|—c,a)})
= mxeQ:Ti(x) e f'(]—,a))
= m(xeQ: f(T'(x)) <a)

]

Avant de poursuivre, nous allons introduire la notion de processus uniformément

intégrable. Cette notion nous sera utile ultérieurement.

Définition 1.4. Un processus stochastique X = (X,,),> est dit uniformément intégrable
Si

sup [ [Xu(x)] - 1qjx, (o)} (X) dm — 0
lorsque ¢ — oo,

Il est également possible de caractériser les processus uniformément intégrables dif-

féremment.

Lemme 1.2. Un processus stochastique X = (X,)),>1 est uniformément intégrable si et

seulement si les conditions suivantes sont satisfaites,
1) il existe K>0 tel que [ |X,(x)|dm <K, Vn > 1

2) ¥ &>0,30>0tel que m(A)<d implique que [|X,(x)|dm < €, ¥n > 1
A

Lemme 1.3. Soit f € L'(Q) et T :(Q,B,m) — (Q, B,m) une transformation qui pré-
n—1 .

serve la mesure. Si I'on pose Syf(x) = L' Y f(T'(x)), alors le processus stochastique
=0

n

(Suf)n>1 est uniformément intégrable.

Démonstration. Vérifions que les 2 conditions sont satisfaites. D’abord, puisque f € L!,
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on peut trouver K>0 tel que [ |f(x)|dm<K. Ainsi, pourn € N,on a:
Q

11’1—1

[1sirelam = [1L ¥ A7)
o o =0

n

171—1

)3 ! A7)

IN

n
< K
en utilisant le lemme 1.1.

Montrons maintenant que la deuxiéme condition est satisfaite. Pour ce faire, mon-
trons d’abord que {f o7/} ;> est uniformément intégrable. Dans ce cas, il sera plus
facile d’utiliser la définition 1.4. Remarquons d’abord que puisque f € L', pour £ > 0,

on peut trouver M assez grand tel que [ |f|dm < €. Mais, puisque T est une trans-

{If1>M}
formation qui préserve la mesure, nous avons que :

/ [foT/|dm = /IfoTj!'1{|fon|(x)>M}dm
{IfoTi|>M)

= [ flam

{lf1>M}
< €

Ainsi, puisque ceci est uniforme en j, nous avons que

sup (foT))(X)|- 1| foriya)|>c} (X) dm — 0
je

lorsque ¢ — oo. Nous avons donc que {f o T/} ;> est uniformément intégrable.

Le lemme 1.2 nous dit alors que Ve > 0, 36; > 0 tel que si m(A)<d;, ou A € B3, alors

/|foTj‘dm<8
A
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pour tout j € N.
Mais alors, pour A tel que m(A)<&,,

/WMsz/\ )| dm
A

lmﬂf Dl

IN

Puisque 7 a été choisi arbitrairement, on a que le processus (S, f),> est uniformément

intégrable. [

Remarque 1.5. Puisque (S,f)n>1 est uniformément intégrable et que S,f converge
presque siirement vers f, nous avons que Sy, f converge vers f dans L' [[10]. Nous avons
ainsi que le théoréeme ergodique de Von Neumann est vrai pour p=1. Il n’est cependant

pas possible d’utiliser ce résultat pour démontrer que le résultat est vrai pour p>1.
Procédons maintenant a la démonstration du théoréeme ergodique de Von Neumann.

Démonstration. Pour débuter, remarquons que si g est une fonction bornée et mesurable,
alors g € L? et le théoreme ergodique de Birkhoff nous dit qu’il existe g* telle que

lnl

=Y g1 — ¢ ()
i=0

presque partout. Puisque g est bornée, on a également que g* est bornée et par consé-

quent, g* € LP. Alors, | 1" g(T'x) — g*(x)|P — 0 presque partout et on peut utiliser le
1—0
théoreme de la convergence dominée pour conclure que

1= 1
||—Zg (T'x) —g" (x)[l, — 0.
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Ainsi, pour £>0, on peut trouver N(g,g) tel que si n>N(¢g,g) et k>0, on a

ln—l ) n+k—1 )
- Tix) — —— Tix)||, < €
Hni;)g( S R ;) g(T')|,

n—1 .

Soit f € LP et S, f(x) = % Y f(T'x). Afin de montrer qu’il existe une fonction f* telle
i=0

que désirée, il suffit de montrer que {S,f} est Cauchy car L? est un espace complet.

Remarquons d’abord que ||S, f||, < || f||,- En effet,

ln—l

IS f ), = HZ;)f(T"X)Hp

11’1—1

2 LTl

11’1—1

=, LIl
= If@ll,

IN

Pour £>0, on peut trouver g € L™ telle que || f — g||, < §. Ainsi,

||Snf_Sn+kf||p < ||Snf_Sng”p+ |’Sng_Sn+kg||p+ ||Sn+kg_Sn+kf||p
E

< E45,
424
€

si on prend k>0 et n>N(%,g). Alors, on a que {S,f} est une suite de Cauchy dans L? et
il existe donc f* € L? telle que ||S,.f — f*||, — 0.

Montrons maintenant que f*o7T = f* presque partout. Pour ce faire, il suffit de

remarquer que

T e ) ) — (Suf)(T) = L)

n n
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Alors, si I’on fait tendre n vers I’infini, nous obtenons que

. n+l1
Jim (——=(Sn+1f) (x) = (Suf)(Tx)) = 0,
ce qui implique que f*(x) = f*(Tx) presque partout. O

Remarque 1.6. Les fonctions f et f* que nous avons définies précédemment sont égales
presque partout. Pour le démontrer, montrons que || f — f*||1 = 0. D’abord, a I’aide de

I’inégalité du triangle, on a que

7= < N F=Suf I+ 118uf = [

YV n> 1. Puisqu’on a montré que {S,f},>1 est uniformément intégrable et que S,(f)
converge vers f* dans LP (donc dans L'), ¥ € > 0, on peut trouver N¢ tel que pour

n > Ng,

If=rlh<e

Puisque € est quelconque, on en déduit que ||f — *||; = 0. On peut donc conclure que

f = f* presque partout.

Remarque 1.7. Puisque nous avons la convergence de S, f vers f dans L' et que

| [Suf = Fyam < [ 15,5~ flam.

nous avons alors que

n—oo

lim [ S,fdm= /fdm
Nous utiliserons cette propriété a quelques reprises.

Remarque 1.8. Le théoréeme ergodique peut étre énoncé d’une maniere probabiliste.
Cette version du théoréme nous dit que f = E(f|J) presque partout, o J est la G-
algebre des éléments invariants par rapport a T. Cette conclusion se déduit de maniere
assez directe a partir des propriétés de l’espérance conditionnelle. D’abord, par défini-

tion de ’espérance conditionnelle, nous savons que [ fdm = [E(f|3)dm ¥ I € 3. De
1 1
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plus,

V' 1 € 3. Nous pouvons ainsi démontrer, en effectuant la derniere operation itérative-

ment, que ff( )dm—ff(T’( ))dm ¥ i>1. Ainsi, ff( )dm—f Z f(Ti(x))dm ¥V

n>1. Mazs puisqu’on a montre précédemment que les variables aleatozres Suf étaient

uniformément intégrables et convergeaient presque siirement vers f, on sait que

i 15 ran = i

Ainsi, nous avons que [ f(x)dm = [E(f|3)dm¥ I € 3. Puisque f est J-mesurable,
1 1

unicité de I’espérance conditionnelle nous permet de conclure que f = E(f|J) presque

partout.

Définition 1.5. Soit X, oitn > 1, des variables aléatoires définies sur ’espace (Q, 3, m).
On dit alors que le processus stochastique X = (X,,),>1 est stationnaire s’il satisfait la
condition suivante : ¥ r=1,2,... ¥ ny,...n, € N,V By,...,B, € Bg (les boréliens de R) et
VseN,

mxeQ: X, (x) €Biyi=1,....r) =m(x € Q: X +5(x) €Bi,i=1,...,r).

Lemme 1.4. Toute transformation qui préserve la mesure engendre des processus sta-
tionnaires. De plus, tout processus stationnaire génére une mesure qui préserve la trans-

formation "shift".
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Démonstration. (=-)Soit T une transformation qui préserve la mesure et soit X une va-
riable aléatoire sur (Q,3,m). Nous pouvons alors construire les variables aléatoires X,
suivantes : X, (x) = X (T"x). Définissons le processus stochastique X = (X;),>1. Mon-
trons maintenant que ce processus est stationnaire. Afin de le vérifier, considérons k €

N,teN,t,....tr, € Netay,...,ar € R. Alors,

k

m(Xll Sala"'7Xlk Sak) = m(ﬂ{xEQX(T[’(x)) Sai})
i=1
k

= m(ﬂ{x ceQ:xe Tft"(Xfl(] —o,a]))})
i=1
k

= m(T " (({reQixeTT(X (| —,a))}))

i=1

k
= m(ﬂ T " {xeQ:xe T_ti(X_](] —o0,ai]))})
i=1
k
= m((fxeQ:xeT " (X (| —,a)))})
i=1
k
= m(({x€Q: X(T"""(x)) < a;})
i=1
= m(th+r <ap,..Xyir < ak)

Ce qui démontre la stationarité de X.

(<) Montrons maintenant que tout processus stationnaire génere une mesure, disons
U, qui préserve la transformation "shift”. Soit X = (X;),>1 un processus stationnaire.
Considérons R = {{x ¢ R :Xp, € B1,...,Xs, €B,Joure N, ny,...,n € NetBy,...,B,
€ Br}. Alors, 6(R) forme une c-algebre sur R, Nous pouvons associer, a un élément
R €R,lamesure i(R) = m(Xy, € By,...,Xs, € B,). Puisque [i satisfait les conditions
du théoreme d’extension de Kolmogorov [6], on peut trouver u définie sur (RY, o(R))
qui prolonge fi. Si on pose que T est le “shift”, est-ce que T préserve la mesure ? Pour

le vérifier, on peut seulement le prouver pour R € R. La stationarité de X I’implique
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directement. Soit donc R € R,

(T '(R) = AT '(R))
= m(Xn, 41 €B1,....X,41 €B))
= m(Xy, €By,.... Xy, €B,)
= A(R)
= u(R)

]

Remarque 1.9. On remarque que le théoreme ergodique de Birkhoff généralise la loi
forte des grands nombres dans le cas ou les variables aléatoires sont indépendantes
et identiquement distribuées. On se rappelle que si (X,),>1 sont des v.a. i.i.d. définies
sur (Q,B,m) tel que X, € L'(Q), alors la loi forte des grands nombres nous dit que
w converge presque siirement vers E(X1). Remarquons d’abord que dans notre

cas, puisque les variables aléatoires sont i.i.d., le processus (X,),>1 est stationnaire. En

effet, Vre NVny,...n € NVBy,...B,€BretVIeN,

m(X,, € By,...,. Xy, €B;) = m(Xy, €By1)-...-m(Xy, €B,)
= m(an+l € Bl) Cae. 'm(an+] € Br)

= m(an-H EBl,--.,an_H GBF)

Ainsi, par le lemme précédent, et du fait que le “shift” soit ergodique, Birkhoff nous dit

n
que ,ll Y X, — [ X1dm presque sirement.
i=1 Q



CHAPITRE 2
THEOREMES ERGODIQUES POUR DES SUITES

2.1 Introduction

La convergence presque partout et en moyenne de la suite {%nil f(T'x)},>1 ayant
déja été étudiée, il serait intéressant d’étudier ces types de conver;:(r)lce, mais pour des
suites différentes de la suite des entiers naturels (i=0,1,2,...). C’est dans cette optique que
nous étudierons un résultat de J.R. Blum et D.L. Hanson qui établit le lien entre la no-
tion de transformation fortement mélangeante et la convergence en moyenne des suites.
Ensuite, nous définirons les suites uniformes et présenterons un résultat de Antoine Bru-
nel et Michael Keane sur la convergence presque partout de la suite {% lfl F(Tkx)} s

ol {k;} est une suite uniforme. Finalement, nous étudierons une famille de suites pour

laquelle le théoreme ergodique ne fonctionne pas.

2.2 Blum et Hanson

Le prochain résultat a ét€ démontré par Blum et Hanson en 1960 [3]]. L’intérét prin-
cipal de ce théoreme réside dans le fait que toutes les suites strictement croissantes de
nombres entiers positifs sont considérées, non seulement un certain sous-ensemble de

suites.

Théoréme 2.1 (Blum et Hanson). Soit T une transformation qui préserve la mesure.
Alors, T est fortement mélangeante si et seulement si pour toute suite strictement crois-

sante ky,kp, k3, ..., V1 < p < oo et pour toute fonction f € L (Q,3,m), on a
1 n
lim [|=Y f(T%x) - /fdm|pdm =0.
n—oo n:
o =l Q

Avant de procéder a la preuve du théoréme, nous devrons énoncer quelques lemmes

nécessaires a sa démonstration.



Lemme 2.1. Soit {C; ; : i, j > 1} une séquence bornée de nombres réels tels que lim C; ;=

0. Alors, lim - Z Cij=0.

n—>oo ’] 1

Démonstration. Soit €>0 et définissons C={sup |C; j|}. Puisque lim C;; =0, pour
ij il
notre € choisi, on peut trouver un M assez grand tel que |C; ;| < € pour |i — j| > M.

Choisissons maintenant n> M tel que w < €. On obtient alors que :
J I & I &
|n—2 Z Cjl < 2 Z |Ci.,j|+_2 Z |Ci7j|
i,j=1 li—jl<M li—j|l>M
2M+1)C
(2M + Z .
n
|l jl>M
< 2¢

]

Lemme 2.2. Soit T une transformation mélangeante et soit 14(x) la fonction caracté-

ristique de I’ensemble A. Alors, hm f| L Z 14(Tkix) — m(A)|>dm = O pour toute suite
i=1

strictement croissante d’entiers posztzfs {ki}.

Démonstration. Soit {k;} une suite d’entiers positifs strictement croissante. Dévelop-

pons I’intégrale suivante :

/|-21A (T¥x) —m(A)Pdm = /12 Y 1y (Thx) 14(TH50) — (A)%ilA(kax)
Q

i,j=1 i=1

— () 3 1T+ ()

j=1
1 & 1" 4
= 2 L [ onrt —2ma) 3 [t
1,]= 0 = 0
+ [ mlay
Q
1 n iy 1 n
= ﬁZm(T (AYNTki(A) ;

i,j=1 i=1



Mais, en développant le terme m(T % (A) N T~%i(A)) on remarque qu’il est équivalent
a m(T~%((A)NTk~ki(A))), en supposant sans perte de généralité que k; < k;. Mais T

étant une transformation qui préserve la mesure, on a que
m(T5((A) N T4 i (4))) = m(ANTH 55 (4)).
Ainsi, de maniere générale, nous avons que
m(T 5 ((A) N T4 i (4))) = m(AnT Kl (a)).

Avec la derniere égalité, on a alors que :

L TN T m ) = 3 ATt ) i)

H 0
lorsque n — oo, car T est fortement mélangeante et en posant

Ci;j =m(ANTW=kil(A)) — m(A)2.

)

]

Lemme 2.3. Le lemme 2.2 reste valide si on remplace la fonction indicatrice 14(x) par

n
une fonction simple f, c’est-a-dire une fonction du type f(x) = Y. ajla,(x), et si ’on
i=1
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remplace m(A) par [ f(x)dm. En d’autres termes,
Q

n—oo

Q

lim |% if(T"fx) —/f(x) dm|*dm = 0.
i=1 5

Démonstration. La preuve de ce lemme se base directement sur la preuve du lemme

précédent. Ainsi,

!|E§f(Tkix)—/f(x)dm|2dm -

/ /"%
[k

On sait, par le lemme 2.2 prouvé précédemment, que

n—oo

1 n
l. — ki — 2 s
im ’n ._E 14, (T"x) —m(Ag)|"dm =0
o) i=1
pour tout 1 <k < m.

En passant a la limite, on obtient :

n

1 & 1
li - Tki —/ dmPdm = 1 / 14, (T5ix) —m(Ag) > d
1mQ |n;f( X) Qf(x) m|~dm ngroloZak |nZ A (T5x) (Ap)|“dm

n—oo
i=1

m

— Zaknlgrolo |- ZlAk Ak)|2dm
k=1

=0
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]

Lemme 2.4. Le lemme 2.3 reste valide si on remplace la convergence L? par la conver-

gence Ly, on 1< p<es,

Démonstration. Pour p=1, le lemme se déduit du lemme 2.3 et de I'inégalité de Schwarz.

n
En effet, en posant ,(x) = 1 ¥ f(T%ix) — [ f(x)dm, ot f est une fonction simple, et en
i=1 Q

utilisant le lemme 2.3, on sait que i € L?(Q). Ainsi, puisqu’on travaille sur un espace de

probabilité, on peut utiliser I’'inégalité de Schwarz :

[im@dm = [ (o] 1dm
Q Q

IN
32
2
o=
\
=
—~~
3
»
=

Faisons maintenant le cas p>1. Considérons une fonction g mesurable et bornée,

disons par une constante K. Alors,

/!g(X)\”dP = /\g(x)|”dp+ / g(x)|P dP
Q

lgl<1 lg|>1
< [ lewlar+xr [ ap
lgl<1 lg|>1

< (1K) [Igw]ap
Q

La conclusion se déduit du cas p=1 que nous venons de démontrer et en notant que

si f est une fonction simple (ou étagée), alors

n

%Zf(T"x) —/fdP
Q

i=1

n
est uniformément borné en n. En effet, si f(x) = Y. a;14,(x), on obtient la borne sui-
i=1
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vante : |f(x)] < max |ag;| = c. Alors,

i=1,...n
n

LY st~ [rar < 1LY g+ [ ra
Q

i=1 5 i=1
< 2
Cette inégalité ne dépendant pas de n, on a ce qu’on veut. 0

Ces lemmes nous permettent maintenant de démontrer le théoreme de Blum et Han-

son.

Démonstration. (=) Soit T une transformation fortement mélangeante et p € N. Soit f
€ LP(Q,B,m) et {k;} une suite strictement croissante. Sans perte de généralité, on peut
considérer les fonctions positives seulement. Puisque f est positive, on sait qu’il existe
une suite de fonctions { f,,} croissantes qui convergent presque partout vers f, ¢’est-a-

dire lim |f,, — f| = O presque partout. Calculons maintenant I’intégrale suivante :
1y ki Iy ki Iy ki Iy ki
B WIS PP D WICABEES WA LS WAL
i=1 i=1 i=1 i=1
Q

— /fmdm+/fmdm—/fdm||p
Q Q Q

1 & , 1 & ,
EWICLOEED WA
i=1 i=1

IN

1 n
R P WAGEE / fwdm]+ / fndim - / fan,
i=1

IN

P MCETATARTNES WAL /fmdep
+ /fmdm /fdep

_ _ — ki
= I fm||p+||ni;fm(T ) ! fddml]
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b 1 [ fodm— [ gami,
Q Q

Mais ces trois derniers termes peuvent étre mis aussi petits que voulu. Il suffit de choi-
sir m et n assez grands. En effet, pour le premier terme, on sait que les fonctions f,
convergent presque stirement vers f. De plus, de la maniere dont nous avons choisi les
Jms |fm(x)| < fV x € Q. Ainsi, puisque f € LP et |f(x) — fin(x)|P < 2P|f(x)|?, alors
fm— f € LP. Par le théoreme de la convergence dominée, on conclut que V € > 0, on

peut trouver Ml(g) tel que
&
||f_fm||,0 < 3

pour m > M, (%) Pour le deuxi¢me terme, il s’agit d’utiliser le lemme 2.4. Alors, V € > 0,

on peut trouver N () tel que
< k: E
=Y fn(Tx) = | fndml|p < =
n = 2 3

pour n > N(%). Finalement, pour le dernier terme, on utilise la convergence monotone

et on peut alors trouver, V € > 0, un Mz(g) tel que

\/fmdm—/fdmy<§
Q Q

pour m > M(%). Donc, pour € > 0, en prenant m > max(M;(5),Ma2(%)) et n > N(5),

on obtient que

n k[ B
Iy XA ! fdm|, <

Mais € étant quelconque, nous obtenons ce que nous voulons.

(«<=)Supposons maintenant que toutes les conditions du théoreme soient vérifiées,

¢’est-a-dire que pour toute suite strictement croissante {k; }, pour tout 1 < p < e et pour
n

toute fonction f € LP(Q,B,m), on a lim [|1 ¥ f(T%x)— [ fdm|P dm = 0. Procédons

par contradiction. Supposons qu’il existe A et B € Q pour lesquels la propriété d’étre
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fortement mélangeante n’est pas vérifiée. Alors, il existe une suite croissante {k;} et un
€ > 0 tels que pour tout i entier positif, m((T~%A) N B) —m(A)m(B) > € > 0. Ainsi,
1y —ki

2i§lm((T A)NB) —m(A)m(B) > €.

Mais,

Par hypothese, le dernier terme tend vers O lorsque n croit vers I'infini. Ainsi, il est im-
possible qu’il existe A et B € Q pour lesquels la propriété d’étre fortement mélangeante

n’est pas vérifiée. Le théoreme est donc vérifié. 0

2.3  Suites uniformes

Nous allons maintenant introduire une famille de suites d’entiers naturels, nommée
les suites uniformes [4], pour lesquelles le théoréme ergodique pour les suites s’ applique,

c’est-a-dire

existe presque partout, o {k;} est une suite uniforme. Afin de définir ces suites, nous
considérons un espace métrique compact X, la collection H de tous les sous-ensembles
de Borel de X et un homéomorphisme ¢ de X tel que {¢"|n € N} est un ensemble
équicontinue de transformations. On entend par ensemble équicontinue le fait que Ve >
0,306 > 0 tel que si d(x,y)<0, ou X,y € X, on a alors que d(¢"x,p"y)<e, Vn € N. Consi-
dérons maintenant que X possede une orbite dense, c’est-a-dire qu’il 3 x € X tel que
W=X. On obtient alors que le systeme (X, @) est strictement ergodique, ¢’est-

a-dire qu’il existe une unique mesure invariante [ par rapport a @ telle que pour toute
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fonction continue f,
1 n—1

Y flo') — [ rau
n =
i=0
pour tout x € X. Nous appelerons un tel systeme (X,H, [, @) un systeme strictement
L-stable. Nous pouvons maintenant définir de maniere récursive le "¢ temps d’entrée

ki(y,Y) de y dans Y de la fagon suivante :

ki(3,Y) = min{i > 1|¢'(y) € Y}

et

ki(y,Y) = min{j > ki-1(»Y)|9’(y) €Y}.

Définition 2.1. Une suite ki, k>, k3, ... d’entiers positifs est dite uniforme s’il existe :
1) un systeme strictement L-stable (X,H,lL, Q)
2) unY € H tel que u(Y) > 0= pu(dY)

3) un point 'y € X tel que k; = k;(y,Y) pour tout i>1

A priori, il est difficile de savoir si, étant donné une suite, elle est uniforme. Il est
cependant possible de construire des suites uniformes. Si I’on prend X comme étant le

cercle unité, ¢ une rotation d’un angle o incommensurable a 27, c’est-a-dire tel que

21
o

est irrationnelle, i la mesure de Lebesgue sur S', Y un intervalle sur le cercle et y
un point quelconque sur le cercle, alors, la suite créée par les temps d’entrée de y dans
Y avec les itérations de ¢ est uniforme. En effet, puisque & est incommensurable a 27
et que @ est une rotation, alors la propriété de densité est vérifiée pour tout élément du
cercle unité et la propriété d’équicontinuité de ¢ est également satisfaite. La premicre
des trois conditions est donc satisfaite. Pour la deuxieme condition, puisque Y est un
intervalle, alors u(Y) > 0 = u(dY). Finalement, pour la troisi¢me condition, la pro-
priété de densité nous assure que pour tout €lément y du cercle unité, il existe ky tel que
@*1(y) € Y. Le théoréme de récurrence de Poincaré nous assure alors qu’il existe {k;}i>1

tel que @%i(y) €Y Vi > 1. La troisieme condition est donc vérifiée et {k;};>1 est une suite

uniforme.
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2.4 Théoreme ergodique pour les suites uniformes

n
- . . . . 1 k;
Voici le résultat principal sur la convergence presque partout de la suite { i; f(Trx)}
ol {k;} est une suite uniforme. Il s’agit du résultat principal de I’article de Brunel et

Keane.

Théoréme 2.2. Soit f€ L' (Q, B,m), soit ky,ky, ks, ... une suite uniforme et T une trans-
. Lo TR TN | n ki . )
formation qui préserve la mesure. Alors, f(x) = nlglolo - El f(T%(x)) existe presque par:

toutet f € L.

Démonstration. Par hypothese, on a que ki,kp,k3,... est une suite uniforme. Il existe
donc un systeme L-stable (X, H, u,@) et un couple (y,Y) qui satisfont toutes les condi-
tions pour les suites uniformes. Le systeme (X, H, i,@) sera utilis€ comme un systeme

auxiliaire, dont la seule utilité sera de faciliter la démonstration du théoréme.

Soit €>0. On peut alors trouver des sous-ensembles ouverts de X, qu’on notera Y /,

Y etW qui satisfont ces 4 propriétés :
hycycy'

) uy' —vH<e

3)yeWw

4 VX EW, 1,(¢"x) < 1y (9"y) < 1,n(¢"x)

En prenant J et 8 assez petits, on remarque que les ensembles suivants satisfont les

4 propriétés ci-haut :
Y ={xeY|d(x,dY) > 8}
Y ={xeX|dxY) <8}
W={xeX|dxy) <8}

En effet, il est évident que de la maniere dont Y et Y" ont été choisis, ils satis-
font aux propriétés désirées. Pour W, un peu plus de travail va étre nécessaire. En fait,

c’est I’équicontinuité de 1’ensemble {@"|n € N} qui nous garantit que W satisfait aux
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propriétés voulues. Si ’on choisit § < & et x € W, alors d(x,y) < & et par équi-
continuité, d(@"x,"y) < & ¥ n. Ainsi, si "y € Y, alors 1y(@"y) = 1 et du fait que
d(@"x,@"y) < &', on a également que 1, (¢"x) = 1. De méme, si ¢"y ¢ Y, on obtient
que 1y (@"y) = 1,/(¢"x) = 0. La propriété 4) est donc vérifiée.

Considérons maintenant 1’espace produit suivant : (Q/,ﬁ/,m/)=(Q,B,m)><(X,H,/.L).
Définissons également la transformation suivante : T:Q —@Q par T/(w,x) =(Tw,px)

ouwe Qetx € X.

Remarquons d’abord que T préserve la mesure. Puisque [3, est la o-algebre produit,
on sait que §’ = 6(R) ot R = {A x H)|A € B et H, € H}. Soit R’ un rectangle mesurable.
Alors, on a R'=A x H; pour un certain A € 3 et H; € H . Ainsi,

m (TN (R)) = m(T"'(AxH))

= m(T7'Ax ¢ 'Hy)
= m(T'A)x u(o'Hy)
= m(A) x u(Hy)

= m (A xH)

/ /

= w(R)

Choisissons maintenant une fonction f € L! et sans perte de généralité, choisissons

f >0. Nous pouvons alors considérer les fonctions suivantes :
D) glox)=f(w)ly(¢"x)

2) g (@x)=f(0)1y(¢")

3) g (0.0=f(0) 1y (")

Puisque f € L'(Q, B,m), on remarque que ces trois fonctions sont dans L, B ).
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De plus, I’inégalité 4) et la positivité de f, impliquent que
f(0)1,(¢"x) < f(@)1y (9"y) < f(@) 1y (9").

Puisque T préserve la mesure m’, le théoréme ergodique de Birkhoff nous assure
— no, . . — ) no, . .
que les fonctions g'(w,x) = lim 1 ¥ ¢ (T'w, ¢'x) et g'(w,x) = lim 1 ¥ ¢ (T'w, ¢'x)
n—ee =] n—ee o]

existent presque partout par rapport a la mesure m.

Il est parfois difficile de montrer explicitement qu’une limite existe. Nous essaierons

donc de montrer que la lim sup est égale a la lim inf. Définissons

S(w) = S(w,y) = limsup — Zg (T'w, ¢'y)

n—oo l

et

1 & ; ;
S(@) = S(,y) = liminf - Y ¢(T @, ¢'y).
e
Avec les inégalités précédentes, on remarque que
¢ (0.0) <S(0) <5(0) <(0.2)

Calculons maintenant 1’intégrale suivante :

/Edm’: /[’}ggolif(T ®)1,(¢'x)m (d(@ x x)) par définition
QxW QxWwW iz
:,}grolo [lif(T.a)) ((px)]m( (o xx)) par Von Neumann
aw i
_,mnzb/ FT @)1, (@'x)m(do)p (dx)
T QxW

n—oon

= hm 71 /f T'w (da))W/IYI((px)u(dx)]
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1 & .
= lim — Z [/f(a))m(da)) / 1, (¢'x)u(dx)] car T préserve la mesure m
S 1%
- ; . :
= [ fdm lim — Z / 1, (@"x) 1w (x) 1 (dx) car /fdm ne dépend pas de i
e
X

= [ samim 13" [ 1,001 ()pa(a)
i=135
:/fdm/1Y/ (x)u(dx)/lw(x)u(dx) car @ est ergodique
X X
— uW)u (') [ fam

Similairement, on a que [ ?dml = .U(W)H(Y”) [ fdm.
QxW

Avec les inégalites plus haut, on remarque trivialement que

S(0)—S(0) <¢'(0,x) — ¢ (,%).

!

Ceci étant vrai pour tout @ € Q et x € W, on peut intégrer et on obtient :

[B@)-s@)in = — [ (@) -s@)dn
Q

IN
—
N
|
=
3

Mais € étant arbitraire et f > 0, on a que [[S(®) — S(®)]dm = 0. Puisque

S(w) > S(w) = () —S(0) =0 = S(0) = (o)
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Puisque les limites supérieure et inférieure sont égales, la limite existe presque par-
tout. Ainsi, S(®) = hm Z g(T'®, ¢'y) existe presque partout par rapport 2 m. Par la

définition que nous avons donne a la fonction g, on obtient que

S(@) = lim - Zf (T w) 1y (¢y)

n—oo n

= hm—Zf

TN k<n)

Nous savons maintenant que la fonction S existe presque partout, pour f dans L!.
[{ilki<n}|
n

Ainsi, en posant f = 1, on remarque que lim existe. On a montré précédemment
n—oo

que g(w,x) < S(w). En posant f = 1, on obtient que

g(w,x) = lim- Zf (Thw)1, (¢'x)

n—oo n

= lim-) 1,
n—oo n Z
Mais, on a montré plus haut que puisque ¢ est une transformation ergodique, alors
n
. 1 i / . < /
r}glgo - El 1,(¢'x) = u(Y") et est donc strictement plus grande que zéro car ¥ est un

\{Iz, H

ouvert. On peut donc conclure que lim

n—o0

existe et est strictement plus grande que

ZEro.

Par ce qu’on a fait précédemment, on sait que lim Wnﬁ’t}l . % Y f(Thw) existe
n—oo L= ;
{ilki<n}
presque partout. En simplifiant 1égerement cette derniere expression, on obtient que

lim W Y f(Thw) existe presque partout. Définissons,
Nn—soo 1> .
{ilk;

|ki<n}

%)~y L, ST

ki<n}

et

:
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On remarque que la suite {X, },> est une sous-suite de {Z, },>;. Puisque Z, converge

presque partout, on a également que X, converge presque partout. Ainsi,

f(w) = lim — " Z (T
existe presque partout. De plus, puisque f < ?(a),x), que z € L! et qu’on avait supposé
la fonction f positive, on peut conclure que f € L.

]

2.5 Mauvaises suites universelles

Précédemment, nous avons trouvé une famille de suites pour laquelle le théoreme
ergodique pour les suites fonctionnait pour toute transformation qui préserve la mesure.
Nous n’avons cependant pas éliminé la possibilité que ce théoreme ergodique soit valide
pour toutes les suites, ¢’est-a-dire que pour toute suite croissante {k;} et pour toute trans-
formation T qui préserve la mesure, la convergence de la suite {1 {‘, F(Tkx)},>1 ait lieu
presque partout. Ulrich Krengel [7] fut le premier a démontré (I]Tlle certaines suites ne
fonctionnaient pas. Nous présenterons cependant la preuve diie 2 Alexandra Bellow [1]].
Nous montrerons qu’il existe des suites croissantes et des transformations pour lesquelles
la convergence presque partout n’a pas lieu. En fait, nous allons définir les suites lacu-

naires, les mauvaises suites universelles et montrer que ces suites lacunaires sont des

mauvaises suites universelles.

Pour ce qui suit, nous allons toujours considérer que la suite k = {k;} est stricte-
ment croissante et que T :(Q, B,m) — (Q,3,m) est une transformation qui préserve la
mesure. Définissons maintenant certaines quantités qui vont nous étre utiles lorsqu’on
voudra montrer que les suites lacunaires sont des mauvaises suites universelles. Soit n €

Net f € L'(Q). Posons :

Toaf(x i (Tkix) (2.1

i=1

:I*—‘
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De plus, pour A > 0, posons :

Meo(k, T, f)(x) := sup | T, f (%)]

neN
Ew(lﬁavaa}L) = {X:Mw(ka Taf)(x) > l}

etpourg € N

Myeo(k, T, f)(x) := sup|Tp i f(x)]
p=q

E‘]7°°(]£7 T7f7}L) = {X : Mq,w(lﬁ, Tuf)(x) > A}

Définition 2.2. Soit T :Q — Q une transformation qui préserve la mesure. On dit que

T est apériodique si pour tout n € N, m(x : T"(x) = x) = 0.

Nous énoncerons maintenant, sans démonstration, un théoreme dia a Jean-Pierre

Conze, (publié en 1973), qui démontre une inégalité maximale faible. [2]

Théoréme 2.3. Pour toute suite k, il existe une constante minimale C(k) € |0,00] qui

satisfait I’inégalité suivante :

pour tout T, f € L' et A > 0. De plus, C (k) < oo si et seulement s’il existe une transfor-

mation T apériodique telle que 1im T, ; f (x) existe presque partout pour toute fonction
n—oo -

felLl

Définition 2.3. Une suite k est dite mauvaise universelle si C(k) = oo. En d’autres termes,
k est une suite mauvaise universelle si pour toute transformation apériodique , on peut
trouver une fonction f € L' pour laquelle la convergence de {T.xf(x)} n’a pas lieu

presque partout.

Avant d’énoncer le théoréme sur les suites lacunaires, nous énoncerons un lemme

qui sera utile pour la démonstration du théoreme principal.

Lemme 2.5. [[/|] Soit n € N et {k;} une suite qui satisfait la condition suivante : ]% >
1

n+ 1 pour toute valeur de i suffisamment grande. Alors, pour toute valeur g € N et pour
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tout € > 0, on peut trouver une transformation T qui préserve la mesure et un élément B

€ B oum(B) < % tels que m(Ey o (k,T,1p,1 —€)) = 1.

Définition 2.4. Soit {k;} une suite. Elle est dite lacunaire s’il existe un certain A tel que

%zl>lw

Théoreme 2.4. Soit k = {k;} une suite lacunaire. Alors, C(k) = oo et donc k est une

mauvaise suite universelle.

Démonstration. Soit p € N. Puisque A>1, on peut choisir un certain r € N tel que :
AT>p+1>A11 (2.2)
Considérons maintenant n = {n;} une sous-suite de k définie de la fagon suivante :
ni = kir

On remarque alors que la suite n que nous venons de construire satisfait les condi-

tions du lemme 2.5 que nous avons énoncé précédemment. En effet,

nict Ky
ni ki
_ ke ket kiea
kisy—1 Kirnyr—  kir
> A
> p+1

pour tout i € N.

Remarquons également que pour une transformation T et une fonction f € L'(Q),

ou f est positive, on a :

1
[

1

1

l 1 l
f(T4(x) = r P F(T5(x)
=1 =1
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pour tout élément x € Q. Avec la définition (2.2) donnée précédemment et 1’inégalité

que nous venons d’établir, on remarque que :
M‘x’(ﬂ? T,f)(X) S r'M‘X’(lﬁ7 T,f)(X) VX € Q

On applique alors le lemme 2.5 a la suite n en prenant g=1 et 0<e<1. On peut alors
trouver une transformation T qui préserve la mesure et un élément B € B qui satisfait

m(B)< % tel que : m(Eq(k,T,1p,1—¢€)) = 1.

Ainsi, puisque toutes les conditions pour les inégalités qu’on a étudiées plus haut sont
satisfaites, on sait que Mw(n,T,1p)(x) < r-Mw(k,T,1p)(x). Alors, avec les définitions

données précédemment, on peut conclure que
1
Ew(n,T,1p,1 —€) CEw(k,T,15,—(1—¢))
r

et donc que

m(Ew(k,T, 15, (1-€))) = 1.

De plus, par le théoréme 2.3 énoncé plus haut, on sait qu’on peut trouver C(k) € ]0, 0]

tel que pour tout A > 0 :

A-m(Ew(k,T,1p,A)) < C(k)- [|1g]l1 = C(k) -m(B) < C(k)-

SN

Puisque la derniére inégalité est vraie pour tout A > 0 et en prenant A = (1 — €) pour
avoir m(Ew(k, T, 15,2 (1 —€))) =1, on obtient que +(1 —¢&) < C(k)- 1% En faisant tendre

€ vers 0, on obtient que C(k) >

%. Mais, au début de la démonstration, on avait pris p un
entier positif quelconque. Regardons le comportement de 4 lorsqu’on fait tendre p vers

I’infini. D’abord, on se rappelle que r est un entier positif tel que A" > p+1> A"l et
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donc que r dépend de p. En manipulant légerement la derniere inégalité, 1’inégalité peut

se réécrire
logA 1 logA

log(p+1)+logh SyS logp+1

et en multipliant le tout par p, on obtient alors

plogA P plogA

log(p+1)+logA r ~ logp+1

R T . . plogA _
De cette derniere inégalité et du fait que ,}E& Tog(p1)Hogh — % On peut conclure que
lim £~ = co et par conséquent, que C(k) = oo. H

pﬂoo



CHAPITRE 3
THEOREME ERGODIQUE AVEC POIDS

3.1 Introduction

Précédemment, nous avons étudié deux types de théoremes ergodiques. Premicre-
ment, le théoreme ergodique de Birkhoff, qui concernait la convergence presque par-
tout d’une suite, et deuxicmement, des théoremes ergodiques pour les suites. Il existe
également une autre catégorie de théoremes ergodiques, les théoremes ergodiques avec
poids. Pour ce type de théoreme ergodique, nous étudions la convergence de la suite
{% ;:g a;if(T'x)} ou d’autres suites qui s’y apparentent. Le prochain résultat établira un
lien entre la notion de transformation fortement mélangeante et la convergence d’une

certaine suite de ce type.

3.2 Théoreme ergodique avec poids pour les suites croissantes

Avant d’énoncer le théoreme, définissons quelques quantités utilisées pour ce théo-
réme. D’abord, considérons fi, f>, ... des fonctions dans L'. Nous pouvons alors définir

les fonctions suivantes :

Fo=0
F, = sup Zﬁ
1<m<n j—
et
gn:Fn Fnl

pour n > 1. Ainsi, on a que F; = Z giet0<g,= 1nf ( Z fi)". Avant de poursuivre,
i=1 msn - ji—m

démontrons cette derniere égalité.

Remarquons d’abord que F,,_| < F,,. Ainsi, si F,, =0, F,_; =0et F,, — F,_1 = 0. Dans ce

cas, nous aurons que ( fi + f> + ...+ f,) " =0, et donc que g, = 0 également. Maintenant,
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si F, > 0, deux cas peuvent survenir :

1) Fn:f1+f2+...+fk ouk<n—1

2) Fhi=hHh+ ot ..+ fa

Dans le premier cas, on a nécessairement que F,_; = F;, et donc que F,, — F,_1 = 0.
Alors, de la définition de F;, nous devons avoir que f, + f,—1 + ... + fr+-1 < 0, et donc
que g, = 0.

Dans le deuxieme cas, deux possibilités peuvent survenir. Cette premiere possibilité est

que F,_1 = 0. Dans ce cas, F, — F,_1 = f1 + fo + ... f,- Montrons alors que g, = f1 +

J2+...fa. Supposons le contraire et supposons qu’il existe k > 1 tel que

(fot ot f)T<fittfa

Puisque F,,_1 =0,onaque f|+...+ fr_1 <0. Ainsi,

fi+o+fh < fittfa
(fet ot fu)©
fl +‘|—fn

IN

A\

ce qui est une contradiction. Nous avons donc que g, = f1+ ... + f.

Il ne reste plus maintenant qu’a démontrer 1’égalité dans le cas ou F;,_| = fi + ...+ f; ou
k < n.Dans ce cas, nous avons que F, — F;_1 = f,+... + fx+1. Montrons que g, est égale
a cette derniere expression. Pour ce faire, procédons par contradiction et supposons qu’il

existe un entier / <ntelquen—1[#k+1 et

(fot ot fom) ™ < fat oot frrr

Sans perte de généralité, supposons que n —[ > k4 1. Alors, nous avons que

fn+-"+fn—l < fn+...+fk+l>
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ce qui implique que

Jer1+ o+ fami-1>0.

Il y a donc contradiction avec le fait que F,,—1 = f1 + ...+ fr. car fi+ ...+ fu_1—1 >
n
f1+ ...+ fr- Nous avons donc démontré que g, = iréf( Y i)t

Posons maintenant

D ={c|c=(cp)n>1, cn > cpny1 > 0Vn, Zci diverge}.
i=1
Théoreme 3.1. Soit T :(Q, B,m)— (Q,3,m) une transformation qui préserve la me-
sure. Alors, T est fortement mélangeante si et seulement si pour toute suite croissante

{k;i}i>1 et toute fonction f € L' (m), on peut trouver un c € D tel que

¥ cif (Th(x))
lim =l - = /fdm
" Y o)

pour presque tout x € Q.

Afin de démontrer ce théoreme, deux lemmes seront énoncés. Nous énoncerons le

premier lemme sans démonstration [7]], alors que le deuxieme sera démontré.

Lemme 3.1. Soit c € D. Alors, pour les fonctions f; et g; définies précédemment,

n n
Y cifi X cigi
limsup = < limsup =1

n
oY " Y ¢
= i1

Lemme 3.2. Soit (4 n)mn>1 des réels tels que :
1) pour n fixé, {am,} est croissante en m
2) pour m fixé, {amn} décroit vers 0 lorsque n croit

Alors, il existe un c € D tel que ), cia,,; converge pour tout m.
i=1
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Démonstration. D’abord, on remarque que si la deuxieme condition est satisfaite, alors
les éléments a,, , sont positifs. De plus, cette méme deuxieme condition implique que

n
% Y. apm,; — 0 lorsque n croit vers I'infini, pour toute valeur de m.

Procédons maintenant a la preuve du lemme. Posons ng = 0 et choisissons ensuite
ny > 1 tel que pour n > ny, on a Z ap,; < 2 Ensuite, de maniere récursive, si ’on a
déja défini n) <np < ... < n;, on deﬁmt ni+1 comme un entier plus grand que n; tel que

ni+1 —n; > n; —n;_1 et pour lequel si n > n; | et m=0,...,1,

1 n—1 |
Z A i < 2- (i+1)
n—n; =
. L 1 _ _ 1
Posons maintenant ¢| = ... = ¢, -1 = np CLCn = o =Cpppy -1 = L ]

Rergadons si ¢ = {c¢;};>] est bien un élément de ’ensemble D. Premi¢rement, de la

facon dont la suite a été construite, elle est clairement décroissante. De plus,

oo oo 1
Zci = Z(”iﬂ —n;)-
i=1

njy1 —n;

Finalement, il ne reste plus qu’a démontrer que ). c;a,,; converge pour tout m. Pour
i=1
étudier cette somme, nous allons la séparer par blocs et regarder ce qui se passe :

o I’l‘_H*l
Y ciami =Y, Z Chllm
j i=1 k=n
o 1 n,-+171
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pour toute valeur de m.

Démonstration. (=) Soit T une transformation fortement mélangeante, {k;} une suite
strictement croissante et f € L!. Sans perte de généralité, on peut supposer que [ f dm=0.

Définissons maintenant la fonction suivante :
A TG, S R L

Comme nous I’avons fait au début du chapitre, construisons de maniere identique les

l(m) a I’aide des fonctions fl.(m) que nous venons de définir. Remarquons

fonctions g
d’abord que [ fn(m) dm = =27 < (0. Montrons maintenant que le fait que T soit for-
tement mélangeante et que I’intégrale que nous venons de calculer soit négative im-

pliquent qu’en utilisant le théoréme de Blum et Hanson, on obtient lim [ gﬁ,’”) dm = 0.
n—oo

Par définition, g\ = inf (¥ £"))*. Ainsi,

m<n - j—my

m), _ (m)y+
/gn dm = /nlg(i;mﬁ )" dm

A
—
M: |
h

3

—

Ny

N

n
ou Ay ={¥ /" >0},
1=
Par le théoreme de Blum et Hanson énoncé au chapitre précédent, on sait que
im [ |2 if.(’") +27"|dm = 0.
e o 3
Puisque

Ly o) —m Ly 0m) | om
|/;i;fi dm—/—2 dm]ﬁ/];i;fi 2" dm — 0
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n

lorsque n — o0, on a que [1 ¥° fl-(m) dm — [ —27"dm pour tout élément A dans la
A=l A

o-algebre. De maniere équivalente, on peut dire que V € > 0, 3 N tel que V n > N¢

1 n
sup]/—Zfi(m)dm—/—Z_mdm\ <e.
Ay st A

Soit £>0 et considérons le N, correspondant trouvé précédemment. On a alors que :

1 1 m —

|/—Zfl.( )a’m—/—Z " dm| < € ¥n > Ne
n ;=

A, Ay

Alinsi,
1 n

o< [ Y Mdme 2 m(a,) <€ Vn > Ne

i iz
—£-2".m / Zf dm < e—2"-m(A,) Vn > Ne

Mais, f ): f ) dm > 0. 11 faut donc également que € — 27" -m(A,) > 0, ¢’est-a-dire,
A, =
m(A,) < 55 . Puisqu’on a choisi € arbitraire et m fixe, on doit nécessairement avoir que

lim m(A,) = 0. Ainsi,
/gﬁ, —/gn +/gn =

n—o0

car g") = 0 sur AC.
(m) -
. Mais

Par conséquent, | g,(1 =/ gn < f | fn
Q A,

puisque f,Em) =Tki(f—27") =Tk f— 27" alors

/|f,£”’)|dmg/|Tknf|dm+2—m-m(A,,).
A, A,
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On a que f € L! et que T est une transformation qui préserve la mesure. Alors, par
le lemme 1.1, T% f et f ont la méme distribution. Ainsi, par ce que nous avons fait
dans la preuve du lemme 1.2, pour tout 6 > 0, on peut trouver Ng assez grand tel que

[|T% f|dm+2""-m(A,) < & pour tout n> N5. On peut conclure que pour tout § > 0,
Ap

3 Nj tel que fg,(lm) dm < 8,V n> Ny et donc que
Q

lim [ g™ dm=o0.

n—oo

Q

On veut maintenant utiliser le lemme 3.2 que nous avons démontré précédemment. Pour
ce faire, définissons
m
A = SUp g(- )dm
’ , J
jzn
Vérifions que les a,, , satisfont bien les hypotheses du lemme. D’abord, lorsque m est
fixe, par ce qu’on vient de faire ci-haut, on a clairement que a,;, , décroit vers 0.Lorsque

n est fixe, montrons que a,, , < A1, € est-a-dire que

sup gg.m)dmgsup g

i>n i>n
JZ O JjZ o

(m+1)
j dm.

Pour ce faire, remarquons d’abord que fi(m) < fi(mﬂ) . Puisque ceci est vrai pour tout i

entier naturel, nous avons également que

En prenant I’infimum sur les entiers positifs k inférieurs a n, nous obtenons que

) < )

Vv n € N. Cette fois, en prenant le supremum sur les entiers j supérieurs a n, nous obte-
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nons que

Ay = SUP gﬁ.m) dm<sup [ g

~n ~n
JZ O JZ O

(m)

+1
j dm = api1

ce qui démontre ce que nous voulions.
Puisque toutes les hypotheéses du lemme 3.2 sont vérifiées, on peut 1I’appliquer et on sait

qu’il existe un ¢ € D pour lequel ). c;a,,; < o pour chaque m. Mais alors,
i=1

Zciamyi = Zcisup g&m)dm
i=1 i=1 Jj=i

> ici/g,(m) dm
i=1

=1

~

ce qui implique que Y, c,-gl(m) < oo presque partout. On peut appliquer le lemme 3.1 et
i=1

on obtient alors que

n n
Y aThf )y cif "
limsup ’:ln— = limsup lzln— +27™
Yo XY
i=1 i=1
n
)y Cig,(m)
< limsup lzln +27"
Y
i=1
— om

presque partout. En effectuant les mémes calculs avec — f au lieu de f, on obtient que

n

Y Tt f
liminf = > 27"
n—oo

i=1

presque partout. Mais puisque toutes ces inégalités sont vraies pour toutes les valeurs de
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m, on conclut que

n
Y aThf

lim = =0

n—so00
i=1

(<=)Pour démontrer le théoréme dans 1’autre direction, on va procéder par contradic-

tion. Supposons que pour toute suite croissante k; et toute fonction f € L, il existe ¢ €

D tel que

presque partout, mais que T ne soit pas fortement mélangeante. Alors, il existe E et
F € B et une suite croissante k; telle que ,}I_IEO m(T " ENF) existe mais est différente
de m(E)m(F). En effet, deux possibilités peuvent se produire. Premi¢rement, la suite
{m(T~'ENF)};>1 converge, mais vers une constante différente de m(E)m(F). L autre
possibilité est que cette méme suite {m(T ENF)};>; diverge. Dans les deux cas, on
peut trouver une suite {k;} qui nous assure que r}l_l’)rolo m(T~%ENF) existe mais est dif-
férente de m(E)m(F). Dans le premier cas, c’est évident, mais dans le deuxieme cas, il
faut utiliser la propriété de Bolzano-Weierstrass. Cette propriété affirme que sil’on a une
suite quelconque bornée, ce qui est notre cas, on peut en extraire une sous-suite conver-
gente. A priori, il n’est pas exclu que cette nouvelle sous-suite converge vers m(E)m(F),
mais si c’est le cas, on peut supprimer de la suite initiale tous les termes de cette nouvelle
sous-suite et on va pouvoir en extraire une nouvelle sous-suite qui elle convergera vers
un terme différent de m(E)m(F). Maintenant, pour la fonction identité de E, 1g et la

séquence utilisée précédemment, on peut trouver ¢ € D tel que

presque partout.
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. . i§1 CilT?kiE(x) . , . ,
Remarquons maintenant que la suite { =—————1},> est uniformément intégrable.
Yo B
i=1
Avant de débuter, afin de simplifier la notation, posons

n
.21 cilptp(x)
=

Regardons si la premiere condition pour I’'intégrabilité uniforme est satisfaite. Nous

avons,

n

.glci“T_kiE(x)l
X, (x)] < =
Y ci
i=1
n
_Zlci
l:
< =
Y ¢
i=1
= 1

Ainsi, la premiere condition est vérifiée. Vérifions maintenant que la deuxieme condition

est également satisfaite. Pour ce faire, considérons € > 0 et A tel que m(A) < €. Alors,

Y cilpip(x)
/ X, ()dm = [E am
A A Y ¢
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n
Y cm(TMENA)
i=1

La deuxiéme condition est donc vérifiée et on en conclut que la suite {X,, },> est unifor-

mément intégrable. Ceci va nous permettre d’appliquer 1’égalité discutée a la remarque

1.7.
Alors,

/m(E) dm

F
n

Y cilpip(x)
lim =!

n—oo n

n
.Zl cm(T NENF)
lim =

n—oo
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Montrons maintenant que

n
.21 cm(TMENF)
lim =

n—oo

= lim m(T MENF).

n—oo

Pour simplifier la notation, définissons

a:=limm(T"™ENF).

n—oo
De la maniere dont nous avons défini a, on sait que
Ve > 0,3Ng tel que n>Ne = |m(T™ENF)—a| <e.

Soit € > 0 et le N¢ correspondant. Alors,

n Ne n
Y cm(TNENF) Y cm(TNENF)+ Y cm(T SENF)
i=1 o i=1 i=Ng+1
n - n
Y ¢ Y ¢
i=1 i=1
Ne n
Y em(T"MENF)+ Y ci(a+e)
< 7
Y ¢
i=1
— a+é€

lorsque n — oo, car le premier des deux termes tend vers O lorsque n croit, alors que le

deuxieéme tend vers a + €. En procédant de la méme manieére, on obtient que

n Ne n
Z cl-m(T_kiE ﬁF) Z Cim(T_kiE ﬂF) + Z ci(a — 8)
P i=1 i=Ng+1

v
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lorsque n — oo. En combinant ces deux inégalités, on obtient que

n
Y cm(T MENF)
a—e< lim =L - <a+e
n—oo
Y ¢
i=1

et € étant arbitraire, on a que

n
Y cm(TMENF)
1

lim *

n—oo

= —a= limm(T"™ENF).

n—oo

Nous venons ainsi de démontrer que lim m(T % ENF) = m(E)m(F), ce qui contredit
n—oo
notre supposition que T n’est pas fortement mélangeante.
]
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