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SOMMAIRE

Dans cette thése, nous étudions le modéle de Gause généralisé avec récolte de

proies suivant

t=rz(l— %) —yp(z) — hy,

¥ = y[—d + cp(z)],

ma:2

pryEweEn C’est un

ou p est la fonction.de Holling de type III généralisée : p(z) =
systéme prédateur-proie avec récolte de proies ayant‘ 8 paramétres : 1, k, m, a, ¢, d, h;
sont strictement positifs et b > 0. Mais, par un changement de variables et
d’échelle sur le temps, nous le ramenons & un systéme ayant 5 paramétres réels.
Notre étude porte principalement sur une analyse des bifurcations de ce modéle :
bifurcation de col-noeud, bifurcation de Hopf de codimension 1 et 2, bifurcation.
de boucle hétéroclinique et, bifurcation de col nilpotent de codimension 2 et 3
(qui est le centre organisateur de notre diagramme de bifurcations). A 1'aide d’un
systéme de Liénard généralisé (dont on détermine les cing premiers coefficients de
Lyapunov), nous étudions la bifurcation de Hopf et, pour b = 0, nous discutons
de l'intégrabilité du systéme. Au voisinage du point nilpotent de multiplicité 3,
nous développons des formeé normales (dans lesquelles la droite invariante est
conservée) pour étudier la bifurcation de col nilpotent. Pour b = 0, la réversibi-
lité du déploiement du col nilpotent est discutée. Nous élaborons des théorémes
sur le type de la boucle hétéroclinique et sur sa cyclicité (par la méthode de
dérivation-division généralisée). Les portraits de phase du diagramme de bifurca-
tions (partiellement conjecturé sur la base des résultats obtenus) nous permettent
de donner une interprétation biologique des comportements possibles des deux es-

péces.
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Mots clés : Modeéle de Gause généralisé avec récolte de proies, fonction de ré-
ponse, bifurcation de col-noeud, bifurcation de Hopf, bifurcation de boucle hété-

roclinique, bifurcation de col nilpotent, cyclicité.



SUMMARY

In this thesis we study the following generalized Gause model with prey har-

vesting

t=rz(l - %) —yp(z) — hy,

¥ = y[—d + cp(z)],

7TLI2

where p is the generalized Holling response function of type II1 : p(z) = 35—

This model is a predator-prey system with prey harvesting and has 8 parame-
ters : r, k,m,a,c,d, h; are strictly positive et b > 0. A scaling of variables and
time allows to reduce the number of parameters to 5. The goal of our study is
a bifurcation analysis of the model : saddle-node bifurcation, Hopf bifurcation of
codimension 1 and 2, heteroclinic bifurcation and, nilpotent saddle bifurcation of
codimension 2 and 3 (which is the organising center for the bifurcations diagram).
By means of a generalized Liénard system (of which we calculate five first Lya-
punov coefficients) we study the Hopf bifurcation, and for b = 0 we’ discués the
potential integrability of the system. In e neighbourhood of the nilpotent point
of multiplicity 3 we develop normal forms (in which invariant line is preserved)
for study of the nilpotent saddle bifurcation. For b = 0 the reversibility of the
unfolding of the nilpotent saddle is discussed. We work out theorems on the type
of the heteroclinic loop and its cyclicity (via a generalized derivation-division me-
thod). The phase portraits of the bifurcations diagram (partially conjectured via
the results obtained) allow us to give a biological interpretation of the behavior

of the two species.
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INTRODUCTION

Formulé par une équipe pluridisciplinaire, un systéme prédateur-proie modé-
lise I'interaction entre une population de prédateurs et une populatioh de proies.
L'analyse d’un tel modéle a pour objectif de prédife le comportement futur des po-
pulations de ces deux espéces animales. Le premier modéle de systéme prédateur-
proie fut suggéré indépendamment par A. Lotka(1925)[28] et V. Volterra(1926)
[38]. Depuis ce temps, par la richesse et la complexité de leur dynamique, de
tels systémes sont étudiés avec grand intérét. Comime ces systémes dépendent des
paramétres, 'outil de base est la théorie des bifurcations.

L’évolution d’une population z dont des individus sont réguliérement prélevés est
modeélisée (voir [4]) par

& = F(z) — S(z,h),

ol F(z) décrit la dynamique de la population sans récolte et S(z, h) est le taux
auquel ces individus sont prélevés de la population; le paramétre h est appelé
lintensité de la récolte. 11 existe deux stratégies principales de récolte ([4], [3]) :
la premieére est de prélever un nombre constant d’individus par unité de temps,
ce qu’on traduit par un taux constant S(z, k) = h; pour la deuxiéme stratégie, le
nombre d’individus prélevés par unité de temps est proportionnel & la population
de sorte que S(z, h) = hz. Des stratégies plus sophistiquées comme celle de pré-
levement périodique, etc., sont aussi étudiées. Dans ce travail, nous choisissons la
premiére stratégie.

L’étude d’une dynamique des populations dont la récolte est permise est un sujet
de bioéconomie mathématique ([5], [17], [40]), rattaché au chapitre de la geétion
optimale des ressources renouvelables (voir Clark dans [10]). L’exploitation des

ressources biologiques et la récolte des espéces en interaction sont notamment
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appliquées en pécherie, foresterie et en gestion de la faune ([5], [17 ], [40]). Les
problémes liés & I'exploitation des systémes multi-espéces sont intéressants et diffi-
ciles en théorie et en pratique [17]. Selon Clark dans [10], la gestion des ressources
renouvelables est basée sur la notion de rendement soutenu mazimal (communé-
ment abrégé par MSY, c’est-a-dire mazimum sustainable yield) des récoltes : le
MSY (encore interprété comme rendement maximal permettant la survie) a la
propriété que, si la récolte d’'une espéce excéde son MSY’ (c’est-a-dire si elle est
en surexploitation [40]), alors cette espéce sera conduite & ’extinction.
Qualitativement, I'étude d'un modéle prédateur-proie avec récolte de proies, ou de
prédateurs, ou des deux, est plus raffinée que celle d’un modéle prédateur-proie.
En effet : une récolte de proies ou de prédateurs est une intervention extérieure
sur le modéle; sa dynamique est plus riche et complexe que celle du sous-modele
sans récolte de ces deux espéces animales; du point de vue des ressources renou-
velables, on doit déterminer le MSY de la récolte (lorsque celle-ci est permise)
de chaque population afin de donner la condition pour que chaque espéce soit
écologiquement préservée comme c'est par exemple le cas dans ([5], [17], [40]).
Le systéme que nous étudions, appelé dans la littérature modéle de Gause géné-
ralisé avec récolte de proies ([23], [19], [21], [39], [3]), est de la forme

i = g(z) — yp(z) — h, (0.0.1)

Y = yl[—d + ep(z)];
ol z représente la population de proies, y représente la population de prédateurs,
d est le taux de mortalité naturelle des prédateurs, la fonction g(z) = ro(l ~ §)
représente le comportement de la population des proies en 1’absence des préda-
teurs : r est le taux de croissance de la population de proies r en 'absence de
prédateurs et lorsque x est petite, alors que k est la capacité de I’environnement

a supporter les proies. La fonction

mx?

:a:r2+b:v+1

p(z) (0.0.2)

(oi m et a sont des constantes positives, et b est une constante quelconque),
appelée dans la littérature fonction de réponse de Holling de type 111 généralisée

[4], représente une des fonctions de réponse possibles des prédateurs relativement
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au nombre de proies : elle rend compte de la consommation de proies faite par
les prédateurs. h; est le terme de récolte des proies (qui est ici un nombre fixe
d’individus prélevés par unité de temps de la population de proies). c est le ratio
de la quantité de proies consommeées par les prédateurs sur celle de prédateurs
nés. Le systéme précédent est, dans la littérature ([34],[5]), un cas particulier du
modele de Rosenzweig-MacArthur avec récolte de prozes.

- Une fonction de 'réponse, de Holling de type III reflete a la fois une trés faible

prédation lorsque le nombre de proies est petit (p (0) = 0) et un avantage du

m
i

groupe de proies lorsque leur nombre est éleve (p(z) tend vers @ quand z tend
vers 'infini) : on pourrait appeler ce phénoméme la défense de groupe comme
c’est le cas dans [42]. ]l existe plusieurs types de fonctions de réponse de Holling
de type IIT généralisées suivant que 'avantage du groupe des proies est faible ou
fort (voir les figures 0.1 et 0.2) : Si b est négatif, ’avantage du groupe de proies est
plus fort que si b est positif. Nous n’étudierons que le cas ou b > 0. Récemment,
dans le méme esprit mais sans récolte de proies ni de prédateurs, Broer-Naudot-
Roussarie-Saleh (voir [7]) et Coutu-Lamontagne-Rousseau (voir [29]) ont étudié
respectivement un systéme prédateur-proie avec fonction de réponse de Holling de
type IV (p(z) = =7ri-77) et un systéme prédateur-proie avec fonction de réponse
de Holling de type III (avec b > 0 ou b < 0). On note que, pour la fonction de
Holling de type IV, la réponse des prédateurs tend vers zéro quand la population
de proies tend vers l'infini ; ce qui traduit un trés grand avantage de groupe pour
les proies.
En termes de bifurcations, il est intéressant de déterminer comment le terme de
récolte de proies affecte le sous-systéme (0.0.1)|5,—0 ol p(z) est donné en (0.0.2).
Une des motivations principales pour étudier un modéle prédateur-proie est que
le comportement de‘celui—ci soit le plus représentatif possible de 1’évolution réelle
des différentes populations en interaction face a des interventions extérieures [4].
C’est pour cela qu'on raffine de plus en plus les systémes prédateur-proie déja
étudiés ; d’ou I'existence de différentes fonctions de réponse de Holling |26] et de

modéles prédateur-proie avec récolte de proies, ou de prédateurs, ou des deux.

Le tableau suivant (voir le tableau 0.1) donne ’état actuel d’étude des systémes



T

FIG. 0.1. La fonction de Holling de type III généralisée lorsque b > 0

]

FiG. 0.2. La fonction de Holling de type III généralisée lorsque b < 0

prédateur-proie avec fonction de réponse de Holling et/sans récolte de proie.

Notre but principal est de faire une analyse systématique des bifurcations du



Holling de type Fonction Condition Référence
I p(z) = az hy =0 [4]

| om0l T s)

II p(z) = 2= hy =0 (4]

by £0 (1, 9)

| p(z) = 555 hy =0 [20]

hy # 0 cette thése

III généralisée | p(z) = —22 5 ' hy=0,bER |29]
A hy#0,b>0 cette thése

V| pl) =25 hy =0 [41]

hy #0 777

IV généralisée | p(z) = T hy =0 ([7], [42], [21], [39])
hy # 0 | 277

TAB. 0.1. Etat d’étude actuel des systémes prédateur-proie avec

fonction de réponse de Holling et/sans récolte de proies

modéle (0.0.1) on p(x) est donné en (0.0.2) et, via un diagramme de bifurcations
global (partiellement conjecturé), d’en déduire une interprétation biologique des
comportements possibles en fonction des paramétres et des conditions initiales.

Nous étudions donc le modéle suivant :

- T 2

x:rx(l—ﬁ)—mz—%ﬂ—l—hh

- 2 f
x>0,y >0,

a 8 parameétres : 1, k,m, a, c,d, h; sont strictement positifs et b > 0.



GENERALITES

Dans cette partie, nous simplifions le modéle que nous étudions en réduisant le

nombre de ses paramétres. Pour le systéme simplifié, nous établirons un résultat

sur le comportement de ses trajectoires & I'infini. C’est aprés que nous présente-

rons quelques généralités (théorémes, méthodes et notions) qui nous seront d’une

tres grande utilité dans la suite du travail.

0.0.1. Simplification du systéme

On réduit le nombre de parameétres de notre modéle & 5 paramétres réels. En

effet, considérons la transformation linéaire

1 1
X—EI, Y—ay

et le changement d’échelle sur le temps

T = cmk?t.
Alors, on a :
dX _ _r _ _ X2y _
dT = cmk? X(]‘ X) ak2X2+bkX +1 emkd
day _ —d X2
aT — Y(cmk2 + ak2X2+ka+l)'

Finalement, pour simplifier nos notations, posons

a=ak? [ =bk,

(0.0.4)

(0.0.5)

(0.0.6)

(0.0.7)

(0.0.8)

(0.0.9)
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Ainsi, ce changement d’échelle sur les parameétres revient & poser c=k=m =1

dans le systéme initial. Donc, en posant

2

e 0.1
p(z) o 1 e i1 (0.0.10)
le systéme simplifié que nous considérerons est le suivant :
¢ = pz(l—z) —yp(z) — A,
g = y(=0 + p(z)), (0.0.11)

z>0,y>0,

a 5 paramétres réels : p, , §, A sont strictement positifs et 3 > 0. -
Remarque 0.0.1. Tous nos calculs sont faits a l’aide du logiciel MAPLE. Le
parametre A\, = % est important car, comme on pourra le vérifier plus tard,

toutes les expressions des surfaces de bifurcations sont homogenes en A et p.

0.0.2. Comportement des trajectoires a ’infini

Dans cette sous-section, nous montrons que toutes les trajectoires de (0.0.11)
demeurant dans le premier quadrant sont attirées vers une région finie du plan.
Théoréme 0.0.1. Pour tous «, 3,0, p, A définis dans (0.0.11), il existe un Tec-
tangle R = [0,1] x [0,1], ou Il = (e, 8,6,p,A), dans lequel toute trajectoire qui

reste toujours dans le premier quadrant vient se terminer.

Démonstration. En effet, en s’inspirant de [29], on a pour z > 1 que & < 0;
alors toutes les trajectoires entrent dans la région « £ < 1». Si é > é, alorsy < 0
et, quel que soit [ > 0, toutes les trajectoires entrent dans la région «y < [ ».
Sinon, ¥ < 0 si, et seulement si p(z) < 4, c’est-a-dire z € l[O,:vp(a,B,é)]. Soit
e €]0,z,(a, 8, 0)] suffisamment petit, alors § < 0 dans la bande « z € [0, €] ».
En plus, dans la région « z € [0, 1] », nous avons que & < 0 si, et seulement si

y > %. Soit

N e max 212 = A
z€le,1] p(x)



La pente du champ est donnée par

d §—
% - ,ZET_)Z)_A- (0.0.12)
Or, on a que
dy 6-—
lim =2 = 2= pz) est bornée sur e, 1]. (0.0.13)
y—+oo dx p(x)

Il existe donc au moins une trajectoire (z(t),y(t)),t € [0,T] telle que z(0) = 1,
z(T) = € et, pour tout ¢, y(t) > N : soit (z1(¢),%1(¢)),¢ € [0,71] la plus basse
trajectoire vérifiant cette propriétlé. Posons

l = t).
hax y1(t)

Par (0.0.13), il vient que les trajectoires ne peuvent pas aller a 'infini dans la demi-
bande « z € [¢,1],y > N » et doivent donc entrer dans la bande « z € [0, €] » (ou
¥ < 0). Dés qu’une trajectoire a pénétré cette bande, soit elle y reste pendant
que y est décroissant, soit elle entre dans la bande « ¢ € [¢,1] » & une hauteur
y < N. Dans les deux cas, elle est attirée et reste pour toujours en dessous de la

hauteur y = [. (I
0.0.3. Quelqués rappels utiles
0.0.3.1. Théoréme de Chochitaichuili

Théoréme 0.0.2 (Théoréme de Chochitaichvili [1]). Soit X = v(X) un champ
de vecteurs de classe C" (ot T > 2) sur un ouvert U C R™ dont un point singulier

est Xo. On suppose que

BO
Jacv(Xy) = B~ (0.0.14)
B+

ou B° (resp. B~, B*) est une matrice carrée dont les valeurs propres ont leur
partie réelle nulle (resp. négative, positive). Notons ng (resp. n_, n, ) le nombre de

valeurs propres de B® (resp. B~, BY) : ng+n_+n, = n. Ainsi, pour X = (z,y, 2)



ot (x € R", y € R"- et z € R™), le champ de vecteurs a la forme suivante

t = B% + 0(|:1:,y,Z|) = B% + f(ﬂf,y;z),
§ = By +ol|z,y, 2]), (0.0.15)
2= Bz + o(|z,v, 2|).

Alors, il existe un voisinage de Xo sur lequel la variété centre (variété invariante

tangente au sous-espace propre, E°) est donnée par
We: (y,z) = (ki(z), k2(z)) : (0.0.16)

(ot ki et ko sont de classe C"7') et le champ de vecteurs est topologiquement
équivalent a |
= B% + f(z, ki(x), k2(x)),

= By, (0.0.17)
2= Btz
Remarque 0.0.2. St le champ de vecteurs du théoréme 0.0.2 est andlytique, alors

la variété centre est (en général) seulement de classe C".

0.0.3.2. Méthode de Melnikov ([30], [31])

Cette méthode est utilisée pour approximer le lieu des paramétres pour les-
quels une perturbation d’un systéme Hamiltonien a une boucle hétéroclinique (ou
homoclinique) : pour chaque boucle fermée du systéme Hamiltonien, la méthode
donne approximativement le lieu des paramétres pour lesquels cette boucle fer-
mée est préservée dans le systéme perturbé.

Considérons un systéme de la forme :

. 8H ‘
T = 3" +€f(33,y),
o (0.0.18)

§=—%E +eg(z,y),

_ et les orbites fermées du systéme Hamiltonien correspondant (lignes de niveau
fermées de H), 7, : H = h. Nous voulons savoir quelles orbites fermées ~y, du sys-
téme non perturbé se déforment dans des orbites fermées ’7;1 apres la perturbation..
Pour € petit, considérons I’application de premier retour de Poincaré P, sur une

section, transversale aux lignes de niveau fermées de H (incluant possiblement
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les boucles hétéroclinique ou homoclinique), et paramétrée par la valeur h de H.

Les orbites fermées étant les points fixes de 'application de premier retour F,, on

N(h)::PE(h)—h=/ dH:/ Hdt:/ (G_Hi+_8ﬁ.)dt
Th T + \ 0 oy~

OH OH

a

En utilisant la formule asymptotique

0OH OH OH OH
6‘/’71 (fECL‘— +95y—) dt —6/’7’1 (f—8;+98_y) dt+0(€)
. h

_ / (9dz — fdy) + ole), (0.0.20)

h

il vient que
N(R) = ¢ / (9dz — fdy) +ole). (0.0.21)
Th

Donc les zéros de la fonction N(h) sont bien approximés par les zéros de la fonction

de Melnikov

M(h) ::/ (gdz — fdy). (0.0.22)

0.0.3.3. Courbes algébriques et facteur intégrant d’un champ de vecteurs po-

lynomial (|36])
ansidérons
t=U(z,y)

Y= V(CL‘, y)

un champ de vecteurs polynomial :

(0.0.23)

(a) Soit F(z,y) un polynoéme irréductible de degré n, alors (C) : F(z,y) = 0 est
I’équation d’une courbe algébrique. La courbe algébrique (C) est invariante sous
le flot du champ de vecteurs (0.0.23) s'il existe un polynéme K(z,y) tel que

%};— = K(z,y)F(z, y) (0.0.24)

Le polynéme K(z,y) est appelé le cofacteur de F(z,y). La méthode de Darboux

permet de trouver une intégrale premiére d’un systéme lorsqu’on a suffisamment
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de courbes algébriques invariantes. En effet, on suppose que le champ de vecteurs
(0.0.23) a n courbes algébriques invariantes F)(z,y) = 0,..., F,(z,y) = 0 de
cofacteurs K, (z,v),..., Kn(z,y), c’est-a-dire

DFi(z,y) = Ki(z,y)Fi(z, y). (0.0.25)

On suppose de plus qu’il existe des constantes «g,...,a, telles que

> aiKi(z,y) = 0. (0.0.26)
=1
Alors
H(z,y) = [[ F(z.) (0.0.27)
i=1

est une intégrale premiére (c’est-a-dire que H est constante le long des trajec-
toires) du systéme (0.0.23).

(b) Soit O un ouvert de R?, on dit qu’une fonction S € C*(0) (avec k > 1), non
identiquement nulle dans O, est un facteur intégrant du systéme (0.0.23) dans O
si

a(SU)  8(SV)
i (0.0.28)

0.0.34. Le critére de Descartes

Le critére de Descartes dit que le nombre de racines strictement positives
d’un polyndéme P, a coefficients réels, est inférieur ou égal au nombre de change-
ments de signes dans les coefficients de P ordonné; et ces deux nombres ont la

méme parité.



Chapitre 1

ETUDE DU SYSTEME LORSQUE )\ =0

1.1. PRESENTATION DU CHAPITRE

Le but de ce chapitre, qui est en fait un rappel de [29], est de donner le
diagramme de bifurcation du‘systéme (0.0.11) pour A = 0. Il nous servira par la
suite lorsque nous voudrons donner le diagramme de bifurcation pour A petit.

Il s’agit donc d’étudier le systéme suivant

& = pz(l — z) — yp(z), |
¥ = y(—6 +p(z)), (1.1.1)

x>0,y >0,

lorsque p, «, § sont strictement positifs et 3 > 0.

1.2. DETERMINATION DES POINTS SINGULIERS ET DES DROITES
INVARIANTES
Pour tous p,a, 5 et § définis dans (1.1.1), O = (0,0), A = (1, 0) sont évidem-
ment des points singuliers de (1.1.1). Ils correspondent & deux points d’équilibre
pour lesquels on a extinction des prédateurs.

Lorsque ad — 1 < 0, (1.1.1) a un autre point singulier, M = (zq,¥o), avec

o > 0 vérifiant

plxo) =0 cest-a-dire (ad — 1)x3+ Bdzo +0=0. (1.2.1)
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Il est dans le premier quadrant ouvert si, et seulement si

Yo = §z0(1 —20) > 0= 0< 7o < 1. (1.2.2)

Le point M n’est pertinent pour notre analyse que lorsque yo > 0.
Lorsque a6 — 1 > 0 (resp. @é — 1 = 0), on n’a aucun point singulier dans le
premier quadrant ouvert car I’équation de (1.2.1) a deux solutions négatives ou a
parties réelles négatives (resp. une solution réelle négative).

Les droites d’équations x = 0 et y = 0 sont invariantes sous le flot de (1.1.1).

La matrice jacobienne en (z,y) est :

— 901 — zy(Bzr+2) —p(x
Jac(x,y) = P ,Dz (ﬁz(i:;j+ﬁm+l)2 p(®) (1.2.3)
Gt P —6 +p(z)
1.3. ETUDE DU TYPE DE CHAQUE POINT SINGULIER
1.3.0.4. Etude du point singulier O = (0,0)
On a
p 0
Jac(0,0) = (1.3.1)
0 —§ .

dont p > 0 et —§ < O sont les deux valeurs propres : O = (0, 0) est donc un point

de selle hyperbolique.

1.3.0.5. Etude du point singulier A = (1,0)

En effet,
—p -1
Jac(1,0) = a+ﬁ+‘ . (1.3.2)
0 —o0+ a+ﬁ+1
Sid < a+ﬁ+1, alors on a deux valeurs propres — + —— +ﬁ+1 >0 et —p < 0. Donc,

dans ce cas, A = (1,0) est aussi un point de selle hyperbohque.

Sid > alors on a deux valeurs propres —J + < 0et —p < 0. Donc,

a+ﬁ+1 ' a+ﬁ+1

dans ce cas, A = (1,0) est un noeud attractif.

Sid=

#ﬁ%—l alors A = (1,0) devient un point double et la matrice jacobienne

—p =6
Jac(1,0)= [ ,
A0 0
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a deux valeurs propres A\; = —pet Ay =0:

Dans la suite, nous allons montrer que A = (1,0) est un col-noeud attractif si

1
ao+g+1°

1.3.0.6. Etude du point singulier M = (zg, ¥o)
(1) Signe du déterminant du jacobien

Le déterminant de (1.2.3) en (zq, yo) est

pd?
D= F(l — .’L‘o)(ﬁ.’l)o + 2). (133)
L0 )

Or, par (1.2.1) c’est-a-dire
(ad — 1)z +ﬁ5zo +46=0
et (1.2.2) c’est-a-dire
y0=§$0(1—$0)>0<:>0<$0<1,

on aura toujours D > 0 si (zg,ye) est dans le premier quadrant : M = (zo, %)
y est donc un anti-selle (c’est-a-dire un fayer, un noeud, un centre ou un foyer

faible).

(2) Trace du jacobien
La trace (ie (123) est donnée (en remplagant p(z) = §) par
T(z) :=§[_2z3 + (1 + f8)z% + 5(2 — B)z — 26]
=i—s[—2a13 + (@ — Az* —1). (1.3.4)
Le point est un foyer ou noeud

attractif quand la trace est < 0,

répulsif quand la trace est > Q.
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1.4. BIFURCATION DE COL-NOEUD

Dans cette sous-section, nous montrons le résultat suivant :
Théoréme 1.4.1. Le point singulier double A = (1,0) est un col-noeud attractif
sur la surface d’équation ‘

1

(1.4.1)

Démonstration. En raménant A = (1,0) & lorigine, par la translation z; =

z — 1, y; = y alors (1.1.1) devient

£y = —pz} — pr1 — (Y123 + 22191 + 1) fap(z1),

(1.4.2)
U1 = —0y1 + (12? + 23131 + 1) fap(21),
N _ 1
ou faﬁ(xl) T ar?+(2a+B)zi+(atB41) "
La matrice jacobienne de (1.4.2), évaluée a origine, est
—-p =6
A=|"" (1.4.3)
0 0
dont les valeurs propres sont A\; = .—p et Ao = 0, associées respectivement aux

vecteurs propres Vi = (1,0) et V5 = (—%,‘1). A est ainsi diagonalisable, avec

comme matrice de passage

on a

b
[u
I
—_— Do

Par la transformation

(;f) =p-! (zi) (1.4.4)
(if) =Pp? (zi) (1.4.5)

on a
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ol I et % sont définies par (1.4.2).
Alors, par (1.4.5), (1.4.2) et (1.4.4), on obtient le systéme suivant :

< 20_ —Bo— 82(-88p4+p—26+2a6*—2abp+6%3)Y?
X = —pX — pX2 — B(=200+60-8p-242a8)XY ( ) N
p p p 2

+O(I(X, Y)P),

Y = 2(2a6% + 36% — 26)Y? + §(—6 — 206 + 2)XY + O(|(X, Y)*).

(1.4.6) -

Décrivons le flot du systéme (1.4.6) sur la variété centre prés de l'origine. En effet,

étant donné que E° := (V,) et que la variété centre\, W¢€, est tangente a E€ en
(0,0) alors, on a que ’ '

We: X =aY?+ O(|Y)]P). (14.7)
Or, par le théoréme 0.0.2, {1.4.6) est, au voisinage de (X, Y) = (0,0), topologi-
quement équivalent a
X = —pX,
Y = $(20:62 4 §6% — 26)Y? + 6(~08 — 206 + 2)XY + O(|(X, Y)]%),

ou X =aY?+ O(Y]?).
(1.4.8)
Vue la forme de (1.4.8) dans laquelle a n’apparait pas lorsqu’on tronque le systéme

précédent a 'ordre 2, il est donc inutile de déterminer a. On peut réécrire (1.4.8)

comine :

X =—pX,

) (1.4.9)

Y = 92067 + 362 - 26)Y2 + O(|Y |*) = —Hafgg—jww + O([Y]P).
Donc le point double, A = (1,0), est un col-noeud attractif sur la surface

(CNp) 6= —
O T A+ B+1
O

1.5. BIFURCATION DE HOPF

Pour avoir une bifurcation de Hopf, il faut qu’en un point singulier admissible

(¢’est-a-dire du premier quadrant) la trace soit nulle et le déterminant soit positif.
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1.5.1. Ordre de la bifurcation de Hopf
On se rappelle que zg et yp vérifient
p(zg) =6 clest-a-dire (ad—1)z2+B0zo+6=0 et yo= gazo(l—xo) (1.5.1)

4 condition que (ad —1 < 0et 0 < zo < 1).
e On rameéne (zo,¥yo) & lorigine par la translation ¢ = z; + %o,y = y1 + Yo. Le
systeme (1.1.1) devient alors :

$1= p(21 + 20)(1 — 21 = %) = (1 +0)p(21 + 20), (1.5.2)

91 = (Y1 +Y0)[—0 + P(z1 + o)),

ol Yo et zo vérifient (1.2.1) et (1.2.2). La matrice jacobienne du systéme (1.5.2)
devient
p(1 —2z0) — yop'(z0) —4

Jac(x; =0,y; =0) =
YoP' (Zo) 0

(1.5.3)

Puisque p'(zo) > 0, on voit que le déterminant, dyop’(zo), de (1.5.3) est toujours
- positif : M = (xg,yo) est un anti-selle. Ainsi :
e Les conditions pour avoir une bifurcation de Hopf au voisinage de l’origine sont

les suivantes :

p(xo) =90, Yo = §xo(1l — xo),

(1.5.4)
Yop'(To) = p(1 — 2x).
Ce qui implique, en utilisant la deuxiéme égalité de (1;3.4), que
_ 1+,[3:1:2g
GOk (1.5.5)
0<zo< 3.
. o . 0 —0
Sous ces conditions, le linéarisé de (1.5.2) a pour matrice B =
Or,on a:
1+ fz? w?(1 — z0)(Bxo + 2)
2 0 0
= 0p(1 — 2z9), =9, et a=——"—| = |p=
| w® =0p(1 —2z0),  p(z0) e o= o 2%)] [p 2220 —1)?

(1.5.6)
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Alors, en effectuant le changement de coordonnées

Y = 4y
Wil (1.5.7)

X = Iy,
on normalise B ; autrement dit, par (1.5.7) et (1.5.2), on obtient le systéme suivant
X = —wY +O(|(X,Y)?,
Y = - e 1+ O(|(X,Y) ).

T (~1+z0)(Bzo+2)w

(1.5.8)

® Donc, par (1.5.6), le systéme (1.5.8) devient

rX _ _;w(—1+2:co)(ﬁ:502+:.:0+1)x2 B (V_l+21_0)wx B v _ w?(Bz02+2) X7
B (=1+z0)* (B zo+2)zo? o(—1+Zo) « (—1l+xzo)zo3 (- 1+2zp)

wz(moaﬂ-{—(} Io—l)X2

¢ - Ioa(—l+2:l:o)2 + 0(| (X) Y)}‘l)w
Vv — (—1+270)*(Bzo®+To+1) X2 X(—1+2z0)%z0 w(Bzo?+2) X3
(—1+z0)* (B zo+2)? (Bzo+2)(—1+x0)* To(—14+z0)* (B T0+2)
w(Bze?4+zo+1) X2
| a((—1+ozo)(ﬁro)+2) +wX +0(|(X, Y)Y,

: (1.5.9)
qui est de la forme

X =-wY + Z?Jrj:g oy XY+ 0(|(X, Y)Y,

Yi=wX+ Z?+J'=2 B XY +0([(X, Y)[*).

On utilise la formule bien connue du premier coefficient de la bifurcation de Hopf

(voir, par exemple, dans [24]),

1 ‘ 1 ’
L, = §(3030+(112+,@21+3ﬂo3)+— [an (o + cto2) — Br1(B20 + Boz) — 20020820 + 2002 502) -

Qw

Done, par un calcul & ’aide du logociel MAPLE, le premier coefficient de la

bifurcation de Hopf, L,, est donné par :

(26223 + 6823 + 6 + B)w?

Li=-
! 8z3(Bzo + 2)(2z¢ — 1)2

<0 (1.5.10)

car 3, w sont positifs et, 0 < zo < } par (1.5.5).
En conséquence : ‘
Théoréme 1.5.1. On a une bifurcation de Hopf d’ordre un ([13], [27]) au voi-
sinage de M := (z,y0) : le point M = (zo,y0) est un foyer faible d’ordre un
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attractif sur la surface (Ho) et on a naissance d’un cycle limite attractif lorsque
(zo,Yo) est répulsif.

1.5.2. Détermination de la surface de bifurcation de Hopf

L’objectif de cette sous-section est de prouver le :
Théoréme 1.5.2. Une section de la surface de bifurcation de Hopf est définie

par la courbe (Hyp) de la figure 1.1 qut est une branche de la courbe algébrique

d’égquation Rg(a,d) =0 (ou Rg(a,§) est défini au (1.5.15)).

1)
I ———  (Hyp)
.............. (CNp)
5
Il
0
o

Fic. 1.1. Diagramme de bifurcations du systéme (0.0.11) pour A =0

Avant de le démontrer, faisant d’abord quelques propositions. Ayant toujours
que D > 0, il y aura bifurcation de Hopf quand T'(zo) = 0 ou T est donnée en
(1.3.4) :

i) On se rappelle (voir (1.2.1)), en laissant tomber les indices, que z et y vérifient
p(z) =6 clest-a-dire (ad—1)z>+Béz+5=0 et yzgul—x)uﬁim

& condition que

(ad—1<0 e 0<z<l). (1.5.12)

ii) On montre que

(1.5.12) <= 6 < (1.5.13)

a+08+1
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e Posons

ol

flx) = (ab—1)r*+péx+5 et g(z):= - (1.5.14)
avec T défini en (1.3.4).

e Considérons, Res(f,g), le résultant de f et g (voir, par exemple, dans [22]).
Alors

1
Rs(a, d) :=§Res(f, g) '
=(—p%a® + 40® — fPa + 40°B + 40® — fPa)s®
+(B% — ° — 8a® — 5%)8% + (5a — 20)6 — 1. (1.5.15)

Il est ainsi un polyndéme de degré 3 en 4, & coefficients polynomiaux en [ et a.

Soit Pg(a), le discriminant de Rg(a, §) par rapport & 4, alors

Py(a) =S5(2)Qs(0)
=4 ((~2+f)a - B* - %) [(a - B)* — 2707, (1.5.16)

ou Ss(a) et Qp(a) sont des polyndémes en «, a coefficients polynomiaux en S.
Proposition 1.5.1. Pour (3 fizé, le graphe de la fonction Pg(a) est donné a la
figure 1.2 ot o™ est la racine de Qg, ao est la racine de Sg et §* €]3, %[ est tel

que Qp-(a) = 0.

Démonstration. En effet, de ce qui précéde, on a :

2., m
Sslag) =0 ap = ﬂﬂ+§ >0 pour [>2 (1.5.17)
et ‘
discriminant(Qs(a)) = ~196833°(B +4) < 0 : (1.5.18)
pour S fixé, Qg(c) a donc une seule racine réelle en a. Or, lim,_o Qs(a) = —3° <

0, limg_,00 @s() = 400 et Qs(x) est continue. Alors, par le théoréme des valeurs

intermédiaires, on a que
do* > 0 telle que Qp(a*) =0. (1.5.19)

Dong, par (1.5.18) et (1.5.19), Qs() a une seule racine, a* > 0, telle que Qp(a) <
0 dans |0, a*[ et Qg(a) > 0 dans |a*, +-00[. On peut remarquer que Qz(ap) = 0 <
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(a) B=p" (b) B # B°
Fp(a)
0 - _
FP5(0) \/
(©0<p<?

FiG. 1.2. La fonction Pg(cx) lorsque (3 est fixé.

B =p*€]3, i et Qa(ag) > 0« [ # B*; dou, par la phrase précédente, ap >
lorsque 3 fixé est dans ]2, +o00[ et 3 # (*. Conséquemment on a la figure 1.2. O

Proposition 1.5.2. Pour 3 fizé tel que 8 > 3* ou f = 3* ou 2 < 8 < B* ou
0 < B <2, la courbe d’équation Ra(a,d) = 0 est donnée 4 la figure 1.3.

Démonstration. 17 cas : 3 fizé dans |2, +o0[ et B # 3* (voir les figures 1.3-(a)
et 1.5-(c)).

e Pour o = o (resp. o = *) alors, on a que Py(a) = 05 d’ou Rs(e,d) a une
racine double & = fi(ap) = fa3(ap) si B > [* est fixé ou & = fi(ap) = falap)
si 2 < B < " est fixé, et une racine simple §, = fo(ag) si 8 > [ est fixé ou
S = falag) si 2 < B < A* est fixé (resp. une racine double, &; = fo(a*) = f3(a*)
et une racine simple d; = fi(a")).

e Pour a €l0,a*, alors Ps(a) < 0; ainsi Rg(@,8) a une seule racine réelle,

84 = fi(a), pour B fixé; ce qui correspond a un graphe de fonction solution de



a*

() 2<f<p" do<p<2
F1G. 1.3. Courbe d’équation Rg(a,d) = 0 lorsque 3 est fixé.

I'équation Rg(a,d) = 0 pour 3 fixé.

e Pour o €]a*, ag[U]ap, +00[, on a que Pg(a) > 0; ainsi Rg(a,d) a trois racines
réelles, 65 = fi(a), d¢ = fo(a) et &; = f3() pour S fixé; ce qui correspond & 3
graphes de fonctions solutions de I'équation Rg(a,d) = 0 pour S fixé.

2¢me cas : B fixé dans [0,2] ou B = B* (voir les figures 1.5-(b) et 1.3-(d)).

Dans ce cas, ap n'est pas admissible. Alors :

e Pour a = o*, on a Ps(a) = 0; d’on, Rs(e,d) a une racine double, dg = fo(a*) =
f3(a*) et une racine simple §y = fi(a*) si B est fixé dans [0, 2], puis une racine
triple, 610 = fi(a*) = fo(a*) = fa(a*) si § = B*. '

e Pour o €]0,0*, on a Ps(a) < 0; d'ott Rg(c,6) a une racine réelle, §;; =
np(a) pour f fixé; ce qui correspond graphiquement & un seul graphe de fonction

solution de I’équation Rgs(a,d) = 0 pour f fixé.
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e Pour a €la*, +o0o[, on a que Ps(a) > 0; d’ot Rs(a, §) a trois racines réelles,
512 = fi(a), 813 = fo(@) et 14 = f3(a) pour [ fixé; ce qui correspond a 3 graphes
~ de fonctions solutions de '’équation Rg(c, ) = 0 pour f3 fixé. O

Il reste entendu que, lorsqu’on regarde la portion de Rs(a, ) = O correspondant
a la bifurcation de Hopf, on ne considére que les §; telles que 0 < §; < #ﬁ'-ﬁ-l
Vi =0,1,...,14 comme l'indique si bien ’équivalence (1.5.13).

De ce qui précéde, on a montré que : pour (3 fixé et pour tout point, («,d), de
la courbe d’équation Rg(a,d) = 0, il existe un point, M = (zo, yo), ol yo vérifie
(1.5.11), tel que f(zo) = 0 et g(zo) = 0 (c’est-a-dire que la trace s’annule au
point s-ingulier défini par (1.2.1) ). Mais, encore faut-il que M = (¢, yo) soit un
point du premier quadrant et donc que 0 < x4 < 1, puisque 'on a toujours D > 0
lorsque 0 < z < 1. On aura donc une bifurcation de Hopf en M = (zq,y) pour

les valeurs de (a, 3, d) considérées.

Idées de la preuve du théoréme 1.5.2. En effet, par la proposition 1.5.2 et
pour (3 := [, fixé, nous avons plusieurs graphes de fonctions solutions de 1’équa-
tion Rg,(a,8) = 0 : mais, quel graphe concerne un point du premier quadrant ?
Un test numérique nous a permis de constater qu'il existe un graphe de fonction
solution de I’équation Rg,(c,d) = 0, ne concernant pas un point du premier qua-
drant. 11 faut donc I’éliminer en procédant, par exemple, comme suit :

Rg,(c,8) étant un polynéme de degré 3 en 4, a coeflicients polynomiaux en [,
et o, dont la courbe d’équation Rg,(a,d) = 0 est constituée des graphes de 3
fonctions définies respectivement par § = fi(a), 6 = fo(a), § = fi(a), ou fi, fo
et f3 sont trois applications continues positives définies par f; : (0, +oo) — RY;
f2, f3 1 (a*, +00) — R% (voir la figure 1.3) : | |

a) Pour 8* < [, on a fy(a*) = fa(a*), filao) = fa(aw), f2 < fa daps (a*; ap) et
fo < fi < f3 dans (ag, +00).

b) Pour By = 8*, on a fi(a*) = fa(a*) = fa(a*) et fo < fi < f3 dans (a*, +0).
¢) Pour 8* > By > 2, on a fy(a*) = f3(a*), filag) = falaw), f < fo < f3 dans
(a*, ) et fo < fi < f3 dans (ag, +0).

d) Pour (G, € [0,2], on a fa(a*) = f3(a*) et fi < fo < f3 dans (a*,+00).
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Nous allons montrer qu’on peut éliminer la branche « § = fi(a) » parce qu’elle
correspond & des points singuliers non admissibles. Posons I := (0,+00) le do-

maine de définition de f,. Soit

E:={a€cl telque (6= fi(a),p(z)=6T(x)=0)=(zx<0 oz z>1)}
(1.5.20)

i) E # 0 car, par (1.5.11) et (1.5.13) et pour 3 := f; fixé, il contient ’abscisse

du point d’intersection de (C'Np) et Rg,(c, §) = 0 dans le premier quadrant.

ii) E est un ouvert de [ par le théoréme des fonctions implicites.

iii) F est fermé dans I par continuité de f,, P et de T.

iv) I := (0,400) est connexe comme intervalle de R

Par i), ii), iii), et iv), on a, néce.:ssa,irelrnent:1 que E = I; ce qui nous permet

d’éliminer le graphe de fonction solution définie par § = f;(a) car son domaine

de définition (c’est-a-dire celui de f)) est égal & E.

De méme, en définissant
F:={a€la*, +oo| telque [(6=fola) ou &= fz(a)),p(z)=46T(z)=0]=z€]0,1]

alors, en procédant comme précédemment, on montre que F' = [a*, +00][ :=do-
maine de définition de f; et de f3.

Nous pouvons ainsi conserver (sous équivalence (1.5.13) la réunion, (Hy), des
deuz graphes de fonctions solutions (de l’équation Rg,(,d) = 0) définies par.

§ = faa) et § = f3(a) comme section de la surface de bifurcation de Hopf. [

1.6. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS DU SYSTEME (1.1.1)

On peut donc résumer ce qui précéde bar le tableau et le théoréme suivants :
Théoréme 1.6.1. Le diagramme de bifurcation du systéme (1.1.1) est donné d
la figure 1.4.

Lorsque A est petit, le systéme (0.0.11) est une perturbation du systéme
(1.1.1). Le diagramme de bifurcation du systéme (1.1.1) nous permettra donc
de comprendre, au dernier chapitre, celui du systéme (0.0.11) pour A petit (voir

la figure 5.10).
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Point singulier zone type bifurcation

(0,0) partout col hyperbolique aucune

(1,0) 6 < < Hl, =i col hyperbolique aucune

6= +/16 i col-noeud attractif de col-noeud

&> p” +}a 1 noeud attractif aucune

(zo,40) ot 0 < zo < 1|4 gauche de (Hp) | (noeud/foyer) attractif aucune

sur (Hp)

foyer faible attractif

de Hopf d’ordre un

a droite de (Hp)

(noeud/ foyer) répulsif

aucune

TAB. 1.1. Types et lieux des bifurcations des points singuliers du
systéme (1.1.1)
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5 .
I ———  (Ho)
.............. (CNy)
m
11,
0
o

(a) Diagramme de bifurcation du systéme (0.0.11) pour A =

0

1l

Io (C'Ny)
(b) (c)

G

\
Iy
(d)

FiGc. 1.4. Diagramme de bifurcations et portraits de phase du
systéme (0.0.11) pour A = 0.



Chapitre 2

ETUDE DES POINTS SINGULIERS DU
SYSTEME

Dans ce chapitre nous déterminons pour le systéme (0.0.11), suivant les valeurs

des paramétres, le nombre de points singuliers et leur type.

2.1. DETERMINATION DES POINTS SINGULIERS

Commencons par la petite remarque suivante.
Remarque 2.1.1. La droite d’équation y = 0 reste invariante sous le flot du
systeme (0.0.11) alors que l’aze des ordonnées n’est plus invariante dés que A # 0.
Les points singuliers.de (0.0.11) sont les points de coordonnées (xg, p), solu-

tions du systéme d’équations d’inconnues (x,
Y quatior

pz(l —z) —yp(z) — A =0,

(2.1.1)
y(—6 + p(z)) =0,
telles que zog > 0,40 > 0. )
De la deuxiéme équation de (2.1.1), on a y = 0 ou p(x) = . Alors :
(1) Pour y = 0, la premiére équation de (2.1.1) donne :
prt—pz+A=0 (2.1.2)

dont le discriminant est Ay := p(p — 4X). Ainsi :
e Lorsque p < 4, on n’a pas de point singulier sur y = 0.

e Lorsque p = 4, alors (3, 0) est un point singulier double.
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~ dont le produit est
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e Lorsque p > 4), alors (2.1.2) a deux solutions zg; et zgp telles que :
ZTo1To2 = %, Zoy + To2 = 1,
plp —4X) 1 plp —4X)

Togy = —
2p y 02 +

2.1.3
5 5 (2.1.3)

1
5501:5—

Ainsi, avons-nous (Zo;,0) et (zg2,0) comme points singuliers.

Pour p(z) = 6, on cherche zo > 0 tel que p(xg) = & et, par la premiére

équation de (2.1.1),

1

Yo = S[p:co(l — o) — A (2.1.4)

Or,
p(z) =6 (ad—1)z? + Béz +6 = 0. (2.1.5)
Alors : | |
a)Siad—1 - 0, alors la seule solution réelle de (2.1.5) est zg; = _71 <.0.

b) Si aéd — 1 # 0, alors le discriminant de (2.1.5) est
Ay = (B6)* — 46(ad — 1) :

b-1) Si ad—1 > 0 et Ay > 0 (resp. Ay < 0) alors (2.1.5) a deux solutions

_&

4 )
57 > 0 et la somme est —% < 0 (resp. (2.1.5) n’a

pas de solution) : donc, il n’y a pas de point singulier admissible lorsque
ad—1>0. ,

b-2) Si ad — 1 < 0, alors Ay > 0 car 6(ad — 1) < 0. Ainsi, le produit
des solutions de (2.1.5) est négatif (c’est-a-dire des solutions de signes

contraires) dont la positive est

L PO VO[6(B? — 4a) + 4]

0 “2(06 — 1) (2.1.6)

- Donc, on obtient au plus un point singulier (zg,%) ol zp, définie par

p(zo) = 6, vérifie (2.1.6). Or yo, dont on a besoin qu’il soit positif, est
défini par (2.1.4) qui, justement, montre que

le signe de yqo est exactement celui de —px3 + pro— A dont le discriminant
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est Ay := p(p — 4)).

Conséquemment, pour
ad—1<0:

e si p < 4), alors il n’y a aucun point singulier dans le premier quadrant
ouvert car, dans ce cas on a (zo, yo) avec zo défini en (2.1.6) et yo < 0; ce
qui ne ﬁous concerne pas! -

e Si p = 4 alors on a (2o, yo) avec zo défini en (2.1.6) et yo = —p(zo—3)* <
0. En particulier, par (2.1.4), (2.1.3) et (2.1.5), on a le point singulier
(2o = 3,70 = 0) si, et seulement si "6 =

e Si p > 4\ alors, par (2.1.4),

1
at2ft+d”

Yo > 0 & xo € [To1, Tog] C|O; +00],
oll Zg; et Ty sont définis en (2.1.3). Il va de soi que
(o € [To1,T02] et p(xo) =08) = (zo vérifie (2.1.6)).
Dans ce cas, le point

(z0,y0) est admissible si, et seulement si (2.1.7)

Tg € [CEOl, CEOQ] et p(l‘o) = 4.

Remarque 2.1.2 (Cas intéressants de b-2)). b-2-1) Sip =4\ et é = a++g+4
alors, on a bien ad —1 < 0 et, le point singulier (3,0) devient triple car solution
double de (51) et solution simple de (2.1.5).'

b-2-2) Si p > 4\ et zg = xo; ou (exclusivement) xg = xgy tels que p(zo) = 6,
alors le point singulier (zo,0) sera double car zo est solution de (2.1.2) et (2.1.5).
Ces derniéres égalités représentent deux surfaces dans le produit de l'espace x
par | ’éspace des paramétres : nous y reviendrons plus tard lors de l'étude des
bifurcations des cols-noeuds.

b-2-3) Sip > 4\ et zy €|xo1, Too[ tel que p(zo) = & : alors, en dehors des points

singuliers (zo1,0) et (zo2,0), le systéme (0.0.11) a un 3¢ point singulier admissible

(w0, y0) tel que

Yo = %[Pfﬂo(l ~Tp) — Al
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En particulier, si p(3) = § (c’est-d;dire § = alors (3,3(2 — X)) est un

1
a+2ﬁ+4)
point singulier vérifiant cette condition.

Cette étape peut donc se résumer par le tableau suivant :

Région point(s) singulier(s)

p < 4A aucun

p=4X|(3,0) : point double si § # a+2ﬂ+4 et,

point triple si 6 = m

p > 4 et zo €]To1, Too| (Zo1,0), (02, 0) et (zo,yo) ol

p(xo) = & et y6 = —”10(1_520)_’\

p>4) et Tp = Ty (wo1,0) point double et (zgy, 0)

p >4 et o = T2 (201, 0) et (xo2,0) point double

p > 4 et zg €]0, zgy [U]zo2, +00[ (Zo1,0) et (zo2,0)

TAB. 2.1. Nombre de points singuliers du sytéme (0.0.11) suivant

les valeurs des parameétres

2.2. ETUDE DU TYPE DE CHAQUE POINT SINGULIER

La matrice jacobienne de (0.0.11) est donnée par (1.2.3), c’est-a-dire

zy(Bzr+2)
Jac(x,y) = P =202 — Gargerry —P(@)
! xy(Bz+2) —5+ p(z)
(az248z+1)2 p

_ Par le tableau précédent, il s’agit de ’étudier pour les deux cas suivants : p = 4\

et p > 4.

2.2.1. Lorsque p =4\

Ici, on a le point singulier double B = (3,0) en lequel la matrice (1.2.3) est

évaluée par :

Mg [0 R .2.1)
0 =0+ o5 a+2ﬁ+4
Les valeurs propres de Mg sont A\ =0 et Ay = =6 + —=— a+2ﬁ+4
Dans la suite, nous allons montrer que
B= (%, 0) est un col-noeud de multiplicité 2 si 6 # F?lﬁ?@ alors qu’il est un col

nilpotent de multzplzczte 3sid= m :
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2.2.2. Lorsque « p > 4\ »

Dans ce cas, nous étudions le type de chacun des points suivants C' = (zo;,0),

D = (2¢3,0) et E = (x0,y0).

2.2.2.1. Type des points singuliers C = (z¢1,0) et D = (x¢,0)

Ici, nous déterminons le type topologique de chacun de ces points.

On se rappelle, en faLit, que Tg = % — —W et xgp = % + —”p(gp_‘p‘). Nous

~

pouvons les noter respectivement .par xg; := % -1, To2 1= % + 7 ou

—\,,dp—ll/\) (2.2.2)

N = o .

En plus zg 2oy = % et zo; + o2 = 1. Par (1.2.3), on a respectivement

‘ 9 _p(l _
Jac(xon,0) = | 2" p(z — 1)
0 —b6+p(3—n)

et

-9 (1 +

Jac(xg, 0) = o1 (3 1 n)
0 —5+p(5+n)

Ona:p(l+n) >0etp(z) = iz

= (@2 +Bat)? > 0 pour tout z > 0; c’est-a-dire que

p est strictement croissante sur ]0, 4+o00[. Or, 0 < 3 =7 < § +n; d’od

1

p(5—m) <ol +) (223)

Donc :
i) Sid < p(3 —n) alors § < p( +m); ainsi : C est un noeud répulsif alors que D

est un col hyperbolique.

ii) Si & = p(5 —n) alors § < p( +n); ainsi : C, point double, est un col-noeud

répulsif (comme on le verra sous peu) alors que D est encore un col hyperbolique.
iii) Si p(3 —n) <6 < p(3 +n) alors : C et D sont tous des cols hyperboliques.

iv) Si 6 = p(3 +n) alors p(3 —n) < &; ainsi : C est un col hyperbolique alors que

D, point double, est un col-noeud attractif (comme on le verra sous peu,).
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v) Sid > p(% + n) alors § > p(% —n); ainsi : C est un col hyperbolique alors

que D est un noeud attractif.

Remarque 2.2.1. (p(3—n) =p(3+7) & (n=0 clest-a-dire p = 4X). Alors,
a Uintersection de (Cn,) : 6 = p(3 —n) et de (Cng) : 6 = p(5 +1), c’est a dire sur
(CN): 6= —a+21;3+47

comme nous ['avons signal€ plus haut et le démontrerons plus tard.

on aura que : C = D = B, point triple, est un col nilpotent

2.2.2.2. Type du point singulier E = (xq, o)
On se rappelle que, pour 7 := 3—'3%}/?47/\), Toy =1 —7, Top =3+,

pxo(l — ) — A
)

p(zo) =6, xg €]Tor, To2[CJ0, +00[ et Yo = > 0.

Or la matrice jacobienne, (1.2.3), évaluée en ce point est

p(1 — 2z0) — yop' (z0) —6
Jac(xu, yﬂ) = ’
Yop (o) 0

dont la trace et le déterminant sont respectivement
Tr(Jac(xO, yO)) = p(]‘ - 21:0) - yop,(ﬁo),

Det(Jac(xq, o)) = 8yop (w0) > 0.

En plus, o < '21‘ < Tog, d’ou :
i) Si zp € [%,:1:02[, ce qui correspond aux régions des paramétres p(%) <6 <
p(% + 1), alors 1 — 2z, < 0 et ygp'(zg) > 0; d’ou Tr(Jac(xg,y0)) < 0: Ey est

donc un (noeud/foyer) attractif.

ii) Si 2o €]zoy, 5[, ce qui correspond aux régions des paramétres p(3 — 1) < § <
p(3), alors p(1—2z4) > Oet yop (zo) > 0.1l est donc possible que T'r(Jac(xo, ya)) =
p(1—2z0)—yop (20) s’annule. Par conséquent, puisqu’on a toujours Det(Jac(xg,y0)) ==
Syop (z0) > 0, on aura possiblement une bifurcation de Hopf au woisinage de

E = (x4, yo) dans ce cas.
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iii) Afin de mieux maitriser le diagramme de bifurcations, il est intéressant
(quoique yo < 0) de voir que :
Sizg < o1 OU Zgg < Tg, ce qui correspond aux régions des parameétres § < p(% —n)
ou & > p(L+mn), alors : yo < 0 et Det(Jac(xo,¥o)) = yop (zo) < 0. Donc
E = (z9,70) y est donc un col hyperbolique.

On peut résumer le cas « p > 4\ »par le tableau suivant :

La réunion des courbes d’équations (Cn,) : § = p(3 — ) et (Cn,) : 6 =p(3 +1n)

’

Région | points singuliers Type

§< p(% -n)| C,D,E C est un noeud répulsif
D et F sont des cols hyperboliques

d=p(3—n) C,D | C est un col-noeud répulsif (a venir)
D est un col hyperbolique

p(3—n) <8 <p(l) C, D, E | C et D sont des cols hyperboliques

FE est un anti-selle

p(3) <8 <p(i+n) C,D,E| C et D sont des cols hyperboliques‘
E est un (foyer/noeud) attractif

§=p(3+n) C,D C est un col hyperbolique

D est un col-noeud attractif (& venir)

§>p(3+n) C,D,E D est un noeud attractif
C et E sont des cols hyperboliques

TAB. 2.2. Types des points singuliers lorsque p > 4\

a aussi une équation algébrique sans racine carrée. Nous les donnerons au dernier
chapitre lors de la détermination du diagramme de bifurcation du systéme qu’on

- étudie.



Chapitre 3

ANALYSE DES BIFURCATIONS DU SYSTEME

Dans ce chapitre, nous étudions :
e les bifurcations de cols-noeuds aux voisinages des points singuliers C et D
respectivement sur les surfaces d’équation § = p(3 —n) et § = p(3 +17);
e les bifurcations de cols-noeuds au voisinage du point singulier B = (2, 0) lorsque
p=4\et ) #

e la bifurcation de Hopf au voisinage du point singulier E = (zo, yo) avec g €

a+2ﬁ+4 ;

]$01, %[,
e la bifurcation de col-nilpotent au voisinage du point singulier B = (1, 0) lorsque

3.1. BIFURCATIONS DE COL-NOEUD

3.1.1. Lorsque p = 4X et si § # -

Théoréme 3.1.1. Le point double B = (1,0) est un col-noeud attractif si § >

et p =4\ (resp. répulsif si 6 < et p=4A).

1
a+20+4 +2ﬁ+4

Démonstration. En effet, par la translation

TI=Z— =, =Yy (3.1.1)
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on raméne notre singularité, B = (3,0), a l'origine de sorte que, par (3.1.1) et

(0.0.11), le nouveau systéme en z,,y, devienne :

2 1
s a1 2y Nnrityirat gy _
= p(3 — 1) azi+(a+B)zi+ L A+1+5 A
neitnzitin

Y=oy + ax}+{atB)zi+i+1+5"

1
oxt+(a+B)a1+50+1+5

de £; = 0 et par le fait que p = 4, le systéme précédent devient

Alors, aprés un développement taylorien de

au voisinage

. (a f+6 a—8) (B+)y1z1 4
= (8 (a+2;+4 - '0) —4 (a+2gy+4)2 ~ ey + Oz, y)l*),

[s4 B-{—G a—8 $1 ﬁ+4 x 1+6 a+‘2 613-{-4 (5 4
8 ( ( 24 )L;la "“ 4 (( )31/1 )l:; - ( 23 LL + O(|(I111}1)| )

Evaluée a l'origine, la matrice jacobienne de (3.1.2) est égale & Mp (donnée en

i=—

(2.2.1)) dont les valeurs propres, Ay = 0 et Ay = —4 + M +# () ont respecti-

vement pour vecteurs propres v; = (1,0) et vy = 1). Mg est ainsi

1
(6(a+2ﬁ+4)—1 !
diagonalisable, avec comme matrice de passage

1 —r
P= 3ot 2a+4) —1 7
0 1
et alors
1 B B
P—l — §(a+20+4)—1
0 1

Par la transformation

()=C)
()= =

ol £; et §; sont définies par(3.1.2). Dés lors, par (3.1.3), (3.1.2) et un programme

on a

du logiciel MAPLE, on a le systéme suivant :

v _ o (patB+4p+2p6+28 0)XY 2 (pa+44d8+4p+2p +168)Y 3
X = 2( 1+é a+2§ g+46)(a+25+4) 'OX (a+2 +4)(— 1+ch+2613'+46)2 +O('(X, Y)| );

Sy (-1+8a+266+46)Y (B+4)XY (B+4)Y? : 13
Y= a+25+4 +4 (a+28+4)% +4 (a+2 8+4)% (- 1+ a+28 A+448) + O(l(X’ Y)| )
(3.1.4)



36

Soit W* la variété centre de (3.1.4) au voisinage de l'origine, alors par (3.1.4), on
a que

We.Y =aX?+O(X]?), , (3.1.5)

invariante sous le flot de (3.1.4).
Donc, par le théoréme 0.0.2 (de Chochitaichvili) et le (3.1.5), on a que le systéme
(3.1.4) est topologiquement équivalent au systéme suivant :

X =—pX?+0(|X|"),

(3.1.6)

En conséquence, étant donné que le coefficient de X2 est —p < 0, alors le point
double B = (3,0) est un col-noeud
et p =4,
et p =4\ U

. e attractif si 6 > a+25+4

e répulsif si d < a+25+4

3.1.2. Sur (Cn,):6= p(% —n) et sur (Cn,): 0 = p(% +7)

Nous avons que :
Théoréme 3.1.2. Lorsque p > 4\, les points singuliers C = (% —n,0) et D :=
(-é— + n,0) sont des cols-noeuds respectivement sur les surfaces d’équation § =

p(3 1) et 6 =p(}+n) (avecn:= YA

Démonstration. En effet, pour a := 5 L 1, ces deux points doubles sont chacun
de la forme
M = (d, 0) tel que pa? — pa+ A =0 et p(a) = 4. Aloré :
e Aprés avoir multiplié (0.0.11) par ¢(z) := az? + Bz 4+ 1 > 0, alors tout en
utilisant les mémes notations, on raméne M & lorigine par la translation « z, =
T —a,y; =y » et, par le fait que p(a) = & c’est-a-dire §(aa® + Ba + 1) = a® et
pa® — pa i A =0, on a le systéme

ty=—p(—=1+4+2a)(aa’+PBa+1)z; —p (-B+3Ba+baa?+1—-2aa)z,’+

3

+(—2z1a—a? -2y —apr* —p (B+4aa—a)?

U = (2a — B8 — 2ada)z1y; + (—ad + 1)z2y,,
' (3.1.7)
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dont la matrice jacobienne, évaluée a l'origine, est
—p(2a — 1){aa® + Ba+1) —a?
0 0
e Posons \; := —p(2a—1)(aa®+Ba+1). Or, p(a) = § c’est-a-dire §(aa®+Pa+1) =

a?. Alors

Jac(0,0) =

p(2a — 1)a?
—

Ainsi les vecteurs propres associés aux valeurs propres, A; et 0, de Jac(0,0)

/\1 =

a?

A

sont respectivement v; = (1,0) et vy = (i—j,l). Donc P = et son
: 0 1
1 -2
inverse, P! = M | sont des matices qui nous permettent de définir la
0 1

transformation suivante :

()}f) =p~ (zi) (318)

Ainsi, par (3.1.8) et (3.1.7), on obtient le systéme suivant

X =MX+F(X,Y) ou fo(X,Y)=0(X,Y}?,
s _a*(Bat1)Y? 2(Ba+1)X 3(Ba+2) 2 (Ba+1)X? (Ba+2)X
Y = (:a2+¢;3a+1)n2 + ( n?aaziﬁa+l) + n(gazfﬂa+l)) Yo+ (aag+[3a+1 + ;a2iﬁa+l

(3.1.9)

e Décrivons le flot du systéme (3.1.9) sur la variété centre prés de lorigine. En

effet, étant donné que E° := (vq) et que la variété centre, W<, est tangente & E° en
(0,0) alors, par la transformation linéaire (3.1.8) (c’est-a-dire dans les coordonnées
(X,Y)), on a que

We: X =bY?2+ O(JYP) (3.1.10)

Donc, par le théoréme 0.0.2 (de Chochitaichvili) et les formes de (3.1.9) et (3.1.10)
(il est inutile de déterminer b lorsqu’on tronque a 'ordre 2), le systéme (3.1.9)
est, au voisinage de (X,Y) = (0,0), topologiquement équivalent & :

y 2a—1)a?

X — _P( 5 ) X,

oo (3.1.11)

Yo a’*(Ba+2
Or: |
-Sia=1-nalors0<a<j;dou (2a—1<0):>(—w>0).

—Sia=%+7}alors0<a<%;d’oﬁ(2a—1>0)=>(—w<0).

)Y,
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En conséquence C est effectivement un col-noeud répulsif sur (Cn,.) alors que D

est effectivement un col-noeud attractif sur (Cn,). O

3.2. BIFURCATION DE HOPF

Lorsque nous étudierons la bifurcation de Hopf de notre systéme, nous le
ramenerons i un systéme de Liénard généralisé car le calcul des coefficients de

Lyapunov d’un tel systéme se fait trés bien.

3.2.1. Calcul des coefficients de Lyapunov d’un systéme de Liénard

généralisé

Considérons un systéme de Liénard généralisé,

z= -V,
’ (3.2.1)
Y = g(z) +yf(z),
avec
+00
T) 1= x+Zaia:i,
i=2
et

+oo
z):= Z b; z’
j=1

On sait par [37] que, pour (3.2.1), il existe une série entiére

1 o0
F = §(:1:2 +y?) + Z Fy(z, y)
p=3

ol
P
i, p—i
z y) = E Qi p—iT yP
i=0

telle que

o0 .
F = Z Lk(.’IJ2 -+ yz)k“.
k=1
Les Ly sont appelés “coefficients de Lyapunov” ou, par [6], « coefficients de la

bifurcation de Hopf » de (3.2.1). D’ou, par (3.2.1), on a :

N N— 511

N N
oF, oF,
V2 G e Z D (@B + Y Le(@® +y)
p=3

....
o

(3.2.2)
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En opérant degré par degré sur (3.2.2), on obtient (pour un degré donné) un
systéme linéaire d’inconnues a;,_; dont la compatibilitél(lorsqu’il n’a pas de so-
lution unique) nous permet de trouver un coefficient de Lyapunov. Donc, par un
programme que nous avons écrit et réalisé par le logiciel MAPLE, on a :

Théoréme 3.2.1. Les cing premiers coefficients de Lyapunov du sytéme de Lié-
nard généralisé, (3.2.1), simplifiés sous la condition que les précédents sont nul;s,

sont :

1
L1 = g(bg — agbl), (323)

1.5 )
Lg = 1—6(§a2b1a3 — §a2b3 + b4 — a4b1), , (324)

1
L3 1152(45 bg + 105 as b1 as — 45 b1 ag + 70 ag b3 — 70 as b1 a23

+105 az ag by — 105 az®b; as + 63 a; by ag — 105 ag bs — 63 a; bs), (3.2.5)

L4 (945 bg + 2835 as Ao b3 + 1215 ag b1 as + 8820 ag b1 ag

34560
—1215 a5 by — 1701 a; b5 — 5670 a5 as b; as — 945 b; ag

—4620 as by as® + 3080 ag b; as® + 2835 ag b; ay — 2835 as by
—3080 as®by + 4620 ap’bs + 1701 a5 b; a; — 2835 as’as by

+2835 as2b; ag — 8820 az ag3bs + 2835 ag ap bs — 4158 a; ag by as?

+4158 a; ag?bs — 1701 a, by as® + 1701 a; ag by), (3.2.6)
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Ly = o (467775 a5b, a + 467775 az®as bs + 4158000 az2as’ b
+127575 b, 0 — 467775 as’az bs + 280665 a; ag bs + 467775 ay ag by
—3118500 a; as az?bs + 467775 ag by ag + 467775 az az by

+5613300 as as’by — 3014550 ag as’bs + 1601600 as”bs + 467775 a5 as bs
11351350 ag®by — 2522520 a; az*by — 2402400 az’bs + 486486 a;%as by
—579150 ag ag b; as® + 280665 as ay by — 200475 ag by as?

—~127575 b; azp + 579150 ag as®bs — 935550 a7 ag b, az

+2522520 a; ag by as* — 5613300 as?b; ay® — 280665 a; by + 200475 ag by as
—467775 as°b; ag — 280665 a; azbs — 2113650 as as’bs

—486486 a,%az by ap — 1621620 a; as by az? — 467775 ag by

+2402400 a5 b; as® — 1601600 a; b, as” + 1621620 a; az®bs — 200475 a4 bs
+280665 a7 b; a; + 5128200 as ag by as® — 935550 as az ag b

+155925 ag by ag + 3118500 a; ag?b; az® + 200475 as ag bs — 155925 ag bs
4158000 az®b; as® + 1403325 a5 as’b; as + 280665 a; by ag®

—561330 a5 a; b; ag — 1351350 as®b; ay). (3.2.7)
3.2.2. Existence et ordre de la Bifurcation de Hopf

On se rappelle que

— 4\ 1 zo(l — zg) — A
p(';p ) <zp < §7p($0) :5)y0= i 0( 5 0) 3

1
p>4X0< 5 —
(3.2.8)
Det(Jac(xo,y0)) = dyop'(z0) > 0.
Alors :

e On multiplie (0.0.11) par ¢(z) := az?+Bz+1 > 0, puis on raméne E & l'origine

par la translation

I1 =T~ Zo, 1 =Y — Yo
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’m’(l_+)_’\, on obtient le systéme,

Alors, en utilisant le fait que P(zo) = 0 et yo =
(S), suivant

4

I = —01,0114 —p (4azo —a+ﬁ)2713+

5apa:o“—ﬁ/\:ro—Qap:r03+2ﬁpa:03+pa:0—,\. 2 2
+ <—?J1 - o) T" — %1To”+

To -~

. (Bro+l)yr (—pzo+pzoz+/\)(ﬁzo+1) 2
= (am02+ﬁmo+1 - xo? z1°+

+ (mo(ﬁl‘o+2)y1 _ (ﬁ‘”°+2)(_p$°+p202+/\)) Ty,

(S)( + (__2 Y1Zo — P:Bo—-2l\+2apmo4+ﬁPmps—ﬁ/\mo—apmoa) z, . (329)

azg+Bzo+l xo

dont la matrice jacobienne, évaluée 3 l'origine est

__pxo—2 M2apzot+Bprod—Brro—apxo’ _ZQ
0

_ T
Jac(x1 = 07}’1 = 0) - _(ﬁmo+2)(—p;o+p$02+/\)
To

0

e Pour avoir une bifurcation de Hopf, on doit faire ’hypothése que

_pzo—2XM+2apx* +Bpxe® — fAmo—apze®

Tr(Jac(x; =0,y, =0)) == -
0

c’est & dire
p(20xd + B3 — axd + 1)z

\ = e (3.2.10)
(bien défini car, pour tous a > 0,8 >0,p > 0:0< 1 — p(5p—4 ) <z < 1=

20z3+Pz2—az+1 > 0) . Ce qui donne explicitement Det(Jac(x; = 0,y; = 0)) =
p(1 — 2z)(azd + Bzo + 1)zd > 0 car 0 < zo < 1.

Sous cette condition, le linéarisé de (S) a pour matrice jacobienne

0 —x2
Mg = : (3.2.11)
p(1 —2z0)(azd + Bzo+1)zi O
e Considérons la transformation définie par
72
X=um,Y = ;Oyl (3.2.12)

ou

w® = p(1 — 2z9)(azd + Bzo + 1)x3. - (3.2.13)
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Alors, par (3.2.12), (3.2.8) et (3.2.10), on obtient le systéme suivant

4

(80103+3ﬂzo4a—a zo3ﬂ—3azoz+ﬂzzo3+l+3ﬂzoz)

v w zo—}—X) p 2
X=-Y z? - zo(Bzo+2) X
¢ —apX*—pdaz—a+6)X3,
o (Bxo+1)Y (—1+2-’Eo)(ﬂ-’t0+1)(a$02+ﬂzo+1)fwo 242 (Bro+2)YX
Y = (azof—c})—ﬂzo—}—l - w (Bxo+2) X o?zoz—ﬁﬂz +1 +wX.

(3.2.14)
e Ecrivons le systéme (3.2.14) sous forme de Liénard :

En effet, X est de la forme
X ==Y Py(X)+g0(X) on

LU(:IIO + X)2

PO(X) = .’L‘(Q)

> 0.

Alors, en multipliant (3.2.14) par PO(I 5ol puis en prenant le développement de

Taylor de ce dernier au voisinage de X = 0 a 'ordre 5 dans WQO(X ) et au
membre droit de Po Y alors en divisant le systéme obtenu par w, on obtient
aprés un calcul par le logiciel MAPLE et en utilisant les mémes notations de

(3.2.14), le systéme
4
p (ﬂ2103+6 Bro’—axodf—6aze?+28zotat+l2a zo3+4)X5
wzot(Bzo+2)
p (10azo3+ﬂzzo3+5ﬂ102+2ﬂzo4a—50102+3—-a zo3ﬂ)X4

- wxod(Bzo+2) +

X =

p(4ﬂ102+ﬂ2103+8azo3+2ﬂzo4a+2—azo3ﬂ-—4a.7:02)X3
+ ) wzo?(B z0+2) -
_p(80103+3ﬂzo4a—-azo3ﬂ——3azoz+ﬂzzo3+l+3ﬂzoz)X2 _y n 0(|X|6)
wzo(Bzo+2)
(~1+220)(Bz0+6) (a 2o +B zo+1)

5
wz.’lt() (,3.’1:0-}—2) X +

{(B8z0+5)Y P(—1+210)(ﬂ10+5)(azoz+ﬂzo+l) x4
T wzo?(azo?+Bzo+]) w?zo(B z0+2) +

+

Bzo+4)Y P(—1+2z0)(ﬂ10+4)(azoz+ﬁzo+1) 3
+ (wa:o (azo?+Bzo+l) w?(Bzo+2) X+

+

(Bzo+3)Y pzo(—1+2zo)(ﬂzo+3)(azo2+ﬁzo+1) 9
( (azo?+Bzo+1) + w?(Bzo+2) X+

+ By X +0((X,Y)°).

L w (axg?+Bzo+1)

(3.2.15)

Considérons la transformation

Y, =-Y+LX) , X,=X (3.2.16)
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ou, par (3.2.15), X est de la forme X := —Y + L(X). Ainsi, (3.2.16) donne
Y =Y, + L(X) et, alors,

. . . L L .

%= YYo=V - Lx 4 Oy

0X )
Donc, en omettant les indices, (3.2.15) peut finalement s’écrire sous la forme de

Liénard suivante

X =-Y,
_ (3.2.17)
Y =g(X)+Yf(X), -
avec
' +00 . +00 .
g(X) =X+ aX, f(X):=>) bX,
i=2 Hi=1
ol, aprés un programme de calculs réalisés par le logiciel MAPLE,
= £20 G2 2 V(B0 4 8) (0o + Pt 1) (3:2.18)

w? (ﬂ To + 2) ’
as, a4, as, by, by, bz, by... sont bien connus mais dont la lourdeur de leur expression

ne nous permet de les écrire ici.

Ainsi, par les formules des coefficients de Lyapunov obtenues au paragraphe

précédent et (3.2.13), avons-nous que le signe de L, est aussi celui de :

Li(zo) :=p*zo> (1 — 2 z) (a zo? + Bxo + 1)2 [(ﬂ3 +2af - aﬂQ) zo*

+ (682 —6aB)z’ + (68— 6a)ze’ + 4Bz + 6] (3.2.19)

qui s’annule en

Byt +6 82> + 65202 +4Bx0+6
a="—r : — (3.2.20)
202 (—2 0202 + 6 Bz + 6 + [%z42)

(bien défini car, pour tout 3> 0:0 < o < 3 = —28 20> + 6 Sz + 6 + 2o = |
Bzo(1 — 2z9) + 58z¢ + 6 + F2z3 > 0).

On remarque donc que L;(zg) peut aussi s’écrire comme

L zo) = —28%xe° —6pBze? + (/\ﬂQ—Qﬂ/\—pﬂ—Gp) zo?> + 6 X Bz + 6N
(3.2.21)
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Donc, pour cette valeur de a et (3.2.13) on a que le signe de L, est aussi celui de

2 (—2z0+ 1) 228 p* (Bzo® + Bzo+3)° (Bzo +2)°
(=2 B z% + 6 Bz + 6 + B2z02)*

[34 48+ 18)zo +48z0° + 18 Bx® + 11 B°xo* + FPz®]  (3.2.22)

L2 (.’130) =

qui est strictement positif pour tout 8 > 0; d’ou le résultat suivant :
Théoréme 3.2.2. Lorsque B > 0, on a une bifurcation de Hopf d’ordre deux
(113], [27]) au voisinage de E = (zo,yo), et le coefficient Ly est strictement
positif.

Remarque 3.2.1. Le diagramme de bifurcation correspondant est présenté a la

figure 5.9 (voir au dernier chapitre).

3.2.3. Analyse ducas =0

On se rappelle que les résultats sur les bifurcations de col-noeuds et de Hopf
d’ordre 1 sont les mémes pour les cas f§ > 0 et § = 0 (voir les sous-sections
précédentes y relatives). Pour les autres bifurcations, les cas § > 0 et = 0
ne fonctionnent pas pareillement. Regardons ici le comportement de quelques
coefficients de Lyapunov du systéme (3.2.17) lorsque 8 = 0. En effet, comme il a
été vu plus haut, les Ly (ou k = 1,...,5) désignent les cinq premiers coefficients
de Lyapunov du systéme (3.2.17) o, pour tout A €]0, §[, zo désigne I'abscisse du
point singulier E = (xg, yo) tel que

pzo(l —z9) — A
5 b

1 1
O0<-—n<zo<=,p(rg) =0 et yo= (3.2.23)

2 2

—4x , . . . .
(avec n =: @) dont le déterminant de la matrice jacobienne est strictement

positif (voir au (3.2.8)) et la trace de celle-ci est nulle, c’est-a-dire, par (3.2.10),

que
A= 22070 ;”‘2) 1o (3.2.24)
ou encore que g est racine de ug(z) = -2 pazt + paz® — px + 2.

Il semble donc que :
Conjecture 3.2.1. S5i 8 =0 et L, = 0, alors le point singulier E = (z9,yo) est

un centre (c’est-a-dire qu’il existe un voisinage U de E tel que toutes les orbites

de U\ {E} soient périodiques).
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Hlustration :

On va montrer que si =0 et L; =0, alors
En effet, si 7 =0 et L; = 0, alors par (3.2.20) on a que

(3.2.26)

q
o F

Or, pour 3 = 0, on a, par (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) et le systéme (3.2.17)

que

_ PPrt 2z — 1) (am? — 1) (az® +1)

Ly 3
32 zotws (@ zo? + 1)

[10p o’zq”

—5 padre® + 46 pa’ny® — 21 palzyt
+46 paxy® — (19pa + 4) zo?

+10pzo — 3 p), (3.2.27)

_p'me® (230 — 1)* (1 — aze?) (aze? + 1)°

Ls 3
5128w (@ xp? + 1)

[840 a®rytp
—840 p o’z + 2 a%p (2668 + 105 a) zo*°

—5054 patzy® + o®p (1193 a + 13600) 702

—200* (17 + 618 pa) 7" + 2% (85 + 1404 p o + 6800 p) zo°
—4a (2824 3005 par) 7o + 2 (2668 p + 1347 p o + 254) 7
+ (4768 pa — 340) 1o + (840 p+ 114 + 1134 p &) 72

—894pzo+2650, (3.2.28)
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60012 (220 — 1 3 2_1 241 3
L= @0 —1) (az’ — 1) {aze+ 1) (85680 p 20"
5120 wBzed (a o2 + 1)

—128520 pz'a” 4 4 a®p (16065 o + 178576) z0'°

~10a®p (103588 + 1071 ) 2o + 8 a®p (317812 + 62519 @) zo™®
—2a* (40197 pa® + 17360 + 1792548 pa) 7"

+2 a* (2392376 p 4 841767 p o + 17360) zo!?

—a® (8680 a + 263305 p o + 185536 + 6631320 p ) z"°

+2 a3 (88466 + 2392376 p + 1534653 p @) 0°

—a? (6617240 p o + 333888 + 474665 p o? + 42082 ) z,°

+4 o2 (635624 p + 768932 p a + 76515) 7

—2a (92768 + 240320 p o® + 1803852 p a + 35031 ) zo°

+4 o (40939 + 433947 p a + 178576 p) x4°

+(—36502c — 1085592 p — 34720 — 282268 pa”) 2"

+ (85680 p + 32164 + 558270 pa)zo®

+ (—141544 p — 7906 — 96017 p @) zo® + 76546 p o — 13345 p] (3.2.29)

PPz (220 — 1)4 (1 — aze?) (azo? + ].)4 [Zzlil ci(mo)]
614400017 (@ T2 + 1)° 2410

Ls = , ot (3.2.30)
w? = (1 —2z0) (a T2 + 1) pzo’,
c1(zo) =171864000 o’z *p — 343728000 o’z p

+160a®p (11101726 + 1611225 a) 242,

ca(xp) = — 160 a®p (21704506 4 537075 o) zo"*

+ 100 pa’ (81339680 + 107415 o + 25446672 o) z0'°,

c3(zo) = 16 a® (51766535 p o® + 974881087 p o + 4353300) 7,7,

ca(zo) =4 a® (26119800 + 2802644521 p o

+25259585 p a® + 5303593760 p) xo'°,



cs(xp) = — 16 a° (31980490 + 3264975 o

+2507584662 p a + 223686815 p a®) zo'?,

* co(To) =a® (8706600 a + 746807320 + 428239173 p o

+28459139284 p o + 33973983360 p) 7o,

cr(x0) = — 16 a* (3991158913 p o + 22690090

+92971540 + 560888891 pa®) x'?,

ca(zo) =a* (1061597191 p o® + 45092885796 pa'+ 2122711496

+58779870 o + 33973983360 p) xo'2,

cg(z0) = — 16 a® (4007969280 p ar + 886239879 p o

+63063029 o + 132462780) z4'!,

c1o(zo) =a* (45583203188 pa + 1675669169 p ® + 21214375040 p

+2980644016 + 159769438 o) z0'°,

c11(xo) = — 16 a? (903819833 p a® + 2548690577 p o

492971540 + 87395992 o) z¢°,

c12(wo) = (2086349104 + 218877052 o + 8133968000 p

+1727461067 po® + 29578807820 p ) z,°,

c13(xo) = — 16 (61210189 @ + 599217261 p &®

+1011481998 p o« + 31980490) z”,

c1a(zo) =a (12134996316 p @ + 731540024 + 1776276160 p

+1170796047 p o + 153870996 o) z°,

47
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c15(zo) = (—351205088 o — 4057181200 p o

—69652800 — 3704340848 p a) z¢°,

- ¢16(z0) = (56512198 a + 171864000 p + 509709717 p o

+102873640 + 2890227340 p ) zo*,

c17(zo) = (—999122160 p a — 378462080 p — 50682352) z°,

c18(zo) = (8273926 + 308289052 p -+ 129168191 p o) zo>

— 110572096 p zo + 14807765 p.

Ainsi, pour § =0et a = ;lg, onaque Ly = Ly = Ly = Ls = 0; ce qui est, par

[11], une condition nécessaire pour que E = (zo, ¥} soit un centre.

3.3. BIFURCATION DE COL NILPOTENT

Elle a lieusi p=4A et é =

1
at26+4°

Dans ce cas, le point singulier B = (3,0)

devient un point triple comme il a été précisé plus haut.
Nous présentons d’abord briévement la notion de forme normale d’un champ de

vecteurs sur R™. Soit

X = AX + f(X) (3.3.1)

un champ de vecteurs ot f est une fonction de classe C™ (r > 1), C* ou analytique
telle que f(0) = 0 et Df(0) = 0.

L'objectif de la théorie des formes normales est, par un changement de variables
local de classe C™ (r > 1) ou C* ou analytique, de simplifier le plus possible la
partie non-linéaire, f(X), de (3.3.1).

Le but de ce qui suit est (justement) de déterminer, au voisinage du point singulier
triple B = (1, 0), une forme normale du systéme (0.0.11). Celle-ci nous permettra
de montrer que ce point singulier est un col nilpotent de codimension 2 ou 3. A
la fin de cette section, nous ferons la conjecture que, sous la condition « § = 0,

a=4,4= % et p =4 », le systéme est réversible et donc de codimension infinie.
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3.3.1. Mise sous forme normale

Celle-ci sera faite en cinq étapes :

(1) Localisation du systéme initial :

En ramenant la singularité B = (3,0) & Porigine par la translation

1
T1=2—=5, 1=y
et en tenant compte du fait que § = #ﬁ“ et p = 4, le systéme initial devient :

T = —y1p (:El + %) — 473, (3.32)
. dy; z; [B+4+2(0+2)z,] e
= (a+2B+4)[4 oz 2 +4(a+B)z; +a+2 f+4]

1 (2z; 4+ 1)
plTit5 | = .
2 daz?+4(a+ Pz +a+20+4
(2) Multiplication par une fonction strictement positive et développement de

Taylor :

. 1. « . . 1 . . .y .
En multipliant le sytéme précédent par ) qui est strictement positif

au voisinage de (z1,y1) = (0,0), on obtient, aprés un développement taylorien
d’ordre 7 des membres droits du systéme obtenu au voisinage de (z1,%1) = (0, 0)

et sans changer de notation, le nouveau systéme suivant :

'4

= 64p (B+12)2," —32p (6+10)z,°+16p (8+8) ;> —8p (5 +6) z,*

+4p (B+4) 2z —p (a+208+4) 22 — y1 + O(|z1]?),

1 arogra 128 (64 14) 2,° + 64 (6 + 12) z,° — 32(6 + 10) z*

116 (8+8) 1% — 8(8+6) 22 +4 (B +4) 21 + O(z1|)]

(8) Normalisation :

Posons
4B H+4)
T a+20+4
Alors, par la transformation

zo =Kz1, y2=—-Kuy,
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le sytéme précédent devient :

4

By = (a+28+4)%0 (B+12)z27 _ (a+28+4)°p (B+10)z2° + (a+2B+4)*p (8+8)zs°
2= 64(8+4)° 32(8+4)° 16(3+4)%
(a+2B+4)°p (B+6)z2* | (a+28+4)pzp® _ (a+28+4)°pzs? 8
}T sy T g agray Ty T O(lz2l),
. _ (o+28+4)°(B+14)z2% + (a+28+4)*(B+12)32% _ (a+2+4)*(B+10)zs*
Y2 = Y2 32(6+4)° 16(6+4)° 8B+ 4"
(a+28+4)*(B+8)z2° _ (a+2B+4)(B+6)z? 7
(T 4@ T 2+ 4’”’%quﬂ)]
(3.3.3)
dont la matrice jacobienne, évaluée a ’origine, est J := : celle-ci est donc
00
de Jordan.

(4) Changement de variables normalisantes et d’échelle sur le temps :

Proposition 3.3.1. Il existe un changement de variables et un changement d’échelle
sur le temps ramenant le systéme (3.3.3) a
X =Y +aX?,

| (3.3.4)
Y =Y (X +0(X]?).

Démonstration. Il s’agit de déterminer une forme normale du systéme (3.3.3)
telle que la droite invariante « yo = 0 » soit préservée. En effet, le systéme (3.3.3)

est de la forme

Ty :=yy + azih(zy),

Yo = yog(z2), oU

(a+206+4)°
= 3.
W, <0, (3.3.5)
5 .
h(ze) =1+ azh+O0(|zal?) et (3.3.6)
i=1
g(z2) = T2+ Y aoizh + O(|za|"),  avec (3.3.7)
=2

a) = f]., . (338)
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(a+20+4)(8+6)

ag = 23+ 4) , (3.3.9)
(a+28+4)°(B+8)
as 11 0 , (3.3.10)
_(@+28+4)°(B+10)
a4 —» 80+ 4)4, , (3.3.11)
_ (e+28+49)"(B+12)
Qs = 16 (ﬂ n 4)5 (3.3.12)
_(a+28+4)°(8+14) |
= 3200+ 4)6 (3:3.13)
P («+26+9(0+6)
_ (a+25+4)(B+6 ’ ‘
02 = 2B+ 4) , (3.3.14)
_ (@+28+4)°(8+38)
03 = 1B+ 4) (3.3.15)
_ (a+28+4)°(B+10)
Qog = 8(3+4) , (3.3.16)
_(e+28+4)"'(6+12)
05 = 16 (5 +4)° , (3.3.17)
(@ +28+4)°(B+14)
Considérons maintenant les changements de variables et d’échelle sur le temps
suivants
2o/h(z) = H(za), Y =ys t=kX)T oi k(X):==(H) (X).
(3.3.19)
On a
dX _dXdz; dt
dT ~ dz, dt dT

=H'(x,) [y2 + am%h(mz)]v k(X)
=@ 0] T +ax?) (B ()

=Y +aX? (3.3.20)
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et

4 _dY dy, dt
drT _dyg dt dT’
6
=Y (H—l(X) + Zam (H(X))" + )) (H™Y) (X). (3.3.21)
i=2 '
Orona X = H(.’L’g) : .’Eiz -+ Z?=2 A.,,.'L"é -+ O(l.’L'2|7) ) d’ou

. 6 ‘ )
HY(X)=X+) BX'+0(x/), (3.3.22)
i=2

avec

LY

 By=—A,, B3=2A"— A3, Bi=-A; —5A"+5A34,,
By =6 AyAy + 14 Ay — 21 AyAg? + 3 A% — As,
Bs =7 As Ay — 42 A° + 84 A3 A® — 28 ApAs® — 28 AgAy — Ag + 7 AsA,.
| (3.3.23)

Aprés avoir calculé les A; et B;, on obtient via (3.3.20) et (3.3.21) que

| X =Y +aXx?
1Y =V (X +aX?+ aX®+ X+ as X® + as XS + O(| X)), ou
' (3.3.24)
af+6a—p2—803—24
Qg = — 2 3
2(0+4)
N _Ba*+8a*—128a—4af®—40af + 1605+ 128
® 48+ 4)3
1 4 3 3 2.2 2 2 3
Qp=— ———— +9af°+160° - 183°a”+15203“+ 126 a °+ 2
4 1651 1) 8 &} &} & &} &} &}
—216 Ba? + 896 o § + 448 B+ 20 a® — 760 * + 3040 @ — 1280]
1 . ) N
as=————_[24 33a? — 16 &*4?% — 512 5% + 384 F%a? + 2688 B a? — 3328
5 16(ﬂ+4)5[ & & &} &} &}

+Ba' —1792a 3 — 22408 — 864 o® + 8064 + 12a* — 13824 o + 3072]
(3.3.25)
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et

1
256 (8 + 4)°

—151040 a3 — 72 3% — 904 5* + 232736 o> + 10800 o352 — 200 B*a?

o = [—114688 + 860160 o + 237568 3 + 112a® — 4000 %0
—25 3% + 6000333 — 38016 %a® — 550 a B* — 6144a53 + 79120 o33
~60608 o 3% — 930944 o — 200 B%a* + 8 B’ — 3200 S — 13440 0*
—260992 fa” — 10880 8> — 15360 82 — 3 5°] . (3.3.26)

O

( 5 ) Type topologique du point singulier B = (3,0) :

La 1-forme duale de (3.3.24) est

We = Y +aXH)dY - Y (X + s X* + a3 X3+ as X* + a5 X+ as X% + O(| X|"))dX.
(3.3.27)
Alors, par [14], le diagramme de Newton de w, (ou de (3.3.24)) a pour support

Swa = {(0’ 2)’ (27 1)}
Les termes principaux sont donc ceux du systéme tronqué de (3.3.24) suivant

X =Y +aX?,
(3.3.28)

Y =YX
Or, S, montre qu’'on a dans le diagramme de Newton un segment dont la pente
est —% : ceci suggére un éclatement dans lequel on s’approche de l'origine le
long des paraboles d’équation Y = kX2 (ou k € [—00, +00]). On considére donc
I’éclatement avec poids suivant (ot on remplace le point singulier (X,Y) = (0,0)

par un cercle) :

(3.3.29)

avec 72 +?2 = 1.l

: ,
En pratique, on simplifie les calculs en utilisant des cartes : considérons, par
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exemple, les quatre cartes suivantes X = F1 et ¥ = F1. Posons n = F1 :

(a) Dans la direction X (X = ¥1),on a

d’ot
¢ = ne2(Y +a), (3.3.30)
Y =ne¥ [1-2(Y +a)] .

En divisant (3.3.30) par €, on obtient (sans changer de notation) le systéme suivant

¢ =ne(Y +a), (3.3.31)

Y =nY [(1 - 2a) —2Y]

qui a deux points singuliers sur le lieu de 'éclatement « € = 0» : Y = 0 et

Y = 1"2& > 0 dont les matrices jacobiennes sont respectivement

0
Jac(0,0) := e
0 7(1-2a)
et
1-2 1 0
Jac(0, a) =2
2 0 —n(1—2a)

Or a < 0, alors (0,0) et (0,52%) sont des points de selle :

e Pour n =1, on a ’éclatement dans la direction X (X = 1) (voir la figure 3.1-

(a))-

e Pour 7 = ~1, on a P’éclatement dans la direction X (X = —1) (voir la figure

3.1- (b)).
(b) Dans la direction Y (Y = ¥1) , on a

X =€eX, Y =né
d’ou

(3.3.32)
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~
~

(a) Eclatement dans la direc- (b) Eclatement dans la direc-

tion X (X =1) : tion X (X = —1)
FiG. 3.1. Eclatements dans la direction X (X = F1).

En divisant (3.3.32) par ¢, on obtient (sans changer de notation) le systéme suivant

, | (3.3.33)
X=n+X (a—1) -
- 77 a 0/

qui a deux points singuliers sur le lieu de I’éclatement « € = O » pour n = 1 :
ceux-ci correspondent aux mémes points singuliers trouvés en (a).

Par conséquent, via (a) et (b), on a ’éclatement complet présenté a la figure
3.2 (dans les coordonnées ((X,Y),e)) qui, finalement, donne le comportement des
trajectoires au voisinage du point triple B = (3,0) (voir la figure 3.3) : Le point

singulier B = (3,0), de multiplicité 3, est donc un col nilpotent [16].

Remarque 3.3.1. On constate que, pour tout 3 > 0, ay s’annule en

a=ag:= W >0: (3.3.34)
Sta=ag et >0, alors pouri = 3,4,5,6, les coefficients de XY dans la forme
normale (3.3.24), &;, deviennent : '
_ 3(f+ 1206 +48)
4(B+6)"
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D@

FIG. 3.2. Eclatement complet

F1G. 3.3. Type topologique du point singulier B = (%, 0) : col nilpotent

5 =3(ﬂ2+18ﬂ+96)ﬂ>0

8 (8 +6)° ’
14 24 % + 288 42 + 1728  + 3456
Gy = WO H 2P+ BWBF 1T+ 3456) (3.3.35)
16 (8 + 6)
4 3 2
o= OGS 10 4 2T6F 188205 429908 _ o gy

64 (8 + 6)°
En particulier &4|p=0 = és|p=0 = 0.

Le théoréme suivant montre qu'on peut se débarrasser du terme é&; tout en
préservant la droite invariante « Y = 0 ».
Théoréme 3.3.1. Le systéme
X =Y +aX?

| | (3.3.37)
Y =Y(X + @X® + aX + 0( X)),
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est, pour k > 5, C* -équz'valent au systéme |
X =Y +aX?
Y =Y(X +&X*+0( X)) + Y2Q(X), (3.3.38)
ot Q(X)=(2B)X+0(XP.

Démonstration. En effet, soit
K(X))=1+bX2 (3.3.39)
Cherchons un changement de variables
X =H(X1),Y =Y1K(X,) (3.3.40)
et un changement d’échelle sur le temps |
t = k(X1)T (3.3.41)

qui transforment le systéme (3.3.37) en un systéme de la forme (3.3.38).
En effet,
dX; dX,dX dt

dT ~ dX dt dT
= (B (H(X1)) K (X1) + aH(X:)*] K(X,). (3.3.42)

Or, on veut

(H™Y) (H(X1) K (X)k(X) = 1,

) (3.3.43)
(H™Y) (H(X1)H(X1)%k(X:) = XE;
d’ou
H(X\)? .,
K (X)) =X/ (3.3.44)
ceci est vrai si ‘
H(X) = X1V K(X)). (3.3.45)

De plus, H~' o H(X\) = X, implique que (H™Y (H(X:)) = (H'(Xl))_l. Ainsi,
la premiére égalité de (3.3.43) donne

k(X)) = (3.3.46)
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Ainsi, avons-nous

X, =Y, +aX2 (3.3.47)
De méme,
aY, _d (K(l),(l))
- dT 4T

1 dY  K(Xy) dX, . dY _dYdt
K(X\)dT ~ K(X,)? dT’ dT ~ dt dT

~ 3 ~ KI(XI) 2
=Y1k(X1) [H(Xl) +a3H(X1) +a4H(X1)4+...] — K(Xl) Y1 (Yl +CEX1)
=Y1 [k(X1)H(X1) + ask(X1) H(X1)® + Gak(X0) H(X0)" — KK((?XI))GX%) + }

2KI(X1) ‘
-Y; K(Xl)' (3.3.48)

Alors, par (3.3.48), (3.3.39), (3.3.45) et (3.3.46), on a que

dY; - .
, T; =Y [ X1+ (b+ a3 — 2ab) X3 + auX{ + O([ X1°)] + YPQ(X1), ou
(3.3.49)

Q(X1) = 2bX; + O(|X1]?). On note que le &4 est inchangé sous le changement
utilisé.
‘ ,

Pour éliminer le terme en Y; X? dans (3.3.49), on résout 'équation d’inconnue b

suivante
b+é3—2ab=0:

elle a pour solution

a3
b= . 3.3.50
20 —1 ( )

Donc, pour b = ;2 par (3.3.45) et (3.3.46), il vient que (3.3.40) et (3.3.41) sont
respectivement les changements de variables et d’échelle sur le temps transformant

le systéme (3.3.37) en un systéme de la forme (3.3.38). O

Posons

1

141 I=p—4A,l/2 2=6—m'

et v:= (v, ). (3.3.51)
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Dans la suite de cette section, nous allons étudier le systéme (0.0.11) lorsque le
paramétre v := (v, o) est dans un voisinage de (0,0) et que (z,y) est dans un
voisinage de (3,0). '

Proposition 3.3.2. Si (z,y, v, 1s) est dans un voisinage de (%, 0,0,0), alors le

systéme (0.0.11) est topologiquement orbitalement équivalent &

X =Y + (X)r(X),

- (3.3.52)

Y =Yf(X), ou

¢(X) == aX" + po(v), (3.3.53)
(X)) =1+0[v)) (1 +0(IX])), : (3.3.54)

et
F(X) = O(Iv) + (1 + O X + 3 (@i + O(W)X + O(XF),  (3:3.59)

i=2

les a; étant définis en (3.3.25) et (3.3.26).

Démonstration. Afin d’alléger le texte et pour ne pas se répéter, nous allons
plutdt expliquer la fnéthode et, lorsque c’est utile, nous présenterons certaines
expressions. En effet : &

e Par (3.3.51) et la translation « z; =z — 3, yy =y » , (0.0.11) devient

L= +4N) (3 —z}) —yp(z1 +3), (3.3.56)

Y1=u [—V2 ~ st +%)] .
e On divise (3.3.56) par

(2(131 +1)2
ploi+ | =
2 dazi?+4(a+PB)z +a+20+4

on obtient, sans changer de notation, un systéme de la forme

> 0:

iy = (228 y — (B4 Oz — 1 + (8 — )vs — A (e + 28 + 4)] 22
+O(|V1,$1|3),

=y [—(a+28+ 4+ K,z + O(Jve, 71]%)], ou
(3.3.57)
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4B +4)
T a+28+4

e Par la transformation

[1+w(a+28+4)]

Ty = KL/;Il; Yo = _Kvgyl')

(3.3.57) devient

4

=@+ [1l+{(a+20+D|v, — (+ 4z + yo
4 +az3 [(1+O(|v])) + (a1 + O(Jv]))z2 + (a2 + O(|v]))z5 + (az + O(|v])) 23 + O(|z[*)],

Y2 = va2[—(o + 28+ 4)va + 2 + (202 + O(|v])) 25 + (20 + O(|v]))z5

\ +(aos + O(|v])) 75 + O(Jz2[7)],  o0u

(3.3.58)
@, les a; et ag; sont les mémes que précédemment (voir respectivement (3.3.5),
(3.3.8), (3.3.9), (3.3.10), (3.3.11), (3.3.12), (3.3.14), (3.3.15) et (3.3.16)).

e Iy est de la forme fa(z, 11, o) + ya, O

0f2
' 013

2
—2(0,0,0) =0 et %f(oom—aw;

f2(0,0,0) =0,
Alors, par le théoréme de préparation de Weierstrass [12], il existe une fonction
analytique u dans un voisinage de (0,0,0) € R x R? et deux fonctions analytiques
€o(v1, o) et €(vy,v,) dans un voisinage (0,0) € R? telles que u(0,0,0) = a < 0,

€0(0,0) = 0, €,(0,0) =0 et
fo(za, v, 1) = [eo(yl, ve) + e1(vh, va)zo + :Lg] u(za, 1y, Vo).

11 est clair que u(z2,0,0) = ah(zz), o h(z;) est défini au (3.3.6). Or, pour

v:=(v,), 0na

61(1/))2 B 6,(v)? — deo(v)
1 .

eo(v) + €1(v)zo + Ig = (xg + 5

Ainsi

Ty =1ys+

2 2 — 4eg(v
(rz + 61(21/)) - av) 1 e )] u(zq, v1,12), avec  (3.3.59)

u(zq,0,0) = ah(z;), ot h(zy) est défini au (3.3.6).

e Par la translation « X = zy + =5~ “(") , Y =y, », alors (via (3.3.59) et la deuxiéme



61

équation de (3.3.58)) le systéme (3.3.58) devient

X =Y +(aX?+ po(v1, v2)) ha(X),
Y=Y [—(a + 28+ Ay — 2 4 o) + (1 + O(v])X

+ao + O(Iv))X? + (c0s + O(JV))X? + (c0s + O(Iv[)) X* + O(IXP)], ot

(3.3.60)
po(v, vg) = —= [en (1, V2)24_ 460(1/1,1/2)],
3
ha(X) =1+ O(v]) + (e + O(w)X* +O(1X 1),

les a; étant les mémes que précédemment. Par la configuration de la forme normale
(3.3.24) (c’est-a-dire (0.0.11) au voisinage de B = (3,0) pour (vi,12) = (0,0)),
la famille (3.3.60) (c’est-a-dire (0.0.11) au voisinage de B = (3,0) lorsque (1, v»)
est dans un voisinage de (0,0)) peut donc s’écrire sous la forme voulue, & savoir

(3.3.52). , O

Aussi, avons-nous la proposition suivante.
Proposition 3.3.3. (1) Si ag # 0, alors le systéme (3.3.52) est topologique-

ment orbitalement équivalent a

X=Y+ a(V)X? + s,
Y=Y (us+ X F X2+ X3,(X,v)) + Y2Qu(X,v), (3.3.61)

ot a(v) <0, b(X,0)=as+O0(X|) et Q.(X,0)=0.

(2) Sicas =0 et >0, alors le systéme (3.3.52) est topologiquement orbita-

lement équivalent a

X =Y +av) X2+ po,
Y =Y [z + X + paX? 4+ @ X3 + X+ X5,(X, v)] + Y2Q5(X,v), ot a(v) <0,

b3 = (@3 + O([v]) (Ga+ O(V]) "3, B52(X,0) = G5 + O(X]), Q2(X,0) = 0.
(3.3.62)
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Considérons les changements de variable et d’échelle sur le

X=XV =vr(X)i= (t_).

. dX dXdt
= ~Ta

r(X)

f(X), 7(X) et ¢(X) sont définis en (3.3.52). Ainsi

X = Y + ¢(X),

+(az + O(|v])) X3 + (ag + O(|V])) X* + O(IX]P)] + Y2Qu (X, v)
\011 Q:1(X,0) =0.

(3.3.63)

(3.3.64)

(3.3.65)

Y=Y [(a +28+4)v, — 28 4 o(J]) + (1 + O(|v])) X + (a2 + O(|v])) X2

(3.3.67)
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Posons K; = 14 O(|v|). Par la transformation X = K, X, Y = K,Y, le systéme
(3.3.67) devient, sans changer de notation,
X =Y + (L+O0(|v)) aX? + po(v) (1 + O(|v])) ,
V=Y [((a+28+ 4 — 29 +o(|u])) + X + (az + O(l) X (3:368)
+ag + O(V)X? + (aa + O([V) X* + O(IX )] + Y?Qu(X, v),

ol po(v) est donné au (3.3.65). Deux cas s’imposent :
e Si ay # 0, posons @, := ay + O(|v|). Alors, par la transformation X; = |@,|X,
Y, = @2Y, et aprés avoir multiplié le systéme obtenu par |@,|, le systéme (3.3.68)

devient, sans changer de notation,
X =Y 4+ (1 +0(v])aX? + uo(v) (1 + O(v|)) |az + O(Jv])],
V=Y [((a+28+4) - 22 +o(lu])) oz + O(w]) | + X F X2+ X*0u(X, )]
+Y2Q1(X,v), ot b(X,0)=%+0(|X]) et Qi(X,0)=0.

2

(3.3.69)

Donc, en posant

a(v) == (1 + O

v|))a <0, po:=pe(v)(1+0(

2+ o) laa + O(Il,

v])) laz + O(|v])],

pai= (a4 26+ 4 -
on a le résultat escompté.
e Siay = 0et [ > 0,alors as+0O(|v|) (le coefficient de Y X2 dans (3.3.68)) devient
O(|v]) (indépendant des deux premiers). Posons @4 := &4+ O(|v|) > 0 (o1, par la
remarque 3.3.1, &4 > 0 pour ﬁ'> 0). Ainsi, par la transformation X, = (64)§ X,
Y, = (64)§ Y, et aprés avoir multiplié le systéme obtenu par (64)%, le systéme
(3.3.68) devient, sans changer de notation,
(X =Y+ (1+ O() aX* + polv) (1+ O() (6 + O(Iv]))}
Y=Y [((a+28+4) - 92 + o)) (@ +O(w])? + X
$ +O(V]) (@ + O(|v])) 7% X2 + (& + O(|v])) (G4 + O(|v])) 5 X* + X*
+X%ba(X, V)] + Y?Qa2(X, v),

ol ba(X,0) = s, +O(X]) et Qa(X,0)=0.
(3.3.70)
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Donc, en posant

o

a(v) == (1+0(v]))a <0, py:= po(v) (1+O(|v])) (@a + O(|v]))*

e1(v)
2

Ll

o = ((a+2ﬂ+4)w— +o(|u|>) (@ + O(l))}

pa = O(|v]) (@4 + O(Jv])) "3,
on a le résultat escompté. _ O

Les propositions 3.3.2 et 3.3.3 nous permettent donc de conclure que :
Théoréme 3.3.2. Si a # % (resp. o = ﬁ*%ﬁgﬁ avec f > 0), alors le
point singulier B = (%, 0), de multiplicité 3, est un col nilpotent de codimension
3 (resp. de codimension 4). Cependant, dans notre systéme, la contrainte que la
droite d’équation Y = 0 est invariante diminue la codimension de un.

Nous y reviendrons au chapitre suivant car la bifurcation de col nilpotent de
codimension 3 sera le centre organisateur de notre diagramme de bifurcations.

Remarque 3.3.2. Dans la suite, &3 := (63 + O(|v|)) (&g + O(|U|))_§ < 0 (défin

a la proposition 8.3.8) sera encore noté par &z < 0.
3.3.2. Analyse du cas § =0

On sait que pour ag := &fﬁs———ﬁ, le ay de la forme normale (3.3.24) s’annule
en a = ag. Par le théoréme (3.3.2) : le boint triple B = (3,0) est un col nilpotent
de codimension 2 (resp. de codimension 3) lorsque a # ag et § > 0 (resp. lorsque
a = ag et B > 0). Dans ce qui suit, nous allons analyser la forme normale du
point singulier B = (%, 0) lorsque a = ag et B = 0. En effet, nous savons que les
&; (ou i =2,...,6) sont les coefficients respectifs de z2y, =3y, 'y, °y et 2%y dans
la forme normale du point nilpotent triple B = (%, 0) lorsque 8 =0 et a = ag. |
On conjecture que :

Conjecture 3.3.1. Si § = 0 et a = ag (c’est-a-dire a = 4), alors la forme

normale (3.8.24) est invariante sous le changement
X =-Xt— —t.

C’est-a-dire que le systéme est réversible et donc de codimension infinie.
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Hlustration :
En effet, si § = 0 et & = ag, alors par (3.3.34) on a que @ = 4 et, par la remarque
3.3.1, on a que :

a3 <0etas>0;

Gy =g =0. (3.3.71)
~ Ainsi, pour 8 = 0 et a = 4, la forme normale (3.3.24) devient
X =Y +aX?,

Y =Y(X +aX?®+aX>+0(X|") avec a3<0 et as>0.
(3.3.72)
Ceci laisserait supposer que, pour 3 = 0 et @ = 4, la forme normale est invariante
sous le changement

X -Xt— —t

C'est-a-dire que le systéme est réversible et donc de codimension infinie,



Chapitre 4

ETUDE DES DEPLOIEMENTS DU COL
NILPOTENT

4.1. PRESENTATION DU CHAPITRE

Il s’agit de faire une étude approfondie des bifurcations des deux familles

suivantes :

X = Y+a(u)X2 + 1o,
Y =Y [p3+ X + X2+ X3, (X, V)] + Y2Q:i(X,v), . (4.1.1)
ot bi(X,0) =as+O(|X]|) et Q:i(X,0)=0,
et
X =Y +a(v)X? + po,
Y =Y [us+ X + pa X2+ @ X3+ X4+ X5, (X, V)] + Y2Qu(X,v), (4.12)
0t by(X,0)= a5+ O(|X|) et QX,0)=0,
avec €2 = Fl, a3 défini en (3.3.25), &3 < 0, & < 0 et; pour v = (v, Vs)
suffisamment petit, a(v) < 0 (voir le (3.3.51), la proposition 3.3.3 et la remarque
3.3.2) et p; := p;(v).
Nos explorations préliminaires semblent montrer que l'ajout des termes en Y
ne change pas le diagramme de bifurcations (qualitativement), mais le temps
nous a manqué pour faire une étude compléte. Nous présenterons donc 1’étude

des modeles (4.1.1) et (4.1.2) sans terme en Y2. Expérimentalement, on sait que

dans ce genre de problémes (soit les bifurcations de points nilpotents), ’étude des
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familles standard de (4.1.1) et (4.1.2),

X =Y +a()X?+ po,
S ) i (4.1.3)
Y=Y (3 + X +eX?),

 _ 2

)‘( =Y +a() X0+ g, ' (4.1.4)
Y=Y (3 + X + paX?+ & X3+ X1),

respectivement, est suffisante pour comprendre I'organisation qualitative du dia-
gramme de bifurcations. Nous ferons la conjecture que c’est encore le cas ici et
‘nous nous contenterons d’étudier les familles standard. Dans le cas de (4.1.4),
nous n'avons pas réussi a faire un changement de variables qui nous débarasse du
terme en Y X3 de la deuxiéme équation, tout en conservant la droite invariante.

Cependant, les calculs montrent que ce terme n’est pas pertinent.

Dans toute la suite, nous ferons a(v) = a pour simplifier cette notation.
4.2. ETUDE DE LA SOUS-FAMILLE (4.1.3)
11 nous suffit de traiter du cas ou €3 = 1 qui, par la transformation
(Xv Yv Ha2, 13, t) N (—X1 Y7 K2, _u31‘ —t),

nous permettra d’obtenir les résultats de celui ot €5 = —1.

4.2.1. Points singuliers et leur type -

Dans un petit voisinage de l'origine, pour des petites valeurs des parameétres,

les points singuliers de (4.1.3) sont :

P = (—\/—E,O), Py = (\/—7%,0), Py = (X0, Y) (4.2.1)

ol py > 0 et (Xp, Yp) est unique tel que

ha(Xo, p3) = ps + Xo + X3 =0,
» ° (4.2.2)

Yo = —(p2 + aX3).
En effet, on a que h3(0,0) = 0 et g—;g(o, 0) = 1;d’ou, par le théoréme des fonctions

implicites, il existe un voisinage de (Xo, #3) = (0,0) sur lequel ho(Xq, 13) = 0 si,
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et seulement si Xo = Xo(us) avec Xo(0) = 0; ce qui, par la deuxiéme équation
de (4.2.2), implique 'unicité de Y, = Yo(ug,ug)-tel que Y(0,0,0) = 0 (dans un
voisinage de (Y, o, u3) = (0,0, 0)) vérifiant la deuxiéme équation de (4.2.2).

En conséquence, il existe un seul point singulier, F := (X, Yp), dans un voisinage
de (X, Ys) = (0,0), vérifiant les équations de (4.2.2).

La matrice jacobienne en (X,Y) de (4.1.3) est donnée par :

20X 1
Jac(X,Y) = . (4.2.3)
Y(1+2X) ps+ X+ X?
Ainsi ’ _ V
2a,/— & 1
Jac(¢1/—&,0) — [ e . (4.2.4)
a 0 mFV/-T-7
et
2(1X0 : 1
JaC(Xo, Yo) = . (425)
Yo(14+2X,) 0
Posons
X, = —)-E2 (4.2.6)
a 7
et
— |_B2
Xy — | (4.2.7)
On ala

Proposition 4.2.1. X, Yy, X, X, et Py, Py, Py étant définis plus haut (voir aussi
la figure {.4 ci-aprés) :

o s5i Xy €] — 00, X;[U]Xq,+00[, alors Py := (Xo,Ys) est un point de selle hyper-
bolique ;

o 51 Xy €)X, X[, alors By := (Xo,Yo) est un anti-selle (c’est-a-dire un point
dont le déterminant du jacobien est positif);

e 50 Xo =X, ou Xo = Xo, alors Py := (Xo, Ys) est un col-noeud;

o sipg > /—E + £ alors Py est un noeud répulsif;

® 5ipg < o/—EL+ £ glors Py est un point de selle hyperbolique ;

o sipg=/—EL+ £ alors P, est un col-noeud;

si 3 > —/—B + £ alors P, est un point de selle hyperbolique ;
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o sipg < —/—2 + & alors Py est un noeud attractif;
® Sijz=—y/— E + €, alors Py est un col-noeud.

Démonstration. En effet, on a que :

Det(Jac(Xo, Yo)) = —Yo(1 4+ 2Xo) : X, étant petit, alors Det(Jac(Xo, Yo)) est
du signe de —Yy = py + aX? (voir (4.2.2)).

Or, il est clair que : us +aX§ > 0 si, et seulement si Xy €] X, Xs[; ua+aX2 =0
si, et seulement si Xy = X; ou X = X5. Donc :

- 81 Xo €]X1, Xy, alors Det(Jac(Xo, Yo)) > 0: Fo := (Xo, Yo) est un anti-selle;
- si Xo €] — 00, X1[U] X3, +o0], alors Det(Jac(Xo, Yo)) < 0: By := (Xo, Yo) est
un point de selle hyperbolique;

- si Xo = X ou Xy = X3, Det(Jac(Xg,Yo)) = 0 : P := (Xo, Yo) est un point
double ou Yy = 0 et X vérifie les deux équations de (4.2.2).

Jac(—,/—E,0) a deux valeurs propres qui sont —2a/—E2 > 0 et Aj(ug, u3) :=
ps—/—EX — £ : il vient que A;(us, u3) > 0 (resp. < 0) si puz > /—E +£2 (resp.

fy < A/—EZ 4 ¥2) et A (g, pa) = 0 si pg = /= e

De méme, Jac(,/—£2,0) a deux valeurs propres qui sont 2a,/—£2 < 0 et Ay(ug, u3) 1=

ps + /—E — £2 .l vient que Ag(ug, p3) > 0 (resp. < 0) si pg > —/—£2 + 2
(resp. uz < —\/:?+ £1), et Ag(pg, p3) = 0si uz = -—\/——%-}— £2_ Ainsi :

- sl pug > \/——%-i— £2 alors P, 1= (—\/?, 0) est un noeud répulsif;

-8l pg < \/E +£ alors P := (—-\/——%"'—, O) est un point de selle hyperbolique ;
- sl ug = \/—T + £2, alors P := (—V——%, 0) est un col-noeud répulsif (comme
on le verra a la proposition 4.2.2).

-8l g > —y/—E +E2 alors Py := (1/—EZ,0) est un point de selle hyperbolique;
-siopg < —/—2 4+ & alors Py = ( —E2.0) est un noeud attractif;

-8l pg = —y/—E + E2 alors Py := ( -, 0) est un col-noeud attractif (comme
on le verra a la proposition 4.2.2). _ (i
Sachant que

Trace(Jac(Xo, Yo)) = 2a Xy, (4.2.8)
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alors celle-ci est nulle si, et seulement si Xo = 0; d’ou, par (4.2.2), Yj = —u,,
ps = 0 et, ainsi, Det(Jac(Xo, Yo)) = po : . |

Dans la suite, nous montrerons que : si ug > 0, alors nous aurons une bifurcation \
de Hopf d’ordre 1 au voisinage du point singulier (0, —us) sur la demi—droité

d’équation uz = 0.
4.2.2. Bifurcations de col-noeud

Le résultat de cette sous-section est : ,
Proposition 4.2.2. 7l y a trois bifurcations de col-noeud (voir la figure 4.4 ci-

apres) : la premiére a pour équation
(Cne) : u2 =0,

la deuziéme et la troisiéme sont les courbes approrimées par les équations respec-

tives
(Cng,) s po = —ap? avec pz <0,(Cny,):pe=—au? avec pz>0.

La premiére se produit lorsque P, := (—+/—E,0) se confond & Py := (y/—E2,0) :
ce col-noeud est attractif si u3 < 0 et répulsif st u3 > 0. La deuxiéme se produit
lorsque Py := (Xo, Yo) se confond a P, := (— \/:_%2., 0) : ce col-noeud est attractif.
La troisiéme se produit lorsque Py := (Xo,Y)) se confond a Py := (ﬁ, O) I ce

col-noeud est répulsif.

Démonstration. En effet :

¢ La premiére se produit lorsque P, := (—/—EL,0) et P, == (\/—%,0) se

confondent c’est-a-dire uy = 0 : elle a donc pour équation
(Cne) tpa =0 ' (4.2.9)

En procédant comme au chapitre précédent, on voit facilement que ce col-noeud
est attractif si uz < 0 et répulsif si yz > 0.

o La deuxiéme se produit lorsque Fy := (X, Yp) se confond & P, := (*\/T‘fl—z, O) ;
¢ La troisiéme se produit lorsque Py := (Xo, Yp) se confond a P, := (1/—E2,0).
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Pour ces deux derniers cas on a que :

+Xo+X5=0
oo Ao (4.2.10)

J15) +an‘ = 0.

Posons F(X) = pg + aX? et G(X) = p3 + X + X?. Alors ces deux derniéres bi-
furcations se produisent lorsque le résultant de f et g par rapport & X, Res(f, g),

est nul. Or, par le logiciel MAPLE, on a :

Res(f,g) = aps + 13 — 2apops + a®us.

Mais ce qui nous intéresse c’est comment la courbe d’équation Res(f,g) = 0
se comporte au voisinage de (uo, u3) = (0,0) : ses termes dominants sont alors
apz + a?pf. Donc ces deux derniéres bifurcations de col-noeud ont lieu sur la

courbe approximée par la parabole d’équation
(Cny) : pg = —ap - (4.2.11)

Par conséquent, la deuxiéme bifurcation de col-noeud a une équation approximée.

par

(Cng,) : po = —apj avec p3 <0,

- alors que la troisiéme a une équation approximée par
(Cn.,) : pp = —ap? avec pz > 0.

En procédant comme au chapitre précédent, on voit facilement que le col-noeud

sur (C'ng,) est attractif alors que le col-noeud sur (Cn,,) et répulsif. U

4.2.3. Bifurcation de Hopf

Le résultat sur la bifurcation de Hopf pour le systéme (4.1.3) est :
Proposition 4.2.3. Lorsque py > 0, nous avons une bifurcation de Hopf d’ordre
1" au voisinage du point singulier (0, —u2) sur la demi-droite d’égquation (H,) :

us = 0, et le coeficient de Lyapunov correspondant, L), est strictement positif.
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Démonstration. En effet, comme il a été vu lors de I’analyse du type de chaque
point singulier, la bifurcation de Hopf se produit au voisinage du point singulier
de coordonnées (0, —’/12) sur la demi-droite (H,) : u3 = 0 telle que py > 0. Alors,
en utilisant successivement les deux transformations suivantes :

(H):Y1=Y +p, Xy =Xet (H) : Y1 =—/1127, X, = X,

le systéme (4.1.3) devient :

X = — /2 +aX?

_ ‘ (4.2.12)
Z = /IaX + /Rl X*+ XZ + X*Z ‘

dont le premier coefficient de Lyapunov est déterminé par :

L =-%%

On a donc, par la théorie, un cycle limite répulsif quand P, := (XO,YO\) est

attractif c’est-a-dire Xy > 0 (par (4.2.8)) ou encore que uz = —Xo(1 + Xp) < 0
(par (4.2.2)). . O

4.2.4. Positions des séparatrices des points singuliers de 1’axe des X

pour les systémes (4.1.3) et (4.1.4)

La structure des séparatrices des points singuliers de I'axe des X, c’est-a-dire
P = (X1,0) et P, := (X;,0) (avec X, := —\/—7% et Xy := \/—_%), pour les
systémes (4.1.3) et (4.1.4) est donnée par le résultat suivant :
Théoréme 4.2.1. Lorsque P, ou P, est un point de selle, sa séparatrice a une
position comme sur la figure 4.1 : elle vient de la droite pour P, et de la gauche
pour Py. En particulier, lorsque P, et P, sont des points de selle, les 3 positions

possibles de leurs séparatrices sont présentées a la figure 4.3.

Démonstration. Les abscisses des points singuliers de 'axe des X, P, := (X}, 0)
et Py := (X5,0) (avec X, := —\/——% et Xy := /—E2) sont, par la proposition
4.2.1, solutions de léquation aX? + py = 0. On s’intéresse aux positions des
séparatrices de P, ou P; :

e Les séparatrices de Py et P, ne peuvent pas aller a linfini dans la bande « X €
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[Xl, XQ] ».
Pour cela, il suffit de montrer qu’entre les droites d’équation X = X; et X = X,

la pente du champ de vecteurs est bornée. En effet, les familles (4.1.3) et

dY
y dx)
(4.1.4) étant locales, alors celles-ci sont définies pour |X| < K, |Y| < K. Pour
que les séparatrices puissent sortir du voisinage, il faut que, pour p, assez petit,
la pente du champ de vecteurs dans la bande « X € [X), Xs] » soit forte. Soit
Y tel que [Y| = £. Pour que la trajectoire d’un point (X,Y) avec |Y| = £ et
X € [X1, X,)] puisse sortir de la bande par le haut, il faut une pente moyenne
strictement supérieure & 5= dans la région « X € [X1, X;|, [Y] > % ». Nous
allons montrer que, pour p, assez petit la valeur absolue de la pente du champ
de vecteurs est strictement inférieure & 5o dans cette région.

En effet, soit uy assez petit pour que VXE (X1, X, |f(X)| < K (o0 Y :=
Y f(X)) et aussi

. K
X} =Y +aX? + po| > -

3
On a
v _I¥|
x| £
3|Y||f( )|
K
<3K.
(4.2.13)
Alors,
WK t assez petit (4.2.14
X 8X, s py est assez petit. 2.14)

Donc les séparatrices des points singuliers P, et P, ne vont pas a I'infini entre les
droites d’équation X = X, et X = X,.

Il y a donc quatre pqssibilités pour les séparatrices de gauche et quatre possibilités
pour les séparatrices de droite (voir la figure 4.1).

e Si P, et P, sont des points de selle, alors les coordonnées du troisiéme point
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e

(a) positions possibles des sé- (b) positions possibles des sé- (c) positions possibles des sé-

paratrices de P; lorsque Y < 0 paratrices de P; lorsque Y < 0 paratrices de P, lorsque Y >0

Xl X2

(d) positions possibles des sé-

paratrices de P lorsque Y > 0

Fi1G. 4.1. Positions possibles des séparatrices des points singuliers

de laxe des X pour les systémes (4.1.3) et (4.1.4)

singulier Py := (X, Yo) vérifient
s

Xl < X() < XQ,
Yo = ~(aXg + ), (@215

ps + Xo+ X3 =

On a que Yy < 0 car aX? + uy < 0 pour tout X €] X1, Xs[ : on s’intéresse
donc, dans ce cas, aux positions des sépatrices de P, et P, dans la demifbande
« X €[X1,X2],Y <0»:

Sur les droites d’équation X = X; et X = X, on a, par le systéme (4.1.3), que
X =Y <0. Alors, puisque P, := (X1,0) et Py := (X5,0) sont des points de selle,
on a nécessairement le comportemeht des trajectoires aux voisinages de P, et P,
(voir la figure 4.2).

Or, par ce qui précéde, les séparatrices de P, et P, ne peuvent pas aller 4 ’infini
entre les droites d’équation X = X; et X = X,. Par conséquent, lorsque P, et
P, sont des points de selle, les 3 positions possibles de leurs séparatrices sont

présentées a la figure 4.3. O

EEaW
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N

F1G. 4.2. Comportement des trajectoires aux voisinages de P, et

P, lorsque ceux-ci sont des points de selle

' X1 X
2
X 1 X ) X 1 X ) - d
(a) premiére possibilité (b) deuxiéme possibilité (c) troisiéme possibilité

FI1G. 4.3. Positions possibles des séparatrices de Pl et P, lorsque

ceux-ci sont des points de selle”
4.2.5. Bifurcation de boucle hétéroclinique

4.2.5.1. Ezistence

La seule maniére dont le cycle répulsif précédent peut dispaiaitre avant le col-
noeud (Cn,,) est, par la théorie et la position des sépatrices des points de selle
(voir le théoréme 4.2.1), dans une boucle hétéroclinique. Nous allons montrer
qu’elle est répulsive.

Or, puisque les pofnts singuliers (X, 0) et (X5, 0) doivent étre des points de selle
et que —2aX, > 0 et 2aX; > 0, il faut que : po > 0,

ps+ Xo+X2>0 (4.2.16)

et

—~(us + X1 + X} > 0. - (4217)
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Donc, il existe une boucle heterochmque dans la région de I’espace des parametres

définie par (voir la ﬁgure 4.4)

y2>0, /1.3(‘-*-{-1{-% [1.3>——‘/'“& (4218)

4.2.5.2. Approzimation de la surface de boucle hétéroclinigue, (BH,), par la
méthode de Melnikov

On raméne I‘lotre‘ systéme a un systéme proche d’un systéme intégrable par

I’éclatement avec poids

(T): X =€eX, Y=Y, py=¢em, us=emh;. (4.2.19)
Alors
- X <72 oY = = 2
X == (Y+aX +u2) L Y= 6—2—6(6M3Y+XY+€X Y)
(4.2.20)
On divise par € et on obtient
X =Y +adX +,
(4.2.21)

Pour ¢ = 0, le systéme (4.2.21) est intégrable. En effet, sous le flot dudit
systéme : 4
- La droite d’équation —Y = 0 est invariante ayant X comme cofacteur.

- La parabole d’équation Y + 22= 1?4 20- 1-177, = 0 est aussi invariante ayant 2aX

comme cofacteur.

Ceci donne une intégrale premiére :

— 20 —12  2a-1
H=(-V)|Y I 4.2.2
(T (7 2 B (4.2.22)
Or,on a
Y= _g_i = —(2a - 1)(-Y) %X = X YK, (4.2.23)

avec K = (2a — 1)(-Y)~(%+1),

Remarque 4.2.1. Lorsque a = —%, le systéeme est hamiltonien pour e = 0.
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D’ou, en multipliant le systéme (4.2.21) par K, facteur intégrant de (4.2.21)|.—o,

on obtient :

3 oH
X =%
Y = —2—% —¢(-Y) (#3 +72) (20 —1).

(4.2.24)

Le lieu des paramétres ot on a la boucle hétéroclinique est approximé par (mé-

thode de Melnikov) :

I, 75) = [ = (s + X°) 2a = D)X =0,
r
ou I' désigne la boucle non perturbée qui est située sur H = 0.

Posons

9
o5l

—k

I, = X X +—

= = ( 5 T g Mo

- Sur =Y =0, on a que I(f,, ;) = 0 pour tout (T, ).

(X)? — 22=175,, on a que

__2a-1

- Sur la parabole d’équation Y = 3

I(Eg, f13) »= (2a — 1){fislo + 1) = 0.

C'est dire qu'on a
(BH+) N ﬁ:}ID + I2 = O.

(i} Calcul des Iy

Proposition 4.2.4. On a que

Iy = fa(M) (—;

avec _
fa(ﬁ2) = [(2(12; 1) g

et

k;l"(%—l)l"(l — 2a)

_ 2
(B 20 (20

2

2a~1—9 92a—1 \"2 _
a 2,2 —) iX, ou keN.

(4.2.25)

(4.2.26)

(4.2.27)

(4.2.28)

(4.2.29)
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Démonstration. En effet, posons, justement

fa(ty) = Km _.1) ﬁz] - > 0; (4.2.30)

2a

— — — —2a
On remarque que la fonction X +— X k [%X gt 1] est paire dans I'intervalle

Alors _
' 2 —x[ a2 e
I, = 2fa(ﬁ2)/ X [_—X + 1] dX. - (4.2.31)
0 Ha
Posons Z = —%(7)2 c’est-a-dire X = —EGZZ%.

Dot : X — 0 si, et seulement si Z — 0; X — \/—’%2- si, et seulement si

Z—1l,etdX = 1/-Bz7"3,

Ainsi
ZNE o
Iy = fa(R,) (—@) / Z7 (1-2)"%dz, (4.2.32)
0
Or .
/ 2011 = 2)114Z = B(p,q) (4.2.33)
0 .

pour tout p, g nombres réels strictement positifs. D’ol, puisque

k=l _ k1 _ et —9g=(1—2a)—1:

2 2
k1
I = fulTh,) (—%) T (% 1 - 2a> . (4.2.34)
Aussi, avons-nous -
B(p,q) = %%2 (4.2.35)
sur un ensemble contenant (R**)Z, ou
L(p) := /0 " e XXPldX, | (4.2.36)

sur un ensemble contenant R** : En particulier,

- 1

En plus,
I'(p+ 1) =pl(p), (4.2.37)
ol p est un réel strictement positif. Conséqueniment, on a l'expression de I

annoncée a la proposition 4.2.4. ' U
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(i) Ecriture simplifiée de (BH,.)

Théoréme 4.2.2. La surface de bifurcation de boucle hétéroclinique du systéme

(4.1.3) est approzimée par

(BH,) : a(3 —4a)us — pp = 0.

Démonstration. En effet, on a que :

— e E\TVAT(Q—20) (_E)i L /7T(1 — 2a)
/~‘L3IO + I2 —/-‘L.'}fa(/iz) ( a ) F(% — 2(1—) + fa(“?) a (% _ 2(1)1—‘(% _ 2(1)
([ E) vAQ-2) [ B
- _r a . 4.2.38
) (-2) 2w s (1.2:39
Etant donné que a < 0 et que f,(f,) > 0, alors :
Iy, 3) = 0 <= a(3 —4a)f; — 1, = 0. (4.2.39)

Donc, puisque 7, = £ et [i; = £ par (4.3.114), alors la surface de bifurcation de

boucle hétéroclinique de (4.1.3) est approximée par :
(BH,) : a(3 — 4a)uz — py = 0. (4.2.40)
O

4.2.5.3. Type de la boucle

Commencons par rappeler la notion ci-aprés.
Définition 4.2.1. Le rapport d’hyperbolicité d’un point de selle est le rapport
—%, ot Ay < 0 < Ay sont les deuzx valeurs propres.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.2.3. La boucle hétéroclinique du systéme (4.1.3) est répulsive.

Démonstration. Pour la faire, on utilise le critére suivant (mais qui sera discuté
en détails au théoreme 4.3.2) : la boucle est répulsive (resp. attractive) si le produit

des rapports d’hyperbolicité des deux points de selle est plus petit (resp. grand) que
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un. Par (4.2.4), (4.2.6) et (4.2.7), les rapports d’hyperbolicité des points singuliers
(X1,0) et (X3,0) sont respectivement :

u3 + X1+ X12
=-— 4.2.41
n 2(1X1 ’ ( )
Alors,
Xo(us + X1 + X?) o .
TiTg = 5 ainst 4.2.43
T X (us + X+ XD) ( )
X, — Xo —
iy — 1 _X Xo) (X1 Xo — p3)

Xi(ps + Xo + X3)

(X1 — Xo) p2
- B2 ). 4.2.44
X1 (i3 + Xz + X2) ( 2 “3) (4.2.44)

Or, Xlx;l)@ > 0 et, par (4.2.16) et (4.2.18), on a : us+ Xo —i-X22 > 0. Donc 17 — 1

a le signe de (£2 — yi3). En évaluant ce dernier pour u, = a(3 — 4a)pus (obtenu
au (4.2.40)), on obtient que 7172 — 1 a le signe de (2 — 4a)us < 0 (ou pz < 0 par
(4.2.40) et du fait que a < 0, py > 0). D’ou le résultat. O

Ceci nous donne les positions des courbes de bifurcation comme sur la figure 4.4.
Dans ce qui suit, (Cn,) sera noté par : (Cn,,) lorsque u3 < 0 (resp. (Cn,,) lorsque

pz > 0).

4.2.6. Diagrammes de bifurcation de (4.1.3)

Comme on I’a dit au début de cette section, il suffit de présenter celui ou
€2 = +1 car celui ot €, = —1 est obtenu par la transformation (X, Y, us, p3,t) —
(=X,Y, pa, —p3, —t).

Conjecture 4.2.1. La topologie du diagramme de bifurcations de (4.1.1) sera la

meéme que celle du diagramme de bifurcations du systéme (4.1.3).

4.3. ETUDE DE LA SOUS-FAMILLE (4.1.4)

4.3.1. Points singuliers et leur type

Les points singuliers de (4.1.4) sont : P, := (—/=2,0), B = (/-£,0)

avec g > 0 et, en procédant comme au (4.1.3), on a, par le théoréme des fonctions -
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M3 . Cn,,
|74
Cny, :
v
VI -
By . ;
III H2 :
, II _ .
Cligyneco] BH, | w
@ I . )K_—/\‘_‘//

N N J( N

(b) II (c) (BH,) ) 1T

() IV (h) VI

FIG. 4.4. Diagramme de bifurcations et portraits de phase du

systéme (4.1.3) pour €; = +1
implicites, I'unique Py := (X, Yy) tel que

+ Xo+ X2+ X3+ X =0
{“3 0T Hafo T Gato T o (4.3.1)

Yo= —(Hz + flxg)~
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La matrice jacobienne en (X,Y’) de (4.1.4) est donnée par :

20X ‘ 1
Jac(X,Y) = : . (43.9)
Y (142X +4X3%) pa+ X + pa X2+ a3 X% + X4 :
Ainsi
da,/—EL 1
Jac(:F,/ F2 ,0) = T ¢ 3
a 0 pa T /B2 — Be2 3 Gy (—E2)7 4 (£2)2
(4.3.3)
et
20X 1
Jac(Xo, Yo) = ato * (4.3.4)

Posons, comme au (4.1.3) :

Xy im —y[-E2
a
et
X2 = —EQ—.
a
Onala

Proposition 4.3.1. X,, Yy, Xy, Xy et Py, Py, P; étant définis plus haut :
(i) si Xo €] — 00, X,1[U] X3, +00[, alors Py est un point de selle hyperbolique ;
(i) st Xo E]Xl,Xg[, alors Py est un anti-selle;

(ii1) si Xo = X, ou X = Xo, alors Py est un col-noeud;

(iv) si
E]
W2 | MHallz ( Hz)i (H2)2
. > PR — . PO — — —_— s
Hs \/ a + a + a3 a a

alors Py est un noeud répulsif;

(v) si

alors P, est un point de selle hyperbolique ;

. (vi) s
3
by [_H2 Bk s (_&)
a a a

alors Py est un col-noeud;

(vii) si
N 3
[ H2 | Happ ( H2) H (#2 ) 2
> P [ — J— —_—— — —_
3 . + o a3 2 0/

[ %]
|
TN
2|5
S’

N
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alors P, est un point de selle hyperbolique ;

3
fg < — /_ﬁg+ﬂ4ﬂ2_d3(_@)
a a a

alors P, est un noeud attractif;

(ix) si
3
T ()
Hs a + a @3 a a/’

alors Py est un col-noeud.

(viii) si

[~
|
TN
o |§
N—”
[\

Démonstration. En effet, on a que :

Det(Jac(Xo, Yo)) = —Yo(1 + 2usXo + 363 X2 + 4X3) : Xo étant petif, alors
Det(Jac(Xo, Yo)) est du signe de =Yy = pg + aX2 (voir (4.3.1)); d’oil, en pro-
cédant comme au (4.1.3), on a les résultats (i), (ii) et (iii).

Jac(—,/—£2,0) a deux valeurs propres qui sont

—2a —&>0
V a
3
Ho  Hale . M2\ 2 M2\ 2
1(H2, pa) 7= g — 4/ =~ ——as(——) + (=

alors, en procédant comme au (4.1.3), on a les résultats (iv), (v) et (vi).

et

De méme, Jac(,/—£2,0) a deux valeurs propres qui sont

2a _H2 <0
V a
3" 2
ol ) = s |2t (EyE ()
a a a a

d’oll, en procédant comme au (4.1.3), on a les résultats (vii), (viii) et (ix).

et

g

Sachant que
Trace(Jac(Xo, YO)) = 2a Xy, (4.3.5)
alors celle-ci est nulle si, et seulement si Xy = 0; A’oﬁ, par (4.3.1), Yo = —puo,

ps = 0 et, ainsi, Det(Jac(Xo, Yo)) = 2 :
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Dans la suite, nous montrerons que : si po > 0, alors nous aurons une bifurcation
de Hopf d’ordre 2 au voisinage du point singulier (0, —u9) sur la demi-droite
d’équation u3 = 0.

4.3.2. Bifurcations de col-noeud

v

Le résultat de cette sous-section est :
Proposition 4.3.2. Il y a trois bifurcations de col-noeud : la premiére a pour-
équation

(Cne) : po =0,

la deuxiéme et la troisiéme sont les courbes approximées par les équations respec-

tives
(Cng,) : o = —ap? avec p3 <0,(Cny,) : po = —ap2  avec 3 > 0.

La premiére se produit lorsque P, := (—\/:—?, 0) se confond a Py := (\/——’;—7, O) :
ce col-noeud est attractif st u3 < 0 et répulsif si yus > 0. La deuxiéme se produit
lorsque Py := (Xo, Yo) se confond a P, := (—\/—_‘%, O) : ce col-noeud est attmctif.
La troisiéme se produit lorsque Py := (Xy, Yo) se confond a Py := (\/—_’;—2, O) :ce

col-noeud est répulsif.

Démonstration. En effet :

e La premiére se produit lorsque P, := (—/—E2,0) et P, := (y/—£2,0) se

confondent c’est-a-dire py = 0 : elle a donc pour équation
(Cne) : ue =0 (4.3.6)

En procédant comme au chapitre précédent, on voit facilement que ce col-noeud
est attractif si pu3 < 0 et-répulsif si uz > 0.
e La deuxiéme se produit lorsque P, := (Xp, Yp) se confond & Py = (— -, O) ;
» La troisiéme se produit lorsque P, := (Xo,Yp) se confond a P, := (\/—%,0).
Pour ces deux derniers cas on a que :

pa + Xo + pa X2 + @ X3 + X4 =0

(4.3.7)
H2 + G,Xg =0
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Posons f(x) = po+aX? et g1(z) = p3+ X + s X2+ @& X3+ X*. Alors ces bifur-
cations se produisent lorsque le résultant de f; et g, par rapport a z, Res(f1,¢1),

est nul. Or, par le logiciel MAPLE, on a :

Res(fi, g1) =pa* + 2 po*a’ps — 2 pa’apug + a*ps® — 20 pspapy
+ a?uspa® + aP o — 2 a2 usGs + apg’al. (4.3.8)
Mais ce qui nous intéresse c’est comment la courbe d’équation Res(fi,g,) = 0
se comporte au voisinage de (u2, 1t3) = (0,0) : ses termes dominants sont alors

a*us + a*p?. Donc ces deux derniéres bifurcations de col-noeud ont lieu sur la

courbe approximée par la parabole d’équation
(Cny) : po = —aps (4.3.9)

Par conséquent, la deuxiéme bifurcation de col-noeud a pour équation approxi-
mative
(Cny,): po = —aui avec pz <0,

alors que la troisiéme a pour équation approximative
(Cny,) - po = —ap3 avec pz > 0.

En procédant comme au chapitre précédent, on voit facilement que le col-noeud

sur (Cn,,) est attractif alors que le col-noeud sur (Cn,,) et répulsif. 0l

4.3.3. Bifurcation de Hopf

Le résultat sur la bifurcation de Hopf pour le systéme (4.1.4) est :
Proposition 4.3.3. Lorsque ps > 0, nous avons une bifurcation de Hopf d’ordre
2 au voisinage du point singulier (0, —ps) sur la demi-droite d’équation (H) :

us = 0, et le coefficient de Lyapunov correspondant, Lo, est strictement positif.

Démonstration. En effet, comme il a été vu lors de I'analyse du type de chaque
point singulier, la bifurcation de Hopf se produit au voisinage du point singulier
de coordonnées (0, —j3) sur la demi-droite p3 = 0 telle que py > 0. Alors, en

utilisant successivement les trois transformations suivantes :
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(Hi) : Y1 =Y +pp, X1 = X, (Hy) : Y] = wYs, X1 = Xy o0t w? = py et
(H3): Yo=Y —aX2 Xy, =X,
le systéme (4.1.4) devient, aprés avoir divisé le systéme obtenu par w > 0, le

systéme de Liénard suivant :

X =-Y,
Y= X = paX?+ (5 +60) X0 (142 x4 25— 2x0 (4310)

_1+2a Ha y2 _ &3 w3, _1 yd
+Y (—iex 4 X2 - SLX3 4 LX)

dont les deux premiers coefficients de Lyapunov sont, par (3.2.3) et (3.2.4), dé-

terminés par :

2ap4

L, = : (4.3.11)
N |
2 o -3
L, = a(pg + 2ap4 + 523;12#4 p2) (43.12)
243
‘ Or,
Li=0 pu=0. (4.3.13)
Donc, pour L; = 0, on a que Ly = —ﬁ > 0.

Conséquemment, par la théorie et pour us > 0, on a une bifurcation de Hopf

d’ordre 2 lorsque
(H): p3 = pq = 0. (4.3.14)

On sait qu’on peut avoir 0, 1 ou 2 cycles dans le déploiement et que, dans tous les
cas, le cycle limite extérieur est répulsif. La petite zone avec deux cycles est dans
la région « ug > 0, g < 0 » : la figure 4.5 présente le diagramme de bifurcation

de Hopf de codimension 2 pour Ly > 0. ([

Dans tous les calculs précédents, on voit que &3 ne joue aucun role dans le type

des bifurcations.
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Ha

A~ ﬂ
ORI

oy O
' “DC: 2~ duzLy =0

FiGg. 4.5. Diagramme de bifurcation de Hopf de codimension 2

pour Lo >0

4.3.4. Bifurcation de boucle hétéroclinique

4.3.4.1. Existence et lieu de la bifurcation de boucle hétéroclinique de codimen-

ston supérieure ou égale a 2

o Lizistence :
La seule maniére dont les cycles précédents peuvent disparaitre avant les cols-
noeud (Cn;) est, par la théorie et par les positions des séparatrices des points de
selle (vbir la figure 4.3), dans une boucle hétéroclinique. Par (4.3.3), (4.2.6) et
(4.2.7), les rapports d’hyperbolicité des points singuliers P, := (X;,0) et Py :=
(X2,0) (ou X et X, sont définis aux (4.2.6) et (4.2.7)) sont respectivement :

s+ Xy + us X7 + a3 X3P + XY
2(1X1

: (4.3.15)

™ =

20,X2

To =

(4.3.16)

Or, nous sommes dans la région ou les deux points singuliers sont des points de

selle, alors, puisque —2aX, > 0 et 2aX, > 0, alors il faut que

et
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Donc, par (4.3.17) et (4.3.18), la boucle existe dans la région définie (dans 'espace

des paramétres) par :

3 2 3 2
gy (<) (Y [ e, ()R (e
a a a a a a a a
(4.3.19)
e Lieu de la bifurcation de boucle hétéroclinique de codimension supérieure ou
égale a 2 :
La codimension est supérieure ou égale & 2 si, et seulement si 7y = 1. Par

(4.3.15) et (4.3.16), on a que

S Xo(us + Xy + pa X} + a3 X + X})
U2 X (s + Xo + pa X2 + a3 X3 + X2)’

(4.3.20)

d’oit

—2[X2(X2Z + pa) + 3

, 4.3.21
ps + Xa + pa X3 + X3 ( )

TiT9 —1=

Ainsi, avons-nous le

Proposition 4.3.4. La boucle est, sous les conditions (4.8.19), de codimension

supérieure ou €gale a 2 c’est-a-dire ryry — 1 =0, lorsgque
(R) : a’us — apppy + us = 0. (4.3.22)

Méme dans la proposition 4.3.4, on voit que &3 ne joue aucun réle. Par ce qui
précéde, on conjecture que
Conjecture 4.3.1. La topologie du diagramme de bifurcations de ({.1.4) sera la

méme que celle du diagramme de bifurcations d’un systéme de la forme

X=Y+a(w)X?+ py,
_ X"+ b (4.3.23)
Y:Y[u3+X+u4X2+X4], ol (L(U)<O.

Le temps nous a manqué pour explorer a fond cette conjecture et nous nous
proposons d’y revenir plus tard.
Dans cette thése, nous nous limiterons & étudier la codimension et le type de la

boucle hétéroclinique du systéme (4.3.23).
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4.3.4.2. Approzimation de la surface de boucle hétéroclinique, (BH), du sys-

teme (4.3.23)

Le résultat que nous obtenons est :
Théoréme 4.3.1. La surface de bifurcation de boucle hétéroclinique du systéme

(4-3.23) est approzimée par (BH) : a*(5—4a)(3—4a)ps —a(5—4a)paps+3u3 = 0.

Démonstration. On raméne notre systéme & un systéme proche d’un systéme

intégrable par 1’éclatement avec poids

() : X =eX, Y=Y, py=¢€Ty, p=cm, p=cTg, (4.3.24)

D’ou
=~ X
X =2
€
=e(Y + aX_ + Gy); (4.3.25)
= Y
Y =6_2
(3= L vV L B3 Vv, 3V
.4@NJ+XY+6MXY+6XY) (4.3.26)

En divisant par €, on obtient :

X=Y+aX +7,
L L (4.3.27)
Y=XY+&1m+mX+X).

En procédant comme au (4.2.21), on a que :

e Pour ¢ = 0, le systéme (4.3.27) est intégrable et a la méme intégrale premiére,

e [ 2a—12 2a—1_
H=(-Y)? (Y+ 5 X+ 5 MZ),

(4.3.28)

qu'au (4.1.3).
e En multipliant le systéme (4.3.27) par K = (2a — 1)(=Y)~(+D facteur inté-
grant de (4.3.27)|c=o (le méme que celui de (4.2.21)|.—¢), on obtient, sans changer
de notation :

X = _0H
o ' (4.3.29)

— v-2a [~ | — 2 4
V = %4 &(-Y) (+ B X +X') (2a-1).
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Le lieu des paramétres ol on a la boucle hétéroclinique est approximé par (mé-

thode de Melnikov) :

o =2 —4 \—2a I \
(o o) i= [ (4 B+ X7) (0= DTy 2dX =0, (4330)
ou I' désigne la boucle non perturbée.

- Sur =Y =0, on a que I(fi,, 3, 4) = 0 pour tout (7, Fs, fiy)-

- Sur la parabole d’équation ¥ = — (21) X - (22=1) 15, on a que
I(fiy, i3, 1) == (2a — 1)(Bafo + By L2 + 1s) = 0.
C’est dire qu’on a
(BH) . 713[[) + H4I2 + I4 = O,

oit Iy est déterminé a la proposition 4.2.4 :

L o (1 - 2a)
Halo + gly + Iy =N3fa(#2)(_;2)2 F(% ~ 2a)
— 1
o Fays VAD(L-20)
+ By fa(72)( 2 ) (% — 2a)I‘(% ~ 24q)
_ 313
_ v, Hays 3T — 2a)
253 4.3.
+ fa(liz)( a ) (g _ 2@)F(% _ 20,)‘ ( 3 31)
or, [(3) = ir(}) = Z et T2 — 2a) = (2 — 2a)( — 2a)['(E - 2a); dond
I oy BT —2a) [ _ [ Ty 2
I I I = —_ 2 ————
F(=E)
+ a (4.3.32
(-32- — 2a)(% — 2a) )
Ainsi, puisque a < 0 et f,(&Z,) > 0, avons-nous :
o b %(_&)2
Talo + Tiglo + Iy = T+ g | -2 2 : =0.
Hzlo T Hado + 1y 0<:Ht3+ﬂ4( a) 2 - 2a) t (2 - 2a)(2 - 20)
(4.3.33)

Donc, puisque fi, = £, Ti; = £} et 71, = £3, alors la surface de bifurcation de

boucle hétéroclinique du systéme (4.3.23) est approximée par :

(BH) : a*(5 — 4a)(3 — 4a)us — a(5 — 4a)popq + 3u2 =0 : (4.3.34)
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¢’est un paraboloide hyperbolique dans I'espace (po, t3, fta)-

4.3.5. Détermination des bifurcations de codimension 2
(i) C .= (H)N (BH)

Pour le systéme (4.3.23), C est inclus dans I'ensemble des solutions du systéme

sulvant :

= O,
Hs (4.3.35)

a*(5 — 4a)(3 — 4a)us — a(5 — 4a)uaps + 3u3 = 0.

Or, l'ensemble des solutions ce dernier est {(us = 0,2 = 0)} U {(uz = 0, g =
—ﬁ%)}, soit la réunion de deux droites passant par l'origine. On doit exclure
p2 = ps = 0 qui correspond & un point triple nilpotent. Donc C := (H) N (BH)
se produit sur la droite approximée par

3o

=0 N aca—
H3 v M4 a(da - 5)

(it) Hy == (H) N (L)

Ou (L): Ly =0. On a, par (4.3.14) et (4.3.13), que Hy = (us = 0,4 = 0).

(iti) BH, := (BH) N (R)
~ Pour le systéme (4.3.23), BH, est approximé par la solution du systéme :

a®(5 — 4a)(3 — 4a)us — a(5 — 4a)uapy + 3u2 =0,
) ol Szt + 341 (4.3.36)

a’us — apapis + pf =0,

qui, résolu suivant (us, t4), donne que B H; se produit sur le lieu approximé par
2 2u2(2a — 3
wua(2a
H3 = ) at y a4 = 2( ) .
a’?(—4a +5) a(4a - 5)
4.3.6. Type et cyclicité de la boucle hétéroclinique

Dans la cette section on étudie le type de la boucle hétéroclinique, & savoir si
elle est attractive ou répulsive. On étudie aussi sa cyclicité, c’est-a-dire le nombre

maximum de ses cycles limites (orbites périodiques isolées).
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La stratégie est la suivante. Les cycles limites étant les points fixes de 'appli-
cation de premier retour de Poincaré, on considére des sections au voisinage des
points singuliers ; ce qui permet de décomposer.l’application de premier retour de
Poincaré comme composition de 4 transitions :

e 2 transitions réguliéres le long des connexions de selle.

e 2 applications de Dulac au voisinage des points de selle [32] (I’application de
Dulac relative & un point de selle est 'application de passage de coin d’une demi-
section positive transverse a la variété stable a une demi-section positive trans-
verse & la variété instable). Celles-ci se calculent mieux si on se met dans des
coordonnées dans lesquelles le systéme est sous forme normale.

En pratique les calculs seront plus simples si, au lieu de ’application de premier
retour de Poincaré, on regarde une application de déplacement.

Pour simplifier, posons

yim (s — I . 24u2(2a - 3)
' ° T a?(—4a +5)’ Ha a(4a — 5)

) (voir (4.8.96)),  (4.3.37)
X =7, Y :=7 et notons le systéme (4.3.27) par (S, ) :

=7 +aT’+7
(Ses) 2 (4.3.38)
TY+€7 (s + I+ 4.

8l

<
I

Par la sous-section 4.3.4, (S.,) est proche d'un systéme intégrable (Sp.) dont
la droite d’équation J = 0 et la parabole d’équation § = (1522)(z? + £2) sont
invariantes. Illustrons ce qui précéde par les figures suivantes ou :

e La connexion P, P, est fixée.

e Pour k = 1,2, P, = (zx,0) est un point de selle hyperbolique de rapport

d’hyperbolicité ri(y) € R% ot z; = —\/——‘_‘—a; et T = \/—7%

Supposons (S.,), défini au voisinage de Fj, localisé a l'origine. Alors, par la
théorie des formes normales et pour [ = 1, 3~(vbir la figure 4.7) : Vs € N, il existe
un changement de coordonnées (X}, Y;) de classe C* sur un voisinage de l'origine
dépendant de s et un changement d’échelle sur le temps tels que :

e Si 74(0) est irrationnel, alors

5} 5}

- Tk(’Y)YEE)*?l;

(Seiy) ~ Xla_)Q ‘

(4.3.39)
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|

8]

i e g (1__2(,)(52 + %2) pour € =0

F1G. 4.7. Boucle hétéroclinique lors de BH, en coordonnées normalisantes. |
o Si r(0) := £ est rationnel, alors dN(s) € N tel que

N(s)
0 0
~ X —— - A pyayi1 9.

(Ser) ~ Xigoe + Yil-m(0) + ; (XY 55 (4.3.40)
ou () = 7£(Q) — () et ~ désigne I’équivalence en classe C*° suivie d’un chan-
gement d’échelle sur le temps de classe C°, pour <y appartenant & un voisinage de
0 dans W (s) espace des paramétres. (Z,7) et (X, Y;) désigneront respectivement,

une coordonnée ordinaire et une coordonnée normalisante.

On verra ci-dessous pourquoi on utilise l'indice 3 au voisinage de P,. Posons
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v := (€,7). Soient

gy 1= {Xl = Xo}, gg = ,{X3 = Xo}, = {Yt = Ym}, Ty 1= {Y3 = Y03},
(4.3.41)
des sections transversales a (S ), paralléles aux axes de coordonnées (X1, Y)) ou

Xo >0, Yy > 0sont constants et petits tels que
YoX; '™ =1, YuXi™ =1 (voir figure 4.7). (4.3.42)

L’orientation des axes de coordonnées a été choisie pour que tous les passages se
produisent dans le premier quadranﬁ. Prés de Py, localisé a l'origine, le flot de
(Se,y) induit (voir la figure 4.7) :
e une application de transition Dy ,, encore appelée application de Dulac, de classe
C™ telleque Dy, : 1y —> o1 et Dy, 1 09 — T9;
e une application de transition réguliére Ry ,, un diffépmorphisme, telle que R, , :
oy —> 0oget Ry, : 79 — 7.
Définition 4.3.1. [32] Soient v := (€,7) et Y(z,v) € C°. On dit que ¢ est du
type (I) si,

Vn e N, lim w"%(w, v)=0

z—0
uniformément pour tout v dans un voisinage de lorigine.

Or, par [32], au voisinage d’un X =0, on a :
Dy ,(X) = X" W) [e(v) + ¢ (X, V)] (4.3.43)

ou

cW) =YauX;* ™M >0 si k=1 et cv)=YuX;™ >0 si k=2,
(4.3.44)
Ye(X,v) € C™ pour (X,v) € (0,X,] x W, o W est un voisinage de v = 0,
est une fonction du type (I) et

v =0 st m(0) e R\ Q. (4.3.45)

Ici ¢(v) = 1 par (4.3.44) et (4.3.42).
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Proposition 4.3.5. [32] Soit T ( resp. D) l'ensemble des fonctions du type (I)
( resp. ’ensemble des applications de Dulac Dy, ). Alors :
o 1T est une algébre.
e SifeletgeD,alorsfogel.
e DCI.
Par les conditions (4.3.44) et (4.3.42), on a que

Dy, (X) = X™ 1 + (X, V)] | (4.3.46)

ol Y, € T et vérifie (4.3.45).
Plus précisément, on a que :
Dl,,, Ty —™ 0
Xi— Y ZDI,V(XI)

=X+ 91 (X, )], (4.3.47)

Ry,:01— 09
Yy — Ya =Ry, (V) |
=a,Y) + asY? + O(|V1?), (4.3.48)
le fai\t que R, ,(0) = 0 est di au fait que la connexion P, P; est fixée; R;, est un
difféomorphisme de classe C™ dans un voisinage de 0.
Dy, 09— 7y
}/3 U X3 =D2,u(}/3)

=Y 1+ y(Ys, v)), (4.3.49)

Ryy:m9—m
X3 +— X1 =R2,V(X3)
c’est-a-dire Xj =R{J1,(X1)

=bo + b1 X1 + b X7 + O(| X1 ), (4.3.50)
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ol Ry, est un difféomorphisme de classe C™ dans un voisinage de 0, ¥, € T
et a; := a;(v), b - b1 (v) > 0 sont des fonctions C* (la positivité de a; et by
découle du fait que Ry, est un diffeomorphisme préservant l'orientation).

Pour dlléger la notation, nous ferons

Y1 =z, r¢(v) := 1%, Dip = D et Ry, = Ry dans la suite.

Posons
| Asy(z) == Dy 0 Ry (z) (4.3.51)
et
A(z) := [Dy o Ry (). (4.3.52)
Alors :

As(z) = (alz + asz® + O(|z|3))r2 (1 + %a 0 Ry(x))

= {aiz (1 + %z + O( zlz))] (14 42 0 Ri(z))
1
=aj*z"™ (1 + rz%z + O(|z|2)) (14 19 0 Ry(2)). (4.3.53)
1
Or t3(z) 1=y 22z + O(|z|?), 2 appartiennent & Z et

Ri(z) =z (a1 + a7 + O(|z|*)

avec
T+ agz + O(|z)?)

appartenant a 7 ; alors R; € D et, par la proposition 4.3.5, ¥ o Ry € Z. Ainsi,
puisque Z est une algébre, on a : P3(¢p 0 Ry) € T et, alors, 14 := 190 Ry + 93 +
Y3(2 0 Ry) € Z. Donc ’ '

Ba(z) = 0"z (14 Yu(z)), (4.3.54)

avec iy € 1.

De méme,
Ay(z) = Ry o Dy'(2),

D, est I'application de Dulac du champ —(S, ) avec, par [32],

D7\ (z) = 271 (1+9,(z)),
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pour ¥, € Z. Ainsi :

Av(z) =bo + bz (1 + By (x)) + boz™ (1 + P, (€))% + ...

1 —_ by 1
=by+ bzt |1+, (z) + b_erl (1+ P())* + ...
1

by + biz7 (14 95(2)), (4.3.55)

avec 15 € T car alors ¥5(z) := ¥, (z) + %x%(l +11(z))% + ... avec (1+,(x))? =
1 + @o(z) (o € 7, algebre); alors, © —> %x% (1 +El(3v))2 € D c Z. Donc
Ys € T.

Conséquemment, l’application‘ déplacement A est
A(z) =Aq(z) — Ay (2)
=5 (1 + Yua(z)) — by — bz (1 +s(z)) | (4.3.56)
avec Y4,9P5 € Z. Or, on a la :

Proposition 4.3.6. Soit f(z) == 2P(1 + ¥(z)), avec B € R* et € I. Alors
f'(@) = B2 (1 + (x)) avec Y € T.

Démonstration. En effet,

f'(@) =Pz (1 +9(x)) +2°¢ (z)
=(z°1 (1 +(z) + mj/(x))
=0z~ (1 +¥(2)), , (4.3.57)
avec © — P(z) := () + z9'(z) une fonction de . .

Le résultat suivant est aussi un argument pertinent pour le théoréme ci-aprés.
Proposition 4.3.7. Soit 6 >0 :

si A'(z) < 0 sur0,0[ (resp. A'(z) > 0 sur ]0,5]) , alors la boucle hétéroclinique
est attractive (resp. la boucle hétéroclinique est répulsive).

-

Démonstration. La boucle se produisant lorsque by = 0, alors A(0) = 0. Soit

z €]0, [ alors, par le théoréme des accroissements finis, In €|0, z| tel que A(z) =
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.P1 //\“‘-—-
g1

FiG. 4.9. Boucle hétéroclinique répulsive

A'(m)z. A cet effet :

osi A'(z) <0 s’ur 10, 8 alors, puisque 7 €]0,5[ et = > 0, on aura que A(z) < 0
sur ]0,4[; il vient que la boucle hétéroclinique est attractive [voir la figure 4.8];
e si A'(z) > 0 sur 0,6] alors A(z) > 0 sur ]0,4[; ce qui montre que la boucle

hétéroclinique est répulsive [voir la figure 4.9]. |

Par la proposition 4.3.6, on a
A(z) = 2277 [1 4+ 95(2)] + a2z [+ P4(2)] (4.3.58)

avec 14,195 € I. Cette derniére expression nous permet de prouver 1’énoncé sui-

vant avec 1y := ri(u) ou g est un parameétre réel :

Théoréme 4.3.2. Lorsque ryrg # 1 :
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(1) la boucle hétéroclinique est : Tépulsive si 179 < 1, attractive si rirg > 1.

(2) la cyclicité du graphique précédent est égale d un.

Démonstration. (1) La boucle hétéroclinique est attractive ou répul-
sive
En effet :

a) Pour 7y <1 (i.e % —r3>0),0na

! T2, Ta— biay "™ ——'Fz
Na) = rafe™ [1450) - 24 @) (as9)
Posons

Uo() 1= Bylz) — DU A

P (1+s(2), (4.3.60)
T2

il vient que s € T car : ¥y € T et, puisque ;- — 72 > 0, on a que
T — b‘—u’l_;zu T2 (1 +w5(1)) € D C 7, algébre. Alors,

/

A (z) = 100?71 [1 + ()] | (4.3.61)
dont le signe est, pour (z, u) € (0,0] x W, celui de
2 A (z) = r0af? [1 4 (2)] ~ 12072 > 0, (4.3.62)

par la définition 4.3.1 et (4.3.48).
b) Pour ryry > 1 (ier; — % > 0), on a

I3 b - harad 2 To—— 2

N(e) = =2a T 14 () - T TE U G@)| - (4363)
1 1

Posons

Tiroa;’ e
by
il vient que Y7 € T car : 5 € T et, puisque ﬁ — 719 > 0, on a que
sa™2 gy L —
T T‘—’;Ciﬁz” " (1+,(z)) € D CZ, algebre. Alors,

Yr(z) == Ps(z) - T (L4 P,(), (4.3.64)

A'(z) = U [1+ ()] (4.3.65)

™1

dont le signe est, pour (z,u) € (0,0] x W, celui de

h[ %(]~—ﬁ<0 (4.3.66)

T T1

£ A (z) =
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par la définition 4.3.1 et (4.3.50) :
Par (4.3.62) et la proposition 4.3.7, la boucle hétéroclinique est attractive
si 779 > 1 (resp. par (4.3.66) et la proposition 4.3.7 la boucle hétérocli-

nique est répulsive si riry < 1).

(2) Cyclicité ‘
Par (4.3.62) ou (4.3.66), A" ne s’annule pas sur intervalle si ri72 # 1.
Alors, par le théoréme de Rolle, A a au plus un zéro sur cet intervalle
si Tiry # 1. Donc la cyclicité du graphique précédent est égale & un si
rirg # 1.
d

Définition 4.3.2. [32] Le compensateur d’Ecalle-Roussarie du systéeme (S.,) est

défini par
2=l si a#0
w(z,a) = (4.3.67)
Inz sz a=0.
Alors :
0
%(m, a)=z%""1 1°=1+aw(z,a). (4.3.68)

La proposition suivante est un argument pertinent pour traiter le cas ryrs = 1.
Proposition 4.3.8. Soit w défini au (4.3.67). Si ¢ € T est de la forme particu-
liere ¥(z) = Zf;kg ca 7wk (z, ), avec cik € R et v un nombre réel strictement

positz’f, alors

lin}) ' %w(z, ) (z) =0  uniformément. (4.3.69)

Démonstration. En effet, pour :

W(z) = Z cirzTwk (z, a), | (4.3.70)

1<k<i
avec ¢y, € R et r est un nombre réel strictement positif, on a :
N
Y (z) = Z Cik [irm""lwk(x, a) + kx"x"‘_lwk—l(x,a)] , (4.3.71)

1<k<i
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alors
N
' w(z, Q)Y (z) = Z cir [irz™ W (z, ) + kWt (z, a)] . (4.3.72)
1<k<i
Or, par [33], on a que 77~ *w**1(z, @) et "w*(z, @) tendent vers 0 uniformément
lorsque z tend vers 0; alors, ' %w(z, @)y (z) tend vers 0 uniformément lorsque

z tend vers 0. 0
Théoréme 4.3.3. Siriry =1, alors :

(1) la boucle hétéroclinique est attractive pour a* — by < 0 et répulsive pour

G,Iz—-b1>0,'

(2) la cyclicité du graphique précédent est égale a deux lorsque aj*> — by # 0.

Démonstration. En effet, supposons que 7172 = 1. On a, par (4.3.37), que
2
— _ Ha _ 2p2(2a — 3)
7= ('u3 a?(—4a +5)’ Ha a(da—5) )~

Posons
1

ri(7)
On a a(0) = 0. D’ot, par continuité de la fonction v — r2(7) — 55, () est

a(y) =r(7) -

petit pour « petit.
1

ri(7)
Par souci d’alléger la notation, nous ferons a(vy) := a. Remarquons alors que

r2(7) = ay) + (4.3.73)

1
T =g g™
=z%(1 + aw(z, a)), (4.3.74)
par (4.3.68). Il vient que

A(z) =az7 (1+ aw(z, ) (1 + va(z)) — [bo + iz (1 + ¢5(z))]

= [bo + bia™ (1+ ¢s(2))| +affz (L+9a() + aw(e, @)zt (1+ ()
= — by + aw(z, @)aPz (1+va(2)) + 271 [P (1 + va(2)) — ba(1 + ()]

= — by + aw(z, a)ae T (1 +a(a)) + a7 [0}t — by + afiepa(a) — bys(a)].
(4.3.75)
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Si
a? — by £ 0, (4.3.76)
posons
= . a7 Ya(z) — bips(z)
wﬁ(x) A a‘;‘z . bl

alors v € T, algébre. Ainsi, on a

, (4.3.77)

A(z) = —bo+ aw(z, 0)aPz7 (1 + ¥a(z)) +371 [(a7 — by)(1 + Po(z))] : (4.3.78)

(1) La boucle hétéroclinique est attactive ou répulsive
Lorsque la boucle hétéroclinique se produit, on a by = 0 et v = 0 (alors

a =0); ainsi
Alr) = 27 [(af? — by) (1 + Po(2))] - (4.3.79)

Or, 4;(z) est uniformément petit sur un voisinage de z = 0; alors le signe
de A(z) est le méme que celui de a}* — b;. Donc, la boucle hétéroclinique
est attractive si a7? — b < O (resp. répulsive si a]> — b; > 0).
(2) Cyclicité
Posons
A(z) := w(z, a)T7 (1 + Ya(2))
et
B(r) := o (1 + vg(z))

Ainsi, par la proposition 4.3.6, avons-nous :

A'(x) —go g (1 + a(z)) + lcu(a:, a)z%_l (1 + Es(z))

:Tl_lg;%_l [rlxa(l +Y4(x)) + w(z, ) (1 + %(m)ﬂ
1

w(z, a)

Lot e [14 0@ + i+ u)
r(1 +w4(r))] ‘

w(z,a)

1+aw(z,a))]

=—m%_lw($, @) ll + o+ o) + (4.3.80)

avec Yy € T ; la troisiéme égalité découle du fait que : 2° = 1 + aw(r, a);

a la quatriéme égalité nous avons g := @8 + ar1yy € I. Et, aussi,

B (z) = o (1+vs(x)), (4.3.81)

™

-
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avec g € Z. Il vient donc que

N @) =6 = ) (L a(a) +
+ laa?x%_lw(% a) [1+ra+Yg(z) + w
n z,)
1

=T—(a§"" — bl):rz?lln1 (1+ ys(z)) + a%a?z?lf_lw(a:, a) [1+ ()], (4.3.82)
1 1

(avec ¥(z) := ar +¢9(I)+Q(:ﬂ»’:—zgz)) petit uniformément sur un voisinage
de (z,7) = (0,0), car —w(z, a) est grand pour (z,v) dans un voisinage de

(0,0) ). Les zéros de A'(z) sont, pour (x,7) € (0,0] x W, aussi ceux de

iz w(z, 0)(1+ ()] A'()
a? — b1

_ 1+ () aal?

S w(r,a)(1+y(z)) @ —b -

Ag(:l?) :

(4.3.83)
D’'ou

By (x) = @ @@+ ¥(@)) = (1 +4a(0)) [ (1 + (@) + (a2 ()]
o [w(z, @) (1 + (@) -

(4.3.84)

Le signe de Ay(z) est, pour (z,)) € (0,0] x W, celui de

Ay(z) =2 [w(z, @) (1 + ¥(z))]* A3(z)
—2'w(z, ) Pe(z) (1 +¥(z)) — (1 +a(2)) 1+ B(z)  (4.3.85)
+ %0 (z, a)y (z)). (4.3.86)

Or, par la proposition 4.3.8 : lim;_q 7' ~®w(z, a)z_lzls(:c) =0 wuniformément
_et, puisque ' "%w(z, a )y (z) = ' %w(z, a)¢é,(:v)+r1:v1‘aw;(:v)—”(—itw,
alors limg_,o 7' ~%w(z, )y’ (z) = 0  uniformément; aussi, avons-nous que
Y(z) et Ys(x) sont petits uniformément sur un voisinage de (z,v) = (0,0) :
Ay(z) = =1+ p(z), avec p(z) petit uniformément sur un voisinage de

(z,7) = (0,0). |
Alors, Ay est négatif pour (z,v) € (0,0] x W.

Done, par le théoréme de Rolle, A a au plus deux zéros si aj? — b # 0.



104

Comme les cycles limites correspondent aux zéros de I'application dépla-
cement, conséquemment, la cyclicité du graphique considéré est égale &

deux si ryry = 1 et a}®> — by # 0.

g

Le probléme est d’étudier le signe de aj* — b; puisque a; et by sont les dérivées
des fonctions en coordonnées normalisantes. '

Dans la suite :

e nous ferons xy := \/—7% et 7= =+1;

e nous ne traiterons que le cas ou r(0) est irrationnel dans la proposition 4.3.9
et le théoréme 4.3.5.

Proposition 4.3.9. En référence aux figures 4.7 et 4.6 :

Soit x = T +nxg la translation qui localise (S.) & l'origine. Posons y = —g > 0.
Soit (X3,Y3) = (1/)3(.’17,?]),‘@3(.'17,?])) un changement de coordonnées tangent a
Uidentité qui, au voisinage de P,, permet d’obtenir l’équivalence (4.8.39) pour
k=1 etl=3 dans le deuxiéme quadrant.

Soit (z,y) = (V1(X1, Y1), p1(X1, V1)) Uinverse d’un changement de coordonnées
tangent a l’identité qui, au voisinage de Py, permet d’obtenir ’équivalence (4.3.39)
pour k =1 =1 dans le premier quadrant. Alors :

e on peut prendre p3(z,y) =y et p1(X, Y1) =Y1;

eona:
oh 1 3
v = S £ 3.
E)XI(O’YI) 1+ 1202 1+ O(€%), (4.3.87)
oY O _ 3
G_XI(O’ ?Jo)a—z(O,yo) =1+ 0O(¢€). (4.3.88)
Démonstration. (1) Onlocalise (Se ), donné en (4.3.38), au point singulier

(nzo,0) par la translation

T=T+nzg: (4.3.89)
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on obtient, lors de BH, approximé pour le systéme (4.3.23) par (4.3.36),

un systéme de la forme

t=7+az(r — 2nzp)

§ = —qzgg — (CAHELmin))ey (4.3.90)
+63 [—_215(12::;2)@712 — 4n zoyzd + ﬂ:c“] .

(2) On diagonalise la partie linéaire de (4.3.90) par la transformation suivante

1 , :
X=z+ (—) 7, Y=1, 4.3.91
e —ar 7 ] ( )

ol A\ = —2an 1y et Ayx = —nxp désignent les deux valeurs propres de

la partie linéaire de (4.3.90) : on a Ay x — Agx = N2o(1 — 2a), r1(7) = —515

et r9(7y) = —2a. (4.3.91) et (4.3.90) permettent d’obtenir le systéme
e (85310317a+8a2—14a+5-8€3x03n)XY
nxo(2a—1)(4a-5)

X = -2anzoX +aX? +

[4a-—5+8 63:1:0317]}’2 3
z02(2a—1)°(4a—5) te u(X, Y, 77)’
- (—4a+5+8 e3z03na-8 e3xo3n)XY
Y =N ZoY — da—5

(—4 a+5+8 3xo%na—-8 533:0311)}’2 3
o nzo(2a—1)(4a-5) te U(X’ Y‘ n)’

P

(4.3.92)

ot u(X,Y,n) = Z?+j=3 ui (M) X'Y7 et v(X,Y,n) = YZ?ﬂ.:Z vi;(n) XY3.

(3) On remarque que, pour € = 0, le systéme ({.3.90) (et méme (4.3.92)) est

invariant sous la transformation
(l', yv tv 77) = (—17:?; —t, —77) : (4393)

on a donc une symétrie. Ceci signifie que, pour € = 0, le sysféme de droite
(c’est & dire au voisinage de P, oi n = —1) est obtenu de celui de gauche
(c’est & dire au voisinage de P; ol n = 1) sous le changement (4.3.93).
Autrement dit, on a la méme forme normale pour les deux systémes quand
€ = 0. Si on applique le méme changement lorsque € # 0, changer du point

3 +— —€3. Autrement

de gauche au point de droite revient a changer e
dit, lorsqu'on considére aussi les termes d'ordre €%, il suffit de faire le

changement €* — —e® pour obtenir les résultats a droite & partir de ceux



106

de gauche :
e Etant donné que nous voulons X;,Y; > 0 dans les quadrants oil se
situe la boucle hétéroclinique, alors, pbur n = 1 et par la transformation

X, = X,Y; = -Y, le systéme (4.3.92) devient, sans changer de notation

8€3z03a+80?~140-8 %003 +5)XY | (a—1)(4a—5+8€3xo3)Y?
zo(2a—1)(4a—=5) z02(2a—1)%(4a-5)

X = ~2az0X — {

+e3uy (X, Y),

(—4 a+5+8 e3zp3a—8 eamoa)XY (—4 at+5+8€3z03a—8 63103)}’2
405 : zo(2a—1)(4a-5)

<Y:—IEOY+

+e¥Y v, (X,Y)

| =Yhi(X,Y):
: (4.3.94)

On voit que 7y (X,Y) < 0 pour X, Y assez petit.
e On divise (4.3.94) par 2ah;(X,Y) > 0 o

(—4a+5+8€zpda — 833) X
4a—5
(—4a+5+8€xea —8e31®)Y
z9(2a—1)(4a - 5)

h(X,Y)=—z0+

+ (X, Y) (4.3.95)
et, sans changer de notation, on obtient

| Xx=Xx+ (ﬁ + 0(63)) X?+ (———QG(l_éa)zoz + 0(63)) XY

+ (zast + 0) Y2+ 0((X,Y)P)

3,

(4.3.96)
=X+ 3 0 XY + O(|(X,Y)

(4) Détermination du changement de coordonnées permettant de passer de
(4.3.96) @ (4.3.39) :
En effet, en posant

X=X+ Y g5Xi¥] +O((X, Y1)P*), Y =Y, (4.3.97)
i+j=2

alors, puisque nous voulons (4.3.39) dans la coordonnée (X1, Y;), on a par |

(4.3.97) et (4.3.96) que :
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an
7‘1(7)

Ainsi, avons-nous le changement de coordonnées voulu, défini par (4.3.97)

g = —

avec
1

(1—-2a)z? +0() (43.98)

g =

Or, dans (4.3.97) on a que X =z + (m) ¥y, yi=-y=-Y=Y.

Alors :
P Y, 4O(YD) 4 |14 —— Vi + 0| X
(1—2a)ze ! (1—2a)" " o
+O(X?), |
y =Y. . (4.3.99)
Ainsi
L% 1 3
V=14 —— : 3.
8X1(0 )=1+ (1—2a):1:02Y1+0(6) (4.3.100)
Et, pour y=yo=Y1 > 0,0n a:
L2 - 03 v_ %’2—}(0, Yo)

—(OyyO)_(anO) WS
aXl Oz a_gi_(ovyo)

=1 (4.3.101)

pbur e = 0 (par symétrie) ; d’oti, pour € # 0 :

! 93

e @0

9) =14 0(€); (4.3.102)

ce qu’il fallait démontrer.

g

Avant de continuer, rappelons briévement des formules des dérivées d’une appli-
cation de transition réguliére.

Théoréme 4.3.4. [2] Soit X = P(z, y) + Q(z, y) un champ de vecteurs et

1 ={(z,y) = (fils), q1(s))}, B2 = {(z,y) = (f2(5), 92(3))}
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deux arcs sans contact. Soit R(s) Uapplication de transition allant de 3, a .

Alors

. T(9)
R(s) = = exrp (/0 divX('y(t))dt) (4.3.103)

ou T(s) est le temps d’aller de (fi(s),91(s)) @ (fa(R(s)), g2(R(s))) le long de
Uorbite y(t) commengant a (fi(s), g1(s)) pourt =0 et '

A(s) = det | T 9:(5) MQ (4.3.104)
Q(f1(s), 1(s)) g:(s) :

A(3) = det P12(8) 82(9)) f%(g) . ' (4.3.105)
Q(f2(3),92(3)) 92(3)

Il n’est pas toujours aisé d’utiliser le théoréme 4.3.4; la proposition suivante
est donc la plus utilisée.
Proposition 4.3.10. [43] Considérons R l’application de transition réguliére du

champ de vecteurs X = P(m,y)g—z + Q(z, y)a% entre deuzx arcs sans contact,

Si={y=wu} a Ex={y=u}:

Si .
e P(0,y) =0 (la transition est le long de l'axe z =0) et
* Q(0,y) # 0 pour y € (y1,92),

alors

!

R (0) = exp (/:2 %(O, y)dy) . (4.3.106)

Cette derniére formule sera utilisée pour obtenir le résultat suivant ou v :=
(€,7)- |
Théoréme 4.3.5. Sous la condition r1(v)re(v) = 1, pour Xo, Yor, Yoz > 0 fizés

tels que

Y01X0_T1(U) =1, Y03X0_T2(U) =1,

sotent

o :={X1=Xo}, o2:={Xs=Xo}, m:={Yi=Yn}, m:={¥s="Y0}
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des sections transversales a (Se,), paralléles aur azes de coordonnées normali-
santes. De méme, pour @ proche de xo a gauche, y := —y > 0 et yo > 0 petits,

sotent
g1 ={T=-0}, G:={Z=0}, Ti:={y=w}, T2:={y=1w}

des sections transversales & (Se,), paralléles aux axes de coordonnées ordinaires.
Soient Ry : 0y — 09 et Ry : Ty —— Ty des applications de transition réguliéres,
en coordonnées normalisantes, définies par (4.3.48) et (4.3.50). De méme, soient
R, : Gy — Gy et Ry : Ty +— T, des applications de transition réguliéres en
coordonnées ordinaires . Posons a; := R,(0), by := (R5')(0), @, := F;(O) et

by = (E;l)'(O) ; alors, a?> — by et @y2 — by ont le méme signe.

Démonstration. Soit &, := « 7; dans la coordonnée (z,¥y) », 62 := « 72 dans la

coordonnée (z,y) ». Posons

6 := —0 + xo. (4.3.107)

Alors, 0 petit et, par la translation £ = T + 2o, on a

0y = {l‘ = 9}:
d’ol, par symétrie,

5’2 = {l‘ = —9}
Posons @, := « &, dans la coordonnée (X,,Y;) », G5 := « G, dans la coordon-
née (X3,Y3) », T; = « 7T, dans la coordonnée (Xi,Y;) » et Ty := « T, dans la

coordonnée (X3,Y3;) ». Or on a que

Xi=X+ Y §; XV +0((X,)P), (4.3.108)

itj=2

avec X =x + ( (2a_11)30) y et Yy =y := —7, c'est-a-dire

X=z+ ( ! )wo) Ys. (4.3.109).

(1—2a



Alors, en remplagant z par 6 dans (4.3.109), (4.3.108) devient

71 = {X, =0+ 0(6?) + O(%)

% | g O o))

De méme, par la symétrie (4.3.93), on a

T2 := {X5 =0 + 0(8%) + O(¢%)

+ ¥ [+ 0 + (¥ )
Il est clair que |
Ty = {Yl = yo} A
et
Tg 1= {Ys = yo}-
Considérons :

e S) l'application de o, vers 7, dans les coordonnées (X1,Y3);

e T} le changement de coordonnée de Y; vers y dans &, ; alors

110

(4.3.110)

(4.3.111)

(4.3.112)

(4.3.113)

(4.3.114)

° Rl 'application de transition de &, vers o, dans les coordonnées (z,y);

e T, le changement de coordonnée de y vers Y3 dans &, ; alors

Y3 =T2(y)

e S, l’application de &, vers ¢, dans les coordonnées (X3,Y3);
e V] l'application de 7; vers 7, dans les coordonnées (X1, Y7);

e U, le changement de coordonnée de X, vers x dans 7; ; alors

z =U;(X))

=Cy + 01X1 + O(|X1|2),

(4.3.115)

(4.3.116)
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olt ¢; > 0: on a, par (4.3.100) de la proposition 4.3.9 que

Yo

Tmar T O (43,117

61:1+

e R;! Papplication de transition de 7 vers.7, dans les coordonnées (z,y);
e U, le changement de coordonnée de = vers X3 dans 7, ; alors
X3 =U2 (l‘)

=dy + diz + O(|z|?), (4.3.118)
ou d; > 0 et, par (4.3.88) de la proposition 4.3.9, on a que
ad; =1+ 0(e%); (4.3.119)

e V, lapplication de T, vers 7, dans les coordonnées (X3, Y3).
Puisque a; et b; dépendent continiment des parameétres (voir 4.3.48 et 4.3.50),
on peut donc les calculer pour v = 0 de sorte que ’on ait r; = %

Or, on a que :

R1=820T20R10T1081

et
Ry'=VaolUzo RyloUyo Vi,
Alors,
R, (0) = S55(0)T3(0) Ry (0)T;(0)5,(0)
et

(R")'(0) = Va(0)U,(0)(R; ) (0) U1 (0) V4 (0)-

Or, par [43], (4.3.39) et du fait que 7,72 = 1, on a que :
) 6+0(6%)+0(e?) "
S,(Y1 = 0) =ezp / ——dX
Xo Xl
_ ( Xo ) .
0+0(0%) +0(e)) '

(4.3.120)
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S/ N _ Xo T1
2(Y3 = 0) =exp L —YdXs
6+0(82)+0(e3) 3

- ~o g\ ™ '
_ (9+ 0(6%) + O(e )) ; (43.121)
Xo
, Yoo g
X = =
Vi(Xs = 0) =eap (/ —T1Y3dY3)
Yo\
=== ; .3.122
(%) (43122
Vi(X1=0 "1y,
- (ﬁ) . (4.3.123)
Yo
Aussi, par (4.3.114), (4.3.115), (4.3.116) et (4.3.118), avons-nous respectivement
que
T,(0)=1, T,(0)=1, (4.3.124)
U (0)=c; >0, Uy(0)=d, >0 (4.3.125)

respectivement donnés par (4.3.117) et (4.3.119). Posons

a = R (0), b, :=(R;")(0).

Alors, par ce qui précede

(8400 +0H\" X, ;
(0= ( Xo ) “ (é + 0@ + 0(e3)>
=a, (1+0(¢%), . (4.3.126)
L (v T2 Yo, T2
(B0 = () e (32)
—=cydyb; ‘ (4.3.127)

a) = &1 (1 + 0(63)) R b1 = Cldlgl. (43128) :



Or, par (4.3.119), on a que :
ady = 1+ 0(e);
d’ott
Qi — by =37 (1+ 0(e%) — by (1 + O(eY)
= (a7 —b) (1+0()).
Dohc
a? —b et apP— I~)1 ont le méme signe.

Pour revenir aux coordonnées (%, 7), soient :

° Tl le changement de coordonnées de z vers T dans 7, ; alors
z =T1 (IIJ)
=T — Zo;
o) le changement de coordonnées de z vers T dans 7, ; alors
T =T2(f)
=T — Zo;

e S; le changement de coordonnées de y vers i dans &, : alors
1,

=—;

R1 ='§2 © Rl © gl,

B;'=T,oR, oTy;
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(4.3.129)

(4.3.130)

(4.3.131)

(4.3.132)

(4.3.133)

(4.3.134)

(4.3.135)
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ou

55(0) =5,(0) = —1.- (4.3.136)

Alors

c’est-a-dire
&1 = El et Bl = 51. (43137)

Conséquemment, par (4.3.130) et (4.3.137), on a que a}? — b; et @} — b, ont le

méme signe. O

Théoréme 4.3.6. Lors de BH,, définie pour le systéme (4.3.23), la cyclicité du

graphique est égale a deux et la boucle hétéroclinique est attractive.

Démonstration. (1) Cyclicité
En effet, par les théorémes 4.3.3 et 4.3.5, il suffit d’étudier le signe de
@;? — by. 11 s’agit donc de faire les calculs dans le systéme (S ,), globa-
lement équivalent a (4.3.23) par (4.3.24), sous les deux égalités suivantes

caractérisant une approximation de BHj,

2

M3 = ﬁm = f(a)u3

| (4.3.138)
pa = 22203 .= g(a)ps,
— 1 . 2(2a-3)
avec s >0, a <0, f(a) = Zaary > Oet g(a) := atta—s) <0

Comme @}2 — b, est continue, si nous montrons que @;> — b, est non nulle
d’un signe donné sous la condition (4.3.138) qui implique en particulier
-— pa— —1 _ . N
que by = 0 (ou by est le terme constant de R, (Z)), il gardera le méme

signe au voisinage de (4.3.138).

Or, @1 = R,(7 = 0). Et, puisque le signe de @;*> — b, est indépendant de 6,
il suffit donc de calculer ﬁ; (g = 0) lorsque § — zy ol zq := —i—z. En

plus, les fonctions

z
aZ’ + i,

I i—
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et

3( o2 A
. (73 ";2N4I_+I )
aT® + [

sont respectivement impaire et paire dans [—6, §]. Donc, par 73, 72 et [43],

on a que :
0 = 3(— — =2 4 =4
a; =exp | lim Tre (Ni‘i‘ﬂif e )d’f
' P2 -0 aZ’ + [y
93 (0. 4732 4Tl
—ezp | lim €[ BTRIAT ) (4.3.138)
— Lo =2 .
60—/~ E2 o —Z2-I

De méme, on sait que b; = (Ez_l)l(f = 0) avec —R;l T ={E=F3) 7=
71(Z) = ~0)} — T2 = {(T = F»(Z),7 = 62(%) = —v0)}. Or, puisque

div((Sey)) = (20 + 1)T + €3 (1 + B,T° + T°)

et que le signe de @} —b, est indépendant de yq alors le calcul de (Ez_l)' (T =

0) sera fait lorsque yo — 0%, de sorte que :

a

t € [0,T(0)] <= 7 € [0, 4], e_q< _@>.

(2a+1)T
By
et impaire dans [—6,6]. Alors, par [2], le long de la parabole F; : § =

(1) (% + 7 :

_ 7(0)

by =exp /0 dz'v((Sm))d,t)
=ex 1m | —dw((Sm)) T
o eﬂl\/i(/"z#z‘km)d)

[ R
=exp | —4€®  lim / Ps ¥ 1T 4T 0r , (4.3.139)
6—/-E2 \Jo —f2 -7

En plus, les fonctions p et 2 : T sont respectivement paire
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o[BS l_10+28a— 16a2 + (~4a+5)(r4ﬂ+2)}

2a2 (—4a +5)(—4a + 2)
— 0. (4.3.142)
et .
§m | — =2, =4 0 on
lim / Ha T HaT -:I dz | = lim (‘9@1 -y ﬁ)
9—y/—22 \JO —& 7 9/ —E2 3 a

Ainsi, par (4.3.139), (4.3.140) et (4.3.143), avons-nous :

oen (2R ] e (D )

(4.3.144)
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Posoné
— g _Ha ’ 2—4a by = —4 _He ’ ﬂ .
=Ty a 3(4a—5)" a 34a—-5)]’
(4.3.145)
alors
a7z — by =(exp(ao ) — exp(bor)
=€37P(7‘2Q01) — exp(bor)
=exp(bo1)|exp(r2ao1 — bor) — 1]. {4.3.146)

Or, par ce qui précéde, on a que

3
, . 2—4
b =201 (([2) |7 2] <0

a (4a — 5)
Donc,
erp(reap — bp) < 1
et, alors :
exp(bo1)[exp(raap — bp1) — 1] < 0.
Conséquemment

E;Z—El<0:

ce qui montre, par les théorémes (4.3.3) et (4.3.5), que, lors de BH, défini
pour le systeéme (4.3.23), la cyclicité du graphique est égale a deux.

(2) La boucle hétéroclinique est attractive 1
En effet, la boucle hétéroclinique du systéme (4.3.23) se produit pour la
valeur 0 du paramétre ~ (donc sous les égalités (4.3.138)) et pour by = 0.
Ains%, par la premiére partie de la preuve ce théoréme, avons-nous que
a; — b, < 0. Done, par les théorémes 4.3.3 et 4.3.5, on a que la boucle
hétéroclinique du systéme (4.3.23) est attractive.

O



118

4.3.7. Diagramme de bifurcation de (4.1.4)

Pour mieux visualiser toutes les surfaces de bifurcations, on choisit de dessiner

la trace de leur intersection avec la spheére

Se = {(ua, p3, pua) € R tel que  pij+ pf + pii = €°}

ot € > 0 est suffisamment petit. La représentation de la trace du diagramme de
bifurcations se fait en enlévant un point de la sphére dans la région ou pe < 0.
Théoréme 4.3.7. Le diagramme de bifurcations de (4.3.23) apparait & la figure
4.10.

H,: ' Bifurcation de Hopf attractive
H, . Bifurcation de Hopf répulsive
H, : Bifurcatioﬂ de Hopf de codimension deux
BH, : Boucle hétéroclinique attractive
BH, : : . Boucle hétéroclinique répulsive
BH, : Boucle hétéroclinique de codimension deux
DC Double cycle
C: Intersection entre (H) et (BH)
B, : Bifurcation de col nilpotent avec coefficient de X?Y positif
B_: Bifurcation de col nilpotent avec coefficient de X2Y négatif
Cng, : Col-noeud attractif interne
Cn,, - Col-noeud répulsif interne
Cny, : ‘ ' Col-noeud attractif externe
Cn,, : Col-noeud répulsif externe

TAB. 4.1. Description des courbes de bifurcation de la figure 4.10.

!

On peut donc faire la conjecture générale suivante :
Conjecture 4.3.2. Le diagm‘mme de bifurcations de la famille (4.1.2) a une
structure de.co‘ne, st bien qu’on peut, comme celui du systéme (4.3.23), se conten-
ter de décrire son intersection avec une sphére. Topologiqguement, il a la méme

structure que celui de la famille (4.3.23) et est donc décrit par la figure 4.10.
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VI

4=
(b) 11 |
) III (d) IV (g) VII

@

(e) V
/N \~ N
e '

) VIII (i) Ho (k) BH, (h bC
J/ J ) N N
(m) (n) By (o) B- (p) (C, BH>) (q) BH,
BH,—(C,BH5,)

J(}\J )&J %C

(r) H, (s) (H2,C) (t) Ha—(C, Ha) v) Cng,
% - %
/ .

(w) Cn,, ' (x) Cna,

F1G. 4.10. Trace du diagramme de bifurcations sur S, et portraits

de phase du systéme (4.1.4).



Chapitre 5

DIAGRAMME DE BIFURCATIONS ET
INTERPRETATION BIOLOGIQUE DU
SYSTEME

5.1. PRESENTATION DU CHAPITRE

On rappelle que le systéme simplifié, (0.0.11), se présente comme suit :

T = pz(l — ) — yp(z) — A,
¥ = y(=d +p(z)),

z2>0,y >0,

& b paramétres réels : p, a, §, A sont strictement positifs, 7 > 0; et

:1;2

ar?+ Gz +1°

p(z) =

Par I'étude (précédente) des bifurcations de (0.0.11), celles-ci n’ont lieu que sous

les conditions de bases suivantes :

1
p>4X ou &< —.
a

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante

plp — 4
IR/ )

o1 on a

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)
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On choisit de présenter le diagramme de bifurcations dans |’espace
(e, 0, A) pour les différentes valeurs de (3, p). La plupart du temps, nous
donnerons les coupes du diagramme de bifurcations dans le plan («, )

pour différents \ > 0.

5.2. BIFURCATIONS DE COL-NOEUD

Cette section (trés courte!) porte sur le résultat suivant
Théoréme 5.2.1. (1) Si X €]0, %], alors la réunion, (Cn), des surfaces de
bifurcations de col-noeud, (Cn.) : 6 = p(3 —n) et (Cny) : 6 = p(3 +n),
est définie par ’équation : '
(Cn): (No?+p (2a+ B+ Ba) \+p* (1+B+a))
A (=2 a-p (=2+BA=p) 5+ N =0. (5.2.1)
(5.2.1) est une égquation polynomiale de degré 2 en §, & coefficients poly-

nomiauz en «, B, p et . A la limite, quand A =0, (Cn,) se confond avec

6 =0.

(2) Dans le plan («, 6), soit

(CN) : 6 =p(3)

. (5.2.2)
Ca+26+4° -
(Cn.), (CN) et (Cn,) sont des branches d’hyperboles représentées & la

figure 5.1.
Plus précisément :
(3) Si A= £ alors :
e (Cn,) et (Cn,) se confondent exactement le long de la courbe (CN), qui
correspond a un point singulier triple sur 'axze des x ;
e il existe un col-noeud répulsif, (CN,), (resp. attractif, (CN,),) si 6 <
: woir la figure 5.5(d).

—L— (resp. si 6 >

1
a+26+4 a+25+4)

(4) (Cny,) est en-dessous de (CN) qui, a son tour, est en-dessous de (Cn,).
(5) La droite d’équation :
o 6 =0 est asymptote horizontale & (Cn,), (Cn,) et a (CN).
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e o = 0 intersecte (Cn,), (Cn,) et (CN) respectivement auz points (0, £-(0)),

(0, £a(0)) et (0, £2(0)) 0t £r(0) i= 5HTD 1, fal0) i= Hten et fal(0) =
)
— (Cny)
—(CN)
\\ ....... (Cn;)

F1G. 5.1. Sections, paralléles au plan («, §), des surfaces de bifur-

cations de col-noeud lorsque p > 4\

Démonstration. En effet :

(1) Par les sous-sections 2.1 du chapitre 2 et 3.1.2 du chapitre 3, si A €]0, £
alors (Cn,) et (Cn,) correspondent aux lieux ol un point singulier du
premier quadrant ouvert se confond avec un point singulier situé sur I’axe
des abscisses, c’est-a-dire lorsque le résultant de f(z) := (@d—1)z*+Box+
d (qui donne 'abscisse des points singuliers dans le premier quadrant) et
g(z) := pz® — pr + X (qui donne I'abscisse des points singuliers sur 'axe
des z) est nul. Un calcul sur MAPLE montre que le résultant R de f et g

est donné en (5.2.1). Le discriminant de R, donné par

plp—4X)(AB+p)°,

est strictement positif; d’ou le résultat annoncé.

(2) On sait que

= (5.2.3)



1
(Cng) : 6 =P(§ +n)
B (3+n)?
Ca(f+m)?+ B +n)+1
et
(CN):6 =p(5)
o
Ca+20+4
En posant
(3 —n)?
frla):= G-m2+BGE-n+1
. (3 +n)?
fle) = a v+ G + 1
et
1
P = apva
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(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

la figure 5.1 découle donc de ’étude des fonctions @ — f (@), a — f.(a)

et @ — f,(a@) qui sont toutes de la forme

C1
acy +c3

, avec c¢; > 0.

(5.2.9)

(3) Si A =2, alors p =0 et g(z) := pr* — pz + A a une racine double; ainsi :

e (Cn,) et (Cn,) se confondent exactement le long de la courbe (CN) qui

correspond & un point singulier triple;

e par la sous-section 3.1.1 du chapitre 3, les deux points singuliers de ’axe

des abscisses se confondent de sorte que ’on obtienne un col-noeud répul-

~ sif, (CN;), (resp. attractif, (CN,)) si § < —24— (resp. si § >

a+206+4

(4) Découle de I'inégalité (5.1.3) car p est croissante.

(5) Vient de la forme (5.2.9).

at+2p+4 )-
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5.3. BIFURCATION DE HOPF

L’objectif principal de cette section est de prouver le résultat suivant.
Théoréme 5.3.1. Les différentes sections, paralléles au plan («, ) dans le pre-
mier quadrant, de la surface (H) de bifurcation de Hopf sont représentées a la
figure 5.4. |

En effet, par ’étude préliminaire de cette bifurcation (voir la section 3.2 du
chapitre 3), celle-ci n’a lieu qu’au voisinage du point singulier du premier quadrant
ouvert, (Zo, yo) oll, pour

P

1
0<d< — et A<= 5.3.1
5 et 0< <4, (5.3.1)

on a

pzol _5:”") 2.0, (532

P (% — n) <é<p (%) (5.3.3)

1 1
O<§—n<xo<§, p(xo) =6, Yo =

avec ) défini au (5.1.2).

Proposition 5.3.1. Pour tout A €]0, 21, la surface de bifurcation de Hopf (dans
‘Pespace (a,0,)) est : '

(i) strictement comprise entre (Cn,) : 6 = p(5 —n) et (CN) : 6 =p(3);

(i) incluse dans la surface d’équation

P(a,8,)) := A(a, \)6* + B(a, \)3* +C(a, \)§% 4+ D(0o, M6+ E(a, \) = 0, (5.3.4)
ou

Alg,N) =a (- +4a) (N + (0* +p(B—2)A) a+pA3 +p* (L + ),
(5.3.5)

B(o, M) =—0o® (16 — 3 5% )\2(—p (2a8®—160° + 3 —a B’ +8a%B) A

—pP (B +B8—af?+8aY), (5.3.6)

Cla,\)=3a (- +8a) N +4p (- —2a+Ba) A\ +p* (28 +5q),
(5.3.7)
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D(a,N) = (8> —16a) X - p° : (5.3.8)
et -

E(@, A) =4M% (5.3.9)

Démonstration. Soit A €]0, £ :

(i) Découle de (5.3.3) et du fait que p est strictement croissante dans 10, +o0l.
(if) Le déterminant de la matrice jacobienne de (0.0.11) en (zo,yo) étant stricte-
ment positif, il y a bifurcation de Hopf lorsque la trace de cette matrice est nulle,

c’est-a-dire lorsque le résultant de f(z) := (ad — 1)z + Béz + 6 et
u(z) ;= —2pazt+p(a— B>+ (—p+ AB)z+ 2 (5.3.10)
est nul : par un calcul sur MAPLE, on a le résultat annoncé. [

Remarque 5.3.1. Pour tout p > 4, le facteur
Ao, A) == Xa® + (p® + p(B — 2)A) a + pAB2 + p* (1 + B)

de A(a, M) est strictement positif. En effet, soit p > 4\, Ag(a, A) est un polyndéme

de degré 2 en o dont le discriminant est égal a p(p—4X)(p+ AB)% > 0. Le produit

_ p(p=22+8N)
)

des racines de Ag(a, M) est strictement positif alors que leur somme, 52

. est strictement négative car I’hypothése implique que p > 2.
On va étudier en détails la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 et déterminer les-
quelles de ses branches correspondent & une bifurcation de Hopf..
Remarque 5.3.2. Pour o grand, on voit que les coefficients de P(a, 8, ) sont
de signe alterné. C’ecz; signifie, par le critére de Descartes, qu’il y a zéro ou 2 ou 4
branches a linfini dans le premier quadrant. Dans la suite, nous allons voir que
ce n'est que 2 dés que A > 0.

Afin de nous aider & analyser P(a,d, A), on donne, par le théoréme suivant,
un résultat sur le nombre de racines d’'un polynéme de degré 4.

Théoréme 5.3.2. [25] Soit

P(z) = aqz” + a3z’ + agz’® + 12 + ag (5.3.11)
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ot ag # 0, P(z) € Rz] et A est son discriminant.
Soit

Pi(X)=as (X*+pX*+gX +71) (5.3.12)

Uimage de P(z) par la translation X = z + ﬁ;, dont le discriminant est noté par
Ay
Alors A = Aq.

(1) Lorsque ¢ =0 (Pi(z) est un polynéme bicarré), on a
A = 16ra§ (p2 - 47“)2.

Posons Ay := p? — 4r.

(i) St Ay <0, alors P(x) aura quatre racines simples complexes.

(i) Si Ao =0, alors :

e pour p < 0, P(z) aura deux racines doubles réelles;

e pour p =0, P(z) aura une racine quadruple nulle ;

e pour p > 0, P(z) aura deux racines doubles complezes.

(iit) Si &g > 0, alors :

o pourr < 0 (et done A < 0), P(z) aura deux racines simples réelles et
deur racines simples complezes ;

e pourr =0 et p <0, P(z) aura une racine double nulle et deux racines
simples réelles ;

o pourr =0 et p >0, P(zx) aura une racine double nulle et deux racines
simples complezes ;

o pourr >0 et p <0, P(x) aura quatre racines simples réelles ;

e pourr >0 et p > 0, P(z) aura quatre racines simples complexes.

(2) Lorsque q # 0, on a

6
A =22 [4(p2+12r) - (85° + 276" — 6p(p* + 121)’]
. |
= g—; [—729 g* +108p (—p® + 367) g -+ 432r (p? — 47")2] . (5.3.13)
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(i) Si A <0, alors P(z) aura deuz racines simples réelles et deuz racines
simples complezxes.

(ii) St A =0, alors :

e pour p?+12r = 0, P(z) aura une racine triple réelle et une racine simple
complexe ; |

o pour p? +12r # 0 et (p> —4r < 0 oup > 0), P(x) aura une racine
double réelle et deur racines simples complezes ;.

o pour p2 +12r £ 0 et p? —4r > 0 et p < 0, P(z) aura une racine double
réelle et deur racines simples réelles.

(iis) Si A >0, alors :

e pour p2—4r <0 oup >0, P(x) aura quatre racines simples complezes ;

o pour p> —4r > 0 et p < 0, P(z) aura quatre racines simples réelles.

Théoréme 5.3.3. La restriction de la courbe d’équation P(c, 8, \) = 0 au premier
quadrant est représentée a la figure 5.2. Plus spécialernent :

(i) La droite d’égquation o = %2 est asymptote 'Uerticale i la courbe d’équation
P(a,8,)) =0.

(ii) La droite d’équation 6 = 0 est asymptote horizontale & la courbe d’équation
P(a,6,)) = 0. |

(i) Pour X petit, la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 admet un unigue point de
rebroussement qui, venant de l'infini a A = 0, a pour coordonnées (o, = a(N), §, =
d(A)) telles que oy — +00,6, — 0 quand A — 0.

(iv) La restriction de la courbe d’éguation P(w,d,A) = 0 au premier guadrant

admet toujours un point d’auto-intersection.

Démonstration. (i) Dans U'expression de P(a, 6, ), (4 — (?) est un facteur
de A(a, ), le coefficient de §*; d’otl le résultat.

(ii) Dans l'expression de P(a, 8, A), §* est un facteur du coefficient de a; d’on
le résultat.

(iii) Soit X petit. Posons 7 := 1, alors

é P
Pla,0,A)=0 et 88—6(61,6, A)=0
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o
a 2
o | Q= %
—(CN)
\ — P(a,6,A) =0
~_
63
(b) Lorsque A est petit.
]
o
[¢]
(c) Lorsque A n’est ni petit, ni ' (d) Lorsque A est proche de §.
proche de 4.
o
o
& (8
(e) Lorsque A est trés proche (f) Lorsque A = §.

de 2.
FIG. 5.2. Les courbes d’équation P(a,8, A\) = 0 au premier quadrant.
équivalent respectivement &
Pi(7,8) = — (—4+ﬁ27') [,\2 +pT (ﬁ—f— B — 2) Ap*r (Br+7+ 1)] 54
—[(16-38%7) A2+ pr (F*B' +88—16+20% — 7 %) A

+p2,r (_ﬁ27—+8+72ﬁ2+72ﬁ3)] 537,
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— [(-24+38%1) X+ 4p7 (=B +2+ B°r) A+ p°r (207 — )] 6°7*
+ [(-16+ 2y X2 = pPr] 872 + 47 N2 =0 (5.3.14)
et

Py(1,8) := —4 (—4 + B%7) [N+ p7 (B+ 1 —2) A +0*r (Br+71+1)] 8
~ 3'[(16 =38y N+ pr (7B +88-16+20% — T %) A
+0°1 (=B + 8+ 2% + 72 0°)] 8°r
~2 [(-24438°1) X +4p7 (—B+2+ 1) A+ p'r 207 —5)] 67
+ 7 [(-16+ BPr) X2 = p’r] = 0. (5.3.15)
Soit Dy(7) le résultant de Py(7,d) et PQ'(T, d) par rapport & 4, alors
Dy(r) =1 [(=24+3B%1) N2+ (4p72B% + (=4 pB+8p) T) A+ 2p°r23 — 5 p°7]
[(128 + 728" + 16 B°r) A + (64 p 726> — 64 p (B — 2) 7) A®
+ (—25,)2 (=16 + B) 7% — 48 P17} A2 + 72p1] . (5.3.16)
Considérons |
Dy(1, ) = (=24 +3B°1) N+ (4p72F + (—4pB+8p)T) A+ 2p*r°B — 5 p’r
(5.3.17)
et
Dy(1,)) 1= (~128 + T28* + 16 B*r) A* + (64 p 726> — 64 p (B~ 2) T) N®
+(=28p* (=16 + B) 72 — 48 p*1) A* + r°p* (5.3.18)

les deux facteurs de Dy (7). On a que

Dy(0,0)=0 et %(0,0)2—-5;)2. (5.3.19)

Done, par le théoréme des fonctions implicites, pour A petit, il existe un seul
7 = 7(\) voisin de 0 (et donc un seul a(A) = a, — +00) tel que Dy(7(A), ) =
0. Or, par le diagramme de Newton {12] de D,(7,)), on voit que les termes

dominants de ce dernier sont —24A% et ~5 p%7 ; alors Dy(7, \) est approximé, pour
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(A, 7) petit, par —24\%? — 5 p?7. De méme, pour Dy(, ), les termes dominants
- sont et 72p%, —48p27TA2 et —128\*; alors Da(7,\) est approximé, pour (X,7)
petit, par 72p* — 48 p?7A\? — 128)%. Pour la premiére apprbximation, la racine
en 7 correspondante est strictement négative : elle est exclqe! Pour la deuxiéme
approximation, on a deux racines en 7 de signes contraires : il existe donc une
seule racine en 7 strictement positive. En conséquence, il existe 8, = 6()) racine
commune de Pi(7,8) et Py(r,6). Enfin, on voit bien que §, — 0% car la droite
d’équation 8 = 0 est, pour A petit (resp. A = 0) asymptote horizontale de toutes
les branches (resp.'une composante) de la courbe d’équation P(a,d, \) = 0.

(iv) En effet, le discriminant de P(a, 4§, \) par rapport & § est A(a, S, A) :=
4p2 A (o, B, N)[As(a, B, N)]?, ot :

Do, B,0) = = 20200 + p (182X + BN +202 + 16 p ) — o) a

+B%(p+pB+ABY) (BPA2—2p A+ p* +2pBN) (5.3.20)

et Ai(a, B, ) est un polyndme de degré 4 en a.

Or, puisque p > 4\, alors Ag(a, 5, A) (qui est un polynéme de degré 2 en «)
admet deux racines de signes contraires. Il existe donc un seul a := ao* >0
tel que Ag(a*,B,A) = 0 (et donc que A(a*, B,)) = 0). Conséquemment, la
courbe d’équation P(a,d,A) = 0 admet un point d’auto-intersection. Celui-ci,
point double ou triple, est dans le premier quadrant : en effet, il y est pour A = £
et A = 0; donc, par continuité, il y reste. Sinon on aurait plus d’un point d’in-
tersection avec l'axe des ordonnées; ce qui n’est pas le cas d’aprés la proposition
5.3.2 ci-dessous. Ou bien, s’il passe a I'infini, on aurait une seule branche infinie
dans la direction o ; ce qui n’est pas le cas d’apreés la proposition 5.3.5 ci-dessous.
Or, comme il sera vu & la proposition 5.3.8 ci-dessous, la branche supérieure de
la courbe d’équation P(a,d, \) = 0 dans le premier quadrant est non admissible
pour la bifurcation de Hopf. Donc ce point d’intersection entre une branche perti-
nente et une branche non pertinente de la courbe d’équatioﬁ P(a,8,)\) =0 n’est

pas utile pour notre diagramme de bifurcation. O



Il y a 5 endroits ou 'étude de '’équation P(a,d, A) = 0 est plus facile :

B 1 p

frd == — 5:— .
a=0, a="r er2p+a 270 4

On va étudier chacun des 5. En effet, notons
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Play(8) = P(a,6,2) = 0 (5.3.21)

I’équation d’inconnue 6.

Proposition 5.3.2. St a = 0 et p > 4, alors l’équation (5.3.21) admet une

seule solution positive, §; €]0, m[

‘Démonstration. (1) Existence

On a

Pon(8) =B (p+Bp+A0%) 8 —28p 2AB+p) 6+ ((AB)> — p°) 6 +4 )%,

(5.3.22)
Or
Poxn(0) =4X*>0 (5.3.23)
et
Py = (B+4° (o +aN OB +Pp+4NB+p+4N) _
(0,A) 2(IB+2) 8([8—}-2)3 ;
(5.3.24)

ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe §; €]0

tel que P(0,41,A) = 0.

(2) Unicité
Pp,»)(9) étant un polynéme de degré 3 en 4 et

Pox(0) > 0,

JiPo(6) = ~oo

L
' 2B+2)

Alors, P ) () a un nombre impair de racines positives, soit 1 ou 3. Or, si
on a 3 racines positives on doit avoir alternance de signe des coefficients

~ de P »)(d); mais ceci n’est pas le cas car les coefficients de 62 et 62 dudit
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polync‘)mé sont tous deux négatifs. Donc Pg ) (8) n’a qu’une seule racine
positive.

O

Proposition §.3.3. Lorsque o = %2 etp> 4, on a (voir la figure 5.3) que :

(1) Si X €]0, &[, soient B, et [, les racines en [ du facteur
Di(B,X) :=—4pAB* — (—p* —T2pA+432)X*) f — 16p°

du discriminant,

: 2123
D(B,A) == W (80222 +-10p B +p(3p — 4 N)]%,

de P(a,d,)\) par rapport a § telles que 0 < 31 < 3, alors :
(i) pour tout # €]0, 41[U]Bs, +0o|, Uéquation (5.8.21) admet une seule
solution réelle gui est positive;
(it) pour = [y ou B = 3, l’équation (5.3.21) admet une solution simple
posttive et une racine double positive;

- (i) pour [ €)0, [, Uéguation (5.3.21) admet trois solutions simples

positives.

(2) Si A= £, alors :

367

() pour B = 12, léquation (5.3.21) admet une solution triple, § = o ;

(it) pour tout 3 # 12, 'équation (5.3.21) admet une seule solution réelle

qui est positive.

(3) Si X €], [, alors pour tout § > 0, l’équation (5.3.21) admet une seule

solution réelle qut est positive.

Démonstration. Pour o = %2, alors Py, ) (d) devient

1
Py (6) =~ 75 (Ag2+4p+2gp)2a~"

1 ,
+Zﬂ BN +4XpF*+p (5p—24)) 5 —8p?] 6°

+ (302X —p*) o+ 4N (5.3.25)
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— o - 5] : (84
(@) pour A< £ et0<f<f; (b)pour A< H&etf=0 (c)pour < Letf <f<p

]

a ' o i Q
(d)pourA<-:3%e§ﬂ=ﬂ2 (e) pour A < £ et B> [, (f) pour A = & et B # 12

]

x : a
(g) pour A = £ et =12 (h) pour £ <A< &et3>0

F1G. 5.3. Présentation des solutions de ’équation P, »)(6) = 0

dans le premier quadrant.

polyndme de degré 3 en §, a coefficients polynomiaux en [, p et A, dont le discri-

minant est

. Pzﬂsl 2 2 2 2
D(B, ) = [~4pAB% — (—p° —T2p X+ 432)%) B — 16 p?]

[88*A2 +10p 68X+ p(3p — 4% (5.3.26)
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Or, puisque p > 4\ > %, alors
8O A2+ 10pBA+p (Bp—4X)>0:
(I) Le signe de D(3, \) est donc celui de

Di(B,)) == —4pA B2 — (—p* —T2p A +432)%) B — 16 p°. (5.3.27)

Ce dernier, qui est un polyndme de degré 2 en 3, a coefficients polynomiaux en p

et \, a pour discriminant
Do(N\) == (p— 47 (p — 36 1) (5.3.28)

- Le produit et la somme des racines de D, (53, A) sont 64\p* et 3 [0* + T2A(p — 6))] >

0 respectivement. En plus
D1 (8, %) = 14422 (8 — 12)? (5.3.29)
et, pour 4 =12, A = £, P3.)(0) devient
Puz,g)(8) = —4X* (1445 — 1)° . | (5.3.30)
(IX) P(s,»(8) étant un polynome de degré 3 en § et
P (0) > 0,6E1+noo P (6) = —oo; (5.3.31)

Alors, P »)(8) a un nombre impair de racines positives, soit 1 ou 3 : ceci dépend

du coefficient en 62 de Pig)(8) (voir au (5.3.25)), a savoir
Sx(B) :=3NF +4XpB +p (5p—24X) 8 —8)p°

qui n’a qu’une racine positive 4 := (*. Ainsi :

e Pour D(8, A) < 0, Pig,(6) a une seule racine réelle qui est positive.

e Pour D(3,A) > 0, Pig(6) a trois racines réelles (simples ou confondues) telles
que : .

- 510 < g < f#*, alors, par la non-alternance de signe des coefficients de Pg »)(9),
ce dernier n'aura qu’une seule racine positive ; '

- Si 8 > [*, alors P ) (8) aura trois racines (simples ou confondues) positives. En

effet, si Pig(d) a une seule racine positive, alors (puisqu’en dehors de (5.3.31),
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on a aussi lims_, _o P z)(0) = +00) P('ﬁ’ »(0) aura deux racines simples négatives
ou de signes contraires. Or la somme et le produit de celles-ci sont respectivement,
85x(8)
3B(AB2+4p+28p)
16 (3 82)2 + p?)

B(AB2+4p+28p)°
car > [3*; ce qui est absurde.

Or S5(0) < 0 et Sx(B1) > 0 (ou G, est la petite racine positive de D;(3, ). Alors
B*, l'unique racine positive de Sx(8), est dans ]0, 8 et donc Sy(3) > 0 pour
B €6, Bal. ‘ .

En conséquence, 1’étude du signe de Dl(,@,/\), via celui de Do(A) (dans (I)) et
la positivité des racines de Pg,y)(6) (dans (II)), permettent donc d’obtenir les
résultats (1) et (3) annoncés; alors que I'étude de D: (8, &), Pz, 2)(6) (dans (I))
et la positivité des racines de P ) () (dans (IT)) donnent le résultat (2). [

Proposition 5.3.4. (1) Pour A # £ (CN) : § = intersecte la courbe

1
) a+28+4
d’équation P(a,d,A) = 0 en un point unique de coordonnées (ap, &) défi-

nies par
B+2) (A +(p+4)) (B+1))
p b
50 = P .
(B+2)(AF2+(p+4N)B+3p+4))

(2) Pour X = §, (CN) : 6 = gy est une branche de la courbe d’équation

P(a,6,\) =0.
Démonstration. En effet, en injectant § = Wlﬁﬁ dans P(a, 4, ), a.lors celui-ci
devient
- 2 20 _ 2 '
P)i= Gy 0+ (0= 40 (00— (B2 (08" + (449 (7+ 1)),

(5.3.32)

Or, P \(a) = 0 si, et seulement si
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ou bien
a—agi= Bt2) (A62+E)p+4A) (6+1)). (5.3.33)

alors, en substituant (5.3.33) dans (CN), celui devient

—_— »—_ p - .
0=bo:= B+2) MG+ (p+4N)B+3p+4X)" (53.34)

ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 5.3.3. Lorsque A = 0, la courbe d’équation P(a,d,\) = 0 est repré-
sentée d la figure 5.2(a). Plus spécialement, par l’étude de l’équation P(c,6,0) =0
d’inconnue & (voir la proposition 1.5.2 du chapitre 1), on voit que ladite courbe
a:

e quatre branches a Uinfint dans la direction o : l'une est § = 0 et les 3 autres
sont solutions d’un polynéme de degré 3 en §. En effet, pour a grand, on voit fa-
cilement que : le discriminant de P(c, 6,0) par rapport & § est strictement positif
et la deuriéme condition de (2)(%ii) du théoréme 5.3.2 est satisfaite.

e seulement deux branches a l'infini dans la direction 6 car pour, § grand, on
voit facilement que le discriminant de P(a, d,0) par rapport d o est strictement
négatif et le (2) (i) du théoréme 5.3.2 nous permet de conclure.

Proposition 5.3.5. Lorsque A > 0, la courbe d’équation P(a,6,)) = 0 a deuz

branches a l'infini dans les directions a et 6.

Démonstration. En effet :

e pour « grand, le discriminant de P(a, 8, \) est du signe de
4p*(—27p°N%*) (—2p%202)", (5.3.35)

qui est négatif.

e pour ¢ grand, le discriminant de P(a,d, A) est du signe de

— 80 [B*p(—p + 4N (B2 A + 4p + 20p)* 6"

[BUB2X+ p+ Bp)(AB + p) (52X + 4p + 20p)8%] (5.3.36)

_ qui est négatif. On conclut par le (2)(i) du théoréme 5.3.2. O



137

Proposition 5.3.6. Lorsque A = £, la courbe d’équation P(a,d,)) = 0

est représentée a la figure 5.2(f); plus précisément :
(1) (i) P(a,8,)\) =0 si, et seulement st

1

(CN):6= 51

ou

Qo) (6) :=a (a+20+4) (—4a+ %) 8 + (20° +12a° + 45 — 22 §%) &°

+ (6% +80—12a)6+4=0: (5.3.37)

(5.8.37) est une équation d’inconnue 4.
(ii) (CN) intersecte la courbe d'équation (5.3.87) au point de coordonnée
(@0 (B), 6a(8)) :

ao(d) = L2 (ﬁ1+ 80 +8)
50(B) = -

- (B+2) (82 +80+16)

(2) Sia= %2, alors Qa,5)(6) = 0 n’intersecte pas a = %2 dans le premier

quadrant.

(8) Sioa+# -ﬁ—:—, alors 'équation (5.3.37) :
(i) admet une seule solution positive si o > ﬁ4—2 ;
(it) n'admet aucune solution positive s1 a < %i.

Démonstration. (1) (i) En effet, en faisant p = 4\ dans P(a,é, ), alors

celui-ci devient

Py, 6) == A (0(a+20+4)—1)e(a+20+4) (—4a+67) 5

+ (120° + (4 — 20)0* + 26°) 8* + (B° + 86 — 12) § + 4]. (5.3.38)

Alors Py(a, §) = 0 si, et seulement si

1

S= it



138
ou
Quap)(6) i=a (a +28+4) (—da+ %) 8+ (28 +12a> + 452 — 2a %) 8
+(B*+88—12a)6+4=0.
(ii) est une conséquence immédiate de la proposition 5.3.4.
(2) Lorsque a = i—z, Q(a,5)(0) devient
Qp(6) = (4ﬁ2+2ﬁ3+ %ﬁ“) 82+ (88—20%)6+4 (5.3.39)

dont le discriminant par rapport & § est —64 4° < 0. Alors, Q4(6) > 0 et,
par ricochet, Qa5 () > 0 lorsque a = %2.

(3) Soit a # %2, le discriminant de Q(4,0)(8) (polynéme en 6) est

D(f,0) =4 (—4320% — 4 (=18 + f) a + * (=16 + §)) (26° + B° + 8a)’

(5.3.40)
dont le signe est celui de
dp() := —432a* — 4 f2 (18 + B) a + #* (—16 + )
=— (43202 - 20 +16 B2 + 4a B® - ) : (5.3.41)

(i) Si a > i—z, alors les coefficients a (@ +28+4) (—4a + 4%) et 4 de
Qa9 (0) sont de signes contraires. Q4,5 (0) étant de degré 3 en 4, il vient
(par le critére de Descartes) que (5.3.37) a 1 ou 3 solutions positives. Or,

pour a > %ﬁ on a que 432a? > 108a A% et 4a 3 > 3%; d’ou
4320° — 120 5% +16 f° + 4a 3 — f* >108a f° — 722 0% + 16 5° + ° —

=36a 3%+ 16 8° + 45 — p*
ﬁ2
>80+ 1682+ P -84 car a> T

=88+ 16 3° + ° > 0. (5.3.42)

Ainsi dg(a) < 0 lorsque a > i—z. Donc D(f, @) < 0 lorsque o > %2. Consé-
quemment, (5.3.37) a une seule solution réelle qui est positive lorsque
o>

(ii) Si a < %2, alors les coefficients a (a+ 28 +4) (—4a + (%) et 4 de



139

Q(a,5)(9) ont le méme signe. Q(a,5)(5) étant de degré 3 en 4, il vient (par
le critére de Descartes) que (5.3.37) a 0 ou 2 solutions positives. Aussi,
avons-nous que Qa5 (0) > 0 et lims_, _ Q(4,8(6) = —00; alors (5.3.37)
admet une solution négative. Or le discriminant de dg(a) par rapport & «

est
16 3% (B — 12)° :

e pour 8 < 12, on a dg(a) < 0. Dong, si a < % et B8 < 12, alors (5.3.37)
a une seule solution réelle qui est négative;

e pour § = 12, on a dg(a) = —432 (@ —4)% et Qu12)(8) = 4 (166 +1)°
(voir au (5.3.37)). Donc :

-sia < %2, B =12 et a # 4, alors (5.3.37) a une seule solution réelle qui
est négative;

. 2
_sia< &

B =12 et a = 4, alors (5.3.37) a une seule sotution réelle

triple = —1—16 < 0;

e pour 3 > 12, alors dg(a) admet deux racines distinctes a; et oo (posi-
tives ou de signes contraires telles que a; < a3). On a que : si (@ < a3 ou
a > ay), alors dg(a) < 0; si a € [y, ag], alors dg(a@) > 0. Donc :

-sia < %2, B> 12 et (@ < a; ou @ > as), alors (5.3.37) a une seule
solution réelle qui est négative;

-sia < %2, B > 12 et a € [a1, @], alors (5.3.37) a trois solutions réelles
qui sont négatives. En effet, les racines de Qq,4)(5) ne peuvent pas s'an-
nuler, ni passer a U'infini (voir au (5.3.37)); alors, par continuité, celles-ci
ne changeront jamais de signe!

Donc (5.3.37) n’a aucune solution positive lorsque a < i—z.

Proposition 5.3.7. La courbe d’équation P(a,6,\) = 0 admet un point de

contact d’ordre 2, (a*,6*) pour X = X*, avec la direction verticale ot \* €10, £,
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a:=a*>0 etd=5* €0, #ﬁ“[ sont tels que

P(a, 6%, M) =0,

Pi(a,8*,2\*) =0,

) Foln 0%,2%) » (5.3.43)
Pg(a,é*, AY) =0,

1 "t

Py (a, 8% X*) # 0.

\

Démonstration. En effet :

- pour A petit, il y a deux points a taﬁgente verticale & la courbe d’équation
P(a,d,\) = 0 dans le premier quadrant ;

-pour A présde £,iln’y a aucun point & taﬁgente verticale & la courbe d’équation
P(a,5,)) =0. |

Or, par continuité, ces deuz points ne peuvent sortir du premier quadrant (sinon
on aurait 2 ou 3 points d’intersection avec 'axe des ordonnées; ce qui n’est pas le
cas d’aprés la proposition 5.3.21) ni aller & l"infini (sinon on aurait 4 branches &
I'infini dans la direction «; ce qui n’est pas le cas d’aprés.la proposition 5.3.5!) :

ils se confondent! : O

Le résultat suivant est une conséquence des propositions précédentes.

Théoréme 5.3.4. Soit A €]0, ] :

(1) si A est petit, alors la courbe d’équation P(c,d,A) = 0 dans le premier

quadrant est donnée par le (b) de la figure 5.2;

(2) si A n'est pas petit et ne tend pas vers %, alors la courbe d’équation
P(a,8,\) = 0 dans le premier quadrant est donnée par le (c) de la fi-

gure 5.2;
(8) si )\ tend vers £, alors la branche inférieure de la courbe d’équation P(a, 6, \) =

0 dans le premier quadrant est donnée par le (d) de la figure 5.2.

Remarque 5.3.4. Intuilivement :

(1) Lorsque X est petit, le (b) de la figure 5.2 nait :
- de la perturbation de deuz courbes lorsque A = 0 : § = 0 (non admissible)

et la courbe de bifurcation de Hopf;
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- de lezistence d’un point de rebroussement venant de l'infini (voir le (iii)

du théoréme 5.3.3).
(2) La figure 5.2 (c) est, par la proposition 5.3.7, le passage nécessaire pour
“aller de (b) a (d).

(3) Lorsque A tend vers § alors, dans le premier quadrant, la branche infé-

~ rieure de la courbe d’équation P(a,8,)\) = 0 tend vers (CN).
Proposition 5.3.8. (1) La branche de solution de P(a,d,\) = 0 qui inter-

secte (CN) ne concerne pas un point du premier quadrant.

(2) La branche de solution de P(a,8,)\) = 0 qui intersecte la droite d’égquation

o= %2 et la droite d’équation o = 0 est admassible pour la bifurcation de

Hopf.

Démonstration. En effet ;

(1) Par la proposition 5.3.4, P(a, 6, \) = 0 intersecte (CN) en (g, 6g), défini
par (5.3.33) et (5.3.34). Si on substitue a = g et § = §y dans I'expression
de f(z) = (ad — 1)z? + B6x + 6, alors celui-ci devient

p(1-22)((B+2)5+1)

F(z) .= 5.3.44
_ (=) (B+2)(AB2+ (p+4N)B+3p+4X) ( )
dont les racines en z sont
1 1
= et S 9.3.45
T 2 et z= 512 ( )
Mais, par I’expression de la trace (voir au (5.3.10)), on a que
1 1 1
-] = t —) = 5.3.46
“(é) S @Er—p 0 & ) =0 (5:3.46)

c’est-a-dire que la trace n’est nulle qu’au point singulier dont ’abscisse
est négative; ce dernier n’est donc pas du premier quadrant. Donc, par
continuité, la branche de solution de P(a,8,A) = 0 qui intersecte (CN)
ne concerne pas un point du premier quadrant (car, puisque I’abscisse du
point singulier ne peut passer ni par 0, ni par 'infini, alors celle-ci ne

changera jamais de signe!).
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(2). En effet, en injectant o = %2 dans P(a,d, ), f(z) (caractérisant 'abscisse
du point singulier) et u(z) (caractérisant la trace en ce point singulier),

~ on obtient respectivement : Pg(d, A) défini au (5.3.25),

hH(6,z) = i (B +2)°6 — 2, | (5.3.47)

1 1
uy(z) == —ipﬂ?:z:4 +p (ZﬂQ - ﬂ) 2+ (—p+AB) T +2) (5.3.48)
Or Pg(6, A) et f1(6, r) admettent une racine commune en 9 si, et seulement
si le résultant en 0 est nul. En notant ce résultant par Ry(z), alors son

expression est
Ro(z) = = & (~4\+2p7 — pa®f + 22°p0) [(306° + 208 + 406%)a”
+ (508 + 1206%)2? + (2p + 12)8) + 4)]. (5.3.49)

Celui-ci s’annule si, et seulement si

1

NER R P S P . S ,
Ry(z) ==z 5% +ﬂ 2ﬂp =0 (5.3.50)
ou
o ! SRS IY T
Ry(z) =« +4/\ﬂ2+3ﬂp+2p [(5p+12/\ﬂ)x +2 5 + ﬂ}'

(5.3.51)
Mais en ce point singulier, la trace s’annule si, et seulement si le résultant
en z de Ri(z) et u;(z) est nul ou le résultant en = de Ro(z) et u;(z) est
nul. En notant par Ry (5, p) et Roa(0, p) ces deux résultants respectifs, on
obtient
" Ro(B,p) =0 (5.3.52)
pour tous 3,p, A; et
A(4p+28p+ 282" (3p2—4pA+10pB A +82203%)°
(4XB2+38p+2p)
Or, par hypothése, p — 4\ > 0; alors 3p2 —4pA =p (3p—4)) > 0 et

RU?(ﬂv P) =4

. (5.3.53)

Roa(B, p) > 0. Ainsi, en ce point singulier, la trace s’annule si, et seule-
ment si le résultant en = de R;(z) et u;(z) est nul; ce qui est fait par

(5.3.52).

Aussi, avons-nous que ce point singulier a pour abscisse o €]3 — 7, 3[. En
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effet, par une étude de R,(z) via sa dérivée par rapport & = (ou encore
en notant 'alternance de signe des coefficients de R;(z)), on montre que
Ry(z) n’a que de(s) racine(s) positive(s) dont le nombre est 1 ou 3; en plus,
puisque la branche de solution de P(«, d, A) = 0 qui intersecte o = %2 est
strictement comprise entre (Cn,) et (CN), on a donc que o €]3 — 7, 5[-
Par conséquent, ’ordonnée du point singulier et le déterminant du linéa-

risé du systéme y relatif sont strictement positifs. D’ou le résultat par

continuité.
]

- Par ces deux derniers résultats, nous avons, comme annoncé au début de cette
section, le :
Théoréme 5.3.5. Les différentes sections, paralléles au plan (o, d) dans le pre-
mier quadrant, de la surface (H) de bifurcation de Hopf sont représentées a la
figure 5.4 ci-apres.
Comme conséquence des théorémes 5.3.5 et 5.2.1, nous avons le résultat sui-
vant.
Corollaire 5.3.1. Le digramme des bifurcations locales de codimension 1 du sys-
teme (0.0.11) dans le premier quadrant est donné a la figure 5.5.
Les bifurcations qui nous manquent sont globales : la bifurcation de boucle

hétéroclinique et la bifurcation de double cycle.

5.4. POSITIONS DES SEPARATRICES DES POINTS SINGULIERS DE>

L'AXE DES z POUR LE MODELE (0.0.11)

‘Dans cette section, nous déterminons la structure des séparatrices des points

singuliers de l'axe des z, & savoir C' = (3 —7,0) et D = (3 +7,0) (o0 n :=
@), pour le modéle (0.0.11).

2p
Théoréme 5.4.1. Dés que C ou D est un point de selle, sa séparatrice ne peut

avotr d’asymptote verticale : elle vient de la droite pour C et de la gauche pour D
comme sur la figure 5.6. En particulier, lorsque C et D sont des points de selle,

les 3 positions possibles de leurs séparatrices sont présentées a la figure 5.8.
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J 5
a . a
(a) Lorsque A est petit. (b) Lorsque A n’est ni petit, ni

proche de §.

«

(c) Lorsque A est proche de .

4

FIG. 5.4. Les sections, paralléles au plan (,d) dans le premier

quadrant, de la surface de bifurcation de Hopf (H).

Démonstration. En effet, pour p — 4\ > 0, les abscisses des points singuliers

o(p—4Ar)
2p

To = % + 1) sont solutions de ’équation pz(1 —z) — A = 0.

de l'axe des z, C = (2,,0) et D = (z,,0) (avec 5 := , Ty =5 —7 et

e Dans chacune de ces régions, les séparatrices de C et D ne peuvent pas aller

a l'infini. Pour cela, il suffit de montrer qu’entre les droites d’équation z = z; et



5 )
(a) lorsque A est petit. ‘ (b) lorsque A n’est ni petit, ni
proche de £.
5 6 | — (CN)
\
\
N M)
(CNT) M‘M\'-\__M
[27
(c) lorsque A est proche de £. (d) lorsque A = £ : surfaces des

bifurcations de col-noeud, (CN;.)
et (CN,); surface de bifurcation

de col-nilpotent, (CN).

F1G. 5.5. Les surfaces des bifurcations locales du systéme (0.0.11)

au premier quadrant du plan (a, 9).

vecteurs, 2 est bornée & l'infini. En effet,

dr?
d .
lim (—y) — lim (3)
Yy—r+o00 dr y—+0o0 \ T

y—+oo —yp(z) + pz(1 — ) — A
_o-pl@) _ o .
=" = Lia). (5.4.1)

Or L est bornée comme fonction continue sur le compact [z, z,]. Alors limy_, 1.0 (g)
est bornée entre les droites d’équation z = z; et z = z,.
Donc les séparatrices des points singuliers C' et D ne vont pas a I'infini entre les

droites d’équation z = z; et = x,.
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Il y a donc, dans ces régions, deux positions possibles pour les séparatrices de
gauche et deux positions possibles pour les séparatrices de droite (voir la figure
' 5.6).

e Si C et D sont des points de selle, alors les coordonnées du troisiéme point

T Tq I Ta
(a) positions possibles des s&- (b) positions possibles des sé-
paratrices de C paratrices de D

F1G. 5.6. Positions possibles des séparatrices des points singuliers

de 'axe des z pour le modéle (0.0.11)

singulier E = (zq, yo) vérifient

Ty < Iy < Ia,

yo = £roll=zo)=A - (5.4.2)

p(Io) = (5

On a que yo > 0 car pz(l — ) — A > 0 pour tout T €|z, z2|.

On s’intéresse donc, dans ce cas, aux positions des séparatrices de C et D dans
la demi-bande « z € [z}, za],y > 0» :

Sur les droites d’équation z = x, et £ = x5, on a, par le systéme (0.0.11), que
& = —yp(z) < 0. Alors, puisque C = (z,,0) et D = (x3,0) sont des points de
selle, on a nécessairement le comportement des trajectoires aux voisinages de C
et D (voir la figure 5.7).

Or, par ce qui précéde, les séparatriceé de C et D ne peuvent pas aller a I'infini
entre les droites d’équation z = z; et £ = x5. Par conséquent, lorsque C et D sont
des points de selle, les 3 positions possibles de leurs séparatrices sont présentées

a la figure 5.8. ' J
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7 N

1

]

|

1
I )

Fi1G. 5.7.. Comportement des trajectoires aux voisinages de C et

D (lorsque ceux-ci sont des points de selle)

—7\ N[

1 - I ) Ty I) To

(a) premiére possibilité (b) deuxiéme possibilité (c) troisiéme possibilité

F1G. 5.8. Positions possibles des séparatrices des points singuliers

C et D (lorsque ceux-ci sont des points de selle)

5.5. BIFURCATION DE BOUCLE HETEROCLINIQUE

A la figure 5.5, considérons chacun des cas ol

1 1
/\6]0,2[ et p(ﬁ—n)<6<p(§+n), (5.5.1)

p(z) et n étant définis au début de ce chapitre. Il y a exactement 3 points singu-
liers, C, D et F ot :

a) C = (3—n,0)et D= (3+n,0) sont des points de selle situés sur 'axe des
X, invariant sous le flot de (0.0.11) et coincidant ainsi avec la variété instable,
WH(C), de C et la variété stable, W*(D), de D.

b) Pour z et yo définis par 3 —n < o < 3, (o) = 6 et yo = ”I"QT%H, on a
une bifurcation de Hopf (d’ordre 2 si § > 0) au voisinage de E = (xg, yo) (situé

dans le premier quadrant ouvert). Lorsque § = 0 et L; = 0 (ot L; désigne le
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premier coefficient de Lyapunov), on a conjecturé que (zo, o) est un centre.
On a le résultat d’existence suivant
Proposition 5.5.1. (1) Il y a bifurcation de boucle hétéroclinique dans la
région bornée par (Cn.) et (Cn,). Plus précisément, sur chaque droite
a = constante, il existe un point de bifurcation de boucle hétéroclinigue

situé entre les intersections de cette droite avec (Cn,) et (Cng).

(2) Lorsque A est petit, la surface de bifurcation de boucle hétéroclinique,

(BH), tend vers § = 0.

Démonstration. (1) Existence de la bifurcation de boucle hétéroclinique
Dans la région bornée par (Cn,) et (H), la positions des séparatrices (voir
le théoréme 5.4.1) et les portraits de phase (voir les figures 5.10, 5.11 et
5.12) de (0.0.11) au voisinage de (Cn,) (ou il n’y a pas de cycle limite)
et au voisinage de H,. (ou il y a un cycle limite répulsif) montrent qu’il y
a nécessairement une boucle hétéroclinique pour faire disparaitre ce cycle
limite avant le col-noeud. Sinon, puisque le cycle ne peut pas disparaitre a
I'infini (voir le théoréme 5.4.1), le théoréme 0.0.2 (de Chochitaichvili [1))
sera contredit : en effet (voir 3.1.11), par ce théoréme, (0.0.11) est, au

voisinage de C = (5 — 7,0) ramené Vorigine, topologiquement équivalent

a
X = __p(2a—1)a? X,
} s (5.5.2)
r_ a’(Ba+2)
Y = sanspainy +O(YP),

qui décrit la bifurcation d’un point double pour a = % - 7.

De méme, dans la région bornée par (H) et (Cn,), la position des sépa-
ratrices et les portraits de phase (voir les figures 5.10', 5.11 et 5.12) de
(0.0.11) au voisinage de H, (ot il y a un cycle limite attractif) et au
voisinage de (Cn,) (ou il n'y a pas de cycle limite) montrent qu'il y a
nécessairement une boucle hétéroclinique pour faire disparaitre ce cycle
limite avant le col-noeud. Sinon, puisque le cycle ne peut pas disparaitre a

I'infini (voir le théoréme 5.4.1), le théoréme 0.0.2 (de Chochitaichvili [1])

sera contredit : en effet (voir (3.1.11)), par ce théoréme, (0.0.11) est, au
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voisinage de D = (% + n,0) ramené Vorigine, topologiquement équivalent

a (5.5.2) qui décrit la bifurcation d’un point double pour a = % + 7.

(2) Pour A petit, on a que (Cn,) et la branche inférieure de (H) tendent vers
d = 0 (voir les équations de (Cn,) et de (H)); donc (BH) tend forcément
vers 6 = 0 lorsque A est petit.

O

c) Le type et la codimension de cette boucle hétéroclinique (dont la connexion
C’—D est fixée) sonf données par la proposition suivante :
Propositibn 5.5.2. Posons
H@) = [ BT ]
2la(z—n?+B(-n+1 aiG+n)?+B(G+n)+1
(- +i+20Ya+(@2-Bn*+5+1

2 [(1—16+n4— i) o2+ [2-Bm+ 5+ a+1+8+ 5 —ﬂ2n2]
B 2N+ (p—2X+8N)p

202+ (p—2A+ BN ap+ (B2A+p+08p) o

(5.5.3)

La boucle hétéroclinique est :

e par [15], de codimension supérieure ou égale & deuz, c’est & dire rerp = 1, si
(R): 6 =H(a); (5.5.4)

e par le théoréme 4.3.2, est répulsive (c’est & dire rcrp < 1) et de codimension

un st
§ < H(a); (5.5.5)

e par le théoreme 4.3.2, est attractive (c’est & dire rerp > 1) et de codimension

Uun st

§> H(a). (5.5.6)

Démonstration. On se rappelle que, pour

p(%—n)<6<p(%+n>, (5.5.7)
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les points C = (3 — VAT 0) et D=(3+ 3@, 0) sont des cols hyperbo-

2p )

liques ; leurs rapports d’hyperbolicité sont respectivement donnés par

§—p(k_
ro = PG (5.5.8)
2pm
et
2pm
rpi= 1 5.5.9
P pE ) =0 ‘ (5:5.9)

de sorte que
26 —[p(3 —n) +p(5 +n)]

f‘cT‘D —1=
p(z+m) =6
Par (5.5.1), le signe de 7¢rp — 1 est exactement celui de
1 1
N(6,m) :=26 — [p (5—17) +p(§+n)] . (6.5.10)

On voit bien que N(§,71) = 0 si, et seulement si
1 1 1
=@ =z [p(3-1) +2(3+7)]

Il nous reste & voir si la deuxiéme double inégalité de (5.5.1) est satisfaite par

donné au (5.5.3).

H(a). En effet, il est clair que

. < L +n| = ! < H(a) < . +7n];
D 5 n D 5 n D 5 n D 5 nl;
d’ot1 le résultat. g

Remarque 5.5.1. La position de la courbe de bifurcation de boucle hétéroclinique,
(BH), dans la région délimitéee par (Cn,) et (Cn,) est intuitivement conjecturée
a partir du centre organisateur, c’est-a-dire lors de la bifurcation de col nilpotent

au voisinage de B = (3,0) (point triple pour A = 8 etd= a++ﬁ+4) Ce point est

_ B*4+8p8+24
- B8+6

lorsqug G > 0. Au voisinage du point de codimension 3, on sait qu’on doit avoir

de codimension 2 sauf pour a = op : > 0 ou il est de codimension 3

une boucle hétéroclinique de codimension 2, obtenue comme BHj := (BH) N (R)

ot (R) est donné en (5.5.4) et (5.5.3).
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5.6. LIEU DE LA BIFURCATION DE HOPF D’ORDRE 2

Par 1’étude (faite au chapitre 3) des deux premiers coefficients de Lyapunov,
la bifurcation de Hopf d’ordre 2 existe pour toutes les valeurs de A €]0, £[. Pour
commencer, on fait une analyse supplémentaire du premier coefficient de Lyapu-
nov dans l'espace des paramétres. En effet, au chapitre 3, nous avons vu, sous
les conditions (5.3.1), (5.3.2) et (5.3.3) de la section précédente, que le premier

coefficient de Lyapunov est, modulo un facteur multiplicatif positif,

Li(z) :=p’z (1 - 2z) (az® + Bz + 1)2 (B +2apB—ap?) st

+ (6 —6af)z®+(65—6a)z’+4Fz +6], (5.6.1)
ou z, abscisse du point singulier correspondant, est la racine positive de
f(z) := (ab — 1)z + Béz + 4. (5.6.2)
Ly(z) s’annule au point singulier d’abscisse z si, et seulement si

Lz, a) = (ﬁ3+2aﬂ—aﬂ2) zt + (6ﬂ2—6aﬁ) 4+ (6—6a)z’* +48z+6=0
(5.6.3)

ou, selon une formule équivalente & L,(z) (obtenue de L,(z) par I'égalité u(z) :=
—2pazt+p(a—-0)z3+(—p+AB)x + 2 = 0 exprimant le fait que la trace

est nulle au point singulier),

mi(z, \) == —-2ﬂ2p$5—6pﬂ$4+(/\,32;2,3/\—pﬂ—Gp)IE2+6/\ﬂII?+6/\=U.
| (5.6.4)

On observe que :

o limy o li(z, ) = BPz* + 6 6%2® + 6 Sz + 4z + 6 > 0 pour tout z €]1 - 7,3
ou 7 est définie au début de la section précédeﬁte;

o limyio0 li(2,@) = limy, 4 oo[—az? (=228 (z — 3) + z%4% + 6)] < 0 pour tout
z €]5 — 1 35(;

o limy_omi(z, ) = —pz? (24%2% + 6 f2° + B+ 6) < 0 pour tout = €]1 —n, 1;
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1
lim my(z,A\) =— 1P (-1+22)[42*8* + 1282% + 2 8%2° + 6 B2* + 2°F?
(%)

+122 + 62 + 6]

(5.6.5)

qui tend vers 0% car, lorsque A — (2)7, on a que (H) tend vers (CN) c’est-a-dire
1 - 1\~

§ — (a+2ﬁ+4) et, alors z — ()

e Dans 'espace des paramétres, L,(z) et f(z) s’annulent au point singulier d’abs-

cisse z si, et seulement si le résultant-de I,(z, &) et f(z), par rapport & z, est nul;

notons le par L(a,d). On obtient que

L(,0) = (28 + 0> — 200 —6aB+90?) (B —4a)’ &
+12 (82— 4a) (20° + 02 ~ 20 % — 600 +902) &
+ (468 a®> — 264 B + 36 32 — 108 a 5° + 84 3°) §°

+ (728 - 216 + 8 5) & + 36. (5.6.6)

Posons (L) : L(a,8) = 0 et Hy := (H) N (L) (le lieu de la bifurcation de Hopf
d’ordre 2). Déterminons Hs.
Comme a I’étude de (H), nous allons nous intéresser a ce qui se passe lorsque A

est petit, A est proche de £ et lorsque A n’est ni petit, ni proche de £ :

5.6.1. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsdue A tend vers
0 ,

Proposition 5.6.1. Lorsque A est petit, le lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre
2 est situé trés loin a droite sur la courbe de Hopf (c’est-a-dire pour o trés grand)

et passe a l'infini quand A = 0.

Démonstration. Pour A = 0 on a une bifurcation de Hopf d’ordre un (voir le
'théoréme 1.5.1). Alors, par stabilité structurelle, il vient que [27].: pour chaque
compact K dans l'espace (a, 5, p,d), il existe Ax > 0 tel que la bifurcation de
Hopf d’ordre un persistera si (@, 3, p,8) € K et A < Ag. Mais, l'espace (a, 3, p, 9)
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n’étant pas compact, alors on ne peut pas trouver un Ag > 0 uniforme pour
cet espace (plus K est grand, plus Ag est petit). Or, pour f, p, d fixés dans K,
plus X\ est petit, plus le a correspondant est grand. Donc, pour A trés petit,
le lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2, notée Hy := (e, d,), correspond &
ap, = a(A) — +oo. 1l reste 4 montrer que H, ne peut sortir du diagramme de

bifurcation. En effet, par (5.6.1), on a que

akr-{-loo Ll (117) - a}lr-{loo ll (IE, a)

= lim [—oz®(—22z8 (—3) +2%4*+6)] <0

a—+4-00

(5.6.7)

pour tout z €]5 —n, 5[ (qui correspond & la région strictement bornée par (Cn,) :
6§ =p(3—n) et (CN):6 = p(3) ou a effectivement lieu la bifurcation de

Hopf). O

5.6.2. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsque A tend vers
I
Dans ce cas, le résultat essentiel est le suivant.

Proposition 5.6.2. Lorsque A tend vers (g)_‘, on a que :

(1) (H) tend vers (CN);

(2) Hy tend vers le point de coordonnées (om,d,) définies dans le prémier

quadrant par

_ pE48p+24 5 B+6

qui correspond au point nilpotent de codimension 3.

Démonstration. (1) Découle de la proposition 5.3.4 (2);
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(2) En effet :

(i) Posons z ==z — % et o= p — 4. Alors m;(z, A) devient
my(z,0):=—2 (6+4N P25 -3 (6 +4N)(6+58)2* -3 (6 +42N)(12+50) 23

+((—iﬂﬂ—6——52—ﬂ2)o—3A(ﬂ+4)(3ﬂ+2)) 22

_é (ﬂ+4)(12ﬂA+5ﬂa+120+48A)z—1—160 (B+6)(B+4). (5.6.9)
On a my(0,0) = 0 et
8"“(0,0) _ 1 (B+4)(128X+48)) < 0;
0z 8 ;

d’ot, par le théoréeme des fonctions implicites, il existe un voisinage de
(z,0) = (0,0) sur lequel m,(z,0) = O si, et seulement si z = 2(o) avec

2(0) = 0.

82488424

546 Alors I,(z, @) devient

(ii) Posons z:=z — 1 et K :=a —

—% (2z+1)°[47 (B—2)22+4B (B+4)z+(B+6)(B+4)]

_z2[88(B—6)+4B (TH+12)2°+6 (B+4) (56+6)2+9 (B+4)°]
B+6 )

Li(z k) =

(5.6.10)

Onal;(0,0)=0 et %ﬁl((),()) = —g — %ﬂQ—% < 0; d’ou, par le théoréme
des fonctions implicites, il existe un voisinage de (z, k) = (0,0) sur lequel
" 1)(2,k) = 0 si, et seulement si kK = x(2) avec k(0) = 0.

(iii) En remplagant a = B2486+24 gans I'équation (CN): 6 =

B+6 3> on

aTapT
obtient § = % (;T"’f)g.

Donc, lorsque A — (£)” , on a par (i), (ii) et (iii) que (H) avec (L) ont
un seul point d’intersection dans le premier quadrant dont les coordonnées
ay, et &, sont définies plus haut (ceci n’est pas surprenant, car c’est ce que

prédisait I'analyse du point de codimension 3).

a

5.6.3. Lieu de la bifurcation de Hopf d’ordre 2 lorsque A n’est ni

petit, ni proche de £

Commengons par rappeler la notion de base de Grobner.
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Définition 5.6.1. Soit I un idéal de l’anneau des polynémes K, = K[X}, ..., X,]
et < un ordre monomial sur K,,. Un sous-ensemble fini G de I\ {0} est une base
de Grobner de I pour lordre < si les termes dominants de tous les éléments de
G engendrent l’idéal des termes dominants de tous les éléments de I.

Deux points importants & ce sujet méritent d’étre signalés :
e Le théoréme d’eristence des bases de Grobner stipule que : « Tout idéal non nul
de K, admet une base de Grobner ».
e La théorie des bases de Grobner est utilisée avec succés dans la résolufion
explicite des systémes d’équations algébriques. En effet, soient S = {f1, ..., fm}
un ensemble de m polyndmes & n variables zy, ..., z, et I I'idéal engendré par 5;
si §' = {g1,...,9s} est un autre ensemble de générateurs de I, alors le lieu des
solutions du systéme g, = 0,...,g9s = 0 est le méme que celui du systéme f, =
0,..., fm = 0. Si {g1, ..., gs} est une base de Grébner de I, le lieu des solutions du
systéme g; = 0, ..., g; = 0 est plus facile a calculer que celui de f; =0, ..., fr, =0.
Ceci étant, on a la conjecture suivante :
Conjecture 5.6.1. (H) et (L) ont un seul point d’intersection dans le premier
quadrant.

Hllustration :
En effet, s'il y en avait plus d’un, alors le passage de un (lorsque X est proche de £)
& deux ou trois (lorsque A s’éloigne de £ sans étre petit) nécessiterait 1'existence
d’un point de contact entre (H) et (L), c’est & dire que pour §, p et A €]0, £

fixés, il existerait a = a, et 6 = 4, tels que

L(aca csc) = 07
P(ae, 8, A) =0, (5.6.11)
VL(ae, 8.)//VP(ae, 8, 8) ie (2B — 8POLY (4, 5,) =0.

Or, on conjecture qu’un tel point n’existe pas. Le temps nous a manqué pour faire
une étude numérique extensive. Nous nous sommes contentés d'un cas particulier.
Comme on 'a dit plus haut, % est un parameétre naturel car toutes les expressions
des surfaces de bifurcations sont homogénes en A et p. Posons A; := % et vérifions

que cette conjecture est vérifiée pour § =12 et A} = %. En effet, pour 3 =12 et
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AL =%, 0naque P(o,6,)) =0, L(a,8) =0 et

=3
OoPOL OPOL

si, et seulement si

: 19 1
Py(e,8) == a (-4 o + 144) (29 +—a+ —az) &t

9 81
104 , 16 4\ 37 8 L\ o
+(4176—3040+Ta +81a>6 + 9a+,88 27(1 )
7 16 4
4 = - = 5.6.12
+( 94"81")‘S T (56.12)

Lo(a, 6) := 144 (o — 20)* (o — 36)% 6* — 12 (o — 36) (@ — 20)% &°

+ (520 + 13a* + 4176) & + (56 ~ 6a) 6 = 0 (5.6.13)
et

Go(a, 8) = 250 + 32 (a — 20) (247 o® + 5958 o® — 330804 a — 1691280) (o — 36)* 6°
— 24 (o — 20) (@ — 36) (1469 o> — 6798 a? ~ 948780 o — 8635248) 4°

+ (63332 a* + 46239984 o® — 3270072 a® — 489763584 a + 7151245056) §*

+ (—36234720 o + 2362144 o + 297748224 — 57678 &%) &°

+ (8122464 + 27123 o® — 776928 a) 6° + (—5684 o + 83880) 6 = 0. (5.6.14)

Or Py(a,0), Lo(e, 8) et Go(a, d) sont des polyndmes en o, § dont une base de
Grobner est {1}. Donc, pour 3 =12 et A} = é par exemple, il n'y a aucun couple
(@, ) solution commune de L(a,d) =0, P(a,§,3) = 0 et G(a,d) = 0. Comme un
tel point n’existe pas (conjecture), conséquemment {H) et (£) ont un seul point

d’intersection au premier quadrant. Ce qui achéve cette illustration.

5.6.4. Validation numérique de la position de H,

Posons A, := %. Pour f fixé, quelques tests numériques illustrent'que :
e Si A est trés petit, alors H; est situé non loin du point de rebroussement infé-
rieur {(c’est-a-dire celui qui rejoint 'infini & A = 0);
e Si A} n'est ni petit, ni proche de %, alors Hy est situé non loin du point de

contact d’ordre 2;
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e Si A; est proche de %, alors H, (qui, par la proposition 5.6.2, tend vers le point

(Ctn, 0, ) défini au (5.6.8)) est plus & gauche qu’a droite sur (M).

Etant donné que le deuxiéme coefficient de Lyapunov, Lo, est strictement po-
sitif (voir a la fin du chapitre-3) pour § > 0, alors le diagramme de bifurcations
au voisinage de la bifurcation de Hopf de codimension 2 ou figure une courbe de

double cycle, DC, se présente a la figure 5.9.

<

VI

>

-
hE
-

_ N\
N7 I

(b) VI (c) II (d) DC

J

s

F1G. 5.9. Diagramme de bifurcation au voisinage de la bifurcation

de Hopf de codimension 2

Remarque 5.6.1. Si 4 =0, alors L) = 0 si, et seulement st a = ;‘7 avec p(xg) =
0

8. Ainsi (L) : 6 = ;=. En remplagant cela dans l'équation P(a,d,)\) = 0, celle-c/

2a°
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devient %%‘# = 0. Donc, par la conjecture 3.2.1, le point singulier E = (xq, yo)
est un centre au lieu des parametres noté C = («a, §) et défini par v = £ et § = 5);—).

5.6.5. Diagramme de bifurcations et portraits de phase

Par le corollaire 5.3.1, la remarque 5.5.1 et la figure 4.10, on a le théoréme
final suivant. .
Théoréme 5.6.1. Le diagramme de bifurcations avec portraits de phase du mo-
deéle (0.0.11) est, suivant les valeurs du paramétre A > 0, présenté auz figures 5.11,
5.12,: 5.18, 5.14, 5.17 et 5.18. Il est le plus simple contenant toutes les contraintes
du systéme. Les courbes de bifurcations de Hopf et de cols-noeuds sont exactes.

Sont conjecturés :
(1) le fait que le systéme étudié (0.0.11) ait au plus deuzx cycles limtes;

(2) la position (trés simple) de la courbe de bifurcation de boucle hétérocli-
nique ;

(8) Vunicité du lieu des bifurcations de codimension 2 (4 savoir Hy, C et BH»)
et, par ricochet, le triangle C — Hy — BHy qui, pour B > 0, se déplace vers
la droite quand \ décroit et, pour 8 = 0, se réduit au point C' défini a la

remarque 5.6.1.
5.6.6. Interprétation Biologique

Nous donnons une interprétation biologique du systéme lorsque ses parameétres
sont dans une région ouverte du diagramme de bifurcations (car le champ de
vecteurs y est structurellement stable); et dans chacune de ces régions, on fait
I’hypothése que les conditions initiales sont réalistes biologiquement. Les régimes
que nous allons définir sont stables pour des conditions initiales qui ne font partie
ni d'une variété stable, ni d’une variété instable, ni d’un cycle limite instable;
ce qui implique que le régime final sera le méme aprés un petit changement de
conditions initiales. I1 y a trois types de régimes stables qu'un champ de vecteurs
peut posséder :

e REP(Régime avec Extinction des Prédateurs) : C'est un régime ou il existe

un ouvert de conditions initiales pour lesquelles il v a extinction des prédateurs
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(en particulier, aucun point singulier dans {'ouvert de conditions initiales) et la
population des proies atteint un équilibre stable.
e REM(Régime d’Equilibre Mixte) : un régime ot il existe un ouvert de condi-
tions initiales pour lesquelles les prédateurs et les proies coexistent en tendant
vers une position d’équilibre stable (point singulier attractif dans le premier qua-
drant ouvert).
e RO(Régime Oscillatoire) : un régime ou il existe un ouvert de conditions ini-
tiales pour lesquelles les prédateurs et les proies tendent vers un régime oscillatoire
stable (cycle limite stable).
A Pexception des régions ouvertes I et IT (o0 il y a extinction de.s proies), chaque
champ de vecteurs générique (c’est-a-dire dont les paramétres sont dans une ré-
gion ouverte du diagramme de bifurcations) posséde un des régimes stables décrits
plus haut. Plus précisément :
- Le portrait de phase de la région ouverte III correspond au régime stable REM
sous la séparatrice de gauche et a I’extinction des proies ailleurs.
- Le portrait de phase de la région ouverte V correspond au régime stable REM
dans une trés petite région qui est 'intérieur du cycle limite.
- Le portrait de phase de la régioh ouverte I'V correspond au régime stable REP.
- Les portraits de phase des régions ouvertes VI et VII correspondent au régime
stable RO mais seulement pour un petit ouvert de conditions initiales.
Remarque 5.6.2. (1) Lorsque A = 0 et que 8 > 0, les portraits de phase des

régions ouvertes Iy, 11y et 111y (voir a la fin du chapitre 1) correspondent

respectivement auz régimes stables REP, REM et RO.

(2) Le rendement soutenu mazimal (MSY) absolu de la récolte des proies est

)‘MSYZE:'S’IZ)‘ZB

£, alors £ < 0 et 1l y a donc extinction des proies.

(8) Bifurcation quantitative :
Soit y > 0, on sait que y = y(—06 + p(z)) : |
a) Si 6 < L, alors par définition de p, il existe zo tel que p(zo) = 6 (voir la
figure 5.15) : si x < zg, alors y < 0; si T > zg, alors y >0; et siz =z,
alorsy =0; A

b) Si b > —i:, alors par définition de p, on a que —6 + p(z) < 0 pour tout
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x > 0; ainsi (voir la figure 5.16) § < 0 pour tout z > 0.
Conséquemment : ’
e 5id < é, alors y croit st x est grand et y décroit si x est petit.

o Si 6> 1 alorsy décroit towjours.

Grandes tendances biologiques :

Par (2) et (3), on a donc les deuz grandes tendances biologiques suivantes :
e [l y a extinction des prédateu}”s quand § est grand.

o A partir de A\ = £, aucune population de proies ne peut survivre.
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0
-------------- (CNo)
mn
111,
0
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(a) Diagramme de bifurcation du systéme (0.0.11) pour A =

0

(C)\-

; T \

(CNo) (Ho)

G _

\

IT1,
(d)

)

Il

Fi1G. 5.10. Diagramme de bifurcations et portraits de phase du

gystéme (0.0.11) pour A = 0.
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(Cny)

— (H)

(Cny)

o (BH) e
— DC

v
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_ 73\
Y

IR <
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s

(c) I

d) IV

7 ©ON
‘S

(b) II

@
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S

N

s

(g) VII

(f) VI

o N

o

I

(m) (C, BH3)

(k) DC

() BH2

N e

N

.

(@) Ho — (C, H2)

(p) (C, Ha

(n) BH,

(L
-

phase

Fic. 5.11. Diagramme de bifurcations et portraits de

lorsque B > 0 et A est petit
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(©

(Cnr)

e (BH) oo
e DC

Y

(d) IV

7 O\
S

(c) III

(b) 11

S

T

(g) VII

(F) VI

(m) (C, BH)

(1) (¢, BH:)

_ 7\ 7O\
N S

k) DC

(j) BH2

N

(9) Ha — (C, Hz)

(p) (C, H2)

(n) BH,

7

Pad

F1G. 5.12. Diagramme de bifurcations et portraits de phase

lorsque 3 > 0 et A n’est ni petit, ni proche de §
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~

(Cn,

o (BH) oo
weee DC

v

() IV

(c) TII

(b) TI

@
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(g) VII

(f) VI

o

o
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N

(m) (C, BHa)

(k) DC (1) (C,BH;)

(i) BH

S N

o

N

) Ho — (C, H3)
7/
-

) (Cng)

q

(

(p) (C, Hy)

(n) BH,

FiGc. 5.13. Diagramme de bifurcations et portraits de phase

lorsque 3 > 0 et X\ est proche de £
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RN

(c) (CN-)
Fic. 5.14. Diagramme'de bifurcation et portraits de phase lorsque

A=

=)

7 <0 Zo 7 >0 T

F1G. 5.15. g pour § < %



166

p(z)
5
L ol .
y<0 T
F1G. 5.16. g pour 6 > 1
5
6>2
N 5_1
(87

Fic. 5.17. Diagramme de bifurcations et portraits de phase
lorsque A > £.
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v

(d) IV

(c) III

(b) 11

(h) BH,

-\

aNa

S\
3

N

a)

(m) (Cn

r)

() (Cn

(k) Ha

- et portraits de

phase

FiGc. 5.18. Diagramme de bifurcations

0et X €]0, £]

lorsque 0 =



CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons étudié le modele de Gause généralisé avec récolte
de proies suivant,

i =712l - ) —yp(a) - by,

¥ = y[—d + ep(z)],
ou p est la fonction de Holling de type III généralisée, c’est-a-dire
A 2 .
P = T
C’est un systéme prédateur-proie avec récolte de proies ayant 8 paramétres :
r,k,m,a,c,d, by sont strictement positifs et b > 0.
Par un changement de variables linéaire doublé d’un changement d’échelle sur le

temps, il est ramené 4 un systéme a 5 parameétres réels

r d hy
A = kQ bk -
(o, 3, p, §> ) (a' 7 emk?’ emk?’ ka3) *

Aprés avoir montré que toute trajectoire qui reste toujours dans le premier qua-
drant vient se terminer dans un rectangle, notre étude a porté sur une analyse
des bifurcations de ce modéle : bifurcation de col-noeud, bifurcation de Hopf de
codimension 1 et 2, bifurcation de col nilpotent de codimension 2 et 3, et bifurca-
tion de boucle hétéroclinique. Dans cette analyse, le col nilpotent de codimension
3 est le centre organisateur de notre diagramme de bifurcations.

Lorsque 3 = 0, deux conjectures ont été faites sur l'intégrabilité (voir la conjec-
ture 3.2.1) du systéme et la réversibilité (voir la conjecture 3.3.1) du déploiement
du col nilpotent. |

Pendant 1'étude du déploiement du col nilpotent, nous avons pu :

- illustrer que le coefficient de Y X3 ne joue aucun réle dans les types et surfaces
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des bifurcations; ce qui nous a conduit & la conjecture 4.3.2;

- déterminer analytiquemeﬁt de bonnes approximations des surfaces de bifurca-
tions de boucle hétéroclinique par la méthode de Melnikov ;

- déterminer le type et la cyclicité de la boucle hétéroclinique.

Les résultats obtenus ont été matérialisés par les coupes du diagramme de bifur-
cations dans le plan (a,d) pour les différentes valeurs de A. Pour le faire, nous
avons pu obtenir des courbes de bifurcation exactes sauf celles de boucle hétéro-
clinique et de double cycle (qui ont été conjecturées). Le lieu de la bifurcation de
.Hopf de codimension 2 a aussi été conjecturé (voir la conjecture 5.6.1).

Les portraits de phase du diagramme de bifurcations (partiellement conjecturé)
nous ont permis de faire une interprétation biologique des compbrfements pos-
sibles des deux espéces animales en fonction des paramétres et des conditions
initiales.

Parmi les avenues possibles futures, on pourra :

e Prouver les conjectures 3.2.1, 3.3.1, 4.2.1, 4.3.1, 4.3.2, 5.6.1 et celles du théoréme
5.6.1. '

e Déterminer numériquement la grandeur des cycles limites et la position des
séparatrices du systéme étudié (0.0.11).

e Etudier le modéle (0.0.1) lorsque b < 0.

e Etudier le modéle (0.0.1) lorsque p est une fonction de Holling de type IV et
beR.

e Etudier le modéle

& =ra(l - 2) - yp(a) - ha(a),
) = yl—d + ep(@)] - ha(y),

ou p est une fonction de Holling de type III ou IV et h; est une fonction constante

ou linéaire ou périodique.
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