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Sommaire

Soit (M, w) un variété symplectique fermée et connexe. On considere des sous-variétés
lagrangiennes « : L — (M, w). Si o est monotone, c.-a-d. s'il existen > 0 tel que nu = w,
Paul Biran et Octav Conea [BC07], [BC09] ont défini une version relative de 1’homolo-
gie quantique. Dans ce contexte ils ont déformé 1'opérateur de bord du complexe de
Morse ainsi que le produit d’intersection a 1’aide de disques pseudo-holomorphes. On
note (QH(L), ), 'homologie quantique de L munie du produit quantique.

Le principal objectif de cette dissertation est de généraliser leur construction a un
classe plus large d’espaces. Plus précisément on considere soit des sous-variétés presque
monotone, c.-a-d. « est C'-proche d'un plongement lagrangian monotone ; soit les fibres
toriques de variétés toriques Fano. Dans ces cas non nécessairement monotones, QH(L)
va dépendre de certains choix, mais cela sera irrelevant pour les applications présentées
ici.

Dans le cas presque monotone, on s’intéresse principalement a des questions de
déplacabilité, d'uniréglage et d’estimation d’énergie de difféomorphismes hamiltoniens.
Ceci généralise quelque peu les résultats obtenus dans [BC09] dans le cas monotone.

Dans le cas des fibres toriques de variétés toriques de Fano, le but est de retrouver les
résultats obtenus dans [CO06], [Cho08] en utilisant 1’'homologie quantique relative plutot
que la version Morse-Bott de 'homologie de Floer.

Enfin nous terminons par une application combinant les deux approches, concernant
la dynamique d’un hamiltonien déplacant toutes les fibres toriques non-monotones dans
CpP™.

Mots-clés : topologie symplectique, sous-variété lagrangienne, homologie quantique,
homologie de floer, norme de Hofer, capacité, complexe des perles, fibres toriques.






Summary

Let (M, w) be a closed connected symplectic maniflod. We consider lagrangian sub-
manifolds « : L — (M, w). If « is monotone, i.e. there exists 1 > 0 such that nu = w,
Biran and Cornea [BC07], [BC09] defined a relative version of quantum homology. In this
relative setting they deformed the boundary operator of the Morse complex as well as the
intersection product by means of pseudoholomorphic discs. We note (QH(L, A),*) the
quantum homology of L endowed with the quantum product.

The main goal of this dissertation is to generalize their construction to a larger class
of spaces. Namely, we consider : either the so called almost monotone lagrangian sub-
manifolds, i.e. « is C'-close to a monotone lagrangian embedding, or the toric fibers of
toric Fano manifolds. In those cases, we are able to generalize the constructions made in
[BCO7]. However, in those non necessarily monotone cases, QH(L) will depend on some
choices, but in a way irrelevant for the applications we have in mind.

In the almost monotone case, we are mainly interested in displaceability, uniruling
and ernegy estimates for hamiltonian diffeomorphsims. Those are slight generalisation of
results obtained in [BC09] in the monotone case.

For toric fibers in toric Fano manifolds, the goal is to recover results obtained in [CO06]
and [ChoO8] using relative quantum homology instead of Morse-Bott version of Floer
homology.

Finally, we end by an application, that combine the two approaches, concerning the
dynamics of hamiltonian that displace all non-monotone toric fibers of CP™.

Keywords : symplectic topology, lagrangian submanifold, quantum homology, Floer
homology, Hofer norm, capacity, pearl complex, toric fiber.
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Chapitre 1
Introduction

La théorie des courbes pseudo-holomorphes a été introduite pas Gromov en 1985
[Gro85]. Ces techniques s’averent étre des outils puissants pour étudier les phénomenes
de rigidité qui apparaissent lorsque 1’'on étudie les variétés symplectiques. Pour ne ci-
ter que quelques exemples, pensons aux théorémes de non-tassement de Gromov', aux
problemes d’intersections lagrangiennes ou de points fixes de difféomorphismes hamit-
loniens. Dans cette dissertation nous nous intéressons principalement aux sous-variétés
lagrangiennes. Ces dernieres forment une classe remarquable de sous-variétés, qui ont
été étudiées abondamment. En particulier, Floer [Fl088] a prouvé la conjecture d’Arnold
dans le cas asphérique en développant une théorie de Morse pour la fonctionnelle d’ac-
tion symplectique, donnant lieu a une homologie qui porte aujourd’hui son nom. Mal-
heureusement '’homologie de Floer lagrangienne n’est pas toujours définie et une théorie
d’obstructions a été développée par Fukaya, Otha, Ono, Oh [FOOO09b], [FOOO09c]. En
outre, méme lorsqu’elle est définie, 'homologie de Floer lagrangienne n’est pas toujours
aisément calculable. Ces dernieres années diverses techniques ont été développées per-
mettant de la calculer. Chekanov [Che98] a dévloppé une version locale de I'’homologie
de Floer lagrangienne qui elle est toujours définie, ce qui lui a permis de montrer que
si une lagrangienne est déplagable, il y a un seuil énergétique en dessous duquel elle ne
'est plus. Dans [BCO7] et [BC09], Biran et Cornea en particulier ont développé, pour les
sous-variétés lagrangiennes monotones, un complexe, appelé complexe des perles, dont
I’'homologie, appelée homologie quantique relative, calcule I’'homologie de Floer. Leurs

techniques leur ont permis de tirer une série de conclusions intéressantes concernant entre

1non—sq[ueezing dans la terminologie anglo-saxone.

1



2 1. INTRODUCTION

autre des problemes d’uniréglage et de packing relative. Concomitamment, Cho et Oh
dans [CO06], [Cho04], [Cho08], ont calculé I'homologie de Floer des fibres toriques de
variétés toriques Fano. Plus tard, FOOO ont généralisé leurs techniques au cas des fibres
toriques de variétés toriques quelconques. Ce qui leur a permis, entre autre, d’exhiber
une famille a un parametre de fibre torique non-déplacable dans l’éclatement de CP? en 1
point.

Dans ce travail nous généralisons la construction du complexe des perles a deux
classes d’exemples :

1. les variétés lagrangiennes presque monotones.

2. Les fibres toriques de variétés toriques de Fano.

Dans le premier cas on a le théoreme suivant :
Théoreme 1. Soit Ly — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone dont la constante
de monotonie vaut n. Soit Jo une structure presque complexe compatible avec w. Pour toutes
constantes positives € et pour tout K > 31+ 2e, il existe un voisinage WW(Jo; K, €) et un voisinage
W(Lo; Jo, K, €) tels que pour tout L € W(Ly) et pour presque tout ] € W(Jo), I’homologie quan-

tique relative de L, QH(L, A; Jo, K, €) est bien définie. De plus il existe un produit, appelé produit
quantique :

* 1 QHi(L) ® QHy(L) — QHyq1n

dotant QH(L) d’une structure d’algébre associative, non-commutative, avec unité.
On prouve alors les corollaires suivants :

Corollaire 1. Soit L une variété lagrangienne presque monotone déplacable. Alors pour tout K, €
suffisamment grand, QH(L) = O et L est uniréglée.

Corollaire 2. Si Ly est une variété lagrangienne monotone déplagable, alors toute lagrangienne
C'-proche de L est uniréglée.

Pour les fibres toriques de variétés toriques de Fano, on a :

Théoreme 2. Soit (X, wo,Jo) une variété torique de Fano. Si L — (X, wyg) est une fibre to-
rique, alors pour toutes constantes K, e suffisamment grande, I'homologie quantique relative de L,
QHI(L, A;Jo, K, €) est bien définie et muni du produit quantique. De plus QH(L) ne dépendant ni
de K ni de €.

Corollaire 3. Les résultats obtenus dans [CO06] et [Cho08].



Nous n’avons pas réussi a obtenir le résultat des FOOO concernant la famille & un
parametre de fibres toriques non-déplagables. Pour le faire il faudrait définir '’homologie
quantique avec bulk, que nous n’avons pas réussi a interpréter a temps. Il semblerait que
I’on puisse le faire car la déformation avec bulk est en fait une généralisation de 1’action
de module de 'homologie quantique de la variété ambiante sur I’homologie quantique
de L. Cette action est définie dans [BC07]. Enfin on cite un corollaire qui combine les deux
techniques.

Corollaire 4. Soit H : CP™ x [0, 1] — R un hamiltonien qui déplace toutes les fibres toriques sauf
le tore de Clifford. Alors il existe des cordes hamiltoniennes de H a bord dans le tore de clifford qui
sont dégénérées.

Ce corollaire n’est pas spectaculaire, mais heuristiquement on peut espérer qu'un tel
hamiltonien a un nombre infini de cordes dégénérées. Malheureusement nous n’avons
pas réussi a prouver ce résultat car il faudrait adapter le résultat de compacité (7.0.7) au
cas d’orbites isolées mais dégénérées. Ce que nous n’avons pas encore réussi a prouver.

Nous donnons ici une description de la these. Elle est séparée en trois parties. La
partie 1 est, comme son nom l'indique un rappel. Dans le deuxieme chapitre on rap-
pelle les définitions et notions de base en motivant leur introduction dans un style qui
je 'espére plaira au lecteur. Le chapitre 3 rappelle quelques faits bien connus de la théorie
des courbes pseudoholomorphes. Enfin le chapitre 4 de cette premiere partie donne la
définition du complexe des perles dans le cas monotone. Etant constitué de rappels, le
lecteur expérimenté peut donc sans probleme sauter cette premiere partie.

La partie 2 est consacrée a la construction de ’homologie quantique relative dans le
cas presque monotone. Le chapitre 5 traite des problemes de transversalité d’espace des
modules et le chapitre 6 de compacité. C’est 1a qu’on prouve l'identité 5° = 0, I'invariance
et qu’on construit le produit quantique. Enfin le chapitre 7 est dédié aux applications dont
nous avons parlées. Toutes les preuves du chapitre 7 sont basées sur l'existence d'une
homotopie de chaine entre I'identité et 'application nulle.

La partie 3 enfin est dédié a la construction du complexe des perles pour les fibres
toriques de variétés toriques de Fano.
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Premiere partie

Prérequis.






Chapitre 2
Notions de base.

“Everything is a lagrangian submanifold”

Alan Weinstein!

Ce chapitre a pour but de rappeler certaines notions fondamentales de géométrie sym-
plectique. Ce n’est certainement pas une introduction exhaustive au sujet mais ce cha-
pitre tente de motiver I'introduction de certaines notions de topologie symplectique dont
certaines sont étudiées dans cette dissertation. C’est donc une sorte de mise en bouche
qui se veut moins aride qu’une liste de définitions. Le lecteur désireux d’obtenir de plus
amples informations sur les motivations mathématiques, physiques et historiques de la
géométrie symplectique ainsi que des notions introduites dans ce chapitre est invité a
consulter 'abondante littérature sur le sujet. On conseille particuliérement les livres de
Arnold [Arn99], Mc Duff et Salamon [MS98], ainsi que les notes de Weinstein [Wei79].

2.1 Variétés symplectiques :

Mécanique hamiltonienne :

La géométrie symplectique est une fille de la mécanique classique. Elle apparait
lorsque l'on écrit les équations du mouvement dans le formalisme hamiltonien. Rap-
pelons que les équations du mouvement d'un systeme de particules sont obtenues en
résolvant le principe variationnel dit de Hamilton pour des fonctionnelles d’actions du

[ Wei79]



8 2. NOTIONS DE BASE.

type:
S(q) = Jc(q,q,t)dt.

ol L : R™ x R™ x R — R est la fonction lagrangienne associée au systeme dynamique.
Les équations d’Euler-Lagrange qui fournissent les extrémas de S, et donc les équations
du mouvement, sont des équations différentielles du second ordre en la position :

d o , d o
aaﬁ(q,q,t)—aﬁ(q,q,t) =0. (2.1)

Elles se réécrivent :
2L N 2L N 2L e
29T 3qvd T oty 9q

Lorsque l'on désire faire un changement de variables pour obtenir un systeme

=0.

d’équations différentielles du premier ordre, le résultat obtenu n’est pas tres satisfaisant.

Il est plus judicieux de poser :

0
= —L(q,q).
p=5-L(a,4q)
On obtient alors un systeme d’équations différentielles du premier ordre :
oH
q= +$
oM (2.2)
avec

Cette fonction H : R™ x R™ x R — R est appelée fonction hamiltonienne et représente
I’énergie totale du systeme.

Les équations (2.2), appelées équations de Hamilton, sont étonnement symétriques et
cachent une étonnante structure géométrique®. En posant

0 —idn
Jo=1{ . ,
idn 0

et z = (g, p) on peut encore réécrire les équations (2.2) de la maniere suivante :

z(t) = —JoVH(z(t)). (2.4)

*Historiquement ces équations apparaissent dans une oeuvre posthume de 1810 de Lagrange dans un
probleme de dynamique céleste. On peut dire que 2010 est donc le bicentennaire de la géométrie symplec-
tique.



2.1. VARIETES SYMPLECTIQUES : 9

En étudiant le flot associé au champ de vecteur Xy, = —JoVH; on peut se demander
quelle quantité ce dernier préserve. Il se trouve que le flot associé a (2.4), c.-a-d.

ol (q(t),p(t)) sont solutions de (2.2), préserve la structure suivante :
(UO(Z, Zl) = _(Z) ]OZ,)'

qu’'on peut réécrire en coordonnées positions-impulsions généralisées (qi,pi) : wo =
> :dpi /A dqgi ou encore plus simplement dp A dq. Cette 2-forme est appelée la 2-forme
symplectique standard de R?™. On voit donc apparaitre une structure symplectique de
maniere naturelle comme une structure invariante sous l'action du flot des hamiltoniens
(2.5), c.-a-d. invariante sous I'évolution de n’importe quel systeme physique. Remarquons
qu’on peut définir le champ de vecteur hamitlonien par la condition :

X, Do = —dHy, pour toutt € R.

Le méme raisonnement peut étre fait pour des espaces de configurations® quelconques
L. Dans ce cas un systéeme dynamique est décrit dans 'espace des phases qui est 1'espace
des conditions initiales possibles* : positions et impulsions conjuguées (q,p) et qui n’est
autre que l'espace cotangent a L. La dynamique du systéme est quant a elle entiéerement
encodée dans la fonction hamiltonienne H associée a ce systeme. Cette derniére représente
I'énergie totale du systéme. Dans ce cas également apparait une structure symplectique
qui localement peut s’écrire comme dp /A dq. De maniere abstraite la structure symplec-
tique standard w¢qn sur T*L est définie par wean = —dA ot A la forme tautologique sur
T*L, c.-a-d. tel que pour toute T-forme o : L — T*L, A vérifie «*A = «, condition qu'on
peut reformuler en disant que la trestriction de A a n'importe quel graphe de 1-forme est
la T-forme elle méme. Comme précédemment on définit un champ de vecteurs hamilto-
nien par X, Wean = —dHy ot H: R x T*L — R. Ici aussi le flot hamiltonien préserve la
structure symplectique.

Les formes d’aire sur une surface sont un autre exemple de variétés symplectiques. On
montre que localement ces formes d’aire prennent la forme dp A dq. Il est donc naturel de

*Les physiciens appellent espace de configurations les variétés différentiables apparaissant dans leurs

problemes.
“on peut aussi voir cet espace comme l'espace des positions et impultions possibles ou encore comme
I'espace des états classiques.
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vouloir généraliser ces structures et étudier la géométrie qui leur est associée. En particu-
lier on peut se demander si en dimension supérieure la notion de volume est différente de
la notion de structure symplectique. On verra plus loin que ces différences justifient 1'in-
troduction d’invariants symplectiques appelés capacités symplectiques qui jouent, pour les
formes symplectiques, le méme role que le volume total pour les formes volumes; mais
qui sont fortement et étonnament différentes de ces derniers.

Plus généralement on voudrait donc définir une structure symplectique comme une
2-forme qui est localement la structure standard. La bonne généralisation de la notion de
structures symplectiques est donnée par la définition suivante :

Définition 2.1. Une variété symplectique (M, w), est la donnée d'une 2-forme w € Q*(M)
fermée et non-dégénérée sur la variété lisse M.

Il y a donc deux conditions pour qu'une 2-forme définisse une structure symplec-
tique. La premiere est de nature analytique puisqu’elle nous dit que w est une solu-
tion de dw = 0. Condition qui peut aussi étre vue comme une condition topologique :
[w] € H?(M,R). En particulier w est localement exacte. La non-dégénérescence est une
condition algébrique et est équivalente a demander que :

Io: TM = TIM: X = C— w(,-),

soit un isomorphisme. Ces deux conditions ont des conséquences trés surprenantes.
Par exemple la deuxieme condition est similaire a celle définissant une métrique riema-
nienne. Cependant dans un cas le tenseur est anti-symétrique, c.-a-d. une 2-forme, alors
que dans l'autre c’est un tenseur symétrique. Ces dissemblances ont des conséquences
completement différentes quant aux propriétés géométriques de ces structures. D’abord
la géométrie symplectique est bien plus flexible que la géométrie riemanienne. En effet
contrairement a la géométrie riemanienne il n'y a pas d’invariant local pour une variété
symplectique (Théoréme de Darboux®). En géométrie riemanienne la courbure définit un
tel invariant et le groupe des isométries est par conséquent fini-dimensionel contrairement
au groupe des symplectomorphismes (voir plus loin pour la définition.) qui, comme on le
verra, est toujours infini-dimensionnel. Par contre les structures symplectiques sont moins

abondantes que les structres riemaniennes. C’est d’ailleurs toujours une question ouverte

*Rermarquons que ces conditions forcent M a étre de dimension paire.
*Voir par exemple [MS98].
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de savoir quelles variétés admettent une structure symplectique. Bien qu’il existe beau-
coup d’obstructions a l'existence d'une structure symplectique sur une variété donnée, il

n’y a pas encore de criteéres généraux qui identifient les variétés en admettant une’.

2.2 Symplectomorphismes et difféomorphismes hamiltoniens.

Dans la suite de ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, on ne considere plus
que des variétés symplectiques compactes®. Comme nous 1'avons mentionné le flot ha-
miltonien préserve la structure symplectique standard. De maniere générale, si (M, w) est
une variété symplectique, un symplectomorphisme est un difféfomorphisme ¢ : M — M
satisfaisant : $*w = w. On note Symp(M, w) le groupe des symplectomorphismes et
Symp,(M, w) sa composante connexe a l'identité. Soit maintenant ¢ € Symp,(M, w) un
symplectomorphisme faisant partie de la composante connexe a l'identité. Il existe une
isotopie symplectique’ {{p}ic[0 1] joignant ¢ a I'identité. On considere le champ de vec-
teurs X défini par ¢y = X; o ¢1. On peut vérifier que ce dernier vérifie :

Lx,w = dix,w =0, (2.6)

c.-a-d. 1x, w est fermée. De méme étant donné un champ de vecteurs vérifiant (2.6), on
peut lui associé une isotopie qui sera une isotopie symplectique.

Une classe remarquable de symplectomorphismes est donnée par ceux provenant de
I’évolution de systémes dynamiques, c’est a dire, comme on 1’a vu plus haut, associés a
une fonction d’énergie H.

Définition 2.2. Un difféomorphisme Hamiltonien est un symplectomorphisme ¢ €
Symp (M, w) pour lequel il existe une isotopie symplectique ayant un champ de vecteur associé
X pour lequel 1x, w est exact, c.-a-d. qu’il existe une fonction Hy : M — R telle que :

1, w = —dHyg, (2.7)

On note Ham(M, w) l'ensemble de ces difféomorphismes. Remarquons que par construction
Ham(M, w) C Symp,(M, w).

"Pour toutes ces questions et plus, voir [MS98] et [Wei79].

8La raison est que cela simplifie les explications en évitant de devoir parler de certaines conditions que
les fonctions qu’on considere devraient vérifier dans les cas ouvert et avec bord. Le lecteur curieux peut alors
consulter [MS98] et [Pol01] pour compléter 1’exposition faite ici.

’un chemin de symplectomorphismes
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Comme nous l'avons mentionné plus haut, en dimension 2 les notions de forme
symplectique et de forme volume se confondent. En particulier le groupe des
difféomorphismes préservant le volume Vol(M, dvol) coincident avec Symp(M, w). Si la
dimension de M vaut 2n, avec n > 1, le fait que w soit non-dégénérée, implique que w™
est une forme volume sur M. Il s’ensuit que Symp (M, w) C Vol(M, w™). On peut alors se
demander si ces groupes sont différents ou non et si oui a quel point. Rappelons que les
variétés symplectiques sont bien plus flexibles que les variétés riemanniennes. A 'autre
bout du spectre, il y a les variétés munies d"une forme volume qui sont elles tres flexibles.
C’est une des découvertes remarquables, due a Gromov [Gro85], que les structures sym-
plectiques sont en fait bien plus rigides que les formes volumes. Nous reviendrons avec
un peu plus de détails sur cette question lorsque nous motiverons l'introduction de la
notion de capacité a la fin de ce chapitre.

2.3 Sous-variétés lagrangiennes.

Rappelons que le principal objet d’étude de cette dissertation est les sous-variétés la-
grangiennes. Les sous-variétés sont presque plus importantes dans 1'étude des structures
symplectiques que les structures symplectiques elles-mémes. La plupart des problemes
apparaissant en géométrie symplectique ont une interprétation en terme de sous-variétés

lagrangiennes.

Définition 2.3. Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2n. Soit L une variété de
dimension n. Une sous-variété lagrangienne est un plongement o« : L™ — M?™ vérifiant

ofw = w.

Exemple 2.1. II est facile de voir que le graphe d'une 1-forme « : L — T*L est une sous-variété
lagrangienne ssi doc = 0. Si « est exacte, c.-a-d. o« = df ot f : L — R le plongement lagrangien
est dit exact et f est appelé fonction génératrice. Bien siir la section nulle O+1 = L est une sous-
variété lagrangienne'”

L'exemple suivant lie la notion de symplectomorphisme a celle de sous-variétés la-
grangiennes et montre I'importance de ces objets.

°0On comprend maintenant mieux la citation apparaissant au début du chapitre puisque de cette manieére
n’importe quelle variété peut étre vue de maniére canonique comme une sous-variété lagrangienne.
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Exemple 2.2. Soit ¢ : (M, w) — (M, w) un symplectomorphisme. Munissons M x M de la
structure symplectique produit w @ —w. On peut vérifier aisément que le graphe de ¢, Ty, est une
sous-variété lagrangienne de (M x M, w @ —w).

L'exemple précédent montre un des nombreux intéréts des sous-variétés lagran-
giennes. Certains problemes concernant la dynamique d'un symplectomorphisme ¢
peuvent se traduire en problemes géométriques concernant son graphe vu comme sous-
variété lagrangienne. Pour ne citer qu'un exemple, I'étude des points fixes de ¢ revient a
étudier des problemes d’intersections de I'y, avec la diagonalede A C (M x M, w & —w).

Le théoréme de voisinage de Weinstein montre un autre aspect de la grande flexibilité

des structures symplectiques :

Théoreme 2.3.1 (Théoreme de voisinage). Soit x : L — (M, w) une variété sous-variété
lagrangienne d’une variété symplectique (M, w). Alors il existe un voisinage N'(L) de L, un
voisinage W(Ot+1) de la section nulle Ov-1, et un symplectomorphisme ¢ : (N(L),w) —
(W(Ot-1), —dA). Par conséquent au voisinage d’une lagrangienne, toutes les variétés symplec-
tiques sont difféomorphes.

Comme nous venons de le voir, étant donné un symplectomorphisme ¢ : (M, w) —
(M, w), on peut voir son graphe ', comme une sous-variété lagrangienne. Si ¢ est C!
proche de I'identité, on peut alors appliquer le théoreme de voisinage ci-dessus ainsi que
I'exemple (2.1) et constater qu’il y a une correspondance biunivoque entre les symplecto-
morphismes C'-proche de I'identité et les 1-formes fermées C' proches de la section nulle
de OT* M-

2.4 Déplacabilité et énergie de déplacement.

Une des questions adressée dans cette dissertation concerne la déplagabilité des lagran-
giennes et surtout 1'estimation de leur énergie de déplacement. 11 est intéressant de noter que
certaines lagrangiennes ne peuvent étre disjointes d’elles méme par un difféomorphisme
hamiltonien. Ce phénomene montre un autre aspect de la rigidité en géométrie symplec-
tique. Leur preuve est basée sur I'inégalité suivante :

E(K) > =Gr(K).

N —
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Définition 2.4. Une sous-variété lagrangienne o« : L — (M, w) est dite déplagable, si il existe
un difféomorphisme hamiltonien ¢y € Ham(M, w) tel que :

op(L)NL=10 (2.8)

Avant de parler d’énergie de déplacement, nous faisons un détour sur une découverte
remarquable due & Hofer!'!. Nous n’entrerons bien stir pas dans les détails et renvoyons le
lecteur a la littérature précédemment citée. La notion d’énergie particulierement féconde
développée par Hofer porte aussi le de nom de norme de Hofer. Elle permet d’associer
une métrique biinvariante (sous l’action de Ham(M, w)) sur le groupe Ham(M, w). Ce
qui permet de faire de la géométrie sur le groupe Ham(M, w). Nous n’étudierons cepen-
dant pas ces questions mais nous nous servirons de cette notion pour avoir une approche
quantitative de la question suivante : Si L est une lagrangienne déplacable, est-il facile de la
déplacer ?

Définition 2.5. Soit ¢ € Ham(M, w). Etant donné un chemin {$lejo 1) dans Ham(M, w)
joignant l'identité a ¢, on peut considérer le chemin de hamiltoniens normalisés associé Hy : M :—

R. Rappelons qu’un hamiltonien est dit normalisé ssi [, Hw™ = 0. Posons :

1

o) =J IHelsodt.

0
ol

[Hi/loo = max Hy(x) — min He(x).
xeM xXEM

La norme de Hofer, ou encore I'énergie, de ¢ est définie par :

E(¢) = inf{t(d)], (2.9)
ot 'infimum est pris sur 'ensemble des chemins hamiltoniens joignant l'identité a ¢.
Revenons maintenant a la notion de déplagabilité.

Définition 2.6. Soit K — (M, w) un sous-ensemble de (M, w). L'énergie de déplacement de
K est définie par :

E(K) = inf{E(db)|d € Ham(M, w) et $(K) N K = ). (2.10)

Dans le cas out K ne peut étre disjoint de lui méme par un difféomorphisme hamiltonien on pose
E(K) = +o0.

Voir [Hof92], ainsi que [Pol01] pour une introduction détaillée et agréable.
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2.5 Capacité de Gromov.

Afin de comprendre le groupe des symplectomorphismes, on peut étudier I'action du
groupe des symplectomorphismes sur certains sous-ensembles de la variété M et chercher
s’il y a des propriétés partagées par tous les symplectomorphismes. Pour comprendre le
probléme reprenons la comparaison avec le groupe des difféfomorphismes préservant le
volume. C’est un théoreme bien connu, démontré par Moser [Mos65]'2, qu’étant donné
deux formes volumes o et T sur une M vérifiant [, o = [, Til existe un difféomorphisme
¢ vérifiant ¢*1 = 0. Par conséquent pour que des formes volumes soient équivalentes il
faut et il suffit qu’elles calculent le méme volume total.

Notons : (B(r), 0¢) est la boule de rayon r dans RN, oi1 o est le volume euclidien. Soit
(M, 1) une variété munie d’une forme volume 7. Alors il existe un plongement B(r) — M
vérifiant ¢p*T = og ssi [, T > IBM oo'2.

En géométrie symplectique la situation est completement différente. Une forme sym-
plectique est un objet de nature bidimensionnelle. On voudrait par analogie avec les
formes volumes avoir une notion de taille liée a la structure symplectique. Bien siir cette
notion doit encoder plus d’informations que le volume. Ces observations menent a la no-

tion de capacité symplectique.
Définition 2.7. Soit (M, w) une variété symplectique. La capacité de Gromov de M est :
Gr(M,w) := sup{nrzlﬂ un plongement ¢ : (B(r), wo) — (M, w), d*w = wo} (2.11)

On peut montrer que Gr vérifie les propriétés suivantes :

* Monotonie : Si ¢ : (M7, wy) — (M2, w;) est un plongement symplectique,
Gr(My, w;) < Gr(Mz, wy).

e Conformalité : Gr(M,Aw) = AGr(M, w)

e Non-trivialité : Gr(B(1),wo) > 0 et Gr(Z(1),wo) < 4oo, ot Z(r) = B3(r) x
R?™2, ol1 on a considéré les coordonnées impulsions-positions conjuguées z =
(a1,p1,- -, dn, Pn) ™.

1256néralisé par Greene et Shiohama [GS79] pour les variétés non-compactes.
g p p p
BPour la preuve de ce résultat il suffit de considérer une fonction de Morse avec un seul maximum. La
variété instable de ce maximum est un disque dont le volume égale le volume de M ; on applique ensuite le

théoreme de Moser pour obtenir le résultat.
147] est important de considérer un splitting symplectique pour Z(r). En effet dans le cas contraire la non-

trivialité n’est pas assurée, voir le chapitre 12 de [MS98] pour un contre-exemple.
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La non-trivialité découle du célebre Théoréme de non-tassement démontré par Gromov
[Gro85]. :

Théoreme 2.5.1. Soit (RZ™, wy) la structure symplectique standard. Soit
¢ :B(r) e R?n — Z(R) c R*"
un plongement symplectique de la boule de rayon v B(r) dans le cylindre de rayon R, Z(R). Alors
r<R.
En particulier Gr(B(1), wp) = 7= Gr(Z(1), wop).

Ce théoreme nous apprend que les structures symplectiques sont bien plus rigides
que les formes volumes. En effet ici il n’est pas possible de plonger symplectiquement
une grosse boule dans un cylindre long et fin. Ce qui comme on 1’a vu serait possible dans
le cas d’un plongement préservant le volume. Il y a aussi une interprétation physique
du théoréme de non-tassement. En effet celui-ci peut étre vu comme une version clas-
sique du théoréme d’incertitude d’Heisenberg. Bien stir je mens un peu en disant ¢a car
il n’y a pas de constante h qui apparait. Cependant, la dynamique hamiltonienne garde
en quelque sorte une trace du quantique. Pour comprendre ceci considérons un systeme a
un degré de liberté. Il y a donc une position ¢ et une impulsion conjuguée p dans l'es-
pace des phases R?. Supposons que la constante i me soit donnée. Au temps t = 0,
ma particule se trouve dans un disque de rayon h centrée en 1’origine. Le théoreme du
non-tassement m’apprend alors que peu importe le systeme dynamique, 1’évolution du
systeme ne pourra pas faire diminuer l'incertitude. En outre au plus, ma connaissance
sur la position augmente au plus l'ellipsoide sera long dans la direction des p. Ici le
phénomeéne est équivalent au théoreme de Moser car on est en dimesion 2 mais ceci reste
vrai en dimension supérieure. Pour une discussion passionnante et détaillée sur le sujet
voir [dGL09] ainsi que les références s’y trouvant.

Les foncteurs ¢ de la catégorie dont les objets sont les variétés symplectiques et les
morphismes, les plongements symplectiques, dans la petite catégorie (R, <) et vérifiant
les propriétés précédentes sont appelés capacités symplectiques. Remarquons que la
condition de monotonie exprime la fonctorialité de c.

Le volume total ne différe d'une capacité que par ’axiome de non-trivialité. La notion
de capacité est en quelque sorte une fille de la notion de volume, puisqu’en dimension 2

ces deux notions coincident.
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Il existe un lien entre 1’énergie de déplacement et la capacité de Gromov. Ce lien a per-
mis a Lalonde et McDuff [LM95] de montrer que la norme de Hofer définie précédemment
est non-dégénérée, c.-a-d. que E(¢p) = 0 ssi ¢ = id. Leur preuve repose sur l'inégalité sui-
vante :

E(K) > %GT(K).

Dans un papier célebre [Che98], 'auteur développe une théorie de Floer lagrangienne

locale et montre directement que pour ouvert non-vide U, E(U) > 0 retrouvant le résultat

de [1.MO95].

Capacité de Gromov lagrangienne.

Pour les sous-variétés Lagrangiennes il existe une notion un raffinement de la notion

de capacité. Elle est définie de la maniere suivante :

Définition 2.8. Soit L — (M, w) une sous-variété lagrangienne. On s’intéresse au plongement
¢ : (B(r) C C™,wo) — (M, w) vérifiant :

1. ¢ est un plongement symplectique et,
2. V(L) = Bgr(r) oit Br(r) est la partie réelle de la boule.

Un tel plongement est appelé plongement symplectique relatif a L. On peut alors définir la
capacité de Gromov relative ou plus simplement la largeur de Gromowv de L par :

Gr(L) = sup{mzlEI un plongement symplectique relatif ¢ : B(r) — M} (2.12)

Il s’avere que cette notion est plus pertinente dans le cas des sous-variétés la-
grangiennes. Cela est di au fait que les sous-variétés lagrangiennes déplagables sont
uniréglées par des disques pseudo-holomorphes et que 1'aire de ces disques est liée a la
largeur de Gromov lagrangienne. Nous verrons aussi que comme la capacité de Gromov
absolue la largeur de Gromov d'une lagrangienne est liée a I'énergie de déplacement de
la lagrangienne.

2.6 Topologie symplectique.

Les phénomenes de rigidité cités ci-dessus ainsi que 'absence d’invariant local non-
trivial (théoréeme de Darboux), nous force a étudier les structures symplectiques de

maniere globale. Dans son article visionnaire [Gro85], Gromov a introduit la théorie des
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courbes pseudo-holomorphes. Ces idées ont permis a Floer'” [Flo36] de développer des
invariants algébriques puissants qui ont permis notamment de résoudre la céleébre conjec-
ture d’Arnold'® :

Le nombre de points fixes d’un difféomorphisme hamiltonien d’une variété symplectique fermée
est au moins aussi grand que le nombre point fixe d’une fonction de Morse.

On peut voir la théorie des courbes pseudo-holomorphes comme une maniére de
sélectionner des surfaces symplectiques plongées dans la variété symplectique (M, w).
De plus dans des cas heureux, ces courbes apparaissent en familles fini-dimensionnelles
ce qui permet le comptage. La section suivante est donc consacrée a rappeler les bases de
cette théorie.

et beaucoup d’autres bien siir, mais la liste serait trop longue pour étre énumérée. Raison pour laquelle

nous ne citons que le principal acteur.
%en tout cas dans un cas particulier. Les preuves dans les autres cas ne sont que des raffinements techniques

de ces techniques.



Chapitre 3

Introduction a la théorie des courbes
pseudo-holomorphes.

“the local theory of pseudoholomorphic curves is closely akin to that of holomorphic
curves.”

Simon K. Donaldson

Ce chapitre est destiné a rappeler certains résultats bien connus de la théorie des
courbes pseudo-holomorphes et a introduire le complexe des perles. Nous nous concen-
trons sur les résultats de transversalité permettant de montrer que les espaces de modules
de disques et de sphéres pseudo-holomorphes sont des variétés différentiables. La plu-
part des résultats sont des adaptations directes du chapitre 2 et 3 de [MS04] (voir aussi
[Oh97]). Beaucoup de résultats sont donc cités sans démonstrations. Le lecteur curieux

est invité a consulter la littérature citée.

3.1 Généralités.

Structures presque complexes compatibles.

Définition 3.1. Soit M une variété lisse de dimension paire. Une structure presque complexe
est un endomorphisme lisse J : TM — TM vérifiant J> = —1d. On peut penser a ] comme la
multiplication complexe par i sur chaque fibre.

On note que (M, ]) n’est pas nécessairement une variété complexe. Il n’est en général
pas possible de trouver un systeme de cartes dont les fonctions de transitions sont biho-

19
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lomorphes pour J. Un | pour lequel les fonctions de transitions sont holomorphes est dit
intégrable, et définit alors une structure complexe sur M.

Le criteére algébrique suivant caractérise entierement les structures presque complexes
intégrables.

Théoréme 3.1.1 (Théoreme d’intégrabilité!). Soit ] : TM — TM une structure presque com-
plexe. Une condition nécessaire et suffisante pour que ] soit intégrable est donnée par I'annulation
du tenseur de Nijenhuis :

Ny (X, Y) = X, Y1 +JUX, YI +JIX, JY] = [JX, JY].

Appliqué au cas des surfaces réelles le théoréme précédent implique immédiatement
le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1.1. Soit & une surface réelle. Si j : TZ — TX est une structure presque complexe
alors j est intégrable, c.-a-d. Nj = 0.

Gromov dans son célebre article [Gro85] a montré que si | vérifie certaines condi-
tions de compatiblité avec une structure symplectique, les propriétés locales des courbes
pseudo-holomorphes sont assez proches de celles des courbes “vraiment” holomorphes
(] est intégrable, c.-a-d. Nj = 0). On verra par exemple que le principe de continuation
unique est encore vrai dans le cas pseudo-holomorphe.

Définition 3.2. Soit (M, w) une variété symplectique. On dit qu’une structure presque complexe
J est :

1. adaptée a w ssi
X#0 = w(X,JX)>0.

2. side plus w(JX,JY) = w(X,Y) on dit que ] est compatible.

Remarquons que la condition de compatibilité est équalivente a dire que w(-,]-) est une métrique
riemannienne.

Remarque 3.3. Dans la suite de cet exposé on travaillera seulement avec des structures
presque complexes compatibles. Cependant tous les résultats restent vrais si on remplace
compatible par adaptée.

Woire [NN57]
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Proposition 3.1.1. Soit (M, w) une variété symplectique. L'espace
J (M, w) ={] : TM — TM presque complexe compatible avec w}

est non-vide et contractile.

Remarque 3.4. Le théoreme précédent n’est pas anodin. En effet il n’est pas vrai que toute variété
orientable de dimension paire posséde une structure presque complexe. L'existence d'une structure
de fibré complexe est une contrainte forte. Un exemple particulierement éclairant est celui de la
sphere de dimension 4 : S*. La théorie des fibrés vectoriels complexes nous apprend qu’une variété
de dimension 4 possédant une structure presque complexe vérifie I'égalité algébrique suivante

(c2, M) =30+ 2x (3.1)

ot ¢1 € HA(M, Z) désigne la premieére classe de Chern, o est la signature de la forme quadratique
associée au produit cup restreint @ Hy(M,Z) et x est la caractéristique d’Euler. Si M = S%,

H,(SY) =0d'oit ¢y = 0 et o = 0; mais x = 2. En fait on a la caractérisation suivante® :

Proposition 3.1.2. Sur une variété M, I'ensemble des classes d’homotopie de structures presque
complexes est en correspondance biunivoque avec I'ensemble des classes d’homotopie de 2-formes
non-dégénérées.

En particulier hormis S? et S®, aucune sphére ne possede de structure presque complexe.

Avec le résultat précédent on voit poindre un lien subtil entre structures presque com-
plexes et structures symplectiques®.

Sous-variétés totalement réelles.

Soit V2™ un espace vectoriel de dimension réel 2n muni d’une structure complexe, c.-
a-.d. un endomorphisme J : V — V vérifiant ]> = —Id. On dit qu"un sous espace W C V
est totalement réel si W N JW = {0}.

Soit maintenant (M, ]) une variété presque complexe. Une sous-variété L — M est
dite totalement réelle (pour la structure presque complexe J), si pour tout x € L, T,L C
TxM est totalement réelle pour la structure complexe J. Supposons maintenant que J est

Zyoir [Wu52] ainsi que [LAY94]
3Voir [MS98]
4Rappelons que symplectos en grec signifie complexe.
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compatible avec une structure symplectique w. On vérifie alors aisément que toute sous-
variété lagrangienne est totalement réelle pour J.
L'importance des sous-variétés totalement réelles est qu’elles constituent de bonnes

conditions au bord pour les courbes pseudo-holomorphes (cfr. paragraphe suivant).

Remarque 3.5. Dans la suite nous nous restreignons au cas des sous-variétés lagrangiennes, ce
qui est naturel puisque ces dernieres sont I’objet principal de ce travail.

3.2 Opérateur de Cauchy-Riemann.

Soit (Z,0ZX,j) une surface de Riemann compacte de genre 0 dont le bord est connexe.
Par conséquent ¥ est soit une sphere 3L = ), soit un disque 3L = S'.

Dans la suite nous noterons j la structure (presque) complexe sur X et ] une structure
presque complexe sur M compatible avec w.

Définition 3.6. Une application w: (£,0X) — (M, L) est dite pseudo-holomorphe ou plus exac-
tement (j, ])-holomorphe® si elle vérifie :

%(du(z) + J(u(z)) o du(z) o j(z)) =0, pour tout z € X. (3.2)

Remarque 3.7. Les équations aux dérivées partielles (3.2) sont appelées : équations de Cauchy-
Riemann et sont, comme leur nom l'indique, une généralisation des équations de Cauchy-Riemann
rencontrées en analyse complexe. Remarquons aussi qu'étre (j, J)-holomorphe est équivalent a de-
mander que la différentielle est (j, ])-linéaire.

On définit aussi I'opérateur de Cauchy-Riemann :

057:u — %(du—I—IOdqu)

Pour des raisons de simplicité nous écrirons souvent 0y au lieu de 05 j ce qui est jus-
tifié puisqu’une surface de genre 0 ne posséde a isomorphisme prées qu'une seule struc-
ture complexe. Les applications pseudo-holomorphes se révelent étre un outil puissant
dans 1'étude des variétés symplectiques (et de contact). Dans le cas fermé (0X = () les
courbes pseudo-holomorphes permettent de définir des invariants numériques associés
a la variété symplectique appelés invariants de Gromov-Witten®. Dans le cas relatif il

5ou encore J-holomorphe
Sinvariants signifie ici qu’ils ne dépendent pas du choix de structure presque complexe compatible J.
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est connu que de tels invariants sont en général mal définis et dépendent fortement de
la structure presque complexe J. La principale différence réside dans le phénomene dit
de bouillonnement (bubbling) qui est un phénomene de codimension 2 dans le cas fermé
(0X = 0), alors que celui-ci peut étre de codimension 1 dans le cas relatif (0X # 0).
Cependant, dans certains cas, les espaces de modules de disques pseudo-holomorphes
possedent suffisamment de propriétés pour définir un invariant algébrique et obtenir
malgré tout beaucoup d’informations dignes d’intérét.

Donnons maintenant une expression locale des équations de Cauchy-Riemann.
Puisque L est une variété complexe il existe un systeme de cartes holomorphes : fy :
Uy — C,dfy0j = io dfy. Rappelons que les applications de transitions fy o fg] sont
biholomorphes. Dans ce systéme de coordonnées holomorphes (s + it), les équations de
Cauchy-Riemann dju = 0 se réécrivent :

asuoc + ](uoc)atu-oc =0 (33)

Il se trouve que dans certains cas 1'espace des solutions de (3.2) représentant une classe
d’homotopie (ou d’homologie) A € m2(M, L) qu'on note M(A,L,]J) jouit de propriétés
remarquables. Il s’avere par exemple que sous certaines hypotheses il possede une struc-
ture de variété différentiable dont la dimension est donnée par I'indice de Fredholm de la
linéarisation de I'opérateur de Cauchy-Riemann. En outre, en dimension zéro, ces espaces
sont compacts, ce qui permettra le comptage.

Supposons maintenant qu’on permette a ] de dépendre du domaine. Ceci présente un
intérét car pour montrer les résultats de transversalité que ’on vient de mentionner on
peut soit se restreindre a un ensemble restreint de courbes pseudo-holomorphes appelées
courbes simples ; soit considérer toutes les courbes mais en autorisant la structure presque
complexe de dépendre du domaine. Il est alors confortable de se laisser cette liberté : soit
tixer J et se restreindre aux courbes simples, soit permettre a | de varier, et considérer 1’en-
semble de toutes les solutions. Donc supposons qu’on ait une famille lisse de structures
presque complexes compatibles J : £ — J (M, w). On s’intéresse aux solutions de

%(du(Z) +Jz(u(z)) o du(z) 0j(z)) =0 (3.4)

Pour différencier I'opérateur de Cauchy-Riemann lorsque ] est fixe et lorsque ] varie on
inscrit en gras I'indice du 9 :

- 1
Jy:u— E(du+]oduoj)
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On notera
JD,M,w) ={:D — J(M, w)[J est lisse },

I'espace des familles lisses de structures presque complexes compatibles.

Perturbation hamiltonienne et équation de Floer.

On fera aussi usage de versions non-homogenes des équations de Cauchy-Riemann.
Les termes non-homogenes seront tous construits a partir de ce qu’on appelle des pertur-
bations Hamiltoniennes. Ces perturbations seront définies ici uniquement pour le disque
¥ — {£1} qu’on peut voir comme une bande R x [0, 1]”.

Soit H : M — A'(Z, TM). Par définition, pourtout & € T,z € L: HE € X(TM)8. Si
pour tout z € £, imH C Ham(M, w)?; la partie (j, J)-antilinéaire

1

H°*1:z(H+IOHoj)

de H est appelée perturbation hamiltonienne. Dans un systeme de coordonnées H =
—Xf ® ds — Xy ® dt. La partie antilinéaire de H vaut :

HO' = —J(Xp®ds+ Xn @ dt — X @ dt + JXp @ ds)
= H=(Xr 4+ JXn) ® ds — (Xp — JXp) ® dt}

Remarque 3.8. Dans la suite de ce travail nous ne considérerons que des perturbations

hamiltonniennes vérifiant Xy = 0.

On s’intéresse alors aux équations de Cauchy-Riemann perturbées aussi appelées

équations de Floer :
dyu+ HOM(uw) =o0. (3.5)

qui dans un systéme de coordonnées z = (s + it) se réécrivent :
Osu+ J(u) (0w — Xp(t,u)) =0 (3.6)

On notera 0y 1y I'opérateur u — dyu + H(u).

"Pour une définition plus générale voir le chapitre 8 de [MS04].
8%(TM) est I'espace des champs de vecteurs lisses de M.
9rappelons que Ham(M,w) est l'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens dépendants

éventuellement du temps t.
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Supposons maintenant qu’on permette a ] de dépendre du domaine: J : ZxTM — TM.
Pour R > 0, on introduit la fonction plateau : Br : R — [0, 1] a support dans (—R—2,R+2)

vérifiant les propriétés suivantes :

R pour0<R<1let -R<s<R
Br(s) = (3.7)
1 pourR>1et—R<s<R
On pose alors 1'équation suivante :
dpu+ Br(s)HOT(u) =0, (3.8)
qui en coordonnées se réécrit :

Osu+ J(z,u)(0¢u — Br(s)Xnu(t,u)) =0 (3.9)

Enfin comme précédemment on note 9y 4 r I'opérateur associé a 1'équation (3.8).

3.3 Opérateur de Cauchy-Riemann linéarisé.

Jusqu’a présent nous avons été un peu vague concernant les espaces sur lesquels sont
définis I'opérateur de Cauchy-Riemann (ou l'opérateur de Floer). Notons

B*P .= WMP(Z 35 M, L)

la complétion de C*®(Z,9%; M, L) muni de la norme de Sobolev W*P, c.-a-d. 'espace des
fonctions LP dont les dérivées faibles jusqu’a l'ordre k existent et sont LP. Ces espaces sont
des variétés de Banach séparables dont I'espace tangent en une courbe u est donné par :

T BRP = WRP(L 3% uw*TM),
qui n’est autre que I'espace des champs de vecteurs au-dessus de u dont les dérivées
faibles jusqu’a 'ordre k existent et sont intégrables.
Remarque 3.9. Les espaces B*P ne sont bien définis que si :
kp > 2.

Cette condition est d’autant plus naturelle que les preuves (que nous ne ferons pas), servant i mon-
trer la régularité des solutions des équations de Cauchy-Riemann, Floer..., font appel, de maniere
essentielle, au théoreme de plongement de Sobolev quin’est vrai que si kp > 2. Pour de plus amples
détails le lecteur est invité a consulter la section 1 du chapitre 3 de [VS04] ainsi que I'appendice C
du méme livre.
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Pour u € WKP(Z,9%; M, L), nous posons
g = WL LAY (M) @ wTM)

la complétion de C* (X, AL A% (M) ® u*TM) muni de la norme de Sobolev W&~1:P. On
définit ensuite le fibré de Banach

i €T BlP

ot la fibre en un point u de la base B*P est g,

Notons enfin B*P(A) I'espace des applications de B*P représentant I'élément A ¢
72(M, L). Cet espace est une composante connexe de BP. On considere alors la restriction
de 7t sur I'une des composantes B*P(A) :

A EXTIP o BYP(A),

qui définit aussi un fibré.

On peut voir les opérateurs définis précédemment comme des sections de ce fibré
de Banach infini dimensionnel. Par exemple pour I'opérateur de Cauchy-Riemann 9y, on
définit la section :

Sy BYP(A) — EF P u — (u, dpu) (3.10)

La section Sy intersecte transversalement la section nulle de £~'P en w, si et seulement
sil'image de la linéarisation de Sy en v,

dSy(u) : TWBYP(A) — T BYP(A) @ EL1P
est un sous-espace complémentaire de T,,5%P ou encore si la différentielle verticale en u

définie par :

D, = 7, 0 dSy(u) : T B*P(A) — gk1p (3.11)

T TESY = TWB TP(A) @ E71P — £P

est surjective. Il n’est en général pas possible de montrer un tel résultat. Cependant en se
restreignant, comme on l’a dit, au cas des courbes dites simples, il est possible de montrer
que, pour un ensemble générique de structures presque complexes, on a transversalité de
la section associée a I'opérateur de Cauchy-Riemann (ou de Floer) avec la section nulle. 11
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est aussi possible d’obtenir la transversalité si on se permet de faire dépendre la structure
presque complexe du domaine.

Donnons maintenant une expression explicite de D,,. Cette expression ne dépendant
pas de £ on suppose que £ = S2. Soit u € B*P une solution des équations de Cauchy-
Riemann'’ (3.2). Considérons le vecteur tangent 1., T € (—¢,€) défini par up = u et
d%uT =& e TuB%P. Alors :

d
Du(a) :aal(uﬂh:o

d 1 :
=—{5 (dur +J(ue) 0 duc o) e

=3(&) + 5(2¢(]) 0 du o)

=05(&) + 5(0¢(J) o Jo du

=0j(&) — 5] 0 0g(]) o du

N — N

Or le dernier terme vaut :

DI0e(0)du = (J0¢()du — (1) dw)
= HU0c())du — Jog(1)] o du o)
1 1
=— E(Iaa(l)(z(dqu Joduoj))
1
Zz(]aam o dy(u))
On obtient alors : |
Du(&) = 3)(8) — ~(J 0 3(]) 0 dy(w)) (3.12)

2

3.4 Energie

Soit] € J(X, M, w). Notons J, = J(z,:) € J(M,w). Pour tout z € %, J, définit une
métrique riemanienne via :

91, (X, Y) = (X)Y)}, == w(X,].Y).

167 1 n’est pas une solution il n'y a pas de sous-espace horizontale privilégié et il faut remplacer d par une
connexion, cfr. [MS04] pour de plus amples détails.
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On a donc une famille de métrique riemannienne gy := (-, -); sur M. On note |-|y la famille
de normes induite par gj. L'énergie d"une courbe lisse u : £ — M est la norme L2 de la
1-forme du par rapport a la famille de métrique gy :

1
E(u) =5 LHduH]zdc (3.13)

ou pour tout application linéaire L : T, — T, ;M :

ILly = 187"/ ILE)R + [Lo&). . (3.14)
On montre aisément que cette norme ne dépend pas de & € T, —{0}.
Lemme 3.4.1. Soit J une famille de structures presque complexes compatibles avec w. Alors pour
tout application lisse w: (£,0X) — (M, L),

E(u) = J wrw +J |3yulfdo (3.15)
X >

Démonstration. Choisissons un systéme de coordonnées complexes sur L, i.e. z = s + 1,
avec )0s = 0¢. Alors en choisissant & = 0,

1 1
szuH]z(Z) = §|6su|i—|—|6tu|i,

1
= 510w+ J(Wdelf, — (dsu, J-0)y.,
= |9yulf, + w(du(ds), du(dy)),
= |9yulf, + u w(ds, d¢).
]

Le théoréme suivant est crucial pour la suite. Il nous apprend qu'une courbe pseudo-
holomorphe non-constante ne peut pas avoir une énergie arbitrairement petite. Lorsque
nous aborderons le phénoméne de bouillonnement et que nous étudierons la compacité,
nous utiliserons ce fait pour déduire qu’il ne peut pas y avoir un nombre arbitraire de
bulles'!. Le lecteur est une fois de plus invité a consulter [MS04].

Théoreme 3.4.1. Soient (M, w) une variété symplectique compacte etu : (£,0X) — (M, L) une
application J-holomorphe non-constante. Il existe une constante i(M, w, L, J) > 0 telle que

E(u) = Lu*w >h (3.16)

Hefr plus loin
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3.5 Propriétés locales : continuation unique.

Dans cette section nous montrons que, sous bien des aspects, la théorie locale des ap-
plications pseudo-holomorphes est identique a la théorie des applications holomorphes.
Nous aurons besoin de certaines de ces propriétés pour prouver la transversalité. Il est
bien connu (et facile de montrer) que deux fonctions holomorphes f,g : U ¢ C — C™
dont les jets d’ordre infini coincident en un point sont égales. Autrement dit, deux fonc-
tions f, g, dont le jet d’ordre infini de la différence f — g s’annule, coincident.

Dans le cas non-intégrable, plusieurs difficultés apparaissent immédiatement. On ne
sait pas si une fonction pseudo-holomorphe est analytique, a priori on ne sait méme pas
si elle est différentiable ou méme continue. En réalité un argument de régularité elliptique
permet de montrer que les solutions de ’équation (3.3) sont lisses des que J est lisse. On
peut montrer que si | et Xy sont de classe C*, u est aussi de classe C¥. Nous reviendrons
sur ce fait plus tard, pour I'instant on se contentera de le retenir dans un coin de notre
esprit.

On dit qu’une fonction intégrable u: B(e) — C™ s’annule a I'ordre infini en 0 ssi :

J ‘ lu(z)| = O(r%) pour tout k > 0. (3.17)
z|<r

On constate que si u est lisse, (3.17) veut dire que le jet a I’ordre infini de u s’annule.
On dit alors que deux fonctions u,v : Be — C™ coincident a 1’ordre infini en 0 ssiu —v
s’annule a ’ordre infini en 0. Le théoréme suivant est tiré de [FHS95]

Théoreme 3.5.1. Continuation unique. Soient u,v € C'(Be,C™) deux fonctions solutions de
(3.6) pour une certaine structure presque complexe de classe C' et pour une fonction Xy aussi de
classe C'. Supposons qu'’elles coincident i I'ordre infini en 0. Alors u = v.

Corollaire 3.5.1.1. Deux fonctionswu,v : £ — M de classe C' solutions de (3.5), pour un J et un
Xy de classe C', coincidant a I'ordre infini en un point p € £, alors u = v.

3.6 Transversalité.

Les résultats généraux de transversalité sont au coeur de la théorie des courbes
pseudo-holomorphes et méritent qu’on leur dédie une section entiére. Nous commence-
rons par énoncer les deux principaux résultats de cette section. La stratégie de la preuve

120n utilise I'expression locale des équations de Cauchy-Riemann car la nature du probleme est purement
locale.
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vaut pour une catégorie tres vaste d’espaces de modules; c’est pourquoi nous nous at-
tarderons quelque peu a la décrire de maniére générale avant de rentrer dans les détails
propres a un des cas qui nous intéresse. Bien stir certains résultats ne seront pas prouvés
et le lecteur est invité a consulter la littérature existante (en particulier le chapitre 3 de
[MS04] ainsi que [Oh96]). Dans cette section M(A,]), respectivement M(A,L,]) désigne
I'espace des sphéres J-holomorphes représentant la classe A € (M), respectivement
l'espace des disques J-holomorphes a bord dans L représentant la classe A € (M, L)".
On définit de méme M (A, J) ainsi que M(A,L,]J). Enfin on note M(A,L,J, H,R) I'espace
des solutions de 1'équation de Floer perturbée (3.8) représentant la classe A.

3.6.1 Enoncés des théoremes.

Comme on l'a déja dit, il n’est en général pas possible d’obtenir la transversalité pour
toutes les courbes pseudo-holomorphes. On a alors deux choix : on peut soit faire varier
la structure presque complexe, soit se restreindre aux courbes simples. Le cas des courbes
simples est une adaptation de résultats détaillés dans ([MS04]).

Définition 3.10. Une application J-holomorphe w : (X,0X) — (M, L) est dite simple s’il existe
un ensemble dense S C L tel que pour tout z € S :

u(u(z)) = zet du(z) £ 0 (3.18)

dans le cas de la sphére cette condition est équivalente i I'existence d’un point z vérifiant (3.18) ce
qui est équivalent a dire que \ n’est pas multiplement revétue.

On note respectivement M*(A,]) et M*(A,L,]) I'espace des sphéres, respectivement
des disques, J-holomorphes simples'. représentant la classe A.

On a alors les résultats suivants :

Théoréme 3.6.1. Il existe un sous-ensemble de seconde catégorie de Baire Jreq C J (M, w) tel
que I'espace des modules M*(A,]) posséde une structure de variété différentiable dont la dimen-
sion est donnée par :

dim M*(A,]) = 2n+ 2¢;(A) (3.19)

Bdans beaucoup de cas il sera préférable de travailler avec HY (M, L) qui est le quotient de 1'image de
72 (M, L) dans Hz (M, L) par I'application d"Hurewicz par sa torsion.
1sig dépend du domaine, il n’y a pas, comme on le verra, lieu de faire une telle distinction.
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Théoréme 3.6.2. Soit L — (M, w) une sous-variété lagrangienne'. Fixons A C (M, L). Il
existe un ensemble de seconde catégorie de Baire Jreqg C J (M, w) tel que I'espace des modules
M*(A,L,]) possede une structure de variété différentiable de dimension :

dim M*(A,L,]) = w(A) +n (3.20)

Notons maintenant M(A,L,J,H) = {(u, R) solutions de (3.8)} avec ] € J(D, M, w) et
A€ m(M,L).

Théoreme 3.6.3. [AlbOS] Soit H : [0,1] x M — R un hamiltonien. Soit A # 0. I existe un
sous-ensemble de seconde catégorie de Baire Jreg C J (D, M, w) tel que M(A,L,J,H) est une
variété différentiable dont la dimension est :

dim M(A,L,J,H) = u(A) +n+1.
Si A =0, on suppose de plus que le diffeomorphisme hamiltonien ¢y n'a pas de point fixe dans L.

Dans les deux théorémes précédent p désigne I'indice de Maslov'®. Nous prouverons
seulement le dernier résultat. Pour prouver les résultats de transversalité nous aurons
besoin de divers résultats préliminaires. Tout d’abord certains résultats de la théorie des
opérateurs de Fredholm. Ensuite une version du théoreme des fonctions implicites et du
théoréme de Sard-Smale pour les espaces de Banach dont nous rappellerons les énoncés.
Enfin nous utiliserons ces connaissances pour dresser la stratégie de la preuve a propre-

ment parler.

Remarque 3.11. Remarquons qu’une solution constante de (3.8) est nécessairement un point fixe
de &} pour tout t € [0,1]. En effet dans ce cas on déduit de (3.9) que w = x € Lavec Xy(t,x) =0
pour tout t € [0, 1].

3.6.2 Théoreme des fonctions implicites et de Sard-Smale.

Nous ne rappellerons que les définitions et résultats de base de la théorie des
opérateurs de Fredholm et nous ne fournirons aucune preuve. Le lecteur est donc une
fois de plus invité a consulter 'appendice A de [MS04].

Bou plus généralement totalement réelle.

16y oir I'appendice pour la définition
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Définition 3.12. Soit T : E — F un opérateur entre deux espaces de Banach E et F. L'opérateur
T est de Fredholm si son image est fermée et si son noyau ainsi que son conoyau est de dimension
finie. On peut alors définir l'indice de Fredholm de T :

ind(T) = dimker T — dim cokerT (3.21)

Plus généralement, une application continiiment différentiable f : E — T entre deux espaces de
Banach est de Fredholm si sa différentielle dfy : E — F est de Fredholm pour tout x € E.

On a alors les propriétés suivantes (cfr. appendice A de [MS04]) :

Proposition 3.6.1. Soit T : E — F un opérateur de Fredholm.

1. Si K : E — F est un opérateur compact (I'image de la boule unité est précompacte) alors
T + K est aussi un opérateur de Fredholm et ind(T) = ind(T + K).

2. Il existe un € > 0 tel que si P : E — F est un opérateur linéaire borné de norme plus petite
que €, c.-a-d. ||P|| < €, alors T + P est de Fredholm et a le méme indice que T.

La derniere assertion implique que 'espace des opérateurs de Fredholm est ouvert
pour la topologie de la norme uniforme et que l'indice est constant dans chaque com-
posante connexe. En particulier l'indice de Fredholm d’une application continiment
différentiable est bien défini.

Soit f : E — F une application continiment différentiable. Une valeur réguliere de f
est un point y € F tel que pour tout x € f~'(y), dfy est surjectif et posséde un inverse a
droite.

Théoréeme 3.6.4 (Théoréme des fonctions implicites.). Soit E et F deux espaces des Banach.
Soit U C E un ouvert et 1 un entier positif. Si f : U — F est de classe C' et que y € F est une
valeur réguliere de f, alors :

M= f(y)

est une variété de classe C' et TuM = ker dfy, pour tout x € M. De plus si f est de Fredholm
dim M = ind(f).

Par la suite il sera utile de savoir a quelle condition un opérateur linéaire borné sur-
jectif possede ou non un inverse a droite. Un tel inverse a droite existe ssi le noyau de
I'opérateur posséde un complémentaire dans E (ce qui est le cas des espaces de Hil-
bert par exemple). Il est connu que les opérateurs de Fredholm possedent un inverse a



3.6. TRANSVERSALITE. 33

droite. Malheureusement, les opérateurs que nous rencontrerons par la suite ne seront
pas nécessairement de Fredholm. Cependant ils auront au pire la forme suivante :

DeL:E®F— X:(x,y) — Dx+ Ly. (3.22)

ouD : E — Xestde Fredholmet L : F — X est un opérateur linéaire borné. Pour ce type

d’opérateur on prouve :

Lemme 3.6.1. Supposons que D @& L: E @ F — Xest surjectif. Alors D @ L a un inverse a droite
et de plus la projection 7 : ker(D & L) — Fest un opérateur de Fredholm de noyau ker t = ker D
et cokerm = cokerD. Par conséquent :

ind(7mt) = ind(D).

Enfin la derniere piece de notre puzzle est le théoreme de Sard-Smale [Sma65] dont

nous rappelons 1’'énoncé :

Théoreme 3.6.5 (Théoreme de Sard-Smale.). Soient E et F des espaces de Banach séparables.
Soit U un ouvert de E. Supposons que f : U — F est une application de Fredholm de classe C', oul
1 > max{1,ind(f) + 1}. Alors I"’ensemble des valeurs régulieres de f est un ensemble de la seconde
catégorie de Baire dans F.

3.6.3 Espace des modules universel

Avec ces quelques rappels, nous sommes en mesure de donner 1’argument général
permettant de prouver la transversalité d'une large classe d’espaces de modules. Expo-
sons notre probléme de maniere générale. Nous avons un fibré de Banach IT : £ — B
de fibre 7. Nous avons aussi une famille lisse de sections paramétrée par une variété de
Banach J :

S:BxJ—=E.

Théoreme 3.6.6 (Transversalité : cas général). Supposons que S : J x B — & satisfait les
conditions suivantes :

1. il existe une trivialisation {(\py : |y, — Ui X F)}ier ont Uy est un ouvert de B, et 1 est au
plus dénombrable.

2. dans chacune des cartes trivialisantes, 0 € F est une valeur réguliére pour la partie verticale
de S,
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3. pour tout | € J la section Sy : B — & est une section de Fredholm dans le sens oii sa
différentielle verticale DSy(u) est un opérateur de Fredholm d’indice k.

Alors il existe un ensemble de seconde catégorie de Baire Jreq C J tel que pour tout ] € J,
Sf1 (0) = M(]) est une variété dont la dimension est égale i k.

Démonstration. Remarquons que dans chaque carte trivialisante ({,,U) de &, S71(0) =
(p201 08)~1(0). Etant donné qu’on a supposé que 0 € F est une valeur réguliere pour la
partie verticale de p2 o1 oS, le théoréme des fonctions implicites nous permet de conclure
que l'espace des modules universels M(J) = S71(0) est une variété de Banach dont
I'espace tangent est égal au noyau de DS.

Ensuite la différentielle de S en un point (u, J) est DSj(u) @ DS (]) : TuB x T3J — &y
et est donc de la forme D @ L avec D = DSj(u) est la partie verticale de la différentielle
qui est par hypothese de Fredholm et L = DS, (J) est un opérateur linéaire borné. Par
hypothése DS(u,]) = D @ L est surjective et possede un inverse a droite en tout point
(w,]J) € M(T).

Considérons alors la projection
M- M(T) —J.

Par le lemme (3.6.1) sa différentielle dIT : T, jyM(J) = kerD @ L — T;J est donc un
opérateur de Fredholm dont l'indice est égal a celui de D et est surjectif ssi D 1'est. Or par
le théoréeme de Sard-Smale I'ensemble des valeurs régulieres de I est dense dans 7. En
une telle valeur réguliére TT1(J) = M(]) est une variété de Banach dont la dimension est
précisément 'indice de D. O

3.6.4 Transversalité de M(A,L,J,H).

Nous prouvons maintenant le théoreme (3.6.3)

Preuve du théoréme (3.6.3). Nous allons d’abord montrer que I'espace de modules univer-

sel M(A,L, J,H) est une variété de Banach de classe C'. Rappelons que
M(AL T, H) ={(R,w,])[dy(w) + Br(s)H>! = 0}.
Nous voulons donc montrer que la linéarisation de :

S:(0,+00) x BP(A) x JHZ, M, w) — LP(D,AD ® TM),
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est surjective en un point (R, u,J) vérifiant S(R,u,J) = 0. Soit (R, wr, J) un vecteur tan-
gent en une solution (R, u,J). Notons v = 0(R)[r—o, & = 0culr—p et Y = 0J|r—o. Calculons
DS(v,&,Y):
1
DS(v,&,Y) =VE+]JoVEoj+Yoduoj— z]vga](u)
—0:B(R, s)V(H®") — B(R,s)(Y o Xy ® ds (3.23)
+VeJoXpu®ds+JVe Xy ®@ds + Ve Xy ® dt).

Nous allons montrer que pour v = 0, DS est déja surjectif. Posons :

1
Dujé = (VE)*! = SJVeJos(u) — B(R, 8)(VeJ 0 Xp @ ds + VeXn @ dt).
Cet opérateur est un opérateur de Fredholm (voir [MS04]) eton a :
DS(0,8,Y) =Dyj&+ Yo (du—B(R,s)Xy ® dt) oj. (3.24)

On déduit donc que DS(g ., ) @ une image fermée. Par conséquent, pour montrer la sur-
jectivité de DS, il suffit de montrer que son image est dense. Supposons le contraire ; un
corollaire du théoréeme de Hahn-Banach implique qu’il existe unn € LY9(D, QD ® u*TM)
(avec 1/p +1/q = 1) non-nul tel que :

J (N, Dyyé)dz =0,VE (3.25)
D

et
JD(n,Y(z,u) o (du— Bgr(s)Xn(t,u)) oj)dz =0, VY. (3.26)

La premiére équation nous apprend que :
Dim=0, (3.27)

ou Df y estl’adjoint formel de D, ). Un argument de régularité elliptique'” nous permet
de déduire quen est de classe C' des que J est de classe C'. Nous allons montrer que n doit
étre identiquement nul. Par le théoreme de continuation unique (3.5.1) il suffit de montrer
que n est nul sur un ouvert arbitraire de D. Ceci découle du fait que 1 vérifie (3.27). En
utilisant le principe de similarité de Carleman et la continuation unique on prouve que
n=0.

YVoir I'appendice B de [MS04].
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Choisissons des coordonnées (s, t) sur D. On montre maintenant que pour tout R > 0,
il existe zg = (sg, to) € D tel

du(zp) — Br(so)Xn(to, u(zo)) # 0.

Raisonnons par contradiction et supposons que du(z) — Br(s)Xn(t,u(z)) = 0 pour tout
z € D. De cette derniere équation on déduit que :

osu =0, et
Otu =Pr(s)Xn(t,u).

Par conséquent u ne dépend pas de s et la derniere équation n’a de sens que s’il existe
x € L tel que Xy(t,x) = 0 pour tout t € [0,1], c.-a-d. ¢! posséde un point fixe x € L
pour tout t. En effet Br(s) n’est pas constant et dépend par conséquent de s, alors que u,
comme on vient de le voir, ne dépend pas de s. Ceci contredit nos hypotheses.

On vient de prouver qu’il existe zy tel que du(zg) — Br(s0)Xn(to, u(zo)) # 0. Il est bien
connu que'®, qu’on peut alors trouver Y tel que

M(z0), Y(zo,u(zo) o (du(zo) — Br(so)Xn(to, u(zo)) 0j) > 0.

On choisit une fonction cutt-off « : D — [0,1] & support dans un voisinage N de z
suffisamment petit pour que

(n(z), x(2)Y(z,u(z) o (du(z) — Br(s)Xn(t, u(z)) 0j) > 0,vz € N

On déduit alors que n(z) = 0 pour tout z € N et comme on I'a mentionné, un argument
de continuation unique implique que 1 = 0. On a donc prouvé que M(A,L, 7, H) est une
variété de Banach de Classe C.

Pour conclure on considére la projection :

mn: M(A, LT H) —» T4

Celle-ci est une application de classe C'~! entre des variétés de Banach C'~! séparable.
Comme on I’a vu dans la preuve du théoreme (3.6.6), la différentielle de cette projection
est un opérateur de Fredholm qui est surjectif ssi DS est surjectif. Par le théoréme de Sard-
Smale, 'ensemble des valeurs régulieres de 7t est dense dans J' pour la topologie C' des
que 1 > u(A) +n + 2. FinalementsiJ € C', w'(]) = M(A,L,J, H).

Byoir le chapitre 3.2 de [MS04]
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Posons
jrleg ={Je JYD,M, W)[D (g j)est surjectif pour tout u € M(A,L,J,H)}
Treg =] € T(D, M, w)|D g )est surjectif pour toutu € M(A,L,J,H)}

Pour N € N, posons aussi :

Trean =0 € THD, M, w)[D (g ) est surjectif Vu € M(A, L, J, H)||[u]| < NJ,
TregN =) € T (D, M, w)|D (g ) est surjectif vu € M(A,L,J, H)[[u| < N}

Notons que :

jreg = m j‘reg,N)

N>0

T _ 1
jreg - ﬂ L7‘reg,N'

N>0

Nous venons de montrer que pour 1 suffisamment grand jrleg est dense dans J (D, M, w)
pour la topologie C'. Pour finir 'argument, nous allons montrer que l’espace Jeq ci-
dessus est dense au sens de la topologie C*. Nous voulons montrer que pour tout
] € J(D,M,w), il existe une suite J,, € Jreg tel que J,, converge vers J. Au vu de
I’équation 3.28, il suffit de prouver que Jreq N est ouvert et dense. On prouve d’abord que
le complémentaire de Jyeg N dans J (D, M, w) est fermé, c.-a-d. Jreg,N est ouvert. Soit J,,
une suite dans le complémentaire de JregN, convergeant vers un élémentJ € J(D, M, w).
Un élément J, ¢ Jreg N ssiil existe un élémentu,, € M(A,L,J, H) vérifiant ||dun |, <N,
tel que Dg,, n’est pas surjectif. Etant donné que ||dun||i,, < Netqueu, € M(A,L,J,H)
, il existe une sous-suite toujours notée u,, convergeant vers un élément u vérifiant
|dullL, < N'.De plus la surjectivité étant une condition ouverte D, n’est pas surjectif.
Un raisonnement tout a fait similaire permet de déduire que 7\, g.N €st aussi ouvert.

Montrons maintenant que Jyeg N est dense dans J(D, M, w). Soit ] € J(D,M, w).
Nous allons trouver une suite J1 € Jreg,x convergeant vers J au sens C*.

Puisque ]}eg est dense dans J'(D, M, w) pour 1 > p(A) 4+ n + 2, il existe une suite J;
tel que :

—1
M=TJlev =27
Ensuite, J; € jrleg N pour tout N, et jrleg N est ouvert pour la topologie C'; par conséquent

il existe €1 > 0, tels que pour tout J’ € JYD,M,w) :

H]/ _]1HCl <€ :>J, € L7‘rleg,N'

YPour ce fait voir le théoreme de compacité de 'appendice B dans [M504]



38 3. INTRODUCTION A LA THEORIE DES COURBES PSEUDO-HOLOMORPHES.

On peut donc choisir J| € J(D, M, w) tels que : [[J{ — Ji|| < min{e;,27}. Il s’ensuit que
J{ S jreg,N. Enfin :

T =TJla < =Tl + =T <2770

3.7 Structure des disques pseudo-holomorphes.

Au vu des théoremes (3.6.1) et (3.6.2), il est important d’avoir un moyen de s’as-
surer que les espaces de modules que l'on étudie sont constitués de courbes simples.
Etant donné que les disques sont les objets de premiére importance dans ce travail,
nous résumons ici les techniques développées par Lazzarini dans [[.az00]) permettant
d’extraire un disque simple a partir d’'un disque pseudo-holomorphe non-constant. Le
cas fermé, et en particulier celui de la sphere, est traité dans [MS04]. Contrairement
au cas fermé la question de l'injectivité des disques pseudo-holomorphes est bien plus
délicate. L'exemple suivant montre qu’il n'y a pas de dichotomie “multiplement revétu”
vs ”“simple” comme dans le cas fermé (surface de Riemann sans bord). Rappelons quun
disque pseudo-holomorphe u : (D,0D) — (M, L) est multiplement revétu s’il existe un
disque simple v et un revétement ramifié holomorphe ¢ : D — D de degré supérieur a 1
telqueu =vo ¢.

Exemple 3.1. La lanterne. On présente ici un exemple, di a Dietmar Salamon, de disque
pseudo-holomorphe non-constant ne pouvant étre factorisé par un disque simple. Dans
ce qui suit, on voit le disque comme le demi-plan de Poincaré H. Son bord étant identifié
a R x {0} U{oo}. On considere 'application

u: (D,dD) — (CU{oo},RU{o0}) : z — 2.

Ona:
u ' (uw(dD)) = 9D U{re™3 |k = 1,2}.

L'ensemble 1~ '(1(dD)) décompose le plan de Poincaré en trois secteurs :

sk:ﬁémk—ng_egkgumm}

Avec k € {1,2,3}. L'image de S; et de S3 est le demi-plan supérieur et I'image de S,
est le demi-plan inférieur. Si on voit H comme le disque et C U {oo} comme la sphére
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complexe CP'. I'image de S est 'hémisphére nord de cette sphere et 'image de S, ou
S3 I’hémisphere sud. Notons que la cardinalité de 1~ '(u(z)) vaut 1 si z € intS; et 2 si
z € intS7 UintS3. Donc un’est pas le revétement multiple d"un disque simple. Cependant

on peut factoriser u sur chacun des secteurs et extraire un disque simple a partir de u.

L'exemple précédent?’ nous montre une partie des difficultés d’extraire un disque
simple a partir d'un disque pseudo-holomorphe non-constant. Cependant il nous invite
a investiguer 1'espace 1 '(1(dD)) et a essayer d’extraire une composante simplement
connexe de D —{u~'(u(0D))}. En réalité travailler avec u~'(u(dD)) n’est pas la meilleure
chose a faire et il vaut mieux introduire la notion de graphe de non-injectivité ou de

repére (Framing) d"un disque pseudo-holomorphe.

3.7.1 Graphe de non-injectivité.

Soit u : (D,0D) — (M,L) un disque pseudo-holomorphe non constant. Notons
S&(u) = {z € D|du, = 0}. On définit alors la relation R, C intD — &(u) x intD — &(u)
par zR,z' si et seulement si pour tout voisinage V, resp. V’/, de z, resp. 2/, il existe des
voisinages U C Vet U’ C V tel que:

1. zeUetz' € U/,
2. u(U]) :u(UZ).
On note R, la fermeture de R, dans D x D. Cette derniére relation est réflexive,

symétrique mais pas transitive.

Définition 3.13 (Graphe de non-injectivité). Soit (D,0D) — (M,L) un disque pseudo-
holomorphe non constant. Ici (M, ]) est une variété presque complexe et L est une variété tota-
lement réelle. Le graphe de non-injectivité ou encore repére de u est défini par :

&(u) ={z € D|3z’ € 3D tel que zZRz'}. (3.28)

Lemme 3.7.1 (Lazzarini). Le graphe de non-injectivité &(u) d'un disque pseudo-holomorphe
non-constant w : (D,0D) — (M, L) vérifie les propriétés suivantes :
1. &(u) est un graphe.

2. D — &(u) posseéde un nombre fini de composantes connexes.

2Pour d’autres exemples éclairants le lecteur est invité a consulter [LLaz00].
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Le théoréme suivant, dt a Lazzarini ([Laz00]), décrit la structure des disques pseudo-

holomorphes :

Théoreme 3.7.1 (Théoreme de décomposition [L.az00]). Soit (M,]) une variété presque
complexe. Soit w : (D,9) — (M,L), avec L une sous-variété totalement réelle, un disque
J-holomorphe non-constant. Alors il existe un nombre fini de disques J-holomorphes simples
vi : (D,0D) — (M,L) tel que pour chaque composante connexe Di C D — &(u) il existe
une application m; : Dy — D holomorphe sur Dy et continue sur Dj tel que u|p, = vi o mti. En
outre les applications 1 ont un degré bien défini n; et :

ful =) vl

FIG. 3.1 — Le graphe de non-injectivité ® de u .

Bien stir il n’est pas toujours vrai que D; est un disque. Cependant, on a le corollaire

suivant :
Corollaire 3.7.1.1 (Lemme d’extraction). Pour tout disque pseudo-holomorphe non-constant u
il existe un disque simple v tel que :

1. v(D) C u(D) et

2. v(oD) C u(oD).

3.8 Compacité et recollement.

Les espaces de modules de courbes J-holomorphes ont suffisamment de propriétés

pour admettre une compactification bien comprise (du moins théoriquement)?!. Le lecteur

210n comprend les raisons de non compacité ainsi que les éléments a ajouter pour rendre les espaces
compacts.
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intéressé est invité a consulter [Fra08], pour une discussion détaillée. Rappelons le résultat
de compacité obtenu par Urs Frauenfelder dans [Fra08].

3.8.1 Le bouillonnement.

Nous allons décrire de maniére heuristique et par des exemples le phénomene de
bouillonnement. Celui-ci se produit lorsque 1’on consideére des suites d"applications pseu-
doholomorphes. Il est du a I'invariance conforme locale des surfaces de Riemann comme
le laisse entrevoir I'exemple suivant :

Exemple 3.2. Considérons la suite d’application holomorphe

1

w:S? 582 xS%:z 5 (z,—
lz

).
On voit $? comme C U {co} = CP'. On a alors :
lim w=u:5%—S*xS%:z— (z,0).
1— 400
Cependant si on applique la transformation de Mobius z — 1z a wy, on obtient a la limite u(z) =
(0,2). Par conséquent la limite des images des courbes 1y est S* x {0} U {0} x S2.

Plus généralement le phénomene de bouillonnement est dt d'une part au fait que
le sup,|duy|r,, n’est pas bornée et a 'invariance conforme des applications pseudoholo-
morphes??.

On peut cependant définir une notion qui permet de parler de convergence méme
lorsque ces bouillements se produisent. Pour ce faire on définit la notion d’application
stable introduite par Kontsevich dans [Kon95] et adaptée par Frauenfelder dans [Fra08]
au cas des courbes a bord dans une variété lagrangienne. Pour les définitions précises,
voir 'appendice C.

Théoreme 3.8.1 (Compacité de Gromov[FraO8]). Fixons une sous-variété lagrangienne L
ainsi qu’une structure presque complexe compatible avec w. Soient Jn, une suite de structures
presque complexes compatibles avec w et L, une suite de sous-variétés lagrangiennes. Sup-
posons que les dites suites convergent respectivement vers J et L au sens de la topologie C*
(k € {1,...,00}). Siun : (D,0D) — (M, L) est une suite de disques Jn-holomorphe satis-
faisant sup, | w(uyn) < +o00, alors il existe une sous-suite de {un}nen, qu’on notera par simplicité
notationnelle {\LyInen qui converge au sens de Gromov vers une application stable®

2Pour une discussion précise et détailler le lecteur est invité a consulter la section 2 de [MS04].
BVoir [Fra08]pour les définitions de convergence au sens de Gromov et d’application stable.



42 3. INTRODUCTION A LA THEORIE DES COURBES PSEUDO-HOLOMORPHES.

Remarque 3.14. L'énergie de la courbe étant bornée le théoreme (3.4.1) nous assure que le nombre
de bulles apparaissant a la limite est bornée.

Nous donnerons en temps voulu une breve description des phénomeénes de bouillon-
nement pouvant survenir.

En plus du théoréme de compacité il existe un théoreme qui est en quelque sorte 1'in-
verse du théoreme de compacité de Gromov et appelé théoreme de recollement qui stipule
que toute courbe stable peut étre vue comme la limite d"une suite de courbes pseudo-
holomorphes. Nous ne rentrerons cependant pas dans les détails et le lecteur est invité a
consulter [BCO7] ainsi que le chapitre 10 de [MS04].



Chapitre 4

Complexe des perles : cas monotone.

Rappelons d’abord la construction du complexe des perles dans le cas monotone’.
Fixons une sous-variété lagrangienne L — (M, w). On peut lui associé deux morphismes :

Ewr :m(M,L) —>R:A—>J w 4.1)
A
u:mM,L) = Z: A — uA) 4.2)
ol u(A) est I'indice de Maslov (cfr. [RS93] ou [P0l93] pour la définition). Par la suite on
notera souvent E, 1 (A) par w(A) lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible. On pose
aussi Ny :=inf{u(A) > 0: A € my(M, L)} le nombre de Maslov minimal.

Définition 4.1. On dit qu'une sous-variété lagrangienne est monotone s’il existe | > 0 tel que :
W(A) =np(A) (4.3)
et si Ny est plus grand ou égal a 2..

Remarque 4.2. Bien silr, étant donné que les images respectives des morphismes E, et w sont des
groupes abéliens, on aurait pu remplacer (M, L) par son image dans Hy(M, L) par le morphisme
d’Hurewicz qu’on note HP (M, L). Dans la suite on peut choisir I'un ou I'autre sans que cela n’ait
aucune conséquence sur les énoncés et les preuves des théoremes.

La condition de monotonie implique que la sous-variété lagrangienne occupe une po-
sition “symétrique” dans la variété symplectique ambiante. Il est donc nécessaire que

La raison pour laquelle nous nous restreignons au cas monotone est qu’elle permet d’éviter certaines
difficultés techniques. Le lecteur désireux d’obtenir plus de précisions est invité a consulter [BC07].

43
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la variété symplectique dans laquelle est plongée la L soit aussi symétrique. Prosaique-
ment cette observation provient du fait que la premiere classe de Chern ¢ de TM vérifie
2c1(A) = 2u(A), pour tout A € m(M). Il est bien siir entendu que p(A) = p(i(A) ot
1: (M) € m(M, L) est le morphisme canonique (on voit la sphére comme un disque
dont les points du bord on été envoyé sur le méme point dans L).

Définition 4.3. Une variété symplectique est dite monotone ssi il existe une constante p > 0 telle
que
PC1 = w.

Exemple 4.1. (S2,0), 0it 0 (V,W) = x - (V x W). Il est évident que S2 est monotone puisque
712(S?) ne posséde qu'un générateur d'aire positive C et que c1(C) = 2 = e(TS?). Puisque S est
de dimension 2, toute courbe plongée dans S? est une sous-variété lagrangienne. Il est alors facile
de voir que les grands cercles (comme par exemple I'équateur) sont monotone. La raison est qu’une
telle courbe sépare la sphere en deux disques plongés d’aire égale. Chacun de ces disques étant un
générateur de (M, L).

Exemple 4.2. Plus généralement l'espace projectif complexe CP™ munit de la forme de Fubini-
Study wrs est une variété symplectique monotone. Comme dans I'exemple précédent m,(CP™)
n’a qu'un générateur d'aire symplectique positive qui est donné par l'inclusion canonique de CP!
dans CP™,1: CP' < CP™. Ce dernier vérifie c1(L(CP')]) = n+ 1. Soit maintenant I'application

moment 5 5
(|Z1| |Zn| )
22”7 lz)12

avec ||z||? = Y |zi|* Alors m1(a) est un tore lagrangien pour tout a € int(im(m)), et

1

1
ST - oy ) est monotone.

w1
Exemple 4.3. Si (M, w) est monotone, alors (M x M,;Q = w ® —w) est monotone et la
diagonale A : M — (M x M, Q) est un plongement lagrangien monotone. De méme suppo-
sons que ¥ : (M, w) — (M, w) soit un symplectomorphisme proche de l'identité. On a vu que
Ly = graph(¥) est une sous-variété lagrangienne de (M x M, Q). De plus par le théoréme de
voisinage de Weinstein on peut voir Ly comme une 1-forme fermée oy proche de la section nulle
de T*M. Il est alors facile de voir que x est exacte ssi Ly est monotone.

Fixons un couple (f, g) Morse-Smale pour L ainsi qu'une structure presque complexe
J: TM — TM compatible avec w.

Dans le cas monotone on choisit 'anneau A; = Z>[t~ ', t] ou encore Z,[t]. On définit
ensuite une graduation sur A en posant [t| = —Nj.
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4.1 L’opérateur de bord.

Notons Crit(f) = {x € L|dfyx = 0}. Le module du complexe des perles est défini par :
C*(f) g, ]) = C*(f) g) ®Z2 AL)

ol C.(f, g) est le module du complexe de Morse associé au couple Morse-Smale (f, g). L’

opérateur de bord est de la forme

d: Cy(L;f,g,]) = Cralf,0,]) i x = dx = Znﬁ(A)th) (4.4)
yA
ot les coefficients nj(A) comptent modulo 2 le nombre d’éléments d"un espace de module
noté M(x,y, A;f, g,]) dontles éléments sont des chaines de disques pseudo-holomorphes
vérifiant certaines propriétés d’incidence définies grace au flot du gradient de f. Pour une
définitions précises des espaces M(x,y;f, g,]) voir le chapitre 4. Cet opérateur vérifie :

Lemme 4.1.1 (Biran-Cornéa [BC07]?). Soit L < (M, w) une sous-variété lagrangienne. Alors
'opérateur d défini par (4.4) vérifie.
b05=0 (4.5)

On peut donc définir I’homologie quantique relative ou encore homologie des perles
QH(L, A) comme étant ’homologie du complexe des perles (C.(f, g,]),)). On peut alors
prouver que :

Théoréeme 4.1.1 (Biran-Cornea [BCO7]). L'homologie quantique relative ne dépend pas des choix
auxiliaires, de couple Morse-Smale et de structure presque complexe compatible.

4.2 Le produit quantique.

Comme dans le cas absolu, on peut définir une structure de produit sur QH(L, A)
appelé produit quantique.

o Ck(f» g9, I) & Cl(f/» g, I) — C[+k7n(f”, g, I) : (va) — Zn;)y (A)tﬂ(A)z» (46)
z,A

Avec x € Crit(f), y € Criti(f'), z € Crit(f”) et A € HP(M, L) tel que x| + |y| — |z| +

uw(A) —n = 0. Les coefficients n;"¥(A) comptent (modulo 2) des éléments d’espace de

2Voir aussi [BC09]
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modules M(x,y,z, A;f, ', ', g,])°. Ce produit peut étre vu comme une déformation du
produit d’intersection classique et vérifie les propriétés suivantes :

Théoreme 4.2.1 (Biran-Cornea [BCO7]). Le produit =i défini par (4.6) vérifie les propriétés
suivantes :

Regle de Leibniz : Pour tout a,b € C.(f,g,]),
d(ax . b) =dax*. b+ axdb.

Invariance : Le produit x| ne dépend pas des choix fait lors de sa construction (couples Morse-
Smale, s.p.c.c.).

Associativité le produit 1 induit donc un produit en homologie aussi noté

qui est associatif.

Unité il existe un élément { € QH(L, A) tel que pour tout a € QH(L,A) :a*x={*  a=a.

Discussion sur la méthode :

Nous avons mentionné que les opérations algébriques sont obtenues en comptant
des éléments d’espace de modules construits a partir de courbes pseudo-holomorphes.
Les preuves des résultats énoncés plus haut, opérateur de bord, invariance, produits,
sont toutes basées sur trois résultats fondamentaux de la théorie des courbes pseudo-
holomorphes a savoir :

1. la transversalité : pour s’assurer que les espaces de modules servant a définir la
théorie sont soit vides soit des variétés différentiables de dimensions données;

2. la compacité : pour s’assurer qu’en dimension 0 le compte est bien défini;

3. le recollement : qui allié a la compacité permet de montrer certaines propriétés que
vérifient les opérateurs définis plus haut et d’autres qu’on a pas mentionné mais qui

apparaissent dans la preuve de 'invariance de QH(L, A) ou de l’associativité de ;.

Pour toutes ces preuves, la condition de monotonie est cruciale. Elle permet d’éviter les
disques pseudo-holomorphes d’indice de Maslov inférieur a 2. La raison est que de tels

3voir section 2 du chapitre 5 pour la définition.
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disques sont responsables du bouillonnement de disques de co-dimension 1 qui doit étre
absolument évité. Il est donc impératif, lorsqu’on désire définir ’homologie quantique
d’une lagrangienne, de s’assurer que de tels disques n’apparaissent pas. La monotonie est
un moyen économique d’y arriver. Mais ce n’est certainement pas nécessaire.

Le reste de cette thése est consacré a la généralisation de la construction précédente
pour certaines variétés non-monotones. Cette généralisation ne se fera pas sans compro-
mis. Elle se fera au prix de l'invariance par rapport a la structure presque complexe no-
tamment. Cependant pour les applications qu'on a en téte, la théorie sera suffisamment
invariante et ce prix ne sera donc pas si élevé.
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Deuxieme partie

Variétés lagrangiennes presque
Monotones.
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Chapitre 5

Transversalité.

Apres cette bréve description du complexe des perles dans le cas monotone, on
répete ici la construction de maniere plus détaillée dans un cas un peu plus général. On
consideére des sous-variétés lagrangiennes qui sont C'-proches d"une lagrangienne mono-
tone donnée.

Le Théoréeme du voisinage de Weinstein munit I'espace des plongements lagrangiens
d’une structure de variété de Banach ou de Fréchet suivant la régularité demandée. On
s’intéresse alors aux sous-variétés lagrangiennes qui sont proches au sens de la topologie
C* d’une lagrangienne monotone donnée!. Pour étre tout a fait explicite les sous-variétés
lagrangiennes C*-proches de L, sont les graphes de 1-formes fermées C*-proches de la
section nulle dans le voisinage de Weinstein de L. En particulier on déduit facilement que
I'espace des plongements lagrangiens muni de la topologie C* est localement connexe par
arc.

Voyons maintenant comment la construction esquissée a la section précédente peut
étre adaptée au cas des sous-variétés lagrangiennes C*-proches d’une lagrangienne mo-
notone donnée. Les principales étapes menant a la définition du complexe des perles sont :
la transversalité, la compacité et le recollement. Le dernier n’ayant rien a voir avec la mo-
notonie, seule la transversalité et la compacité doivent étre investiguées. La compacité

n’est pas vraiment problématique et sera réglée aisément en temps utile.

Définition 5.1. Une sous-variété L est dite presque monotone si elle est C'-proche® de Ly, oil

!ci k peut étre fini ou infini, ce qui correspond respectivement aux mots Banach et Fréchet ci-dessus.
*Notons qu’on aurait pu remplacer C' par C* sans que cela ait une quelconque influence sur la suite du

travail.
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Lo une sous-variété lagrangienne monotone.

Définissons d’abord de maniere précise les espaces M(x,y, A;f, g,]) évoqués au cha-

pitre 3.
Six,y € Crit(f) et A = (Aq,...,Ax) avec Aq,...,Ax € HZD(M,L), on définit I’applica-
tion d’évaluation :

M(A1, L) x Ry x M(A2,LJ) x -« x Ry x M(Ax, L)

evaluo,tr,ur, ..., tker,u—1) = (Uo(=1), ..., Prguq(1),uge1(=1),..., we—1(1))

ou ¢ est le flot du gradient de f. Notons A la diagonale dans L x L. On pose alors :

P(x,u,A,f,g,]) = eval(W¥(x) x (A)T x We(y)). (5.1)
et
Px,u,Af0) = |J  PyALJ
A=(A1,...,Ax)
ZiAi:A

F1G. 5.1 — Elément de P(x, y, A;f, g, ].

Définition 5.2. Soit L — (M, w) une variété lagrangienne.
1. rappelons qu’'une courbe J-holomorphe w: (D,0D) — (M, L) est dite simple s’il existe un
ouvert dense S C D tel que pour tout z € S, u (u(z)) = zet du, #0.

2. Soit (i )x=1,.. ~ un t-uple de courbes J-holomorphes. On dit que (uy)y—1,..~ sont absolu-

-----

ment distincts si pour tout k,

w(D) ¢ | Jw(D)

£k
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On note P*(x,y, A, f, g,]) le sous-ensemble de P(x, y, A;f, g, ]) constitué de t-uples de
disques J-holomorphes simples et absolument distincts.

Dans la suite on devra aussi considérer des sous-espaces de P(x,y,C;f, g,]) dont les
chaines de disques ont une et une seule trajectoire du gradient, définissant une relation
d’incidence, de longueur nulle(cfr. figure (5.2). Plus précisément si A = (Aq,...,Ax) et
B = (By,...,B1) avec C = (A,B) sont des tuples de classes d’homotopie relatives, on
consideére I'application d’évaluation :

M(ALT) X Ry X oo X M(A,T) X M(B1,J) - X Ry x M(By, )

leVA’B

Lx(LxD)*"xLxLx(LxL)""xL
avec

evas((wr,t1) ..o wes (vi, 1), - v) = (wn (=1), &, (wr (1)), ... (5.2)
o O (W) wier (1), (D), va (1), 00 b (v (1)), v5(=1), 00, wl(1)

On pose alors :

P(x,y,A;B,]) = ev;]B(W“(x) x AT A x AV x WE(y). (5.3)

—V,f —V,f —Vf
o e

FIG. 5.2 - Elément de P(x,y, A;B;f, g,]).

Remarque 5.3. Par souci de clarté, voici un petit intermede concernant les notations utilisées.
Une lettre majuscule désigne une classe dans HZD(M, L) ou dans 1o (M, L). Quand celle-ci est en
gras comme par exemple A, elle représente un t-uple de classes d’homologie (ou d’homotopie) rela-
tives, et quand nous écrivons W(A), resp. w(A), cela signifie ) ; w(Ay), resp. }_; w(Ay). Enfin les
lettres minuscules représentent les composantes d’une classe de HIZD(M, L) dans une base donnée®

Ensuite, dans bien des cas, afin d’alléger les notations, on écrira P(x,y,A;]) au lieu de
Plx,y,A;f,g,]).

3voir section suivante.
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Reparamétrisation :

Le groupe de reparamétrisation de (D,j) est le groupe PSL(2,R) qui peut étre vu
comme le quotient de SL(2,R) par l'action de Z;. Le disque unité ouvert D est conforme
au demi plan supérieur H C C (le bord du disque est identifié avec la droite réelle). Expli-
citement PSL(2,R) est le sous-ensemble des transformations de Mobius dont les éléments
sont de la forme : b

G:H%HZZ—)d)(Z):m, (5.4)
avec a,b,c,d € R ad — bc = 1. Ce groupe étant un quotient de SL(2,R) par 'action d'un
groupe discret, sa dimension est égale a 3.

L'espace M(A,L,]) hérite d'une action PSL(2,R) induite par les reparamétrisations du
domaine. Cette action est triviale si A = 0 (application constante). Cependant elle est libre
si A # 0, par conséquent I'espace quotient M(A, L, J)/PSL(2,R) hérite d"une structure de
variété différentiable de dimension u(A) +n — 3.

Fixons les points —1 et 1 sur le bord de D. Ceci revient a fixer 0 et +-0o dans le demi-
plan supérieur. Un calcul direct montre que le sous-groupe G de PSL(2,R) fixant 0 et +00
est formé des transformations de Mdébius pour lesquelles b = 0, c = 0 et d = 1/a avec
a € R. Le groupe G agit donc par homothétie de centre 0 et de rapport a’.

Enfin, le groupe G* agit sur 'espace P(x,y, A;f, g,]). Comme précédemment cette
action est libre dés que A est non nul et est triviale autrement. On définit alors
M(x,y,A;f,g,]) qui est le quotient de P(x,y,A;f,g,]) par cette action. On note
M*(x,y,A;f,g,]) ou encore M*(x,y,A;]) 'espace des courbes simples et absoluments
distinctes.

Bien stir on peut faire de méme avec les espaces P(x,y,A;B,]) et on note alors
M(x,y,A;B,]) le quotient de P(x,y,A;B,]) par son groupe de reparamétrisation et
M*(x,y,A;B,]), le sous-ensemble constitué des éléments simples et absolument distincts.

Un résultat standard* montre qu’il existe un ensemble générique® de structures
presque complexes Jreg C J (M, w) pour lequel pour tout ] € Jreq et pour tout A non
nul, P*(x,y, A, J)°, est soit vide, soit une variété de dimension :

dim P*(x,y,A;]) = [x| — [y[ + w(A) + k-1

4efr [MS04].

5 générique signifie une intersection d’ouverts denses.

°A partir de maintenant nous allons omettre de spécifier le choix de couple Morse-Smale (f, g) sauf lorsque
nous aurons besoin de faire une distinction entre plusieurs de ces couples.
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,oll |-| est'indice de Morse. Par conséquent M*(x,y, A;J) hérite lui aussi d"une structure
de variété différentiable de dimension :

x| =yl + u(A) = 1.

De méme on peut montrer qu’il existe un ensemble générique Jreg C J (M, w) tel que
M*(x,y, A;B,]) est soit vide, soit une variété lisse de dimension :

x| = [yl + (A +B) —2.
On a aussi les théorémes suivants :

Théoreme 5.0.2. (Paul Biran, Octav Cornea [BC07])

Soit L — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone. Alors il existe un ensemble
générique de structures presque complexes Jreg C J (M, w) tel que si dim M*(x,y,A;]) < 1
alors M*(x,y,A;]) = M(x,y,A;]).

Corollaire 5.0.2.1. Une conséquence immédiate est que le résultat précédent s’applique aussi aux
espaces M*(x,y,As]). Si dim M*(x,4,A5]) = [x| — [u] + (A) — 1 = 0, M(x,y,A;]) est
compact et consiste en un ensemble fini de points.

Proposition 5.0.1. (Paul Biran, Octav Cornea [BC07])

Soit L — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone. Alors il existe un ensemble
générique de structures presque complexes Jreg C J (M, w) tel que si A et B ne sont pas tri-
viales, et si dim M*(x,y, A;B;]) < 0alors M*(x,y,A;B;]) = M(x,y,A;B;]).

En particulier si |x|—|y|+u(A+B)—1 < 0, M(x,y,A;B;]) = Detsi |x|—|y[+n(A+B)—1 =
1 alors M(x,y, A; B;]) est un ensemble fini de points.

5.1 Préliminaires techniques.

Cette section est purement technique et vise a développer les résultats de transver-
salité nécessaires a la définition des opérations algébriques (opérateur de bord, produit
quantique, etc...). Nous désirons généraliser le théoreme (5.0.2) aux variétés presque mo-
notones. Dans un premier temps nous allons énumérer certains résultats préliminaires
qui nous permettront de prouver un analogue de ce théoreme. Nous avons décidé de les
séparer en deux groupes. Le premier est constitué de résultats assez généraux qui appa-
raissent dans la preuve du théoreme (5.0.2) et qui sont tirés de [BC07]’. Le second est

"Voir aussi [BC09].
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quant a lui spécifique a la situation étudiée et permettra une adaptation des arguments de
la dite preuve.

A la fin du chapitre 2 nous avons évoqué le probleme de la simplicité ou non simplicité
des disques pseudo-holomorphes. La sous-section suivante présente des raffinements du
Lemme d’extraction de Lazzarini. Les preuves de ces résultats peuvent étre trouvées dans
[BCO7].

Lemmes d’extraction :

Lemme 5.1.1. Soit L — (M, w) une sous-variété lagrangienne de dimension dim L > 3. Alors
il existe un ensemble de seconde catégorie Jreq C J (M, w) tel que pour tout | € Jreg l'assertion
suivante est vraie : si w,v : (D,0D) — (M, L) sont des disques J-holomorphes simples tels que
fu(D) Nv(D) = oo, alors

- u(D) cv(D)etu(0D) C v(oD), ou

- v(D) cu(D)etv(oD) Cc u(oD)

De plus sous les mémes hypothéses :

Lemme 5.1.2. Il existe un ensemble de seconde catégorie de Baire Jreg C J (M, w) tel que
pour tout | € Jreg on a la propriété suivante : si uw : (D,0D) — (M, L) est un disque J-
holomorphe non-constant vérifiant u(—1) # w(+1) alors il existe un disque J-holomorphe simple
v:(D,0D) — (M, L) ayant les propriétés suivantes :

1. u(D) =v(D), u(oD) =v(0oD),

2. v(£1) = u(£1)

3. w(v]) < w([ul); cette inégalité étant stricte ssi w n’est pas simple.
et

Lemme 5.1.3. Il existe un ensemble générique Jreqg C J (M, w) tel que pour tout ] € Jreg : si
=+ u(eiZlTn) pour k # 1,
avec k, 1 € {1,2, 3}, alors il existe un disque J-holomorphe simple v : (D,0D) — (M, L) ayant les

u: (D,0D) — (M,L) est un disque J-holomorphe vérifiant u(eiZan)
propriétés suivantes :
1. u(D) =v(D), u(0D) =v(0D),
211 s 217

2. v(e's ) =ule" s ) pourtout L € {1,2,3}.

3. w(v]) < w([ul); cette inégalité étant stricte ssi w n'est pas simple.
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Remarque 5.4. Nous désirons attirer I'attention du lecteur sur le point suivant : si L est mo-
notone, et si w vérifie les hypotheses du lemme précédant, alors le disque simple v obtenu dans
les lemmes précédents vérifie w([v]) < u([ul), avec égalité ssi w = v. Cette propriété est pri-
mordiale dans la preuve du théoréme (5.0.2). Cependant sans la monotonie le résultat n’est plus
nécessairement vrai. Nous allons donc essayer de s’assurer de cette propriété dans le cas presque

monotone.

Lemmes préparatoires.

Lemme 5.1.4. Soit Ly une sous-variété lagrangienne monotone. Pour toute constante K > 0
et pour toute s.p.cc. Jo € J(M,w) il existe un voz’singe8 N(Jo;K) de Jo et un voisinage
N (Lo; Jo, K) de Ly tels que : pour tout J € N(Jo,K), pour tout L € N (Lo;Jo,K) et pour tout
disque J-holomorphe, w: (D,0D) — (M,L)ona:

w([ul) < K= p(lu]) >2

Démonstration. Supposons qu’il existe un K et Jo tels que : pour tout voisinage N (L)
de Ly et pour tout voisinage N (Jo) de Jo il existe L € N(Ly), ] € N(Jo) et un disque
J-holomorphe u : (D,0D) — (M,L) d’énergie w([u]) < K ayant un indice de Maslov
p(fu]) < 2. Parmi ces lagrangiennes et ces structures presque complexes compatibles,
choisissons une suite de lagrangiennes {Li}icy+ convergeant au sens C! vers Ly ainsi
qu’une suite de s.p.c.c. {Ji}ien+ convergeant au sens C ! vers Jo. Etant donné qu’on peut
choisir les voisinages C T de Ly et ] arbitrairement, de telles suites existent. Donc pour tout
i € N*, il existe un disque Ji-holomorphe u; : (D,0D) — (M, L;) vérifiant : w([w]) < K
et u([ui]) < 2. D’apres le théoreme de compacité (3.8.1) il existe une sous-suite de u;
convergeant au sens de Gromov vers une application stable Jp-holomorphe u. Cependant
HIZD(M, L) = HIZD(M, L) est un groupe discret, par conséquent il existe un entier N tel que
pour touti > N, [ui] = A avec A € HZD(M,L) vérifiant 0 < w(A) < Ket u(A) < 2; ce qui

constitue une violation de la condition de monotonie. O

Grace a ce lemme, nous pouvons régler le probleme mentionné dans la remarque (5.4) :

Lemme 5.1.5. Soit Lo — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone. Pour tout K > 0,
pour tout Jo € J(M,w), notons N (Lo;Jo,K) et N(Jo;K) des voisinages vérifiant la these
du lemme précédent. Pour tout L € N(Lo;Jo,K) il existe un ensemble générique9 Jreg(L) C

Srappelons que les voisinages sont des voisinages au sens de la topologie C'.
Générique signifie de seconde catégorie de Baire.
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N(Jo,K), dépendant de L, tel que pour tout J € Jreg(L), si v : (D,0D) — (M,L) est le
disque simple extrait d'un disque J-holomorphe w : (D,0D) — (M, L) via le lemme (5.1.2) et
si w([u]) < Kalors p([v]) < u(ful) avec égalité ssiu =v .

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le disque v est obtenu a partir du lemme de
décomposition'?. Le lemme (5.1.4) nous permet alors de conclure. O

Transversalité revisitée.

On prouve ici une variante du théoreme (5.0.2) dans le cas ot la condition de mono-
tonie a été relaxée. Rappelons que si L est une sous-variété lagrangienne quelconque, des
arguments standards'! montrent que les espaces de modules de perles M*(x,y, A;L,])
sont soit vides soit des variétés lisses de dimension :

x| =yl + u(A) = 1.

Théoreme 5.1.1. Soient Ly — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone, et Jo €
J (M, w) une structure presque complexe compatible. Pour toute constante K > 0, il existe un voi-
sinage N'(Lo; Jo, K) de Lo ainsi qu'un voisinage N (Jo; K) de Jo tel que pour tout L € N (Lo; Jo, K),
il existe un ensemble générique Jreg C N(Jo;K) tel que pour tout A = (Aq,...,Ay) avec
A; € HP (M, L) et pour tout x,y € Crit(f), vérifiant 0 < w(A) < K, et [x| — [y| + p(A) —1 < 1

ona:

M*(X)y)A’L) ]) :M(X’U?A)L? ])' (5'5)

out I'espace M*(x,y, A; L, ]) est soit vide, soit une variété de dimension |x| — |y| + n(A) — 1. De
plus, si dim M(x,y,A,L,J) =0, M(x,y,A L,]) est compacte. En particulier M(x,yu,A,L,])
est un ensemble fini de points.

Démonstration. Rappelons d’abord que 1'obstruction qui nous empécherait de prouver le
résultat est l'existence de disques pseudo-holomorphes d’indice de Maslov strictement
inférieur a 2. Or nous allons voir que si dimL > 3 nous pouvons nous placer sous les
hypotheses du lemme (5.1.4). On peut donc appliquer le lemme (5.1.5). En dimension
plus petite ou égale a deux, il faudra argumenter de maniere différente.

Ocfr [BCO7] pour les détails.
Hefr, [MS04] pour les détails.
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1.dimL > 3: Supposons d’abord que dimL > 3. Fixons une constante positive K et
choisissons les voisinages N (Lo; Jo, K) et NV (Jo; K) comme dans le lemme (5.1.4). La preuve
se fait par induction sur fi(A) = pu(A)/Np = k.

Soit A un t-uple de classe d’homotopie (ou d’homologie) vérifiant n(A) = N et
w(A) < K. Supposons qu'il existe un élémentu € M(x,y,A,L,J) avec x| —[y|+n(A) < 1.
Le théoreme de décomposition (3.7.1) ainsi que le lemme (5.1.4) nous permettent de déduire
que u est constitué d'un seul disque d’indice N qui est par conséquent simple et abso-
lument distinct puisque tout les disques non-constants ont des indices de Maslov plus
grands ou égals a 2.

Supposons maintenant que 1'équation (5.5) est vrai pour tout A avec fi(A) < m. Soit
A tel que i([A]) =m+1.Siu € M(x,y,A,L,J) avec |x| — [y| + u(A) < 1, raisonnons par
I'absurde et supposons que u = (uy, ..., uy) n'est pas dans M*(x,y, A, L, J). Remarquons
avant toute chose qu'aucun disque de u ne vérifie ui(—1) = u;i(1). En effet si un tel disque
existait, on obtiendrait, apres omission de celui-ci, une chaine de disques J-holomorphes
u’ appartenant a ’espace de module M(x,y,A’,L,]) avec p(A’) < p(A) —2 et w(A') <
w(A). Le dit espace aurait alors une dimension négative ce qui par hypotheése d’induction
sur la transversalité impliquerait qu’il est vide, d’ot1 la contradiction.

Ce petit laius nous permet de nous placer sous les hypotheses du lemme (5.1.2).

simplicité des disques: Supposons une fois encore par I’absurde'?qu’il existe une com-
posante non-simple u; de u € M(x,y,A,L,J). Le lemme (5.1.5), nous permet d’extraire
de u; un disque J-holomorphe v ayant les propriétés énumérées dans I'énoncé du lemme
(5.1.2), en particulier v(£1) = ui(£1), w(v]) < w([wl) et u(vl]) < p(hwl). On remplace
alors u; par v obtenant ainsi un élément u’ € M(x,y,A’,L,J). L'énergie de A’ est stric-
tement inférieure a 'énergie de A, ce qui nous place encore sous les hypotheses de 1'in-
duction; I'indice de Maslov baisse alors d’au moins 2 lors de la procédure d’extraction.
Nous pouvons alors déduire que dim M (x,y,A’,L,J) < 0. Une fois encore I'hypothese

d’induction fournit la contradiction.'?

2A n’en pas douter, 'usage répété de preuves par I’absurde n’enchanterait guere le regretté Luitzen Eg-

bertus Jan Brouwer.
BPour aider le lecteur remarquons qu’on vient d'utiliser deux fois et de maniére essentielle le fait que

Np > 2 ainsi que les lemmes (5.1.4) et (5.1.5).
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absolument distincts : Supposons maintenant 1'existence d'une chaine de disques u =
(u1,...,ux) simples mais pas absolument distincts. Il existe alors un entier 1 € {1,...,k}
tel que (D) C Uj Lo W (D). Par conséquent il existe un autre entier 1’ € {1,... k] tel que
fur(D) Nuy (D) est infini. Le lemme (5.1.1) nous apprend que soit :

e (D) Cup(D)etu(0D) C uy (0D), soit
b LLU(D) C ul(D) et uy(aD) C U.l(aD).

Sans perte de généralité, on peut supposer que u(D) C uy (D) et u(0D) C uy(9D).

lL<l: Sil< Ul onpeutanouveau extraire une chaine de disques J-holomorphes u’
joignant x a y et vérifiant p([u’]) < p([ul) — 2. En effet, en omettant les disques u; de u
avec j = {l,...,1' — 1}, on obtient la chaine de disques désirée. Par ailleurs, il existe un
point p € 9D tel que uy/(p) = uy(—1). Sip # 1 on peut trouver un élément o of PSL(2,R)
tel que o(1) =1 and o(p) = —1. Ce faisant, on obtient une nouvelle chaine de disques par

omission des disques J-holomorphes {u;}icqi,.. 17—1)- La contradiction s’obtient de maniere

-----

en tout point identique a celle obtenue ci dessus pour la simplicité des disques. Sip =1
on peut méme omettre u et raisonner comme précédemment.

" <1: Largument est en tout point similaire au point précédent. On laisse au lecteur le
soin de le vérifier.

2.dimL <2: Puisque dimL < 2, u(A) < 4.Si u(A) < 3iln’y a qu'un seul disque qui
est simple car d’indice de Maslov minimal. Supposons donc que p(A) = 4. Les deux seuls
types de configurations possibles sont :

(@) A=A em(M,L)avec u(A) =4,
(b) A= (A,B)avec u(A) =u(B) =2.

Comme dans le cas dimL > 3 on peut supposer, comme précédemment, que si u €

Mx,y, A, LT), u(l) #u(-1).

Cas (@) : Soit u € M(x,y,A,L,]) avec u(A) = 4. Remarquons que puisque n(A) = 4
et [x| — [yl + u(A) =1 < 1, |y| = 2 et |x| = 0. Supposons d’abord que le graphe de
non-injectivité &(u) est connexe. Le théoréme de factorisation de Lazzarini nous permet
de factoriser u via un revétement holomorphe de degré 2 et d’obtenir ainsi un disque

simple v. Puisque u(—1) # u(1), il existe q,q" € 0D tel que v(q) = u(—1) et v(q’) =
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u(+1). On peut alors reparamétriser v de tel sorte que v € M(x,y,B,J,L) avec u(B) = 2.
Mais puisque 2 est I'indice de Maslov minimal, M(x,y, B, ], L) contient uniquement des
courbes simples. Il est donc vide puisque p(B) —4 = -2

Supposons ensuite que D — &(u) n’est pas connexe. Puisque u(A) = 4, le nombre
de composantes connexes est 2. Notons Dj, aveci = 1,2, les composantes connexes de
D — &(u). La formule de décomposition fournit [u] = [v{] + [v2] avec p([vi] = pn([val) = 2.

On distingue alors les sous-cas suivants :

e —1,41 € Dy :Notons A = [vi] et Ay = [v,]. Puisque —1,1 € Dy, on peut supposer que
v € M(x,y,Aq,L,J). Etant donné que n(A1) = 2 est d'indice de Maslov minimal,
M(x,y,A1,L,]) est constitué de courbes simples. La formule de dimension de cet
espace fournit une fois de plus une contradiction. Voir dessin

+1

FIG.53-Cas —1,4+1 € Dy adroiteet —1 € Dy et +1 € D; a gauche.

e —1 € Djet+1 € D;:Supposons d’abord que vy et v, ne soit pas absolument distincts.
On peut alors supposer que vi(D) C v2(D) et vi(0D) C v,(9D). Par conséquent il
existe p € 9D tel que v2(p) = vi(—1). En reparamétrant v, on obtient un élément de
M*(x,y,A2;]) de dimension |x| — [y| + u(A2) — 1 < x| — [y| + u(A) — 2 < 0. Par
conséquent on obtient une contradiction. On peut donc supposer que v; et v, sont
absolument distincts.

Il existe des arcs y; € 0D et y, € 0D tels que uq(y1) = uz(y2). Ces arcs corres-
pondent a I’arc séparant le disque initial [u] en deux.
De cette maniére on obtient une famille & un parametre d’éléments de

M(x,y,A1;A2,]). Or M(x,y,A1;A2,]) est constitué de courbes simples, puisque
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(A1) = u(A2) = 2 = N, et absolument distinctes par hypothese. Sa dimension est
comme on l'a vu
x| =yl + (A1 +Az2) —2=0.

Ce qui constitue une contradiction.

cas (b) : Encore une fois il existe donc deux classes A = [u], B = [] telles que
w(A) = u(B) = 2. Supposons d’abord que v et w ne soit pas absolument distincts. Sans
perte de généralité on peut donc supposer que u(D) C v(D). Supposons d’abord que
u(—1) € v(oD). Il s’ensuit alors que u € M(x,y, A, L,J) qui est soit une variété, soit vide.
Sa dimension étant négative elle est vide.

On peut donc supposer que u(—1) € v(intD). Pour tout A € 7p(M, L) tel que pu(A) = 2.

On considere l'application d’évaluation suivante :
eva : (M(A,]) x intD)/Stab; — M x L.

Il existe un ensemble générique de structures persque complexes Jreq C N (Jo; K) tel que
pour tout x,y € Crit(f) 'espace ev;\1 (WH(x) N W5(y)) est une variété de dimension |x| —
ly|+2—n. Puisque u(—1) € v(intD, il existe z € intD tel que u(—1) = v(z). Par conséquent
v E ev;\; (WH(x) N W*5(y)). Mais :

IX| =y +2—n<2—p(A) < -2,

d’ou1 I'on tire la contradiction.



Chapitre 6

Le complexe des perles.

Le chapitre précédent nous a permis de préparer le terrain en vue de la construc-
tion du complexe des perles pour des lagrangiennes presque monotones. Nous pouvons
maintenant répéter avec plus de détails la construction esquissée au chapitre 3 dans le cas

monotone.

L’anneau de coefficients.

Les anneaux de coefficients que nous allons considérer sont un peu plus généraux que
celui introduit dans le cas monotone. On note Ay = Z;[m2(M, L)]. Ici L est une lagran-
gienne quelconque. Un élément de A est de la forme 5 , nae”*(la somme est finie). On
introduit aussi ’anneau de Novikov suivant :

Aw=1{ D> mag®Mt*Mvc e R #na # 0lw(A) < c} < ool
Aem (M,L)

Bien stir on introduit un degré pour les éléments de A et A, défini de la maniere sui-
vante : si A € 1p(M, L) vérifie u(A) = kNy, deg(e?) = kdeg(t) = —kN|.

Comme on l'a déja fait remarquer, étant donné que les cibles des morphismes E, et p
sont abéliennes, on peut remplacer 71>(M, L) par HZD(M, L) dans la définition de Ap, resp.
Aw.

63
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6.1 L'opérateur de bord.

Au vu du théoréme (5.1.1) on peut maintenant définir :

d: Ck(f) g, ]) — Ck—] (f) g, ])

X — dx = Z ny(A)qeAiA)y (6.1)
yAlw(A)<K
ou:
M(x,y, A, si|x| — |yl + n(A) =1
ws(a)  {EMEVATL s =l wl)
0 autrement
A = (Aq,...,Ax) € m(M, L)k Nous allons maintenant prouver que sous certaines hy-

potheses, cet opérateur vérifie d o & = 0 et par conséquent le complexe des perles définit
une homologie. Mais avant, nous avons besoin d’explicter la relation qui lie I'aire sym-
plectique des disques a leur indice de Maslov.

Remarque 6.1. Remarquons que le théoreme de compacité de Gromov (3.8.1) nous assure que la
somme apparaissant dans (6.1) est finie.

L'identité 506 =0

Fixons un plongement lagrangien monotone g : L <— M ayant comme constante de
monotonie 1. On note par Ly I'image de «p. Soit « : L < M une sous-variété lagrangienne
presque monotone, c’est-a-dire C'-proche de Ly. Puisqu’on se trouve dans un voisinage de
Weinstein on peut considérer que ¢ est la section nulle Ot-1 de T*L et que « est une
1-forme fermée C'-proche de la section nulle.

Rappelons que m(M, Ly) est isomorphe a 72(M, Ly ). En effet, 'espace des plonge-
ments lagrangiens étant localement connexe par arc on peut construire un isomorphisme
explicite de la maniére suivante :

Joignons & et « par une isotopie lagrangienne s : L — M, s € [0, 1] ou les o sont
des 1-formes fermées C'-proches de «y'. Cette derniére induit une isotopie Vs a support
compact telle que Ps(xo(q)) = xs(q), pour tout q € L. Notons D le disque de rayon 1+ s.
Si (p,0) = z sont les coordonnées polaires du plan, notons y(0) :=u(1,0) et considérons;

o (2) = u(z) pour p <1 62)

Yo(0) ==V 1(v(0) pourl <p<T+s

'Etant donné qu’on travaille dans le voisinage de Weinstein, oo représente la section nulle de T*L.
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L'appication @ : (M, Ly) — m(M,Ly,) @ [u] — [ug] est un isomorphisme pour
tout s. En effet, on vérifie aisément que 1 réleve n'importe quelle homotopie de disques
a bord dans Ly en une homotopie de disques a bord dans L, .

Comparons : Ey 1, (P«(A)) avec Eyp,(A). Posons Ay, = Dy(A). Si u est un
représentant de A,

EwlgAa)zj

uhw :J uw —|—J Y 'w (6.3)
D, D C

ot C = [0, 11xS". Si A désigne la forme Liouville, le dernier terme de I'équation précédente
devient :

—vahz—j(wmvxz—J YA
C oC St x{1}

:—J "y’-foc:—J ox=—xo00(Ay)
st dA«

En conclusion, on obtient

Ew L (Ao) =MH(Ag) — x(0A ), (6.4)
pour toute 1-forme fermée o C'-proche de wo.

Remarque 6.2. Dans la suite on notera par w = Ey, 1. Il n"y aura pas de confusion possible car
on ne considérera qu’une lagrangienne presque monotone a la fois et E, 1, = nu. On notera donc
toujours i au lieu de Eg, 1,

Proposition 6.1.1. Soit Ly une sous-variété lagrangienne monotone. Pour tout K > 0, pour tout
e > 0 et pour tout Jo € J(M, w), il existe un voisinage N'(Lo; K, €) de Lo ainsi qu’un voisinage
N(Jo; K, €) de Jo, tels que pour tout L € N(Lo; K, €), si Jreg(L) C N(Jo;K; €) est I'ensemble
générique pour lequel I'opérateur de Cauchy-Riemann linéarisé est surjectif en toute courbe simple,
alors pour tout ] € Jreg(L) et pour tout A € m(M, L) vérifiant :

-0<w(A) <Ket,
- M*(A,L) #0,
ona:

Mu(A) — w(A)] = [x(0A)] < e.

Démonstration. Supposons qu'il existe K > 0, € > O et Jo € J(M, w), tel que pour tous
voisinages V(L) de Lo et N(Jo) de Jo, il existe L C N, ] € Jreg(L) C N (Jo), A € ma(M, L)
tel que 0 < w(A) < K, M*(A,L) # 0 avec |x(0A)| > €. On trouve alors une suite {«; :
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L — (M, wlien- convergeant vers Lo = (L), une suite {Ji}ien+ convergeant vers Jo et
une suite {u; : (D,0D) — (M, L;) : 0j,ui = 0,0 < w([ui]) < Klien+ avec |ai(d[wil)| > €
pour tout i € N*. On peut alors extraire une sous-suite toujours notée u; convergeant vers
une courbe stable u. Cette derniére vérifie |xo(0u)| = 0 car o est la section nulle, ce qui
constitue une contradiction. O

On peut maintenant montrer :

Proposition 6.1.2. Soit L un sous-variété lagrangienne. Soit (f, g) un couple Morse-Smale. II
existe un ensemble de seconde catégorie de Baire Jreq C J (M, w) tel que : pour tout x,y € Crit(f)
pour tout A € (M, L) et pour tout | € Jreg,

1. Si|x| — [y| + w(A) — 1 = 0alors, M*(x,y, A;]) est soit vide soit une union de points.

2. Si|x| —|y| + w(A) =1 = 1 alors, M*(x,y, A;]) est soit vide soit une variété ouverte de
dimension 1 possédant une compactification M*(x,y, A; ) vérifiant :

M= (x,y, A ]) = U M (%,2,B;]) x M*(z,4,G;]) (6.5)
zeCrit(f),B,C|
B+C=A
[x|—|z|+1(B)—1=0,
|2l —[y|+u(C)—1=0

Démonstration. Nous allons étudier la compactifiction de I'espace M*(x,y, A;f, g]). Soit
{Uylven C M(x,y,A;]) une suite de perles. On sait, par le théoreme de compacité de

Gromov (3.8.1), qu’il existe une sous-suite convergeant vers une courbe brisée. Enong¢ons

d’abord la liste des brisures possibles :

(B1) la sous-suite u, converge vers une courbe brisée constituée de deux trajectoires
perlées u et v la premiére joignant x a un point critique z et la deuxiéme joignant

zavy. Enoutre, u, v, x, z et y vérifient :

x| — |z + w([u]) =1 =0,
|z| — [y[ + w(lv]) — 1 =0,
[u] + [v] = A, ot A vérifie) ;A; =A.

On remarquera qu’il peut y avoir plusieurs de ces brisures et que leur nombre
dépend de la dimension de M*(x,y, A;]). En particulier si |x| — |[y| + p(A) =1 =1,
il ne peut y en avoir qu’une alors qu’il n’y en a aucune si |x| — [y| + n(A) — 1 =0.
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(B2) Un disque v bouillonne en un point différent de +1. L'occurence d’un tel bouillon-
nement n’est possible que si |x|—|y|+1(A)—1 > 1. Eneffet, si [x| — |[y|+n(A)—1 < 1,
un tel disque a nécessairement un indice de Maslov strictement supérieur a 2.
I suffit alors d’omettre le disque en question pour obtenir une trajectoire perlée
uec M(x,y,A’;f,g,]) avec u(A’) < u(A) — 1. Mais alors :

x| — y| + w(A) =1 < |x| - Jy| + w(A) -3 < 1.

Ce qui constitue une contradiction.

(B3) Une sphére bouillonne en un point intérieur du disque. Comme pour le point (B2)
ceci ne se produit jamais pour les espaces de dimensions 0 ou 1 car ce type de
bouillonnement est de codimension au moins 2.

(B4) Un disque bouillonne au point T ou —1.

(B5) La situation symétrique de la précédente, deux disques en relation d’incidence se
recollent, c.-a-d. que la longueur d"une des trajectoires du gradient définissant une
relation d’incidence tend vers 0.

Les points (B4) et (B5) peuvent étre interprétés de deux manieres équivalentes. Soit on les
considere comme des points intérieurs en autorisant les trajectoires du gradient de lon-
gueur nulle dans la définition de M(x,y, A;f, g, ]). Soit on les considere comme des trajec-
toires du bord de M(x,y, A; f, g,]). Dans ce dernier cas on peut cependant les négliger du
décompte puisque qu’ils apparaissent par paire et fournissent par conséquent une contri-
bution nulle lors du décompte modulo 2. C’est pourquoi nous omettons ces phénomenes
de la formule (6.5).

O

Théoréme 6.1.1 (52 = 0). Soit Ly — (M, w) une variété lagrangienne monotone de constante
de monotonie 1 > 0. Pour tout Jo € J (M, w); pour tout € et pour tout K > n(n + 2) + 2e¢, il
existe un voisinage W(Jo; K, €) C N (Jo;K) de Jo et un voisinage W (Lo; Jo, K, €) C N (Lo; Jo, K)
de L tel que? :

do06=0. (6.6)

Démonstration. 11 suffit de vérifier (6.6) sur les générateurs du complexe :

5o 6 Z Z )qw(AJrB)t}l(AJrB)Z.

v,A B
()< ()

i N (Jo; K) et N'(Lo; Jo, K) sont les voisinages apparaissant dans le théoreme (5.1.1).
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Nous allons interpréter les coefficients n{j(A)ng

(B) comme le compte (modulo 2) des
éléments du bord de I'espace de modules M(x,z, A + B, L;]) de dimension 1. Il faut s’as-

surer que :

e brisure:

lorsqu’un élément de M(x, z, C,L;]) se brise, les éléments constitutifs de la courbe
brisée ont une aire inférieure a K,

¢ recollement : lorsque deux éléments appartenant a des espaces M(x,y,A,L;]) et
M(y,z,B,L;]) de dimension 0 se recollent, I'aire symplectique de I'élément ainsi
obtenu est encore d’aire symplectique inférieure a K.

Le premier point est trivial puisque les courbes pseudo-holomorphes non-constantes
sont toujours d’énergie positive. Le deuxiéme point 1’est moins. Il est facile de voir que
l'indice de Maslov des courbes apparaissant dans la formule 8% = 0 est borné par n + 2.
En effet en écrivant la formule de dimension pour ces espaceson a : |x| — [y| + H(A) = 2,
par conséquent n(A) = |y|—|x|4+2 <n+ 2.

Par conséquent le nombre de disques pseudo-holomorphes apparaissant dans une tra-
jectoire perlée est bornée par “N—*LZ Cette borne ne dépend aucunement de L C N (Lo; Jo, K).
On peut alors considérer les voisinages W(Lo; Jo, K, €) = N(Lo; Jo, K, €’) N N (Lo; Jo, K) et
W(lo; K, €) = N(Jo; K, €') N N (Jo; K) ot M (Lo; Jo, K, €') et N(Jo; K, €’) sont les voisinages
apparaissant dans la proposition (6.1.1) avec €’ = eNy/(n + 2). Il s’ensuit que pour tout
L € W(Ly; Jo, K, €), pour tout ] € Jreg(L) C W(Jo; K, €) et pour tout u € M(x,y,A,]J) avec
x| — [y + w(A)—T<lona:

|w(A) —np(A)|< e.

Soit u € M(x,u,A,L;]) et v € M(y,z,B,L;]). Supposons que ces deux courbes se
recollent en un élément w € M(x,z,C,[;])avecC=A+B.Ona:

w([w]) =w([u]) + w(lv])
=nu(ful) — x(0[u]) +nu(lv]) — «(dlv]) <n(n +2) +2e <K.

Les nombres ng(A)nE(B) comptent donc bien des éléments du bord des espaces de

modules M(x,z, C,L;]). O

Au vue du résultat précédent, I'homologie de C.(L’,f, g,], K, €) qu'on note momen-
tanément QH,(L’;f, g, ], K, €) est bien définie.
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Invariance.

L’homologie QH.(L;f, g,], K, €) dépend a priori des choix suivants :
- un couple Morse-Smale (f, g),
- une structure presque complexe ] € W
- des constantes K et €.

On va montrer qu’en réalité QH.(L;f, g, ], K, €) ne dépend que des constantes K et € et de
Jo. C’est pourquoi dorénavant nous noterons I’'homologie du complexe des perles associée
a une lagrangienne QH.(L;Jo, K, €) ou méme QH(L).

Remarque 6.3. Nous verrons plus loin que dans beaucoup de cas intéressants QH(L; Jo, K, €) =0
pour tout Jo € J (M, w).

Etant donné que l'opérateur du complexe des perles est une déformation de celui ap-
paraissant en théorie de Morse classique, il parait naturel de généraliser les constructions
de la théorie de Morse a notre situation. De fait, toutes les preuves concernant l'invariance
sont des adaptations des preuves d’invariance en théorie de Morse.

Soit Ty = (fo, 9o, Jo) et T1 = (1, g1,J1) deux triples génériques. Il y a deux étapes dans
la preuve de I'invariance. Premierement, on montre qu’a partir d"une homotopie réguliére

bien choisie H(F, G,]) joignant T a T; on peut construire un morphisme
Oy Cu(L, 7o K) — Ci(L, 735 K)

induisant un isomorphisme en homologie. On montre ensuite que cet isomorphisme ne

dépend pas du choix de I'homotopie réguliere H.

Morphisme de comparaison : @y :

A l'instar de ce qui se fait en théorie de Morse classique, nous utilisons un cobordisme
de Morse. La différence entre le morphisme de comparaison que nous construisons ici et
celui rencontré en théorie de Morse est le type d’objet que I'on compte : des trajectoires
perlées dans notre situation ; des trajectoires du gradient en théorie de Morse classique.
Rappelons d’abord quelques définitions provenant de la théorie de Morse classique.

Définition 6.4. Soit (fo,go) et (f1,91) des couples Morse-Smale sur L. Un cobordisme de
Morse consiste en la donnée d'une fonction F: L x [0, 1] — R et d'une métrique riemannienne G
sur L x [0, 1] ayant les propriétés suivantes :
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1. fo+c = Flixqop 1 = Flixqy (on choisit c de telle sorte que fo + ¢ > f1),
2. 0xF < 0 avec égalité ssiA = 0,1,

3. Le couple (F, G) est Morse-Smale,

4. Crity(F) = Crity(fo) U Critx_q1(fq).

L’existence d'un tel cobordisme est assurée par la construction suivante : on peut, sans
perte de généralité, supposer que fo > ;. Définissons la fonction F: L — [0,1] — R par:

FOx,A) = (Ao + (1 — @(A))fy

ot la fonction réelle @ vérifie :

- @(0)=Tetp(1) =0,
- d%\(p(?\) < Opour A € (0,1) et 0 autrement,

- 29(0) < 0et £(1) > 0.

On choisit ensuite une métrique G qui étend g1 et go de telle sorte que (F, G) soit
Morse-Smale. On peut par exemple choisir une petite perturbation de la métrique G =
(T —A)go +Ag1 + dA ® dA. Bien stir la perturbation est choisie de telle sorte que le couple
(F, G) soit Morse-Smale.

On note JA(M, w) 'espace des homotopies J de structures presque complexes compa-
tibles avec w. On définit alors 'espace Px(xo, Y1, A, H) dont les éléments sont des couples
Au) ot A = (A1,...,A) € [0,1]%etu = (uy,...,ux) avec u; : (D,0D) — (M, L) x {A{}
sont des courbes J»,-holomorphes* ayant les propriétés suivantes :

* [ul=A,

o ui(—1) € WH(xo) et ur(+1) € W*5(x1), avec xg € Crit(fy) et x; € Crit(fq);

¢ il existe t; € (0,00) tel que (1)fi (wi(1) = uiq(—1), ot ¢ est le flot du gradient de F.
Le quotient de 7Px(xo,x1,A,H) par son groupe de reparamétrisation est noté

Mi(x0,%1,A,H). On note :

M?\(XO)X])A)H) = U P?\(XO)X1)A)H)'

A=(A1,. Al
Z Ai=A€em (ML)

Sune telle fonction est donnée par exemple par @ (A) = 1z(cos(ﬂ?\) +1).
*Ici on a posé Ja, = J(Ai, ).
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Les espaces P; (xo, x1, A, H), etc... désigne le sous-espace des éléments simples et absolu-
ment distincts de Px(xo, x1, A, H), etc... Enfin si N'(Jo) € J(M, w) est un voisinage de Jo,
on note My(Jo) ={J € /a(M, w) : Jx € N(Jo) VA € [0, 1]}. On un résultat de transversalité
similaire au théoreme (5.1.1) pour les espaces M (xo, x1, A, H), on montre que :

Proposition 6.1.3. Pour tout K et pour tout Jo € J(M, w), il existe un voisinage N'(Lo; Jo, K)
de Lo et un voisinage N (Jo;K) de Jo tels que pour tout L € N (Lo; Jo, K) il existe un ensemble
générique jreg C NalJo; K) tel que pour tout J € ﬁreg, pour tout xo € Crit(fp) x {0} pour tout
y1 € Crit(fy) x {1} et pour tout A tel que 0 < w(A) < K, I'espace M3 (xo,x1,A,H) constitué
des éléments simples et absolument distincts de M (xo, x1, A, H) posséde une structure de variété
différentiable de dimension |xo|, — [x1|f, + K(A). En outre si dim M3 (xo,x1, A, H) < 1alors :

M?\(XO) X1, A) H) = M;(XO) X1, A) H)

Démonstration. Nous ne faisons pas la preuve en détail puisque cette dernieére ressemble
tres fort a la preuve du théoreme (5.1.1).

dimL >3: Une fois de plus on ne montre que la derniere assertion. Pour la simplicité
des disques I'argument est exactement le méme que dans la preuve du théoréme (5.1.1).
Pour montrer que les éléments sont absoluments distincts, il suffit de remarquer que soit
I'image des disques est dans une des tranches M x{0} ou M x{1}, auquel cas on applique les
mémes arguments que dans le théoréme (5.1.1), soit leur image appartient a une tranche
M x {A} A # 0,1. Dans ce cas le disque est seul dans sa tranche (car le flot du gradient
"descend” de L x {0} vers L x {1}).

dimL <2: La preuve est immédiate en combinant les arguments du cas dimL > 3 et
ceux de la preuve du théoreme (5.1.1). O

Remarquons, comme précédemment, que M3 (xo,x1, A, H) admet une compactifica-
tion et qu’en dimension zéro il est déja compact. On peut alors définir :

(DH : C*(L,%) — C*(L»,Z-])

Xo — Z (A, H)q@PBIRA)y, (6.7)
x1,A|w(A)<K

Mi(xo,x1,A,H)  si|xo| —|x1|+ 1(A) =0
(A, H) = 2 Ma(xo0, %1 ) Ixo| — [x1] + 1(A) 6.9)
0 autrement
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Remarque 6.5. Attirons I'attention du lecteur sur le fait que les indices de Morse apparaissant
dans la formule de dimension de M3 (xo,x1, A, H) sont pris par rapport aux fonctions fq et f1 et
non par rapport a F. Par la suite nous n'indiquerons plus par rapport i quelle fonction l'indice de
Morse est pris.

Proposition 6.1.4. (Comparaison) Sous les mémes hypotheses que celles du théoreme (6.1.1),
il existe un voisinage W(Jo; K, €) de Jo et un voisinage WW(Lo; JoK, €) de Lo tels que pour tout
L € W(Lo; JoK, €), 'application @4 est un morphisme de chaines, c.-a-d.

50Dy + Dyod=0. (6.9)

Démonstration. Une fois encore nous devons étudier la compactification d’espace des mo-
dules pour intépréter les termes apparaissant dans le développement de I'expression (6.9).
Explicitons d’abord 6 o @4, :

5o Dy(xo) =Y > m¥(A,H (B)eM Py, (6.10)
x1,Ay1,B
avec |xo| — [x1| + H(A) = 0et |x1| — |y1| + n(B) — 1 = 0. Ensuite :
Dy 08(x0) = Y Y P (A, ) (B, H)e M Py, (6.11)
Yo,Ay1,B
avec [xol — [yo| + n(A) = 0et [yo| — [yi| + u(B) =1 =0.

Nous allons montrer que si w(A) < Ketsi [xo| — [x1|+1(A) =1, alors :

aM}\(XO)X])A)H) = U MA(XO,UMA,H) X M(XI)UI,A)

A,BJA+B=C
X1,Y1

U U M(XO)UO)A) X M?\(UO)U])A)H)

A,BJA+B=C
Yo, Y1

Comme précédemment on procede en deux étapes. La premiére consiste a décrire les
éléments limites possibles de M (xo,x1,A,H) (compacité). Ensuite il faut montrer que
tout élément limite est atteint(recollement).

Compacité : Il faut tenir compte de trois phénomenes :
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- Bouillonnement de codimension 2 : a la limite, un disque Jy-holomorphe bouillonne en
un point n’étant relié par aucune relation d’incidence. Supposons qu'un tel disque
apparaisse. En I’'omettant, on obtient un élément d'un espace M (xo,x1,A’, H) avec
w(A —A’) < K. Par conséquent pu(A’) < p(A) — 2 et dim M(xp,x1,A',H) < —1,
d’ot1 'on tire la contradiction. Une sphere peut bouillonner en un point intérieur.
Ce phénomene étant de codimension 2, on arrive, par un raisonnement similaire au

précédent, a une contradiction.

- Bouillonement de codimension 1 : Un disque pseudo-holomorphe bouillonne en un point
définissant une relation d’incidence. On a déja traité ces cas qui donnent des points

intérieurs.

- Trajectoire brisée : C'est le phénomene le plus important. Une trajectoire du gradient de
F ne peut se briser pour des A # 0,1 car il n'y a aucun point critique ailleurs. Soit
la trajectoire se brise en A = 0, soit elle se brise en A = 1. Si on arrive a prouver le
recollement ; ce sont ces phénomenes qui fournissent la relation (6.9)

recollement: Pour le recollement il faut vérifier qu'un élément w € Mx(xo,y1,A+B, H)
obtenu par recollement de deux trajectoires perlées u € M(xo,yo,A), avec |xo| — [yo| +
wA)—1=0et w(A) < K, et v e Mx(yo,y1,B,H), avec |yo| — [y1] + u(A) +1 =0 et
w(B) < K, vérifie : w([w]) < K. Choisissons les voisinages YW (Lo; Jo, K, €) et W(J; K, €) du
théoreme (6.1.1). Dans ces voisinages on a : w([w]) = w([u]) + w([v]) =nu(A) — «(0A) +
Nu(B) — «(0B) <n(n+1) + 2¢. Or on a choisi K > n(n + 2) + 2e. O

Canonicité du morphisme de comparaison.

Il reste & prouver que @4 induit un isomorphisme en homologie et qu’il ne dépend ni
de 'homotopie réguliere de structures presque complexes compatibles ni du cobordisme
de Morse. Nous prouvons d’abord la canonicité de ®7,°.

Soient Hy = (Fo, G, J«) €t Hp = (Fpg, Gp,Jp) deux triples admissibles. Nous allons
montrer que le morphisme @, = @y, est chaine-homotope a @3 = Dy, i.e. il existe un
morphisme (g« : Ci(fo,90,J0) = Cuyi1(f1,91,J1) tel que :

Oy +DPpg =000yt Cpau©0d (6.12)

5Bien sir, ® dépend de Jo, mais pas du ] € W(Jo)
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Nous allons construire I’homotopie de chaine { = (gq. Cette derniére est construite de
maniere parfaitement similaire au morphisme de comparaison @ excepté qu’il y a un
parameétre additionnel.

Supposons, sans perte de généralité, que fo > f;. Nous considérons une fonction F :
L x [0,1] x [0,1] — R, une métrique G € Met(L x [0,1] x [0,1] et une famille a deux
parametres de structures presque complexes compatibles J ayant les propriétés suivantes :

e F(q,0,7) respectivement F(q, 1, T) sont des homotopies triviales pour f, respectivement
f1.

* F(q,A,0) = Falg,A) + ¢, F(q,A\, 1) = Fg(q,A) avec ¢ € R. La constante c est déterminée
en fonction des constantes choisies dans la construction des homotopies triviales
respectives de fy et f1. On peut choisir ces constantes comme étant égales a une
constante c.

e Crity(F) = Critx_2(fo) x {(0,0)} U Crity, (fo) x {(1,0)} U Crity, (f1) x {(0,1)} U
Criti2(f1){(1,1)}

* (F,G) est Morse-Smale et Gl (0)x0.1] = G €t Glix11x[01] = Gp
* J(a,A,0) =J«lq,A) et](a,A, 1) =Jp(a,A).
A partir de ces données on définit des espaces de modules similaires a ceux apparais-
sant dans la construction des morphismes de comparaisons mais avec un parametre de
plus. Plus précisément, pour tout xo € Crity(f) x {0,0}, y1 € Critiq(fy) x {(1,1)} et
A= (Aq,...,Ay) € (m2(M, 1)K, on définit Ppalx0,Y1,A) comme étant I'espace des triples
(A,t,u) avec (A, T € [0,1] x [0,1] etu = (uy,...,ux) avec u; : (D,0D) € (M, L) ayant les
propriétés suivantes :
(1) u= (U],... ,Uk) et [u] = A/

(ii) pour chaque u; il existe (A, Ti) tel que u; est Jj, «,-holomorphes.

(iii) uqi(—1) € Wixo)

(iv) il existe t; € (0, 00) tel que (D]t_ti (ui (1)) =uiq(—1). O ®F est le flot du gradient de F.
Comme précédemment, on note Mpq(x0,y1,A) le quotient de Pgu(xo,y1,A) par son
groupe de reparamétrisation. On pose

Mpalxo,y1,A) = U Mapulxo0,y1,A).
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Finalement on décore nos M et nos P d’une étoile pour signifier qu’on se restreint
aux chaines de disques simples et absoluments distincts. On note J (M, w) I'ensemble
des familles a deux parametres (A, T) de structures presque complexes compatibles. Si
N (Jo) est un voisinage de Jo € J(M, w), on note Ny~(Jo) = {J € Ia(M,w) : Jax €
N(Jo) V(A, 1) € T2,

Proposition 6.1.5. Pour tout Jo € J(M, w), pour tout € et pour tout K > n(n + 2) 4 2e il
existe un voisinage W(Jo; K, €) de Jo, W(Lo; Jo, K, €) de Lo et un ensemble générique de familles
a deux parametres de s.p.c.c jreg( ) € Wh~(Jo; K, €) tels que pour tout J € j‘reg ), pour tout
xo € Crit(fo) x {(0,0)}, pour tout yy € Crit(fq) x {(1,1)} et pour tout A € 7a(M, L) tel que
0 < w(A) <K, l'espace M7 (x0,Y1,A) est une variété différentiable de dimension

Ixolfo — Y1l + 1(A) +1.
De plus si |xolf, — [u1]f, + 1(A) < 0. Alors
Maa(x0,Y1,A) = Mpalxo,y1,A).
Enfin si [xo|f, — [y1l, + 1(A) +1 =0, Mpalxo,y1,A) est compact.

Démonstration. Hormis un parametre de plus, il n’y a absolument aucune différence avec
la preuve de la proposition (6.1.4). O

Nous posons alors :

Epalxo) Z ne (A, Bale Ay (6.13)
YA
w(A)<K

nX(A, Ba) = ﬁzMBOC("O)Ul,A) si|x| — |yl +wA)+1=0
y 4 =

autrement

Proposition 6.1.6. (Canonicité) Sous les mémes hypothéses que celle du théoreme (6.1.1),
il existe un voisinage W(Lo;Jo,K, €) et un voisinage W(Jo; K, €) tel que pour tout L €
W(Lo; Jo, K, €) et pour tout J € jreg C Wh<lJo; K, €); le morphisme @3¢ : QH(L, 7p; K) —
QH(L, 73; K) est canonique (ne dépend pas de H).
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Démonstration. Nous prouvons d’abord que pour un triple trivial Ho, @, est I'identité.
Par trivial nous voulons dire que le ] = Jo est une homotopie constante, G = go + dA ®
dA et F(A,x) = fo(x) + @(A) ot @(A) = 5(cos(mA) + 1) avec ¢ une constante positive
arbitraire. La fonction F ainsi définie vérifie avec G les propriétés d’un cobordisme de
Morse. Ensuite, puisque ] ne dépend pas de A et qu’il est régulier pour chaque tranche,
les seules courbes J-holomorphes apparaissant dans la définition de @4, sont les courbes
constantes. En effet, ] ne dépendant pas de A et étant régulier, toute courbe non-triviale
apparait nécessairement dans une famille & au moins un parametre (qui est le parametre
A). On est donc réduit au cas du cobordisme de Morse trivial ot seules les trajectoires du
gradient de F se projetant sur un point critique contribuent. On a donc bien I'identité.

Preuve de l'identité (6.12) : Encore une fois nous étudions la compactification des es-
paces de modules de dimension 1. L’analyse étant parfaitement similaire a celle produite
pour le morphisme de comparaison, nous nous contentons de la décrire briévement :

- Bouillonnement de codimension 2 : Comme précédemment, il n'intervient pas dans la com-
pactification.

Bouillonnement de codimension 1 : Hormis un parametre en plus rien ne change ici non
plus. Le bouillonnement d’un disque holomorphe en un point définissant une re-
lation d’incidence est le symétrique du collapse de deux disques l'un sur l'autre
lorsqu’une trajectoire du gradient tend vers un point.

- Trajectoire brisée : C'est ce phénomene qui donne la relation (6.12). Etant donné que
Crity(F) = Critx_2(fo) x {(0,0)} U Crity, (fo) x {(1,0)} U Crity, (f;) x {(0,1)} U
Crity_2(f1){(1, 1)}, les configurations brisées sont les suivantes :

1. une brisure en un point critique se trouvant dans L x {(0,0)}, respectivement
L x {(1,1)}, qui donne la contribution ¢ o §, respectivement 4 o ¢, dans (6.12);

2. une brisure en un point critique se trouvant dansL x {(0, 1)}, respectivement
L x{(1,0)}, qui donne la contribution @, respectivement @, dans (6.12).

Concernant I'étape de recollement, I’argument est exactement le méme que dans la preuve
de la proposition 6.1.4.

Concaténation : La concaténation de deux homotopies d’homotopies permet de prou-
ver que (pg © (o €t (g sont homotopes. Il en est bien stir de méme pour (y« et I'iden-
tité. O
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6.2 Produit quantique.

Dans cette section, nous montrons que QH(L) peut étre munie d'une structure d’an-
neau non-commutatif, dont le produit est une déformation du produit d’intersection clas-
sique. Rappelons que le produit d'intersection classique est obtenu a partir du comptage
de configurations de trajectoires de Morse ayant deux entrées et une sortie. Dans notre si-
tuation il parait donc naturel de construire un produit en comptant des configurations de
trajectoires perlées ayant deux entrées et une sortie. On choisit trois fonctions de Morse
f,f',f' : L — R ainsi qu'une métrique g € Met(L). On fixe aussi une s.p.c.c. ] dans un
ensemble générique Jreq a déterminer ultérieurement. On définit le produit quantique :
Soit x € Crit(f), y € Crit(f’) et z € Crit(f"). On considere les tuples (u, v, w,u) ayant les
propriétés suivantes :

1. u: (D,9D) — (M, L) est un disque J-holomorphe.

2.u = (uy,...,uyx), respectivement v.= (vi,...,v), est un tuple de disques J-

holomorphes a bord dans L dont les composantes vérifient les propriétés d’inci-

dences suivantes :

- ug(—1) € W*(x), respectivement vi(—1) € W*(y).

- Pourie{l,...,k—1},resp.je{l,...,1—1}, il existe t; € (0,00), resp. t; € (0, 00),
tel que & (wi(+1)) = uiyr(=1), resp. & (vi(+1)) = vj1(—T1)

- Enfin il existe ti € (0, 00), resp. t; € (0, 00), tel que c[){kuk(—H) = v(e 2mM/3), resp.
dLvi(+1) = v(e?™/3).
3. w = (wq,...,Wn) estun tuple de disques J-holomorphes a bord dans L vérifiant les
propriétés d’incidences suivantes :
Il existe t; € (—o0,0) tel que (1){11 (wi(=1)) =v(1),
Pour touti e {1,...,m — 1}, il existe t; € (0, c0) tel que d)fl (wi(1)) = wip(—1).

wm(1) € WS(z)

4.3 w4+ 3 Wil + 3 i+ ul =A € ma(M,L).
Le disque u (celui ayant trois points marqués) est appelé le coeur de la trajectoire.
Soit § = {f,f’,f"}. On note P(x,y,z,A,L;F,g,]), respectivement M(x,y,z,A,L;§,g,]),
I'espace de ces configurations perlées, respectivement le quotient de P par son
groupe de reparamétrisation. On notera parfois simplement M(x,y,z,A,L;]) au lieu de
M(x,vy,z,A,L;§, g,]) pour ne pas alourdir les notations.

On a le résultat suivant :
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—Vf

i

—Vf" —V"
z
~Vf’ E < > i

—Vi’

FIG. 6.1 — Elément de P(x,y, z; f, f', ', g, ]).

Proposition 6.2.1. Soit Ly une variété lagrangienne monotone. Pour tout K > 0 et pour tout Jo,
il existe un voisinage N (Lo; Jo, K) et un voisinage N'(Jo; K), tel que pour tout L € N'(Le;Jo, K)
il existe un ensemble générique de s.p.c.c. Jreq C N (Jo;K), tels que : Pour tout A € (M, L)
vérifiant 0 < w(A) < K, l'espace M*(x,y,z, A, L;]) est une variété lisse de dimension :

dim M*(x,y,z,A,L;]) = |x| + [y| — |z| + p(A) —n (6.14)
De plus si |x| + |y| — |z| + w(A) —n < T1alors :
M*(x,vu,z, A, L;]) = M(x,y,z,A,L]J).
Enfin, en dimension 0, M(x,y, z, A, L;]) est compacte et consiste en une collection finie de points.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est identique a la preuve du théoreme (5.1.1).
La seule différence concerne 1'utilisation du lemme (5.1.2) qui doit étre remplacé par le
lemme (5.1.3). O

On définit :
Définition 6.6. [Produit quantique] Soit (5, g,]) comme précédemment. Pour tout K > 0 on
définit :

* 1 Ck(vav g, I) & CI(L;f,» g, I) — Ck+[,n(l_; f"» g, I)

(x,y) — x*y = Z nIY(A)qeAIERA)L (6.15)

Z)A"
w(A)<K
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M(x,y,z,A, L) si dim M(x,y,z,A,L) =0
e 4 MO ) (x,y ) 616
0 autrement

Théoreme 6.2.1. Ce produit vérifie les propriétés suivantes :

1. Morphisme de chaine et invariance : Pour tout Jo, pour tout € > 0 et pour tout
K > n(2n + 1) + 2¢, il existe un voisinage YW (Lo; Jo, K, €) de Lo et W(Jo; K, €) tel que
le produit défini en (6.15) et (6.16) est une application de chaine, c-a-d. qu’il satisfait la regle
de Leibniz :

d(axb)="58(a)*xb+ axd(b). (6.17)

Par conséquent elle induit une opération en homologie appelée produit quantique.

2. Invariance : Ne dépend pas du choix générique de (f,f',f') et de ] € Jreg(L) C
W(Jo; K, €).

3. Associativité : Pour tout e, et pour tout K > n(3n) + 2e, il existe un voisinage
W(Lo; Jo, K, €) et W(Jo; K, €) tel que * est associatif.

4. Neutre 1l existe un élément £ € QH(L, A) tel que pour tout a € QH(L,A) :axl ={xa =
a.

En résumé le produit quantique « munit QH(L, A) d'une structure de A-algebre associative avec
unité.

Formalisme combinatoire.

Comme on le constate, la description des espaces de modules devient de plus en plus
compliquée. C’est pourquoi nous allons introduire un formalisme combinatoire nous per-
mettant d"unifier en quelque sorte les descriptions de ces espaces de Modules. Nous al-
lons modéliser nos espaces de modules a partir d"un arbre. Les arbres intervenant dans la
définition sont des arbres planaires orientés dans R? x [0, 1]. Le lecteur est invité a consulte
la figure (6.2) ci-dessous.

Soit A = (Aq,...,A1)|AL € m(M, L), w(A;) > 0,Vi} une collection de classes d’ho-
motopie (ou d’homologie sphériques relatives) d’énergie positive. Soit § = {f1,...,fm}
une collection de fonctions de Morse. Nous définissons un arbre 7 labellisé par A, plus
simplement A-labellisé, et colorié par §, ou plus simplement §-colorié s’il vérifie les pro-

priétés suivantes :
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1 0

FIG. 6.2 — . Arbre labéllisé par A = (B,B’,B",B,C) et colorié par {fy, f2, f3} de symbole
(x1,%2,%3;y) avec un sommet de valence 4. Cet arbre apparait dans la définition des es-

paces de modules apparaissant dans 1’associativité.

1. Sommets:

()

(b)

(©)

Entrées-sortie : Les sommets de valence 1, appelés sommets extérieurs, se
trouvent sur les droites R x {i} avec i = 0, 1. Ceux se trouvant en R x {1} sont
appelés entrées et sont au plus au nombre de 3. Il n'y en a qu’un sur R x {0}
qui est appelé sortie. On a donc au plus trois entrées et une sortie. Elles sont
désignées par des lettres latines minuscules avec un exposant —, resp. + pour
la sortie. Donc par exemple s~ correspond a une entrée, tandis que s serait
une sortie.

Coloriage des sommets intérieurs : Les entrées, resp. la sortie, sont coloriées par
des points critiques d"une fonction de Morse f € §.

Valence des sommets intérieurs : Les sommets intérieurs ont une valence d’au
moins 2. De plus on demande qu’ils ne possedent qu’'une aréte sortante. On

note sint(7) 'ensemble des sommets intérieurs.

Labellisation des sommets intérieurs : A chaque sommet intérieur, est associé une
classe d’homologie A;. La classe d'un sommet s est note [s]. La classe de I'arbre
T est définie par ) ; Ay = ) .7I[s] et est notée A. On définit aussi I'indice de
Maslov de 7 par u(7) = u(A).

2. Arétes:
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(a) arétes orientées : les arétes sont des graphes de fonctions h: I C R — [0, 1] stric-
tement croissantes ou strictement décroissantes®. Leur orientation fait décroitre
I'ordonnée. On note a(7) I'ensemble des arétes et ajni(7 ) les arétes intérieurs
(non-adjacentes a une entrée ou sortie). Si a € a(7 ), onnote a”, respectivement
at le sommet d’ot part, respectivement ou arrive, I’aréte a (suivant l’orienta-
tion de 7).

(b) Coloriage des arétes : Les arétes sont, elles aussi, coloriées par des fonctions de
Morse de §. Une aréte incidente a une entrée ou a la sortie est colorié par la
fonction de Morse correspondant au point critique coloriant cette entrée ou la

sortie.

(c) Transversalité : Pour les sommets de valence 3 ou 4, les arétes entrantes ne
peuvent étre coloriées par la méme fonction de Morse; par contre, la fonction
de Morse coloriant I'aréte sortante peut étre la méme que 1'une des fonctions

coloriant une des arétes entrantes.

Nous avons aussi besoin d"une regle de sortie, pour notre coloriage, liant les fonctions
de Morse coloriant les arétes entrantes a celle coloriant 1’aréte sortante ainsi que d’une
propriété permettant de spécifier comment les trajectoires du gradient d"une fonction de
Morse coloriant une aréte vient s’accrocher au disque J-holomorphe représentant la classe
d’homologie labellisant le sommet correspondant.

N

3. reégle de sortie pour le coloriage : Une régle de sortie © associe a chaque tuple

(f1,...,fm) avec f; € § une fonction O(fy,...,f) € § de tel sorte que I'aréte sor-
tante de chaque sommet, dont les arétes entrantes sont coloriés par f1,..., fm, est
coloriée par O(fq,...,fm).

4. sélecteur de points marqués : Soit s un sommet de 7. Notons par aj,...,am les

arétes arrivant en s et e son aréte sortante. Un Sélecteur de points marqués & associe
a chaque sommet s une collection finie {q_(a1),...,q—(am), g+(e)} C 9D de points
distincts sur le bord du disque, en correspondance biunivoque avec les arétes de s
et ordonnée par le sens horlogé sur S' = 9D.

En résumé un arbre A-labellisé et F-colorié vérifiant en plus les propriétés (3.) et (4.)
est dit admissible pour la loi de sortie ® et muni du sélecteur de points marqués &. On
notera un tel arbre (7 (A, §);0, 6)

°Ici I est un intervalle fermé de R.
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Pour faire plus court on dira que (7 (A, §); ©, &) est arbre colorié avec points marqués.
Sixy,..., Xy, resp. y™, sont les points critiques labellisant les entrées, resp. la sortie, de
7, on définit le symbole de 7 par s(T) = (x;,...,%;, : y"). Finalement on dira que
deux arbres coloriés avec points marqués sont équivalent, s’ils sont isomorphes en tant
que graphe et si l'isomorphisme préserve le coloriage, la labellisation, 'admissibilité et la
régle de sélection des points marqués.

Espace de Modules associé a un arbre colorié avec points marqués :

Soit (7 (A,¥);0,8) un arbre colorié avec points marqués. Fixons une métrique rie-
mannienne g sur L. Pour tout f € § on note ¢! le flot du gradient associé a f et g, c-a-d.
que ¢ est le flot du champ de vecteurs —V4(f) vérifiant g(V 4f,Y) = df(Y) pour tout Y.

Définition 6.7 (Espaces de perles.). Soit (7(A,F);0,8) un arbre colorié avec points
marqués. Un espace de modules de perles, ou plus simplement espace de perles, modelé sur
(7(A,3);0,8) et noté P((7(A,5);9,]) est défini de la maniére suivante :

(P1) perles triviales : siil n'y a pas de sommets intérieurs, I’arbre ne posséde qu’une seule
aréte, alors P(7 (A,%);9,]) = P(x—,y*;f,g) ou P(x",y™;f,g) est 'espace des tra-
jectoires du gradient non-paramétrées joignant x~a y ™.

(P2) perles non-triviales : Si T possede des sommets intérieurs; on définit P(7 (A, §); g,])
comme étant le sous ensemble de

HSES(T)M([S]) L) ]))

soumis aux contraintes suivantes :

¢ Pour toute aréte interne a € a(7) il existe T > 0, appelé la longueur de a, tel que :
b5 (Ua, (g+(a) = wa (q-(a)),

* Pour toute aréte a correspondant a une entrée e lablellisée par un point critique
xt ona:

Uq, (q-(a)) € WH(xT).

* Soit I’aréte a correspondant a la sortie e™. Si y~ est le point critique labellisant e,

ona
Ua (q—(a)) € Wi(y").
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On note M(7T(A,%);9,]) = P(T(A,5);9,])/G, oit G est le groupe de reparamétrisation
de P(T(A,5);9,]). Enfin on note : M*(7T(A,5);9,]), le sous-ensemble de M(7T (A,F);9,])
constitué de disques simples et absolument distincts.

Soit 7 (A, §) un arbre colorié avec points marqués. Notons (x,...,X, : Yy) son sym-
bol. La dimension virtuelle d"un espace de perles M(7 (A, §); g,]) modelé sur 7 (A, §) est
donnée par :

dT(AZ) =) Pi|— Pt +rT)+m—2—(m—Tn (6.18)
i=1

Preuve du théoréme (6.2.1). Les arguments des preuves sont tres similaires a ceux des sec-

tions précédentes, raison pour laquelle nous n’entrerons pas dans les détails.

Morphisme de chaine :

Comme toujours on interpréte les termes apparaissant dans l'expression de (6.17)
comme le compte d’éléments du bord d'un espace de module. On décrit ici brievement
la construction de cet espace ainsi que son bord. Enfin on mentionnera I’argument de
recollement comme dans les preuves de 62 = 0 et d’invariance.

On considere les espaces de modules M(a,b,c, A, L) de dimension 1, c.-a-d. |a|+ |b| —
Ic| + w(A) —n—1 = 0. En examinant leur bord il est facile de retrouver la relation (6.17).
Bien stir il n'y a pas de bouillonnement de codimension 2, cependant il y a une petite sub-
tilité a noter concernant les bouillonnements de disques de codimension 1. Il se peut qu'un
disque bouillonne en un point d’incidence du coeur et que le coeur devienne un disque
fantdme (disque constant a trois points marqués). Néanmoins, ce phénoméne peut étre
négligé pour la raison suivante : soit (u,v,w,u) avec u = (uy,...,ux), v= (vi,...,v1),
W = (Wq,..., W), un élément d'un M(a,b,c,,L). Il se peut qu’a la limite, la longueur
de la trajectoire du gradient de, disons pour fixer les idées f’ et joignant uy au coeur u
de la trajectoire perlée, tendent vers 0. Ceci correspond au symétrique du phénomeéne
précédent. Il ne contribue donc pas au décompte des éléments du bord M(x,y, z, A;L,J).
On peut aussi interpréter de tels éléments comme des points intérieurs puisqu’on s’auto-
rise les trajectoires de longueurs nulles.

I faut encore considérer les brisures le long d'une trajectoire du gradient. Nous dis-
tinguons les cas suivants :

- La brisure se fait le long de la trajectoire perlée joignant le point critique a, resp. b, au
coeur de la trajectoire ; ces éléments contribuent a d(a) * b, resp. a * d(b) dans (6.17)
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- La brisure se fait le long de la trajectoire perlée joignant le coeur a c. Ces éléments four-
nissent les contributions donnant 6(a * b)

I1 faut bien str s’assurer que tous les éléments obtenus par recollement d’éléments
u € M(a,x,B,L)etv € M(x,b,c,C,L) avec B + C = A vérifient w(A) < K, dés que
w(B), w(C) < K. On constate que l'indice de Maslov apparaissant dans les espaces de
modules de dimensions 1 M(a, b, c, A, ]) vérifie u(A) < 2n+1. Par conséquent le nombre
de disques pseudo-holomorpes apparaissant dans une de ces configurations, est au plus
2n 4+ 1/Nr. On considere alors W(Jp; K, e) = N(Jo; K, €') N N (Jo; K) et W(LJo, K, €) =
N(Lo;Jo, K, €') N N(Lg; Jo; K) ot
- e/ =e(2n+1)/NL
- N(Jo; K, €') et M(Lo; Jo, K, €’) sont les voisinages apparaissant dans la proposition (6.1.1)

et
- N(Lo;Jo; K) et N(Jo; K) sont les voisinages apparaissant dans la proposition (6.2.1).
Sous ces conditions, si u est un élément de M(a, b, c, A, ]) de dimension inférieure a 1, on
a:

|w([u]) —nu(u)| <e.

Mais w(A) = w(B) + w(C) =nu(A) + x(0B) + «x(0¢c) <n(2Zn+ 1) + 2e.

Remarque 6.8. Dans le cas oit I'anneau de coefficients est A = A, on remarque que I'opérateur
d peut étre décomposé de la maniére suivante :

[n+A]

d0=00+01t+ -+ 0miat N .

NL

Sox= Y niA)qeW),
Y,AJu(A)=21

compte les trajectoires perlées joignant d’indice 21. Remarquons que d est la différentielle du com-
plexe de Morse.
On a biensur une décomposition similaire pour le produit quantique :

* = >|<O—|— *]t—l— cee 4 *Zn/NLtzn/NL.

Le terme ¢ correspondand au produit d’intersection usuel. On peut alors explicité la regle de
Leibniz (6.17) via cette décomposition et déduire que :

i i
Z dixlaxb) = Z dii(a) *1 b+ ax* 6;_1b. (6.19)
k=0 =0
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Invariance :

Soit fi, f{, fi", giet Jyaveci =0, 1. Notons @, O g, @, les morphismes de comparaisons
associés a (fi, g1, J1), (f], g1, Ji) et (i, gi, Ji). On va montrer qu’il existe un morphisme

¢ : Ci(fo, 90, Jo) ® Ck(fd, 90, Jo) = Crrons1(f'1,91,7T1)
vérifiant :
Codla®@b)+do0l(a®b)=0D4(a)*Dg(b)+ Ds(ax*b) (6.20)

Le morphisme ( est construit en comptant des trajectoires perlées dans [0,1] x L. On
considere les tuples ((A,u); (T,v); (0, w); (A, u)) ayant les propriétés suivantes’ :

1. u:(D,9D) — (M,L) est un disque Jx-holomorphe.

- A= (A1, A) € [0,11%, u = (uy,...,wy), t tel que u; est Jj,-holomorphe pour
toutie{1,... k}

-1 =(11,...,7) € [0,1]Y, v = (vq,...,W), tel que v; est ],-holomorphe pour tout
ie{l,...,1}

-0 =(01,...,0m) € [0,1]™, w = (wyq,...,Wp), tel que w; est Jg,-holomorphe pour
toutie{l,...,m}

2. Ces disques vérifient les propriétés d’incidences suivantes :

- ui(—1) € W*(a), respectivement vi(—1) € W*(b).

Pourie{l,..., k—1},resp.j €{1,..., 1 =1}, il existe t; € (0,00), resp. t; € (0, 00),
tels que [ (ui(+1)) = wiy1(—1), resp. by (vi(+1)) = vj1(—1)

Il existe tx € (0,00), resp. t; € (0,00), tels que ¢ ux(+1) = v(e /3 resp.
(1) = v )

Il existe t; € (—00,0) tels que ¢{° (w1 (—1)) =v(1),

Pour touti € {1,...,m — 1}, il existe t; € (0, 00) tel que c[)ff’ (wi(1)) = w1 (—1).
wm(1) € WS(c)
3. 2wl + 3 il + 2wyl +[ul = A € mp(M,L).

On Note Mj(a,b,c, A, L) I'espace de ces éléments modulo reparamétrisation. On montre,

en utilisant des arguments maintes fois répétés, qu’en dimension 0, 1, ces espaces sont

7 Attention il y a trois cobordisme de Morse.
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constitués d’éléments simples et absoluments distincts pourvu que w(A) < K et que la
formule de dimension est donnée par :

dim Mj(a,b,c,A,L) =|a|+ [b| — |¢| + w(A) =+ 1.

Enfin on pose :

Ha®b)= > ndP(AA)elc. (6.21)
c,Alw(A)<K
avec
Mi(a,b,c,A, L) sidimMjy(a,b,c,A,L)=0
REB(A A) = 2 M ( ) Al ) 6.22)

0 autrement

On étudie ensuite les brisures des espaces M (a, b, c, A, L) de dimension 1. Il est facile de
voir que l'analyse de ces brisures fournissent la relation (6.20).

Associativité :

Pour prouver 1’associativité nous allons utiliser le formalisme combinatoire introduit

au début de cette section. Les arbres 7 coloriés avec points marqués sont du type suivant :
o §={f1,12, 13}

¢ le symbole de 7 est du type (x1,%x2,x3 : y) avec x; € Crit(f;) ety € Crit(f3).

* larégle de sortie est donnée par O(f;,,...,fi, ) = fmaxfi, i -

Le sélecteurs de points marqués & vérifie les propriétés suivantes :

- si s est un sommet de valence 2 et a est l’aréte entrante et e I'aréte sortante de s, alors
q—(e) =—1,resp. q4(a) =1.

- si s est un sommet de valence 3, notons aj, a, ses arétes entrantes dont 1’ordre corres-

_Dikm
3 7

pond a I'ordre horlogé et e son aréte sortante. Alors q;(e) = letq_(ax) =e
k=1,2.

- si s est de valence 4, nous aurons besoin d’une famille a un parametre de sélecteurs
{Galac(0,27r/3) telle que &, a la propriété suivante : notons ag, az, a3 les arétes en-
trantes considérées dans 1’ordre horlogé et e I’aréte sortante. Alors &) suit la méme

régle de sélection que & pour (ay, az, e) et assigne q_(az) = et



6.2. PRODUIT QUANTIQUE. 87

Pour les arbres dont la valence des sommets est au plus 3%, on a ’espace de Modules de
perles :

MI(T(A,T),6;9,]).

Pour les arbres dont un des sommets a pour valence 4, on définit I'espace de Modules de
perles :

A€(0,27t/3)

Dans les deux cas, la dimension virtuelle est donnée par :

3
d(M(T(A,F), {85 0,0)) = D _Ixil — [yl + w(T) = 2n + 1.

i=1

Proposition 6.2.2. Soit Ly une lagrangienne monotone. Pour tout K > 0 et pour tout Jo €
J (M, w) il existe un voisinage N (Lo; Jo, K) de Lo, un voisinage N (Jo; K) de Jo tels que pour tout
L € N(Lp), il existe un ensemble dense Jreq C N (Jo;K) tel que pour tout ] € FJreg et pour tout
arbre colorié T (A, §) du type précédent vérifiant w(7T) < K, alors :

M (T(A,3),659,]).

et

sont soit vide, soit des variétés de dimension :
3
> il = [yl + w(T) —2m 1.
i=1

de plus si la dimension virtuelle Y 3_|xi| — [y| + W(T) —2n+1<1,0na:
M (T(A,3),659,]) = M(T(A,3),659,]).

et
M(T(A,5),{6r)9,]) = M*(T(A,5),{6Ak 9,])-

En dimension O, ces espaces sont déja compacts et consistent en une collection finie de points.

8cette condition fixe le type topologique de I'arbre. Celui-ci a exactement deux sommets de valence 3.
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Démonstration. Dans le cas dimL > 3, la preuve est la méme que les autres preuves de
transversalité. On utilise essentiellement le lemme (5.1.2). Dans le cas dim L < 2, Ia situa-
tion est un peu plus compliquée car au lieu d’avoir u(7) < 4 ona u(7) < 6. On prouve
donc le résultat dans le cas dim L < 2. Si u(7) < 4, on procede comme dans la preuve du
théoreme (5.1.1). Si u(7) = 6, il faut distinguer plusieurs cas :

a. A= (A,B)avec u(A) = u(B) =3,

b. A= (A,B)avec u(A) =2et u(B) =4,

c. A=(A,B,C)avec u(A) = u(B) = pu(C) =2,
d. A=Aavecu(A) =6

Cas a. Premierement les disques u, représentant A, et v, représentant B, sont simples.
En effet, étant d’indice de Maslov minimal, ces derniers sont nécessairement simples.
Supposons qu’ils ne soient pas absolument distincts. Sans perte de généralité, on peut
supposer que u(D) C v(D). En utilisant les lemmes (5.1.2), 5.1.3 et (5.1.5) on peut alors
omettre le disque u de la chaine obtenant ainsi un élément appartenant a un espace de
modules M*(7 (A, §),{6.}); g,]) constitué d’éléments n"ayant qu'une seule courbe simple
(car Np = 3). Le lemme (5.1.3) nous permet de déduire que cet espace est soit une variété

soit vide, mais puisque sa dimension est négative, il est vide ; d’ot1 une contradiction.

Cas b.etc. Ces cas se traitent essentiellement de la méme maniére que le cas précédent
avec la seule difficulté supplémentaire qu’il faut distinguer quel disque est inclus dans
l'autre et qu’il faut discuter la simplicité des disques dans le cas (b.). Celle-ci se traite
cependant exactement de la méme maniére que dans la preuve des théoremes (5.1.1) et
(6.2.1).

Cas d. Clest le seul cas vraiment nouveau. Ici il n’y a qu'un seul disque. Le graphes
possede par conséquent un seul sommet intérieur s. Notons ay, az, az, les arrétes entrantes
de s et e I’arréte sortante.

II faut s’assurer qu’il est simple. Notons & le graphe de non-injectivité. Le nombre de
composantes connexes deD — & est d’au plus 3. Notons que le théoreme de décomposition
(3.7.1) nous assure 'existence de : 7t; : Dy — D, uy: (D,0D) — (M, L) tels que :

- les 7 sont holomorphes et ont un degré bien défini,

- les u; sont J-holomorphes,
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- etenfin [u] = ) ; deg(m;)[uil.
On distingue les cas suivants :

1. il existe i tel que {q—(a1),q—(az),q—a3,q4+(e)} C Di. Remarquons qu’ici on ne dis-
tingue pas les cas (D — &) = 2 ou 3.

2. pour touti, {q_(aj),q—(az),q—asz, q,(e)} € D;i. On distingue alors les sous-cas sui-

vants :
i. {(D—8) =2,
ii. #(D—&)=3.

Commengons par le cas n° 1. Puisque {q_(aj),q—(az),q-a3,q+(e)} C Dj on peut
omettre le(s) autre(s) disque(s) u; pour j # 1i. On obtient alors un disque élément
v =1u € M(T([wl,§),6;9,]). Mais pu([ui]) < p([u]) — 2. Par hypothese d’induction
M(T([ui], §),6;9,]) = M*(T([wil, ), S;9,]), mais cet espace a une dimension négative,
il est donc vide.

On va maintenant montrer que le sous-cas (ii) du cas n° 2 peut se réduire au sous-
cas (i). Remarquons d’abord que soit : (D) = 0 pour tout i, soit il existe un i tel que
m1(D1) # 0. Dans ce dernier cas, il existe Dj, avec j # i, tel que D; C D — Dy avec k #j et
k # i. Etant donné que D;UDj est simplement connexe, il est conforme au disque. Notons
¢ : (DU Dj) — D, le biholomorphisme donné par le théoreme de 1’application conforme
de Riemann. On peut alors se réduire au sous-cas (i) en considérant le disque v = u|p,up; ©
¢~'. On a alors une décomposition de 1 en deux disques uy et v qui joueront le role des
disques u; dans la décomposition de Lazzarini’. Dans le cas 7t;(D;) = 0 pour tout i. On
peut raisonner de la méme maniére et obtenir une décomposition en deux disques dont
un n’est pas simple. Remarquons enfin qu’un des disques est nécessairement d’indice 2 et
'autre d’indice 4.

Traitons maintenant le sous-cas (i). On a donc deux disques dans la décomposition
de Lazzarini que nous notons : u; et uy. Remarquons que puisqu’on a supposé que
{q—(a1),q-(az),q-a3,q4+(e)} € Dj pour tout i, Dy et D, sont des disques et D; N
D, = v ou vy est un arc joignant des points distincts du bord. Supposons que
{q_(a1),q_(az),q a3} C Dyetq.(e) € Dy;les autres cas se traitent de la méme manieére.
D’abord peut supposer que u; et u, sont absolument distincts. En effet, si tel n’était pas
le cas, on pourrait omettre un des deux disques, obtenir un élément d'un espace de mo-
dules de dimension négative pour lequel on a au surplus prouver la transversalité. D’ou

sauf qu’ils ne sont pas nécessairement simples.
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une contradiction. Supposons donc sans perte de généralité que les u; sont absolument
distincts.

Puisque D; N D, = v, les éléments u; et u; forment une famille a un parametre
de trajectoires perlées u, € Mo(7(A1,A2,5),{6}9,]), ot Mo(7T(A1,A2,5),{6};9,]) C
M(T(A1,A2,5),{6});9,]) est constitué des éléménts pour lesquels la longueur de la tra-
jectoire joignant u; a u; est nulle. Or 'espace M(7 (A1,A2,5),{6};9,]) correspond au
cas (a) ou (b). On a montré que dans ces cas les éléments sont simples et absolument
distincts. I s’ensuit qu’on a les mémes propriétés pour Mo(7 (A1,A2,5),{6};9,]). Mais
dim Mo(7T (A1,A2,8),{6}%9,]) =D ix1|— [yl —2n+ u(A; +Az) <0, ce qui constitue une
contradiction. O

A partir de ces espaces nous allons construire une homotopie de chaine entre {(- *-) *-}
et{ * (- x-)}. Définissons :

Z: Cilf1,]) ® Culf2,]) ® Cilf3,]) — Ci(f3)

(x1,%2,%3) — > n(7)q@ Ty, (6.24)
y, 7 |w(7)<K
symb (7 )=(x1,x2,X3:Y)
avec :
M(T(A,F),{6x)9,7) siyixi|l—lyl+wn7)—2n+1=0,
(T - L EMITAE)L G0 T) st il =yl +w(T) 625

0 autrement
L’associativité découle de la propriété suivante :

Proposition 6.2.3. Pour tout Jo C J(M,w), € > 0 et pour tout K > 3nn + 2e, il existe des
voisinages WW(Lo; JoK, €) et W(Jo; K, €) tels que pour tout Le W(Lo; Jo, K, €) il existe un ensemble
générique Jreg C W(Jo; K, €) tel que I'application = définie ci-dessus vérifie :

Zoda®b®c)+doZ(a®b®c)=(axb)xc—(axb)x*xc (6.26)

Démonstration. La preuve est tres similaire a la preuve de la regle de Leibniz. On
pointe juste le point essentiellement différent. Dans la compactification des espaces
M(T(A,3),{6};9,]) de dimension 1, il se peut qu’en plus des évenements habituels,
0 — 0 ou 27t/3. Ceci ne constitue pas un probléme car on interprete 1'image du point 0 (ou
2m/3) comme un disque constant stable (3 points marqués). On obtient donc un élément
qui était dans l'intérieur d'un espace M(7'(A’,§),{Gx}; g,]) ott 7’ possede un sommet
de plus s et A’ est obtenu a partir de A en rajoutant la classe 0 et en I’associant au sommet
S. 0
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Neutre :

Sans perte de généralité on peut supposer que f, = f3, dans la définition du produit.
On peut aussi supposer que f1 ne possede qu'un seul maximum qu’on note £. On choisit
€, K>n(3n) + 2e et ] générique tel que (QH(L, Ay), *) est bien défini, invariant et vérifie
l’associativité pour tout L € N (Lp, K, €). On sait que §{ = 0. On montre maintenant que
pour tout point critique x € Crits, { * x = x. En effet, étant donné qu’il n’y a pas de
trajectoires perlées rigides de 1'un des espaces M(x,y,z,L,]J) dont I'un des disques non-
constants intersecte la variété instable de ¢, la preuve découle du fait qu'on a choisi f; = f3.

O
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6. LE COMPLEXE DES PERLES.




Chapitre 7

Applications.

Nous allons maintenant appliquer la théorie développée ci-dessus pour étudier les

problémes suivants :

1. déplacabilité : des lagrangiennes presque monotones. Rappelons qu'une sous-
variété lagrangienne L est dite déplagable s’il existe un difféomorphisme hamilto-
nien ¢ € Ham(M, w) tel que $(L)NL = ). Nous allons montrer que cette derniére
condition implique la nullité de QH(L, Ay).

2. Uniréglage, Energie de déplacement, Capacité : Comme corollaire du point
précédent nous allons montrer que :

* Les lagrangiennes déplagables sont uniréglées. On dit qu'une variété lagran-
gienne est uniréglée, si pour tout point { € L, il existe un ensemble dense
de structures presque complexes compatibles Jreg C J(M,w) tel que pour
tout ] € Jreg, il existe un disque J-holomorphe u : (D,0D) — (M, L) tel que
e u(oD).

ee Comme corollaire de l'uniréglage nous allons pouvoir trouver une borne
inférieure pour l'énergie de déplacement des lagrangiennes presque-
monotones déplacables. Enfin nous allons trouver un estimé de la largeur de
Gromov d’une lagrangienne monotone vers laquelle convergent au sens C' une
suite de lagrangiennes déplacables, cfr. définitions (2.6) et (2.8).

Nous allons introduire un morphisme qui, dans le cas o1 L est monotone et déplagable,

est une nulle-homotopie, c.-a-d. une homotopie de chaine entre I'identité et I'application
nulle. Dans le cas presque monotone et déplagable cette homotopie de chaine présente

certaines subtilités, mais le résultat est essentiellement le méme.
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Avant, nous allons donner une autre construction du morphisme de comparaison :

@:CullsF0) = CuLA) ix— Y ny(AtH Ny, (7.1)
aeCrit(fy ),
Aem (ML)

ou les ny(A) comptent comme d’habitude les éléments d'un espace de modules
M(x,y,A,L;J) oux,y € Crit(f), et A € (M, L) vérifient |x| — |[y| + n(A) =0.

Les espaces de modules associés a ce morphisme est construit de la maniére suivante :
SoitJ : D — J(M, w) une famille de structures presque complexes compatibles de la
forme suivante : J est non-constante seulement sur {z € D : |Rez| < 1/2} et joint deux
structures presque complexes Jo et J; réguliéresl. On note J (D, Jo,J1) cet espace.

On définit maintenant 1'espace M(A,L;J). On pose J.(q) = J(z,q). Un élément de

M(A,L]) estun disque u: (D,9D) — (M, L) solution de
oju = osu+J(u)ou =0 (7.2)

et représentant A € m(M, L) ou HIZD(M,L). Rappelons que J(D,M,w) ={J: D x TM —

Théoréme 7.0.2. Pour tout J, ]’ réquliers. Il existe un ensemble de seconde catégorie de Baire :
jreg C J(D,J],]'), tel que pour toutJ € jreg et pour tout A € (M, L), 'espace M(A,L;])
est soit vide soit une variété de dimension pw(A) 4+ n2.

Remarque 7.1. L'énergie d'un élément de uw € M(A,L,]) est donnée par w(A). Par conséquent
si A # 0, son énergie est strictement positive comme dans le cas des ] constants.

On peut maintenant définir M;(x,y,A,L;J) de la méme maniere qu'on a défini
M(x,y,A,L,]) sauf que les j — 1 premiers disques sont J-holomorphes, le j-iéme est
un disque solution de (7.2), les autres disques étant J’-holomorphes. Ensuite on définit
./\/l;k(x,y,A, L;J) € M;j(x,y,A,L]J) le sous-ensemble des éléments absolument distincts
dont tous les disques, hormis le j-ieme, sont simples3.

SiN(Jo) € J(M, w) est un voisinage de Jo, on note :

- Np(Jo) € J(D,M,w), J, € N(Jo) pour tout z € D.
- N(]O)])]/) = ND(]O) n j(D)I)]/)

!¢’est-a-dire telles que la linéarisation de 1'opérateur de Cauchy Riemann en une courbe simple est surjectif
*Remarquons qu’on a utilisé la lettre M et non la lettre P car le groupe de reparamétrisation est trivial.
3Comme J est non-constant nous n’avons pas besoin de demander qu'’il soit simple
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Proposition 7.0.4. Soit Lo une lagrangienne monotone. Pour tout K > 0 et pour tout Jo €
J (M, w) il existe des voisinages N (Jo; K) et N'(Lo; Jo, K) tels que pour tout :

L € N(Ly;Jo,K),
J,7" € N(Jo,K) régulier,

il existe jreg C N(Jo,J, 1K) générique, tel que pour tout J € jreg/ pour tout x,y € Crit(f),
pour tout A = (Aq,... Ax) € HZD(M, L)% avec w(A) < Ket pour toutj =1,...,k, 'espace de
module M3 (x,y, A, L,]J) est soit vide, soit une variété de dimension :

x| = [y[ + n(A).
Comme précédemment, si |x| — [y| + p(A) <1, M;k(x,y,A,L,]) = M;(x,u,A,L]J).

Corollaire 7.0.2.1. Le théoréme reste vrai pour l'espace

k
M*(x,y,AL:]) = U UM;-k(x,y,A,L,]).

Aemy (M,L)*, =1

Z]i(:l Ai=A
Démonstration. Le résultat concernant la transversalité de M;k (x,u,A,L,J) ainsi que la for-
mule de dimension sont des applications directes des résultats obtenus dans [MS04]. En
outre si | # ]/, la preuve de l'égalité entre ./\/l;.k(x,y,A,L,]) et Mj(x,y,A,L,J) lorsque
Ix|—y|+1r(A) < 1esta quelques détails mineurs pres la méme que la preuve du théoréeme
(5.0.2). Le seul cas vraiment problématique est quand J = J'.

Dans ce cas il est plus difficile de montrer que les éléments de M;j(x,y,A,L,]J) sont
absolument distincts. Par souci de clarté nous allons donc faire la preuve en entier. On
ne traite que le cas dim L > 3. La preuve dans les autres cas étant la méme que pour les
espaces M(x,y,A,L]).

dimL > 3: La preuve se fait par induction sur I'indice de Maslov pu(A) = kNi. Sup-
posons d’abord que p(A) = Ni. Puisque L est presque-monotone, il s’en suit que
A = A € HP(M,L). Puisqu’il n’y qu’un seul disque, et que ce disque correspond au
disque solution de (7.2), on obtient le résultat. Supposons que le résultat soit vrai pour k
et montrons qu’il est vrai pour k+ 1. D’abord remarquons qu’il n’existe pas de i € {1,...k}
tel que ui(—1) = uy(+1). En effet supposons que cela soit le cas, on pourrait omettre le
disque u; et ainsi obtenir un trajectoire perlée d'un espace de module dont la dimension
serait négative. Notre hypothese d’induction nous assure que cet espace est donc vide.
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Pour montrer la simplicité des disques on procede exactement de la méme maniere que
dans le théoreme (5.0.2) et il n’y a aucune difficulté. Par contre pour montrer qu’ils sont
absolument distincts il faudra plus de travail. Supposons que les disques ne soient pas
absolument distincts. Soit u = (uy,...,uj,...,ux) € Mj(x,y,A,L,J). On suppose qu’il
existei,l € {1,...,k} tels que ui(D) C uy (D))

On distingue alors les cas suivants :

1. T <1i,1 <j:ce cas se traite exactement de la méme maniere que dans la preuve du
théoreme (5.0.2).

2. j < 1,1 < k:Iciaussi on répéte la preuve du théoréme (5.0.2)

3. i<j<letl<j<i Cesdeuxcas sontles plus problématiques.

Traitons le cas i < j < 1, 'autre se traitant de la méme manieére et est laissé au lecteur. Il
suffit d’omettre la chaine uy, ..., u;_7. On obtient alors un élément u’ € M(x,y,A’,L,Jo)
dont la dimension est |x|—|y|+u(A’) — 1. Cependant on a omis au moins deux disques :
le disque u; et le disque uy; donc u(A’) < pu(A) — 2N < p(A) — 4. Un rapide calcul nous
mene a une contradiction. O

On va maintenant étudier la compacité de ces espaces de modules. Le fait que ¢ est

application de chaines découle directement de la proposition suivante :

Proposition 7.0.5. Pour tout e et pour tout K > n(n + 1) + 2e, il existe un voisinage
N (Lo, K, €) de Lo, et un voisinage N (Jo; K) de Jo tel que pour tout L € N(Lo; K, €), pour tout
J,]7' € Jreg(L) € N(Jo;K, €) et pour tout J € jreg : Soient x,y € Crit(f) et A € (M, L)
tel que w(A) < e. Si |x|—|y[+u(A) = 1, alors M(x,y,A,L;]J) possede une compactification

M(x,y, A, L;]) telle que :

aﬂ(xvyvAaLvJ) = quCrit(f)U B,C| M(X)q»B)LvI) X M(q)yvaLvJ)
C+B=A

U UgecrienV Bl Mix,q,B,LJ) x M(q,y,C,L;])
C+B=A

Par conséquent :

d¢p + @b =0.
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Démonstration. 11 suffit de constater que les brisures possibles sont exactement les mémes
que celles apparaissant dans le cas des espaces de modules M(x,y, A, L;]). En répétant
I’étude faite dans ce cas il est facile de retrouver les identités ci-dessus.

O

Nous allons maintenant faire une remarque importante :

Remarque 7.2. Le morphisme ¢ : C.(f, g,]) — Ci(f, g,]) est de la forme suivante :

e(x)=1d+ Z nz(A)qw(A)t‘u(A)y.

YA
O<w(A)<K

Etant donné qu’on considere des séries formelles, les morphismes du type :
Id + P,

ot P est un morphisme ayant tous ses coefficients d’énergie strictement positive, sont toujours
inversibles. Il est facile de voir que l'inverse est donné par 35 P*.

On définit alors une application d’évaluation evy; identique a l’application
d’évaluation définie en (5.2) sauf que le j-eme espace de modules est remplacé par
M(A;j,L;J, H). On définit ensuite :

Pi(x,u, AT, H) = evilWH(x) x AT s Woy),

P(x,u,AJ, H) = Pi(x,u,A; T, H,R)
j

et enfin

PxuATLH = | Py AT H).
A=(Aq,...,Ax)
Y LA=A

L’espace Mj(x,y,A;J, H) est obtenu apres avoir effectué le quotient de 1'espace P cor-
respondant par son groupe de reparamétrisation. Il en va de méme pour les autres es-
paces M. Enfin on décore les espaces de modules d"un astérisque * pour désigner le sous-
ensemble de trajectoires perlées absolument distinctes et constituées de disques simples.
En utilisant les arguments répétés maintes fois dans les sections précédentes on prouve :
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Proposition 7.0.6. Soit Ly — (M, w) une sous-variété lagrangienne monotone. Pour tout Jo C
J (M, w et pour tout K > 0, il existe un voisinage N'(Lo; Jo, K) de Lo et N'(Jo, K) de Jo ayant la
propriété suivante : Si L € N (Lo, K) et J,]" € Jreg C N(Jo; K), il existe jreg c N(Jo,J,]) tel
que pour tout J € jreg/ pour tout A € HP(M, L) avec w(A) < K, et pour tout x,y € Crit(f),
M*(x,y,A, L], H) est soit vide, soit une variété de dimension :

dim M*(x,y, A, L;J, H) = [x| — [y| + w(A) + 1.
En outre si dim M*(x,y, A, L;J,H) < 1alors M*(x,y,A,L;J,H) = M(x,y,A, L], H).

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que la preuve de la proposition
(7.0.4). On remarquera cependant que, pour que l'argument marche tel quel, il faut
impérativement que J soit différent de J'. O

A tout difféomorphisme hamiltonien ¢y € Ham(M, w), on associe alors le mor-

phisme :
V:Culf,9,]) = Culf,g,]) ix — Y ny(AH)qWtH Ay,
y,Al
w(A)<K
ou

M(x,y,A, L;H, si|x|—|yl+u(A)+1=0,
nE(ALH) — f2M(x,y J) sifx[—|y|+ w(A) 73)
0 autrement.

Compacité :

Proposition 7.0.7 (Albers,[AIbO8]). Soient L, — (M, w) une suite de lagrangiennes conver-
geant vers une lagrangienne L et H : M — R une fonction hamiltonienne. Supposons que
H soit générique pour tout L. dans le sens out les cordes hamiltonienne de H a bord dans L,
sont non-dégénérées. Soit {(\, Ry }ven une suite d’applications de disques avec (., Ry) vérifiant
Ojuy + Br, (s)Xn(uy) = 0ef uy(0D) C Ly. Supposons que w(wy) < K. Alors :

1. SiRy — Ry avec 0 < Ry, < 400, Wy, possede une sous-suite convergeant vers une courbe
stable dont seul le coeur est solution des équations de Cauchy-Riemann perturbées.

2. Si Ry — 0alors w, possede une sous-suite convergeant vers une courbe pseudo-holomorphe
stable.
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3. Si Ry — +o0, alors w, posséde une sous-suite convergeant vers une courbe stable dont le
coeur est un disque brisé le long d’orbite(s) hamiltonienne(s) de H.

En outre si H est non-dégénéré pour L, la limite des A, = lwy] € HP (M, L) est bien définie.

Remarque 7.3. Une remarque importante est que dans certains cas (comme nous allons le voir) il
n’est pas toujours vrai que si H est non-dégénéré pour tout L, il I'est aussi pour la lagrangienne
limite. 1l se peut par exemple que I'ensemble des cordes hamiltoniennes forment une variété, comme
c’est le cas par exemple pour la rotation de 180° sur la sphere et I'équateur.

On aimerait prouver que d¥ + ¥d = ¢. Malheureusement ce n’est pas possible en
général car il n’est pas possible de prouver un lemme similaire au lemme (6.1.1) pour les
espaces M(A,L,J,H). Cependant on peut prouver :

Théoreme 7.0.3. Soit Ly — (M, w) une variété lagrangienne monotone. Pour tout Jo €
J (M, w), pour tout € > 0 et pour tout K > 3nn + 2, il existe des voisinages N (Lo, K, €)
et N'(Jo; K, €) ayant la propriété suivante :

SiL e N(Lo,K,e) et ],] € Treg C NUo;K,e) il existe un ensemble dense Jreq €
N(Jo,J,]') tel que pour tout J € jreg et pour tout H: M x [0, 1] — R tel que dy(L)NL =10, on
a:

(Wod+doW)x = @(x)+ Z naqPARA)y, (7.4)

AlK< w(A)<2K
YECrit(f)

Démonstration. Ecrivons le membre de gauche de (7.4) :

> ) ny(AnY(B,H)qCATBIHATE), (7.5)
y,A] z,B|
w(A)<K w(B)<K

+ Y Y n¥AHNY(B)qeATBIRATE, (7.6)
y,A| z,B|

w(A)<K w(B)<K

Interprétons ces termes, comme nous le faisons a chaque fois, en terme de bord d’es-
paces de modules de dimension 1 en gardant a I’esprit que nous n’avons pas d’équivalent
de la proposition (6.1.1). On ne sait donc pas a priori que w(A + B) < K a partir de la
connaissance de w(A), w(B) < K. Néanmoins pour les classes A, B apparaissant dans les
expressions ci-dessus vérifiant w(A + B) < K on peut appliquer la stratégie introduite
plus haut. Donc lorsque w(A + B) < K on a la transversalité des espaces de modules
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M(x,z,A 4+ B,L;H,]) qui sont donc des variétés différentiables de dimension 1. On pose
alors :
SoW4+WYod=(50¥Y+Y¥od) Kt (5oW+Wos)2K (7.7)

Ou (5o V¥ +V¥o8)<K, repsectivement (5 o W + W 0 §)=K, désigne les termes de o W + W0 §
avec w(A + B) < K, respectivement w(A + B) > K.

Etudions la compactification des espaces M(x,z, A + B,L;H,]) de dimension 1 avec
w(A+B) <K

Soit u, une suite convergeant dans M(x,y,A + B,L,H,]J). D’abord, la lagrangienne
étant déplagable il existe R, < oo tel que u, — u ot u. En effet, 'absence de corde
hamiltonienne force la suite a converger pour des valeurs finie de R. De plus lorsque
Re = 0, on obtient des éléments des espaces de modules M(x,z, A 4 B,]J) correspondant
aux termes de ¢ dans (7.4). Maintenant pour 0 < R, < oo on distingue les cas suivants

1. Bouillonnement de sphere(s) en un point intérieur au disque ou de disque(s) en un
point du bord ne définissant pas une relation d’incidence. Comme on 1’a déja répété
maintes fois c¢’est un phénomene de codimension 2 qu'on peut négliger puisque
notre espace est de dimension 1.

2. Bouillonnement de disques en une relation d’incidence. Ceci correspond a un point
intérieur.

3. Brisures d’une trajectoire du gradient définissant une relation d’incidence qui cor-

respond aux termes (d oW + W o 5)<K.

En conclusion nous avons donc :
(bo¥+Yod)K=¢ (7.8)

L'expression de (5 o ¥ + ¥ o §)K ne peut s’interpréter en termes du bord d’espace de
modules car w(A + B) étant plus grande ou égale a K nous n’avons pas la transversalité
pour ces espaces de modules. On retrouve donc bien I'équation (7.4). O

Corollaire 7.0.3.1. Soient Ly une lagrangienne C'-proche d’une lagrangienne monotone. Suppo-
sons que Ly soit déplacable, alors QH(L, A«) = 0.

Démonstration. Par la remarque (7.2), le membre de droite de l'identité (7.4) est un iso-
morphisme. Il suffit de prouver que cet isomorphisme est un morphisme de chaines. Ceci
impliquera en effet qu’un isomorphisme induit ’application nulle en homologie.
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On doit donc prouver que :
do(doW+Yobd)+(0oW+Wob)od=0.
Ordo(do¥W+Wod)=0Ydetdeméme (oW +Wod)od=2>0Ws. O
Corollaire 7.0.3.2. Les variétés presque monotones déplagables sont uniréglées.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves. La premiere est plus générale puisque
nous allons montrer que si L est presque monotone et QH(L,Ay) = 0, alors L est
uniréglée. Cette preuve permet de borner la largeur de Gromov de L. La deuxieme preuve
concernera les sous-variétés lagrangiennes déplagables et a 'avantage de pouvoir donner
de maniere trés explicite une borne inférieure pour 1'énergie de déplacement.

Preuve 1: Soit Ly une sous-variété monotone de constante de monotonie n > 0. Soit
L une variété presque monotone, et J une structure presque complexe réguliere pour L
Soient { € Letf: L — R une fonction de Morse sur L ayant pour unique maximum {.
Puisque { est le maximum o{ = 0. Mais QH(L, A,) étant nul, il existe x € C.(f, g, ]) tel que
¢ = ox. Ceci implique qu’il existe un espace de perles M(y,{, A,J) non-vide avec A # 0.
De plus étant donné que pu(A) =n—Jy|+1 < n+1, on déduit que w(A) <n(n+1)+ 2e.

Preuve 2: En écrivant (7.4) pour x = { on obtient :

SoWl=1(+ )  maqMihy

Al0<w(A)<2K
yeCrit(f)

En outre

Sowt=§ 3 n(AHInY(B)q A BIEAP),

y,Al z,B]
w(A)<K w(B)<K

Puisque p(A) = [y|-n—1 < —1,0ona pu(A) < —Nr.On déduit qu’il existe A, B € HP (M, L)
non-nuls ety € Crit(f) tel que p(A) = —u(B), w(A) = —w(B) et ng(A, H)ny(B) = 1. Ceci
implique que an(B) # 0 et donc M(y,¢,B,L,J) # 0. Par conséquent il existe un disque
pseudo-holomorphe représentant la classe B # 0 passant par {. Remarquons que puisque
w(A) > —|H|lo, w(B) < [|H||0o- O

De la preuve précédente, on retrouve un cas particulier du théoreme bien connu
[Che98] :



102 7. APPLICATIONS.

Corollaire 7.0.3.3. Soit L une lagrangienne presque-monotone déplacable. Alors :
E(L) > inflw([u]) > Olu: (D,9D) — (M, L) et dyu = 0}.

Corollaire 7.0.3.4. Soit Ly une sous-variété lagrangienne monotone déplacable. Alors toutes les
lagrangiennes C'-proche de Lo sont uniréglées.

Démonstration. Au vue du corollaire (7.0.3.1), il suffit de montrer qu’un voisinage de L,
est déplacable. Soit ¢ € Ham(M, w) un difféomorphisme hamiltonien effectuant la dis-
jonction de Ly avec lui méme. Puisque Lo N ¢(Lo) = 0, il existe un voisinage N de Ly et W
de ¢(Lo) tel que N'NW = ). En prenant ¢~ '(W) NN on trouve un voisinage C' de Lo qui
peut étre disjoint de lui-méme par le difféomorphisme ¢. O

Corollaire 7.0.3.5. Soit {L}ven une suite de lagrangienne déplagable convergeant au sens C!
vers une lagrangienne monotone Lo. Alors Lo est uni-réglée.

La proposition suivante est tiré de [BCO7] :

Proposition 7.0.8 ([BCO07]). Soient E > 0 et L — (M, w) une sous-variété langrangienne. Si
pour J € J(M,w) il existe un voisinage N'(J) C J(M,w) et un sous ensemble de seconde
catégorie de Baire J C N (]) tel que pour tout J' € J et pour tout { € L, il existe un disque
u:(D,0D) — (M,L) tel que:

- west J'-holomorphe
- L e oD,
- w([u]) <E

Alors GrZ(L) < E.

Avant de prouver cette inégalité rappelons le lemme de monotonicité da a Lelong
[Lel50] :

Lemme 7.0.1 (Lemme de monotonicté). Soit L C R™ une surface minimale passant par 0,
alors :
Area(S N B(r)) > mr? (7.9)

Démonstration. Soit ¢ : (B(r),Br(r)) — (M, L) tel que ¢ (L) = Bgr(r). Soit ] € J(M, w)
une structure presque complexe compatible vérifiant : ¢.Jo = Jlimp. Soit { € L.
Considérons une suite de structures presque complexes compatibles {J,,} dans Jreq C
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N(J). Par hypothese il existe une suite de disques {un}, Jn-holomorphes passant par
¢ = ¢(0) et dont I’énergie est bornée par E. Il existe un sous-suite convergeant vers une
courbe stable passant par { (dont le bord contient (). Il s’ensuit qu’il existe un disque J-
holomorphe passant par { et dont I'énergie est inférieure a E. Posons

D = int(B(r)) N {$ ' (w(D)) U (¢~ (w(D)))*},

ou l'étoile désigne la conjugaison complexe. Il est connu que I'image d'une application
pseudo-holomorphe est une surface minimale pour la métrique w(-,]-). Par conséquent,
on peut appliquer le lemme de monotonicité a D :

mr? < wo(D) < 2w([u]) < 2E. (7.10)

O

Corollaire 7.0.3.6. Soit Lo — (M, w) un sous-variété lagrangienne monotone. Supposons que
qu’il existe une suite de sous-variétés lagrangiennes presque monotones déplagables Ly, conver-
geant vers Lo au sens C' alors :

%Gr(l_o) <sup E(Lg). (7.11)
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Troisieme partie

Structure quantique des fibres
toriques.
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Chapitre 8

Fibres toriques.

Dans ce chapitre nous étudions le complexe des perles des variétés toriques de Fano.
Ces variétés ont déja été étudiées intensément dans [CO06] et [Cho08] ainsi que dans
[FOOO10] [FOOO09a].

Nous pouvons cependant retrouver la plupart de leurs résultats sans faire appel aux
structures Kuranishi. La raison est que dans leur contexte ils considerent les espaces de
modules de dimensions arbitraires alors que dans le cas du complexe des perles on ne
consideére que ceux de dimension 0 ou 1. L'approche qui suit est assez élémentaire dans le
sens ol elle ne fait intervenir que des résultats de transversalité standard et qu’elle évite
les discussions techniques concernant les obstructions a 62 = 0. Récemment Chris Wood-
ward a généralisé et retrouvé tous les résultats de [FOOO10] en utilisant les équations
Vortex. Malheureusement nous n’avons pas eu le temps d’investiguer les déformations
bulk pour les perles.

8.1 Variétés toriques.

On rappelle d’abord brievement la définition et les propriétés élémentaires des
variétés toriques. Ces derniéres fournissent une classe d’exemples de variétés de Khaler
intéressante et possedent des propriétés géométriques remarquables qui nous permet-
tront d’investiguer la structure des espaces de modules de disques holomorphes a bord
dans certaines sous-variétés lagrangiennes appelées fibres toriques. On suit essentielle-
ment l'approche se trouvant dans [Aud04], [CdSO01], [CO06].
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Définition 8.1. Une variété torique symplectique est une variété (X>", w) munie d'une action

hamiltonienne effective du tore de dimension n, T™ avec application moment .

Ce type de variété peut étre décrite par un objet purement combinatoire appelé poly-
tope de Delzant :

Définition 8.2. Un polytope de Delzant est un polytope convexe A C R™ ayant les propriétés
suivantes :

1. A est simple : la valence de chaque sommet est 1 ou de maniére équivalente n faces se

rencontrent en chaque sommet'.
2. Aest rationnel : les arétes joignant p sont de la forme p + tuy avec u; € Z™.

3. Acest lisse : en chaque sommet p € A, les vecteurs u; forment une base de Z™.

On dit qu'un vecteur v € Z™ est primitif s’il ne peut pas s’écrire v = kw avec k € Z et
k| > 1.

Un polytope de Delzant peut étre décrit algébriquement a ’aide de ses faces. Notons
N le nombre de faces de A. Pour chaque i € {1,...,N} on consideére le vecteur primitif
vi € Z" normal a la face I} = {x € (R™)*[(x,vi) = Ay}, A{ € R, et pointant vers 'intérieur

du polytope A. On peut alors écrire :
A =fx e (RY](x,v) > A\ € R, T <1< N (8.1)

Nous allons maintenant décrire comment obtenir une variété torique a partir d’un poly-
tope de Delzant. Nous énoncerons ensuite le théoréme de classification des variétés toriques
de Delzant.

Soit A un polytope de Delzant. Notons

ia: RN SR e vy, Vie(l,... N}

ol les v; sont un des vecteurs primitifs définissant A. Cette projection induit une projec-
tion :
. TN n
Tia: T =TT

ou TV =RI/Z),j € {n,N}. On a alors les courtes suites exactes suivantes :

!Une face est une facette de dimension n — 1 et une facette est un sous-polytope de A. A noter que certains
auteurs utilisent la convention inverse. Mais la nétre parait plus appropriée puisqu’étymologiquement une
facette est une petite face.
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0— Ky S RN 2R 0.
et

0 Ta BTN T 0. (8.2)

ol Ko = kermp et To = ker ta. Notons t I'algebre de Lie du tore Ta. La courte suite exacte
(A.3) induit des courtes suites exactes au niveau des algebres de Lie :

0 —tg RN T2 g g, 8.3)
0 —s (RM* T2l mNy o, (8.4)

N

Considérons maintenant I’action hamiltonienne standard de TN sur (CN, wy) :

(e eI (2, zn) & (e zy L eI ).

L’application moment de cette action est donnée par
p,:X%t*:(z],...,zN)—>7((|z1]2,...,\zN\2) (8.5)

L'injection i induit une action hamiltonienne du sous-tore Ty sur CN dont I'application
moment est donnée par :

Ua: X = ta:(z1,...,2n) = oz, ... 2n). (8.6)

Plus explicitement si I est la représentation de i, dans une base, 'application moment
ci-dessus est donnée par :

A(z1 - zn) = m)_ Tulzl?,., ) Tinewdzil?)
1

/

On pose alors M = (1 A)_1 (0)2. La réduction symplectique Xx :
Xa=Ma/Ta=CN//Ta.

posséde donc une structure symplectique wa qui est invariante sous l'action hamilto-
nienne d’un tore de dimension n TN/T, et I'image de I'application moment qui lui est

Il se peut que 0 ne soit pas une valeur réguliere auquel cas on prend z € cN régulier et arbitrairement
proche de 0.
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associée est précisément A. Insistons sur le fait que ce sont les A; qui déterminent la struc-
ture symplectique.

Pour décrire 1'espace des disques nous aurons besoin dune autre description des
variétés toriques du point de vue de la géométrie complexe. L'approche qui suit est
complémentaire et est mieux adaptée a la géométrie complexe. La combinaison des deux
permet alors d’étudier les variétés toriques symplectiques avec les outils de la géométrie
complexe. Plus précisément nous verrons que 1’on pourra associer a chaque polytope de
Delzant un autre objet combinatoire appelé éventail, et que cet éventail permet de voir
immédiatement que la variété obtenue est une variété complexe. Nous énoncerons en-

suite le théoreme de Delzant qui assure le lien entre ces différentes notions.

Cone régulier et éventail :

Un sous-ensemble 0 C R est un cdne convexe régulier de dimension k > 1, ou
plus simplement un cone régulier, s’il existe k vecteurs vq,...,vi € Z" linéairement
indépendants appartenant a une sous-base entiere de Z™ tels que :

o={avy +---+ axvila; € R+}.

Les vecteurs v; sont appelés les générateurs du cone o.

Un cone régulier o’ est appelé une facette d’un cone régulier o, si 'ensemble de ses
générateurs forment un sous-ensemble des générateurs de 0. On note alors o’ < o.

Un ensemble de cones réguliers de R™ L = {07, ... 05} est appelé éventail de dimen-

sion n, si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. sioc’<oe X alorso’ €%,

2.sio,0' € L,alors 0’ No < oet o’ No < o (les cones de I’éventail s’intersectent en
des faces).

3. R" = 07U ---U os. Cette condition est ajouté pour des questions de compacité.

Le k-squelette de X (I'ensemble de tous les cones réguliers de dimension k de X) est noté
L)
Tore complexe associé a un éventail :

Soit ~ un éventail. Notons G = {v1,...,vn] I'ensemble des générateurs de (M, Nous

allons lui associer un tore complexe de la maniere suivante : On considere la suite exacte



8.1. VARIETES TORIQUES. 111

suivante :
0—=zZN T zZN 7™M 0,

ou7(ei) = vi. Le noyau de m,
kermt = Kg ={(ty,...,tn) € ZN tyvi + -+ + tavn = 0},
En prenant le produit tensoriel avec C on obtient de la sorte un sous-tore Ty = ker(nm®
C) — {0} c (C*)N.
Action du tore.

L’action du tore Ty sur CN induite par l'action diagonale de (C*)N sur CN :
(t])"' ’tN;Z]"" ?ZN) % (tlz])"' ’tNZN))

est effective, mais pas libre. Nous allons donc chercher ses orbites singulieres. Soit I C
{1,..., N}. Fixons les notations suivantes :
-er={(z1,...,2n)lf ¢ I = z; =0}
-Ti={(t,.. Wi ¢l=t=1)
On note aussi I le complémentaire de 1.
Proposition 8.1.1. [Aud04] Les orbites singulieres de Ty dans CN sont constituées des points

z € ey tels que :
Ks Nes #£0.

Démonstration. Un point z fait partie d"une orbite singuliere ssi il existe un sous-ensemble
propre I C {1,... Njtel que:
Ts N Tj #1.

En linéarisant cette derniére condition on obtient le résultat désiré. O

Remarquons alors que le tore Ty agit librement sur :

et que ce dernier (qui est ouvert et dense) est le plus grand sur lequel Tx agit librement.
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Remarque 8.3. Les points (z1,...,zn) € W(Z) satisfont :

Zi1:z'i—2:"'ZZi1):O@t'ﬁ:"':ti :0'

P

Soit I = {i1,...,1p} C {1,...,N}. Posons vi = {v; € G[]i € I}. On note (v le cone
engendré par vy :
(vi ={avy, +...apvi la; e R

Une collection de générateurs v; est dite primitive si elle satisfait aux conditions sui-
vantes :
1. vin’engendre pas un cone de dimension p = {1, c.a-d. (v ¢ )
2. Pour tout sous-ensemble propre I’ C I, (vy est un cone de dimension k = fI".
On note P(X) I'ensemble des collections primitives.
Lemme 8.1.1. L’ensemble

uiE)=cN-— U er.
I|VT€’P(Z)

Démonstration. La preuve découle de la remarque (8.3) O

Définition 8.4 (Variété torique). Une variété torique associée i un éventail de cone régulier *
est définie par :

Xz =U(Z)/Tz
Lien entre les deux constructions.

Considérons un polytope de Delzant A. Nous allons lui associer un éventail construit
de la maniere suivante :

Soit I' une face de A, et p € I'. On définit son cone tangent :

or = U (A —7p).

>0

On consideére ensuite son cone dual :
or ={x € R"(y,x) pour touty € or}.

On note alors
Z(A) :={0T}r<a
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I’éventail associé a A.

On énonce enfin le théoréme de Delzant® :

Théoreme 8.1.1 (Delzant, [Del88]). II existe une correspondance biunivoque entre variété to-
rique symplectique et polytope de Delzant, de plus :

Xa = Xg(a) (8.7)

La forme symplectique w A obtenue par réduction symplectique est invariante sous I'action hamil-
tonienne du tore T = TN /Ta. Et son application moment up vérifie ua(A) = A.

On peut obtenir encore plus d’informations grace au polytope des moments A. En
effet, la préimage d’'un point de ce tore correspond a une orbite de T™. En particulier les
points intérieurs correspondent a des tores lagrangiens appelés fibres toriques, et 'image

inverse d’un des sommets correspond aux points fixes de ’action*

8.2 Structure des espaces de disques.

Les théoremes suivants sont tirés de [CO06].

Théoreme 8.2.1 (Formule d’indice.). Soit (XA, wa,Ja, Ha) une variété torique compacte de
dimension 2n associée a un polytope A. Soit Ly = uzl (a), o a € intA, une fibre torique. Alors
l'indice de Maslov d’un disque holomorphe w : (D,0D) — (X, Lq) a bord dans L est donnée par :

N
() =2) tu(D)NV(vy), (8.8)
j=1

ot V(vj) est I'hyperplan complexe vérifiant ! (V(v;)) =1{z; = 0}, avec 7 : U(XZ(A)) = Xa.

Théoreme 8.2.2 (Théoreme de classification). Tout disque holomorphe w : (D,0D) —
(X, Lq) peut étre relevé en un disque holomorphe :

u’: (D,9D) — (U(Z), 7 (La))

$Voir [Aud04], [Del88] pour les détails.
“Les préimages d'un point d'une facette de codimension k correspondent a des tores isotropes de dimen-
sion k.
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dont les coordonnées zi(u'), ..., zn(u') sont données par un produit de Blaschke avec facteur
constant :
Bz
/ ),
zi(uw')(z) =c¢; I | —=— pour toutz € D,
]( )( ) ]k—11_aj’kz p

avec ¢; € C*, w; € N. En outre l'indice de Maslov de u, p(u) =23 ;.

Théoreme 8.2.3 (Transversalité). [[CO06]] Les disques apparaissant dans le théoreme précédent
sont réguliers, c.-a-d. que la linéarisation de I'opérateur de Cauchy-Riemann en une solution est

surjective.

8.2.1 Disques holomorphes d’indice 2

Le théoreme de classification (8.2.2) nous apprend que les disques d’indice 2 sont de
la forme
uj: (D,0D) — (X,Lg) :z— (c1,...,C42,...,¢Cn) (8.9)

otl les ¢; sont choisis de telle sorte que u;(0D) C L.

Proposition 8.2.1. Soit L, — (X, w) une fibre torique d'une variété torique. L'aire d'un disque
u; est donnée par :
w(wy]) =27((a,v;) — Nj). (8.10)

oil \j défini la face du polyhédre des moments : (x,v;) = A; correspondant a I'hyperplan z; = 0.

La proposition précédente ainsi que le théoreme de classification permettent de cal-
culer l'aire de n'importe quel disque holomorphe a bord dans une fibre torique. On peut
aussi montrer que les u; représente les générateurs B; de 72(Xa, Lq)°, de plus

B35 = vj]e1 + vjzez + -+ viten, (8.11)
ot ej = [y;] € Hi(Lq,Z2) avec:
vi: ST = (C) e = (cq,...,c5e, ... cn) (8.12)

Corollaire 8.2.3.1. Soit u : (D,dD) — (X,Lq) un disque holomorphe dont le relevé u’ :
(D,0D) — (W(Z),m Y (Ly)) a pour coordonnées homogenes :

H
Z— Kk
5@ = [[ T2k,
k=1 Ik

Serf. [Aud04], [CO06].
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Alors N
w(lu) =27 ) wi({a,vy) = A) (8.13)
j=1

8.3 Transversalité.

Il est possible de définir le complexe des perles pour les fibres toriques de variétés

toriques de Fano.

Définition 8.5. Soit (M, w) une variété symplectique. Soit ] une structure presque complexe
compatible avec w. Le triple (M, w, ]) est dite de Fano si pour tout 0 # A € Hy(M) pouvant étre
représenté par une courbe J-holomorphe, (c1(]),[Al) > 0. Notons que puisque l'espace J (M, w)
est contractible, c1(]) ne dépend pas de ].

Pour une variété torique on a le théoréme suivant :

Théoreme 8.3.1. Soit (Xa,wa,JA) une variété torique associée au polytope de Delzant A.
Chagque face de A est I'enveloppe convexe d'une base de Z™ ssi X est de Fano.

FIG. 8.1 — Ci-dessus les 5 polytopes correspondants au cinq variétés toriques de Fano de
dimension réelle 4. De gauche a droite : CP! x CP!, CP?, éclatement de CP2 en un point
fixe de I'action hamiltonienne, éclatement de CPZ en deux points fixes et enfin éclatement
de CP? en trois points fixes.

Pour définir le complexe des perles, on devra se restreindre aux structures presque
complexes proches de la structure complexe standard de la variété torique. Une fois en-
core le théoréeme de compacité de Gromov jouera un role essentiel dans les preuves des

théoremes qui suivent.
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Lemme 8.3.1. Soit (XA, wa,Ja, na) une variété torique de Fano compacte associée a A. Soit
L — (Xa,wa) une fibre toriqgue. Alors pour toute constante positive K, il existe un voisinage
N(a,K) C T(Xa,wa) de Ja, tel qgue pour tout J € N(Ja;K) :siuw: (D,0D) — (X, L) est
J-holomorphe :

w(u]) <K= p(ful) > 2.

Démonstration. Supposons qu’il existe K tel que pour tout voisinage N (], K), il existe
une structure presque complexe compatible ] € N (Ja,K) et un disque J-holomorphe
u : (D,0D) — (X,L) ayant une aire symplectique plus petite que K et un indice de
Maslov inférieur a 2. On peut alors trouver une suite de s.p.c.c. ], convergeant vers Ja
et une suite u, de disques J-holomorphes a bord dans L, dont l'aire est uniformément
bornée par K. Par conséquent il existe une sous-suite u, convergeant vers une applica-
tion stable u constituée de disques J A holomorphes a bord dans L dont l'indice total est
inférieur a 2. Remarquons qu’il se pourrait qu’a la limite un bouillenement de spheére
pseudo-holomorphe de classe de Chern négative se produise, par conséquent 'applica-
tion stable obtenue pourrait avoir un indice de Maslov négatif. Cependant la condition de
Fano nous garantit que ceci n’arrive pas, c.-a-d. que puisque la classe de Chern de toute
sphere pseudo-holomorphe non-constante est strictement positive, I'indice de Maslov de
u est positif et donc plus grand ou égal a deux (car les tores sont orientables). On a donc
bien une contradiction.

O

Remarque 8.6. Le lemme précédent nous assure que dans le cas des fibres toriques d’une variété
torique de Fano, le disque simple v extrait du disque \u dans le lemme (5.1.2) a un indice de Maslov
w(vl) plus petit ou égal a p([u]) — 2.

Théoreme 8.3.2. Soit L — (XA, wa) une fibre torique d’une variété torique de Fano. Pour tout
constante K > 0 il existe un voisinage CY, N(Ja;K) de Ja et un ensemble générique de struc-
tures presque complexes Jreg(Ja) C N (Ja; K) de la structure complexe standard J o pour lequel :
pour tout ] € Jreg(Ja), pour tout x,y € Crit(f) et pour tout A non-nul tel que w(A) < K,
P*(x,y, A;L,]), est soit vide, soit une variété de dimension :

dim P*(x, v, AL, T) = [x| — [u] + w(A) + k1.

Par conséquent M*(x,y, A;L,]) hérite lui aussi d’une structure de variété différentiable de di-
mension :
x| = [y + n(A) = 1.
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En outre si dim M*(x,y, A;L,]) < 1alors M*(x,y,A;L,]) = M(x,y,A;L,]).

Démonstration. La preuve est en tout point similaire a la preuve du théoréme (5.1.1).
Comme pour ce dernier on ne prouve que le dernier point. On distingue aussi les cas
dimL >3 etdimL < 2.

1.dimL > 3: Rappelons que la preuve se fait par induction sur p(A). Notons
d(x,y,A) = [x| — |y| + u(A) — 1. Premierement si u(A) = 2 il ne peut y avoir qu'un seul
disque, celui-ci est donc simple et absolument distinct. Supposons que la propriété soit
vérifiée pour tout espace M(x,y,A;L,]J) tel que d(x,y,A) < 1et u(A) < 2k et montrons
qu’elle est vraie encore vrai pour pu(A) = 2(k + 1). Soit u = (uy,...,u) € M(x,y,A,J)
avec d(x,y,A) < Tet u(A) = 2(k+1). Remarquons d’abord que u;(—1) # u;i(1) pour tout
1 <i< L Slexistaitunj € {1,...1} tel que u;(1) = u;j(—1), on pourrait, en omettant le
disque uj, obtenir un élément u appartenant a 'espace de module M(x,y,A’;L,]), avec
A= (Aq,..., A
par conséquent cet espace est vide.

...,Ay), pour lequel la propriété est vraie. Mais p(A’) < p(A) -2 < —1,

Simplicité des disques : Supposons qu’il existe 1 < i < 1 tel que u; n’est pas simple.
En appliquant le lemme (5.1.2) ainsi que la remarque suivant le lemme (8.3.1) a u;, on
obtient un disque u; tel que wj(£1) = uj(£1) et p(uj) < p(ui) — 2. Par conséquent,
en remplagant u; par u{ dans u on obtient un élément u’ appartenant a un espace de
modules M(x,y,A’]) pour lequel la transversalité est vérifiée et de dimension négative.

Cet espace est donc vide.

Les disques sont absolument distincts : On peut donc supposer que tout les disques
apparaissant dans un élément u € M(x,y,A,]) sont simples. Supposons une fois de
plus par I'absurde qu’ils ne soient pas absolument distincts. Dans ce cas il existe i tel
que ui(D) C Uiui (D). Il s’ensuit (par le lemme (5.1.1) qu’il existe j € {1,...,1} tel que:
-ui(D) C yj(D) ouuy(0D) C u4(0D), ou
-u3(D) C wy(D) ouw;(0D) C uy(0D).
Supposons sans perte de généralité que ui(D) C u;(D). Premiérement, si i < j, on omet
les disques uy pour i < k < j et on obtient un élément u’. Il existe un point p € 9D

tel que ui(—1) = uj(p). Si p = 1 on peut aussi omettre u; obtenant ainsi un élément u'
appartenant a un espace de modules M(x,y,A";L,]) de dimension négative. Si p # 1,
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on peut remplacer u; par uj o ¢ ot ¢ € PSL(2,R) vérifie (p) = —1 et (1) = 1. Une
fois encore I'élémént u’ appartient & un espace de modules M(x,y,A’;L,]) de dimension
négative.

Ensuite si i > j, on obtient un nouvel élément u’ en omettant les disques uy pour
j < k < i1l existe alors p € 0D tel que u;j(p) = ui(1). Si p = —1, on omet u; et on
obtient un élément u" appartenant a un espace de modules M(x,y, A" L,]) pour lequel la
transversalité est vérifiée et dont la dimension est négative. Si p # —1, un raisonnement
en tout point similaire a celui donné pour le cas i < j fournit le résultat.

2.dimL <2: Lapreuve est exactement la méme que dans le cas presque monotone. Le
lecteur est donc renvoyé a la preuve du théoreme (5.1.1). O

8.4 Opérateur de bord

Soit L, une fibre torique d’une variété torique de Fano. Notons HP (M, L,) I'image
par le morphisme d’Hurewicz de m;(M,Ly). Comme précédemment, notons (3; les
générateurs de HZD(M,LQ). On pose aussi «; = 27m((a,vj) — A;) = w(P;). Nous choisis-
sons comme anneau de base, I’anneau de coefficients de Novikov :

Aw={ D Ma®MtHMyc e R, #{Aa # Olw(A) < ¢} < oo} (8.14)
AeHP (M 1)
avec fi(A) = u(A)/2, et |t| = —2. Rappelons que, puisque Z; est un corps, A, est aussi

un corps. Le module associé a notre complexe des perles est 'espace vectoriel gradué
C.(f,9,]) = Ci(f, g) ®z, Aw. On peut décomposer C,(f, g,]) via le degré P, ., Ck(f, g,])
ou
Culf,0,]) = € Calf,0) @ AL,
p+q=k
Ou Ad, est constitué des éléments de degré q.

L'opérateur de bord est donné par :

d: Ck“—a, f) P, ]) — Ck—] (L(b f) P, ])

x—ox= Y ni(A)gUI AT Ay (8.15)

y,Alw(A)<K
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ol :
M(x,y, A, si|x|—[y|+ w(A) =1
() {EMEVATL s = ol wl)
0 autrement
avec A = (Aq,...,Ay) € HZD(XA, L.)¥. Les nombres ny(A) étant bien définis, l'opérateur

de bord & I'est lui aussi. L'opérateur de bord a la propriété suivante :

Proposition 8.4.1. Pour tout K > sup{ocj}“TH, il existe un voisinage N'(Ja,K) de Ja et un

sous-ensemble dense Jreg C N (Ja, K) tel que pour tout J € Jreg :
dod=0.

Démonstration. Fixons K > sup{a;}™32. Prouvons d’abord qu’il existe un voisinage
N(Ja,K), tel que pour tout u € M(A,Lg,J), avec ] € Jreg et w(A) < K, [u] = Zj m;P;
avec m; > O pour tout j. Supposons le contraire. Pour tout voisinage il existe un | et
une courbe J-holomorphe u, avec [u] = }_;m;B;, avec au moins un m; négatif. Il existe
donc une suite ], convergeant vers J 4, et une suite u, d’aire uniformément bornée par
K possédant une sous-suite convergeante. Chaque élément de cette sous-suite vérifie :
[uy] = Y myP;avec au moins un des m; négatif. La courbe limite est une courbe constituée
de disques Ja-holomorphes. Or, le théoreme de classification (8.2.2) nous apprend qu'un
tel élément représente une classe B = }_;n;B; avec tous les n; positifs ou nuls. Ceci consti-
tue une contradiction.

Prouvons maintenant que d o 6 = 0. Ecrivons :

Sobx=3 3 ny(AnY(B)qCAEIRALE],
v,A z,B

avec w(A), w(B) < K. Nous allons interpréter les nombres njj (A)nZ(B), comme le compte
modulo 2 du bord des espaces de modules M(x,y,A + B,L,]) de dimension 1. Il faudra
bien stir s’assurer que w(A + B) < K.

Notons & = supj{ocj}. On sait que pour toute classe C € HZD(M, L) représentant une

courbe J-holomorphe (pour un certain ] € Jyeq et d’aire symplectique inférieure a K,
1
w(C) = ;mjocj < ;mioc = zocp.(C).

En effet, on vient de montrer que pour une telle classe les m; sont tous positifs. Mainte-

nant, les formules d’indice fournissent :

x| = |z| + W(A+B)—1=1.
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En particulier p(A + B) < n + 2. Il s’ensuit que

o < K.

1 N+2
w(A + B) gzu(A~l—B)oc§ i

Les espaces M(x, z,C, L, ]) sont par conséquent des variétés de dimension 1 qui possedent
une compactification dés que w(C) < K. Le bord de ces espaces est de la forme :

oM(x,z,A+B, L) = |J Mxy,ALJ) xMyzB,L]J.
y,A+B=C

Orny (A)nZ(B) fournit précisément le compte (modulo 2) des éléments de ces espaces. [

On peut donc définir
QH(Lg;f,g,],K) = ker §/imb.

8.5 Invariance.

Dans ce qui suit nous fixons K. Nous allons montrer que QH(L,K) ne dépend pas
du choix générique de triple (f,g,]). Comme précédemment, étant donné deux triples
génériques (pour lesquels QH(L, K) est défini) : 7o = (fo, go,Jo) et 73 = (f1,91,J1), nous

allons construire un morphisme :
@ : C(L; 7o) — C(L;Th) (8.16)

induisant un isomorphisme en homologie. Ce morphisme est associé a un choix
(générique) d’homotopie H = (F, G,]) joignant 7y a 77. Ce morphisme est canonique et
ne dépend donc pas du choix de '’homotopie réguliere H joignant 7y a 7;.

Construction de ®4.

On rappelle qu’ici (F, G) est un cobordisme de Morse® joignant (fo, go) a (f1,g1), et que
J est une homotopie de structures presque complexes compatibles joignant Jo a J;.

On choisit ’homotopie J dans N (] a, K). On définit I'espace de module P (xo,y1, A, H)
dont les éléments sont des couples (A, u) ot A = (A1,..Ax) € [0, 1]¥etu = (uy,...,uy) avec
u;: (D,0D) = (M x {Ai}, L x {A}) Ja,-holomorphes. et ayant les propriétés suivantes :

° [ul=A,

bcfr définition (6.4)
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* w(—1) € Wi etury1(+1) € Wy, avec xo € Crit(fo) ety € Crit(fy),
¢ ilexiste t; € (0, 00) tels que d)fi (wi(1)) = uir1(—1), ot ! estle flot du gradient de F.

Une fois encore on note Mj(xo,y1,A,L,J), le quotient de Px(xo,y1,A,L,J) par son
groupe de reparamétrisation, 1’étoile désignant les éléments simples et absolument dis-
tincts. SNV (Ja) C J(Xa, wa) est un voisinage C'de JA onnote:

MUa)=T:Ta e NJa; K)VA € [0, 1]}

Théoréme 8.5.1. Pour tout K, il existe un voisinage N (J a;K) de Ja, et un ensemble générique
d’homotopie H = (F, G,]J) avec J € jreg C Na(Ja; K), tel que : pour tout A tel que w(A) < K,
I'espace M3 (x0,Y1,A, H) possede une structure de variété différentiable de dimension :

d(x0,Y0,A) = [xolt, — [y1ls, + K(A).
En outre si d(xo,y7,A) < 1:

Mi(x0,y1,A,H) = Malxo,y1,A, H).

Bien silr en dimension 0 ces espaces sont compacts et consistent donc en une collection finie de

points.
Démonstration. Répéter la preuve du théoreme (8.3.2). O
On définit :
©3 - Cu(L, 7o) — Cu(L, Th)
xo— Y mR(AH)qUAIRA, (8.17)
x1,A|w(A)<K
ou

M X1, A H i — +u(A) =0
(A, H) = f2Ma(xo0, X1 ) sifxol = [x1| + n(A) 818)
0 autrement

Proposition 8.5.1. (Comparaison) Pour tout K > sup{ocj}“T“, il existe N'(J a, K) tel que pour

toute homotopie réguliere J dans N(J a, K)

50Dy + Dy od=0. (8.19)
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Démonstration. Etant donné que le type d’arguments pour ce genre d’identité a été répété
de nombreuses fois dans cet exposé, on se contente de vérifier la propriété de recollement.
Pour une analyse détaillée voir la preuve de la proposition (6.1.4) du chapitre précédent.
Supposons qu’on ait une trajectoire perlée u € M(xp,yo,A,J) ainsi qu'un élément v €
Ma(yo,u1,B, H) se recollant en un élément w € M, (xo,y1,A + B, H). Ici on suppose que
Ixo| — [yol + H(A) — T =0et [yo| — |y1]| + n(B) = 0. On doit vérifier que

w(A) < Ketw(B) <K= w(A+B) <K

Notons d’abord que pu(A +B) < (n+1) et w(A + B) = ) ; mjx; avec my > 0. Reprenant
les arguments de la preuve de (8.4.1), ona w(A + B) < “Tﬂoc < K. O

8.6 Canonicité du morphisme de comparaison.

Le morphisme @3 induit un isomorphisme en homologie qui est canonique, c.a-d. il
ne dépend ni de I'’homotopie réguliére de structure presque complexe ni du cobordisme
de Morse.

Soient Hy = (Fo, G, J«) €t Hp = (Fpg, Gp,Jp) deux triples admissibles. Nous allons
montrer qu’il existe un morphisme (g« : Cs(fo, g0,Jo) = Csi1(f1,91,J1) tel que :

(I)o(—i—q)(g:éOCB“—l— C(gocoé (8.20)

On rappelle brievement la construction de (. Sans perte de généralité, fo > f1. Nous
considérons une fonction F: L x [0, 1] x [0, 1] — R, une métrique G € Met(L x [0, 1] x [0, 1]
et une famille & deux parametres de structures presque complexes compatibles J ayant les
propriétés suivantes :

e F(q,0,7) respectivement F(q, 1,T) sont des homotopies triviales pour f respectivement
f’.

* F(q,A,0) = Fualq,A) +¢, F(q,A, 1) = Fg(q,A) avec ¢ € R. La constante ¢ est déterminée
en fonction des constantes positives choisies dans la construction des homotopies
triviales respectives de f et f’. On peut choisir ces constantes comme étant égales a
une constante c.

e Crity(F) = Critx_2a(fo) x {(0,0)} U Crity, (fo) x {(1,0)} U Crity, (f1) x {(0,1)} U
Criti2(f1){(1,1)}

* (F,G) est Morse-Smale et Gl x(0)x0.1] = G €t Glix11x[0.1] = Gp
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* Jia,7\,0) =Jala,A) etJ(a,A, 1) =Jg(a, ).
A partir de ces données, on définit des espaces de modules similaires a ceux apparais-
sant dans la construction des morphismes de comparaisons mais avec un parametre de
plus. Plus précisément, pour tout xo € Crity(f) x {0,0}, y1 € Critiyq(fy) x {(1,1)} et
A= (Aq,...,Ay) € (m2(M, L)X, on définit Ppalx0,Y1,A) comme étant I’espace des triples
(A,T,u) avec (A,T € [0,1] x [0,1] etu = (uy,...,uy) avec u; : (D,0D) € (M, L) ayant les
propriétés suivantes :
1) u=(ug,...,u)etful = A,

(ii) pour chaque u; il existe (A, Ti) tel que u; est ], ,-holomorphes.

(iii) ui(—1) € Wix)

(iv) il existe t; € (0, 00) tel que (DE (ui (1)) =uyq(—1). O ®F est le flot du gradient de F.
Comme précédemment, note Mpg«(xo,y1,A) le quotient de Pg(xo,y1,A) par son groupe

de reparamétrisation. On note

Mpalxo,y1,A) = U Mapulxo0,y1,A).

A=(Aq,...,Ax )
S Ai=Acm; (ML)

On décore évidemment nos M et nos P d'une étoile pour signifier qu’on se restreint aux
chaines de disques simples et absolument distincts. Enfin on pose pour tout voisinage
N (Ja;K) on note :

Mae =0 € NJaK), YA, 1)}

Proposition 8.6.1. Pour tout K > $(n+2) il existe un voisinage N (] a, K) et ensemble générique
de famille a deux parametres de s.p.c.c jreg C Ma(Ja; K), tel que pour tout J € jreg et pour tout
xo € Crit(fo) x {(0,0)}, pour tout yy € Crit(fq) x {(1,1)} et pour tout A € 72(M, L) tel que
w(A) < K, I'espace M3 (x0,Y1,A) est une variété différentiable de dimension

xolty — Y1l + 1(A) +1.
De plus si |xo|¢, — |y1lf, + 1(A) < 0. Alors
Maa(x0,Y1,A) = Mpalxo,y1,A).
Enfin si |xolf, — [u1]f, + 1(A) +1 =0, Mpgu(xo,y1,A) est compact.

Démonstration. Encore une fois cette preuve est la méme que dans le cas presque mono-

tone. O
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On pose :

Epalxo) Z ny (A, Balq (AIgR(A)y, (8.21)

y,Al
w(A)<K

nX(A Bo) = ﬁzMBOC("O)UbA) Si|x|—|y|+H(A)+]:0
y 4 =

autrement
Proposition 8.6.2. (Canonicité) Sous les mémes hypothéses que celles du théoreme (8.4.1), il

existe un voisinage N (Lo, K, €) tel que le morphisme @, : QH(L, 7o;K) — QH(L, 73;K) est
canonique (ne dépend pas de H).

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve de la proposition (6.1.6) en utilisant les argu-
ments de la preuve de la proposition (8.5.1) pour le recollement. O

8.7 Le produit quantique.

Rappelons brievement le formalisme combinatoire introduit au chapitre précédent.
Les espaces de modules que nous considérons sont modelés sur des arbres coloriés avec
points marqués (7 (A, F),0,S) avec § = {f1, f2, f3}. Pour le produit quantique on considere
des arbres dont le symbole est du type (x1,%x2 : y) (de longueur 3) le sélecteur de points
marqués & vérifie les propriétés suivantes :

- si s estun sommet de valence 2 et a estl’aréte entrante et e 'aréte sortante de s, alors
q_(e) =—1,resp. q4(a) =1.

- si s est un sommet de valence 3, notons aj, a, ses arétes entrantes dont 1’ordre cor-

respond a I’ordre horlogé et e son aréte sortante. Alors q(e) = 1etq_(ax) = e 2T

k=1,2.

7

La regle de sortie © vérifie quant a elle :
- O(f;y) =fipour touti=1,23,
- O(fq, f2) = f3. Remarquer qu’on permet f; = f3 ou f1 = f3.

On note les espaces de perles associés a ce type d’arbre M(7(A,§);g,]) ol encore
M(x,v,z;g,]) lorsqu’on veut insister sur le symbole de 7. On a alors le résultat suivant :
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Théoreme 8.7.1. Soit (XA, wa, Ja) une variété torique Fano associée a A. Pour tout K, il existe
un voisinage N'(Ja,K) de Ja, et un ensemble dense de s.p.c.c Jreg C N(Ja,K) tel que pour
tout ] € Jreg et pour tout arbre colorié avec points marqués T de symbole (x,y : z), 'espace
M*(T(A,F);q,]) est soit vide, soit une variété de dimension :

x| + [yl — l2] + 1(T) — .
En outre en dimension plus petite ou égale a 1 :

MH(T(A,8);9,]) = M(T(A,F);9,]).
Enfin en dimension 0, M(7 (A, §); g, ]) est compact et consiste en une collection finie de points.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du théoréme (8.3.2). O

On peut donc maintenant définir le produit quantique :

#1 Ci(f,]) @ Culfz,J) = Culf3,]) :

XQY — Z nY(T)q@TIET ), (8.22)

z,T|w(7)<K
symb(7)=(x,y:z)

WEY(T) — BMIT(A,)9,]) sifx|+y[ = |z +1(T) =n =0, 8.23)

0 autrement
Ce produit vérifie les propriétés suivantes :

Théoreme 8.7.2. Soit L une fibre torique d’une variété torique de Fano (X, w,J). Posons comme
précédemment « = sup; o Pour tout K > «(3n)/2, il existe un voisinage N (], K) de s.p.c.c. et
un sous-ensemble dense Jreg C N(J,K) tel que pour tout J' € Jreq le produit quantique défini
en (8.22) et (8.23) vérifie :

1. Morphisme de chaine et invariance : le produit * satisfait la régle de Leibniz :
d(xxy) =d(x) xy + x*0y. (8.24)

De plus il ne dépend pas des choix auxiliaires génériques faits lors de sa construction.
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2. Associativité : Il existe une homotopie de chaine = : C.(f1,]’) ® C.(f2,]") @ Ci(f3,]") —
C.(f3,]’) vérifiant :

Zod(a®b®c)+doZ(a®b®c)=(axb)xc+ax(bx*c). (8.25)
3. Neutre : Il existe un élément { € QH(L, Ay) tel que pour tout a € QH(L, A) :

{xb=bx*x{=D>.

Démonstration. Hormis les constantes, les preuves des faits énoncés ci dessus sont les
mémes que dans le cas presque monotone.
O

8.8 Outils de calculs.

Dans cette section nous allons retrouver les résultats de Cho et Oh [CO06] et de
[ChoO08] concernant les criteres d’annulation et de non-annulation de QH(L). Certaines
preuves sont tres similaires, d’autres sont nouvelles et ont ’avantage de ne pas dépendre
de la structure torique de la variété. Enfin certaines preuves sont des adaptations de cer-
tains arguments tirés de [BC07] et [BCO9].

Nous allons nous servir de la structure des variétés toriques pour établir la dichotomie
large vs étroite. Nous montrerons aussi qu’une fibre torique déplagable a nécessairement
une homologie quantique relative nulle. Ces résultats ont déja des résultats obtenus par
Cho et Oh dans [CO06]. Notons C,(f,]) = C.(f, g) ® A le complexe des perles associés
a une fibre torique L.

Lemme 8.8.1. Soit Ly — (X, w,]) une fibre torique d'une variété torique Fano. Soit K une
constante suffisamment grande de telle sorte que (QH(Lq, Aw), *) soit bien définie. Notons que
'opérateur de bord du complexe de chaines  se décompose comme :

[n+1]

5:5o+5]t+52t2+’”+5[n+1]t 2,

2

Alors &y = 0 pout tout k > 2.

Démonstration. On montre le résultat pour k = 2. Les autres cas se traitent de maniere si-
milaire. Supposons que f est une fonction de Morse parfaite. Il s’ensuit que 0o = Imorse =
0. Rappelons que puisque Ly = T™, H,(Ly, Z>) est engendré multiplicativement via le pro-
duit d’intersection par Hy_1(Lq, Z;). Puisque f est une fonction de Morse, chaque point
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critique représente un cycle qui est un générateur de H, (L, Z;). Nous allons montrer que
b7 est nul sur Hyy_1(L, Z;) et qu'il satisfait la regle de Leibniz.

Notons y; € Crity_1(f), 1 € {1,...,n} les générateurs de Hy_1(Ly,Z;). Pour des
raisons de dimensions 6,y; = 0 pour tout i. Nous allons montrer que d,(yi N y;) =
d2yi NY; +yi N d2y; = 0. Remarquons d’abord qu’en général :

d2(x - y) =02x -y +x- 02y
+ 01X 1Y 4+ x %7 01y + d1(x *1y)
+ dox *2 Y + X *2 oy + do(x *2y).

Dans notre situation 6o = 0. De plus soit 61y; = 0 soit d1y; est proportionnel a £ = max(f).
Par conséquent, pour des raisons dimensionnelles, 51(y1) *1 Yj, 81(yi *1 Yj) et yi *1 81(y;)
sont nuls. Enfin d,y; = 0 pour tout i. Donc on a bien que 6, = 0. L'annulation de o,
permet d’appliquer le méme argument pour k > 2. Ce dernier fonctionne méme encore
mieux dans ces cas. O

Remarque 8.7. Dans leur article Cho et Oh [CO06], montre le méme résultat pour la différentielle
de I’homologie de Floer. Cependant leur preuve fait intervenir de maniere explicite la structure des
espaces de disques. 1l montre que I'application d’évaluation apparaissant dans la formule de &y fait
trop descendre la dimension. Il s’ensuit que la dimension réelle est plus petite que la dimension
virtuelle. Par conséquent &y = 0 pour k > 2.

En réalité ce lemme ne dépend pas de la structure torique de la variété ambiante. Une
lecture attentive de la preuve précédente permet de généraliser le résultat :

Proposition 8.8.1. Soit L C (M, w) une sous-variété lagrangienne d’une variété de Fano. Sup-
posons que :
1. L'indice de Maslov de tout disque pseudo-holomorphe est plus grand ou égal a 2.

2. la cohomologie de L soit engendré multiplicativement par H'(L, R) et L admet une fonction
de Morse parfaite’

De plus si N > 2 alors &1 = 0 et QH(L, Aw) = Hi (L, Zy).

"Cette hypothese est vraisemblablement superflue si on utilise la suite spectrale cfr. Annexe B.
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8.8.1 Conjecture large-étroite :

Nous allons fournir un critere géométrique qui nous permettra de calculer QH(L). Ce
critere est une adaptation du critére d’annulation et de non-annulation de ’homologie de
Floer développé dans [BC07]8

Définition 8.8. Rappelons qu'une lagrangienne L est dite :

1. large si QH. (L, Aw) = Hi(L,Z2) ® Aw.

2. étroite si QH,(L,Ay) = 0.
Remarque 8.9. Lorsqu’on travaille avec d’autres anneaux de coefficients’ que Ay, on spécifie
pour quel type d’anneau la lagrangienne est étroite, respectivement large, en insérant en préfixe

'anneau en question. Lorsqu’on utilise le qualificatif large, respectivement étroite, on signifie que
la lagrangienne est A -large, respectivement /A ,-étroite.

Le but de cette section est de prouver :

Théoréeme 8.8.1. Conjecture large-étroite : Soit (X, wa, Ja) une variété torique de Fano. Soit
Lo une fibre torique de X. Alors L est soit étroite soit large.

Dans la suite on notera souvent (Xz, ws, J =) la variété torique associée a A(L) ou méme
(X, w,J).

Soit G1 = {v1,...,Vvn] les générateurs de L. Ces générateurs dont des vecteurs ortho-
gonaux aux faces du polytope de Delzant A. On peut les choisir pointant vers l'intérieur
du polytope, et rappelons que A est défini par les relations :

{(X,V]'> Z 7\j,j = 1,...,N}.

Considérons une fibre torique L, = 7w '(as,...,an) et notons B; les générateurs de
HZD(X, Lq). Rappelons que : &5 = w(B;) = 27t((x,v;) — Aj) et 0P5 = v]]e1 —I—v].zez—l— e —l—v]T‘en
avec ej = [y;] € Hi(Lq, Z3) et

yj151 = (C)™: e o (c1,...,cje‘9,...,cn)

sont les générateurs de Hy (L, Z,).

8Voir aussi [CO06].
9cfr section suivante.
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On peut montrer que pour un choix générique de s.p.c.c] € N(Jz), M(Bi,Lq,J) nest
jamais vide et qu’il consiste en une variété de dimension 2 + n de plus si J est une ho-
motopie réguliere joignant Jo € N(Jx) a1 € N(Jz), M(Bi,La,Jo) et M(Bi,Lq,J1) sont
cobordantes. On note :

[.={ie{l,...,N}lay = w(Pi) =c}.
Etant donné 35 € HZD(M, L) et] € N(Jx), on définit 'application d’évaluation :
evjy: (M(B5,L,]) x 0D)/PSL(2,R) — L: [(u,z)] — u(z) (8.26)
Notons une fois encore que pour un choix générique Jreg € N (J5),
M(q,B,]) = evij(q) = {[(u,2)] € M(By,Lq,]) x dD/PSL(2,R)[u(z) = q}.

est un ensemble fini de points et que pour J, et J1 génériques dans NV (Jx); M(q, i, Jo) et
M(q, Bi,]1) sont cobordants. On définit alors :

Sc(q) = ) dega(evi)dz, Bi. (8.27)

iele

Sa classe d’homologie D, = [05c(q)] € HY(L,Z>) ne dépend ni du choix générique de J, ni
du point q. De plus au vue du théoréme de classification (8.2.2) degz(evij) = 1.Onale
critere suivant :

Proposition 8.8.2. Critére structurel. Soit L = L une fibre torique d'une variété torique Fano
et K une constante suffisamment grande pour que QH(L, A, K, €,]) soit bien défini (pour ] €
N(Js;K, €), alors :

1. si D¢ = 0 pour tout c, alors QH(L, A, K, e,Js) = H(L, Z2) ® Aw

2. sinon QH(L, A, K, ¢,]J5) =0.
Démonstration. Fixons K suffisamment grand, ] € N (J5; K, €) générique. Soit f : L — R

une fonction de Morse parfaite dont l'unique maximum est noté {. Siy € Crit,,_1(f) est
un point critique d’indice n — 1 on a pour des raisons dimensionnelles :

Sy =omy+ ) £2{W*(y) N Dclqtt

ce{oy }
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D¢, # 0: Supposons d’abord qu’il existe un cg tel que D, # 0. Par dualité de Poincaré
il existe un cycle [C] € H,_(L,Z;) tel que C N D¢, #o. La fonction f étant parfaite, on
peut supposer sans perte de généralité qu’il existe un point critique z = Crit,,_1(f) dont
la variété instable représente le cycle C. On a alors :

5(z) = ) £2{W¥(x) N Dclq)tL.

Puisque D¢, # 0,
> (WH(x) N Dela®) #0.

Mais A, est un corps; par conséquent { est un bord pour 5. Mais { est I'unité pour le
produit quantique, donc QH(L, A) = 0'°,

D¢ = 0 pour tout c: Supposons maintenant que tous les D sont nuls. Grace au lemme
(8.8.1) il suffit de montrer que 67 = 0. Remarquons d’abord que 6y = dm = 0 et 87 est
identiquement nul sur C,_1(f, g) ® Aw. Puisque & = 8¢ + 81, on déduit que C,, 1(f, g) ®
Aw = Hn1(L,Z2) ® Aw. Mais Hy1(L, Z,) engendre H.(L,Z;) en tant qu’algebre via le
produit d’intersection. Au vue de ces observations si 81 respecte la regle de Leibniz par
rapport au produit d’'intersection classique, 81 = 0.

Montrons donc que pour tout x,y € Crit(f) :

d1(x-y) = d1(x) -y +x-d1y. (8.28)

Rappelons que le produit quantique s’écrit lui aussi sous la forme :

X*Y =X Y-+ X% yt+ -+ x# yt~. (8.29)
Ou
xxy= Y  faMxy,ALTqCN.
Alu(A)=21
w(A)<K

Considérons maintenant des espaces de modules M(x,y,A,L,]) de dimension 1 avec
u(A) = 2. L’étude du bord de leur compactification fournit la relation suivante :

S1(x - y) 4+ dolx *¥1Yy) = dox 1Y +x %71 doy + 01x - Yy +x - O1y. (8.30)

N effet, supposons que dx = 0, alors x = 1 % x = dy * x = d(y * x).
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Dans le cas ot la fonction de Morse f est parfaite I'équation 8.30 se résume a :
d1(x-y) =d1(x) -y +x-d1y.
Ceci prouve que 87 est identiquement nul et donc :
QH(L,Aw) = Hi(L,Z2) ® Ag.
O

Corollaire 8.8.1.1. Lorsque définie, I’homologie quantique relative munie du produit quantique
(QH(La, Aw, K, €,]JA), x) d'une fibre torique de Fano ne dépend ni de € ni de K (pourvu que ce
dernier soit assez grand). On peut donc noter QH(Lq, Aw) au liew de QH(Ly, Aw, K, €,]A)

Remarque 8.10. Le résultat précédent peut s’'interpréter en terme de suite spectrale (voir annexe
A). Dans ce cas il n’est cependant pas nécessaire de supposer que f est une fonction parfaite. En
réalité la dichotomie large vs étroite ne dépend que des faits suivants :

1. l'indice de Malsov de tout disque pseudo-holomorphe est au moins 2.

2. L’homologie de L a coefficients dans Z; H. (L, Z) est engendrée en tant qu’algebre (par rap-
port au produit d’intersection) par Hn_1(L, Z3).

Plus précisément étant donné une s.p.c.c réguliére | et un élément B € HZD(M, L) tel que u(B) =
2, on définit :

® evgy: (M(B,L,J) x 0D)/PSL(2,R) — L: [(u,z)] — u(z)

* M(q,B,]) = evgi(a)

e D.={B e H?(M,L)Iu(B) =2, w(B) =c,deg(evg,]) # 0}.

* dc(d) = 3 pep, deglevpj)oB et De = [5c(q)]

En combinant les preuves du lemme (8.8.1) (proposition (8.8.1)) et de la proposition (8.8.2) on
retrouve donc un la proposition (6.1.4) de [BCO7]'.

8.9 Représentations de 71,(M, L) et anneaux de coefficients.

Avertissement : Dans cette section HZD(M, L) désigne la partie libre (sans torsion) de I'image
de 1i2(M, L) par le morphisme d’"Hurewicz. De méme H1(L) désigne la partie libre de Hq(L, Z).

1 a différence entre leur preuve et la noétre tient dans la proposition (8.8.1), oti nous montrons que 8 = 0
pour tout k > 2.
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Orientation :

Jusqu’a présent nous avons travaillé avec 'anneau de base Z,. La raison principale
est que cela rend la discussion conceptuellement plus claire et que cela évite de parler
d’orientation. Dans cette section nous allons mentionner un résultat qui nous permet de
considérer des anneaux de base plus généraux, essentiellement R et C. Contrairement
au cas absolu (courbes pseudo-holomorphes sans bord), les espaces des disques pseudo-
holomorphes n’héritent pas d"une orientation naturelle. Cependant dans certain cas il est
tout de méme possible de les orienter mais le choix n’est pas canonique. Cependant ces
résultats étant quelque peu techniques nous ne ferons que les mentionner et les utiliser
sans aucun scrupule.

Rappelons d’abord qu'un fibré 7t : E — B est orientable ssi il existe une classe d’ho-
motopie de trivialisation du 0-squelette s’étendant en une trivialisation du 1-squelette.
Cette observation donne lieu a la définition de la premiére classe de Stiefel-Withney'?.
Plus précisément :

Théoreme 8.9.1. Un fibré 7t : E — B est orientable ssi la premiére classe de Stiefel-Withney
w1 € H1(B, Z>) est nulle.

Une variété est donc orientable si la premiére classe de Stiefel-Withney de son espace
tangent est nulle.

Pour que les espaces de modules de disque M(A,L,]) admettent une orientation il
faut demander une condition un peu plus forte que 1’orientabilité de L.

Définition 8.11. Une structure spin sur une variété lisse et orientée L est une classe d’homotopie
de trivialisation de son fibré tangent sur le 2-squelette de L. De maniére équivalente une variété
est spin si ses deux premieres classes de Stiefelt-Withney w1, w, € H, (B, Z;) s’‘annulent. On voit
donc que c’est une variété qui est en quelque sorte juste un peu plus qu’orientable.

Théoreme 8.9.2. [FOOO09c] Soit L — (M, w) une variété lagrangienne spin ; alors le choix
d’une structure spin détermine une orientation M*(A,L,]) de maniére canonique pour tout A €
m2(M, L) qui est cohérente avec I'opération de recollement.

Remarque 8.12. Pour une preuve de ce théoreme voir [Cl004].

De cette maniere nous pouvons orienter les espaces M*(7 (A, F); g,]) et considérer
des anneaux de coefficients généraux.

2yoir [MS74] et [Hus94] pour une exposition compléte du sujet.

Byoir [BC10] pour les détails.
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Coefficients et représentations :

Dans ce qui suit 'anneau de base est C. On consideére des représentations, c’est-a-dire
des morphismes :
p: (HZ(M,L),0) = (C*,-): A — p(A) (831)

On note Rep,(L) le groupe de ces morphismes. Une classe importante de représentations
est donnée par les représentations p = x o 0 ott « : Hy(L) — C* est un morphisme et
0: HZD(M, L) — Hy(L) est le connectant. On note Rep(L) C Rep,(L), le groupe de ces
représentations.

Sir = rangHzD(M,L) et
Rep,(L) = (C*)" et Rep(L) =
de HZD(M, L)'*. Ona p(e;) = z; pour 1 < i < r. Par conséquent si A = ajeq +--- + arey,

v’ = rangH;(L) on a des isomorphismes de groupes :
!/ 2z . 2z . .
(C*)". Plus précisément choisissons une base {eq, ..., e;}

ona:
p(A) =z{" ...z, (8.32)
De mémesi{ey,..., e} est une base de Hi(L). Ona x(e;) = zipour 1 <i <1/, et
o dA =z{ohe) | 0Aer (8.33)
Pour p € Rep,(L), on considere 'anneau :
AP={ > Aap(A)g®WMtrMve e R, #{Aa # Olw(A) < ¢} < oo} (8.34)

A€eHP (ML)
Pour des représentations o 0 = p € Rep(L), on notera A% au lieu de AP.

Remarque 8.13. Dans [FOOO09b], [FOOO09c] et [FOOO10], les auteurs se servent d’un fibré
complexe plat pour changer leur anneau de coefficients. Dans ce qui précede nous suivons I'ap-
proche abordée dans [BC10] que I'on trouve plus simple a comprendre plus générale, et qui dans le
cas oit p = & o 0 est tout a fait équivalente.

Pour une sous-variété lagrangienne L spin, pour laquelle QH(L, A,) est définie inva-
riante, etc... on pose

N

* QH(L,AP) I'homologie quantique relative de L a coefficients dans AP ou p
HP(M,L) — C*.

14Rappelons que dans cette section HP (M, L) = HP (M, L)/Tor.
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* QH(L, A%) 'homologie quantique relative de L a coefficients dans A* ott & : Hq(Lq) —
C*.

¢ Enfin on note I'opérateur de bord modifié :

°x) = ) my(A)p(A)g ANy,
y,Alw(A)<K

Les preuves de la section précédente s’adaptent aisément au cas des anneaux de coeffi-
cients. Il faut juste tenir compte des signes. Par exemple 1'identité de Leibniz devient :

S(xxy) =8(x) xy + (—)¥x x 8(y). (8.35)

Théoreme 8.9.3. Les résultats de la section précédente sont encore vrais si on remplace A\, par
AP.

8.10 Applications et calculs.

8.10.1 Déplacabilité.

Nous montrons maintenant que pour les fibres toriques déplacables, QH(L,A,) =
0. Comme dans le cas presque monotone on peut associer a chaque difféomorphisme
hamiltonien ¢ un morphisme :

V:Cilf,g,]) = Ciqalf,g,]),

vérifiant :
SWE+WoL= (T4 Y qoMeHA) (8.36)
Alw(A)>K

ol £ est 'unique maximum de la fonction de Morse f, et K est la constante servant a définir

le complexe. C’est le cas intermédiaire entre le cas monotone ot
oWl = ¢
et presque monotone oul

SWE=10+ Y quMHA)y,

Alw(A)>K
yeCrit(f)
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Rappelons brievement la définition de V¥. On définit M(x,y, A, H,J) 1'espace des
trajectoires perlées joignant x a y. La seule différence avec les espaces de modules
M(x,y,A,]J) estqu'un des disques est un élément (R, v) € R tel que Ojv—RrXn(u) = 0.0On
rappelle qu’en dimension plus petite ou égale a 1 et pour un choix générique de famille
de structures presque complexes cet espace est une variété différentiable de dimension
Ix| — lu| + 1(A) + 1. Bien stir on ne considére que les A tel que w(A) < K. En étudiant la
compactification des espaces de modules de dimension 1 on obtient le résultat suivant :

Lemme 8.10.1. Soit K une constante suffisamment grande. Si L est déplacable, le morphisme
Y. C*(f) g, I) — C*+] (f) g, I) Ué?’ifi@ :

§oW(x)+Wod(x)=@(x)+ Y  qeMtAy (8.37)

Alw(A)>K,
yeCrit(f)

ot ¢ : C(f,9,]) = Ci(f, g,]) est un isomorphisme de chaine de la forme :

o) =x+ Y ni(A])ae MMy
A yl0<w(A)<K

Rappelons que dans le cas ott x = {, @ (£) = L.

Proposition 8.10.1. Soit L, une fibre torique déplagable. Soit K une constante suffisamment
grande. Notons { = max(f) ['unique maximum de la fonction de Morse f. Si L, déplagable, alors

sWe=(1+ > q*M) (8.38)
Alw(A)>K
et
QH(L, Aw) =0.

Démonstration. L'identité (8.38) se déduit du lemme (8.8.1). On déduit alors facilement
que QH(L) = 0. En effet, I'identité (8.38) revient a dire que { est exact. Soit a € C,(J) un
cycle:da =0.Si{ =dbona:

a=fa=08bxa=205(bx*xa).

On peut aussi montrer que QH(L) = 0 de maniere plus directe. Supposons sans perte
de généralité que f est une fonction de Morse parfaite. Supposons que L est déplagable,
avec QH. (L, Ay) # 0. Les criteres structurels nous apprennent que ; = 0 pour tout i, ce
qui viole (8.37).

O
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8.10.2 Potentiel de Landau-Ginzburg.

Le critere d’annulation ou de non-annulation justifie I'introduction d"une fonction ap-
pelée potentiel de Landau-Ginzburg voir [FOOO10], [CO06], [BC10]. Nous la définissons
d’abord de maniere générale (pour les variétés lagrangiennes vérifiant les propriétés 1.-2.
de la remarque (8.10). Notons B = {ej, ..., e;} une base de H;(L).

Définition 8.14. La fonction :
P, L) : Rep(L) — C* : (z1,...,2z¢) = P, L) Z Z deg(evp j)x(0B))q.  (8.39)
¢ BeD.

est appelée potentiel de Landau-Ginzburg.
Dans la base B s’écrit :

Plzi,.oo,zal) =Y Y deglevg)z® .. 2% qe, (8.40)

¢ BeD.

Pour une fibre torique L, le potentiel de Landau-Ginzburg s’écrit :

N
=Y > oB)a =) p(B;)a®P (8.41)
j=1

¢ jel

Mais puisque 03; = v]] e; + -+ -vi'en on obtient:
o vl vt
a)=) zy ...z qF), (8.42)

Proposition 8.10.2. Soit L, une fibre torique. La représentation o est un point critique de
(’B((X) CL), SSi QH(L(DA(X) = H*(La) ® /\(X

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si f est une fonction de Morse parfaite et si y;
est un point critique d’indice n — 1, dont la variété instable représente le cycle C; ot {Cj}
est la base de H,,_1(L,) duale de la base e;, on a

5% (y;) = zj%(oc, u)td. (8.43)
j

En effet :

Zﬁ{C th 3PP (Bi)aPrtl = kaz1k . zvEqPrtl (8.44)
k=1
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8.11 Quelques calculs.

En guise d’illustration nous allons reproduire ici quelques calculs explicites [CO06]
et [ChoO8] Le théoreme suivant a été prouvé par Entov et Polterovich [BEP0O4]refexacten
utilisant la théorie des quasi-états. Une preuve utilisant la théorie de Floer a été fournie
par Cho dans [Cho08]. Nous reproduisons cette preuve ici.

Théoreme 8.11.1 ([ChoO8]). Soit L une fibre torique monotone d’une variété torique de Fano.
Alors L n’est pas déplacable.

Démonstration. Puisque L est monotone son potentiel s’écrit :
V) vt
Plx) = (ZZ]’ .ovd )gS
j
Les points critiques de ‘B sont donnés par les équations :

] n
Zv?z‘]}’...z‘;{ :Zv}‘zj:O,VkE{l,...,n} (8.45)
j j

1 n

otz ...zy =z;€C*je{l,...,N}. Remarquons quun tel systtme possede toujours
une solution dans CN puisqu’il y a n équations pour N inconnues. Il nous faut donc trou-
ver des z; # 0 solution des équations (8.45). Mais cette condition est équivalente & deman-
der que I'espace vectoriel des solutions n’est inclu dans aucun plan de coordonnées de CN.
Pour montrer cette derniere propriété nous allons montrer que pour touti € {1,...,N}il
existe une solution (z1,z3,...,zn) avec z; # 0. Posons u; = v; et complétons avec des
éléments {ui}i—> n € G —{v;} de telle sorte que les u; engendrent un cone de dimension
n ou de maniere équivalente qu’ils soient linéairement indépendants. Etant donné que
N > n et que X est un cone, il existe u, 11 # uj dans G tel que uy, ..., un, Un 41 sont aussi
linéairement indépendants. Etant donné que {u;}j—1,. 1 sont linéairements dépendants :

n
/
Un+t1 = § Z]'U.j,
j=1

avec z} # 0 (car sinon uy, ..., Uy Ne seraient pas linéairement indépendants). Or u; =
vi. On a donc prouvé le résultat.
O
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L’espace projectif.
Soit L, € CP™ une fibre torique de 'application moment

|21/ |zn|?

m:CP" = RMzp:...:2n) = (=5, 715
TS e

avec ||z]|? = |zo|2 + - + |zn|? eta = (aj,...,an) € A.
Le polytope de Delzant associé a 7 est donné par :

A ={(x1,...,xn0))x,vi|= A},

avec :
-vi=ejpourtouti=1,...,n,vi1=—) ;e
-Ai=0pourtouti=1,...,n, A4 =—1

On déduit que les générateurs (3; de (M, L) vérifient :

‘ Classe ‘ aire ‘ bord ‘
Bi,1<i<n | 2may Cy
By [ 2700 =2 ;i) | =2 G
ot C; est la base de H'(L,, Z) donné par (ay,...,a;el® ... a,) dans L.

Potentiel de Landau-Ginzburg.

On peut maintenant calculer le potentiel de Landau-Ginzburg associé a L, :
n n
Ploya) =D z;g?™ + [ [z g 2w (8.46)
j=1 j=1

On déduit facilement que les points critiques de P sont donnés par :

oP _ 20q2 — Z:ZHZj_]qZﬁ“_Zi @),

A

par conséquent, la seule fibre non-déplacable est le tore de Clifford qui est monotone. De
plus si y; est un point critique d'indice n — 1 d"une fonction de Morse parfaite dont la
variété instable est le dual de poincaré de C;ona:

n
dyj = (z:q”™ — [ [z 'a®™" = )t (8.47)
j=1

ol £ est le maximum.
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Théoreme 8.11.2. Soit ¢ € Ham(CP™, wy) un difféomorphisme hamiltonien Si & déplace toutes
les fibres toriques sauf le tore de Clifford, alors les cordes hamiltoniennes de ¢ a bord dans L. sont
dégénérées.

Démonstration. Pour prouver ce résultat nous allons combiner nos connaissances
théoriques sur les variétés presque monotones et pratiques concernant les fibres toriques.
On va supposer que x = (1,...,1) et que I'anneau de base est Z;.

Supposons que les cordes hamiltoniennes du tore Clifford sont non-dégénérées. On
choisit une famille de Lagrangienne L, avec w(fi) = w(Bn1) pour tout i # 1. Pour v,
suffisamment grand, on peut supposer que L, est presque monotone.

Par ailleurs dy; = (q@B1) 4 q@Bnt1))t et dy; = 0 pour tout j # 1. En outre :

We=(1+ >  q“"M)e
AK<w(A)<2K
Par conséquent W{ est proportionnel a y; : W¢ = 5 5 q@BltTy;.
En calculant explicitement ¥{ on a :

sWe=> q*®(q¥P)+ q¥(Bri))t.
B

Etant donné que lI'inverse de q@(F1) + q@(Pr+1) dans A, est donné par une somme infinie,
> B 9“(B) ne peut pas l'inverser. Pour faciliter les calcul utilisons les notations suivantes :
Dans Y ; q*(B) onnote e® = q®(B) et B1 = 0, Bny1 = 0.Onaalors:

D ePlev+ef) =1+ et
B A

On déduit :

o0

Z eBe® = Z(ek(“e))(l + Z eN).
B k=0

Le membre de droite de 1’équation précédente étant une somme finie (puisque provenant

de I'expression de dy;), le membre de gauche doit lui aussi étre une somme finie. Par

e(kA (0-79

conséquent pour tout A, e = ) pour un certain k. Donc :

m
Z er=e 01+ Z el (o0, (8.48)
A j=1
et

j
Y eP=ef(1+ ) ello?), (8.49)
B i=1
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Cependant puisque w(B1— Pny1) — 0lorsque v — oo, inf{k;} dans (8.48) croit sans cesse.
Il en est donc de méme pour 1;. On vient par conséquent de montrer que pour tout v tel
que M({,y1,v(0—0);],H, L) # (. On trouve alors une suite de disques {u} solutions de
(3.9) d’énergie bornée par K a bord dans L, et représentant des classes distinctes deux a
deux. Ce qui contredit la proposition (7.0.7)

O

Nous montrons maintenant 1’existence d'un difféomorphisme hamiltonien ¢
déplagant toutes les fibres toriques de 7 hormis le tore de Clifford.

Proposition 8.11.1. Il existe ¢ € Ham(CP™, wrs) tel que pour toute fibre torique L = 1 (a)
avec a # (4, =),

d(L)NL=0.

Démonstration. Rappelons que I'action U(n+1) sur C™*"! induit une action hamiltonienne
sur CP™ Notons B = {ey, ..., en} la base standard de C™t!. Soit ¢’ € U(n + 1) la transfor-
mation unitaire définie par ¢’(e;) = ej41 mod n. Notons ¢ le difféomorphisme hamilto-
nien induit par ¢’.
Notons que Ly = na) = {(m ca1et® s arel® 1L anet®)). Nous allons
montrer que
d)(La) N La 7’é (Z) - La - Lc-

Supposons qu’il existe (/1 — ) ajy, aj e et . anetfr) e C tel que:

b'(\1- ) apare®® - ane’®™) =A(/T =) aiare’® ae’® ... ane'n).

Un rapide calcul montre que [A| = 1 et que par conséquenta; =a; =--- = an = %ﬂ O



Annexe A

Indice de Maslov

Nous rappelons ici la définition d'indice de Maslov. L'indice de Maslov est en réalité
un terme générique donné a toute une série d’indice défini pour des chemins ou lacets
dans A(n) et Sp(n).

A.1 Indice de Maslov d'un lacet de lagrangienne dans C".

Application de Souriau.

Nous allons donner plusieurs description de 'ensemble A(n) des sous-espaces lagran-
giens de (C™, wy). Etant donné qu’un sous espace lagrangien est de dimension n, on peut

le voir comme I'image d"une matrice de rang n :

X
Z= Al
() A
ot X,Y € Mat(n x n).

On vérifie aisément que I'image de la matrice Z, qu’on note L, défini un sous espace
lagrangien ssirang(Z) =n etsi
XY =YX (A.2)
En particulier le graphe d’une application Y : R™ — R™ est lagrangienne ssi Y = Y*.
La matrice Z est appelé référentiel lagrangien. Bien siir, ce référentiel n’est pas unique.
Remarquons cependant quune matrice U = X+1Y unitaire, avec X, Y des matrices réelles,
vérifie (A.2)!. Un référentiel lagrangien Z pour lequel X + iY est unitaire, est appelé

!Toute matrice unitaire peut s’écrire de cette maniere.

141
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référentiel unitaire. Eux non plus ne sont pas unique. Si O € O(n) et Z est un référentiel
p X0
YO

Lemme A.1.1. Soit A(n) l'espace des lagrangiennes de (C™, wy). Le groupe symplectique Sp(n)

unitaire, on vérifie aisément que :

est encore un référentiel unitaire.
On a le théoreéme suivant? :

agit transitivement sur A(n). Autrement dit pour tout L € A(n) il existe ¥ € Sp(n) tel que :
YLy =1L,
ounlp={z=x+1ye Ct:y =0}
Démonstration. Soit U = X 4 1Y un référentiel unitaire pour L. Posons :
=)
On vérifie que ¥ € Sp(n) et par définition WL = L. O
Corollaire A.1.0.1. L’espace A(n) est difféomorphe a U(n)/O(mn).

~

Du corollaire précédent on peut tout de suite déduire que 7;(A(n)) = m(ST) = Z.
En effet, le déterminant det : U(n) — S! est une fibration au-dessus du cercle avec fibre

SU(n). La suite exacte des groupes d’homotopies fournit :
= m(SUM)) — m(UMm) — m(S!) — mo(SU(n)). (A.3)

11 suffit alors de montrer que SU(n) est simplement connexe. On montre ce résultat par
induction sur n. Pour n = 1, c’est clairement vérifié. Supposons que ce soit vrai pour n—1.

Considérons la fibration suivante :
m:SUM) — STV U — (w1, ual, . und). (A.4)
La fibre de cette fibration est bien entendu SU(n — 1) et on a la suite exacte :

0 — m(SUM — 1)) = m(SUn)) — 0. (A.5)

ZPour de plus amples informations voir [MS98] et [LA94].
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Il est clair que le déterminant n’est pas bien défini sur U(n)/O(n), cependant son carré
lest:det’: U(n)/O(n) — S'. Ce dernier définit une fibration au-dessus du cercle dont la
fibre est SU(n)/SO(n). Cette derniere est contractile car SO(n) est connexe et SU(n) est

simplement connexe. On a donc la suite exacte suivante :
0 — mi(U(n)/0(n)) — m(S') — 0. (A.6)

Définition A.1. (Classe de Maslov) Soit [d0] le générateur de H'(S',Z). La classe de Maslov
i 7 (AM)) = Z, c-a-d. un € H(A(N),Z), est définie par : 1, = (det?)*[do).

Nous allons maintenant fournir une description plus géométrique et plus explicite de
Un et fournir un générateur explicite de 7r1(A(n)).

Définition A.2. Soit L € A(n) et U = X + 1Y un référentiel unitaire. On définit 'application
de Souriau :
S:Am) — Sym(U(n)): L — uut (A7)

Ici Sym(U(n)) C U(n) est l'ensemble des matrices unitaires symétriques. Notons que
Sym(U(n)) n’est pas un groupe.

Il est aisé de vérifier que ’application S est bien définie (ne dépend que de L). En effet,
puisque deux référentiels unitaires ne different I'un de 'autre que par la multiplication a
droite d’une matrice orthogonale réelle on a : UOO'U"' = UU". De méme, I'application S
est injective. La surjectivité de S découle quant a elle du lemme suivant :

Lemme A.1.2. Soit W € Sym(U(n)). Il existe U € Sym(U(n)) tel gue W = UU" = uz.

Démonstration. L'application W peut s’écrire W = X+1Y o1 X, Y sont des matrices réelles.
Puisque WW* = Id, ona X = X, Y = Y' et XY = YX. Me rappelant mon cours
de mécanique quantique, je sais qu'un ensemble de matrices hermitiennes sont simul-
tanément diagonalisables ssi elles commutent deux a deux. Donc on peut diagonaliser
X et Y en utilisant le méme changement de base orthogonale C. Posons : A = C*XC et
B = C'YC. Notons aj, resp. bj, les valeurs propres de A, resp. B. On aimerait trouver des
matrices X', Y’ diagonales telles que

(X' +1Y")2 = X% — Y2 + 2iXY = A +iB,
équation qui se traduit en termes de composantes :

sz — yjz = aj, (A.8)

2ij]' = bj. (A9)
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Puisque A%+B?=id, aj2~|—bj2 = T pour toutj € {1,...,n}. Cette derniere condition impose
que sz + yjz = 1. Il suffit alors de poser x; = cos 0, y; = sin 0; et de résoudre pour trouver
6;. On conclut en posant U = C*(X' 4+ 1iY’)C. O

On a donc un homéomorphisme entre A(n) et Sym(U(n)). On peut alors calculer
un(L) pour tout chemin L : ST S5 AMn):

(L) 1 J d(detW)

=5 JetW) (A.10)

Pour terminer, on donne un générateur de 711 (A(n)). Remarquons d’abord que A(1) =
S!.Notons g :S' — S':t — e?™. On considere alors le lacet W3 € 7t1(Sym(U(n))) défini

par:

eth 0
wa = ° , (A11)
2n—2

On associe via I'application de Souriau le lacet de sous-espace lagrangien L3. On calcul
alors facilement que p,((L3)™) = m.
Pour résumer on a montré que p,, vérifie les propriétés suivantes :

-Homotopie : SiL et L’ sont deux lacets homotopes dans A(n), alors pn (L) = pn(L').
-Somme directe : si L; est un lacet dans A(ny),1€{1,..., mletn; € N*,ona:

n
(L@l ®---® L) = Z Hni(Li)'

i=1

-Normalisation : p(Lé) =1.

A.2 classe de Maslov d’une lagrangienne L.

Soit ot : L — (M, w) un plongement lagrangien. Notons 71(M, L) le groupe d’homoto-
pie de disques a bord dans L, c.-ad. :

(M, L) = {[uhe: (D,dD) — (M, L).} (A.12)

On montre que c’est un groupe (non-nécessairement commutatif). Choisissons un

représentant u : (D,d) — (M, L) de [u] € 7(M,L). Notonsy := ulpp : S' — L. Notons
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d’abord que puisque D est contractile, u*TM est trivialisable. Etant donné une trivialisa-
tion sur D, on obtient une trivialisation sur 0D. On a donc des trivialisation :

T, TygM — R*™ z € Deet

Ts :TV(SJM — RZn’ S € S].

Dans cette trivialisation, y*TL est un lacet de lagrangiennes (T, (5)L) = L+(s) dans R2™,
On défini I'indice de maslov de u par :

r(w) = pn(L(s)). (A.13)
On montre alors :

Théoreme A.2.1. L'indice de Maslov défini ci-dessus ne dépend que de [u]. En particulier il
ne dépend pas de la trivialisation choisie une fois u fixé. De plus il définit un morphisme : w :
(M, L) — Z. 1l s’ensuit que W est aussi bien défini sur HZD(M, L) qui est I'image de mz(M, L)
dans Hy (M, L) par me morphisme d’Hurewicz.
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Annexe B

Suite spectrale.

Notons C.(f,]) = C,(f, g) ® A le complexe des perles associés a une fibre torique L.
Rappelons que :

Aw={ D Ma®MtHMc e R, H{Aa # Ow(A) < ¢} < oo} (B.1)
AcHP (ML)

avec fi(A) = u(A)/Ny, et [t| = —N. Rappelons que puisque Z; est un corps A, est aussi
un corps.

Notons A, le sous-ensemble de A, des éléments de degré p. L'anneau A, est filtré
par le degré : Fy Ay, = @j>_p/\j. Cette filtration induit une filtration sur C, (L, f,]) :

prqU—» f) I) = @jZ*qu*FZ].(L» f» I)t]
Notons que I'opérateur de bord

8 =80+ 1t Bpmyigy . (B2)

(Aly compte les disques d’indice de Maslov 2L. On note

ou (d1x,y) = ZA“,L(A)ZZL ny(A)q®
que dp n'est autre que 'opérateur de bord du complexe de Morse standard qu’on note o

Cette filtration donne lieu a une suite spectrale {(E] ., d+),r >0}

N
P
Lemme B.0.1. [[BCO7]] La suite spectrale {(E] 4,

1. (Eg,q) dO) = quzp(fv g) ® /\—‘p) 60 = aM)/

2' (E]]:),q) d]) - Hq*ZD(L»ZZ) ® /\—‘py 6] )/

d.), T >0} possedent les propriétés suivantes.

3. de plus pour v > 1, d = &y, en particulier, la longueur v de {E ,, d,)} est finie.

147
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4. E® = QH, (L, Aw).

5. le morphisme de comparaison entre des complexes de perles C.(f,]) et C.(f',]) associés a
deux fonctions de Morse distinctes mais suffisemment proche (au moins C2-proche), est un
isomorphisme préservant les bases. Par conséquent on peut identifier les suites spectrales
correspondantes.

6. La filtration par le degré est compatible avec le produit quantique, c-a-d. :
* 1 *7'—191 qu (f> ]) ® ‘7:D2qu(f/’ ]) — *7'—191 +D2Cq1+q2*ﬂ(f> g)'

Par conséquent la suite spectrale est multiplicative, et on note , le produit induit par * sur
(B dr).

7. Le produit +7 : E ® E] — EJ

P11 P2,42 p1+p2.ar +ap —n €5t le produit cap :

N:iHg2p (LZ2) @Ay, @ Hgy2p, (L, Z2) © Ay,

- HOI1+q2*n+2(p1fp2)(L)Z2) & /\,(p] +p2)-
8. &y satisfait a la regle de Leinbiz pour N. Il s’ensuit que {E]L‘q}q—Zp > n — 1 engendre El‘*.

Démonstration. Les points (1.) a (5.) découle directement de la définition de suite spectrale
et de la décomposition (B.2) de I'opérateur de bord 6. Le point (6.) et (7.) découle de la
définition de la filtration et du fait que le produit quantique est un opérateur de degré —n.

Le point (8.) mérite un peu plus d’explications. Remarquons que la structure de la
compactification d’espace de module du type M(x,y,z,A) de dimension |x| + |y| — |z| +
(A) —n = 1avec u(A) = 2 et le fait que le produit quantique peut lui aussi s’écrire sous
la forme :

k= ko kY e ok

ol xc ne compte que les arbres perlées d’indice 2k. implique que :
51(x *x0y) = So(x *1Y) + do(x) #1Y 4+ x %1 d0(y) + 81(x) *0 Y + x #0 81(y). (B.3)

Or xg = Net dp = Om. Puisque EJD,q = Hg-2p(L,Z3) ® Ay, tout les termes de (B.3) faisant
intervenir &, sont nuls dans E'. Par conséquent on trouve bien que 87 satisfait la régle de
Leibniz par rapport au produit N induit sur E'. O



Annexe C

Convergence de Gromov

C.1 Application stable.

Cet appendice est essentiellement un recopiage de certaines parties de [Fra08]. On
commence par la définition d’une application stable. Pour fixer les notations, Notons par
(T, E) un arbre, c’est-a-dire un ensemble T muni d’une relation EC T x T :

1. Symétrique : si («, ) € E, alors (3, ) € E. Nous noterons souvent « : (3 pour dire
que («, ) € E.
2. connexe : Pour tout o, 3 € T avec « # f3, il existe y; € T, aveci = 0,...,m tels que
Yo =& Ym =B etyi:viq.
3. acyclic : si{yilo<icm C T, avec yi : Yit1 et i # viq2 pour tout i, alors yo # Ym.
Un morphisme d’arbre est une application f : (T,E) — (T',E’) telle que :
f~(«’) est un arbre pour tout «’ € T
Sia:petsif(a)#f(B), flo):f(B).
Un morphisme d’arbre est une application f : T — T’ vérifiant les propriétés suivantes :
- I'image inverse d'un sommet est un arbre,
-sia: B, etf(a) #f(P), alors (o) : f(P).
Un isomorphisme d’abre est un morphisme d’arbre bijectif dont l'inverse est aussi un
morphisme d’arbre. Une application stable est un arbre connexe, dont les sommets sont
des applications pseudo-holomorphes. Dans notre cas nous nous restreignons aux appli-

cations dont le domaine est une sphere ou un disque. Nous notons (T, E) le graphe, ot T
est I'ensemble des sommets et E C T x T représente les arrétes.
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On a donc une famille d’application uy : (L, o) — (M, L). Ici Z4 est soit un disque
soit une sphere. Nos applications peuvent avoir des points marqués qu’on note z, ; avec
0 <1i < ju Chaque arréte du graphe représente ce qu’on appelle un point nodal z, g €
I« vérifiant la propriété uy(z«g) = up(zg,«). Un point marqué ne coincide jamais avec
un point nodal et deux points nodaux ne coincident jamais pour des arrétes différentes.
On demande que les sphéres constantes aient au moins 3 points spéciaux (nodaux ou
marqués) et que les disques ont au moins un point spécial sur le bord et un point spécial
dans son intérieur, ou au moins 3 points spéciaux. Cette condition s’appelle la condition
de stabilité et est 1a pour s’assurer que le groupe d’automorphisme de l’application stable
est fini. Quant a I'ensemble T il est soit vide soit consiste en un unique point si 4 est une
sphere. Si L, est un disque, I'y, = 0X4. En outre, I'ensemble 0T = {« € T|I'y # 0}ialpha €
T} consiste soit en des disques soit en une et une seule sphére. La figure suivante esquisse

:
>

O

une courbe stable :

U

FIG. C.1 - Application stable. Les points carrés représentent les points nodaux et les points

ronds les points marqués.

Voici une liste de notation que nous utiliserons par la suite. Ces derniéres sont bien stir
plagier de [Fra08] qui s’est lui méme inspiré de [MS04].

- Une application stable est notée :
(u,z) = ({Zq, roc»uoc)}ocET»{Zcx,[s}ocﬁ»{zod}izogiﬁia}

- Si 0T consiste en un unique point on note z%, le point du bord. Ici « correspond a la

sphere touchant L en 1'unique point z3.
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- Pour tout « € T, on définit I’ensemble :

{zaB, avec : B} sity=D,

(22} U{zaB, avec ac: B} si Ly = S2.
- Si (u, z) est une application stable, on note :

mq(u) = E(ugy) :J ugw.

o

- On appelle une branche d’un arbre est un sous-ensemble :
Top ={yeT:p € lavl}

ol [e,y] est 'unique suite de sommets & = yp,...,Ym = Y tel que v; : yi41 pour
tout i. L'énergie d'une telle branche est donnée par :

mep(u) = ) E(uy).
'YETo(ﬁ
- Enfin on note :
Ex(u,0) = J uy + Z Mep(u).
o) e
ZaB € O
c’estl’énergie de toutes les bulles qui touchent I'ouvert O ainsi que I'énergie de u4/o.

Deux applications stables (u, z) et (u’,z’) sont equivalentes ssi il existe un isomorphisme
d’arbre f: T — T’ et une collection de transformations de Mobius {¢ «}«eT tels que :

(i) Pour tout sommet X, et L¢4) sont difféomorphes etsia € T, ufc( 0 = Ua© [P
(ii) Pour tout o, B € T avec « : B, Z’é{oc),f([%) = Pulzap)-
(iii) Sik estle nombre de points marqués, pour touti=1,... Kk, zé( Wi = b ulzi).

(iv) Ty = (b;] (rf(oc)'

C.2 Convergence de Gromov.

Nous pouvons maintenant donné la définition de la convergence de Gromov :

Définition C.1. Soit (M, w) une variété symplectique compacte (avec éventuellement un bord).
Si L — (M, w) est une sous-variété lagrangienne compacte sans bord (close), considérons les

données suivantes :
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- Une suite de structures symplectiques w-~, sur M, tels que L est lagrangienne pour tout v et w-~
converge au sens C*

- une suite de structures presque complexe {J,, € J (M, w~ )}, convergeant au sens C* vers une
structure presque complexe ] € J (M, w).

On dit alors qu'une suite de courbes J-holomorphes avec points marqués (w;(z7,...,z}))
converge au sens de Gromov vers une application stable (u,z) si il existe une collection de
suite de transformations de Mobius {(dY,) e Vérifiant les propriétés suivantes :

1. SiXy=D,alors ¢ € PSL(2,R).

2. Si Lo = S?, alors pour tout sous-ensemble compact K C S? — {22}, il existe vo(K) tel que
¢%(K) C D pour tout v > vy.

3. Pour tout o« € T, et pour tout compact K C Ly —{Z«} la suite w,, o ¢, converge vers 1y
sur tout compact au sens C¥.

4. SiB €T, avec «: B, alors :

Mop(u) = lim lim E(uy, Y(Belzep)) N D).

e—0VvV—00

5. Sitily =1, alors :

lim lim E(uy 0 ¢, Be(z2) N (¢pY)'B) = 0.

e—0VvV—00

6. Lasuite (¢pY) ' o (b“é converge uniformément sur tout compact de g —{zp ) vers 'appli-
cation constance zy g.

7. Zog = limy_ o0 (pY) 7! (zY). De plus les points du bord converge vers les points du bord.

Théoreme C.2.1 ((Compacité de Gromov)). Soit L une sous-variété lagrangienne close d'une
variété symplectique compact (M, w). Soient {w~}, {J~}, comme dans la définition (C.1). Alors
pour toute suite d’applications J-holomorphes (., z) a bord dans L a k points marqués, vérifiant

sup E(wy) < o,

il existe une sous-suite W, , z, convergeant au sens de Gromov vers une application stable (u, z).
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