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Sommaire

Ce mémoire traite de la construction d’un nouvel invariant des cobordismes lagran-
giens. Cette construction est inspirée des travaux récents de Solomon dans lesquels
une extension de 'homomorphisme de Calabi aux chemins lagrangiens exacts est
donnée. Cette extension fut entre autres motivée par le fait que le graphe d’'une
isotopie hamiltonienne est un chemin lagrangien exact. Nous utilisons la suspension
lagrangienne, qui associe a chaque chemin lagrangien exact un cobordisme lagran-
gien, pour étendre la construction de Solomon aux cobordismes lagrangiens. Au
premier chapitre nous donnons une breve exposition des propriétés élémentaires des
variétés symplectiques et des sous-variétés lagrangiennes. Le second chapitre traite
du groupe des difféomorphismes hamiltoniens et des propriétés fondamentales de
I’homomorphisme de Calabi. Le chapitre 3 est dédié aux chemins lagrangiens, I'in-
variant de Solomon et ses points critiques. Au dernier chapitre nous introduisons la
notion de cobordisme lagrangien et construisons le nouvel invariant pour finalement
analyser ses points critiques et I’évaluer sur la trace de la chirurgie de deux courbes
sur le tore. Dans le cadre de ce calcul, nous serons en mesure de borner la valeur
du nouvel invariant en fonction de 'ombre du cobordisme, une notion récemment

introduite par Cornea et Shelukhin.

Mots-clés : Topologie symplectique, difféomorphismes hamiltoniens, homo-
morphisme de Calabi, chemins lagrangiens, cobordismes lagrangiens, chirurgie

lagrangienne.






Summary

In this master’s thesis, we construct a new invariant of Lagrangian cobordisms. This
construction is inspired by the recent works of Solomon in which an extension of
the Calabi homomorphism to exact Lagrangian paths is given. Solomon’s extension
was motivated by the fact that the graph of any Hamiltonian isotopy is an exact
Lagrangian path. We use the Lagrangian suspension construction, which associates to
every exact Lagrangian path a Lagrangian cobordism, to extend Solomon’s invariant
to Lagrangian cobordisms. In the first chapter, we give a brief introduction to the
elementary properties of symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds.
In the second chapter, we present an introduction to the group of Hamiltonian dif-
feomorphisms and discuss the fundamental properties of the Calabi homomorphism.
Chapter 3 is dedicated to Lagrangian paths, Solomon’s invariant and its critical
points. In the last chapter, we introduce the notion of Lagrangian cobordism and
we construct the new invariant. We analyze its critical points and evaluate it on the
trace of the Lagrangian surgery of two curves on the torus. In this setting we further
bound the new invariant in terms of the shadow of the cobordism, a notion recently

introduced by Cornea and Shelukhin.

Key words : Symplectic topology, Hamiltonian diffeomorphisms, Calabi homomor-

phism, Lagrangian paths, Lagrangian cobordism, Lagrangian surgery.
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Introduction

Les variétés symplectiques sont des variétés lisses munies d'une forme différentielle
de degré 2 fermée et non-dégénérée appelée forme ou structure symplectique. Elles
apparaissent naturellement dans plusieurs branches des mathématiques et de la phy-
sique. En géométrie complexe, toute variété complexe projective est munie d’une
structure symplectique. En mécanique hamiltonienne, I’espace de phase T*N d’un
systeme mécanique ayant un espace de configuration N est naturellement muni de la

forme symplectique
w = dp1 /\dq1 + dpn /\dpn,

ou (q1,---54qn, P1,- - - pn) sont des coordonnées locales sur 7*N. La topologie sym-
plectique étudie principalement les propriétés des variétés symplectiques qui sont in-
variantes sous symplectomorphismes, ces difféomorphismes qui préservent la forme
symplectique.

Les variétés symplectiques sont souvent étudiées a travers leurs sous-variétés. Les
sous-variétés lagrangiennes jouent un énorme role dans cette étude. Une sous-variété
L d’une variété symplectique (M, w) est lagrangienne si dim L = (dim M)/2 et si @
s’annule sur L. Comme nous le verrons au premier chapitre, les formes différentielles
de degré 1 fermées et méme les symplectomorphismes admettent une interprétation
du point de vue des sous-variétés lagrangiennes. On retrouve aussi naturellement
les sous-variétés lagrangiennes en mécanique hamiltonienne, ou I'espace des impul-
sion possibles 77N a un point ¢ € N est une sous-variété lagrangienne de T*N.
Etant donné I'impressionnante quantité d’exemples de sous-variétés lagrangiennes
qui existe, nous pourrions méme étre menés a croire, tout comme Weinstein [27], que

tout est une sous-variété lagrangienne.



L’important role joué par les sous-variétés lagrangiennes nous meéne a vouloir les
classifier. Pour ce faire, nous avons besoin d’établir une relation d’équivalence entre
celles-ci. Il existe une multitude de ces relations d’équivalence, la plus forte d’entre
elles étant I'isotopie hamiltonienne. Deux sous-variétés lagrangiennes L et L sont
jointes par une isotopie hamiltonienne s’il existe une famille de fonctions hamilto-
niennes {H;},c[o 1  support compact telle que I"application au temps 1 du flot en-
gendré par cette derniere envoie L sur L. La classification des sous-variétés lagran-
giennes a isotopie hamiltonienne pres n’est pas facile et encore tres peu de résultats
sont connus en dimension supérieure ou égale a 4.

Une relation d’équivalence plus souple entre les sous-variétés lagrangiennes est
celle des cobordismes lagrangiens, notion qui fut introduite par Arnold [3]. Grosso
modo, deux variétés lagrangiennes Lo et L; d’'une variété symplectique M sont
lagrange-cobordantes s’il existe une sous-variété lagrangienne W dans C x M ayant
comme bord Ly LI L;. Peu de temps apres leur introduction, les cobordismes lagran-
giens furent étudiés par Eliashberg [10] et Audin [4] qui les ont classifiés dans le cas
ou M = C”" al’aide de méthodes purement topologiques. Les aspects plus rigides des
cobordismes lagrangiens furent étudiés par Chekanov [8] dans le cadre de la théorie
des courbes holomorphes. Plus récemment, Biran et Cornea [6] ont lancés une étude
des cobordismes lagrangiens du point de vue de la théorie de Floer.

Dans ce mémoire, nous introduisons un nouvel invariant des cobordismes lagran-
giens qui découle de 'homomorphisme de Calabi €al, introduit par Calabi [7], qui est
un homomorphisme entre le recouvrement universel Ham des difféomorphismes ha-
miltoniens d’une variété symplectique et les réels. Cet homomorphisme fut étendu par
Solomon [24] a un invariant C des chemins lagrangiens exacts, ces familles {A;},¢[o ]
de sous-variétés lagrangiennes engendrées par une isotopie hamiltonienne. Cette ex-
tension de Cal aux chemins lagrangiens exacts fut motivée par le fait selon lequel
le graphe d’une isotopie hamiltonienne est un chemin lagrangien exact. Or, il existe
aussi une construction, la suspension lagrangienne, qui associe a chaque chemin la-

grangien exact {A,},c[o ;; un cobordisme lagrangien entre Ao et A;. C’est ce lien



entre les chemins lagrangiens et les cobordismes lagrangiens qui motive I'extension
de ’homomorphisme de Calabi & un invariant C des cobordismes lagrangiens. Nous
démontrons 'invariance de C sous isotopie hamiltonienne (théoréme A) et sous cer-
taines conditions d’exactitude, nous démontrons que C ne dépend que du bord du co-
bordisme lagrangien sur lequel il est évalué (théoreme B). Pour ce faire, nous calculons
la premiére variation de C avec laquelle nous serons aussi en mesure de caractériser
ses points critiques dans le cas des cobordismes lagrangiens élémentaires. Finalement,
nous calculons C sur la trace d’une chirurgie lagrangienne de deux courbes sur le tore
pour ensuite borner le résultat par 'ombre de la trace de la chirurgie, une notion ré-
cemment introduit par Cornea et Shelukhin [9].

Le chapitre 1 expose les propriétés élémentaires des variétés symplectiques et des
sous-variétés lagrangiennes, le tout débutant avec I'image locale, c’est-a-dire les es-
paces vectoriels symplectiques et leurs sous-espaces lagrangiens. Nous y démontrons
le théoréme de Darboux qui stipule que toutes les variétés symplectique d’'une méme
dimension sont localement identiques. Finalement, nous démontrons le théoréme du
voisinage lagrangien de Weinstein qui assure, pour toute sous-variété lagrangienne
compacte L, 'existence d’un voisinage V' de L symplectomorphe a un voisinage 1
de la section nulle de 7* L.

Au chapitre 2 nous introduisons les difféomorphismes hamiltoniens et le groupe
Ham(M, @) duquel ils sont élément. Par la suite nous étudions I’homomorphisme
de Calabi sous sa forme standard et celle qu’il prend dans le contexte des variétés
symplectique exactes. Nous discutons briéevement de l'interprétation géométrique de
I’homomorphisme de Calabi dans le cas du disque D? et de son comportement dans
le cas des variétés symplectiques fermées.

Le chapitre 3 traite des chemins lagrangiens et de leurs géométrie. Nous introdui-
sons 'invariant de Solomon C et discutons des cas ou il se réduit a ’homomorphisme
de Calabi. Finalement, nous établissons le lien entre les points critiques de C et les

sous-variétés lagrangiennes spéciales d’une variété presque Calabi-Yau.



Le dernier chapitre est dédié a 'introduction des cobordismes lagrangiens a tra-
vers quelques exemples, a la construction de l'invariant C et a la démonstration des

résultats annoncés ci-dessus.



Chapitre 1

Topologie symplectique

Ce chapitre traite des notions de base de la topologie symplectique. Une attention bien
particuliere est portée aux sous-espaces vectoriels lagrangiens et aux sous-variétés
lagrangiennes. Nous suivons principalement 'ouvrage de McDuff et Salamon [18].
Pour une introduction motivée par la mécanique classique nous recommandons le

classique ouvrage d’Arnold [2].

1.1. Espaces vectoriels symplectiques

Les espaces vectoriels symplectiques fournissent un modele local a partir duquel
les variétés symplectiques sont construites. L’étude de ces espaces vectoriels découle
directement de 1'étude des formes bilinéaires antisymétriques et non-dégénérées.

Dans ce qui suit, tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel symplectique est la donnée d’une paire
(V,w), ou V est un espace vectoriel réel et @ est une forme bi-linéaire sur V sa-
tisfaisant aux deux conditions suivantes:

e w est antisymétrique, c’est-a-dire que
VE.n eV, wiE.n) =—-w(®8);
e o est non-dégénérée, c’est-a-dire que
siéeVetwé,n)=0VpelV — &=0.

La forme w est ainsi appelée structure symplectique linaire ou forme symplec-

tique.



Exemple 1.1.2. Considérons d’abord R? comme un espace vectoriel engendré par les
vecteurs de base {8p, 8q}. Par la suite, nous munissons R? de I’application bilinéaire

antisymétrique
wr2 = dp A dg

qui associe, a deux vecteurs &, € R?, I'aire signée du parallélogramme engendré par

ceux-ci. De maniere plus explicite, on a

& &4
NMp Mg

wgr2(&,1) = dp(&)dg(n) — dp(§)dq(n) = &yng — npé, = det

Il en découle directement que
w(0p,0y) =1 =—w(04,0,) et w(3p,0,) =0 =w(dq,0y).

A partir de ces relations et de la bilinéarité de wg2, nous pouvons déduire que w2 est
non-dégénérée. Ainsi, (R?, wg2) est bel et bien un espace linéaire symplectique.
Nous pouvons répéter cette construction sur n copies de R? de sorte a obtenir
une structure symplectique sur R?”. Pour ce faire, nous considérons R?” comme un
espace vectoriel engendré par les 2n vecteurs de base {9,,,q,. ..., 0p,. g, |- Par la

suite, nous munissons R?” de la structure symplectique

n
WR2n = dej A dq]‘.

Jj=1
Remarquons que wg2» s’écrit comme la somme des structures symplectiques w; asso-

ciées aux sous-espaces vectoriels engendrés par les paires {81,,. , 0g; } ]

L’espace vectoriel symplectique (R?", wg2.) définit & 'exemple 1.1.2 ainsi obtenue
est le prototype d’un espace vectoriel symplectique et wg> est appelée structure
symplectique standard. Cette appellation refléete une caractéristique essentielle des
espaces vectoriels symplectiques qui s’exprime sous la forme d'un théoréme de clas-
sification (théoréme 1.1.6). La preuve de ce théoréme repose en grande partie sur le

complément symplectique, notion que nous introduisons sans plus tarder.



Définition 1.1.3. Soient (V, @) un espace vectoriel symplectique et W C V un sous-
espace linéaire. Le complément orthogonal symplectique de W, noté W<, est

défini comme
We={&eV]|wEn=0VypeW}.

Il est important de noter que W n’est pas nécessairement transverse a W. La

définition suivante nous permet de caractériser les relations d’inclusions entre W et

we.

Définition 1.1.4. Un sous-espace W de (V, w) est dit
e isotrope,si W C W,

e coisotrope,si W® C W,

symplectique, si W N W< = {0},

lagrangien, si W = W,

Notons que W est symplectique si et seulement si la restriction w|y de w a W
est non-dégénéré. Dans ce cas, il est alors naturel de considérer (W, w|p) comme un
espace-vectoriel symplectique.

Le lemme suivant réunit quelques propriétés fondamentales des compléments
symplectiques orthogonaux.

Lemme 1.1.5. Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique. Alors Uapplication

lw : V. — V* définie par
() =wE.) =510

est un isomorphisme. De plus, siW C V un sous-espace. Alors,
(1) dim W + dim W = dim V,
2) (We)e =Ww,
(3) W est symplectique si et seulement si W est symplectique.
Démonstration. La non dégénérescence de w sur V' assure l'injectivité de ¢,. La

surjectivité de ¢, découle quant-a-elle du fait, qu’en dimension finie, dim V' = dim V*.



(i) Nous venons de démontrer que l'application (,(§) = w(&,-) est un iso-
morphisme entre V' et son dual V*. Considérons a présent I'application linéaire

@y : V — W* donnée par

Py (§) = 10(8)| -
w

Remarquons que ker @y = W et puisque ¢, est, en particulier, surjective, im @y =

W . Ainsi, en vertu du théoréme du rang,
dim V = dimker ®y + dimim ®y = dim W + dim W.

(ii) D’apreés la définition du complément orthogonal symplectique, il est clair que

W < (W*)®. De plus, selon (i),
dimW = dimV — dim W = dim(W*)®.

Ainsi, W = (W®)®.
(iii) Supposons que W soit symplectique. Par définition, W N W = {0}. Or,
selon (ii), (W®)® = W, ainsi

We N (We® =Wenw = {0},

ce qui fait de W un espace symplectique par définition. La preuve ou 'on suppose

d’abord que W est symplectique est identique. [

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de classification
annoncé précédemment.
Théoréme 1.1.6 (Classification des espaces vectoriels symplectiques). Soit (V, w) un
espace vectoriel symplectique. Alors,

(1) V est de dimensions 2n pour un certain entier positif n et admet une base

{er,....en, f1,..., fn} telle que, Vi,j € {1,... ,n},

w(ej,ex) =w(f, fr) =0 et wlej, fx) = §jk.

10



(2) 1l existe un isomorphisme d’espace vectoriel W :R?*" — V  tel que
V0 = wran.

Démonstration. (i) Soit e; € V \ {0}. Alors, par non-dégénérescence de w, il existe
J1 € V\{0,e,} tel que w(ey, f1) # 0. Notons qu’a multiplication d’'une constante

pres, on peut choisir e; et f; de sorte a avoir w(ey, f1) = 1. Posons

V1 ={e1, f1),

I'espace vectoriel engendré par e; et f;. Par construction, il est clair que V; est un
sous-espace symplectique de V. Par définition d’un espace vectoriel symplectique, il

suit directement que
invye ={0}.
De plus, en vertu du lemme 1.1.5,
dim V; + dim V{ = dim V.
Ainsi, d’aprés un argument standard d’algebre linéaire,
V=reV’.

Notons que selon le lemme 1.1.5, V{* est aussi un espace vectoriel symplectique.

Par non-dégénérescence de w sur V/°, il existe ey, f> € V{ \ {0} tels que
w(eyz, f2) = 1. Posons V, = (e,, f>). D’une méthode analogue a celle employée pour
V1, on en déduit que V, est un sous-espace symplectique de V,” et que V,” = 1, @ V,”.

Alors,
V:V1@V2@V2w.

Puisque dim V' < 400, le procédé décrit ci-dessus s’arrétera a un certain espace

vectoriel V,, = (e,, f,) de sorte a ce que

V=1reloé &V,

11



Notons que, par construction, {ey,...,e,, f1,...,fn} estunebasede V,d’oudim V =

2n. De plus, puisque tous les V; sont orthogonaux selon w, Vi,j € {1,....n},
w(ej,ex) = o(f, fr) =0 et w(e;, fx) = djk.

(ii) Définissons I'application linéaire W : R?" — V par

V(E) =) (Epei +E, 1)

j=1

pour & = (§5,.64,5- - Ep,-Eq,) € R?". Puisque les e; et f; sont linéairement indé-
pendants, ker W = {0}. Ainsi, puisque R?" et V sont de dimension finie, ¥ est un
isomorphisme.

I reste & montrer que ¥*w = wg2s. Soient &, € R?". Nous avons donc

Y w(En) = o(V(E).¥(n))

= w(Z(épiei + &4: 1), Z(npjej + 7g; fJ))

Jj=1
n

= Z w(§p;ei + &g, fip;€j + 1g; )
i,j=1

= Z (wEp;eirng, £7) + 0y fisnps€)))

i,j=1

= Y (Epng;8ij — EqMp; 8ij) = O _(Ep, Mgy — Eg;Mp;) =1 wran (£, ).

i,j=1 j=1
Ceci complete la preuve. |

L’isomorphisme ¥ introduit dans le théoréme 1.1.6 est un exemple bien particu-
lier des transformations les plus importantes qu’il existe entre les espaces vectoriels

symplectiques.

12



Définition 1.1.7. Un symplectomorphisme linéaire ¥ : 1V — W est un iso-
morphisme entre deux espaces vectoriels symplectiques (V, wy) et (W, ww) qui res-

pecte I’équation
\Il*a)W = wy.

Le groupe des symplectomorphismes linéaires d’un espace symplectique (V, w)

vers lui-méme est noté
Sp(V,w) :={¥ e GL(V) | ¥V*0 = w}.

On note Sp(2n) le groupe linéaire symplectique de R*” muni de la forme symplectique

standard wg2n.

Le théoréme 1.1.6 assure que toute forme symplectique sur un espace vectoriel
engendre une forme volume.
Corollaire 1.1.8. Soit V' un espace vectoriel de dimension 2n muni d’une forme bili-

néaire anti-symétrique w. Alors,

w est non-dégénérée (symplectique) <= ™" =w A--- Aw # 0.
n fois
Démonstration. (=) Supposons que w soit dégénérée. Alors, il existe § € V' pour
lequel w(&,n7) = 0 Vy € V. Posons une base {vy,...,v,,} de V telle que v; = &.
Ainsi, par construction, @™ (vy, ..., v2,) = 0.
(<) Supposons que @ soit non-dégénérée. Alors, par définition, (V,w)
est un espace linéaire symplectique. En vertu du théoréme 1.1.6, il existe un

isomorphisme ¥ : V — R?" tel que @ = ¥*wg2x. Or, puisque
WRan = NIPIAGUA A Pn A qn

est une forme volume sur R?”, on a w\* = V*wph, # 0. [ |
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1.1.1. Sous-espaces lagrangiens

Etant donné I’attention toute particuliére qui sera portée aux sous-espaces lagran-
giens au cours de ce mémoire, nous énumérons quelques-unes de leurs propriétés les
plus importantes.

Tout d’abord, une conséquence directe du lemme 1.1.5.

Lemme 1.1.9. Soit (V, ) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Alors,
L C V est un sous-espace lagrangien si et seulement si L est isotrope et dim L = n.
Démonstration. (=) Soit L C V un sous-espace lagrangien. Par définition, L =
L®. Ainsi, L est en particulier isotrope. De plus, en vertu du lemme 1.1.5, dim L +
dim L® = dim V. Or, dim L = dim L®, ainsi, dim L = (dim V')/2 = n.

(¢) Supposons que L soit isotrope (L C L®) et que dim L = n. On veut dé-
montrer que L = L. En vertu du lemme 1.1.5, dim L + dim L® = dim V. Ainsi,

dim L® = n. Alors, puisque L C L® etquedim L =dimL?® =n, L = L®. [

L’exemple suivant donne une construction simple et cruciale d’un sous-espace la-

grangien.

Exemple 1.1.10. Soient (V, w) un espace vectoriel symplectique et ¥ : V' — V une

application linéaire. Alors, ¥ € Sp(V, w) si et seulement si le graphe de ¥
Iy ={(E ¥&) |EcViCV XV
est un sous espace lagrangien de V' x V' muni de la forme symplectique
-0 ® w = —prjo + pryw.

Démontrons cette équivalence. Pour que I'y soit un sous-espace lagrangien, il faut
que (—w ® w)|r, = 0 et pour que ¥ € Sp(V, w), il faut que ¥ soit un isomorphisme

et que ¥*w = w. Soient (§, V&), (y, ¥y) € ['y. Alors, par définition de —w @ w,

(-0 @ w)((§.¥E).(n.¥n)) =0 = —w@.n) +o(¥E ¥y) =0

— wE.n) =VoE.n).
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Notons que par non-dégénérescence de w, la derniere égalité exige que ker ¥ = {0},

donc W doit étre un isomorphisme. []

Lemme 1.1.11. Soit (V, w) un espace vectoriel symplectique de dimension2n. SiL C V
est un sous-espace lagrangien engendré par la base B = {u,, ..., u,} alors, B s’étend a
une base symplectique de V.

Démonstration. 11 suffit, en vertu du théoréme 1.1.6, de considérer V = R2" avec

w = wg2» muni de la structure complexe Jg2n (J2,, = —1). Soit L C V un sous-

R
espace lagrangien engendré par la base B = {u,...,u,}. lest clair que L' = Jgon L

est aussi un sous-espace lagrangien. L’isomorphisme ¢, : V — V* nous permet

d’identifier L’ avec L*. On peut donc choisir {v{,...,v,} C L’ comme étant la
base duale a {u;,...,u,}. La base symplectique de V' désirée est alors donnée par
{uy,ve,...,u,, v} I

1.1.2. Structures complexes linéaires

La démonstration du lemme 1.1.11 utilise la notion de structure complexe sur R?”
pour trouver un complément orthogonal a un sous-espace lagrangien. Nous donnons
ici la définition générale des structures complexes linéaires et étudions brievement

leurs interactions avec les structures symplectiques linéaires.

Définition 1.1.12. Une structure complexe linéaire sur un espace vectoriel V' est

un automorphisme
J:V =V telque J*> = -1

Muni de cette structure, V' devient un espace vectoriel complexe sur lequel la multi-
plication par i = +/—1 correspond a J. Ceci nous permet de définir la multiplication

par un scalaire s + it € C comme

(s +it)é = s& +1JE&.
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L’espace des structures complexes linéaires sur 1V est noté J (V). Une paire

(V,J),ouJ € J(V) est appelé un espace vectoriel complexe.

Remarque 1.1.13. Soit V un espace linéaire de dimension réelle » muni d’une struc-

ture complexe linéaire J. Alors, n est pair. En effet, puisque J2 = —1,
(det J)? = (det J?) = (=1)".

Or, on doit avoir det J € R. Ceci est possible si et seulement si 7 est pair. ]

Exemple 1.1.14. L’exemple standard d’'un espace vectoriel muni d’une structure

complexe linéaire est R?” muni de I'automorphisme

0 -1
1 0

JR2n =

Suite & I'identification usuelle R?” — C", nous remarquons que Jg2. correspond bel

et bien a la multiplication par i. ]

La prochaine proposition est ’analogue du théoreme de classification des espaces
linéaires symplectiques dans le cas des espaces vectoriels complexes.
Proposition 1.1.15. Soit V un espace vectoriel de dimension réelle 2n muni d’une
structure complexe linéaire J. Alors, il existe un isomorphisme ® : R*" — V tel que
JO =dJ,.

Démonstration. En tant qu’espace vectoriel complexe, il existe vq,...,v, € V tel que
{vi,Jvi, ... v, Ju,}

soit une base réelle de (V, J). Considérons 'application linéaire @ : R*" — V don-

née par

®(&) = Z(Sp; vj + quij)

Jj=1
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pour tout & = (&5,,...,&p,,84,»---»&q,) € R?". Puisque les v; et les Jv; sont linéai-
rement indépendants, ker ® = {0}. Ainsi, étant donné les dimensions finies de R?"
et V, ® est un isomorphisme.

Il reste & montrer que J® = ®J,. Soit & = (§5,,...,6p,, 841+ &g,) € R*".
Alors, par définition de @, J et Jy,

JRE) =) (5, Jvj + 5, I%0) = ) (6, Jv; —§4;0))

= Z(Spj‘]vj - Eq/' vj)

j=1
=@ (g5 = 84 8p1s -+ Epa) = @(Jod).

Ceci complete la preuve. [

Définition 1.1.16. Soit (V, w) un espace linéaire symplectique. On dit qu'une struc-

ture complexe linéaire J € J (V') est compatible avec o si
J*o=w et w(&, JE)>0
pour tout & € V' \ {0}. On note 'espace des structures complexes linéaires sur V
JV,w):={JeJWV)|J'0o=0,w&, JE) >0VEcV\{0}}.

Remarque 1.1.17. Soit (V, w) un espace vectoriel symplectique et J € J(V,w).
Alors,

gr(&.n) =w§,Jn)

est un produit intérieur défini positif sur V. De plus,

gr&.Jn) =—g,(J&. ).

]

Les structures complexes compatibles existent toujours sur un espaces vectoriel

symplectique.
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Proposition 1.1.18. Soit (V, ) un espace vectoriel symplectique. Alors J(V,w) # @.
Démonstration. En vertu du théoréme 1.1.6, (V, w) admet une base symplectique

{e1,....en, f1,..., fn} quisatisfait a
w(ej,ex) = o(fj, fr) =0 et wle;, fr) = k.

Nous pouvons donc définir J € J(V, w) par

Jej:fj et ijz—ej.

1.2. Variétés symplectique

Les variétés symplectiques sont des variétés différentiables admettant une struc-
ture symplectique linéaire sur tout plan tangent. Cette structure linéaire découle d’'une
forme différentielle bilinéaire fermée et non-dégénérée. Dans ce qui suit toute variété
est connexe, lisse, de dimension finie et fermée (c’est-a-dire sans bord et compacte) a

moins d’indication contraire.

Définition 1.2.1. Une variété symplectique est une paire (M, ®), ou M est une

variété et € Q2(M) respecte les deux conditions suivantes
dw = 0 (w est fermée) et w, estnon dégénérée Vx € M.

En particulier, w, est une structure linéaire symplectique sur 7, M pour tout x € M.

On dit alors que @ est une forme ou structure symplectique.

La proposition suivante réunie quelques conséquences directes du fait que tout
plan tangent a une variété symplectique soit un espace vectoriel symplectique.
Proposition 1.2.2. Soit (M, ®) une variété symplectique. Alors,

(1) dim M = 2n.

(2) M est orientable.
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(3) Il existe un isomorphisme canonique TM —» T*M donné par
X—Xl1ow:=wlX,").

Démonstration. (i) Puisque wy est une forme symplectique linéaire pour tout x € M,
(T M, wy) est un espace vectoriel symplectique. Ainsi, en vertu du théoréme 1.1.6,
dim 7, M = 2n. Or, il est bien connu que dim7, M = dimM Vx € M. Alors,
dim M = 2n.

(ii) Puisque w, est non-dégénérée pour tout x € M, le corollaire 1.1.8 nous assure
que (wx)™" # 0 pour tout x € M. Ainsi, M est orientable.

(iii) Selon le lemme 1.1.5, puisque (7T M, wy) est un espace vectoriel symplectique,
& — wyx(&,-) est un isomorphisme entre 7x M et T M. Ainsi, X —> X 1 o est bel

et bien un isomorphisme entre TM et T*M. [

Examinons a présent quelques conséquences de la condition de fermeture imposée
sur une forme symplectique. Cette condition implique entre autre que toute forme
symplectique représente une classe de H2(M ;R).

Proposition 1.2.3. Soient (M, ®) une variété symplectique fermée. Alors, Vk €

{1,....,n}

(1) @k est fermée,

(2) Wk n’est pas exacte, c’est-a-dire qu’il n’existe pas A € Q21 (M) tel que w* =
dA.
Démonstration. (i) On procéde par induction. Pour le cas k = 1, do = 0 suit

directement de la définition. Supposons, comme étape d’induction, que d(a)k_l) =0.

Alors, en vertu de la formule de Leibniz,
d(wk) =do A" T+ oA d(a)k_l) = 0.

k

(ii) Supposons, en vue d’une contradiction, que w* soit exacte. Alors, il existe

A € Q2=1(M) tel que w* = dA. Alors, puisque dw = 0, " est aussi exacte:

0" =f A" F=dA A" TR = d(k A a)”_k) .
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Ainsi, puisque M est fermée, M = @ et le théoreme de Stokes nous assure que

/a)”:/ d()t/\a)”_l):/ AA0" T =0.
M M M

Or, selon la proposition 1.2.2, " est une forme volume, donc f " = (0, une contra-

diction. I

Les propositions 1.2.2 et 1.2.3 donnent trois obstructions qui empéchent cer-
taines variétés d’admettre une structure symplectique: la dimension d’une variété
symplectique M doit étre paire, M doit étre orientable et H?*(M;R) # 0 Vk <
{1,...,dim M/2}. Par exemple, la derniére restriction implique que les sphéres S"
pour n > 1 ne sont pas symplectique et ce, méme si leur dimension est paire. En effet,

il est bien connu que H*(S*";R) = 0sin > 1.
1.2.1. Exemples de variétés symplectiques
Explorons a présent quelques exemples importants de variétés symplectiques.

Exemple 1.2.4 (C" et R?"). Considérons M = C" avec coordonnés zi, ..., z,. On

peut définir sur M la forme symplectique canonique

. n
l —
wen = E ZdZi VAN de.
j=1
Suite a I'identification C"” =~ R?" usuelle donnée par z; — Re(z;) + i Im(z;) nous

retrouvons exactement (R?”, wgan). ]

Exemple 1.2.5 (Surfaces). Soit X une surface orientable plongée dans R®> munie d’un
champ de vecteur v : ¥ — S?, c’est-a-dire v(x) L T, M Vx € M. Nous pouvons

alors munir ¥ de la forme volume w donnée par

wx (&, 1) = (v(x), & xn),

pour £,7 € T,X et ou (-,-) est le produit scalaire standard dans R3. D’un point de

vu géométrique, wy (&, ) évalue le volume du parallélépipede engendré par v(x), &
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et 9. Il est alors clair que @ est une forme symplectique. De maniere plus générale,

n’importe quelle surface orientable munie d’une forme aire est symplectique. []

Exemple 1.2.6 (Produit cartésien de variétés symplectiques). Soient (MZ", w;) et
(M3, ,), deux variétés symplectiques. Posons M = M| x M, et notons les projec-

tions canoniques
M
N
M, M,
On peut munir M de la forme bilinéaire

. * *
w = w1 D wy ;= priw; + pryw;.

Vérifions que w est bel et bien une forme symplectique sur M. Puisque la dérivée
extérieure d commute avec les tirés en arriére et puisque w; et w, sont, en particulier,

fermées,
do = d(priw1) + d(pr;w2) = pridw; + pridw, = 0.
La non-dégénérescence de w découle directement du fait que w?” est une forme vo-

lume. En effet,

n
n

2 * n * n
" = ( )(Prlwl)/\ N (Prza’Z)A # 0.

De maniére plus générale, si cj,c2 € R\ {0}, cipriw; + copriw, définie aussi une

forme symplectique sur M; x M,. ]

Exemple 1.2.7 (T?"). Considérons le tore plat T>" =~ R?"/Z>?" de dimension 2n
avec coordonnées X1, ..., Xy, V1,..., Yn a valeur dans S!. Alors, T?" admet la forme

symplectique canonique

wT2n 1= Zdyj Adx;.
j=1
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Exemple 1.2.8 (Le fibré cotangent). Soit X" une variété lisse. Posons M := T* X, le
fibré tangent de X. On construit une forme symplectique canonique sur M. Pour ce

faire, considérons d’abord la projection canonique sur M

M (x.§)
]
X X
Au point p = (x, &) € M, nous avons la projection canonique
M ;M
dnpl Tdn;‘
T, X T:X

Définissons la 1-forme
(Ocan)p 1= dm, & = & o dr,
et la 2-forme
Wean 1= dOcan.

Alors, (M, @) est une variété symplectique. Pour vérifier que w,, est bel et bien
une forme symplectique, il suffit d’examiner son expression en coordonnées locales.
Soit (U, x1,...,Xn.&1,...,&,) la carte locale sur 7*X induite par la carte locale

(U,x1,...,x,) sur X. Alors, sur T*U,
n n
Qcan:ZEjdxj et a)can=Zd§j /\de.
j=1 Jj=1
Il est alors clair que @,, est une forme symplectique sur M. La forme 6., est appelée

forme tautologique ou forme de Liouville et w.,, est appelée forme symplec-

tique canonique. []
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1.2.2. Isotopies et dérivée de Lie

Avant de se lancer dans I’étude des applications qui préservent les formes sym-
plectiques, nous rappelons quelques définitions et résultats concernant les isotopies
et la dérivée de Lie. Nous donnons qu’un apercu des preuves. Dans ce qui suit, nous

considérons une variété lisse M.

Définition 1.2.9. Une isotopie est une application lisse ¢ : [0,1] x M — M telle

que
o(t,) € DIf(M) Vi € [0,1] et @p = idy.

On note ¢; := @(t,"): M — M.

Toute isotopie engendre un champ vectoriel. Soit ¢, : M — M. Alors, on peut

définir une famille de champs vectoriels X; par le biais de ’équation
—_ = Xt O @ (121)

Sous une condition supplémentaire toute famille de champs vectoriels engendre
une isotopie. En effet, si M est compacte et si X; est une famille de champs vectoriels,
alors il existe une isotopie ¢, satisfaisant a 1.2.1. Ainsi, dans le cas ou M est compacte,

il existe une équivalence
{isotopies de M} <—— {{X;};cg C X (M)} .

Dans le cas ou X est un champ vectoriel ne dépendant pas du temps, I’isotopie engen-

drée par X est appelée flot de X.

Définition 1.2.10. Soient X € X' (M) et ¢; l'isotopie engendrée par X. La dérivée
de Lie selon X est Popérateur Ly : Q¥ (M) — Q¥ (M) défini par

Lxw = —¢w .
X dl‘(pt -
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Remarque 1.2.11. La dérivée de Lie peut aussi étre définie le long d'une famille
de champs de vecteurs X;. Selon le théoréeme de Picard, il existe ¢ > 0 tel que X,
engendre localement un flot ¢, pour ¢ € (—¢, €). On peut donc définir
d *
Lx,w = e ~
Les deux propositions qui suivent donnent les deux formules qui seront le plus
utilisées dans ce mémoire. La premiere donne une expression algébrique de la dérivée
de Lie et la deuxiéme nous permet d’exprimer, en terme de la dérivée de Lie, la dérivée
temporelle du tiré arriére d'une forme différentielle par une isotopie.

Proposition 1.2.12 (Formule magique de Cartan). Soit X € X (M). Alors, pour toute
forme w € QF(M),

Lxw =X Jdo +dX 1 w).

Proposition 1.2.13. Soient ¢; une isotopie de M et X, la famille de champs vectoriels

engendrée par ¢;. Alors, Vo € Qk(M),

E(p:‘a) = ¢, Lx,0.

Les propositions 1.2.12 et 1.2.13 se démontrent a 1'aide de la méme méthode.
Notons d’abord que, pour un domaine de coordonnées U sur M, tout élément de
(2*(U), A) s’écrit comme une combinaison linéaire de produits extérieurs de formes
dans QO(U) et dQ°(U). Les deux démonstrations en question sont constituées des
trois étapes suivantes.

(i) Démontrer que les formule tiennent pour w € Q°(M) = C*®(M).

(ii) Vérifier que les deux cotés de chaque équation commutent avec la dérivée ex-

térieure d.
(iii) Vérifier que les deux cotés de chaque équation sont respectent la formule de

Leibniz sur (2°(M), A). Par exemple, vérifier que

ﬁx(w/\a)zﬁxa)/\a—l—a)/\ﬁxa.
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Il est possible de généraliser assez aisément la proposition 1.2.13 pour une famille
w; € QFK(M).
Corollaire 1.2.14. Soient ¢; une isotopie de M et X, la famille de champs vectoriels
engendrée par ¢,. Alors, pour toute famille w, € Q*(M),
d

* * d
G 0= Lx,o; + )

Démonstration. 1l s’agit d’une application directe de la regle de dérivation en chaine.

agﬂt “re a(pr “ =t + a(pt “r =t N (pr £ert =t + (pt Ea)r =t
e | Lx, 0 + dl‘wt .

1.2.3. Symplectomorphismes

D’une maniere semblable au cas des espaces vectoriels symplectique, les trans-
formations d’intérét entre deux variétés symplectiques sont celles qui préservent les

formes symplectiques.

Définition 1.2.15. Soient (M, wys) et (N, wy ) deux variétés symplectiques. Un sym-
plectomorphisme entre M et N est un difféomorphisme ¢ : M — N qui satisfait

a I’équation
o = w.

On note le groupe des symplectomorphismes d’une variété symplectique (M, w)

vers elle-méme
Symp(M, w) := {¢ € DIff(M) | p*0 = w}.

Notons X' (M) 'espace des champs vectoriels sur M. La proposition 1.2.2 assure

qu’il existe, tout comme en géométrie riemannienne, une bijection entre les champs
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vectoriels et les formes de degré 1 sur M par le biais de I'isomorphisme

X(M) —— QY(M)
X — X o

Ceci nous méne a la définition suivante.

Définition 1.2.16. Soit (M, w) une variété symplectique. Un champ vectoriel sym-

plectique est un champ vectoriel X € X' (M) satisfaisant a I’équation
d(X Jw) =0,

c’est-a-dire que la 1-forme X 1w est fermée. On note 'ensemble des champs vectoriels

symplectiques sur M
XM,w) ={X e X(M) | d(X 1 w) =0}.

Remarque 1.2.17. En vertu de la formule magique de Cartan, la condition de ferme-
ture imposée sur X _I w peut s’écrire en terme de la dérivée de Lie de w le long de X.

En effet, puisque w est fermée,
Lxo=X_Jdo+dX Jw)=d4dX 2w).

Ainsi, X € X (M, ) si et seulement si Lyw = 0. []
La proposition suivante assure qu’une famille de champs vectoriels est symplec-
tique si et seulement si 'isotopie qu’elle engendre est une famille de symplectomor-
phismes. Ladite proposition démontre aussi que si M est fermée, alors X' (M, w) est
l’algébre de Lie du groupe Symp(M, w).
Proposition 1.2.18. Soit (M, w) une variété symplectique fermée. Considérons une
famille de champs vectoriels X; € X (M) qui engendre l'isotopie ¢ : [0,1] x M — M.
Alors,
(1) ¢; € Symp(M, w) V't si et seulement si X; € X(M,w) Vt.
De plus, si X, Y € X(M,w),
2)[X Y] 2w =—-dH,ou H =w(X,Y).
En particulier, [ X, Y] € X (M, w).
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Démonstration. (i). En vertu de la proposition 1.2.13,

d
Egat*a) = ¢, Lx,® 0 o; (X Jdw + d(X; 2 w)) @ ¢; d(X; 1 w), (1.2.2)

ott (D suit de la formule magique de Cartan et (2) découle du fait que w est fermée.
(=) Supposons que ¢; € Symp(M, w) pour tout ¢. Alors, par définition, 7w = w
et I’équation (1.2.2) nous assure que d(X; 2 w) = 0. Ainsi, X, € XY(M,w). (<)
Supposons que X; € X (M, w) pour tout ¢. Alors, par définition, d(X; 24 w) = 0 et

selon la formule (1.2.2), pour tout ¢ € [0,1],

0= /t (iw*w)df =¢/0— g0 =90 —o,
o \dt'"
ou la derniére égalité suit du fait que @9 = idy. Ainsi, ;o = w, dou ¢, €
Symp(M, w).
(ii). Notons ¢, ¥ : [0,1] x M — M les isotopies respectivement engendrées par
les champs vectoriels symplectiques X et Y. Par définition du crochet de Lie et de la
dérivée de Lie,

V' X Jw)

t=0

W/ X 1y7w)
=0

t=

V(X Jw)
=0

QX 00 2Y Jd(X Jw)+dY 3 (X Jw) Ldox,Y).

Ici, (1) suit du fait que ¥, € Symp(M, @) qui est a son tour une conséquence de (i), (2)
découle de la proposition 1.2.13 et du fait que o = idys, (3) est assurée par la formule

magique de Cartan et (4) suit du fait que X _I @ est fermée. [
Définition 1.2.19. Soit (M, ) une variété symplectique sans bord. Une isotopie

symplectique est une isotopie ¢ : [0,1] x M — M qui satisfait a ¢, € Symp(M, w)

pour tout 7.
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Remarque 1.2.20. En vertu de la proposition 1.2.18, la famille de champs vectoriels

X, engendrée par une isotopie symplectique est elle aussi symplectique.

1.3. Théoréme de Darboux

Il est maintenant temps de démontrer un des théorémes les plus importants de la
topologie symplectique: le théoréme de Darboux. Ce dernier stipule que toutes les
variétés symplectiques de méme dimension sont localement identiques.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Darboux). Soit (M?",w) une variété symplectique.
Alors, autour de tout point dans M , il existe une carte locale (U, p1,q1, . ..,Pn.qn) telle

que

n
w = dej /\dq]'.

j=1

En particulier, le théoreme de Darboux implique que le seul invariant local qu'une

variété symplectique peut admettre est sa dimension.

1.3.1. Théoréme et truc de Moser

La démonstration du théoréeme de Darboux découle directement d’un probleme
plus général. Considérons une variété M de dimension 2n munie de deux formes
symplectiques wy et w;, et N C M une sous-variété. Quelles conditions sont néces-
saires pour garantir 'existence de deux voisinages V et V; de N tels que (Vp,wp) et
(V1, w1) soient symplectomorphes?

Le théoréme de Moser offre une réponse a cette question dans le casou N = M.
Ce dernier peut ensuite étre utiliser en conjonction avec le théoréme du voisinage
tubulaire pour répondre a la question dans le casou N C M. Ainsi, en se restreignant
aucasou N = {p} C M, nous serons en mesure de démontrer le théoréme de

Darboux.
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Théoréme 1.3.2 (Moser). Soit M >" une variété lisse compacte . Soientwgy, w1 € Q>(M)

deux formes fermées telles que [wo] = [w,] et
w; = (1 —=1t)wo + tw;
est symplectique V¥t € [0,1]. Alors, il existe une isotopie ¢ : [0,1] x M — M telle
p;0r =wo Yt e[0,1].

Démonstration. La démonstration repose entiérement sur la résolution d’une cer-
taine équation différentielle qui nous donnera une famille de champ vectoriels engen-
drée par l'isotopie désirée. Cette méthode est communément appelée truc de Mo-
ser. Afin de trouver ladite équation différentielle, supposons qu’il existe une isotopie

@; : M — M telle que prédite par le théoréme. C’est-a-dire que
p;0r = 0wy Yt e[0,1].

Notons X; € X (M) la famille de champs vectoriels engendrés par ¢, par le biais de

la formule
d X vVt € [0,1]
—_— = o .
dr Pt t Yt ,
Alors,
0= 0= 0 =9 Lx,w; + T

Puisque [w1] = [wo], il existe @ € Q1 (M) tel que w; — wy = da. Ainsi, par définition
de w;, on a directement

d
aa), = w; — wy = da.

De plus, en vertu de la formule magique de Cartan et du fait que w, est supposée

symplectique,

'CX[wt = Xt_l da)t ‘I—d(Xt_I a)t) = d(Xt_l a)t).
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On retrouve alors

@F(d(X; 2 w;) +da) =0
<

Ainsi, pour démontrer le théoreme, il suffit de trouver une solution X, a I’équation
1.3.1. En effet, par compacité de M, X; définira une unique isotopie ¢; qui respectera,

d’apreés la discussion précédente,

d * *
agot v =0 = @ o = @y01 = .

Notons qu’il est suffisant de résoudre I’équation de Moser
Xt dwy = —a.

Puisque w; est supposée symplectique, elle est en particulier non-dégénérée et I'équa-

tion précédente peut étre résolue afin d’obtenir une solution lisse X;. [

Tel qu’annoncé précédemment, le théoréme de Moser admet une version relative.
Théoréme 1.3.3 (Moser, relatif). Soient M>" une variété et V C M une sous-variété

compacte. Soient wg, w, € Q*(M) deux formes symplectiques qui coincident sur V :

ol py = @1 py-
Alors, il existe des voisinages ouverts Vo, V7 C M de N et un difféeomorphisme
@ : Vo — Vi tels que
(p|N =idy et @ w; = wp.

La démonstration de ce théoréme repose sur 'existence d’un voisinage tubulaire
de V et sur exactitude de w; — wy sur ce voisinage. Nous serons alors en mesure
d’appliquer le truc de Moser pour trouver le difféomorphisme désiré. Pour ce faire

nous aurons besoin de la proposition générale suivante.
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Proposition 1.3.4. Soient M une variété, V. C M une sous-variété et U C M un
voisinage tubulaire de V. Soit w € Q! (V) une forme fermée telle que w‘TV = 0. Alors,
(1) w est exacte sur U, c’est-d-dire qu’il existea € Q=1 (U) telle que » = da;

(2) o peut étre choisie de sorte a avoira‘TV = 0.
Démonstration. Puisque U C M est un voisinage tubulaire de V, U est difféomorphe
a un voisinage convexe Uy C NV de la section nulle. Notons ce difféomorphisme

¢ : Uy — U. Pour tout ¢ € [0,1] définissons 'application

Pr - Uo e UO
(x.§) —— (x.1§)

Puisque Uy est convexe, p; est bien définie pour tout # € [0,1]. Notons mp : Uy — V
la submersionde Uy sur V et iy : V — NV l'inclusionde V dans N V comme section
nulle. Puisque p; = id, que pg = ip © 7o et que p; fixe V' pour tout 7, {p;},¢[o.1] €5t
une homotopie entre iy o7y et id qui fixe V. Ainsi, V est une retraction de U, et, selon
I'identification donnée par ¢, V' est aussi une rétraction de U'.

Nous désirons a présent construire un opérateur d’homotopie entre py = iy © g
et p; = id. En d’autres termes, nous cherchons a construire une application linéaire

H : Q'(Uy) — QI71(Up) respectant la relation
id— (igomp)* =dH + Hd. (1.3.2)

Notons v, le champ de vecteur qui, au point ¢ = p,(p), est donné par le vecteur tan-
gent 4 la courbe ps(p) au temps s = ¢. Définissons, pour tout 8 € Q(Uy) I'opérateur

linéaire
1
Hp = [ ity
0
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Démontrons que H satisfait bel et bien a la relation 1.3.2. Nous avons, pour tout

B e QL (Us),
dHB + HdB = d/l p*(v, 1 B)dt + /1 p*(v, 1 dB)dt
0 0

1
= / Py (d(v; 1 B) + v, 1 dB)dr
0

En vertu de la formule magique de Cartan et de la proposition 1.2.13, I'intégrand se

réduit a
* « d .
Py (d(vl _ ,8) + vy dIB) = p; Evtﬁ = _dt’otﬁ

Finalement, une simple application du théoréme fondamental du calcul intégral nous

permet d’obtenir
t(d
dHB + HdB = / (Ep;kﬁ)dl = p1B — poB =1dB — (io © m0)* B
0

Démontrons a présent que w est exacte sur U. Par hypothése, dw = Oetijw = 0.

Ainsi, I'opérateur d’homotopie H nous assure que
w=dHw. (1.3.3)

Nous pouvons donc poser « = Hw et conclure que w est exacte sur Uy. L’identifica-
tion ¢ : Uy — U nous permet d’en déduire que w est aussi exacte sur U.
Démontrons finalement que « est nulle sur 7V. Par construction, p; fixe V pour
tout ¢ € [0,1], donc v;(x) = 0 pour tout x € V et pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi, &y = 0
pour tout x € V. [

Démonstration. [Théoreme 1.3.3] Puisque V' C M est une sous-variété compacte de
M,V admet un voisinage tubulaire U C M. Par hypotheése, w; —wy est fermée sur U
et (w1 —wp), = O pour tout p € V. La proposition 1.3.4 assure alors I'existence d’une
forme o € Q'(U) telle que w; — wp = da sur U et que «, = 0 pour tout p € V.

Considérons, pour ¢ € [0,1], ’homotopie linéaire

w; = (1 —t)wy + tw; = wo + tda
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entre wg et w;. Par construction, dw; = 0 sur U pour tout ¢ € [0,1]. En rétrécissant U
au besoin, nous pouvons supposer que w; est non-dégénérée, et donc symplectique,

pour tout ¢ € [0,1]. Ceci nous permet de trouver une solution X, a ’équation de Moser
Xt dw; = —«.

Notons que, puisque « est nulle sur V, X;(p) = 0 pour tout p € V. En rétrécissant
U au besoin une seconde fois, nous pouvons supposer que X; engendre une isotopie

Y 1 [0,1] x U — M qui, en vertu du truc de Moser, satisfait a la relation
Wt* W = o

pour tout ¢ € [0,1]. De plus, puisque X;(p) = O pour tout p € V et toutt € [0,1],
(/2 }V = idy. Afin de conclure la démonstration, nous n’avons qu’a poser ¢ = V¥,

V0=UetV1=w1(U). I

Nous somme a présent en mesure de démontrer le théoreme de Darboux.
Démonstration. [Théoréme 1.3.1] Appliquer le théoreme de Moser relatif a un point
N = {x} € M en conjonction avec le théoréme de classification des espaces vectoriels

symplectiques. [

1.4. Sous-variétés lagrangiennes

Définition 1.4.1. Soient (M?",w) une variété symplectique et L C M une sous-

variété. On dit que L est une sous-variété lagrangienne si
. L.
a)‘TL =0 et dimL=_-dimM =n.
2
Soit f : L" — M?" un plongement ou une immersion. On dit que f est lagran-
gienne si f*w = 0.
1.4.1. Exemples et construction de sous-variétés lagrangiennes

Exemple 1.4.2 (Courbes dans une surface). Soit (¥, ®) une surface orientée plongée

dans R® munie d'une forme volume w (voir 'exemple 1.2.5). Toute courbe y C X
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est lagrangienne. En effet, si §,9 € Ty, il existe r € R tel que § = ry. Alors,
w(E.n) =roE. &) =0. ]

Exemple 1.4.3 (Sous-variétés lagrangiennes des fibrés cotangents). Soient X" une
variété et M = T*N. Rappelons que (M, ®,,) est une variété symplectique (voir
Iexemple 1.2.8). La section nulle Xo = {(x,§) € M | § =0} de M est une sous-

variété lagrangienne. En effet, il est clair que 0., = 0. Ainsi, pour iy : Xog — M,

|TX0
I'inclusion de Xy dans M, i, = 0. Il suit de la définition de Wen que igw =
igd0can = difOcan = 0.

De maniere plus générale, il est possible de montrer que le graphe d’une forme
o € QY(M) est une sous-variété lagrangienne de M si et seulement si do = 0.
Pour ce faire, considérons I'application s, : M — T* M donnée par s, (x) = (x, 0y).
Notons que 'image de s, correspond au graphe de o. Il suit de la définition de 0.,

que Sy0.n = 0. Or, par définition, le graphe de o est lagrangien si et seulement si

0 = 5yd0can = ds)0can = do. ]

Exemple 1.4.4 (Graphe d’un symplectomorphisme). Soient (M 2", w;) et (M2?", w,)
deux variétés symplectiques. Le produit M; X M, muni de la forme symplectique
® = —w1 @ w, forme une variété symplectique (voir 'exemple 1.2.6). Tout symplec-
tomorphisme ¢ : M; — M, engendre une sous-variété lagrangienne de M, x M.
La proposition suivante donne une formulation précise de ce fait.

Proposition 1.4.5. Soient (M?", w,) et (M?", ,) deux une variétés symplectiques. Un
difféomorphisme ¢ : M —> M est un symplectomorphisme si et seulement si Graphe(¢p)
est une sous-variété lagrangienne de (My; X M, w = —w, @ wy).

Démonstration. Puisque ¢ : M} — M, est un difféomorphisme, I’application

Yo : M1 — Ml X M2
x — (x,0(x))

plonge M; dans M x M, et son image correspond exactement a Graphe(¢). Alors,

d’une part, Graphe(¢) est une sous-variété lagrangienne de M; x M, si et seulement
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si y; o = 0. D’autre part, par définition de w,
V@ = —VgPrio1 + Yoproma = —(pry o ¥p) w1 + (pr; 0 ¥p) @2
Or, par construction, pr; o ¥, = idp, et pr, o ¥, = ¢. Ainsi,
Yo =0 &= ¢*wy = w;.
L

La proposition précédente établie un lien crucial entre les symplectomorphismes
et les sous-variétés lagrangiennes. Comme nous le verrons au chapitre suivant, ce lien
permet, entre autre, de généraliser certaines constructions sur Symp(M ) al’espace des

sous-variétés lagrangiennes de M. []

1.4.2. Voisinages de sous-variétés lagrangiennes

Le théoreme de Weinstein [26] stipule que toute sous-variété lagrangienne L com-
pacte admet un voisinage V' symplectomorphe a un voisinage V; de la section nulle
de T*L.

Théoréme 1.4.6 (Weinstein). Soient (M, ) une variété symplectique et L C M une
sous-variété lagrangienne compacte. Alors, il existe

e un voisinage Vo C T* L de la section nulle Ly,

e un voisinage V. C M de L,

e et un difféomorphisme ¢ : Vo — V

tels que
*w =df et q0|L =id,

ou dO est la forme symplectique canonique sur T* L.
Démonstration. En vertu de la proposition 1.1.18, il existe une structure complexe J
sur M compatible avec w. Munissons M de la métrique riemannienne g; induite par

J. La métrique g, induit a son tour un isomorphisme ®,: T M — T, M définit,
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pour tout § € T, L, par

g7 (®,(n"). &) :=n"(§).

Pour tout ¢ € M, J,T,L C T;M est un sous-espace vectoriel lagrangien de
(TyM, w,) et est le complément orthogonal de T, M sous g;. Définissons a présent
Iapplication
o: T"L ——— M
(q.8%) —— exp,(J4®4(7))

ou exp,, est I'application exponentielle associée a g ;. Il existe alors un voisinage assez
petit de la section nulle de 7* L sur laquelle ¢ est un difféomorphisme. Pour un vecteur
tangent § = (§0,§7) € TyL & T,/L = T(4,0)T*L ala section nulle de 7*L au point

q € L, nous avons, par construction,

dog.0)(§) = &o + Jqq>q(§;k)-

Ainsi, pour §, 9 € T,L ® T/L etdf € Q2(T*L) la forme symplectique canonique
sur T*L, nous avons
P wg,0(E.n) = wg(§o + J; @y (ET). mo + J; P4 (1Y)
= wy(&0,m0) + @g (&0, J; @4 (07))

—wg (Mo, JgPq(ET)) + 0y (Jg @y (E7), Jg Ry (n7))

D 0y (B0, Jg @ (")) — g (o, Jg @4 (E7))
) —g7(®,(n7), E0) + g7 (P4 (E]). 10)
®

£ (mo) — n7(%0)

de(q,O) (E ) 77) 5

I®

ot (1) suit du fait que T, L et J,T,L sont des sous-espaces vectoriels lagrangiens de
(T, M, w,), (2) découle de la définition de g, (3) suit de la définition de ®, et (4) suit

de la définition de la forme symplectique canonique (voir exemple 1.2.8). Ainsi, sur

36



la section nulle de T*L, ¢*w et df coincident. Le théoréme de Moser relatif permet

donc de conclure la démonstration. I
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Chapitre 2

Difféomorphismes hamiltoniens et homomorphisme

de Calabi

Nous introduisons dans ce chapitre le groupe des difféomorphismes hamiltoniens
d’une variété symplectique. Par la suite nous étudierons I’hnomomorphisme de Ca-
labi entre ce groupe et R. Comme le laisse sous-entendre le titre de ce mémoire, cet
homomorphisme jouera un réle crucial dans les prochains chapitres. Nous suivons ici

principalement 'ouvrage de Oh [20].

2.1. Difféomorphismes hamiltoniens

Les difféomorphismes hamiltoniens sont des symplectomorphismes d’une variété
symplectique M engendrés par une fonction lisse H : M x [0,1] — R. Dans le cadre
de la mécanique analytique, les difféomorphismes hamiltoniens représentent I’évolu-

tion temporelle d’un systéme mécanique.

Définition 2.1.1. Soient (M, w) une variété symplectique et & : M — R une fonc-

tion lisse. Le champ vectoriel X} € X' (M) déterminé par I’équation
X hdw = —dh
est appelé champ vectoriel hamiltonien et /1 est appelée fonction hamilto-

nienne autonome ou simplement hamiltonien autonome. Dans le cas ou M est

fermée, I'isotopie gof’ engendrée par X, est appelée flot hamiltonien.
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Remarque 2.1.2. Puisque d?> = 0, tout champ de vecteur hamiltonien est en parti-
culier symplectique. De plus, en vertu de la proposition 1.2.18, tout flot hamiltonien
est symplectique.

Remarque 2.1.3. Un champ vectoriel hamiltonien X} engendré par un hamiltonien

h est toujours tangent aux ensembles de niveau de /. En effet, par définition de X,
—dh(Xh) = Xh _ a)(Xh) = a)(Xh,Xh) = 0.

Soit (M, w) une variété symplectique sans bord. Considérons, a présent, une fonc-
tion H : [0,1] x M — R lisse sur M qui dépend du temps. H est appelée fonction
hamiltonienne ou simplement hamiltonien et on note H, := H(¢t,) : M — R.
Cette fois-ci, H engendre une famille de champs vectoriels X # par le billet de Iéqua-

tion
XH y0=—dH,

et X1 engendre & son tour une isotopie ¢ appelée isotopie hamiltonienne. Dans
ce cas, I'application qui associe ¢ a4 H est notée H > ¢*. La famille de champs

vectoriels X 7 est appelée gradient symplectique de H et on note sgrad H := X 2.

Définition 2.1.4. Un difféomorphisme hamiltonien est un symplectomorphisme
@ qui est donné par ’application au temps 1 d’une isotopie hamiltonienne ¢, c’est-

a-dire que

Y =00 .

Dans ce cas, on dit que I'hamiltonien H génére ¢. L’espace des difféomorphisme

hamiltoniens est noté
Ham(M, w) := {¢ € Symp(M, w) | ¢, une isotopie hamiltonienne t.q. ¢ = ¢;}.

Il est clair que Ham(M, w) C Symp(M, w), mais il ne suit pas directement de la
définition que Ham(M, w) est un sous-groupe de Symp(M, w). En effet, il n’est pas

évident que tout élément de Ham(M, @) admet un inverse dans Ham(M, w) et que
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, w) est fermé sou ition. Heureusement, c’est bel et bien le cas et la
Ham(M, w) est fermé sous la composition. Heureusement, ¢
proposition suivante nous I’assure.

Proposition 2.1.5. Soient ¢, € Ham(M, w) générés respectivement par les hamilto-
niens H,K : [0,1] x M — M. Alors,
(1) Uhamiltonien H engendre =, oit H : [0,1] x M —> R est défini comme

H(t,x)=H, o0,

(2) Uhamiltonien H#K engendre ¢ o Y, ou H#K :[0,1] x M +— R est défini

H#K(1,x) = Hi(x) + K, 0 ()" ().

La démonstration de la proposition précédente requiert un petit lemme.
Lemme 2.1.6. Soit Xy, une famille de champs vectoriels hamiltonien engendré par

Phamiltonien H : [0,1] x M — M. Alors, si ¢ € Symp(M, w),
@™ sgrad H; = sgrad(H, o ¢).
Démonstration. Par définition de sgrad H; o ¢,
sgrad(H; o ¢) 1w = —d(H; o p).
Ainsi, il suffit de démontrer que
p*sgrad H, 1w = —d(H; 0 ¢).
Pour ce faire, notons d’abord qu’étant donné que ¢ € Symp(M, w), p*w = w. Alors,

(p* sgrad H;) 1w = (¢* sgrad H;) 1 ¢*w

= ¢*(sgrad H; 1 w) = —¢*dH, = —d(H; o ¢)

tel que désiré. |
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Démonstration. [Proposition 2.1.5] (i) Soit Y;, le champ de vecteur qui engendre l'iso-

topie ((ptH )_1. Il suffit de démontrer que

Y, = sgrad H = sgrad(—H; o <pf1).

Puisque (/1) o pff =idy,ona

d

0= <ridu = 3 ()" o 0t

(Hld d -1
@:

)* t dl ((ptH) O§0H
= (pH)," osgrad Hy o 9 + Y, 0 (o7) " 00y
).

1

H osgradH,ocpt + Y;.

= (¢,

*

Ainsi, Y, peut s’écrire sous la forme
—1 ES
Y, = —(pH), osgrad H, o p/f = —(pH)" sgrad H, =: sgrad(—H, o /"),

ou la derniere égalité suit du lemme 2.1.6.
(ii) Soit W;, la famille de champs vectoriels qui engendre 'isotopie ¢ o ¢ X. 1l

suffit de montrer que
W; = sgrad H#K.
D’une part, on a
H K d g K
Wio (g, oy, ) = d_l‘((pt oY, )
d d
H K H K
= (‘Pt )* © Ewt + E% © \/ft
= (¢f)x o sgrad Ky oy + sgrad Hy o g oy *
D’autre part, par définition de Xy,

sgrad H#K 1o = —d(H#K) = —dH, — d(K, o (¢f)7).
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Ainsi,
sgrad H#K = sgrad H; + sgrad(K, o (‘PzH)_l)
1

= sgrad H, + (¢{7), o sgrad K, o (o)™,

ou la derniere égalité suit du lemme 2.1.6.
On remarque alors que W; o ¢ o X = sgrad H#K o ¢ o ¢ K, donc, puisque

(ptH et lﬂtK sont inversibles, W; = sgrad H#K I

2.1.1. Crochet de Poisson

Définition 2.1.7. Soit (M, ®) une variété symplectique. Le crochet de Poisson as-

socié a la forme symplectique w est 'application
{—,—}:C®M)x C®(M) — C>®(M)
définie par
{f,h} == —dh(sgrad ) = w(sgrad h, sgrad f).

Le crochet de Poisson peut aussi s’écrire sous la forme d'une dérivée de Lie: pour

toutes fonctions lisses f, g € C*(M),

{/. 8} = Lograag (f). (2.1.1)

En effet, puisque f est une fonction lisse, X 1 f = 0 pour tout champ de vecteur X.

Ainsi, en vertu de la formule magique de Cartan,

Lograag(f) = sgradg 1 df + d(sgradg 1 f) = sgradg 1 df = df(sgrad g).

Ainsi, selon la définition du gradient symplectique et celle du crochet de Poisson,

I’équation précédente prend la forme

Lsgraag (f) = —w(sgrad f,sgrad g) = w(sgrad g, sgrad f) = {f. g} .

Plusieurs propriétés fondamentales du crochet de Poisson suiventdirectement de

la définition de la structure symplectique.
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Théoréme 2.1.8. Soient (M, w) une variété symplectique. Alors, le crochet de Poisson
{—,—} associé a w joui des propriétés suivantes. Pour toutes fonctions lisses f,g,h €
C°(M) et toute constante C € R,

(1) (Bilinéaritée) {Cf,g + h} = C{f. g} + C {f. h}.

(2) (Antisymétrie){ f.g} = —{g. f };

(3) (Identité de Jacobi){ f.{g. h}} +{g.th. f}} + {h.{f.g}} = 0;

(4) (Régle de Leibniz){ fg.hy = f{g.h} +{f. h}g;

(5) (Non-dégénérescence){ f, g} = 0 pourtout g si et seulement si f est une fonction

constante.

Démonstration.  Afin d’améliorer la lisibilité de la preuve, posons X = sgrad f,
Y = sgrad g et Z = sgrad h.

Les propriétés (i) et (ii) découlent respectivement de bilinéarité et de la nature
antisymétrique de la forme symplectique w.

(iii). Rappelons d’abord que, selon un théoréme classique de géométrie différen-
tielle (voir, par exemple, [25] chapitre 7), la différentielle de w, qui est une forme de

degré trois, peut s’écrire comme

do(X,Y,Z) = X((Y, Z)) — Y(o(X, Z)) + Z(@(X,Y))

—o(X,Y],Z)+o(X.Z].Y) —o([Y, Z], X).

Or, étant donné que w est fermée par définition, dw = 0 et I'équation précédente

donne

X(@(Y,Z)) - Y (0(X, Z)) + Z(@(X,Y)) (2.1.2)

=o(X,Y],Z2)-w(X,Z].Y) + o(Y, Z], X)

Par définition de la dérivée de Lie et selon la formule (2.1.1),

X(@(Y.2)) = Lx(0(Y. Z)) = Lx((h.g}) = {{h.g}. [} = —Hg. 1} . f}.
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ou la troisieme égalité est donnée par la formule magique de Cartan et le fait selon

lequel {A, g} est une fonction lisse. D’'une maniére tout a fait analogue, on obtient

Y((X,2)) ={{h. f}.8} et Z(w(X,Y)) =—-{{fg}. h}.
Ainsi, le coté gauche de I'équation (2.1.2) prend la forme
X((Y.2) - Y(0(X.Z)) + Z(@(X.Y)) (2.13)
={fAg. h}} +{g.{h fi} +{h{f g}
Par la définition du crochet de Lie et selon la formule (2.1.1), on a
o([X.Y].Z) = —[X.Y] 3 dh = —[X,Y](h)
= (=LxLy + Ly Lx)(h)
= —{/fAg. hi} —{g.{h. f}}.

De maniére analogue, on trouve aussi
o([X. Z].Y) = {f{g.h}} + {h.{f g}}.
o([Y, Z]. X) = —{g.{h. f}} —{th.{f.g}}.
Alors, le coté droit de I'équation (2.1.2) s’écrit comme
o(X.Y].Z)—w(X.Z].Y) + (Y, Z], X) (2.1.4)

= 2({fAg. hij +1g.h. 1} +{h.{f. 83D

Finalement, selon (2.1.3) et (2.1.4), (2.1.2) se réécrit sous la forme

3 Ae 1y + g {h, [+ k. {f. g}1) = 0,

de laquelle découle I'identité de Jacobi.

(iv). Puisque la différentielle d respecte elle-méme la régle de Leibniz,

{f.gh}y = —(dgh)(X) = —hdg(X) — gdh(X) = h{f g} +gif hyi,

ou la premieére et derniére égalité suivent de la définition du crochet de Poisson.
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(v). Soit f € C*®°(M) tel que
{/.g}=0. VgeC®M).
Alors, par définition du crochet de Poisson,
{flg}=—w(X,Y)=0, VgeC®M) <— X 1w =0,

ou X = sgrad f et Y = sgradg. Or, puisque — Jw : TM — T*M est un isomor-

phisme, on doit nécessairement avoir X = 0. De plus, par définition de X,
0=X_1w=-df,
d’ou f est constante. |

Remarque 2.1.9. Les propriétés (i), (ii) et (iii) du 2.1.8 font de la paire
(C*®(M),{—,—}) une algebre de Lie.

Il est possible de trouver une expression du gradient symplectique du crochet de
Poisson de deux fonctions lisses en termes de leur gradient symplectique.
Lemme 2.1.10. Soient (M, w) une variété symplectique et {—, —} le crochet de Poisson

associé a w. Alors, pour toutes fonctions lisses f,g € C*°(M),
[sgrad f, sgrad g] = sgrad{g, f}.

Démonstration. Par définition du gradient symplectique, il faut démontrer que

[sgrad f,sgrad g] 1w = —d{g, f}.
D’une part, nous avons, en vertu de la proposition 1.2.18,

[sgrad f, sgrad g] 1 @ = —d(w(sgrad f,sgrad g)) .
Et d’autre part, par définition du crochet de Poisson,
—dig, f} = —d(w(sgrad f. sgrad g))

Ceci complete la démonstration. |
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Le lemme 2.1.10 nous assure que le crochet de Lie de deux champs vectoriels hamil-
toniens est a son tour un champ vectoriel hamiltoniens. Ainsi, les champs vectoriels
hamiltoniens forment une sous-algeébre de Lie des champs vectoriels symplectiques.

Nous terminons cette discussion en donnant une propriété surprenante du crochet
de Poisson. Cette derniére jouera un role important dans I’étude de ’homomorphisme
de Calabi.

Lemme 2.1.11. Soient (M?", w) une variété symplectique et {e, ®} le crochet de Poisson
associé a w. Alors, pour toutes fonctions lisses f,g € C>®(M), la forme de degré 2n

{f, g} ™" est exacte. Plus précisément,
{figto™ = d(sgradg _ (fa)’\”)) =—ndf Adg Ao 1. (2.1.5)

Démonstration. Notons d’abord que, par définition, sgrad g est un champ vectoriel

symplectique. Ainsi, Lgraag@w = 0 et par la régle de Leibniz,
Ligraag”™" = 0.
11 suit alors de la définition du crochet de poisson que
{/f.g} o™ = Esgradg(f)a)/\n = Esgradg(fw/\n) - fﬁsgradg(a)n) = Esgradg(fw/\n)'
Donc, en vertu de la formule magique de Cartan,
{f.g} o™ = sgrad g 1 d(fo™") + d(sgrad g 4 (fo™")) = d(sgrad g 1 (fo™")),

ou la derniére égalité découle du fait selon lequel d( fw") est une forme de degré

2n + 1 > dim M et doit étre nulle. I

2.1.2. Chemins de difféomorphismes hamiltoniens

On définit une topologie C* sur Symp(M, w) et Ham(M, w) comme étant celle
induite par leur inclusion dans Diff(M). Afin d’étudier la topologie de Ham(M, w), il
est naturel de considérer des familles lisses {¢;} C Ham(M, w). Nous sommes alors

mené a nous demander si ces familles sont, en général, engendrées par une isotopie
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hamiltonienne, c’est-a-dire si il existe un hamiltonien H :[0,1] x M — R tel que

@1 = ¢ 0 @y. Le théoréme de Banyaga fournit une réponse positive a cette question.

Définition 2.1.12. Un chemin hamiltonien A : [0,1] — Ham(M, ) est une appli-
cation définie comme une application lisse A : [0,1] x M — M vérifiant les critéres
suivants.

(1) A(0) : M — M est un difféomorphisme hamiltonien;

(2) la dérivée temporelle
. A
k = — O A -1
(1) = 5o 00)

de A est une famille de champs vectoriel hamiltoniens, c’est-a-dire que At) 2

w = —dHt, et
M) = i 0 1(0)

pour un hamiltonien H : [0,1] x M — R qui est alors appelé I’hamiltonien
générateur de 7.
L’espace des chemins hamiltoniens est noté P(Ham(M,w)) et on note
P(MHam(M, w),idys) lespace des chemins hamiltoniens donnés par Iidentité

au temps 0.

Le théoréme de Banyaga s’exprime alors simplement comme suit.
Théoréme 2.1.13 (Banyaga). Tout chemin de difféomorphismes hamiltoniens dans
Diff(M) est un chemin hamiltonien.

Il est important de noté que I’hamiltonien H qui géneére un chemin hamiltonien
A n’est pas unique. En effet, étant donné qu’une application ¢ : R — R génére I'ap-
plication identité, H + ¢ génére aussi A. Ce phénomene joue un role important lors
du développement d’invariants symplectiques. Il est alors utile de définir un unique

inverse a I’application H +> A afin d’éliminer toute ambiguité.
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Définition 2.1.14. Soient (M, w) une variété symplectique et H : [0,1] x M — R

un hamiltonien. Dans le cas ou M est fermée, H est dit normalisé si

/ Hta)n - O.
M

Dans le cas ou M est ouverte (M n’est pas compact ou est compact avec bord), H est

dit normalisé si son support

supp(H) = U supp H;

t€f0,1]

est compact et contenu a l'intérieur de M.

Soit H T’hamiltonien normalisé qui engendre un chemin hamiltonien A. Alors,

I'inverse de 'application H +—+ A donnée par
Dev : P(Ham(M, w),idpy) — C*®°(M); Dev(A) = H

est bien définie.

Dans le but de pouvoir bien définir des invariants symplectiques, nous aurons a
considérer des classes d’homotopie de chemins hamiltoniens. Une homotopie de
chemins hamiltoniens est une famille lisse a deux parametres {4}, o 1 telle que,
pour un s € [0,1] fixe quelconque, A® : [0,1] — Ham(M, @) est un chemin hamilto-
nien. On note alors H] := Dev(A}) ’hamiltonien qui engendre le chemin hamiltonien
AS.

Lors de la manipulation d’homotopies de chemins hamiltoniens, nous ferons sou-
vent usage du lemme général suivant, dit a Banyaga [5]. La preuve que ’on donne suit
I’exposition de Oh [20].

Lemme 2.1.15 ([5]). Soient M une variété lisse. Considérons X; et Y deux familles

lisses a deux paramétres de champs vectoriels sur M tels que

d

d
wa =X/ og, et —@ =Y oy

ds
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pour ¢}, une famille lisse a deux parameétres de difféomorphismes de M . Alors,

a S a N S N
gXt = Eyt - [Yt ’Xt]‘

Démonstration. Puisque ¢7 est lisse comme famille a deux parameétres, il suit que

I’application

R2xM —— R*x M
(s,t,x) ——— (5.1, ¢ (x))

est lisse. On peut donc fixer x € M et considérer 'application lisse

p: R? — 3 RZx M
(5,8) — (5,8, 93 (x))

Sous ¢, la base {3/ds , 3/0¢ } du tangent de R? est donc envoyée a

9 ®Y}: 9 o X}
ds r ot N

Puisque ¢«[—,—] = [¢«—, px—] et que [d/ds , d/dt] = 0, on a
i oY/ 9 ®&X’|=0
ds LT ot o

Ainsi, par bilinéarité du crochet de Lie,

J J
0:[—@Y§,—@X§]

ds ot
o I A A E P + ¥/, X7]
~ Las’ ot as’ " Lot o
0 0
=5 X5V H VL X
Le résultat désiré découle donc directement de la derniere égalité. [
Dans le cas ou X7 = sgrad H] et Y7 = sgrad F/, le lemme 2.1.15 admet une

traduction au niveau des familles a deux parameétres d’hamiltoniens H; et F;.
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Lemme 2.1.16. Soient (M, ) une variété symplectique et {A}} une famille lisse a deux

paramétres de difféeomorphismes hamiltoniens. Alors, pour H] = Dev(A}) et F, =
Dev(A?),
agls = % +{F’.H}}.
Démonstration. Posons X7 = sgrad H; et Y = sgrad F;’. En vertu du lemme 2.1.15,
0 0
ng = EYts—[Yts,th]. (2.1.6)

De plus, selon le lemme 2.1.10,
Y], X]] = sgrad{H;, F} = sgrad {H}, F}'} .

Notons que

d 0 d o0H?
_—_YSs = —(X? =——(dH?) =—-d L s
(as"r)”’ L X5 sw) = @) (as)

0 yvs _ d gyt Y oys _ 0 IS Aincl 174
donc 3. X7 = sgrad 5. H et, de maniere analogue, 5 Y’ = sgrad 5~ F;. Ainsi, I'équa-

tion (2.1.6) peut s’écrire sous la forme

- ) —
(gXt)Ja):(EYt)_Iw—[Yt,Xl]Ja)
A(2) o) o

as
OHS  OFs
— -t HS FS
o Yy +{H, F} + c(s.t),

ou c(s,t) est une fonction lisse qui ne dépend que de s et de 7. Or, puisque H; et F/
sont normalisés par définition, { H}, F/} I'est aussi. Ainsi, ¢(s,t) = 0. Ceci complete

la preuve du lemme. L

2.2. ’homomorphisme de Calabi

Considérons a présent une variété symplectique (M 2", ) ouverte, c’est-a-dire que
M n’est pas compacte ou elle est compacte avec un bord dM non-vide. Un chemin A €

P(Ham(M, w),idys) est a support compact si 'hamiltonien H : [0,1] x M — M
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qui génére A a un support compact contenu dans 'intérieur de M. On note I’ensemble
de ces chemins hamiltoniens P.(Ham(M, w), idps). On note Ham.(M, w) espace des
difféomorphismes hamiltoniens donnés par I’application au temps 1 d’'un chemin ha-
miltonien a support compact.

Soit A un chemin hamiltonien et H : [0,1] x M — R I’hamiltonien a support

compact qui I’engendre. Dans [7], Calabi introduit 'intégrale

1
Cal(}) = / / H,o™ A dt
0 M

qui, étant donné le support compact de H, ne dépend que de A. Calabi démontre
que Cal est un homomorphisme non-trivial du revétement universel Ham, (M, w) de
Ham.(M, w). Rappelons que les éléments de HE%(M , ) sont définis comme étant
les classes d’équivalence de chemins hamiltoniens sous homotopies a bouts fixes.

Théoréme 2.2.1. L’application
Cal : P.(Ham(M, w),idpy) — R

définie un homomorphisme non-trivial invariant sous homotopie a bouts fixes. En parti-
culier, Cal induit un homomorphisme non-trivial de H?nC(M, ) noté Cal.

La démonstration du théoreme 2.2.1 est une conséquence directe des deux lemmes
suivants et de la définition du revétement universel de Ham.(M, w). Démontrons
d’abord I'invariance sous homotopies a bouts fixes.

Lemme 2.2.2. Soient A? et A} deux chemins hamiltoniens hamiltoniens homotopes tels
que Ay = idy = Aj et AY = A]. Supposons que Dev(A?) = H® et que Dev(A)) = H'.
Alors,

Cal(A%) = cal(A)).
Démonstration. Soit A3, s € [0,1], 'homotopie entre A2 et 1. Posons
H; =Dev(Ay) et F =Dev(1}).

On peut considérer { H;'} et { F;’} comme des familles a deux parameétres de fonctions

lisses a support compact sur M. Suite a un reparamétrage en s, on peut supposer que

52



H* = H° pour sy dans un petit voisinage de 0 et que H*! = H! pour s; dans un
petit voisinage de 1. Il s’en suit que F;(x) = 0 pour s dans un voisinage assez petit

de O et 1. De plus, en vertu du lemme 2.1.16,

oH;  OF/
= F’, H’}. 2.2.1
Il suffit de démontrer que
d
—Cal(A%) = 0.
ds

Pour ce faire, on utilise d’abord 1’équation (2.2.1). On a donc

d ! d
—Cal(}®) = —H o™ Adt
ds al®) /o/M(dsH’)w
1
FS
:/ / (a : +{Fts,Hf})wAnAdt
o Jum \ ot

! aFts AR ! s K An
= — o™ Adt + {F/,H} o™ Ndt
o Jum Ot 0o JMm

D’une part, étant donné que Fj = F;,ona

1 an
/ / —LoMAdt = / (Fy — F§)o™" = 0.
o Ju Ot M

D’autre part, selon I’équation (2.1.5) et le théoréme de Stokes,

/ {F’,H}}o" Andt = / d(sgrad H; 1 (F}w™"))
M M
= [ sgrad H? 1 (F o™") =0,
oM

car le support de H est contenu a I'intérieur de M. Les deux équations précédentes

garantissent que %Ca[(H ) =0. [

Démontrons ensuite que Cal agit bien comme un homomorphisme.
Lemme 2.2.3. Soient A, et A, deux chemins hamiltoniens tels que g = idpy = Aj,.

Alors,

Cal(Ae 0 1)) = €al(A,) + Cal(A)).
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Démonstration. Posons H, = Dev(A,) et H] = Dev(A.). En vertu de la proposition
2.1.5,

Dev(de o A)) = Ho#H! := H, + H. o (pF)~1.
Ainsi, par définition de Cal,

Cal(As ox/)—/ /(H,#H)w”’/\dt

//(H,—i—H’ (@)™ o™ A dt

1
:/ / H,a)”’/\dt—l-[ / H! o (o) o™ A di
0 M 0 M
1
= Cal(A,) + / / H o (o) T o™ A dt (2.2.2)
0 M

Pour réduire la derniére intégrale, notons d’abord qu’étant donné que (p)~! est une

isotopie hamiltonienne, (¢p)*® = w, donc (¢p)*®”" = w™" pour tout ¢, d’out

/ H! o (o) o™ = / H. (o) = / H ™
(1 (M) M

Ainsi, I’équation (2.2.2) prend la forme
1
Cal(Ae 0 A,) = Cal(As) + / / H o™ Adt = Cal(Ae) + Cal(A))
0o JM

qui correspond au résultat désiré. [

2.2.1. Variétés symplectiques exactes et Cal

En général, Calne peut étre descendu a un homomorphisme défini sur Ham,. Dans
[16], Kislev trouve plusieurs exemples de variétés symplectiques non-exactes sur les-
quelles il existe un lacet hamiltonien pour lequel Cal est non-nul. Un des cas ot Cal
peut étre descendu a un homomorphisme défini sur Ham, est celui des variétés sym-
plectique exactes.

Soit (M, w) une variété symplectique exacte. Rappelons que M est nécessairement

ouverte et que, par définition, il existe une forme de degré un o € Q!(M) telle que
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@ = da. Dans ce cas, Banyaga a démontré que ’homomorphisme de Calabi prend
une forme bien particuliere.

Théoréme 2.2.4 ([5]). Soit (M?",da) une variété symplectique exacte. Considérons
un difféomorphisme hamiltonien ¢ € Ham.(M,do) et A le chemin hamiltonien qui

engendre ¢. Alors,

1
Q:Cl[()\.) = —m fA4 §0*0l Aa AN

Le théoreme 2.2.4 assure alors que Cal(A,) ne dépend que du difféomorphisme
hamiltonien ¢ = A;. Nous obtenons donc directement le corollaire suivant.
Corollaire 2.2.5. Soit (M?", da) une variété symplectique exacte. Alors, Cal descend d

un homomorphisme non-trivial
Cal : Ham (M, da) — R.

Avant de démontrer le théoréme 2.2.4, nous établissons quelques résultats pré-
liminaires. Considérons un difféomorphisme hamiltonien a support compact ¢ €

Ham (M, da) et définissons la forme différentielle de degré un

B :=¢*a —a.

Puisque ¢ a support compact, B = 0 prés de dM . De plus, étant donné que p*w = w,

B est fermée. Notons A, le chemin hamiltonien générant ¢, c’est-a-dire que
. H .
Ao =1dy, Ar =@, =1¢, et A1 =9

pour une fonction hamiltonienne a support compact H : [0,1] x M — R. Le chemin

hamiltonien A, engendre une famille de formes différentielles de degré un

B = <P;k05—0l,

qui est fermée, car 9w = w, et a support compact puisque ¢; = idy pres de IM.

Suite a des calculs directs, nous obtenons

d . .
E'Bt = d((pt (sgrad H 1 o) — ¢; H,) (2.2.3)
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et
o) (sgrad H J o) ™' = ¢ (—nH,0™" + d(nH,a A 0™ 7). (2.2.4)

Démonstration. [Théoréme 2.2.4] Selon la notation établie lors de la discussion précé-

dente,

1
/ﬂ/\a/\wm‘l:/ (/ i,B,dt)/\oz/\a)”’_l
M M 0 dr

1
= / (/ d(got*(sgradH Ja)— %*Ht) Aa A w/\"_l)dt
o \UM
1
= / (/ (¢; (sgrad H 1 ) — ¢ Hy) da A w/\n—l)dt
o \UM
1
- / / (¢ (sgrad H 1) — ¢ Hy) o™ A dt
o Jm

ou la deuxiéme égalité découle de I’équation (2.2.3). Selon I’équation (2.2.4),

(¢ (sgrad H 1 o) — ¢ Hy) 0™ = ¢ (—nH,0™" + d(nH,o A ™' 71)) — @f (Hy )™

= —(n+ Do} (H)o™ + d(nHia A ™).

Or, en vertu du théoréme de Stokes et puisque supp H est contenu a 'intérieur de M,

/ d(nHta /\a)’\”_l) = / nH,a A o1 =0.
M oM

On retrouve alors

1
/ BAraAw™ ! =—mn+ 1)/ / o (Hy) o™ Adt = —(n + 1)€al(As)
M o JMm

tel que désiré. [

2.2.2. Interprétation géométrique de Cal: le cas du disque

En général, il est difficile de donner une interprétation géométrique simple de I’ho-
momorphisme de Calabi. Un des cas ou une telle interprétation est connue est celui

du disque D2. Cette derniére fut élaborée par Fathi dans le contexte de sa thése [13]
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et étudiée d’avantage par Gambaudo et Ghys [14]. Dans ces ouvrage, €al est inter-
prété plus généralement comme un homomorphisme du groupe des difféomorphismes
de D? de classe C! préservant 'aire. Afin de rester bref, nous discuterons ici du cas
particulier des difféomorphismes hamiltoniens de D? & support compacte.
Considérons le disque unité D? = {(p,q) eR2||p]* + |gq|* < 1} muni de la
forme symplectique standard @ = dp A dg. Etant donné que w est exacte, le co-

rollaire 2.2.5 nous assure que Cal descend a un homomorphisme non-trivial
Cal : Ham.(D?, ) — R.

Soit le difféomorphisme hamiltonien ¢ € Ham. (D2, w) tel que ¢ = ¢f pour
Iisotopie hamiltonienne ¢ engendrée un hamiltonien H; : M — R a support com-
pacte. Pour deux points distincts x,y € D?, définissons Vg, (x,y) comme étant le vec-
teur non-nul joignant o (x) 4 ¢ (y). Notons Ang,, (x,y) I'angle balayé par vy, (x,y)
lorsque ¢ varie de 0 a 1. Puisque Ang,,(x,y) n’est pas bien définie nous obtenons une

fonction
Ang, : X,(D?) — R

ol X,(D?) est donné par le produit D? x D? duquel on retire la diagonale. Fathi
démontre alors 1’égalité suivante.
Théoréme 2.2.6 ([13]). Soit ¢ € Ham.(D?, w). Soit ., la mesure sur D? induite par

la forme d’aire w. Notons dxdy la mesure j1, ® pi, induite sur D* x D2, Alors,
2Cal(p) = // Ang,,(x,y)dxdy
X>(D2)

comme homomorphisme de Ham (D?, w) — R.

Pour une démonstration du théoréeme 2.2.6 voir [13], [14] ou [23] qui n’utilise que
des méthodes d’analyse complexe.

L’égalité offerte par le théoréme 2.2.6 nous permet donc d’interpréter, dans le cas
de D?, €al(¢) comme le nombre de tours moyen de I'isotopie hamiltonienne qui en-

gendre ¢.
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2.2.3. Variétés symplectiques fermées et Cal

Jusqu’a présent, nous avons seulement étudié I’homomorphisme de Calabi dans
le contexte des variétés symplectiques ouvertes. On peut alors se demander en quoi
cette hypothese est utile. La réponse a cette question repose dans le théoréeme suivant
da a Banyaga [5].

Théoreme 2.2.7 ([5]). Soit (M, w) une variété symplectique fermée. Alors, Ham(M, w)
est un groupe simple.

Ainsi, dans le cas ou (M, w) est fermée, tout homomorphisme de Ham(M, ) dans
R doit étre trivial. Il n'y a donc pas d’intérét a étudier €al d’'une maniere globale sur
une variété symplectique fermée. Malgré cela, il est possible, dans certains cas, de
construire un invariant global dont la restrictions a certains ouverts de M est égale
a ’'homomorphisme de Calabi. La construction d’un tel invariant, appelé quasimor-
phisme de Calabi fut donnée initialement par Entov et Polterovich [12].

Considérons une variété symplectique (M, @) fermée et notons G = Ham(M, w).
A chaque ouvert U C M non-vide, il est possible d’associer un sous-groupe de G
noté Gy. Le sous-groupe Gy est constitué des difféomorphismes hamiltoniens ¢ €
G engendrés par un hamiltonien H; : M — R ayant un support compris dans U.

Notons
Caly : Gu — R

la restriction de I’homomorphisme de Calabi a Gyy. Un quasimorphisme sur G est

une fonction ¢ : G — R telle que, pour tout ¢, ¥ € G,

lg(p o) —q(p) —q(W)| = R (2.2.5)

pour une certaine constante R > 0. En d’autres termes, un quasimorphisme est une
fonction qui respecte la formule définissant un homomorphisme a un terme d’erreur
R prés. Un quasimorphisme ¢ est dit homogeéne si g(¢™) = mq(¢) pour toutp € G

etm e Z.
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Les ouverts qui sont d’intérét ici sont ceux qui peuvent étre disjoint d’eux-méme
par un difféomorphisme hamiltonien, c’est-a-dire les ouverts U C M non-vides pour
lesquels il existe ¢ € G tel que @(U) N U = @. Notons D la classe des ouverts ayant
cette propriété et sur lesquels w est exacte.

Entov et Polterovich construisent dans [12] des quasimorphismes homogénes
i : G — R sur, entre autres, S2, S? x S2, et CP" qui, lorsque restreints a un ou-
vert U € D, coincident avec €aly. Avec une construction différente de celle donnée
par Entov et Polterovich, Py [22] fut en mesure de construire ces mémes quasimor-
phismes sur les surfaces fermées de génus > 1. Il est intéressant de noter que les
quasimorphismes homogeénes construits par Py coincident, plus généralement, avec
Caly sur les ouverts U difféomorphes au disque.

Nous référons la lectrice ou le lecteur au texte d’Entov [11] pour une revue de

littérature compléte au sujet des quasimorphismes de Calabi.
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Chapitre 3

Chemins lagrangiens et fonctionnelle de Solomon

Etant donné une variété symplectique (M, wys), rappelons que nous pouvons munir
la variété produit M x M de la forme w = —wy ® wys de sorte a ce que la paire
(M x M, w) soit a son tour une variété symplectique. La proposition 1.4.5 montre
qu’a tout chemin hamiltonien A., on peut associer une famille de sous-variétés lagran-
giennes Ae = {A;},c0,1) de M X M générée par les graphes des difféomorphismes

hamiltoniens donnés par A,:
A ={(x,A/(x)) | xeM}CMxM.

Cette correspondance nous mene a croire que ’homomorphisme de Calabi provient en
fait d’un invariant plus général défini sur les familles de sous-variétés lagrangiennes.
Ce chapitre traite de la construction de cet invariant qui fut donnée par Solomon dans

[24].

3.1. Chemins lagrangiens

Ce paragraphe est dédié a la notion de chemin lagrangien telle qu’introduite par
Akveld et Salamon dans [1] et étendue par Solomon dans [24].

Considérons une variété symplectique générale (M 2", w) et L" une variété orien-
tée. Dans le cas ou L est compacte, notons X (M, L, d) 'espace des plongements

lagrangiens de L dans M qui représentent la classe d’homologie d € H,(M):

XM,L,d):={1:L—M|*o=0,[(L)]=d e Hy(M)}.
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Dans le cas ou L est non-compacte, on impose aussi qu’il existe (g € X tel que tout
t € X coincident avec (o a 'extérieur d'un certain sous-ensemble compact de L.

Le groupe Diff(L) des difféomorphismes de L agit sur X par le biais de ’action

Diff(L) x X —— X
(p, 1) ———— Lo

Alors, le quotient
LM, L,d):= X/Diff(L)

peut étre identifié a un sous espace des variétés lagrangiennes de M difféomorphes a
L. La classe d’équivalence A = [¢] € £ d’un plongement lagrangien ¢ : L <> M est
identifiée a 'image ((L) C M de ce dernier. L’espace L peut étre interprété comme

une variété de dimension infinie.

Définition 3.1.1. Soient (M?",w) une variété symplectique, L” C M une
sous-variété orientée et ® wune variété a coins contractile. =~ Une applica-
tion A:® — L(M,L,d) est dite lisse si elle se reléeve a une fonction lisse

h:0® — X(M,L,d) telle que le diagramme suivante commute

e
A

Dans le cas o ® = [0,1], A = {A,},¢[o.1] est appelée chemin lagrangien et dans

D=

C)

le casou ©® = [0,1]%, A = {A1}, se0.1) €st appelée homotopie de chemins lagran-

giens.

Nous aurons besoin d’étudier le champ vectoriel tangent d%A ¢ aun chemin lagran-
gien A,. Dans cette optique, le lemme suivant nous permettra de mieux visualiser

I'espace tangent a £ en un point A, pour ¢ fixe.



Lemme 3.1.2 ([1]). Soient (M?",®) une variété symplectique et L C M une sous-

variété orientée. Alors, pour A € L(M, L,d),
TAL ~{B € Q' (A)|dB =0}.

Le lemme 3.1.2 permet de définir le champ de vecteur tangent a un chemin la-
grangien comme suit. Soit A, un chemin lagrangien. Par définition, il existe une
application lisse ¢ : [0,1] — X telle que ¢;,(L) = A, pour tout # € [0,1]. Définissons
le champ vectoriel le long de ¢; par

d
Uy i= Elt € COO(L,L:TM)

et définissons la forme différentielle de degré 1 sur L
o = (v, Jw) € QY(L).

La dérivée au temps ¢ de A, est alors définie par

d
a t (tr) 5ty

Il peut étre démontré que la forme (i;)«0; de degré 1 sur A, est fermée et qu’elle ne
dépend pas du choix du relevement ¢,. Ainsi, la définition de d%/\, concorde bel et
bien avec la description de T, £ donnée au lemme 3.1.2.

La dérivée des chemins lagrangiens admet une généralisation directe aux familles
de lagrangiennes lisses A : ® — £, ou O est une variété a coins contractile. Soient
& € TyOet y: (—€,€) — O un chemin lisse tel que y(0) = 0. La dérivée de A dans

la direction & est alors définie par

d
dAg(§) = a/\y(t) € Q' (Ay).

t=0

La description de la dérivée d’'une famille de lagrangiennes donnée au cours de la

précédente discussion nous permet d’établir la définition suivante.
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Définition 3.1.3. Une famille de lagrangiennes A : ® — L est dite exacte si, pour

tout 0 € O et & € Ty0, il existe une fonction lisse /1 : Ag — R telle que

dAg(§) = —dn(é).

De plus, si les fonctions /4 sont a support compact, on dit que la famille A est elle aussi

a support compact.

Etant donné un chemin lagrangien A, il est naturel de se demander sous quelles
conditions ce dernier peut s’écrire comme 'image, sous un chemin hamiltonien, d’une
certaine lagrangienne initiale Ay. La notion d’exactitude permet de répondre a cette
question.

Lemme 3.1.4 ([1]). Soient Ao un chemin lagrangien et \e = @ un chemin hamilto-
nien dans Ham(M, w) avec Ao = idps généré par un hamiltonien H : [0,1] x M — R.
Alors, pour tout t,

d
@i(No) = A, sietseulementsi —A, =—dH,
ar N

3.2. Fonctionnelle de Solomon

Considérons les variétés (M,w) et L C M de la section précédente. Soit 8 €

Q" (M) une forme différentielle de degré n fermée sur M telle que
BAw=0.

Soit Ae = {At},c[o,1; un chemin lagrangien exact dans £(M, L,d) ayant comme
famille d’hamiltoniens associée He = {H},c[o1- Dans le cas ou L est non-compact,

supposons que H, soit a support compact. Dans le cas ou L est compact supposons

=

tienne. Solomon définit dans [24] la fonctionnelle

que la condition de normalisation

1
C(A.) =/O dr R H.p
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et démontre les deux théorémes suivants .

Théoréme 3.2.1 ([24]). Soit Ae un chemin lagrangien dans L(M, L,d). Alors, €(A,)
ne dépend que de la classe d’homotopies a bouts fixes de A..

Théoréme 3.2.2 ([24]). Supposons qu’il existe des formes € QI (M) ety € Q"1 (M)

et une constante ¢ # —1 telles que
dd =w, dy=8 e OAB=—cwA}.
Alors, pour un chemin lagrangien 6, dans L(M, L,d),

1
Q:Q.: 6 A —/9/\ )
(6.) c+1(90 r=[ oy

Remarque 3.2.3. Les conditions du théoréeme 3.2.2 peuvent se manifester dans le cas

des variétés symplectiques exactes. Supposons que (M, w) soit exacte avec w = df

et notons £ € X'(M) le champ de vecteur de Liouville associé a 0:
E 1w =0.

Alors, dans le cas ou il existe une constante ¢ € R \ {—1,0} telle que
Lep = cP,

la forme y = %(E _I B) satisfait aux conditions du théoréme 3.2.2. En effet, en vertu

de la formule magique de Cartan, on a
1 1 1
dy = ~d(E1P) = ~(LeB— 1) = —Lef = B
et puisque w A B =0,
O0=¢1(wAB)=CEdo)AB+onéEIB=0AB+coAny

tel que désiré.
Fixons A, € L(M,L,d) et notons O C L(M,L,d) lorbite de A, sous

Ham,(M, ®). Le revétement universel O de O est constitué des classes d’homotopies
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a bouts fixes des chemins dans O débutant a A,. Le théoreme 3.2.1 implique alors

directement que

c:0 —R

est une fonctionnelle bien définie. Dans le cas ou les hypothéses du théoréme 3.2.2
tiennent, €(A.) ne dépend que du point de départ A et de fin A; de A, et descend

alors a une fonctionnelle

c:0—— R

Les théorémes 3.2.1 et 3.2.2 sont donc respectivement des analogues des théoremes
2.2.1et2.2.4.Ici, O prend la place de Ham (M, w). Cette analogie est justifiée par le fait
qu’étant donné un choix judicieux de la forme B, € correspond a ’homomorphisme
de Calabi.

Considérons une variété symplectique (M, wys) et un chemin hamiltonien A, dans
Ham(M, wyr) tel que Ay = idys de sorte a ce que A, = ¢, pour une isotopie ha-
miltonienne ¢,. Munissons M x M de la forme symplectique ® = —wy & wu
et notons py : M XM — M et p, : M x M — M les projections sur le premier
et le deuxieme facteur respectivement. Afin de définir €, il faut trouver une forme

B € Q"M x M) telle que B A w = 0. Dans cette optique, posons

1 ., .
,3=—Zp1w,’w/\p2w}(4’,
n+1:*+
1=0
Nous avons donc,
1 n
= * i *  n—i * * * n—i *
'B/\w_n—|-1Z(plwllw/\pzwlltlfll/\Pla)M—P1wIl\4/\p2wM A p3om)
i=0
1 n
= * it * i * 0 * n—i+1
_n—I—IZ(plelM A Pywy — pioy A proy )
i=0
1

= (plop ! = pre™) =0,

ou la derniére égalité provient du fait que a)]'f;rl € Q2(M)et2n +2 > 2n =

dim M, donc wj;' = 0. Considérons a présent le chemin lagrangien A, dans £(M x
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M, M) engendré par @,:
Ay ={(x,0:(x)) | xeM}C M x M.
Notons H : [0,1] x M — M T’hamiltonien normalisé qui engendre @, et définissons

hy = H;op;
Ay

Etant donné que idy, est engendré par les hamiltoniens constants sur M,

d
—A, = —dh;.
ETR t

Nous avons donc, par construction,

1
c:(A.):/O dr | i

- /Oldt/M(idM X 01)* (h: B) :/Oldt/MHtw” = Cal(L,).

Vérifions a présent que, dans le cas ou (M, wys) est exacte avec wyy = dbys, on
retrouve bel et bien 'expression de €al donnée au théoréme 2.2.4. Soit &)y € X' (M)

le champ vectoriel de Liouville associé a 0y et posons
0 =—pibu + p36m

de sorte a avoir df = w. Le champ vectoriel de Liouville associé a 6 correspond alors

a 'unique champ vectoriel £ € X(M x M) tel que
Piv o€ = (=1 o p;
pour i € {1,2}. On a donc, par définition de f et puisque dwys = 0,

Lef = d(E1B)

n

1 EN *x  n—i * * n—i
:n+1dz((5Jl’1wM)/\Psz —i—ple/\(S_lpza)M )
i=0
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Par définition de S,
£ profy = (=17 piEm 2 0fy)
= k(=1)/ p}((Em 2 om) A ol ") = k(=1)! pF Oy A wf )

pour j € {1,2} etk €{0,...,n},dou

1 ¢ * * —i— : * i) n*
Eap = n+1 Zplwll\/l A proy T A (G + DpTOy + (n— 1) p36u)
i=0
Ainsi,
1 . EN * m—i—1 : * ; *
LeB = n+IZprM/\p2a)M A+ 1) pidOy + (n — 1) pydOy)
i=0
1 - * 1 * —i— . * . *
- n—+1 Zple 23 A+ Dpiom + (n — i) p;0m)
i=0

n
n *x 1 * n—i
:—E Wiy A Pr@ = np.
n+1i_0P1M Pr®py B

En posant y = %S 1 fB,ona

n—1

1 . .
Ony = —;pf@M A D5 Om A prw}w A prof!
i=0

et on peut finalement utiliser le théoreme 3.2.2 pour obtenir

= [ 0ry=-

F0m A Oy Aot = Cal([ge
il 1, it o et = enigen)

tel que désiré.
3.2.1. Points critiques de ¢ et géométrie calibrée

Afin de démontrer le théoreme 3.2.1, Solomon calcule et utilise la premiere varia-
tion de €. Etant donné une homotopie {AS} se[0.1] de chemins lagrangiens exactes a

support compact avec A = A, et une famille de fonctions H; : A7 — R a support

compact telles que d%Asl = —dH;,

i€(Ai) = HpB. (3.2.1)
ds AS
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Une fois cette formule en main, il est naturel de se demander quels sont les points
critiques de €. Ces derniers sont définis comme étant les chemins hamiltoniens A,

pour lesquels

d

—C(AY) =0

ds s=0
peut importe la déformation hamiltonienne ¢s(Ao) = A gardant A fixe choisit.
Lemme 3.2.4 ([24]). Un chemin lagrangien Ao dans L(M, L,d) est un point critique
de € si et seulement si 8 ‘AI = 0.
Démonstration. Soit {Ag} (o 1) une homotopie de chemins lagrangiens exacts a sup-
port compact qui fixe A et soit Hy : A7 — R la famille de fonctions a support com-

pact pour laquelle %A{ = dH;. En vertu de la formule (3.2.1), A, est un point critique

de € si et seulement si

d
—C(A,) = Hof =0
ds

s=0 Ay

et ce peut importe le choix de I’homotopie Aj. Ainsi, puisque cette homotopie est
engendrée par Hj, I’égalité doit tenir pour toute fonction Hy. Ceci est possible si et

seulement si f est identiquement nulle sur A;. [

Dans le contexte ou M est une variété presque Calabi-Yau, Solomon démontre que
les points critiques de € correspondent aux chemins lagrangiens A, pour lesquels A
est une sous-variété lagrangienne spéciale. Les lagrangiennes spéciales apparaissent
naturellement dans le contexte des géométries calibrées développées par Harvey et

Lawson dans [15].

Définition 3.2.5. Soit (M", g) une variété Riemannienne et soit une forme fermée
p € QP(M) pour p < n. On dit que p est une calibrage si, pour tout plan P de
dimension p dans TM,

plp < volp,
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ou volp est la forme volume induite par g sur P. Une sous-variété N? de M" est dite

calibrée si
p‘ N = voly .

Un des aspects attrayant des sous-variété compactes calibrées est qu’elles mini-
misent le volume dans leur classe d’homologie.
Lemme 3.2.6. Soient (M", g) une variété riemannienne, p € QP(M) un calibrage
et NP une sous-variété compacte calibrée de M". Alors, si [N'] = [N] € H,(M),
vol(N) < vol(N’).

Démonstration. Puisque N est calibrée,

vol(N) = /N voly = /N p.

De plus, puisque N et N’ sont homologues et que dp = 0, le théoréme de Stokes nous

oo

Finalement, puisque p est un calibrage,

/ 0 5/ voly = vol(N').

Des trois équations précédentes il suit que vol(N) < vol(N’). [

assure que

Une variété presque Calabi-Yau de dimension 27 est une variété Kahlerienne mu-
nie d’'une forme holomorphe de degré n non-nulle. La partie réelle de cette forme
holomorphe définit un calibrage pour un choix judicieux de métrique riemannienne.

Avant d’entrer dans les détails, rappelons la définition d’une variété Kdhlerienne.

Définition 3.2.7. Soit (M?", ®) une variété symplectique. S’il existe, sur M, une
structure presque complexe intégrable J compatible avec w, on dit que le triplet
(M>",w, J) est une variété Kiahlerienne. Dans le cas ou il existe une forme ho-
lomorphe Q € Q.0 (M) nulle part nulle, on dit que (M?", w, J, Q) est une variété

presque Calabi-Yau.
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Soit (M?",w, J, 2) une variété presque Calabi-Yau et 7 : M —> R une fonction
lisse donnée par I’équation

n

2%::e—q—1y@—ﬂﬂa/m"9/\§.
n.:

Alors, puisque J est compatible avec w,

g(&.m) :=e""w(&, Jn)

définit une métrique riemannienne sur M. Harvey et Lawson ont démontré que Re €2
définit un calibrage sur (M, g) et que pour toute sous-variété lagrangienne L de M,

il existe une fonction lisse ¢ : L — S!, appelée angle lagrangien, telle que

Q|, =€ voly . (3.2.2)

ou voly . est la forme volume induite par g sur L.

Définition 3.2.8. Soit (M?",w, J, Q) une variété presque Calabi-Yau. Une sous-
variété lagrangienne L de M est dite spéciale sil’angle lagrangien qui lui est associé

est constant.

Soit L une sous-variété Lagrangienne spéciale de M et ¥ l'angle lagrangien

constant qui lui est associé. Alors, suite a la normalisation

—ifg
SZL—>e QL.

et en vertu de I’équation 3.2.2, L est calibrée selon le calibrage Re 2. Le fait que L soit

une lagrangienne spéciale est donc équivalent a
ImQ|, =0.

Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour éclairsir le lien entre la fonc-
tionnelle de Solomon et les lagrangiennes spéciales. Fixons une sous-variété lagran-
gienne quelconque L C M. Rappellons d’abord que pour définir € il faut trou-

ver une forme fermée B € Q"(M) pour laquelle B A w = Oet [, = 0 pour
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d = [L] € H,(M). A cette fin, posons
B =ImQ.

Puisque € QO(M) et que w € QWD(M), w A B = 0. De plus, pour satisfaire
la condition de normalisation, il suffit de multiplier 2 par une constante complexe de
module 1. Le lemme 3.2.4 nous assure alors qu'un chemin lagrangien A, sera un point
critique de € si et seulement si Im 2 A, =0.0r, d’apreés la discussion précédente, ceci

se produit si et seulement si A est une sous-variété lagrangienne spéciale de M .
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Chapitre 4

Cobordismes lagrangiens et extension de la

fonctionnelle de Solomon

Soit A, un chemin lagrangien exact engendré par une famille de fonctions hamilto-

niennes H, normalisée. L’image du plongement lagrangien

fi[01]xAy ——— CxM
(t.x) ——— (t, — H(t, ¢:(x)), ¢:(x))

ou @, est I'isotopie hamiltonienne engendrée par H,, est un cobordisme lagrangien
entre Ag et A;. Ceci laisse croire que la fonctionnelle de Solomon descend d’une fonc-
tionnelle plus générale définie sur les cobordismes lagrangiens. Nous trouvons dans
ce chapitre une expression pour cette fonctionnelle plus générale et nous I'évaluons

sur quelques exemples de cobordismes lagrangiens.

4.1. Cobordismes lagrangiens

Dans le cadre général de la topologie différentielle, un cobordisme est une variété
lisse de dimension 741 dont le bord s’exprime comme I'union disjoint de deux variétés
lisses de dimension n. Cette notion de cobordisme définit une relation d’équivalence
entre les variétés lisses de méme dimension. Formellement un cobordisme est définit

comme suit.

Définition 4.1.1. Un cobordisme lisse orienté de dimension n + 1 est un triplet

(W;M~,M7),ou M~ et M sont des variétés lisses de dimension 7, et W est une
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variété lisse compacte de dimension # + 1 munie d’un difféomorphisme '
W —— M- uU-M*
On dit alors que M~ et Mt sont cobordantes et on note M~ ~ M.

Remarque 4.1.2. 11 n’est pas exigé dans la définition dun cobordisme
(W;M~,M%) que M~ ou M™" soient connexes. Un exemple est donné par la
paire de pantalon: un cobordisme W plongé dans R? entre M~ = S! U S! et
Mt =S

La relation ~ définit une relation d’équivalence sur les variétés lisses de dimension
n a difféomorphismes pres. Pour cette raison, les cobordismes peuvent étre utiles
dans certains problemes de classification de familles de variétés lisses. Dans le cas
présent, les variétés en question sont les sous-variétés lagrangiennes d’une variété
symplectique fixée.

Dans ce qui suit, nous considérons une variété symplectique compacte (M 2" ,wyy)
de dimension 2n. Toutes les sous-variétés lagrangiennes L"” C M?" étudiées seront
supposées fermées. On muni C de la forme symplectique wc = dA, ou A = sdr et

(r,s) € C. Le produit C x M est, quant-a-lui, muni de la forme symplectique
® = oc ® wy = ploc + prou,

ou p; et p, désignent les projections canoniques

CxM
C M
Pour des sous-ensembles W C C x M et S C C, on note
W)S — W N pTi(S).

ILe signe négatif devant M désigne I'inverssion de 'orientation sur M . Nous plagons le signe

négatif devant M en vue des calculs que nous aurons a faire sur les cobordismes lagrangiens.
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Définition 4.1.3 ([6]). Un cobordisme lagrangien W : (L;.r) ~> (L") est un cobor-
disme lisse (W; |_|l- L7, L] f L;r) entre deux familles de lagrangiennes (L;)i<;j<k_ et

(L;-r)l <j<k, muni d’un plongement lagrangien
We—— ([0,]] xRy x M CCxM
tel que, pour un certain € > 0,

w

=t xL;. w
[0,6)xR i

(1—g,1]xR

oules {; et K;-r sont des segments horizontaux de la forme

6 =108 x{a;}, £ =1 —e1]x{a]}

avecay < -+~ <a; etal <---< a]:r des nombres réels. S’il existe un cobordisme

lagrangien W: (LJJT) ~ (L;) on dit que les familles (L} )i<;j<k_ et (L;')lfjngr sont
lagrangiennes-cobordantes et on note (L;-r) >~ (L;). Un cobordisme lagrangien

entre deux lagrangiennes est dit élémentaire.

Remarque 4.1.4. La définition de cobordisme lagrangien donnée ici differe de celle
donnée par Biran et Cornea au niveau des constantes a; et a;r. En effet, on suppose
ici que ces dernieres ne sont pas seulement des entiers, mais des nombres réels quel-
conques. Or, cette différence importe peu puisque, a isotopie hamiltonienne de C preés,
on retrouve la définition originale.

Puisqu'un cobordisme lagrangien W:(L;}") ~ (L}) est toujours plongé dans
C x M, sa frontiére s’écrit d’'une maniére précise et non pas a difféomorphisme pres

comme dans le cas d’un cobordisme lisse général. D’apres la définition,
oW = (|_|b,.—(W) x L;) U (|_| —bH(W) x L;F),
i J
ou nous avons défini les bouts libres des segments £ et f}" comme

by (W) =€ N({0}xR) et bH(W)=¢ n({1} xR).
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Lorsqu’il viendra le temps de perturber un cobordisme lagrangien, il ne sera pas
suffisant de le faire selon une isotopie hamiltonienne quelconque de C x M. Puisque le
résultat de la perturbation devra lui aussi étre un cobordisme lagrangien, nous devrons

nous restreindre a une classe particuliére d’isotopies hamiltoniennes de C x M.

Définition 4.1.5. Une famille a un parameétre de cobordismes lagrangiens {W:},¢[o 1

est appelée isotopie hamiltonienne verticale de cobordismes lagrangiens si il

existe une isotopie hamiltonienne {¢;},¢[o ;; de C x M telle que, pour tout ¢ € [0,1],
o W, = ¢;(W) pour un cobordisme lagrangien W

o sur Wi exr et W|a—e1]xr, pour tout ¢ € [0,1]

i (r,5,x) = (r,5 + (1), ¢ (x))

ot & : [0,1] — R est une fonction lisse et 9 est une isotopie hamiltonienne
de M.
Si H :[0,1] xC x M — R est ’hamiltonien qui génére ¢,, on dit alors que W, est
engendré par H,.
Une isotopie hamiltonienne verticale W, d'un cobordisme lagrangien W : (L;F) ~
(L;) engendrée par un hamiltonien H, garde les bouts négatifs de W fixes si,

Vt e [0,1] et Vi € {l,...,k_}

1 =idc xidL- et Hify ., =c()

b7 xL;

pour une certaine fonction lisse ¢~ : [0,1] — R. On dit que W, garde les bouts

positifs de W fixes si, V¢ € [0,1] et Vj € {1,... k_},
Oilyrepr =ide xidpr et Hilye v =c7 ()
J J J J

pour une certaine fonction lisse ¢ :[0,1] — R. Si W, garde les bouts négatifs et

positifs de W fixes, elle est appelée isotopie hamiltonienne verticale a bouts fixes.
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4.2. Exemples et constructions

4.2.1. Produit d’'un chemin lisse et d’'une lagrangienne

Il s’agit de la construction la plus simple d’un cobordisme lagrangienne élémen-
taire. Soit L C M une sous-variété lagrangienne et soit y : [0,1] — C un chemin
lisse tel qu’il existe un sous-ensemble compact K C C et des constantes 0 < ¢, et <

leta”,a™ € R pour lesquels

(C\K)Nim(y) =[0,e7) x{a ju(l—e*, 1] x {a*}. (4.2.1)

Lemme 4.2.1. Le produit entre une courbe y respectant la condition (4.2.1) et une sous-
variété lagrangienne L est un cobordisme élémentaire entre L et elle-méme.

Démonstration. Puisque y et L sont des sous-variété lagrangiennes de C et M res-
pectivement, y X L est une sous variété lagrangienne de C x M. De plus, il est clair
que d(y x L) = L U—L. Ainsi, la condition (4.2.1) nous permet de conclure que y x L

est bel et bien un cobordisme lagrangien. |

4.2.2. Suspension lagrangienne

Etant donné un chemin lagrangien A., A9 = L, dans M engendré par une famille
de fonctions hamiltoniennes normalisées H : [0,1] x M — R, on désire suspendre
Ao dans C x M afin d’en faire une sous-variété lagrangienne lisse. La suspension

lagrangienne de A., notée X (L; H,), est définie comme 'image du plongement

f:01]]xL — CxM
(t,)C) _ ([’ _H([,‘Pt(x))’ QI(X))

ou ¢; : M — M est 'isotopie hamiltonienne engendrée par H; et ou C est iden-
tifié 2 R? selon I'identification r 4 is —> (7,s). Par construction, il s’avére en fait

que X(L; H,) définie un cobordisme lagrangien élémentaire entre L et ¢;(L). En
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particulier, toutes paires L, L’ C M de sous-variétés lagrangiennes liées par une iso-
topie hamiltonienne sont lagrangiennes cobordantes, le cobordisme étant fourni par
la suspension lagrangienne du chemin lagrangien A, avec Ag = Let A; = L.
Lemme 4.2.2. La suspension lagrangienne ¥ (L, H,) décrite ci-dessus est un cobordisme
élémentaire entre L et ¢1(L).
Démonstration. On démontre d’abord en (i) que X (L, H,) est une sous-variété la-
grangienne de C x M et par la suite, on démontre en (ii) que X (L, H,) respecte la
condition (4.1.1) aux bouts.

(i) I suffit de montrer que f*w = 0. Notons X, le champ vectoriel hamiltonien

engendré par H,;. Au point (¢, x) € [0,1] x L, la différentielle de f est donnée par

1 0
(f*)(t,x) = | —0,H(t,0:(x)) _(dHt)wz(x) ° (QDI*)(I,X)
0r s (x) (‘Pt*)(t,x)

Suite a une dérivation en chaine, d, H (¢,¢;(x)) s’écrit comme

0 oH dps(x)
EH(I’%(X)) = att op(x) + <(dH,)¢,(x) ) T>
oH
= =0 0i() = (X; J0p,0, Xi 0 9r(0)) = 0 u(x).

De plus, par définition, d,¢;(x) = X; o ¢;(x). Ainsi, f prend la forme

1 0
(f)exy =|—-0:H; o i (x) —of(dH)p, 0 |
X:opi(x) (‘Pt*)(t,x)

et nous pouvons calculer, pour %, e T;[0,1] et &,&" € Ty L,

) oH, 0

(f*)(t x) o, 8t ar (W O@[(X)) +Xl O‘Pt(x)
d

(fDené = _((dHt)(pz(x) (P, x)g) + (Pr)né,

8
(f*)(t,x)g/ = ((dHt)wz(x) (¢t*)(t x)§ ) + (@t*)(t x)§
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Puisque wc¢ (%, a%) =0,ona

(fDenwE. &) = om(@r)ent. @r)eng) = w(E.§) =0,

ou la derniére égalité découle du fait que L est une sous-variété lagrangienne de M.

En ce qui concerne le terme croisé,

" 0 0 0
f )(t,x)w(g, E) = wc (5 —(([dH)g,x)» @r2) .0 &) g)
+ oy (Xe 0 91 (X), (@r,) 2.0)8)

= ((dH1)g, ). @r:).0E) — (dH ), 0 (012) ¢.08) = 0.

On peut ainsi conclure que X (L; H,) est une sous-variété lagrangienne de C x M.
(ii) Sans perte de généralité, on peut normalisé la famille de fonctions hamilto-

niennes H, pour faire en sorte qu’il existe un petit € > 0 pour lequel

H =0=H .
[0,e)xL (1—e,1]xL
Ainsi, par construction,
3(L; H,) = ([0,e) x {0}) x L
[0,e)xR
et E(L9 Ho) = ((1 — &, 1] X {0}) X (PI(L)
(1—¢,1]1xR

La condition (4.1.1) est donc respectée et on peut conclure que X(L; H,) est un co-

bordisme lagrangien entre L et ¢;(L). |

Dans ce qui suit, la suspension lagrangienne jouera un réle important. Etant donné
le lien qu’elle établie entre les chemins lagrangiens et les cobordismes lagrangiens, elle

nous permettra d’étendre la fonctionnelle de Solomon a ces derniers.
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4.2.3. Trace d’une chirurgie lagrangienne

Etant donné une sous-variété lagrangienne L générique? immergée, il est possible
de supprimer les points d’auto-intersections de L pour en faire une sous-variété la-
grangienne plongée L'. La chirurgie lagrangienne, introduite par Lalonde-Sikorav
[17] et par Polterovich [21], accomplie exactement cette tache. Il s’agit d’'une variante
d’une construction classique due a Milnor [19], appelée chirurgie d’indice k, qui
consiste a retiré une copie de S¥ x D! d’une variété de dimension (k + /) créant
ainsi une frontiére S x S'~! sur laquelle on colle une copie de D**! x S/~1. Dans
le cadre des cobordismes lagrangiens, Chekanov [8] utilisa la chirurgie lagrangienne
pour transformer les cobordismes lagrangiens immergés en cobordismes lagrangiens
plongés. Nous étudierons ici une version de la chirurgie lagrangienne de cobordismes
lagrangiens donnée par Biran et Cornea [6] a partir de laquelle il est facile de faire des
calculs.

Soient L’ et L” deux sous-variétés lagrangienne qui s’intersectent transversale-
ment en un ou plusieurs points que 'on note {xy, ..., xx}. En chaque point d’inter-
section x; il existe une carte de Darboux (V;, p1.q1,-...Pn.qn) telle que V; N L' est
envoyé sur R” C C” et que V; N L"” est envoyé sur iR” C C”. Ainsi, étant donné que
la chirurgie lagrangienne est une opération locale qui est appliquée a chaque point
d’intersection, il est suffisant de la décrire dans le cas des lagrangienne L; = R” et
L, =iR" de C".

Considérons une courbe lisse

H: R——C
t —— a(t) +ib(t)
ayant les propriétés suivantes

(1) H(t) =t pourt € (—oo0, —1];

(2) H(t) =it pourt € [1,400);

(3) a(t),b(t) > 0 pour r € (—1,1).

2Tous les points d’auto-intersection sont isolés, doubles et transverses.
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Une telle courbe H est appelée une poignée. Le résultat de la chirurgie lagrangienne

de L1 U Ly en {0} = Ly N L, correspond alors a la sous-variété de C* donnée par
L:=H -8""'={(H@Ox.....HO)x,) |t eR, ) x7 =11
J

Vérifions que L est bel et bien une sous-variété lagrangienne de C". Munissons C”
des coordonnées (p1 +iqy, ..., pn +iqn) et de la forme symplectique standard w =
Zj dp; A dg;. Larestriction de w a L s’écrit comme

o|, =Y (@@)x;dt +a(@)dx;) A (b(t)x;dt + b(r)dx;)

J

= (a(b(1) —a()b(1) Y x;dx; A dr.
J

Or, puisque ) ; x7 = 1,
0=d() x})=2) x;dx;.
J j

Ainsi, w|r, = 0 et on peut conclure que L est une sous-variété lagrangienne de C”.

Le lemme suivant nous assure qu’il existe un cobordisme lagrangien entre L et
(L1, L,). Ce cobordisme est appelé la trace de la chirurgie lagrangienne appliquée
al;UL,.
Lemme 4.2.3 ([6]). Il existe un cobordisme lagrangien L ~> (L1, L»).

Démonstration. Définissons la sous variété

H=H-S"={(H®x..... HOxp41) [t €RY x7 =15 CC"'. (422)
J

Il suit d’un calcul identique a celui appliqué a L que H est une sous-variété lagran-
gienne de C" 1,
Notons p; : C x C" — C la projection sur le premier facteur et p; = pilg sa

restriction & H de sorte a ce que

AN U)=WUxC"YNH
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pour tout U C C. Pour Sy = {x +iy € C | x < y}, on définit la variété a bord

W := p;~'(S;). Remarquons que, par définition de H,

P17 (r,0) = (r0)x Ly CC xC" pourr < —1,
p171(0,5) = (0,5) x L, CC xC" pours > 1,

et p11(0,0) = (0,0) x L.

On définit a présent Wy = W N p;~1([—2.0] x [0,2]) de sorte a ce que la projection

sous p; soit compacte. La variété W, est aussi a bord et
Wy = {(=2,0)} x L; U{(0,2)} x L, U{(0,0)} x L.

Remarquons que W, est presque un cobordisme lagrangien, il faut montrer que I’'on
peut étendre la frontiére en L selon une courbe débutant en {0} C C.
Définissons la lagrangienne V;, = {x +iy e C|y=—x} x L C C x C" et

posons L% = {(0,0)} x L. Par construction,
V. 0 p7l(0,0) = L° = H N p71(0.0).

Soit U(L®) C H, un assez petit voisinage de L° pour lequel il existe un
voisinage de Darboux-Weinstein N C C"*! de U(L®) identifié, selon un
symplectomorphisme, & un voisinage tubulaire de la section nulle U(L°) dans
T*U(L®). Notons p : N'— U(L") la projection induite par la projection canonique
T*U(L%) — U(L®).

Par construction, la projection L% — T H induite par p est injective. Ainsi, suite
a un rétrécissement de U(L") si nécessaire, V;, N A/ peut s’écrire comme le graphe
d’une forme de degré un a € Q1(U(L?)) qui est nulle sur L°. Puisque V7 est une
lagrangienne, de = 0. Alors, la proposition 1.3.4 nous assure que « = d f pour une

certaine fonction f : U(L°) — R.
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On peut utiliser une partition de I'unité pour construire un hamiltonien autonome
g : WUU(L®) — R tel que glyonw = fluwonw et que g = 0 hors d’un voisi-
nage de U(L). Soit ¢, I'isotopie hamiltonienne engendré par g. Alors, W' = ¢, (W)

donne le cobordisme désiré entre L et (Lq, L»). [ |

4.3. Extension de '’homomorphisme de Calabi

Fixons une famille de sous-variétés lagrangiennes fermées (L7, ...,L, ) etnotons
leur classe fondamentale [L;] = d; € H,(M). Supposons qu’il existe une forme

B € Q" (M) telle que
dg =0, B Aoy

et sur laquelle on impose la condition de normalisation

=0
>idi

pour d; = [L;] € H,(M). Sur les cobordismes lagrangiens W : (L;T) ~> (L;), nous

définissons la fonctionnelle
C(W)=-— / AAB.
w

ou = PiA et B = > B.

Nous sommes enfin prét a énoncer les deux théorémes principaux de ce mémoire.
Le premier stipule que C(W) est invariant sous isotopie hamiltonienne verticale a
bouts fixes de W. Etant donné certaines conditions d’exactitudes analogue a celles
requises par le théoréme 3.2.2, le deuxiéme théoréme assure que C(W) ne dépend
que des bouts de .
Théoreme A. Soit W : (L;.r) ~> (L;) un cobordisme lagrangien dans C x M. Alors, la
fonctionnelle C(W) ne dépend que de la classe d’isotopie hamiltonienne verticale a bouts

fixes de W.

83



Théoréme B. Supposons qu’il existe des formes Ay € QU(M) ety € Q"1 (M) et une

constante ¢ # —1 telles que
dAy =w, dy=8 e Ay AB=—coyAy.

Alors, pour un cobordisme lagrangien W : (L;r) ~ (L) dansC x M,

! / )LM/\)/—/ AM/\)/
c+ 1\JLLy L L

ol Ay 1= DAy ety = piy.

C(W) =

Le théoréme A peut étre utilisé pour calculer plus facilement C sur la trace d’'une
chirurgie lagrangienne. Dans I’énoncé du lemme suivant et sa preuve, nous utilisions
la notation de la démonstration du lemme 4.2.3.

Lemme 4.3.1. Soient Li,L, C M deux sous-variétés lagrangiennes fermées qui s’in-
tersectent transversalement en un point p € M. Notons L la chirurgie lagrangienne de

Ly et L, en p selon une poignée H. Supposons que B sastisfait a la normalisation

/ B =0, (4.3.1)
di+d>
oud; = [L;] € H,(M). Alors,

C(W') = C(Wy),

ou W' est lextension du bout en L de Wy selon un cobordisme trivial entre L et lui-méme.
Démonstration. La démonstration repose sur la construction explicite de la fonction
g utilisée dans la preuve du lemme 4.2.3. Cette construction me fut proposée par Egor
Shelukhin.

Construisons d’abord un voisinage tubulaire U(L®) ¢ H de L° = {(0,0)} x L
muni d’un difféomorphisme ¥ : L? x (—1,1) — U(L°) tel que

YL x{0}) =L c UL et vy '(Wy) = (-1,0] x L°.

Sur H (voir (4.2.2) pour la définition) nous avons les fonctions pyr = a(t)w; et pis =

b(t)wy, ou t € R et w; est la premiére coordonnée sur S* C R"*!. La fonction
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u = pir — pis définie une coordonnée dans un certain voisinage de L. En effet,

puisque, sur Lg, wy; = 0 et dw; # 0,

dul, = ((@@)wi —b(Oywy)dr + (a(t) — b(t))dw) |0
= (a(t) = b(t))dwy |, # 0.

Ainsi, il existe un voisinage tubulaire U(L°) de L° dans H sur lequel du ne s’annule
pas. I s’en suit que u est une coordonnée sur U(L"). Nous pouvons normaliser u pour
faire en sorte que u : U(L®) — (—1,1). Par compacité de L°, nous pouvons couvrir
L° par un nombre fini de cartes {{f; }; oulf; est un domaine de R” avec vol({4;) < +o0.
Alors, U(L®) peut étre muni des coordonnées (xy, ..., X u).

Rappelons que, dans un voisinage de Weinstein A" de U(L?), V, = {r = s} x L
correspond au graphe d’une forme exacte @ = d f € Q1 (U(L?)) telle que

oz|L0 = 0 comme section de T*U(L®) et f!LO =0.

Ainsi, puisque f s’annule jusqu’au premier ordre sur LY, il existe une constante C > 0
indépendante de x et u telle que

0% f
0x;0x;

af
ul

*?f

2
] ouox;

< Clu et

Ifl‘ < Clul

pourtout 1 <i,j <n.

Considérons une fonction lisse y : (—1,1) — [0,1] telle que, pour un certain § >
0, xl(=1,6) = O et y|(1—s,1) = 1. De plus, supposons que |x’|, | x”| < ¢ sur (—1,1) pour
une constante ¢ >> 1. Pour ¢ > 0, définissons la fonction y. : (—1,1) — [0,1] par

0, u € (—1,¢]
xeW) =9 x(e7'u), u e (—ee)
1, u € lel)

-2

Par définition, il est clair que |x,| < ce™' et || < c&e™? sur (—1,1). Nous notons

aussi y, : U(L®) — [0,1] la fonction yq(x,u) = y.(u).
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Nous pouvons a présent étudier la forme df, € QUU(LY)), ou fi(x,u) =

xe(x,u) f(x,u). Pour ¢ assez petit, nous remarquons directement que

Graphe‘LOX(_l’O](dfs) =UL°) NN,
Graphe‘LOX[e’l)(dﬁ) =V NN,

Graphe|L0X[o’8] (dfy) CN,

ou la derniére inclusion découle des bornes sur f, . et y.. Choisissons gy > 0 tel
que cette inclusion tienne pour tout ¢ € (0, &9). Ainsi, pour n’importe quel € € (0,&),
fe est un candidat valide pour la fonction g de la preuve du lemme 4.2.3.

Soit § > 0 et considérons une courbe lisse ys : [0,1] — C,>¢ pour laquelle

y5(0) = (5. ~5). 75(0) = — —33 et y®(0) = 0V > 2.
S

or
Posons I', = Graphe‘LOX(0 0 (d fs). Alors, pour ¢ € (0, &9), il existe § = () tel que

le cobordisme
We=WoUT. U (ys x L),

est un candidat valide pour le cobordisme W' de la preuve du lemme 4.2.3. En vertu

de la normalisation 4.3.1, f I3 B = 0, donc I'exemple 4.4.1 ci-dessous garantit que

CW)= | AnB+ | AAB.
Wo e

De plus, puisque {We},¢ (g ¢,) €St une isotopie hamiltonienne verticale de cobordismes
lagrangiens a bouts fixes, le théoréme A nous assure que C(W;) ne dépend pas de ¢

pour ¢ € (0, g9). Il suffit alors, pour terminer la preuve, de démontrer que

lim AAB=0.

e—>0 I‘g

Pour u € (0,¢), on paramétrise Iy par (x,u,du) fe:). Sur N, nous avons les

coordonnées locales (x,u,y,v), ou (y,v) sont les coordonnées sur T(’;‘C’M)L0 x (—=1,1).
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Alors,

9 o0 92 . *f
b =i 2) = (i e 2L o S
j=1

f 0Xx; ouox;

af of . 32 f

/

ol =i agy) = (o 2 g Jon e
j=1

Selon les bornes trouvées sur f, y. et leurs dérivées, chaque élément des sommes

précédentes est borné par une constante C; indépendante de . Nous pouvons donc

écrire A A ,B_ dans les coordonnées locales (x,u,y,v) comme une somme de formes

différentielles de degré n + 1 avec coefficients lisses bornés uniformément sur 0 < u <

o et indépendamment de €. Ainsi, il existe une fonction lisse pg : Uy x (—1,1) — R

telle que, pour I'y , = Graphe‘ulx ©.6) (dfe)
A A B}Fm = pe(x,u)dx; A--- Adx, Adu
et telle que, pour tout x € Uy et 0 < u < ¢,
lpe(xu)| = G

ou C, est une constante indépendante de ¢ et £. Nous avons donc

/%m,é

Alors, puisque vol(Uy) < +o00, on peut conclure que lim,_, frg A AP = 0tel que
désiré. [

5/ f lpe(x,u)| dxy -+ -dx,du < C, vol(Uy)e.
Uy JO

4.3.1. Premieére variation et points critiques

Proposition 4.3.2. Soit W, une isotopie hamiltonienne verticale d’un cobordisme la-

grangien W : (L;") ~> (L;) qui garde les bouts négatifs de W fixes. Alors,

d%C(Wt) = —/u

ou H, est ’hamiltonien qui engendre W, et @, est l'isotopie hamiltonienne associée a H,.

i (p;k(Ht:E)v

j by xL;

87



Démonstration. Par définition de C,

_C(W,):fmmﬁ‘: 7 A :[Wgo:(mg).

ot (W)

En dérivant par rapport a ¢, on trouve,

d
_EC(WI) = / —gr(AAB) = / or Lx, (A A B) (4.3.2)
En vertu de la formule magique de Cartan,
Lx,AAB)=d(X, 2 AB))+ X, 2dA A B)
=d(X; 2 AAB)) + X, 2 (dA A B)
=d(X; 2 A AB)) + X, 2 (pFwc A B). (4.3.3)
Par définition de w et puisque S A wyr = 0, 0n a
o A B = pioc AP + piom A 3B
= pioc A B+ p3(om A B) = pioc A B.
De plus, étant donné que X; 1 v = —dH;,
Xid(AB)=(Xi2w)AB+oA (X 1p)

=—dH, AB+ o A (X, 2 B) =—d(H:B) + o A (X 1 B).
Ainsi, selon les deux équations précédentes, (4.3.3) s’écrit comme
Lx,AAB)=d(X: 2 A AP)) + X; 1 (nfwc AP)
=d(X; 2 (AAB)) + X, J(wAB)

=d(X, 2 A AB)) —d(H,B) + o A (X, 1 B). (4.3.4)

L’équation (4.3.4) permet de développer (4.3.2) comme

d * Y 3 * o) * -
—COV) = /W o7 d(X, 2 (A AB)) — /W o d(H/B) + fW o/ (o A (X, 2 B))-
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Etudions chacun des termes de la somme précédente. Pour le troisieme terme,
étant donné que W est, en particulier, une sous-variété lagrangienne de C x M,

¢; |y, = 0 pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi,

/ 0@ A (X1 ) = 0.
w

Pour le premier terme, nous avons, en vertu du théoreme de Stokes,

| erasGap) = [ 0t (Xe 3 G A B) @35
Wo

_ / N N o7 (X, 2 (A AB))- (4.3.6)
|_|_/' bj (W)XL].

Ici, on peut développer I'intégrand comme
Xi dAAB) = (X:a ) AB=AA(X,2PB).

Rappelons que, d’apres la définition 4.1.5, dans un voisinage des bouts de W, ¢, est
donné par le produit d’une isotopie hamiltonienne dans C et d'une isotopie hamilto-
nienne dans M. Ainsi,

/|_|_,~ it o/ (AA(X,02B) =0= /u,- . o (A A (X, 2 B))-
De plus, ¢, déplace les bouts de W verticalement dans C, d’ou

=0.
aw

=0 = X, I\
ow

X, 4 pidr

Donc,

)

L’équation (4.3.6) se réduit alors a

(p:‘((XtJX)/\E)z():/ ‘/’;k((Xt—'X)/\E)'

b (W)L} LI by W)Ly

J

/ erd(X, 2 (A Ap)) =0.
w

Pour le deuxiéme terme, on a, encore une fois selon le théoréme de Stokes,

[erawp == g+ oI (HB).  @37)
w Ll b7 (W)xL;

+ +
Ll b (W)xL;
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Or, puisque ¢; fixe le bout négatif de W, ¢, ||_|' b = id et H,; ||_|' b

S(W)xL; CW)XLT T

¢~ (t) pour une certaine fonction lisse ¢~ (¢) : [0,1] — R. De plus, on rappelle que,
selon la condition de normalisation imposée sur S, fZ 4 B =0pourd; = [L]] €

H,(M). Ainsi,

/ o7 (H,B) = / B =0
Ll; b7 W)L Ll; b7 (W)xL;

et I’équation (4.3.7) se réduit a

_ /Wl d(H.p) = /u — o7 (H ).

j

Finalement, en rassemblant les trois termes, on trouve

d

ac(Wt) = - ‘/’;k(Ht,B)-

/|_|j bfwyxLf

Ceci complete la démonstration. [

Par définition, les points critiques de C sont les cobordismes lagrangiens W pour

lesquels

d
S Clp (W)

t=0

peut importe I'isotopie hamiltonienne verticale ¢, gardant les bouts négatifs de W
fixes choisie. La premiére variation de C trouvée a la proposition 4.3.2 nous permet
donc de caractériser aisément les cobordismes lagrangiens élémentaires qui sont des
points critiques de C.

Corollaire 4.3.3. Un cobordisme lagrangien élémentaire W : (L) ~> (L™) est un point

critique de C si et seulement si 8|+ = 0.
4.3.2. Démonstrations des théorémes A et B

La démonstration du théoreme A repose entierement sur la premiere variation de
C donnée a la proposition 4.3.2.

Démonstration. [Théoréme A] Soit ¢., I'isotopie hamiltonienne engendrée par la fa-

mille d’hamiltoniens verticale Ho de sorte a ce que W; = ¢,(W) pour un cobordisme
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lagrangien W : (L;.r) ~> (L;). Puisque ¢; fixe les bouts négatifs et les bouts positifs
de Wt,

H, =ct (1)

+ +
LI, b (W)xL]

pour une certaine fonction lisse ¢*(¢) : [0,1] — R. Ainsi la premiére variation de

C(W,) donnée par la proposition 4.3.2 se réduit a

o) = /U

Alors, C(W;) ne dépend pas de t. En d’autres termes, C(W;) ne dépend que de la

of(H.p) = / ct)B = 0.

+ + + +
b (W)xL; LI o;"(W)xL]

j

classe d’isotopie hamiltonienne verticale de V. [

Démonstration. [Théoréme B] Rappelons que 1'on suppose I'existence de formes o €

QY (M) ety € Q" 1(M) et d'une constante ¢ # —1 telles que
dAy =wy, dy =8 et Ay AB=—coy AY.
Ainsi, en intégrant par parties, on trouve
—~con = [ Genf= [ Tendpiy
W w

=—f Ic/\p’{wr/ chAp§V=f dic A p3y,
w w w

ou la derniére égalité suit du fait que la frontiere de W est un union disjoint de la-

grangiennes dans M et donc que Ac|aw = 0. Par définition de @, on a

w A pyy = pioc A pyY + py(ou Ay),

donc, puisque W est une sous-variété lagrangienne de (M, w),
—C(W) =[ dAc A p3y
w
= / pioc A pyy
w

=/wAp§V—/ p;‘wMAp;‘V=—/ PrwM A D3 Y.
w w w
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En intégrant par parties et en utilisant la condition Ayy A B = —cwpy A y,0ona
* * * * * )
/ PaoM A DyY = / PaAm A pyy + / PaAm AP
w W w
= / PaAm A D3y —c/ PrwM A PyY
W w

1

— A A DIy
c—i—l/;;szM prY

— / PrOM A PyY =
w

Nous pouvons donc finalement écrire C (W) sous la forme

1 1
cCW)=—— A A pry = / AM/\V_/ A Ay
(W) c+1/{;W‘D2M P2y C—|—1(|_|iL,._ L, L

./

tel que désiré. |

4.4. Calcul de la fonctionnelle sur quelques exemples

Nous évaluons la fonctionnelle C sur les exemples de cobordismes lagrangiens

donnés a la section 4.2.

4.4.1. Produit d’'un chemin lisse et d’'une lagrangienne

Soit L C M une sous-variété lagrangienne et y : [0,1] — C un chemin qui, hors
d’un sous-ensemble compacte de C s’écrit comme [0,¢) x {a~} U (1 — &, 1] x {a+}
pour certaines constantes a~,at € Ret0 < & < 1. Alors, tel que démontré a la
section 4.2.1, W = y x L est un cobordisme lagrangien dans C x M. Rappelons que,

par définition de 8 € Q" (M), on doit imposer la condition de normalisation

=

pour d = [L] € H,(M). Ainsi, nous obtenons directement

C(ny):—/MIAB:—/VA/Lﬁ:o.
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4.4.2. Suspension lagrangienne

L’évaluation de C sur la suspension lagrangienne d’'un chemin lagrangien A, est
égal a I’évaluation de la fonctionnelle € de Solomon sur ce chemin. Ce résultat nous
permet de conclure que C étend bel et bien 'homomorphisme de Calabi aux cobor-
dismes lagrangiens.

Proposition 4.4.1. Soient L. C M une sous-variété lagrangienne et ¢, € Ham(M) une
isotopie hamiltonienne engendrée par un hamiltonien H;. Alors, pour W = ¥ (L; H,),

la suspension lagrangienne de L selon ¢y,

cCw) = d Ht = 0L~
W) /[01] r/w B = C(pu(L)

Démonstration. La suspension lagrangienne W = X (L; H,) correspond, par défini-

tion, a I'image du plongement lagrangien

f:01]xL —— CxM
(t.x) ——— (. = H(t. ¢:(x)). ¢:(x))

ou C est identifié 4 R? selon Iidentification r + is — (r,s). Notons X, le champ
vectoriel engendré par la relation 1y, = —dH,. Rappelons (voir 4.2.2) que pour
D eT,0,1]et& € T«L,
i 0H, i)
) (t.x — X
(f)a, )at P ( R4 T 00 @i (%),

8
(f)anE = —(([dH) () @1, x)E) ST (@r:) .08,

Nous pouvons donc trouver une expression explicite pour f*A et f*B. Pour f*A =

A(714 fx—), considérons v = Et% + & € T4.)[0,1] x L. On a donc

0 0H, . 0
m*f*(v)=$r5—(io¢z(x) & + (wthr,S))g

et en appliquant A = sdr,

f*Xf(t,x)(v) = A.—Hyo0:(0)) (15 S (§)) = —H; 0 ¢y (x) - &;.
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Ainsi, on peut écrire f*A simplement comme
f*X = —H; o ¢;(x)ds.

Occupons-nous a présent de f*B = B(ax fx — . ..., Tax fx—). Soient n vecteurs

tangents v',...,v" € T(;.[0,1] X L tels que v’ = g;’% + &'. Nous avons

Taw fo(0) = X, 0 0, (x) £l + @ 8 = X -& + b,
X bi

En appliquant 8, on trouve

B, ... v") =B(X -E 4 b X ET b7
=B(X £ b ... b") + -+ BB, .. D" X ET)

+ B, M),
Or, puisque f*B € Q"([0,1] x L), f*p prend la forme générale
f*B=dt Ay +38,

ouy € Q"1 (L)et§ € Q"(L). Ici, § correspond au terme B(b',---,b"), car les

éléments de ce dernier ne contiennent aucun terme en &!. Alors, § = ¢* B et
[*B=diny+¢fB

D’aprés les expressions obtenues pour f*A et f*B, on peut développer f*(AAB)

comme

F*AAB) = f*AAf*B
= —H, o @(x)dt A (dt Ay + ¢ B)

= —H, 0@, (x)dt Ap}B = —dt A g} (H,p)
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La fonctionnelle C(X(L,p.)) peut donc s’écrire sous la forme

C(E(L.gr)) = / InB
f([0,1]xL)

__ G A B) = 3 — ¢l
/[O’Mf( A B) /[o,l]dl /W(L)Hﬁ E(pa(L))

Ceci complete la preuve. [

4.4.3. Trace d’une chirurgie lagrangienne sur T?

Soit 2 le tore plat de dimension 2 ayant comme domaine fondamental IT =
[—2,2] x [-2,2] et comme coordonnées locales (67, 8;). Munissons M de la forme

symplectique standard
oy = d@l AN d@z

Considérons les deux lagrangiennes L; = {6, = 0} et L, = {#; = 0}. Nous désirons
calculer C sur la trace de la chirurgie de L; U L, au point (0, 0) selon une courbe
H : R — C telle que décrite a la section 4.2.3. On implémente directement le modele
local de cette chirurgie au point (0,0) € M.

Considérons une courbe lisse
H: [22] ——C
t —— a(t) +ib(t)

respectant les conditions suivantes

(1) H(t) =t pourt € [-2,—1];

(2) H(t) =it pourt € [1,2];

(3) a(t),b(t) > 0 pourr € (—1,1).
Alors,

L=H -S"={-H()|te[-22JU{H(t)|te[-2.2}cII

correspond a la sous-variété fermée dans M résultant de la chirurgie lagrangienne de

L1 U L, au point (0,0) selon H.
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Avant de se lancer dans la construction de la trace de cette chirurgie lagrangienne,
nous trouvons une forme fermée 8 € Q1 (M) telleque wAB = Oet /Ll ur, B =0.Ra-
pelons que cette forme est essentielle pour définir C sur les cobordismes lagrangiens

entre L et L U L,. A cette fin, posons
B = kdb, — kdb,

pour k € R une constante quelconque. Nous remarquons directement que df = 0.
De plus, puisque wys = df; A db,, il est clair que wpr A B = 0. Finalement, pour la

condition de normalisation, puisque f L do; = f L, d6,, nous avons

/ B= [ (kdo, —kdoy) + (kdel—kdez)zk( f do, — f dez) —o.
LiuL> Ly L»> Ly L>

Afin de construire la trace de la chirurgie précédente, considérons d’abord
H=H-S"'={(H()cost, H{t)sint) |t € [-2,2],7 € [0.27]} C C x II.
Le cobordisme préliminaire est alors donné par
W =p17(Sy) = {(H(t)cost, H(t)sint) | t € [-2,2],T € [-7/2,7/2]} C C x I1
pour S; = {x +iy € C | x < y} et a comme bord
oW ={(-2,0)} x L; U{(0,2)} x L, L {(0,0)} x L.

Selon le lemme 4.3.1, nous pouvons évaluer C sur W directement.

Nous calculons

Ac }T(z‘,r)Wa.b = a(t)b(t) cos?(r)dt — a(t)b(t) cos(t) sin(r)dr

Blr, .w,, = ksin(®@@) - b(1))dt + k cos(t)(a(r) — b(1))dx,
d’ou
Ac A B 1w, = Ka(@b (1) cos® () (a(t) —b(t))dr A de

+ ka(t)b(t) cos(t) sin®(r)(@(t) — b(1))dt A dr.
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Nous sommes donc en mesure d’évaluer C(W, p):

C(Wa,b) = — I(C A ,E

2 /2
= —/ / (a(t)b(t) cos® T)(kia(t) + k,b(t))drdt
—2J—m/2
2 /2 .
— / / ka(t)b(t) cos(t) sin®(t)(a(t) — b(t))dr A dt
—2J-m/2

k 2 k [? -
= —4? /_zd(z)b(z)(a(t) — b(t))dt — 2?/_2a(t)b(t)(d(l) — b(t))dt

2 2 2
= —2k/ a(t)a(t)b(t)dr + ﬁ a(t)b?(t)dr + % a(z)b(z)B(z)dz
) 3 -2 3 -2

2

=2k | (@@)+b@))a@)b(t)dr.

De plus, par hypothése, b(t) = 0 Vi € [-2,—1] eta(t) = 0Vt € [1,2]. Ainsi,
C(W, ) prend la forme

1
C(Wap) = —2k | (@) + b(t))a(t)b(t)dr, (4.4.1)
-1

4.5. Ombre de la trace d’une chirurgie et C: le cas du tore

Etudions a présent la relation entre C (Wa.p) et 'ombre du cobordisme W, p, une

notion récemment introduite par Cornea et Shelukhin [9].

Définition 4.5.1. Soit W : (LJJF) ~> (L;) un cobordisme lagrangien dans C x M.
L’ombre de W, notée S(W), est définie comme l'aire du sous-ensemble fermé donné

par le complément des régions non-bornées de C \ pr, (W).

Etant donné que pr, (W, ;) est simplement connexe, S(W, ;) correspond exacte-

ment a laire de la projection pr, (W, p):

1

a(t)b(t)dt.
1

S0 = |
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Pour simplifier les calculs, nous désirons évaluer C(W, ;) pour des a(t) et b(¢) qui
ne sont pas nécessairement lisses sur I'intervalle [—2,2]. Pour ce faire, nous aurons
besoin du lemme suivant.

Lemme 4.5.2. Soit U'espace de fonctions W = W12((=2,2)) N L4((—2.2)) muni de la

norme
el = Nullp, + N9:ull, + lullL,-
Alors, 'application
F: WxW——R
(u,v) ——— C(Wyp)

est continue.
Démonstration. En vertu de I'inégalité de Holder, si u,v € W, alors u(t)v(t) €
L>((—2,2)). De plus, en munissant L>((—2,2)) de la norme standard ||—||,, I'appli-
cation
WxW —— L,((—2.2))
((t).v(1)) ——— u()v()
est continue. La dérivée est un opérateur continue sur JV et son image est comprise

dans L,. Ainsi, comme composition d’applications continues, ’application
Wx W —— La((=2,2)) x L2((=2.2))
(1), v(1)) ———— @ (), u(@)v(r))
est continue. Finalement, puisque le produit scalaire dans L,((—2,2)) est continue,
I’application
WxW —— R

(u,v) — [ au()v(r)de

est continue comme composition de fonctions continues. Le lemme suit de la défi-
nition de C(W,,,) et du fait que la somme de deux fonctions continues est elle aussi

continue. I
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La proposition suivante établie une relation d’inégalité entre S(W, ;) et C(W, ).
Etant donné la nature géométrique de cette inégalité, il est important qu’elle tienne
pour des dilatation de H par un coefficient y. Dans cette optique, notons W, ,» la
trace de la chirurgie selon yH et imposons la condition y € (0,2) pour assurer que
P1(Wya,p) soit bien contenu dans IT. Nous remarquons immédiatement que

1 1
SWya,pp) = /_I(Vd(l))()/b(l))dl = VZ/Id(f)b(f)dt =y’ S(Wap),  (45.)

1 .
C(Wya,yp) = =2k f_l()/d(l) + vb (@) (ya(1))(yb(1))ds

1
= —2ky® | (a(t) + b@))a(t)b(t)dt = y*C(W,yp). (4.5.2)

-1

Proposition 4.5.3. Pout tout y € (0,2),

C(Wya,yb) V3

3
Y
VS(Wya,yb) - z = %k = VS(Wya,yb) + ?

Démonstration.  Selon la condition (3) ci-dessus, a(¢f) > 0 pour tout t € (—1,1),
le théoréme de la fonction inverse assure l'existence d’une fonction lisse
a=':(=1,0) — (=1,1) telle que a~! o a(t) = t pour tout t € (—1,1). Consi-

dérons la reparamétrisation p : (—1,1) — (—1,1) donnée par

o oqft—1
p(t) =a (T)

i) :=a0p(t)=% et b(t):=bop(t).

et posons

Nous avons donc

1 [t
S(Wap) = —/ b(t)dt

2J)4

et

1 . _ B
CWap) = —2k f | G N 5(1)) (%)b(z)dt.
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Selon les conditions (1) et (2) ci-dessus, l;(—l) = 0et l;(l) = 1. Ainsi, une simple
intégration par parties nous permet d’écrire

CWap) _ (" (1ba) by th)b) Z(t)b(t))
k_2/_1(4_4+2_2 &

1t . 1t
= 5/1 (1,2(1) _;b(t))dt + Ef_lb(t)dt

1
= %/ (b2(t) — tb(r))dt + Agp

1 t+1 1 ! ) 1 [t~
—5/_ (b()——) dr—§/_1(1+z)dz+§/_lb(z)dz+Aa,b

1 t+1 1
= — _—_— dt 2Aa - .
N CCREES) FIRE YW

D’une part, nous avons, bien évidement,

I r+1
055/_1(19()—7) dr

D’autre part, puisque 0 < b (t) < 1 pour tout t € [—1,1], le théoréme d’estimation

standard nous assure que

1/1( z+1) ( t-l—l)
- b(t)——— | dt < su b(t)———) =<1
2] (?) > te[_EI] (t) 7

Nous avons donc

_
SWop) — ¢ = “at)

1
S(Wa,b) + 5

Finalement, en vertu des équations (4.5.1) et (4.5.2),

y3(S(Wa,b)—é)5y C0ut) (S(Wab>+1)

<
3 3
12 C(Wyayp) 14
YRS (W p)) — 1 < —228) < 0 (0,28(W,p)) + &
6 2k 3
<
C(Wya,yb) V3

3
Y
VS(Wya,yb) - Z = = VS(Wya,yb) + ?

2k
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Il est pertinent de noter que la borne inférieure trouvée a la proposition 4.5.3 est
optimale. En d’autres termes, il existe une courbe H(t) = (a(t), b(t)) satisfaisant au

propriétés (1), (2) et (3) telle que

1 C(Wa b)
S(Wyp)— == .
( a,b) 6 2%k
En effet, il s’agit de la courbe donnée par
t tel[-2,—-1] 0 te[-2,—1]
a(t) =15 re(-L1) et b(t)= 12 1e(-11)
0 t €[1,2] t t €[1,2]

et pour laquelle

1 2k
S(Wa,b) = 5 et C(Wa,b) = ?

101






Bibliographie

[1] Meike AKVELD et Dietmar SALAMON : Loops of Lagrangians submanifolds and
pseudoholomorphic discs. Geom. Funct. Anal., 11(4):609-650, 2001.

[2] Vladimir I. ARNOL’D : Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer, 2e
édition, 1978.

[3] Vladimir I. ARNOL’D : Lagrange and Legendre cobordisms. I. Funktsional. Anal. i
Prilozhen., 14(3):1-13, 96, 1980.

[4] Micheéle AupiN : Quelques calculs en cobordisme lagrangien. Ann. Inst. Fourier
(Grenoble), 35(3):159—-194, 1985.

[5] Augustin BANYAGA : Sur la structure du groupe des difféomorphismes qui pré-
servent une forme symplectique. Comment. Math. Helv., 53(2):174-227, 1978.

[6] Paul BIRAN et Octav CORNEA : Lagrange cobordisms. I. J. Amer. Math. Soc.,
26(3):295-340, 2013.

[7] Eugenio CALABI: On the group of automorphisms of a symplectic manifold. Pro-
blems in analysis (Lectures at the Sympos. in honor of Salomon Bochner, Princeton
Univ., Princeton, N.J., 1969), pages 1-26, 1970.

[8] Yuri V. CHEKANOV : Lagrangian embeddings and Lagrangian cobordism. In
Topics in singularity theory, volume 180 de Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, pages
13-23. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1997.

[9] Octav CorNEA et Egor SHELUKHIN : Lagrangian cobordism and metric invariants.
7. Differential Geom., 112(1):1-45, 2019.

[10] Yakov EL1ASHBERG : Cobordisme des solutions de relations differentielles. Travaux
en cours. Hermann, Paris, 1984.
[11] Michael ENTOV : Quasi-morphisms and quasi-states in symplectic topology. In

Proceedings of the International Congress of Mathematicians—Seoul 2014. Vol. II,

103



pages 1147-1171. Kyung Moon Sa, Seoul, 2014.

[12] Michael ENTOV et Leonid PorTEROVICH : Calabi quasimorphism and quantum
homology. Int. Math. Res. Not., (30):1635-1676, 2003.

[13] Albert FaTu1 : Transformations et homéomorphismes préservant la mesure : sys-
temes dynamiques minimaux. Thése de doctorat, Orsay, 1980.

[14] Jean-Marc GAMBAUDO et Etienne GHys : Enlacements asymptotiques. Topology,
36(6):1355—-1379, 1997.

[15] Reese HARVEY et H. Blaine LAwsoN, Jr. : Calibrated geometries. Acta Math.,
148:47-157, 1982.

[16] Asaf KisLEv : Compactly supported Hamiltonian loops with a non-zero Calabi
invariant. Electron. Res. Announc. Math. Sci., 21:80-88, 2014.

[17] Francois LALONDE et Jean-Claude SikoRAV : Sous-variétés lagrangiennes des
fibrés cotangents. Comment. Math. Helv., (66):18-33, 1991.

[18] Dusa McDUFF et Dietmar SALAMON : Introduction to symplectic topology. Oxford
Graduate Texts in Mathematics. Oxford University Press, Oxford, third édition,
2017.

[19] John MiLNOR : A procedure for killing homotopy groups of differentiable ma-
nifolds. In Proceedings Symposia in Pure Mathematics, pages 39-55. American
Mathematical Society, 1961.

[20] Yong-Geun OH : Symplectic topology and Floer homology. Vol. 1, volume 28 de
New Mathematical Monographs. Cambridge University Press, Cambridge, 2015.
Symplectic geometry and pseudoholomorphic curves.

[21] Leonid PorTEROVICH : The surgery of Lagrange submanifolds. Geom. Funct.
Anal., 1(2):198-210, 1991.

[22] Pierre Py : Quasi-morphisms and Hamiltonian diffeomorphisms. Thése de docto-
rat, Ecole normale supérieure de lyon - ENS LYON, 2008.

[23] Egor SHELUKHIN : “Enlacements asymptotiques” revisited. Ann. Math. Qué.,

39(2):205-208, 2015.

104



[24] Jake SoLomoN : The calabi homomorphism, lagrangian paths and special lagran-
gians. Math. Ann., 357(4):1389-1424, 2013.

[25] Michael Spivak : A comprehensive introduction to differential geometry. Vol. L
Publish or Perish, Inc., Wilmington, Del., third édition, 1999.

[26] Alan WEINSTEIN : Symplectic manifolds and their lagrangian submanifolds. Ad-
vances in Math., 6:329-346 (1971), 1971.

[27] Alan WEINSTEIN : Symplectic geometry. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 5(1):1-13,
07 1981.

105



	Sommaire
	Summary
	Table des matières
	Remerciements
	Introduction
	Chapitre 1. Topologie symplectique
	1.1. Espaces vectoriels symplectiques
	1.1.1. Sous-espaces lagrangiens
	1.1.2. Structures complexes linéaires

	1.2. Variétés symplectique
	1.2.1. Exemples de variétés symplectiques
	1.2.2. Isotopies et dérivée de Lie
	1.2.3. Symplectomorphismes

	1.3. Théorème de Darboux
	1.3.1. Théorème et truc de Moser

	1.4. Sous-variétés lagrangiennes
	1.4.1. Exemples et construction de sous-variétés lagrangiennes
	1.4.2. Voisinages de sous-variétés lagrangiennes


	Chapitre 2. Difféomorphismes hamiltoniens et homomorphisme de Calabi
	2.1. Difféomorphismes hamiltoniens
	2.1.1. Crochet de Poisson
	2.1.2. Chemins de difféomorphismes hamiltoniens

	2.2. L'homomorphisme de Calabi
	2.2.1. Variétés symplectiques exactes et Cal
	2.2.2. Interprétation géométrique de Cal: le cas du disque
	2.2.3. Variétés symplectiques fermées et Cal


	Chapitre 3. Chemins lagrangiens et fonctionnelle de Solomon
	3.1. Chemins lagrangiens
	3.2. Fonctionnelle de Solomon
	3.2.1. Points critiques de C et géométrie calibrée


	Chapitre 4. Cobordismes lagrangiens et extension de la fonctionnelle de Solomon
	4.1. Cobordismes lagrangiens
	4.2. Exemples et constructions
	4.2.1. Produit d'un chemin lisse et d'une lagrangienne
	4.2.2. Suspension lagrangienne
	4.2.3. Trace d'une chirurgie lagrangienne

	4.3. Extension de l'homomorphisme de Calabi
	4.3.1. Première variation et points critiques
	4.3.2. Démonstrations des théorèmes A et B

	4.4. Calcul de la fonctionnelle sur quelques exemples
	4.4.1. Produit d'un chemin lisse et d'une lagrangienne
	4.4.2. Suspension lagrangienne
	4.4.3. Trace d'une chirurgie lagrangienne sur T2

	4.5. Ombre de la trace d'une chirurgie et C: le cas du tore

	Bibliographie

