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Ce mémoire a pour but d’intégrer une composante adaptative au sein des algorithmes Metropolis
a essais multiples (MTM) qui sont un cas particulier des méthodes de Monte Carlo par chaine de
Markov (MCMC). Les méthodes MCMC ainsi que leurs extensions adaptatives et a essais multiples
sont explorées en profondeur (tant au niveau des variations possibles que de leurs propriétés théoriques)
afin de bien ancrer I’étude de 1’algorithme Metropolis & essais multiples adaptatif (aMTM) proposé.
De plus, certains résultats dans la littérature sur les méthodes a essais multiples sont généralisés
permettant alors 'obtention de résultats plus généraux a propos de l'algorithme aMTM. L’ergodicité
de l'algorithme est ensuite démontrée en utilisant des résultats bien connus tirés de Roberts et
Rosenthal (2007), d’Andrieu et Moulines (2006) et de Craiu et collab. (2015) et sa performance
empirique est étudiée a travers une série d’expériences de simulation. L’algorithme aMTM arrive
notamment & surpasser substantiellement des échantillonneurs plus simples (sans adaptation ou a
un seul essai) pour des distributions cibles multimodales ou & géométrie complexe. Enfin, différentes
variantes de l'algorithme sont proposées et comparées afin d’identifier des réglages particulierement
plus efficaces. Une implémentation de I'algorithme aMTM est fournie dans un progiciel R appelé aMTM
disponible au https://github.com/fontaine618/aMTM.

Mots clés. Monte Carlo par chaines de Markov, Monte Carlo par chaines de Markov adaptatif,

Metropolis a essais multiples, ergodicité.
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Abstract

This memoir aims at introducing adaptation within the Multiple- Try Metropolis (MTM) algorithms
which are a special case of the Markov chain Monte Carlo (MCMC) methods. The MCMC methods,
along with their adaptive and multiple-try extensions, are thoroughly explored (both in their possible
variations and in their theoretical properties) in order to firmly anchor the study of the proposed
adaptive Multiple-Try Metropolis (aMTM) algorithm. Moreover, some existing results on the properties
of MTM algorithms are generalized to enable more general results about the aMTM algorithm. The
ergodicity of the algorithm is then established using well known results of Roberts and Rosenthal (2007),
Andrieu and Moulines (2006) and Craiu et al. (2015) and its empirical performance is studied through
a series of simulation experiments. The aMTM algorithm achieves notably better performance than
simpler samplers (non-adaptive or single-try) when applied to distributions that are multimodal or that
exhibit complex geometry. Finally, many variations of the algorithm are proposed and compared to
identify settings that are particularly more efficient. An implementation of the algorithm is provided
in a R package called aMTM available at https: // github. com/ fontaine618/ aMTIM.

Keywords. Markov chain Monte Carlo, Adaptive Markov chain Monte Carlo, Multiple- Try Metropolis,
Ergodicity.
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Sigle Définition
ACF Fonction d’autocorrélation (Autocorrelation Function) Section 2.4.1
ACMTM Metropolis adaptatif & essais multiples par composante (Adaptive Algorithme 5.3
Component-wise MTM)
ACT Temps d’autocorrélation (Autocorrelation Time) Section 2.4.3.1
ADS Echantillonnage directionnel adaptatif (Adaptive Direction Sampling) Section 3.1.3.2
AIMH Metropolis-Hastings indépendant adaptatif (Adaptive Independent MH)  Algorithme 3.5
AIMTM  (Annealed Interacting Multiple Try Metropolis) Section 5.2
AirMCMC MCMC adapté de plus en plus rarement (Adapted Increasingly Rarely — Algorithme 3.6
MCMCQC)
AISMTM (Adaptive Independent Sticky MTM) Algorithme 5.1
AM  Metropolis adaptatif (Adaptive Metropolis) Algorithme 3.1
aMTM Metropolis adaptatif & essais multiples (Adaptive Multiple Try Algorithme 5.4
Metropolis)
ASWAM Metropolis adaptatif avec échelle adaptative (Adaptive Scaling within — Algorithme 3.10
AM)
BAM Metropolis & adaptation bornée (Bounded Adaptation Metropolis) Algorithme 3.13
CMTM Metropolis & essais multiples par composante (Component-wise MTM)  Section 4.1.3.3
CUSUM  Somme cumulative (Cumulative Sum) Section 2.4.1
DR Rejet retardé (Delayed rejection) Algorithme 2.8
DRAM Metropolis adaptatif & rejet retardé (Delayed Rejection AM) Section 3.1.3.4
EA  Extrémement antithétique (Extremely Antithetic) Section 4.1.1.4
EE Equi-énergie (Equi-Energy) Section 3.1.3.3
EM Espérance-maximisation (Ezpectation-Maximsization) Section 3.1.4.4
ESEJD Saut euclidien moyen (Ezpected Squared Euclidian Jumping Distance) Section 2.4.3.3
ESJD Saut quadratique moyen (FExzpected Squared Jumping Distance) Section 2.4.3.3
ESS Taille échantillonnale effective (Effective Sample Size) Section 2.4.3.2
FFT Transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform) Section 2.4.2.2
HR (Hit-and-Run) Exemple 4.1
IMH Metropolis-Hastings indépendant (Independent Metropolis-Hastings) Section 2.3.1.1
IMTM  (Interacting Multiple Try Metropolis) Section 4.1.3.1
INCA Adaptation entre chaines (Inter-chain Adaptation) Section 3.1.2
IR-MCMC MCMC & rééchantillonnage par importance (Importance Resampling Section 3.1.3.3
MCMC)
KL Kullback-Leibler Section 3.1.4.4
MAE Erreur absolue moyenne (Mean Absolue Error) Section 6.2.2
MALA  Algorithme  Metropolis  Langevin(Metropolis-Adjusted  Langevin  Section 2.3.1.4
Algorithm)
MH  Metropolis-Hastings Section 2.3.1
MCMC Monte-Carlo par chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo) Section 2.3
MCMCMC MCMC couplé Metropolis (Metropolis-coupled MCMC) Section 3.1.3.3
MCTM Metropolis & essais multiples corrélés (Multiple Correlated Try Section 4.2.3
Metropolis)
MPSRF  (Multivariate Potential Scale Reduction Factor) Section 6.2.1
MSE Erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error) Section 6.2.2
MTM Metropolis & essais multiples (Multiple Try Metropolis) Section 4.1
MwG  Metropolis dans Gibbs (Metropolis-within-Gibbs) Algorithme 2.7
NKC (Normal Kernel Coupler) Algorithme 3.8
NOLBM Moyenne par lots sans chevauchement (Nonoverlapping Batch Means) Section 2.4.2.3
QMCR Quasi-Monte Carlo randomisé (Randomized Quasi-Monte Carlo) Section 4.1.1.5
RAM Metropolis adaptatif robuste (Robust Adaptive Metropolis) Algorithme 3.11
RMSE La racine carrée de lerreur quadratique moyenne (Root Mean Squared — Section 4.3.2
Error)
RWM  Metropolis marche aléatoire (Random Walk Metropolis) Section 2.3.1.2
TINCA INCA tempéré (Tempered INCA) Section 3.1.3.3
TV  Variation totale (Total Variation) Définition 2.16

Tableau 0.1 Sigles et abréviations utilisés dans le texte. Les sigles provenant de l’anglais sont
accompagnés de leur définition originale entre parenthése.
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Symbole Définition

7 (f) L’espérance de la fonction f sous la distribution 7
an =3 a La convergence de la suite {an }n>1 vers a
0z (+) La fonction de masse delta de Dirac en =
N La convergence en distribution
iid., i Indépendants et identiquement distribués
E{-} L’opérateur d’espérance
E{-|-} L’opérateur d’espérance conditionnelle
Tk La sous-suite ou le sous-vecteur {xz}fzj
P() L’opérateur de probabilité
B(X) La o-algebre de Borel sur X
P(]-) L’opérateur de probabilité conditionnelle
ALeb La mesure de Lebesgue
R La droite réelle achevée
1a La fonction indicatrice de ’ensemble A
LY La convergence presque siire
P La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
N(u,0?)  La loi normale d’espérance p et de variance o
-1l La norme euclidienne
exp(+) La fonction exponentielle de base naturelle
v L’opérateur de gradient

Na(w,X)  La loi multinormale en d dimensions d’espérance p et de covariance ¥
T_j, 279 Le sous-vecteur de z excluant la j-ieme composante

Cov(-,r)  L’opérateur de covariance

Corr(-,-)  L’opérateur de corrélation

z AT La transposée du vecteur x ou de la matrice A
Var(+) L’opérateur de variance
L] La fonction plancher
04,0 La vecteur de 0 de dimension d ou de dimension donnée par le contexte
Iy La matrice identité en d dimensions
logit La fonction logistique
det L’opérateur déterminant
L .
2 La convergence en espérance d’ordre 2
O La comparaison asymptotique de domination
Ly L’espace des fonctions & V-norme finie
Il = La norme de Frobenius
14,1 Le vecteur de 1 de dimension d ou de dimension donnée par le contexte
® Le produit de Kronecker

Tableau 0.2 Notation mathématique utilisée qui n’est pas explicitement définie dans le texte.
La notation plus communément utilisée en mathématique est supposée connue lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité et n’apparait donc pas dans cette description.
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Chapitre 1

Introduction

Bien que le concept méme fit introduit quelques années plus tot, les méthodes de Monte Carlo
trouvent leurs origines au milieu du 20e siécle dans les travaux de Metropolis et Ulam (1949).
Initialement proposée pour résoudre numériquement des problémes d’équations différentielles en physique,
cette méthode s’est rapidement prétée a de nombreuses autres applications puisqu’il s’agit fondamentalement
d’une méthode générale d’intégration numérique. Metropolis et collab. (1953) ont ensuite proposé une
version séquentielle des méthodes Monte Carlo, éventuellement généralisée par Hastings (1970), qui
a, par le fait méme, lancé le domaine des méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC).
Puis, les années 1990 ont donné lieu & de nombreuses avancées dans la théorie et I'utilisation des
méthodes MCMC ainsi qu’a une augmentation rapide de la puissance de calcul disponible : ces deux
conditions ont propulsé les méthodes MCMC parmi les algorithmes indispensables a divers milieux

scientifiques.

Les méthodes MCMC comportent cependant une importante composante de mise au point devant
étre prise en charge par l'utilisateur. De par leur nature numérique, ces algorithmes ont donc une
performance intimement liée aux différents choix que 1'utilisateur doit faire. Une avancée importante
a ce sujet est 'introduction des méthodes MCMC adaptatives. Ces méthodes, principalement inspirées
de Haario et collab. (2001) (et basées sur divers travaux d’échelle optimale tels que ceux de Roberts
et collab. (1997)), automatisent une certaine partie de la mise au point requise pour optimiser
la performance des algorithmes MCMC. Depuis, ces idées ont suscité beaucoup d’intérét dans la

communauté MCMC et les méthodes adaptatives sont désormais grandement répandues.

Une autre classe de méthodes MCMC, les algorithmes Metropolis & essais multiples (MTM), a
été proposée par Liu et collab. (2000) dans le but d’augmenter efficacité de I’algorithme Metropolis
en générant plusieurs candidats a l'intérieur d’une itération donnée. Par construction, ces algorithmes
améliorent la version & candidat unique (I’algorithme Metropolis) ; ils sont cependant associés & un

colit computationnel plus élevé et nécessitent davantage de mise au point.

Le but principal de ce mémoire est d’incorporer les idées des méthodes adaptatives au sein de
I'algorithme MTM afin d’automatiser la mise au point de cette classe d’algorithmes. L’algorithme
Metropolis & essais multiples adaptatif (aMTM) proposé facilite ’application de ’algorithme MTM en
minimisant I'intervention de 'utilisateur et améliore sa performance en trouvant automatiquement un
ensemble de parameétres a efficacité supérieure, voire optimale. Ainsi, ’augmentation de la performance

peut étre suffisante pour valoir I’augmentation du temps de calcul requis par ’algorithme MTM.

Le texte sera divisé comme suit. Au chapitre 2, on introduit formellement les méthodes MCMC : le



principe Monte Carlo est d’abord expliqué puis la théorie des chaines de Markov est étudiée. Ensuite,
l’algorithme Metropolis-Hastings, duquel découlent la majorité des algorithmes MCMC, est défini et
ses propriétés sont abordées : 'ergodicité, les théoremes limites et 1’échelle optimale. Puis, certains

outils de diagnostique et certaines mesures de performance sont introduits.

Le chapitre 3 se veut une introduction au vaste monde des algorithmes MCMC adaptatifs.
De nombreuses techniques ont été proposées au cours des dernieéres décennies afin d’améliorer les
algorithmes MCMC et plusieurs d’entre elles se retrouvent dans ce chapitre. Les propriétés théoriques
des algorithmes adaptatifs requierent une étude particuliere comparativement aux algorithmes MCMC

non-adaptatifs de sorte qu'une seconde partie théorique s’y retrouve.

La famille des algorithmes Metropolis & essais multiples est considérée au chapitre 4. D’abord, les
différentes variantes possibles sont définies puis les propriétés théoriques sont étudiées. Ces algorithmes
sont cependant plus cofiteux computationnellement et on discute du compromis entre temps de calcul

et performance pour ce type d’algorithme.

Au chapitre 5, on propose l'algorithme Metropolis & essais multiples adaptatif (aMTM). D’abord,
on survole les premieres tentatives similaires d’introduction d’adaptation dans les algorithmes MTM.
L’algorithme est ensuite défini et les différentes variantes possibles, tant dans les essais multiples que
dans 'adaptation, sont explorées. Ses propriétés théoriques sont enfin abordées : en particulier, on
dégage des ensembles de conditions suffisantes a ’ergodicité de 'algorithme et toutes les variantes
proposées sont couvertes par 'un ou l'autre des résultats produits. La méthode de preuve est inspirée
des travaux de Roberts et Rosenthal (2007), de Andrieu et Moulines (2006) et de Craiu et collab.
(2015).

Une série d’expériences numériques est effectuée au chapitre 6 afin d’analyser les propriétés
empiriques de l'algorithme aMTM dans différentes situations et comparativement a des algorithmes
plus simples. Simultanément, les différentes variantes proposées sont étudiées afin de bien comprendre

le comportement de 1’algorithme par rapport au choix de distribution cible.

Principales contributions. La contribution principale de cette recherche est I'introduction de I’algorithme
aMTM qui se veut une version adaptative de l’algorithme MTM. Bien qu’on retrouve quelques
exemples de ce type d’extensions dans la littérature (voir section 5.2), 'algorithme aMTM est la
premiére tentative de la sorte qui ne soit pas limitée a des mises a jour par composante ou limitée a
une adaptation constituée seulement de chaines paralléles interactives. En particulier, il s’agit de la
premiére tentative d’adaptation des densités instrumentales en pleine dimension. Afin de justifier la
validité de ’algorithme, ’ergodicité est démontrée d’une maniere relativement générale de sorte que
d’éventuels algorithmes MTM adaptatifs peuvent tomber sous la couverture des résultats produits.
Les expériences numériques accompagnant la proposition ajoutent a l'assurance d’une performance
accrue ainsi qu’a la compréhension de certaines lacunes d’autres algorithmes. Les résultats théoriques
et empiriques obtenus améliorent aussi la compréhension du comportement des algorithmes MTM
non-adaptatifs : certains résultats théoriques sont généralisés et la compréhension de la performance

empirique des variantes de cet algorithme est approfondie.

Note au lecteur. Ce manuscrit est remarquablement long et particuliérement lourd en contenu dans
le but de produire un texte qui soit relativement autonome. Certaines parties ne sont évidemment pas
nécessaires a la compréhension des contributions apportées par cette recherche. D’abord, un lecteur

déja familier avec les méthodes MCMC peut se passer du chapitre 2 qui n’est qu’un rappel des bases de
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la discipline. Le chapitre 3 comporte un survol presqu’exhaustif des différentes méthodes d’adaptation
des méthodes MCMC : cette revue fut nécessaire a la recherche pour bien comprendre comment
effectuer 'adaptation, mais n’est pas requise a l'exposition. La section 3.2 est cependant pertinente
a la compréhension des démonstrations du chapitre 5 puisque plusieurs éléments en sont directement
tirés. Le chapitre 4 sur les algorithmes MTM est quant a lui important dans la mesure ou les différentes
variantes sont expliquées et ou certains résultats théoriques seront requis pour démontrer I’ergodicité
de l'algorithme aMTM. Les chapitres 5 et 6 sont évidemment les plus importants puisqu’ils contiennent

la grande majorité des contributions contenues dans ce mémoire.
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Chapitre 2

Méthodes MCMC

Les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) ont regu une grande
quantité d’attention au cours des dernieres décennies en raison de I’avancement de leur compréhension
ainsi que de l'augmentation de la puissance de calcul disponible. Il s’agit d’algorithmes permettant
principalement 'approximation d’espérances (intégrales de probabilité) au moyen de simulations
numériques. Comme leur nom l'indique, ces méthodes sont basées a la fois sur le principe Monte
Carlo—approcher une intégrale par la moyenne d’un échantillon— et a la fois sur le concept de chaine
de Markov—une suite temporelle de variables aléatoires liées entre elles— : la chaine de Markov

produit ’échantillon Monte Carlo servant a approcher I’espérance recherchée.

Ce chapitre se veut une introduction aux méthodes MCMC et, pour ce faire, une approche
progressive est empruntée. D’abord, le principe Monte Carlo est expliqué a la section 2.1. Ensuite,
la théorie des chaines de Markov est abordée en détail a la section 2.2. Les propriétés des chaines
de Markov se transposent directement au contexte MCMC de sorte que la théorie des MCMC est
fortement basée sur celle des chaines de Markov. Les méthodes MCMC sont alors introduites a la
section 2.3 et un des algorithmes principaux, l'algorithme Metropolis-Hastings, est considéré en détail.
La réalisation d’une méthode MCMC est la réalisation d’une chaine de Markov dont les propriétés
doivent étre analysées afin de bien évaluer I’estimation Monte Carlo : ces considérations sont abordées
a la section 2.4. Enfin, le probleme de I’échelle optimale dans les méthodes MCMC est considéré a la

section 2.5 ; ce probleme est au cceur de efficacité de ces algorithmes.

2.1 Approche Monte Carlo

En statistique, plusieurs situations menent au calcul d’espérances de la forme

w(f) = /X f(@)n(dz), (2.1)

ou 7 est une mesure de probabilité sur 'espace d’états X et f : X — R est une fonction w-mesurable.
Il arrive souvent que le calcul analytique de (2.1) ne soit pas possible et des méthodes alternatives
doivent étre considérées afin de calculer 7(f), ou du moins d’en obtenir une approximation. Etant

donné que les espérances ne sont que des intégrales ayant une forme particuliere, il est donc possible



d’arriver & des approximations de 7(f) en utilisant une méthode d’intégration numérique. Ce type
d’algorithme divise typiquement I'espace X en rectangles ou la fonction f est approchée par un certain
choix de fonctions plus simples (e.g. constant, linéaire, etc.) Cependant, cette partition en rectangle
devient problématique des que la dimension de X est moyennement élevée : le nombre de rectangle
requis pour obtenir une certaine précision dans 'approximation est exponentiel par rapport a la
dimension. De plus, lorsque le domaine d’intégration X n’est pas borné, ce type d’approche peut
également rencontrer des problemes. Des méthodes d’intégration numérique spécifiquement adaptées

aux espérances, les méthodes de Monte Carlo, souffrent généralement moins de ces problématiques.

2.1.1 Le principe Monte Carlo

Le principe fondamental derriére les méthodes de Monte Carlo repose sur la loi des grands

nombres. En effet, une loi des grands nombres est tout résultat du genre

1 N
Y Hn) S ), o,
n=1

c’est-a-dire que la moyenne de la fonction f prise sur un échantillon {z,, }2_; converge, sous certaines
conditions, vers I’espérance de cette fonction prise sous la distribution 7 pour un mode de convergence

¢ € {P,p.s.}. Cette moyenne échantillonnale peut, quant & elle, étre vue comme ’espérance suivante :

1 N
¥ ) = [ f@rv(da) = an (1) (29)

otl 7y est la fonction empirique de masse de I’échantillon Monte Carlo {z,}Y ; donnée par

et ol 0y(-) dénote la fonction de masse delta en y. C’est donc dire que la mesure empirique 7n
est utilisée a la place de m dans l'espérance. 11 devient évident que les propriétés de 1’échantillon
{2, }N_| requises pour que I'estimateur Monte Carlo 7y (f) satisfasse une loi des grands nombres
seront telles que la mesure empirique 7y fournisse une bonne approximation de la distribution 7. Les
différentes méthodes de Monte Carlo different donc généralement seulement de par la maniére dont

I’échantillon est produit.
Une seconde propriété souvent recherchée pour un estimateur est un théoreme limite central. Ce
type de résultat montre que la distribution asymptotique de I’estimateur est une loi gaussienne :

N5 (F) 25 N(x(f)02),  n— oo,

ot 2 dénote la convergence en distribution et ou 012‘- est la variance asymptotique de I’estimateur.
Lorsqu’un théoréme limite central est satisfait, il est possible de joindre a l'estimé ponctuel 7 (f) une
erreur standard Monte Carlo donnée par 6¢/v N ou ETJ% est un estimé de JJ% tel que la variance

échantillonnale,

1 N
=% ; (F(an) = #n ()’
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. Il est donc possible de fournir une appréciation de la qualité de ’estimation faite par ’estimateur

Monte Carlo lorsqu’un tel résultat est vérifié.

Notons que la plupart des termes utilisés dans les méthodes Monte Carlo sont également utilisés
plus généralement en statistique (estimateur, erreur standard, échantillon, etc.) Afin de distinguer les
deux concepts, on ajoute souvent la mention « Monte Carlo » apres ces termes. Cette distinction est
particuliérement pertinente lorsque l'espérance 7(f) dépend elle-méme d’un réel échantillon provenant
d’une expérience ; I’échantillon Monte Carlo est une collection de points dans X' et non ’ensemble des
unités de l’expérience. Similairement, 'erreur standard Monte Carlo ne correspond pas a l'erreur

standard de la moyenne de ’échantillon.

2.1.2 Algorithmes de Monte Carlo

Les versions les plus simples de la loi des grands nombres requiérent que chacun des éléments de
I’échantillon soient des réalisations de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
selon la distribution cible w, ce que l'on dénote par X, H . La distribution empirique sera
donc bien représentative de la distribution cible puisque ’échantillon est généré a méme 7. Ce type
d’échantillonnage, appelé échantillonnage i.i.d. et décrit a ’algorithme 2.1, constitue la méthode de
Monte Carlo standard. Deux problémes empéchent cependant souvent 'utilisation de I’échantillonnage

iid.

Algorithme 2.1 Algorithme Monte Carlo standard i.i.d.

Données Distribution cible 7 et taille de ’échantillon Monte Carlo N.
Procédure Pourn=1,...,N, échantillonner X, s
Sortie L’échantillon x1.nx et P'estimé Monte Carlo (2.2).

D’abord, il arrive que I’échantillonnage directement a partir de 7 soit impossible. En fait, I’échantillonnage
doit étre fait par ordinateur ou seul des nombres aléatoires uniformes sont généralement disponibles.
La méthode de la transformation d’intégrale de probabilité permet de faire le passage entre une
distribution uniforme et une distribution plus complexe, mais cette transformation n’est pas toujours
connue ou possible. La méthode par échantillonnage pondéré permet d’éviter ce probleme. On
considere une seconde distribution ¢ qui est telle que son support contienne le support de 7 et par
rapport a laquelle il est possible d’obtenir un échantillon i.i.d. Puis, en observant I'identité suivante,

7(x) v
(= [ famaie = [ 10D awyas=a (7).
X X q(x) q
on constate quun estimateur Monte Carlo de 7(f) peut étre obtenu par la moyenne échantillonnale

de la fonction fm/q sur un échantillon de distribution g(-) :

) —an (7Y = L5 e ™) [ ™ @e o
in(h =ax (15) = 5 S 107 = [ 10T av(ao)

n=1

ou gn(-) = % ZN 3z, (+) est la distribution empirique de ’échantillon généré a partir de g. On peut
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également réinterpréter cette expression comme une distribution empirique de 7 pondérée :

= % Zw(mn)(swn (2), w(x) = M (2.3)
n=1

Le rapport w = 7/q est appelé le rapport de vraisemblance ou le poids d’importance. En
plus de ne pas avoir a échantillonner directement & partir de 7, cette méthode posséde l'avantage
d’une réduction possible de la variance asymptotique de l'estimateur Monte Carlo par rapport un
échantillonnage i.i.d. Bien que cette remarque soit théoriquement vraie, elle ne 1’est pas en pratique
puisqu’une réduction de la variance nécessite la connaissance de 7(|f|) qui est généralement inconnu

vu qu’on cherche déja m(f).

L’échantillonnage préférentiel exige cependant le calcul explicite de 7(x) dans les poids d’importance,
ce qui requiert I’expression exacte de m. Une seconde problématique commune aux échantillonnages
i.i.d. et préférentiel est que la distribution 7 peut ne pas étre complétement connue. En effet, certaines
situations sont telles qu’une espérance est recherchée pour une certaine distribution qui n’est connue
seulement qu’a une constante de proportionnalité prés. Par exemple, le contexte des statistiques

bayésiennes produit souvent des estimateurs donnés par une espérance a postériori de la forme

i(z) = B{O]X = 2} — /97r(9|x) do

ou l'on cherche a estimer un parametre 6 a 'aide de x et ou 7 est la distribution & postériori de 6

sachant x :

p(x|0)m0(0)
[ p(z]0)m0(6) Ao’

ot mo(+) est la distribution & priori sur 6 et p est la distribution de X sachant 6. L’intégrale au

m(0|z) = (2.4)

dénominateur de (2.4) étant elle-méme souvent difficile & évaluer, I'expression de 7(6|z) n’est donc

pas complétement connue.

Plus généralement, on obtient donc la situation suivante : 7(z) o< 7(x). Dans ce cas, il est possible
d’adapter ’échantillonnage préférentiel afin de produire un estimateur Monte Carlo valide. Les poids

d’importance sont alors connus seulement & une constante de proportionnalité pres :

Dans ce cas, la mesure empirique % 25:1 W(xy)ds, (z) n’est plus une mesure de probabilité puisqu’elle
n’intégre pas a 1 sur X par rapport a 7. Il faut donc normaliser cette mesure afin d’obtenir les bons

poids d’importance :

i 3 x w(x :710(1‘”)
N 2 e M)
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Ainsi, le calcul de 7 n’est plus nécessaire lorsque les poids d’importance sont normalisés ; 'algorithme 2.2
détaille la procédure. A noter qu’avoir @ = w (c.-a-d., ¥ = ) se réduit & Péchantillonnage préférentiel

régulier puisqu’on trouve alors

/X (x)g(z) de = /X w(z)g(z) dz = / (z)dz = 1.

X

Algorithme 2.2 Algorithme Monte Carlo a échantillonnage pondéré

Données Distribution cible 7 « 7, taille de ’échantillon Monte Carlo IV et
densité instrumentale ¢ a support incluant le support de .

Procédure 1. Pourn=1,...,N,

(a) Echantillonnage. Générer X,, ~ q indépendamment de
Xl:nfl 5

(b) Poids. Calculer le poids d’importance w(xy) = T(zn)/q(xn) ;

2. Normaliser les poids d’importance,
N
w(zn) :ﬁ)(mn)/zw(xn), n=1,...,N.
n=1

Sortie L’échantillon z1.n et estimé Monte Carlo (2.3).

Un autre type d’échantillonnage permet d’éviter le probléme de la densité cible connue seulement
a une constante de proportionnalité pres. On considére donc & nouveau m o« 7 et une densité
instrumentale ¢. L’échantillonnage par rejet suppose qu’il existe une constante M < oo telle
que © < Mg, c’est-a-dire qu'un multiple de ¢ enveloppe complétement 7. Un candidat X ~ ¢ est
inclus dans ’échantillon Monte Carlo avec probabilité 7(x)/Mq(z). La procédure (algorithme 2.3) est
répétée jusqu’a ce que ’échantillon contienne le nombre requis de points. Chacun des points acceptés

dans I’échantillon sera distribué selon 7 ; en effet, pour un ensemble mesurable B € B(X), on a

7(x) -
P(X € B : Ma(my 4(x) dz d
accept.) I rosq(w) da Sy T(x) da B

Notons que lefficacité de ’échantillonnage par rejet dépend fortement du choix de g. En effet, la
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Algorithme 2.3 Algorithme Monte Carlo a échantillonnage par rejet

Données Distribution cible 7 « 7, taille de ’échantillon Monte Carlo N et
densité instrumentale ¢ telle que @ < Mg pour un M < oo.

Procédure 1. Initialiser n = 1;
2. Tant que n < N,
(a) Echantillonnage. Générer X ~ ¢ et U ~ uniforme(0,1) ;

(b) Acceptation. Si u < 7w(x)/Mq(x), accepter x, = x et poser
n=mn-+1.

Sortie L’échantillon z1.n5 et I'estimé Monte Carlo (2.2).

probabilité d’accepter un candidat est donnée par

1

1 -
q(z)dz = yYi /Xﬂ(:c)d:c =: =

T

_ (z)
P(accept.)—/XMq(x)

C’est donc dire qu’il faudra en moyenne M candidats afin de produire une nouveau point de I’échantillon.

Lorsque M est grand, plusieurs itérations de 'algorithme sont alors perdues (notons qu’il est possible
de recycler les rejets par Rao-Blackwellisation, Casella et Robert, 1998). L’algorithme Metropolis-
Hastings, présenté a la sous-section 2.3.1, utilise également le concept d’acceptation/rejet de candidats
afin de produire un algorithme de Monte Carlo. Les restrictions sur la densité instrumentale y sont
par contre moins fortes de sorte que le probléeme précédemment exposé est évité. Cependant, cet
algorithme requiert 1'utilisation de chaines de Markov ; la prochaine section se voit une introduction

a ces concepts préalables a I’étude des algorithmes tels que celui de Metropolis-Hastings.
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2.2 Rappels sur les chaines de Markov

Les méthodes MCMC utilisent les propriétés des chaines de Markov afin de produire un échantillon
qui posséde certaines garanties quant a l’estimation de 7(f) par estimateur Monte Carlo. Il est donc
de mise de parcourir certaines de ces propriétés avant de se lancer dans I’étude des méthodes MCMC.
Cette section constitue donc une revue de la théorie requise a ’analyse de ces méthodes. L’exposition
est inspirée de diverses sources telles que Meyn et Tweedie (2009), Robert et Casella (2004), Roberts
et Rosenthal (2004) ainsi que de Tierney (1994).

Les notions de probabilité et de théorie de la mesure seront présumées connues du lecteur. On
réfere & des ouvrages généraux tels que Williams (1991), Billingsley (2012), Halmos (2013) ou Chung
(2001) pour des rappels & ce sujet.

2.2.1 Définitions

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoire telle que la distribution d’une de ces
variables est entierement déterminée par la réalisation de la variable aléatoire précédente. Il y a donc
un ordre naturel au sein de la suite qui s’apparente au temps : la distribution actuelle ne dépend du
passé seulement qu’a travers la derniere valeur de la chaine.

Définition 2.1 (Chaine de Markov) Un processus stochastique a temps discret {Xpn}tnen d

valeurs dans Uespace d’états X C RY équipé d’une o-algébre B(X) engendrée par {Xn}nen satisfait

la propriété markovienne si la distribution conditionnelle de X,+41 sachant l’état actuel X,, = xp,
est indépendante du passé de la chaine {x;}i<n, c.-d-d.,

P(Xnt1 € Bl Xi=xzii <n) =P (Xpt1 € B| Xy, = 24), VB € B(X),zn € X, neN. (2.5)

On dit alors que le processus {Xn}nen est une chaine de Markov d valeurs dans Uespace d’états
X.

L’expression du coté droit de (2.5) est une instance du noyau de transition de la chaine au
temps n et est souvent écrite d’une fagon plus concise lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité : par exemple,
on peut noter

P,(Blx) =P(X,4+1 € B| X, =x), VBeB(X),zeX. (2.6)

Lorsque la distribution de transition est constante dans le temps, c.-a-d., P,(B|z) = P(B|x) pour tout
n € N, alors la chaine est dite homogéne (dans le temps.) Sinon, la chaine est dite inhomogéne
(dans le temps.) L’ensemble de toutes ces distributions conditionnelles forme une famille appelée le

noyau de transition :
Définition 2.2 (Noyau de transition) La famille
P ={P(B|z)| B € B(X),z € X}

est appelée le noyau de transition (de Markov) de la chaine si elle satisfait auz conditions suivantes :
(i) Pour tout B € B(X), P(B|-) est une fonction mesurable positive sur X ;
(i) Pour tout x € X, P(-|z) est une mesure de probabilité sur B(X).

Remarque 2.1 La notation utilisée pour le noyau de transition varie selon les sources. Par exemple,
on retrouve souvent les écritures P(x,B), P(z; B) ou méme P(x — B) dans la littérature pour
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exprimer la méme quantité. La notation P(B|x) sera privilégiée ici afin de mettre I’emphase sur le
fait qu’il s’agit d’une distribution conditionnelle. De plus, le choix de la lettre P se justifie par la
concaténation dans (2.6), mais on retrouve parfois T pour « transition » ou bien K de l’anglais
« kernel » signifiant « noyau ».

Dans bien des cas, 'espace d’états X’ sera contenu dans R4 pour un certain d € N et toutes les
distributions conditionnelles de la famille supposeront des densités. Dans ce cas, on parlera de densité
de transition.

Définition 2.3 (Densité de transition) Soit {X, }nen une chaine de Markov homogéne d espace

d’états X C R?. Si le noyau de transition P admet une densité (la dérivée de Radon-Nykodym,)

par rapport & la mesure de Lebesgue Aren sur X, alors il est possible de considérer la densité de
transition (de Markov) p(-|z) = dP(:|x)/ dALeb satisfaisant

P(Bla) = / plyle)dy, B e BX).

Les distributions conditionnelles du noyau de transition expriment la distribution du prochain
état de la chaine sachant ’état actuel. Lorsque la chaine est homogene, la distribution conditionnelle
de I’état de la chaine dans m pas s’exprime d’une facon récursive appelée le noyau de transition itéré.

Définition 2.4 (Noyau de transition itéré) Soit {X,}nen une chaine de Markov homogéne d

espace d’états X. Le noyau de transition itéré de m pas, noté P™, correspond a la distribution

conditionnelle de Xp4+m sachant X, = x, et peut étre défini de la maniére récursive suivante. Pour
BeB(X)etzeX

Pm(B|x):/ P™ Y (Bly)P(dylz), m >1, (2.7)

P'(B|z) = P(B|z). (2.8)

Une propriété importante dans 1’étude des chaines de Markov est la ¢-irréductibilité; cette
propriété s’interprete de la fagon suivante. Pour une certaine mesure de probabilité ¢ sur X', alors
tout ensemble important (de probabilité ¢ non-nulle) peut étre atteint, avec probabilité positive, en
un nombre fini de pas a partir de n’importe quel point € X. Ainsi, la chaine de Markov visitera
avec probabilité positive toute région de probabilité non-nulle ce qui garantit que ’espace visité par
la chaine ne se réduise pas avec n.

Définition 2.5 (¢-irréducibilité) Soient {X,}nen une chaine de Markov homogéne d espace

d’états X, P son noyau de transition et ¢ une mesure sur X. Alors, la chaine est dite ¢p-irréductible

si, pour tout ensemble mesurable B € B(X) avec ¢(B) > 0 et pour tout x € X, il existe un entier
m € N, dépendant possiblement de x et de B, satisfaisant P™(B|z) > 0.

Proposition 2.2 (Meyn et Tweedie, 2009, proposition 4.2.1) Un noyau de transition P est
@-irréductible si et seulement si, pour tout x € X et tout B € B(X) tel que ¢(B) > 0, il existe m € N
tel que P™(B|x) > 0.

Remarque 2.3 La proposition 2.2 est différente de la définition de la ¢-irréductibilité en ce que
lentier m peut dépendre a la fois de x et de B. Cette propriété permettra de simplifier certaines
preuves éventuellement.

Une seconde propriété nécessaire a I’analyse des chaines de Markov est la récurrence. Intuitivement,
une chaine de Markov récurrente est telle que tout ensemble important (de probabilité non-nulle) sera
visité infiniment souvent peu importe ’état initial de la chaine. Il s’agit donc d’une propriété plus
forte que la ¢-irréductibilité.

Définition 2.6 (Temps d’occupation, premier retour et premiére visite) Soient {X,}nen
une chaine de Markov a espace d’états X et B € B(X) un ensemble mesurable. Le temps d’occupation
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de B est défini comme le nombre de visites de l’ensemble B par la chaine, c.-d-d.,

e =Y 1(X, € B). (2.9)
n>1
Le premier retour a B est défini selon

min{n > 1|X, € B}, U, -, {Xn€B}#0

00, sinon.

B

(2.10)

Définition 2.7 (Récurrence) Soit {Xn}nen une chaine de Markov d espace d’états X. La chaine
est dite récurrente si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) 1l existe une mesure ¢ telle que la chaine est ¢p-irréductible ;

(i) Pour tout B € B(X) tel que ¢(B) > 0 et tout état initial xo € X, E{np | Xo = z0} = 0.

La propriété d’Harris-récurrence renforce celle de récurrence au sens ou ’on exige que la chaine de
Markov passe infiniment souvent par ’ensemble B avec probabilité un plutdét qu’en moyenne. Ainsi,
pour une chaine Harris-récurrente, seulement un ensemble de réalisations ayant une probabilité nulle
évitera complétement un ensemble de probabilité non-nulle. Il en résulte que le processus visitera avec
probabilité un tout I’espace important (par rapport a ¢.)

Définition 2.8 (Harris-récurrence) Soit {X,}nen une chaine de Markov a espace d’états X.

Un ensemble mesurable B € B(X) est dit Harris-récurrent si P(ng = oo | Xo = zo) = 1 pour toute
valeur initiale xo. La chaine est dite Harris-récurrente si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Il existe une mesure ¢ telle que la chaine est ¢-irréductible ;

(ii) Pour tout B € B(X) tel que ¢(B) > 0, B est Harris-récurrent.

Le but d’utiliser des chaines de Markov est de produire un échantillon Monte Carlo dont la
distribution des éléments est (ou du moins s’approche de) celle d’une certaine distribution cible. Une
propriété intéressante des chaines de Markov homogenes a cet effet est I'existence d’une distribution
stationnaire. Ce type de distribution est tel que, lorsque le processus se trouve dans cette distribution,
alors le processus restera dans cette distribution malgré la transition.

Définition 2.9 (Mesure invariante et chaine positive) Soit un noyau de transition P sur un

espace d’états X. Une mesure o-finie I sur B(X) est dite invariante pour P si le noyau P préserve
la mesure 11, c.-a-d.,

H(B)_/P(B\a:)l'[(dac), VB € B(X).

Lorsqu’il existe une mesure de probabilité qui est invariante pour une chaine de Markov homogeéne
¢-irréductible, alors la chaine est dite positive.

Proposition 2.4 (Meyn et Tweedie, 2009, proposition 10.1.1) Une chaine de Markov
homogéne positive {Xn}nen est récurrente. De plus, si la chaine est Harris-récurrente et positive,
alors la chaine est dite Harris-positive.

Le théoréme suivant établit la (presque) suffisance de la récurrence pour assurer la positivité de
la chaine. En pratique, les chaines de Markov sont construites pour admettre une certaine mesure
invariante et la récurrence sera ensuite a prouver, mais ce résultat est intéressant dans la mesure ou
on obtient I'unicité de la mesure invariante.

Définition 2.10 (Petit ensemble) Soit {X,}nen une chaine de Markov homogéne d noyau de

transition P. Un ensemble mesurable C € B(X) est dit petit s’il existe m > 0 et une mesure non-

triviale vy sur B(X) telle que, pour tout x € C et B € B(X), la condition de minorisation
suivante est satisfaite

P™(B|x) = vm(B).
Spécifiquement, on dit que C' est vy, -petit.
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Théoréme 2.5 (Meyn et Tweedie, 2009, théoréme 10.0.1) Une chaine de Markov homogéne
récurrente { X, }nen admet une mesure invariante I1 qui est unique a une constante de proportionnalité
pres et qui satisfait la représentation suivante

H(B):/]E le(XneB)‘Xo:xo M(dzo), VA,B € B(X).
A

n=1
De plus, la mesure I1 est finie s’il existe un petit ensemble C' tel que

sup E{7c | Xo = z0} < o0,
zeC

et (Meyn et Tweedie, 2009, théoréme 10.4.9) la mesure 11 est équivalente a toute mesure ¢ telle que
la ¢-irréductibilité implique la récurrence de la chaine.

Lorsque cette unicité est établie, la constante de proportionnalité peut étre choisie de sorte a

définir une mesure de probabilité ; on parle alors de distribution stationnaire de la chaine.

Définition 2.11 (Distribution stationnaire) Soit {X,}nen une chaine de Markov homogéne
positive (donc récurrente) d mesure invariante Il finie. La mesure I, aprés mise a l’échelle, correspond
d une mesure de probabilité sur B(X) qui constitue la distribution stationnaire de la chaine.
Lorsque X, ~ m pour un certain n € N, alors on trouve X,, ~ m pour tout m > n et la chaine est
alors dite stationnaire.

Afin de vérifier la positivité de la chaine, une condition suffisante est la réversibilité. Une chaine
réversible sera stationnaire et progressera avec la méme distribution vers le futur que vers le passé.

De plus, cette propriété peut étre elle-méme démontrée a ’aide de la condition d’équilibre.

Définition 2.12 (Réversibilité) Une chaine de Markov stationnaire { X, }nen est dite réversible
st la distribution conditionnelle de Xy 41 sachant X,42 = x est la méme que la distribution conditionnelle
de de X,+1 sachant X,, = .

Définition 2.13 (Condition d’équilibre) Un noyau de transition P sur (X ,B(X)) satisfait la
condition d’équilibre s’il existe une mesure 11 satisfaisant

/P(B|:c)1'[(dx):/P(A|;c)1'[(dx), VA,B € B(X). (2.11)
A

B

Proposition 2.6 Soit P un noyau de transition sur (X ,B(X)) admettant une densité p(-|x) pour
tout x € X et soit I1 une mesure sur B(X) admettant une densité w. Si la condition

p(ylz)m(x) = p(zly)w(y), VryeX (2.12)

est satisfaite, alors P satisfait la condition d’équilibre pour I1.

Démonstration. On vérifie directement 'égalité (2.11). Soit A,B € B(X), alors en appliquant la
condition d’équilibre des densités puis en changeant 1'ordre d’intégration (théoréme de Fubini), on

obtient
/fwmmwh/iémmwkwm
::]CE/;p(ym»w<x>dydx
:AZEWMﬂMMM
=¢1mew%@@

=/Pmmm@x

ce qui prouve la condition d’équilibre en changeant les étiquettes des variables d’intégration. O
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Théoréme 2.7 (Robert et Casella, 2004, théoréme 6.2.2) Soit {X,}nen, une chaine de
Markov homogene a noyau de transition P satisfaisant la condition d’équilibre pour une distribution
II. Alors, la chaine est réversible et admet donc I1 comme distribution invariante.

Finalement, une derniére propriété utile a ’étude des chaines de Markov est la périodicité. Une
chaine de Markov sera périodique s’il existe une suite finie d’ensembles de probabilité positive dans
laquelle la chaine peut rester prise. Alternativement, ’apériodicité de la chaine est une propriété
recherchée qui exige 'absence de tels cycles périodiques.

Définition 2.14 (Périodicité) Soit {Xn}nen une chaine de Markov homogéne, ¢-irréductible et

d noyau de transition P. La chaine est dite périodique s’il existe un entier m > 2 et une suite

d’ensembles mesurables (S0,51,...,5m) C B(X) tous disjoints excepté So = Sm satisfaisant, pour
touti € {0,1,...,m —1}, ¢(S;) >0 et

P(Sl+1|l') =1, Va € S;.

Un tel ensemble cyclique est appelé un m-cycle. La période de la chaine { Xy }nen est le plus grand
m tel qu’un m-cycle eziste.

Si la chaine n’est pas périodique, c.-d-d., si la période de la chaine est m = 1, alors on dit
qu’elle est apériodique.

Une condition suffisante a l'apériodicité d’une chaine est ’apériodicité forte ou I'on requiert
I’existence d’un ensemble de probabilité positive tel que la chaine a une probabilité positive de rester

dans ’ensemble lorsqu’elle s’y trouve déja.

Définition 2.15 (Apériodicité forte) Soit {X,}nen une chaine de Markov homogéne. La chaine
est dite fortement apériodique s’il existe un vi-petit ensemble B € B(X) avec v1(B) > 0.

2.2.2 Convergence

La notion de distribution stationnaire suppose que le processus a déja atteint la distribution
stationnaire. Cependant, s’il est possible d’obtenir un processus déja dans cette situtation, il ne sera
souvent pas nécessaire de produire une chaine de Markov pour générer 1’échantillon Monte Carlo. En
général, il ne sera pas possible d’atteindre directement la stationnarité et 1’on cherchera donc plutot
a s’en approcher. On peut s’attendre intuitivement a ce qu’une transition invariante modifie une
distribution non-stationnaire vers une distribution un peu plus prés de la distribution stationnaire. A
la longue, on peut donc espérer que la chaine converge vers cette distribution stationnaire cible. Cette

convergence peut étre définie de diverses maniéres et cette sous-section en explore quelques-unes.

2.2.2.1 Ergodicité

Lorsque la chaine de Markov n’est pas stationnaire mais que le noyau de transition admet une
distribution invariante, on peut s’attendre intuitivement & ce que la distribution marginale de la
chaine converge vers la distribution stationnaire. C’est ce que la propriété d’ergodicité d’une chaine

de Markov signifie.

Définition 2.16 (Ergodicité) Une chaine de Markov {X,}nen est dite ergodique d 11 si la
transition itérée d n pas converge en variation totale vers I1, c.-a-d.,

lim ||[P"(-|z) = II(:)l|lpy = O,
n—oo
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ot ||p]| vy dénote la norme de variation totale de la mesure signée 1 et est donnée par

[ullpy = sup [u|(B), (2.13)
BeB(X)

ot || est la mesure de variation totale induite par p.

Remarque 2.8 La norme de variation totale posséde une définition alternative qui est équivalente
d (2.13). En effet, on retrouve parfois l’expression suivante :

leellpy = [leél()x)u(B)} L;Efx>“(3)] ~ (2.14)
Remarque 2.9 Selon le contexte, l’ergodicité est définie d’une maniére différente par rapport d
xr € X. On trouve parfois l’ergodicité pour un certain choix de x, parfois pour Il-presque tous les
x, parfois pour tout © € X et parfois pour toute distribution initiale p sur (X ,B(X)). Les résultats
d’ergodicité préciseront la condition sur la valeur initiale x. Notons que la condition la plus forte est
de supposer l’ergodicité pour toute distribution initiale, puisque celles-ci contiennent les distributions
dégénérées 65 pour tout x € X ainsi que pour la distribution stationnaire I1.

Un ensemble de trois conditions, ou des variantes de celles-ci, est suffisant pour assurer ’ergodicité
d’une chaine de Markov : la positivité, la récurrence et ’apériodicité. L’apériodicité assure que la chaine
ne reste pas prise dans une certain cycle d’ensembles. La récurrence assure quant a elle que tous les
ensembles a probabilité positive soient visités par la chaine. Ensemble, ces deux conditions permettent a
la chaine d’atteindre la mesure invariante. Enfin, une chaine positive admet une distribution invariante ;
ainsi, lorsque la chaine atteint la bonne distribution, elle tend a conserver cette distribution ce qui
correspond alors & la convergence de la distribution. Ceci justifie intuitivement la suffisance de ces
trois conditions pour I'ergodicité de la chaine.

Théoréme 2.10 (Théoréme d’ergodicité I, Tierney, 1994, théoréme 1) Soit { X, }nen, une

chaine de Markov Il-irréductible et admettant II comme distribution invariante. Alors, la chaine

de Markov est positive récurrente et, si la chaine est apériodique, alors elle est ergodique a 11 pour
II-presque toute valeur initiale x.

Théoréme 2.11 (Théoréme d’ergodicité II, Meyn et Tweedie, 2009, théoréme 13.3.3 et
Tierney, 1994, théoréme 1) Soit { X, }nen, une chaine de Markov apériodique, Harris-récurrente
et admettant II comme distribution invariante. Alors, la chaine de Markov satisfait ’ergodicité par
rapport a& toute distribution initiale p sur B(X), c.-a-d.,

=0.

lim ‘
™V

n—oo

/ P (-Jwo)a( dao) — II(-)

En particulier, la chaine est ergodique a Il pour toute valeur initiale x € X .

Proposition 2.12 (Tierney, 1994, corollaire 1) Soit P un noyau de transition Markov qui soit
II-irréductible et qui admet II comme distribution invariante (donc positive.) Si P(-|z) admet une
densité par rapport a I1 pour tout x € X, alors P est Harris-recurrent.

En résumé, afin de démeéler toutes ces définitions et résultats, une chaine de Markov sera ergodique

a condition que

(a) la chaine admette IT comme distribution invariante, ce qui peut étre assuré par la condition

d’équilibre ;

(b) la chaine soit II-irréductible;

(¢) la chaine soit apériodique.
Sous ces conditions, ’ergodicité sera pour II-presque toute valeur initiale. Pour que 'ergodicité soit
pour toute valeur initiale, on requiert la condition plus forte d’Harris-récurrence ; notons cependant

que des résultats tels que la proposition 2.12 peuvent étre utilisés afin de montrer I’Harris-récurrence

a partir de la II-irréductibilité.
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La vérification de ces trois conditions dépend de P et de sa distribution stationnaire II. Lorsqu’il
sera question des algorithmes MCMC, la distribution II sera donnée et I’algorithme Monte Carlo sera
construit de sorte a produire une transition P qui respecte ces trois conditions. Bien que la condition
d’équilibre ne soit pas nécessaire, il s’agit d’une maniére particulierement simple d’assurer que la
chaine admette la bonne distribution stationnaire. Ainsi, la plupart des algorithmes MCMC reposent
sur la condition d’équilibre; les deux autres conditions — la II-irréductibilité et ’apériodicité — se
vérifient relativement facilement dans la majorité des cas. Certaines applications de ces résultats seront
considérées a la section 2.3 afin de démontrer la validité de certains algorithmes MCMC couramment

utilisés.

2222 V-ergodicite

L’ergodicité d’une chaine de Markov est définie en fonction de la norme induite par la variation
totale. Il est possible de généraliser cette définition a des normes plus générales et dont la variation
totale est un cas particulier.

Définition 2.17 (V-norme d’une mesure signée) Soit V : X — [1,00) une fonction. Alors, la

V-norme d’une mesure signée p : B(X) — R sur une o-algébre B(X) de Uespace X est définie

selon

lully, = sup |u(g)l,
g:19|<V

Définition 2.18 (V-ergodicité) Soit {X,}nen une chaine de Markov Harris-positive admettant
IT comme distribution invariante. S’il existe une fonction V = 1 avec II(V) < oo telle que

lim [P"([z) ~ (), =0, Vo€,
n— oo
alors la chaine est dite V-ergodique a II.

Remarque 2.13 Lorsque V =1, la V-ergodicité correspond a l’ergodicité en terme de la norme de
variation totale. En effet, il est possible de montrer I’équivalence suivante :

—

1
lllpy =5 sup |u(h)] = Sllul;-
2 nini<t 2
Les théoremes de V-ergodicité demandent un ensemble de définitions supplémentaires afin de
détailler les conditions nécessaires. Cependant, la supposition additionnelle principale par rapport
aux théoremes d’ergodicité (e.g. théoremes 2.10 et 2.11) sera d’exiger que II(V) < oo (voir Meyn et
Tweedie, 2009, chapitre 14, pour plus de détails.)
Remarque 2.14 La V-ergodicité implique également (Robert et Casella, 2004, théoréme 4.6.7)
que lespérance d’une certaine fonction f sous la distribution marginale converge vers l’espérance

sous la distribution stationnaire de cette méme fonction d condition que |f| < |V|. En particulier,
l’ergodicité implique la convergence de l’espérance pour toute fonction bornée.

2.2.2.3 Ergodicité V-géométrique

L’ergodicité et la V-ergodicité supposent uniquement la convergence de la distribution itérée vers
la distribution stationnaire : aucune supposition n’est faite sur le rythme de convergence. Quant a elle,
I’ergodicité V-géométrique suppose un rythme de convergence géométrique, c’est-a-dire exponentiel
décroissant en n.

Définition 2.19 (Ergodicité V-géométrique) Soit {X,}nen une chaine de Markov Harris-
positive avec I1 comme distribution invariante. S’il existe une fonction V > 1 avec II(V) < oo et

41



une constante ryv > 1 telles que, pour tout x € X,

D P () =y, < oo, (2.15)

n=1

alors la chaine est dite V -géométriqguement ergodique da II. Lorsque V =1 alors la chaine est dite
géométriquement ergodique. Lorsque la condition (2.15) n’est vérifiée que pour II-presque tout x,
alors la chaine est dite I1-p.s. V-géométriquement ergodique.

Remarque 2.15 L’ergodicité géométrique est parfois définie d’une maniére différente, mais équivalente.
Tierney (1994) la définit par Uexistence d’une fonction M : X — [0,00] avec II(M) < oo et d’un
r < 1 tels que, pour tout © € X,

127 (|2) = Mgy < M(2)r",

alors que Roberts et Rosenthal (2004) la définissent plutét par lexistence d’une fonction M : X —
[0,00) et d'un r < 1 tels que

[P () — IT|| oy < M(z)r", presque partout I1.

Le lien entre ces définitions et la définition 2.19 est relativement évident puisque [’ergodicité V -
géométrique implique une décroissance géométrique :

12" (|2) =y, < M(z)ry",

ot

M(w) =Y ri| P (o) — 1],

nz1

Afin de vérifier 'ergodicité V-géométrique d’une chaine de Markov, certaines conditions de dérive
géométrique, parfois appelées condition de dérive de Foster-Lyapunov, peuvent étre utilisées. On
considere ici un cas particulier de la condition générale introduite par Meyn et Tweedie (2009, section
14.2.1, condition V3).

On introduit d’abord une notation pratique. Pour une fonction V' : X — R et une transition
P sur X, l'espérance conditionnelle de V(X,,4+1) sachant X,, = z est notée PV (z), ce qui définit la

fonction PV : X — R et qui s’exprime explicitement par

PV (x) = /X V(y)P(dyla).

Définition 2.20 (Dérive géométrique vers un ensemble C, Jarner et Hansen, 2000)
Un noyau de transition Markov P satisfait une condition de dérive géométrique vers C s’il
eziste des constantes 0 < A < 1 et b < oo, possiblement dépendantes sur C, ainsi qu’une fonction
V : X — [1,00] finie pour au moins un x telles que

PV(z) < AV (z) +blc(z), VzeX. (2.16)

Remarque 2.16 Dans une notation plus compacte, on écrit souvent (2.16) dans la forme PV <
AV +b1lc. De plus, une condition suffisante & (2.16) couramment utilisée et plus intuitive d vérifier
est la suivante :

AV (z), ze€X\C,

PV(z) < {
b, zeC.

Théoréme 2.17 (Meyn et Tweedie, 2009, théoréme 15.0.1) Soit P un noyau de transition
Markov ¢-irréductible et apériodique. S’il existe une petit ensemble C € B(X) tel que P satisfait d la
condition de dérive géométrique vers C pour une certaine fonction V > 1 telle que ©(V') < oo, alors
la chaine est w-p.s. V-géométriquement ergodique a . En particulier, la convergence géométrique
du noyau itéré vers w est pour tout x tel que V(x) < oo.
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2.2.2.4 Ergodicité V-uniforme

L’ergodicité V-géométrique demande la convergence de la distribution itérée vers la distribution
cible en norme V pour tout état initial de la chaine. Une telle convergence est uniforme au sens
ou le rythme de convergence doit étre uniforme par rapport a 1’état initial alors que ceci n’est pas
nécessaire a la V-ergodicité. L’ergodicité V-uniforme est plus forte que lergodicité V-géométrique
puisque la constante de proportionnalité associée au rythme de convergence géométrique, M (z), peut
varier selon x € X et est possiblement non-bornée.

Définition 2.21 (V-norme d’un noyau de transition signé) Soit V : X — [1,00) une fonction.

Alors, la V-norme d’un noyau de transition signé P : B(X) x X — R sur une o-algébre B(X)

et l’espace X est définie selon
[P(2)y
P||y, = sup —————+.
|H H'V X V(x)

Définition 2.22 (Ergodicité V-uniforme) Soit {X,}nen une chaine de Markov ergodique a II.
S’il existe une fonction V > 1 telle que

lim [|P" —TI]f},, =0, (2.17)
n—oo
avec la convention II(B) = II(B|x), alors la chaine est dite V-uniformément ergodique d II.

Lorsque V = 1 alors la chaine est dit uniformément ergodique et cette définition correspond a
lexistence d’'un M < oo et d’un r <1 tels que

[P (|z) = || gy < Mr",  VzeX.

Pour bien comprendre le concept d’ergodicité V-uniforme par rapport a celui de V-ergodicité, on
peut dresser un parallele avec la convergence d’une suite de fonction. En effet, 'ergodicité V-uniforme
est a la V-ergodicité ce que la convergence uniforme est a la convergence point a point. L’ergodicité V-
uniforme est donc un concept global-—uniforme—par rapport a z € X. Ainsi, la vitesse de convergence
ne dépends donc naturellement pas de x pour ce mode de convergence alors qu’elle en dépends pour

la V-ergodicité et cette distinction est la méme que pour la convergence de suite de fonctions.

2.2.3 Théoremes limites

L’ergodicité assure que la chaine de Markov converge en distribution vers une certaine distribution
II. Dans le contexte des méthodes de Monte Carlo, ce genre de propriété n’est pas exactement ce qui
est recherché, bien qu’il s’agisse d’une garantie intéressante. Il est plus pertinent de se renseigner sur
les propriétés de I'estimateur Monte Carlo lui-méme plutot que sur celles de I’échantillon. Deux types
de résultats permettent de connaitre le comportement asymptotique de cet estimateur : une loi des

grands nombres et un théoreme limite central.

2.2.3.1 Loi des grands nombres

Les résultats du type « loi des grands nombres fonctionnelle » établissent que la moyenne d’une
fonction de la chaine converge vers ’espérance de cette fonction sous une certaine distribution. Il y
a cependant un lien étroit avec le concept d’ergodicité puisque I’'Harris-positivité est suffisante pour
assurer la loi forte des grands nombres pour toute fonction Il-intégrable. De plus, I'ergodicité est

parfois suffisante pour assurer I’'Harris-positivité.
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2.2.3.2 Théoreme limite central

Théoréme 2.18 (Loi forte des grands nombres I, Meyn et Tweedie, 2009, théoréme
17.1.7) Soit {X,}nen, une chaine de Markov a espace d’états X qui soit Harris-positive avec 11
comme distribution stationnaire. Pour toute fonction f : X — R telle que II(|f]) < oo on a la loi
forte des grands nombres, c.-d-d.,

N
TS B ), oo,
n=1

ot la convergence presque sure est par rapport a la mesure de probabilité sur le processus au complet.

Théoréme 2.19 (Loi forte des grands nombres II, Meyn et Tweedie, 2009, théoréme
17.3.2) Soit {Xn}nen, une chaine de Markov a espace d’états X qui soit Harris-récurrente avec 11
comme mesure invariante o-finie. Pour toute fonction f,g : X — R telle que (| f]),II(lg]) < oo on
a la loi forte des grands nombres pour le ratio, c.-a-d.,

Son f(Xn) e ()
SV g(X.) | T

En particulier, ce résultat tient lorsque 11 est une mesure de probabilité.

, n — o0.

Remarque 2.20 Par abus de langage et afin d’alléger le texte, on utilisera l’expression « loi des
grands nombres » pour désigner plusieurs types de résultats. En effet, une distinction est souvent
faite entre une loi des grands nombres pour un échantillon indépendant—comme il fut question a la
section 2.1.1 sur les méthodes MC standards i.i.d.—et une loi des grands nombres pour chaines
de Markov. Le second type est en fait un cas particulier des théorémes ergodiques. Un théoréme
ergodique, dans le contexte de la théorie de la mesure, est un résultat du type

n—1

HILIEO%Zf (T'z) = ﬁ /fdu, (2.18)

t=0

o0 T : X — X est un systéme dynamique mesuré (c.-a-d. une transformation u-invariante) sur un
espace mesuré (X ,3,p), ot f est u-intégrable (f € LM (n)) et ot x € X est Iétat initial du systéme.
L’interprétation d’un théoréeme ergodique est la suivante : la moyenne temporelle, donnée par le coté
gauche de l’égalité dans (2.18), est égale a la moyenne dans l’espace, donnée par le coté droit de
Uégalité dans (2.18).

Dans le cas qui nous concerne, T' est la transition de Markov qui construit I’échantillon {x+}+>o0
avec i = T'z, p est la distribution cible qui intégre donc a 1 (u(X) = 1), p(f) = [ fdp est
l’espérance recherchée et x = xo est l’état initial de la chaine de Markov.

On wvoit dés lors le lien direct entre ergodicité d’une chaine de Markov et la loi des grands
nombres. En effet, l’ergodicité de la chaine correspond d [’ergodicité de la transformation T qui
assure du coup l'égalité (2.18) et donc la loi des grands nombres.

La loi des grands nombres assure que la moyenne échantillonnale converge vers 1’espérance.

Cependant, ce type de résultat ne renseigne pas sur la distribution asymptotique de la moyenne.
Cette distribution est particulierement intéressante afin de mesurer la précision de l'estimation de
I’espérance produite par la moyenne. La classe des théorémes limites centraux permettent d’établir
la normalité de la distribution asymptotique, ce qui permet ensuite de calculer des erreurs standards
Monte Carlo ou des régions de confiance pour l’estimation. On considere ici des conditions sous

lesquelles une chaine de Markov satisfait & un théoréme central limite. Afin de simplifier la notation,

on écrira f = f —TI(f) de sorte que TI(f) = 0.

Définition 2.23 (Théoréme limite central) Pour une chaine de Markov {Xn }nen, on dit qu’un
théoréme central limite est satisfait pour une fonction f s’il existe une constante 0 < 0'? < 00, la
variance asymptotique, telle que pour toute valeur initiale xo € X, on a

X() = X0 = @(2),

N
1 _
lim P| —— E Xn) <z
N —o0 \/NO'f n:lf( )
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ot ® dénote la fonction de répartition d’une variable aléatoire normale centrée réduite. En particulier,

ﬁ S HXD B N0, N ool

En considérant la distribution dégénérée comme une distribution normale & variance nulle, cette
définition se généralise au cas O']2c =0.

Remarque 2.21 Bien que la notation semble indiquer le contraire, a? ne dépend pas que de f : la
variance asymptotique dépend évidemment de I1, mais surtout du noyau de transition P. Un domaine
important des MCMC' est justement l’étude du lien entre oy et le choix de P, particuliérement la
minimisation de la variance asymptotique parmi une certaine classe de noyauz (section 2.5).

Théoréme 2.22 (Théoréme limite central I, Meyn et Tweedie, 2009, théorémes 17.5.3
et 17.5.4) Soit {Xn}nen, une chaine de Markov a espace d’états X qui soit Harris-positive avec 11
comme distribution stationnaire de sorte que la chaine est V-géométriquement ergodique pour une
certaine fonction V> 1 telle que w(V?) < co. Alors, pour toute fonction f : X — R telle que
f? <V, la chaine de Markov satisfait la loi forte des grands nombres pour une certaine variance
asymptotique 0 < szc < 00 qui est donnée par

of == I/l +2 D _(FP"(F)m. (2.19)
n>1

ot (f,g) = II(fg) définit le produit scalaire sur Uespace L2(II) des fonctions qui sont I-intégrables
lorsqu’élevées au carré avec la norme ||f||5 = (f,f)m.

Théoréme 2.23 (Théoréme limite central I, Roberts et Rosenthal, 2004, théoréme 27)
Soit {Xn}nen, une chaine de Markov ¢-irréductible, apériodique et réversible. Alors, le théoréme
limite central est vérifié pour toute fonction f telle que la variance asymptotique (2.19) est finie.
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2.3 Monte Carlo par chaines de Markov

Dans l'exposition des propriétés des chaines de Markov (section 2.2), on a vu que certaines
conditions sur la transition de Markov P de la chalne peuvent assurer une loi forte des grands nombres
et méme un théoréme limite central. Ainsi, on peut envisager 1'utilisation d’une chaine de Markov

comme échantillon Monte Carlo afin d’estimer une espérance 7 (f).

Les méthodes de Monte Carlo considérées a la section 2.1 possédaient toutes un élément commun :
les valeurs de I’échantillon Monte Carlo utilisé pour ’estimation sont produites d’une maniére indépendante.
Quant a elles, les méthodes Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC) générent 1’échantillon
Monte Carlo séquentiellement & ’aide d’une chaine de Markov qui contient alors de la dépendance

séquentielle. L’algorithme 2.4 détaille la procédure générale.

Algorithme 2.4 Algorithme MCMC général

Données Distribution cible 7, transition de Markov P et taille de ’échantillon
Monte Carlo N.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chalne zg.

2. Pour n=0,...,N — 1,

(a) Echantillonnage. Générer le nouvel état de la chaine :
Xnt1|Xn =20 ~ P(-|zn).

Sortie L’échantillon xq.x.

Cette section considere certains exemples d’algorithmes MCMC ainsi que leurs propriétés théoriques

relativement a la convergence vers la distribution cible ainsi qu’aux théoréemes limites.

2.3.1 Lalgorithme Metropolis-Hastings

Un des algorithmes MCMC les plus utilisés et dont les propriétés sont le mieux connues est
Palgorithme Metropolis-Hastings (MH). Il s’agit d’un algorithme basé sur le principe d’acceptation/rejet
de candidats, a l'image de I’échantillonnage par rejet (algorithme 2.3), mais en utilisant une chaine de
Markov. Comme pour toute chaine de Markov, un nouvel état de la chaine est généré a partir de 1’état
actuel. Pour ce faire, un candidat généré conditionnellement a 1’état actuel est proposé comme nouvel
état de la chaine ; ensuite, le nouvel état de la chaine est choisi selon une certaine probabilité entre cette
proposition et 1’état actuel. La procédure exacte est décrite a ’algorithme 2.5. Pour un certain choix
de probabilité d’acceptation et pour certaines conditions sur la distribution instrumentale générant
les candidats, la chalne de Markov produite sera ergodique a la distribution cible.

Définition 2.24 (Noyau Metropolis-Hastings) Soit II, une distribution cible qui admet une

densité  par rapport a une mesure o-finie u et soit QQ un noyau de transition de Markov admettant
une densité q par rapport d u, appelée la densité instrumentale, c.-d-d.,

Q(dylz) = q(y|z)p(dy).
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On définit la probabilité d’acceptation Metropolis-Hastings selon [’expression
a(y|r) = min {1, :W} . (2.20)
Un noyau Metropolis-Hastings prend alors la forme suivante
PlEle) = [ atie)Q(iyle) + () 16z € B),

et admet la (pseudo-) densité suivante
pyle) = alylz)a(ylz) +r(2)d.(y),

ot 0z(+) est la fonction de masse delta de Dirac en x et ot r(x) est la probabilité de la chaine de

demeurer en x, donnée par

7@%4—/awwmwm.

Algorithme 2.5 Algorithme Metropolis-Hastings (MH)

Données Densité cible 7, densité instrumentale ¢ et taille de I’échantillon Monte
Carlo N.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chalne zg.

2. Pour n=0,...,N —1,

(a) Proposition. Générer la proposition
Y|Xn = zn ~q(-|zn);
(b) Acceptation. Avec probabilité

m(y)a(znly) } 7

a(y‘x") = min {1’ W($7L)Q(y|x”)

accepter la proposition (z,+1 = y); sinon rejeter la
proposition (Zn4+1 = n.)

Sortie L’échantillon xq.n.

Dans I’étude des propriétés des chaines de Markov, une des conditions qui est souvent utilisée
afin de vérifier I'ergodicité est la condition d’équilibre (définition 2.13.) En choisissant la probabilité
d’acceptation Metropolis-Hastings (2.20), une condition suffisante & la condition d’équilibre est que la

densité instrumentale soit positive sur le support de 7.

Proposition 2.24 Soit P un noyau Metropolis-Hastings pour une densité w a support X =
{z : w(x) > 0}. Alors, le noyau P satisfait la condition d’équilibre 2.13 dés que la densité instrumentale
q est positive pour toute paire de points du support de w, c.-a-d.,

q(ylz) > 0, Vzye X.

Démonstration. La preuve utilise la proposition 2.6 ou la condition d’équilibre de la densité est
suffisante. Soient x,y € X, alors 7(x),7(y) > 0 et, par hypothese, q(y|z), g(z]y) > 0. La division par
ces quantités est donc permise. Ainsi, pour = # y, on a d;(y) = 0 et on trouve directement
p(ylz)m(z) = [a(ylz)q(ylz) + r(z)d(y)] 7 (z)
— a(yl2)q(ylz)r()

_ min{L m(y)a(zly) } Jlo)n(z)

m(x)q(y|r)
= min {7 (y)q(z|y), 7(z)q(y|x)},
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qui est exactement symétrique en (z,y), ce qui montre la condition d’équilibre. Puis, pour z = y, la
condition d’équilibre est triviale,

plyle)m(z) = p(z|z)r(z) = p(zly)m(y)-
O

Afin de vérifier 'ergodicité d’une chaine de Markov, la condition d’équilibre n’est pas suffisante
a elle seule : le théoreme 2.7 montre seulement que la chaine de Markov admet m comme distribution
stationnaire. En effet, la w-irréductibilité et 'apériodicité de la chaine doivent également étre démontrées
(théoréme 2.10). En supposant que la densité instrumentale soit bornée par le bas pour des pas bornés,
il est possible de vérifier ces propriétés pour un algorithme Metropolis-Hastings.

Proposition 2.25 (Robert et Casella, 2004, lemme 6.2.7) Soit P un noyau Metropolis-

Hastings pour une densité m da support X qui soit connecté. Supposons que T soit bornée par le haut
et par le bas sur tout sous-ensemble compact de X et qu’il existe §,¢ > 0 tels que

qlylz) >, Y]z —yl, <4,

alors le noyau P est w-irréductible et apériodique. De plus, tout ensemble compact non-nul est un
petit ensemble.

La proposition suivante énonce un ensemble de conditions suffisantes a I’apériodicité d’une chaine
de Markov provenant d’un algorithme Metropolis-Hastings. On requiert la m-irréductibilité et une
probabilité de rejet soit non-nulle sur le support de 7.

Proposition 2.26 Soit P un noyau Metropolis-Hastings pour une distribution 11 a support X

satisfaisant la condition de I-irréductilibité et tel que r(x) > 0 pour tout x € X. Alors, le noyau P
est apériodique.

Démonstration. Supposons le contraire : il existe un m-cycle pour m > 2. On a donc (50,51, ..., 5m)
tous disjoints excepté So = S, tel que, pour tout i, I1(S;) > 0 et P(Si+1]z) = 1, = € S;. Par
hypothese, on a

]P)(Xl = Xo) = T(X()) > 0.

Cependant, puisque les ensembles sont disjoints, le passage de Xo a Si doit s’effectuer par une
acceptation M.-H. vu que X € Si. On trouve alors

P(51|$’) = P(X1 S S1|X0 = a:) <1-— r(:c) < 1,

ce qui contredit P(S:|z) = 1. O

Enfin, la proposition suivante établit un lien direct entre la récurrence et 'Harris-récurrence des
noyaux Metropolis-Hastings. Ainsi, par le théoréme 2.11, on trouve que ces noyaux seront ergodiques
pour toute distribution initiale deés que la condition d’équilibre, la m-irréductibilité et ’apériodicité
sont vérifiées.

Proposition 2.27 (Tierney, 1994, corollaire 2) Soit P un noyau de transition Metropolis-

Hastings pour une certaine distribution stationnaire cible w. Si P est m-irréductible, alors P est
Harris-récurrent.

2.3.1.1 Lalgorithme Metropolis-Hastings indépendant

Lorsque la densité instrumentale est indépendante de I’état actuel de la chaine, I'algorithme M.-
H. est alors dit indépendant (IMH : Independent Metropolis-Hastings), parfois appelé Ialgorithme
Hastings. Dans ce cas, l'algorithme ressemble a la méthode Monte Carlo par acceptation/rejet ot

des propositions i.i.d. sont successivement ajoutées avec une certaine probabilité a ’échantillon. La
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différence est dans le calcul de la probabilité d’acceptation et dans le fait qu’un rejet correspond plutot
a répéter I'état actuel dans 1’échantillon.
Définition 2.25 (Noyau Metropolis-Hastings indépendant) Soit P un noyau Metropolis-
Hastings de densité instrumentale q. Si la densité instrumentale est indépendante de l’état actuel de

la chaine, c.-d-d., q(y|z) = q(y), alors Ualgorithme est dit indépendant. La probabilité d’acceptation
M.-H. prend alors la forme suivante :

a(y|z) = min {1777:(3/)(1(30)} . (2.21)

Tout comme Péchantillonneur par rejet (algorithme 2.3), le rapport des densités est au cceur de
la validité de ’algorithme. En effet, lorsque la densité instrumentale peut envelopper la densité cible,
alors l'algorithme sera uniformément ergodique.

Théoréme 2.28 (Robert et Casella, 2004, théoréme 6.3.1 et lemme 6.3.2) Soit P un noyau

M.-H. indépendant de densité instrumentale q indépendante et de densité cible m ayant X comme

support. S’il existe M < oo tel que
m(z) < Mq(z),

alors lalgorithme est uniformément ergodique avec

n 1y
1P Cla) = ey <2 (1= 57)

De plus, la probabilité d’acceptation M.-H. (2.21) sera supérieure ou égale d ﬁ des que la chaine est
stationnaire.

2.3.1.2 L’algorithme Metropolis-Hastings marche aléatoire

Un second cas particulier de 'algorithme Metropolis-Hastings est le cas marche aléatoire. Dans
ce cas, la proposition est générée en perturbant 1’état actuel z, c’est-a-dire en y ajoutant un pas e
venant d’une densité ¢ indépendante de 1’état actuel. Il est alors possible d’écrire y = x + ¢, ol € ~ ¢,

et la distribution de y sachant x prend alors la forme suivante :

q(ylz) = q(e) = q(y — z).

Le nouvel état, choisi entre y et x selon la probabilité d’acceptation M.-H., suit donc la densité

suivante :
plylr) = q(y — z)a(ylr) +r(z)d(y),
qui définit une marche aléatoire homogene.

Définition 2.26 (Noyau Metropolis-Hastings marche aléatoire) Soit P un noyau Metropolis-
Hastings de densité instrumentale q. St la densité instrumentale est une marche aléatoire, c.-a-d.,

q(ylz) = q(y — ),

alors l'algorithme est dit du type marche aléatoire.

La proposition 2.25 peut s’appliquer d’une maniere triviale aux algorithme M.-H. marche aléatoire.
Si la densité instrumentale de la marche aléatoire est bornée par le bas dans une boule centrée a
lorigine, c.-a-d., si

Izl <6 = q(z)>¢

alors le noyau M.-H. résultant est w-irréductible et apériodique. En général ce type de condition est

facilement vérifiée en choisissant une densité instrumentale relativement réguliere. Par la condition

49



d’équilibre de I'algorithme, le noyau admet également m comme distribution stationnaire et le théoreme 2.10

implique I'ergodicité de la chalne pour w-presque toute valeur initiale.

2.3.1.3 Lalgorithme Metropolis

Un cas particulier de l'algorithme M.-H. marche aléatoire est ’algorithme Metropolis (RWM :
Random Walk Metropolis) (Metropolis et collab., 1953) ou la densité instrumentale est supposée
symétrique, c.-a-d., ¢(y — ) = g(x — y). L’avantage de cette condition est la simplification de la

probabilité d’acceptation au rapport des densités :

olyle) = min {1W} — min {1W} - mm{ ”@)} .

m(x)q(ylz) m(z)q(y — z) m(z)

Contrairement a ’algorithme M.-H. indépendant, I’algorithme M.-H. marche aléatoire ne satisfait
généralement pas a l'ergodicité uniforme. En effet, Mengersen et Tweedie (1996, théoréme 3.1) montrent
qu’un noyau Metropolis sur R nest jamais uniformément ergodique, et ce, pour n’importe quelle
densité cible w. Par contre, la propriété d’ergodicité géométrique peut étre vérifiée sous certaines
conditions. Par exemple, ceci peut étre fait en dimension d = 1 en supposant la log-concavité des
ailes de la densité cible.

Définition 2.27 (Log-concavité des ailes) Soit m une densité d support X C R?. Sl existe
O0<a<ooetl< M < oo tels que

logm(z) —logm(y) =2 ally —xl,, VY l=zllylyll, = M,
alors on dit que 7 a des ailes log-concaves.

Théoréme 2.29 (Mengersen et Tweedie, 1996, théoréme 3.1) Soit m une densité symétrique
a support X C R et aux ailes log-concaves de constante o et soit un noyau Metropolis de densité
instrumentale q symétrique et positive. Alors, la chaine produite par le noyau Metropolis est V-
géométriquement ergodique pour la fonction V(x) = exp(s|z|), ot 0 < s < a.

Si  nest pas symétrique, alors la méme conclusion tient en supposant de plus que la densité
instrumentale satisfait
q(z) <b-exp(—alz),

pour un certain 0 < b < co.

La log-concavité des ailes de la densité cible assure des ailes & décroissance au moins exponentielle.
Pour le cas général (en dimension d arbitraire), en plus d’une condition sur le rythme de décroissance
des ailes, une ergodicité géométrique pourra étre assurée en supposant la condition supplémentaire

de contours réguliers qui exige, intuitivement, que la densité cible soit décroissante vers les grands
1l

Théoréme 2.30 (Jarner et Hansen, 2000, lemme 3.5) Soit P un noyau Metropolis pour une
densité cible ™ positive et continue et soit q une densité instrumentale telle que

a(ylz) = q(ly — zl,), (2:22)
2] <6 = q(z)>e. (2.23)

Supposons qu’il existe un petit ensemble C' pour lequel P satisfait la dérive géométrique pour une
certaine fonction V' = 1 continue et que les conditions suivantes sont satisfaites ,

: V(x)
lim sup
lz]l5— o0 V()

P
<1, sup Viz) < o0

zeX V(ZC)

Alors, la chaine est V-géométriquement ergodique d 7.
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Définition 2.28 (Ailes super-exponentielles) On dit qu’une densité 7 a support dans R? admet
des atles super-exponentielles si elle est positive et si elle admet des premiéres dérivées continues

telles que
T

-Viogn(z) = —o0.

lim
Izl —oo |z,

Théoréme 2.31 (Jarner et Hansen, 2000, théoréme 4.1) Soit P un noyau Metropolis pour
une densité cible ™ auz ailes super-erponentielles et soit q une densité instrumentale satisfaisant
(2.22) et (2.23). Alors, la chaine est V-géométriquement ergodique d w si et seulement si

liminf Q(A(z)|z) > 0,

llzllg—o0
ot A(z) = {y|n(y) = w(x)} est la région d’acceptation automatique. En particulier, une condition
de dérive géométrique est satisfaite avec V oc /2.

Définition 2.29 (Contours réguliers) On dit qu’une densité m d support dans R? admet des
contours réguliers si elle est positive et si elle admet des premiéres dérivées continues telles que

lim sup 2 V()

= < 0.
l|lz|lo— o0 ||5U||2 HVW(QU)Hz

Théoréme 2.32 (Jarner et Hansen, 2000, théoréme 4.3) Soit P un noyau Metropolis pour
une densité cible m aux ailes super-erponentielles et aux contours réguliers et soit q une densité
instrumentale satisfaisant (2.22) et (2.23). Alors, la chaine est V-géométriquement ergodique d .

2.3.1.4 Lalgorithme MALA

L’échantillonneur MALA (pour Metropolis-Adjusted Langevin Algorithm, Roberts et Tweedie,
1996a) est une version de l’algorithme Metropolis-Hastings de type marche aléatoire ot I'incrément

est biaisé dans la direction du gradient de 7. Spécifiquement, la proposition est donnée par
o2
YIX =2~ Ny (w + 2V10g7r(:v)702Id> .

Une justification théorique de ce choix d’incrément est possible, mais elle requiert certains concepts
théoriques hors de I’étendue de cette exposition. Intuitivement, modifier la marche aléatoire de sorte
a favoriser des pas vers une densité cible plus élevée fait en sorte que les candidats proposés risquent

d’étre de meilleure qualité. Ainsi, ’exploration de 'espace X’ sera généralement plus efficace.

Il sera question a la section 2.5 de 'efficacité des algorithmes MCMC et on y verra que l’algorithme

MALA est théoriquement plus efficace qu’un algorithme Metropolis.

2.3.2 Extensions et variantes

L’algorithme Metropolis-Hastings produit une chaine de Markov aux propriétés souhaitées en
imposant des conditions relativement faibles sur la densité instrumentale. Cette densité instrumentale
est la seule partie de l'algorithme qui peut étre modifiée; cette section considére donc d’autres
algorithmes utilisant une chaine de Markov afin de produire un échantillon Monte Carlo. Ces méthodes
seront souvent similaires a 1’algorithme Metropolis-Hastings, mais leurs distinctions respectives peuvent

les rendre pertinentes dans certaines situations.
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2.3.2.1 Compositions de noyaux

Supponsons que la transition de Markov P utilisée pour produire la chaine se décompose en une
suite de transitions P , ..., Py, ellessmémes de Markov. Si z,, est ’état actuel de la chaine, le prochain

état est généré séquentiellement :

1
X0 1 X0 = 2 ~ Pi(Jan)

2 1
X¢(1421|X7(1+)1 = I1(1+)1 ~ Pa- |$n+1)

N _  (m-1) (m—1)
+1|Xn+l - ‘rn’ril ~ Pm(|$nn—7—1 )
pour finalement poser x,,41 = xgﬁ)l. Par exemple, si X’ est de dimension d, alors chacune des transitions

P;,j=1,...,p, peut correspondre a la mise a jour de la j-iéme composante de x,,.

D’abord, si chacune des transitions P; admet m comme distribution invariante, alors il est clair

que P admettra également 7 comme distribution invariante : soit B € B(X),
7P(B) =7(Pp,---P1)(B) =7Pp(Pn-1---P1)(B) =7(Pp_1---P1)(B) = ... =7wP(B) = n(B).

Cependant, si chacune des transition P; est réversible, il ne sera pas nécessairement le cas que la
composition P le sera également. C’est une des raisons pour lesquelles les noyaux MCMC non-
réversibles doivent également étre considérés et que les résultats de la section 2.2 sont majoritairement
énoncés en terme d’invariance et non de réversibilité. Par contre, il est possible d’assurer la réversibilité

d’une composition en procédant a une composition palindrome P = P, --- P, Py, - - P1.

Tierney (1994, proposition 4) montre que les compositions P P; et P, P; de deux transitions Py, P,
admettant 7 comme distribution invariante et telles que P; ou P, satisfait la condition de minorisation

(définition 2.10) sont uniformément ergodiques (définition 2.22).

L’échantillonneur de Gibbs (algorithme 2.6) effectue une mise a jour cyclique des composantes
de V’état actuel en échantillonnant la distribution conditionnelle au sous-espace engendré en fixant

toutes les autres composantes. Explicitement, soit

m(x)

() | p(=9)
w0 =

la densité conditionnelle de la j-itme composante sachant les autres composantes (=7 ot z =
(x ) (=i )). Alors, si ’état actuel est donné par x,,, le nouvel état est obtenu par la séquence suivante
de mise-a-jour :

1 _ 2 1 d d
XN w2, X~ w20y, X~ (25D,

L’échantillonneur de Gibbs peut étre réinterprété comme un algorithme Metropolis-Hastings
méme si, en apparence, il n’y a aucune étape d’acceptation/rejet. En effet, si ’on consideére la densité
conditionnelle comme une densité instrumentale, alors la probabilité d’acceptation lors de la mise-
a-jour d’une composante est d’exactement 1. Pour voir ceci, on considere la mise a-jour de la j-

itme composante de z et une proposition Y0 ~ 7(-|z(=7)) avec (=) = 2(=9). Alors, en posant
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Algorithme 2.6 Echantillonneur de Gibbs

Données Distribution cible 7 & support X C R? et taille de 1’échantillon Monte
Carlo N.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine xo € X ;
2. Echantillonnage. Pour n =0,...,N —1,
(a) Pour 7 =1,...,d, mettre a jour la j-itme composante :

X0y ool 2 Gy,

Sortie L’échantillon z1.n et estimé Monte Carlo (2.2).

Yy = (y(j ) (=7 ))7 le ratio dans la probabilité d’acceptation est donné par

@Dy ay)  w(aDaD) ) ) )
@) r(yD|zD) — w(yDyD) w(x) /Rﬂ(y) dyY) x T a0 = 1

L’algorithme de Gibbs requiert qu’il soit possible d’échantillonner des distributions conditionnelles
(- \:c(_j ) ). Bien que certaines situations le permettent, ce ne sera pas généralement le cas. La réinterprétation
décrite au paragraphe précédent suggere que la structure de cet algorithme est similaire a celle d’un
algorithme Metropolis-Hastings ol la densité instrumentale est choisie comme la densité conditionnelle.
Si ces dernieres ne sont pas disponibles, il est facile de remplacer ces densités conditionnelles par une
autre densité instrumentale et de procéder réellement a une étape d’acceptation rejet. C’est le principe
derriere ’algorithme Metropolis-within-Gibbs 2.7. La densité instrumentale est alors une densité
a une dimension, souvent une marche aléatoire afin de profiter de ’état actuel de la chaine. De plus, la
densité instrumentale univariée peut différer entre les composantes, ce qui peut étre pertinent lorsque
la variance des composantes de 7 different largement entre elles. Ces densités peuvent dépendre d une
seule ou de plusieurs composantes de ’état actuel. Cette technique peut également étre étendue a la

mise & jour par bloc des composantes plutét qu’'une seule composante a la fois.

Algorithme 2.7 Algorithme Metropolis-within-Gibbs (MwQ)

Données Distribution cible 7 & support X C R?, taille de I’échantillon Monte
Carlo N et densités instrumentales ¢;(:|-) : R xR — [0,00).
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chalne zg € X;
2. E'chantillonnage. Pour n=0,...,N —1,
(a) Pour j =1,...,d, mettre a jour la j-itme composante :

i. Proposition. Le nouvel état est proposé :
Y~ g;(-|z");
ii. Acceptation. Avec probabilité
min {17 (@i D2y |2 } :

r(@( 7Y 29 29D g @D |y )

accepter la proposition (xif}rl - y<j)) . sinon rejeter Ia
proposition (g:fﬁl —20)

Sortie L’échantillon x1.n et 'estimé Monte Carlo (2.2).
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2.3.2.2 Melange de noyaux MCMC

Les algorithmes Gibbs et Metropolis-within-Gibbs parcourent tous deux les différentes composantes
de I'espace d’une maniere cyclique. Alternativement a cette approche parfois appelée balayage déterministe,
il est aussi possible de procéder a un balayage aléatoire des composantes. Ainsi, plutot que de
parcourir les composantes dans 'ordre j = 1,...,d, un indice j est sélectionné au hasard (uniformément)
et seulement cette composante est mise a jour. Si 'on dénote la mise-a-jour de la j-iéme composante

par la transition P; alors la transition globale est donnée par le mélange
1

Si chacune des transitions P; admet m comme distribution invariante, alors le mélange admettra aussi

7 comme distribution invariante : pour B € B(X), on a
1 1
7P(B)=m7 (d(Pl +--- Pd)> (B) = P (P (B) 4 ---wPy(B)) =

Roberts et Rosenthal (1997, section 3) considérent ce type de mélange dans le cas de mises & jour Gibbs
(via les distributions conditionnelles) ainsi que MwG (via des densités instrumentales) et prouvent

certains résultats quant a l'ergodicité V-géométrique de ces algorithmes.

En fait, cette construction s’applique & des cas plus généraux que les mises & jour par composantes :
chacune des transitions P;, j = 1,...,m, peuvent étre de pleine dimensions. Par exemple, des
transitions Metropolis-Hastings avec différentes densités instrumentales peuvent étre utilisées aléatoirement
dans un tel mélange. Ceci peut étre pertinent lorsque l’espace X contient des régions a covariances
différentes ; une certaine densité peut étre bien ajustée a m dans une région, mais pas dans une autre.

Si une des transitions est uniformément ergodique, alors le mélange le sera également (Tierney, 1994,
proposition 3).

2.3.2.3 Algorithmes a plusieurs candidats

L’algorithme Metropolis-Hastings propose un seul candidat a chaque itération. Une extension
possible de cet algorithme est de considérer plutét un ensemble de candidats puis de sélectionner un

des candidats les plus intéressants.

L’algorithme MH a rejet retardé (DR : Delayed Rejection, Mira, 2001a) est un exemple d’algorithme
qui considére plusieurs candidats a chaque itération. Un nombre maximal de candidats K est choisi;
a chaque itération, un candidat est proposé soit jusqu’a ce qu’il soit accepté, soit jusqu’a ce que
le nombre maximal soit atteint. Dans le second cas, la chaine reste sur place tel un rejet MH. La
maniére séquentielle de produire les candidats fait en sorte que la probabilité d’acceptation M.-H.
des candidats supplémentaires doit étre adaptée afin de prendre en compte la conditionnalité sur les
candidats précédemment rejetés. Par exemple, pour K = 2, on trouve que la probabilité d’acceptation
du premier candidat y") (notée a(l)(y(l) |z)) est la méme que celle d’un algorithme MH, puis que celle

du second candidat y?) est donnée par

a® (yPy® z) = min{ 1, (1) (V) (1= oWy y)) aa(wly® yD) (2.24)
m(@)q (yVlz) (1 - aW(yW|z)) g2(y@ |y M ,2)

ou q; et g sont les densités instrumentales respectivement du premier et du second candidat. L’algorithme 2.8
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contient la procédure pour K = 2 candidats. Le choix des densités instrumentales peut jouer un réle
important dans 'efficacité d’un tel algorithme : par exemple, Bédard et collab. (2014, corollaire 5)
montrent qu’un second candidat opposé au premier dans une marche aléatoire est optimal parmi une

certaine classe de densités instrumentales.

Algorithme 2.8 Algorithme Metropolis-Hastings a rejet retardé (DR) & deux
étapes

Données Densité cible 7, densités instrumentales g1 et ¢z et taille de I’échantillon
Monte Carlo N.

Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine xq.
2. Pour n=0,...,N —1,

(a) Proposition 1. Générer le premier candidat
YWIXy = 20 ~ a(n);

(b) Acceptation 1. Avec probabilité

(1) (1)
aW(yP|z,) =minJ 1, Ty Dar(@nly ) )Q1(96’711|y ) )
m(@n)q1 (Y ]zn)

accepter la proposition (xp4+1 = y(l)) et passer a l'itération
n + 1; sinon rejeter la proposition et :

i. Proposition 2. Générer le second candidat
Y(2)|Xn = Tn ~~ Q2('|y(1>7 :I"’IL);

ii. Acceptation 1. Avec probabilité a(Q)(y<2)|y<1>,xn) donnée
par (2.24), accepter la proposition (z,4+1 = y<2)); sinon
rejeter la proposition (zp4+1 = xn).

Sortie I’échantillon xo.N.

Plutét que de considérer un ensemble de propositions générées séquentiellement, les algorithmes a
essais multiples procedent plutét a la génération simultanée de K candidats pour ensuite sélectionner
un de ces candidats, sur lequel le test d’acceptation/rejet Metropolis-Hastings est effectué. Plusieurs
aspects de ces algorithmes peuvent étre modifiés : la maniere dont les candidats sont générés simultanément
peut inclure de la corrélation entre les candidats, la maniere de sélectionner la proposition parmi
les candidats peut favoriser certains comportements de ’algorithme, etc. Le chapitre 4 est dédié

complétement a I’étude de ces algorithmes.
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2.4 Diagnostiques et performance

Jusqu’ici, I’étude des méthodes MCMC fut concentrée sur trois propriétés fondamentales : I’ergodicité,
la loi des grands nombres et le théoréme limite central. Dans le contexte de 'estimation de 7 (f) par
sa version empirique 7y (f), la loi des grands nombres assure que U'estimateur est asymptotiquement
sans biais alors que le théoreme limite central nous renseigne sur la distribution asymptotique de
Iestimateur pour un certain choix de noyau de transition P. Cependant, ces résultats ne constituent

pas a eux seuls la boite a outils nécessaire a I'application des méthodes MCMC.

Les estimateurs MCMC sont généralement biaisés pour toute taille d’échantillon MCMC finie
méme s’ils sont néanmoins des estimateurs convergents par une loi des grands nombres. Notons
cependant que de récents développements (Jacob et collab., 2017) permettent de construire des chaines
MCMC par couplage permettant une estimation Monte Carlo qui soit sans biais pour une taille
d’échantillon MC finie.

D’une part, un théoreme limite central supposera toujours que la chaine est stationnaire, c.-a-d.
que Xy ~ m. Cette supposition n’est généralement pas satisfaite : s’il est possible d’échantillonner
directement X ~ 7, alors il est possible d’obtenir un échantillon i.i.d. de 7 et les méthodes MCMC
deviennent inutiles. Par contre, ’ergodicité de la chalne assure que la distribution marginale de la
chaine converge vers la distribution cible 7. Ainsi, pour appliquer le théoréme limite central, il faudra
étre en mesure de vérifier que la chaine a (approximativement) atteint la stationnarité; la sous-

section 2.4.1 sera consacrée a quelques-uns de ces diagnostiques.

D’autre part, pour un noyau fixe P, le théoréme limite central nous indique que la distribution
asymptotique de 'estimateur Monte Carlo est normale, avec une certaine variance asymptotique. Bien
qu’il soit parfois possible de la calculer directement—par exemple, lorsque I'espace d’état est discret—
Je calcul de cette variance asymptotique est généralement impossible dans la mesure ou ’on cherche
déja a estimer m(f), qui est nécessaire au calcul. Il est donc souvent nécessaire d’estimer cette variance
asymptotique si 'on veut ensuite produire des régions de confiance associées a U'estimation de 7(f);

la sous-section 2.4.2 explore certaines méthodes d’estimation.

En ’absence d’un théoréme limite central, il est malgré tout parfois possible d’évaluer 'incertitude
autour d’un estimé MCMC. Rosenthal (2017) propose un intervalle de confiance conservatif, basé sur
un estimeur convergent de la variance asymptotique, qui est valide sous des conditions plus faibles
que celles vérifiant un TLC. Latuszynski et Niemiro (2011) proposent quant a eux une méthode
permettant la construction d’intervalles de confiance en supposant une condition de dérive géométrique
(définition 2.20). Plutot que d’estimer directement la variance asymptotique, il est également possible
de I'encadrer par des bornes relativement précises a ’aide de représentations variationnelles par les

formes de Dirichlet (voir e.g. Sherlock (2018) pour une introduction).

Enfin, le noyau de transition P doit étre choisi avant 1’échantillonnage de la chaine. Ce choix
détermine entierement les propriétés de la chaine et, en particulier, la variance asymptotique. Un
choix différent de noyau produira donc une variance asymptotique différente. Dans le but d’obtenir une
estimation plus efficace, par exemple avec une région de confiance plus serrée, il sera approprié d’avoir
des moyens de comparer les noyaux entre eux. Différentes mesures de performance sont proposées
dans la littérature a ce sujet et la sous-section 2.4.3 aborde les plus courantes. Ces idées formeront les

préalables a la section suivante, ot ’on cherchera a déterminer le choix optimal de noyau de transition.
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2.4.1 Diagnostiques de convergence a la stationnarité

On considere quelques méthodes permettant I’évaluation de la convergence vers la stationnarité
d’une chaine produite par un algorithme MCMC. La plupart de ces diagnostiques permettent seulement
d’identifier une chaine n’ayant pas atteint la stationnarité; il est généralement difficile d’établir avec
confiance qu’une chaine a bel et bien convergé. De plus, ces méthodes vérifient parfois deux aspects
distincts de la stationnarité : que la chaine ait convergé et que la distribution limite soit celle visée.
Par exemple, lorsque la densité cible est multimodale, la chaine peut rester prise dans un mode : la
chaine convergera alors vers une portion de la distribution cible, sur un sous-ensemble du support
seulement. Ainsi, la vérification de la convergence a la stationnarité exige de multiples confirmations

selon différents criteres puisqu’aucun diagnostique seul ne suffit a vérifier la convergence.

Les approches se distinguent également selon le nombre de chaines nécessaires a leur application.
Certains diagnostiques analysent directement la chaine produite par I’algorithme, alors que d’autres
nécessitent un ensemble de chalnes indépendantes qui sont ensuite comparées, combinées et analysées.
Evidemment, 'utilisation de multiples chaines augmente considérable le coflit computationnel de la
vérification, mais permet de relever certains problemes de convergence que les méthodes sur chaine

unique ne peuvent déceler.

Seules certaines méthodes seront présentées ici ; pour plus de détails et pour des criteres additionnels,
on réfere le lecteur a diverses revues de ces diagnostiques telles que celles par Cowles et Carlin (1996),
Brooks et Roberts (1998), Mengersen et collab. (1999) ou Sinharay (2003).

2.4.1.1 La période de chauffe

Une notion fréquemment rencontrée dans I’analyse de la sortie d’un algorithme MCMC, tant pour
évaluer la convergence que pour l'estimation elle-méme, est la période de chauffe (I'expression « burn-
in » est communément utilisée en anglais et parfois en francais). L’ergodicité des chaines de Markov
assure que la distribution marginale du processus convergera vers la distribution limite cible pour
(presque) toute valeur initiale de la chaine. Ainsi, cette propriété assure que la chaine « oubliera » ses
conditions initiales & la longue. Cependant, bien que le comportement & long terme soit celui voulu,
une partie considérable de la chalne sera tout de méme affectée par les conditions initiales avant
d’atteindre la distribution limite. Il est alors difficile de supposer la stationnarité de cette portion
initiale et, puisque la plupart des résultats et des diagnostiques se basent sur la stationnarité, il serait

imprudent d’inclure ces premieéres itérations dans la sortie de ’algorithme.

Par exemple, si I’état initial de la chaine est généré a partir d’une certaine distribution qui
soit particulierement différente de la distribution cible, alors la chaine de Markov débutera fort
probablement dans une région de faible probabilité. Un algorithme de type marche aléatoire pourrait
requérir de nombreuses itérations avant d’arriver a un région de haute probabilité. Les premieres
itérations ne refléteront donc pas bien la distribution cible et le remede le plus intuitif est de tout
simplement écarter une portion initiale de la chaine, appelée période de chauffe. L’intérét principal
de jeter un certain nombre d’itérations initiales est donc d’effacer le passé, pendant lequel la chaine

n’avait pas encore « oublié » les conditions initiales.

Par contre, si la valeur initiale est choisie de sorte a étre probable par rapport a la distribution

cible, alors une telle période de chauffe n’est souvent pas nécessaire puisque la dépendance par rapport
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a linitialisation s’estompera presqu’instantanément. Comme le mentionne Geyer (2011, section 1.11.4),
« Any point you don’t mind having in a sample is a good starting point. » En effet, la période de chauffe
est tout simplement une méthode pour trouver un bon point de départ a la chaine de sorte que le

processus soit déja relativement pres de la stationnarité.

Les méthodes qui seront présentées ensuite ne seront pas exprimées explicitement en fonction
d’une période de chauffe pour alléger la notation. Afin d’évaluer la convergence a la stationnarité
d’une chaine, on considérera la réalisation de la chaine au complet : on suppose donc qu'une période

de chauffe fut effectué si nécessaire.

2.4.1.2 Methodes exploratoires

Les méthodes exploratoires permettent de relever des problémes majeurs de convergence. Sans
étre constituées de tests statistiques, ces méthodes vont tout de méme soulever une exploration lente
du support, une exploration incompléte du support ou bien une dépendance trop forte sur le choix
des valeurs initiales. Lorsque ces techniques ne soulévent pas d’accrocs importants, I'utilisateur peut

avoir davantage confiance que la distribution limite sera la distribution cible.

Méthodes graphiques. Tout d’abord, ’analyse graphique de la série temporelle induite par la
chaine peut révéler un mélange trop lent de la chaine. Par exemple, un algorithme Metropolis peut
avoir des pas trop petits par rapport a la densité cible de sorte que seule une partie du support est
explorée. Alternativement, des pas trop grands feront en sorte que la proposition sera souvent rejetée
et la chalne demeurera alors sur place pour de longues périodes. Les histogrammes et les moyennes

cumulatives peuvent également étre utilisés a ces fins.

En tant que série temporelle corrélée, la chaine produite par I'algorithme peut étre analysée par
sa fonction d’autocorrélation (ACF : Autocorrelation Function) k — pg(f) : pour Xo ~ 7, on

définit autocovariance et I’autocorrélation d’ordre k£ € N selon

Y (f)
Yo(f)’

Afin d’estimer ces quantités, on considére la fonction d’autocorrélation empirique définie par

ks pu(f) ot

Yi(f) := Cov(f(Xo),f(Xk)), pr(f) := Corr(f(Xo),f(Xk)) =

1 N—k - B 1 N 3
e(f) = N Z (f(@n) = fn) (f @nsx) = fN) v = i Zf(ﬁfn) pr(f) =

n=1

Lorsque 'autocorrélation au sein de la chaine ne décroit pas assez rapidement avec le délai, ceci peut
indiquer que le mélange est lent. En effet, si la chaine reste dans une méme région pour de longues
périodes, 'autocorrélation sera d’autant plus élevée. L’ACF convergera généralement vers 0 sur une
période plus ou moins longue : le rythme de convergence peut étre étudié (via le graphe de py pour

k=1,...,K) afin d’évaluer l'exploration de la chaine.

De plus, lorsque plusieurs chaines sont générées indépendamment a partir de valeurs initiales
dispersées sur le support de la distribution cible, il est possible d’observer des comportements problématiques.
Par exemple, certains modes peuvent n’étre accessibles qu’a partir de certaines valeurs initiales.
Ainsi, la comparaison des nuages de points ou de moyennes cumulées peuvent mettre en évidence

des distributions limites distinctes.
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Evidemment, ce type de vérifications est qualitatif et n’est donc pas suffisant & I’évaluation de la

convergence ; des méthodes quantitatives sont alors requises.

Sommes cumulées. Pour une certaine fonction cible f (dont espérance m(f) est recherchée), une
évaluation graphique introduite par Yu et Mykland (1998), appelée CUSUM (pour Cumulative sum)
peut également étre utilisée. On considere la suite des différences entre les évaluations de la fonction

et I'estimé Monte Carlo final,

N
DRy = >~ [7(@) = ww(f) = n ) = ix (D) A= 5 3 Fla)

Puisque 7y (f) s’approche de I'espérance w(f) par la loi des grands nombres, la suite de D}, devrait
étre centrée en 0 sur toute la durée n = 1,..., N. Lorsque cette suite s’éloigne de 0 pour de longues
périodes, on observe alors un mélange lent de la chaine. Il est également possible de quantifier ce
critére : Brooks et Roberts (1998) proposent un test statistique pour évaluer si la suite des différences

cumulatives varie suffisamment a chaque itération.

Distance entre les distributions. En théorie, la convergence de la chaine vers sa distribution
stationnaire est définie par rapport a la variation totale (ou plus généralement par une V-norme.)
Ainsi, la convergence pourrait étre évaluée en calculant |P"(-|z) — 7(-)||py ; cependant, le calcul de
cette quantité est généralement irréaliste et il est donc nécessaire d’obtenir un estimé de cette norme.
Lorsque les distributions marginales et cible sont des densités, il est également possible de considérer

les normes Ly ou Lo afin de mesurer 'adéquation entre les distributions.

Plusieurs types d’estimation ont été proposés dans la littérature. Liu et collab. (1993) considérent
un estimé de la norme Lo entre les densité marginale et cible pour un algorithme Gibbs alors que
Roberts (1996) estime la norme Lo pour la classe d’algorithmes & transition réversible, tous deux
utilisant des chaines paralléles indépendantes. Yu (1995) construisent un estimé de la norme L; pour

des algorithmes généraux qui n’utilise qu'une seule chaine.

Notons finalement que Chauveau et Vandekerkhove (2014) proposent une méthode permettant
lestimation de la divergence KL entre la transition itérée et la distribution cible. L’estimateur proposé
est construit a partir de la méthode des plus proches voisins sur un échantillon i.i.d. de chaines

paralleles.

Ces méthodes ne permettent généralement pas de tester statistiquement la convergence vers T,
mais il est possible de choisir un seuil sous lequel la distance entre les densités est jugée suffisamment
petite. Il restera que le choix du seuil est souvent arbitraire et que l'atteinte du seuil est fortement

dépendante du probleme.

2.4.1.3 Evaluation de la convergence

Rapport de variance. Pour une fonction univariée cible f, Gelman et Rubin (1992) proposent une
maniere d’évaluer la convergence de M chaines via la construction d’un estimateur de la variance de
la fonction f, c.-a-d., 02 = 7(f — 7(f))?. L’estimateur est constitué d'une moyenne pondérée entre les
variances de chaque chaine et la variance entre les chaines. Apreés convergence, on s’attend & ce que

lestimateur de la variance s’approche de o2 ; le ratio des variances permet alors d’estimer 'efficacité
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de Talgorithme. On considére ici la généralisation de Brooks et Gelman (1998) dans le cas ou f est
multivariée. La matrice de covariance est estimée par

~ N-1 1\ B

ou W est la moyenne des variances empiriques de chaque chaine,

W= Ly i )|

M=

1

3
[

fm = + 22;1 f(Zn.m) est la moyenne de la chaine m, f = e 2%21 fm est la moyenne globale et

B/N est l'estimé de la covariance entre les chaines,

1 M

M—-1

(b= 1) (Fm =)

=1

=z W

Ensuite, soit A1 la plus grande valeur propre de la matrice W' B /N symétrique et définie positive.

Alors, la statistique

~ N -1 M+1
RP: N +< ]\}—)Aly

appelée le MPSRF (pour Multivariate Potential Scale Reduction Factor), constitue une borne sur les p
statistiques univariées de Gelman et Rubin (1992). Un ensemble de chaines ayant chacune convergé vers
une méme distribution limite aura une valeur de RP pres de 1, ce qui permet d’évaluer la convergence

de I’algorithme.

Notons que Brooks et Gelman (1998) proposent également une méthode similaire pour des
moments autres que ’ordre deux ainsi qu'une autre méthode basée sur des intervalles de couverture

plutét qu'un moment.

Méthodes spectrales. Pour une fonction cible f univariée, la suite {f(X,)}nen constitue une série
temporelle qui est stationnaire lorsque la chaine de Markov {X,, },en est positive récurrente. Ainsi,
I’analyse spectrale de cette suite peut étre utilisée afin d’évaluer la convergence a la stationnarité. On
considere ici la méthode proposée par Geweke (1992), mais notons que plusieurs autres auteurs ont
construit des diagnostics semblables. Voir, par exemple, Garren et Smith (2000) ou Heidelberger et
Welch (1983).

La méthode de Geweke repose sur l'intuition suivante : si la chaine a bel et bien convergé, on
ne devrait pas trouver de différence entre deux portions distinctes de la chaine. Concréetement, on
considere les n4 premiers états ainsi que les np derniers états. La moyenne dans chacune des deux

parties est calculée,

_ 1 o4 _ 1 N
fa=om ;ﬂxn), fo = n:NgBHﬂxn),

et un estimé convergent de la variance est produit dans chacune des chaines, dénotés respectivement

S’f‘ et S‘f. Ces estimés sont également convergent pour la variance de f sous 7. En supposant que le
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processus soit stationnaire, que n4/N et np/N soient fixes avec N et que (ngq +np)/N < 1, alors
fa—Is
L qa 1 ap)Y?
(Esf +a55f )

2, N(0,1), N - o0

En choisissant un certain niveau «, il est alors possible de définir un test statistique qui permet de
rejeter I’égalité des moyennes entre les deux portions de la chaine, ce qui serait un fort indicateur que

I’hypotheése de stationnarité n’est pas vérifiée.

Comparaison de distributions. En simulant simultanément plusieurs chaines de fagon indépendante,
on obtient plusieurs instances de distributions marginales. Lorsque ces distributions marginales sont
semblables entre les chaines, on comprend que toute ces chailnes ont atteint la méme distribution limite.
Dans le cas contraire, c.-a-d., lorsque deux chaines paralleles ont des distributions particulierement
différentes, la convergence d’une ou de toutes les chaines est mise en doute. Plusieurs méthodes

d’évaluation de la convergence se basent sur ce principe.

Brooks et collab. (1997) proposent de comparer les distributions marginales entre elles via leur
distance. Il s’agit d’une estimation de la variation totale qui fournit du méme coup une borne supérieure
a la distance L;. Soit M chaines indépendantes x1.n,1,...,21.n,0m produites en parallele; chaque
chaine est partitionnée en blocs de longueur Ny < N. Alors, pour le [-itme bloc de la m-iéme chaine,
on définit

Ny

K@) =5 > Plalram).

0 n=(1—1)No+1

qui constitue un estimé de la densité de X par le [-ieme bloc de la m-iéme chaine. Puis, pour chaque
l-iéme bloc et chaque paire de chaines m # m/’, on considére 'estimé suivant de la distance L; entre
les densités K, (-) et Kpp(+).

P, (1) = 1 — min {11%} ’

pour un z échantillonné de la densité K,,/;(-). Enfin, pour chaque bloc I, on estime la distance moyenne

entre les chaines par

1 N
B = m Z rm,m/(l)'

m#m/

Au fil ou les chalnes progressent, la valeur de B; sera plus basse lorsque les différentes chaines ont des

distributions semblables, ce qui indique que les chaines ont atteint leur distribution limite.

2.4.2 Estimation de la variance asymptotique

Lorsqu’un algorithme MCMC vérifie un théoreme limite central, on connait alors le comportement
asymptotique de estimateur Monte Carlo 7y (f) = % Zgzl f(z,,). Cependant, la variance asymptotique,
bien que finie, n’est pas connue; il faudra donc I'estimer afin de pouvoir utiliser les propriétés de la

loi normale pour calculer 'erreur standard Monte Carlo ou construire une région de confiance. Dans
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cette section, on explorera quelques estimateurs ainsi que leurs propriétés asymptotiques. Notamment,

il sera important que ces estimateurs soient convergents vers la vraie variance asymptotique.

2.4.2.1 Estimation naive par ’ACF empirique

La variance asymptotique de I’estimateur Monte Carlo de espérance 7(f) prend la forme suivante :

pour Xg ~ T,

o*(f) = Var(f(Xo)) +2>_ Cov(f(Xo),f(Xx)) (2.25)
k=1
=70(f) + 2. (2.26)
E>1

En inspectant cette derniére expression, il serait tentant d’estimer la variance asymptotique en remplacant

la variance et les autocorrélations par leurs versions empiriques, c.-a-d.,

6-]2V7na'1've(f) = &O(f) +2 Z/yk(f)

k>1

Bien que ce genre de substitution puisse parfois donner de bons estimateurs en statistique, ce n’est
malheureusement pas le cas pour les méthodes MCMC. En effet, cet estimateur n’est pas convergent
(Geyer, 1992, section 3.1) étant donné que la variance des autocorrélations de grands délais (k — o)

ne décroit pas assez rapidement pour balancer la sommation infinie de I’estimateur.

2.4.2.2 Estimation spectrale

Bien que I'estimateur naif ne constitue pas un bon choix d’estimateur, on peut tout de méme
s’en inspirer pour produire un estimateur similaire qui soit convergent. En s’attaquant directement au
probleme causant la non-convergence, il est possible de construire un estimateur qui soit convergent.

Un estimateur spectral ou par fenétre est de la forme

oo

&?V,spcc(f) = Z wN(k)/}\/k(f)a

k=—o00

ot wy : Z — [0,1] est la fonction de poids parfois appelée la fenétre de délai. Sous certaines
conditions sur les autocovariances et sur wy, il est possible de montrer la convergence forte de cet
estimateur. Par exemple, Flegal et Jones (2010, théoréme 1) exigent essentiellement une ergodicité
géométrique, un quatrieme moment de f fini, ainsi que certaines conditions techniques sur les poids.
Un exemple de fonction de poids pouvant étre utilisée est la fenétre de Blackman-Tukey :

wy (k) = <12a+2acos7;|k|> 1(k| < bp), b, = [n”],

n

pour un certain choix de a >0 et de 0 < v < 1.

Dans tous les cas, les autocovariances doivent étre calculées jusqu’a un certain délai by. L’approche
par convolution (c.-a-d., par le calcul direct) est généralement lente alors que l'approche par la

transformée de Fourier rapide (FFT : Fast Fourier Transform) est généralement plus rapide.
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2.4.2.3 Estimation par moyennes de lots

L’idée Monte Carlo est d’utiliser un échantillon dont la distribution provient de la distribution
cible pour approximer cette distribution par une version empirique. La méme approche peut étre
utilisée pour estimer la variance. La chaine {z, }Y_, est partitionnée en ay lots de longueur by (tels
que N = anby) et un estimé de m(f) est produit dans chacun des lots. La collection de ces estimés
agit en quelque sorte comme un échantillon de estimateur #x(f); la distribution empirique de cet
échantillon pourrait permettre d’estimer la distribution de l’estimateur. Puisque la distribution est
connue pour étre normale et que cet estimateur est asymptotiquement sans biais, seule la variance reste
a déterminer. On estime enfin la variance asymptotique par la variance empirique de cet échantillon
en argumentant que 1’échantillon est pratiquement indépendant lorsque les lots sont suffisamment

grands. Soit les estimés de chaque lot,

abN

ivalf)=— > flo),  a=1,...ax.

n=(a—1)bn+1

Puis, la variance asymptotique est estimée par

anN

o) = —2 S (rwa(f) — ()

CLN—l

a=1

Cet estimateur, appelé moyenne par lots sans chevauchement ou NOLBM (pour Nonoverlapping
Batch Means), n’est généralement pas convergent pour la variance asymptotique lorsque la taille de
léchantillon N est variable (par exemple, lorsque I’algorithme est arrété par un certain critére), mais
des conditions sur ay et sur by peuvent assurer la convergence forte de I'estimateur. En effet, Jones
et collab. (2006, section 3.2, voir aussi Flegal et Jones, 2010, section 3) montrent que si le nombre de
lots et la longueur des lots augmentent avec N, alors I’estimateur est fortement convergent. Le rythme
d’augmentation dépend de la fonction f et de 'algorithme, mais il est possible de choisir by = | N?|
et ay = [N'=?] pour un certain choix de 0 < 6 < 1. A défaut de pouvoir calculer 6 directement &

partir des conditions, les auteurs suggerent d’utiliser 6 = 1/2.

Maintenant, si la taille de ’échantillon est fixée, le nombre de lots peut étre lui aussi fixé. Pour
assurer 'indépendance des lots, leur taille doit étre la plus grande possible pour que ’autocorrélation
disparaisse. Ainsi, I’estimé de la variance asymptotique peut étre utilisé pour construire des intervalles
de confiance t qui ne requiérent pas un échantillon particulierement grand. Plusieurs auteurs (Schmeiser,
1982 ou Geyer, 1992) recommandent d’utiliser de 10 & 30 lots : moins de 10 lots donne des intervalles
instables, alors que plus de 30 lots ne procure pas d’intervalles de confiance particulierement plus

petits (vu que les quantiles ¢ tendent rapidement vers les quantiles z.)

Un avantage de 'estimateur par lots est la réduction de la taille de la sortie de ’algorithme. En
effet seule la moyenne de la fonction cible dans chaque lot est requise et non la valeur de la fonction
évaluée a chaque point de ’échantillon. Un second avantage de cet estimateur est qu’il peut étre utilisé
en combinaison avec une méthode par séquence initiale (& la section suivante), de sorte que la taille

des lots n’affecte plus 'estimation (Geyer, 2011, section 1.10.3).

Meketon et Schmeiser (1984) montrent que 'utilisation de lots avec chevauchement peut améliorer
Pefficacité de l’estimateur en réduisant la variance asymptotique (de l'estimateur de la variance) d’un
facteur pouvant aller jusqu'a 1/3. Geyer (2011, section 1.10.3) argue cependant contre 'utilisation de

ce type d’estimateur puisque les estimateurs avec chevauchement ne bénéficient pas des deux avantages
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exposés précédemment. De plus, ces estimateurs exigent plus de calculs : les observations sont utilisées

plusieurs fois dans le calcul plutdét qu'une seule fois par 'estimateur sans chevauchement.

2.4.2.4 Estimation par séquence initiale

On a vu que 'estimation de la variance asymptotique ne pouvait se faire directement par I’estimation
des autocovariances. Cependant, le résultat suivant permet de produire trois estimateurs possédant
de bonnes propriétés en utilisant I’approche plug-in directe.

Théoréme 2.33 (Geyer, 1992, théoréme 3.1) Soit une chaine de Markov stationnaire, irréductible

et réversible et soit v, (f) les autocovariances de la chaine. Alors, la fonction m — Dn(f) =
Yo (f) + Yom+1(f) est strictement positive, strictement décroissante et convexe.

On estime d’abord I',,(f) par f‘m’N(f) = Yom N (f) + Y2m+1,n(f). Par la positivité de I'y,, on
s’attend a ce que les estimés fm, ~(f) soient positifs également. On note cependant que ces quantités
tendent vers 0 et que le bruit introduit par I’estimation peut faire en sorte que fm ~(f) soit négatif
a un certain point ; apres ce point on peut s’attendre a ce que tous les autres I m,N(f) soient preés de
zéro, ce qui suggere de tronquer la somme des que 'on trouve un fm, ~(f) négatif. L’estimateur par

séquence initiale positive (IPS) est donc donné par

M
oxps(f) = =A0(f) +2 Z Ly n ()
m=0
ou M est le plus grand entier tel que fm,N(f) > 0 pour tout m = 0,..., M. Ceci correspond a

tronquer la somme de Iestimateur naif aprés 2M + 1 autocovariances :

2M+1

GRps(f) =) +2 Y Amn(f)-
k=1

La suite des estimés ne possede pas les garanties de positivité, de monotonicité ou de convexité
comme c’est le cas pour la suite des I';,. On peut donc modifier I'estimateur IPS, qui n’assure que la
positivité, pour assurer d’abord la monotonicité puis la convexité. L’estimateur par séquence initiale

monotone (IMS) modifie les estimés de sorte & forcer la monotonicité,

fm,N(f):min{f‘mfl,N(f)vf‘m,N(f)}, mZO,...,M,

pour produire ’estimé suivant,

&% mas(f) = —Fo(f) +2 Z LN (f)

Enfin, I'estimateur par séquence initiale convexe assure la convexité de la séquence initiale en
modifiant les estimés utilisés par I'estimateur IMS. Ces trois estimateurs jouissent d’une méme propriété
(Geyer, 1992, théoreme 3.2, voir aussi Kosorok, 2000, théoréme 2) : ce sont des sur-estimateurs
convergents pour la variance asymptotique. Dans le contexte de construction de régions de confiance,
la sur-estimation n’est pas autant a craindre que la sous-estimation puisque le résultat ne sera que des
régions possiblement trop vastes. Ainsi, ces trois estimateurs offrent donc des garanties intéressantes.

Thompson (2010) observe que les trois estimateurs performent d’une maniére similaire en pratique.
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2.4.2.5 Fonctions multivariées

Lorsque f est une fonction multivariée (de dimension p > 1), 'estimateur Monte Carlo de 7(f) est
tout simplement le vecteur des estimateurs Monte Carlo de chacune des composante. Les conditions
pour un théoreme limite central sont sensiblement les mémes et, dans ce cas, la variance asymptotique

est une matrice de dimension p x p donnée par

S(f) = Var(f(Xo)) +2_ Cov (f(Xo).f(Xx)) -

k>1

On peut généraliser la définition de fonction d’autocovariance dans le cas multivarié,

L1(f) = Cov (f(Xo),f(Xk)),

de sorte que ’on trouve la méme expression pour la variance asymptotique :

S(f) =To(f) +2 ) Tk(f)-

k>1

Afin d’estimer X(f), la plupart des méthodes présentées peuvent étre trivialement adaptées et les
garanties théoriques sont souvent préservées. Vats et collab. (2019, théoréme 2) démontrent la convergence
forte de l'estimateur NOLBM ; Vats et collab. (2018, théoréme 2) démontrent la convergence forte
des estimateurs spectraux. Dans les deux cas, la chaine de Markov est supposée polynomialement
ergodique. De plus, Kosorok (2000, théoréme 2, voir aussi Dai et Jones, 2017, théoréme 2) établit que
des versions multivariées des estimateurs par séquence initiale sont des sur-estimateurs convergents,

comme le sont leurs équivalents univariés.

2.4.3 Comparaison et mesures de performance

Afin de comparer des chaines MCMC entres elles, on doit avoir recours a la notion de efficacité
d’une chaine. Les algorithmes couramment utilisés satisfont généralement une loi des grands nombres
ainsi qu'un théoréme central limite de sorte que les propriétés asymptotiques de I'estimateur Monte
Carlo sont connues. Ainsi, dans le contexte de estimation de 7(f), Uestimateur sera asymptotiquement
sans biais et la variance asymptotique sera finie et estimable. Puisque le biais sera nul et qu’il ne reste
que la variance pour complétement définir la distribution asymptotique de ’estimateur, une mesure

naturelle de efficacité d’un algorithme MCMC est donc la variance asymptotique de la chaine.

Pour deux noyaux de transition P; et P, on dira que P; a une variance (asymptotique)
inférieure a celle de P, si 0%(f) est inférieur lorsque la chaine utilise P, comme noyau de transition.
Ceci permet alors de définir I'efficacité relative entre P; et P; :

2
eﬁp P (f) — g (f7P2)
v o?(f,P1)’
ot o(f,P) correspond & la variance asymptotique avec le noyau P. Lorsque P; a une variance

asymptotique inférieure, alors le ratio sera supérieur a 1 et l'efficacité relative sera élevée. De plus, on
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considere également 'efficacité d’un noyau au sein d’une famille de noyaux P :

infoep o*(£,Q)

eff pep(f) = o2(f.P)

Lorsque P = argmingcp o%(f,Q), alors on obtient une efficacité de 1; sinon, I'efficacité sera inférieure

al.

Ces définitions admettent que la fonction f soit choisie d’avance et ne permettent que de comparer
des chaines pour une méme fonction cible f. Plus généralement, on dira que P; est uniformément au
moins aussi efficace que P, si o%(f,P1) < 0?(f,P) pour tout f € L?(f). Mira (2001b) et Tierney
(1998) montrent que, sous certaines conditions (assez fortes), un noyau peut étre uniformément plus
efficace selon ce critére. La condition principale sera qu’un noyau domine 'autre dans 'ordre de
Peskun (Peskun, 1973).

2.4.3.1 Temps d’autocorrélation

On note d’abord la formulation alternative suivante de la variance asymptotique en notant que

la variance sous stationnarité ne dépend pas du noyau de transition P :

o®(f,P) = Var (f(Xo)) + 2> _ Cov (f(Xo),f(Xx))

k>1

= Var (f(Xo)) | 142 Corr (f(Xo).f(Xx)) | = *(f)7(f.P),

k>1

ot o2(f) correspond a la variance de f & la stationnarité et 7(f,P) est appelé le temps d’autocorrélation
(intégré) ((I)ACT : (Integrated) Autocorrelation Time) de la chaine. Cette factorisation est particulierement
utile pour le calcul de I'efficacité étant donné que le facteur o2(f) sera partagé par tous les noyaux et
le ratio des variances se réduit alors au ratio des temps d’autocorrélation :

o> (f)r(f,P2) _ 7(f.Pa)

effp, p,(f) = 2()r(f,P)  T(f.P)

Ainsi, pour comparer des chaines entre elles, il est suffisant de calculer leur temps d’autocorrélation
respectif. Cependant, 'estimation du temps d’autocorrélation est affectée par les mémes problémes
que celle de la variance asymptotique : des méthodes analogues a celle de la section 2.4.2 doivent donc

étre utilisées.

2.4.3.2 Taille échantillonnale effective

Les méthodes MCMC sont généralement employées lorsqu’il n’est pas possible d’obtenir échantillon
i.i.d. Les propriétés de ce type d’échantillon sont bien connues en statistique et une maniére de mesurer
la performance de chaines MCMC serait par comparaison avec un échantillon i.i.d. En particulier, si
deux échantillons suivent un théoréme limite central, alors la variance asymptotique sera la seule

propriété qui différera entre les deux estimateurs Monte Carlo respectifs. Un échantillon i.i.d. selon 7
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de taille N aura une variance asymptotique donnée par

N Var, (;7 Z f(Xn)) = Vary (f(XO)) = U2(f)'

Ainsi, Defficacité d’'un algorithme MCMC par rapport a un échantillonneur i.i.d. sera donné par

.. = Ug(f) = .
eff piia(f) a2()yr(f,P)  7(f,P)

Cette quantité peut prendre des valeurs dans [0,00), mais il est assez rare que la variance asymptotique

MCMC soit inférieure a celle i.i.d de sorte que cette efficacité est généralement inférieure a 1.

Le temps d’autocorrélation est donc une mesure de performance en soi qui compare la variance
asymptotique d’une chaine a celle d'une chaine i.i.d. L’interprétation de cette quantité correspond
au ratio des variances, mais une transformation permet une seconde interprétation plus intuitive. La
taille échantillonnale effective (ESS : Effective Sample Size) d’'une chaine MCMC correspond a la
taille échantillonnale i.i.d. requise pour produire un échantillon ayant la méme variance asymptotique

que celle de la chaine MCMC. On doit donc résoudre 1’égalité de variance des deux estimateurs Monte

Carlo,
1, 1,
N0 N =xor(Or(£P)
d’ont I'on définit N
ESSp(f) := T(}i']‘i'). (2.27)

En terme de comparaison et de mesure de performance, cette définition sera équivalente a I'utilisation
de 'ACT puisque l'ordre sera préservé, mais elle permet cependant une interprétation plus pratique.

Enfin, 'ESS est estimé en substituant un estimateur fortement convergent dans (2.27) :

ES\Sp(f) = #(f.P)

2.4.3.3 Saut quadratique moyen

Une autre mesure de performance est définie d’'une maniere intuitive, mais peut étre réinterprétée
comme une simplification de ’ACT. Une chaine MCMC qui effectue de grands pas & chaque itération
devrait naturellement étre efficace. En effet, de grands sauts réduira I’autorrélation au sein de la chaine
et réduira du coup le temps d’autocorrélation. Ceci suggere donc de considérer le saut euclidien
moyen (ESEJD : Expected Squared Euclidian Jumping Distance) défini comme étant I'espérance de

la distance euclidienne au carré moyenne, c.-a-d.,
ESEJDp = E {HXl - X0||§} ,

ou l’espérance est prise par rapport a Xy ~ 7 et pour une transition P. Lorsque la densité cible
présente de fortes corrélations ou des variances d’échelles différentes, il peut étre préférable d’utiliser

la distance de Mahalanobis afin de corriger les sauts. Ceci définit le saut quadratique moyen
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(ESJID : Ezpected Squared Jumping Distance), qui satisfait
ESIDp =E {(X; — Xo) 'S, 1 (X1 — Xo)},

ou X, est la covariance de 7.

Ces définitions ne prennent pas en compte la fonction cible f mais, tel que mentionné a la sous-
section 2.4.1, certains résultats permettent d’établir une efficacité uniforme par rapport a f € L?(r)
de sorte que I'indépendance sur f n’est pas problématique dans bien des cas. Puis, en dimension d = 1,

on retrouve le lien avec '’ACT. D’une part, on note 1’égalité suivante :
E {||X0 - X1||§} = Var (Xo — X1) = 2 Var(Xo) — 2 Cov(Xo,X1) = 2 Var(Xo) (1 — Corr(Xo,X1)) .

(Notons que 'ESEJD et 'ESJD sont équivalent, & une constante multiplicative prés en dimension
1.) Ainsi, le saut euclidien moyen sera maximisé lorsque l'autocorrélation d’ordre 1 sera minimisée.

D’autre part, la troncature de ’ACT au premier délai est donnée par
T5(f) = 1+ 2 Corr(Xo,X1),

et sera minimale elle aussi lorsque ’autocorrélation d’ordre 1 sera minimale. On peut voir la troncation
au premier délai comme une estimation spectrale ou les poids sont donnés par wy (k) = 1(|k| < 1),
de sorte que les deux critéres, 'ESJD et ’ACT, sont équivalents pour d = 1 et ce choix d’estimateur.
Un des avantages du saut quadratique (ou euclidien) comme critére est qu’il est extrémement simple
a calculer comparativement a 'ACT, particulierement lorsque f est multivariée. La correspondance

précédente montre que la simplification produira des comparaisons similaires.

2.4.3.4 Fonctions multivariées

Lorsque f est une fonction multivariée, il est possible de calculer chacune de ces mesures puis de
les agréger (e.g. en choisissant le minimum des composantes) afin de comparer des méthodes MCMC.

Il existe cependant des extensions multivariées a ces mesures qui prennent en compte la codépendance.

D’abord, la variance asymptotique sera alors une matrice symétrique définie positive de dimension
p X p. Parmi cette classe, il n’existe pas d’ordre unique comme dans les réels. Cette famille de matrices
fait partie du cone des matrices définies semi-positives dans lequel un ordre partiel est donné par
l'ordre de Loewner : pour A,B deux matrices définies semi-positives, on dit que A > B si A — B
est définie semi-positive. D’autres ordres sont également possibles, tels que les ordres induits par le

déterminant ou la trace de la matrice.

Le temps d’autocorrélation trouve lui aussi une extension multivariée. Soit X(f) la covariance de
f(Xo) a stationnarité et soit S(f) une racine carrée de X(f), c.-a-d., S(f)S(f)T = X(f). Alors, on
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peut écrire la covariance asymptotique d’une chaine a noyau P selon :

Sp(f) = N Cov <le 3 f(Xn)>

— Var((Xa)) + 23 (1= 3 ) Covtr (X FX0)
k>1

N—oco

— Var(f(Xo)) + QZ Cov(f(Xo).f(Xk))

k>1

=S(f) | I, +2)_ Corr(f(Xo).f(Xx)) | ()T =: S(f)re(£)S(H)T

k>1

ot 7p(f) est TACT multivarié. Maintenant, tout comme pour la variance asymptotique, 7p(f) est

une matrice d X d et la comparaison doit étre effectuée selon un ordre prédéterminé.

Pour ce qui est de I’ESS, il est possible d’estimer un ESS par composante et de choisir le plus
petit comme mesure agrégée, mais Vats et collab. (2019) propose d’utiliser une généralisation de I'ESS

utilisant ’ordre induit par le déterminant :

det S(f) >1/” N
)

detSp(f -

ESSp(f) :N< = T

Notons que cette définition correspond & définition univariée de ’'ESS lorsque p = 1. Cette quantité

s’estime en remplacant 3(f) et X p(f) par leur estimateur fortement convergent respectif.

Finalement, puisque les critéeres du ESEJD et du ESJD ne reposent pas sur le choix de f, alors ils
s’appliquent trivialement au cas multivarié tout comme au cas univarié. On trouve cependant un lien
avec une version particuliere du critére de I’ACT pour la fonction identité f(x) = z. On remarque que
le saut quadratique est en fait une forme quadratique, ce qui permet d’évaluer directement 1’espérance :
soit £ =SS, alors

E {(XO X)) e (X — Xl)} = tr (27! Var (Xo — X1)) + E{(Xo — X1)} T 57 E{(Xo — X1)}
=tr (3;' (2%; — 2Cov(X,X1))) +0

=2tr (3,15 (Ig — Corr(Xo,X1)) S ")
= 2tr (Ig — Corr(Xo,X1))

d
=2|d- Z COI‘I‘(X07J',X17]')
j=1
Cette quantité est maximale lorsque Corr(Xo ;,X1,;) = —1 pour tout j = 1,...,d. Si I'on considere

plutdt PACT estimé spectralement par les poids wy (k) = 1(]k| < 1), alors on trouve
T = I+ 2 Corr(Xo,X1).

En choisissant la trace comme ordre sur les matrices, on trouve alors
d

tr(rh) = d+ 2 Z Corr(Xo,j,X1,5)s

Jj=1
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qui est lui aussi minimisé lorsque Corr(Xo ;,X1 ;) = —1.
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2.5 Echelle optimale des algorithmes MCMC

Les différents résultats théoriques sur les algorithmes Metropolis-Hastings (section 2.3.1) posent
certaines conditions sur la densité instrumentale ) afin d’assurer la validité de l’algorithme. La
positivité locale de la densité, entre autres, permet d’assurer I'ergodicité de ’algorithme (proposition 2.25).
Cependant, une large classe de densités satisfait cette condition et on a donc peu d’information quant
a laquelle choisir. Ensuite, pour vérifier un théoréme limite central, I'ergodicité V-géométrique est
une condition suffisante souvent utilisée; celle-ci peut étre vérifiée a l'aide de conditions de dérive
géométrique sur la densité instrumentale. Ceci réduit a nouveau la classe de densités instrumentales

pertinentes, mais beaucoup de liberté persiste.

Un théoréme limite central englobe la totalité des propriétés asymptotiques de I'estimateur Monte
Carlo en déterminant sa distribution limite. Ainsi, les parametres de cette distribution asymptotique,
qui dépendent de la densité instrumentale, peuvent aider dans le choix de Q). En effet, la variance
asymptotique est le seul parametre de la distribution asymptotique de 'estimateur qui variera d’une
densité instrumentale a I’autre. Dans un contexte d’estimation, une variance minimale est souhaitable

de sorte que le choix de ) puisse étre guidé par une volonté de réduction de la variance de ’estimateur.

Par contre, minimiser la variance au sein d’une si grande classe de densités (définie seulement par
la dérive géométrique, par exemple) est généralement impossible. Alors, la recherche dans ce domaine
se limite généralement & une famille paramétrique gaussienne isotropique, c.-a-d., N'4(0,021,), o > 0.
Dans ce cas, la minimisation s’effectue sur le parametre d’échelle unidimensionnel : ce probléeme est
souvent appelé échelle optimale pour cette raison, bien que plusieurs résultats s’expriment plus
simplement en terme de probabilité d’acceptation optimale. En effet, le calcul de I’échelle optimale
peut étre difficile : il est plus simple de mettre au point manuellement I’échelle de sorte & obtenir un
taux d’acceptation empirique pres de la probabilité optimale. Cette section portera donc sur divers
résultats d’échelle optimale pour quelques algorithmes MCMC et par rapport a la forme de la densité

cible .

Notons que ce domaine de recherche est beaucoup plus vaste que la courte exposition qui suit.
Seuls les résultats sur la valeur méme de 1’échelle optimale ainsi que la probabilité d’acceptation seront
présentés. Les références aux notions de diffusion limite, de vitesse et d’efficacité, quoiqu’essentielles
aux résultats, ne seront pas abordées afin de ne pas alourdir le texte en introduisant davantage de

théorie qui ne sera pas utilisée ultérieurement.

2.5.1 Lalgorithme de Metropolis

La majeure partie des résultats d’échelle optimale apparaissent dans le contexte de I'algorithme
de Metropolis 2.3.1, ol la densité instrumentale est une loi normale de covariance proportionnelle a
lidentité, c.-a-d. N'y(0,0214), o > 0.
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2.5.1.1 Densité cible a composantes i.i.d.

Roberts et collab. (1997) ont obtenu le premier résultat théorique d’échelle optimale pour une
densité cible a composantes i.i.d., c.-a-d.,
d
m(x) = Hg(gcj), reX CRY (2.28)

Jj=1

ol g(+) est une densité sur R. Dans ce cas, efficacité est définie comme I'inverse du temps d’autocorrélation
de la premiere composante de la chaine.
Théoréme 2.34 (Roberts et collab., 1997, théoréme 1.1 et corollaire 1.2) Soit un algorithme

de Metropolis de type marche aléatoire a densité instrumentale N¢(0,0314), o4 > 0, soit 7, une
densité cible a composantes i.i.d. (2.28) pour une densité marginale g et soit

Z,=E, {(ilogg(X)) } =E, { (gg/((;(())) } .

Sous certaines conditions de régularité sur g, alors, pour d — oo, l’échelle optimale, c.-a-d. celle qui
mazimise Uefficacité (section 2.4.3), est donnée par o5 = £2/d ot £ = (2,38)%/ I, et la probabilité
d’acceptation optimale associée est de 0,234.

Corollaire 2.35 (Roberts et Rosenthal, 2001, section 2.2) A la limite, toutes les mesures
d’efficacité basées sur 'ACT sont équivalentes jusqu’a une constante multiplicative donnée par le
choiz de la fonction f pour laquelle ’ACT est calculé.

Quelques remarques s’imposent sur ce théoréeme. D’abord, la supposition de composantes i.i.d.
est particulierement forte étant donné qu’une seule composante serait suffisante pour étudier 7 : ainsi,
il serait suffisant d’étudier la fonction g univariée, ce qui est généralement un probleme beaucoup
plus simple. En effet, des méthodes d’intégration numériques pourront étre utilisée pour évaluer 7(f).
Divers travaux de recherche tentent de relacher cette supposition : quelques cas seront abordés par la

suite.

Ensuite, ce résultat est asymptotique par rapport a la dimension d. En pratique, la dimension du
probleme sera fixée et finie de sorte qu’il n’est pas clair, a premier abord, si ce résultat présente un
intérét. Gelman et collab. (1996, section 3.2) ont effectué une étude numérique de 1’échelle optimale en
petite dimension (d < 10) et ont obtenu les résultats présentés au tableau 2.1 pour une densité cible
gaussienne en minimisant ’ACT d’une des composantes. En comparant avec le résultat théorique, on
voit que I’échelle optimale en dimension finie est similaire & la valeur optimale asymptotiquement. La
probabilité d’acceptation optimale est par contre relativement différente pour les petites dimensions
(d < 5) et en particulier en dimension 1 ou la probabilité d’acception optimale est de 0,441. Cette
remarque est importante dans ’application de ce résultat a des algorithmes ou le nouvel état de la
chaine consiste en une mise-a-jour d’une seule composante (e.g. 'algorithme de Metropolis-wihtin-
Gibbs 2.7.)

De plus, il est important de noter que ’ajustement de 1’échelle a sa valeur optimale n’a pas besoin
d’étre exact. En effet, on observe que l'efficacité est relativement constante autour de I’échelle optimale ;
similairement, l’efficacité est stable pres de la probabilité d’acceptation optimale (voir figure 2.1). Par
exemple, efficacité est supérieure & 95% de sa valeur optimale pour une échelle dans 'intervalle
[1,97;2,82] ou bien une probabilité d’acceptation dans U'intervalle [0,158;0,324].

Enfin, la conclusion additionnelle que toutes les mesures d’efficacité sont équivalentes est intéressante

au sens ou elle retire la dépendance sur le choix de la fonction cible f pour laquelle 7(f) est recherchée.
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Dimension (d) Echelle opt. (¢4) 2,38/vd Pr. d’acceptation

1 2,40 2,38 0,441
2 1,70 1,68 0,352
3 1,39 1,37 0,316
4 1,25 1,19 0,279
5 1,10 1,06 0,275
6 1,00 0,97 0,266
7 0,93 0,90 0,261
8 0,87 0,84 0,255
9 0,80 0,79 0,261
10 0,74 0,75 0,267
— 00 2,38//d - 0,234

Tableau 2.1 Echelle optimale de Ualgorithme Metropolis d densité instrumentale Na(0 ,agld)
pour une densité cible & composante i.i.d. avec T, = 1 en fonction de la dimension (Gelman
et collab., 1996; Roberts et collab., 1997).

Ce résultat d’échelle optimale est donc uniforme par rapport a f. Bien que les conditions soient assez
restrictives et que le résultat soit asymptotique, on obtient tout de méme une confirmation que les

différentes mesures d’efficacité seront généralement en accord.

2.5.1.2 Densité cible plus générale

Depuis les travaux de Roberts et collab. (1997) sur une densité cible & composantes i.i.d., plusieurs

tentatives de généralisation a des classes de densités cibles moins restreintes ont eu lieu.

D’abord, Roberts et Rosenthal (2001) relachent légérement la supposition de distributions identiques

en introduisant un facteur d’échelle different pour chaque composante :

d
() = ] Ci9(Cjay), (2:29)

Jj=1

ol g(-) est & nouveau une densité sur R et C; > 0 sont les facteurs d’échelle possiblement aléatoires.
Dans ce cas, on retrouve des conclusions similaires a celles du théoreme 2.34.
Théoréme 2.36 (Roberts et Rosenthal, 2001, théoréme 5 et 6) Soit un algorithme Metropolis

& densité instrumentale N 4(0,0314), o4 > 0, et soit 7, une densité cible de la forme (2.29) pour une
densité marginale g et des facteurs d’échelle i.i.d. satisfaisant E{C;} =1 et Var(C;) = b < oo.

Sous certaines conditions de régularité sur g, alors, pour d — oo, la probabilité d’acceptation
optimale est de 0,234 pour [l’estimation de toute fonction de la premiére composante. L’échelle
optimale est alors la méme qu’au théoréme 2.28, mais multipliée par C3 /b.

De plus, ces conclusions demeurent en utilisant plutét une densité instrumentale non-homogéne
donnée par la covariance o2 diag(C1,...,Cq). Dans ce cas, lestimation sera plus efficace par un
facteur B{C?}/E{C;}>.

La nature aléatoire des facteurs d’échelle—qui peut paraitre étonnante a premiére vue puisque
la densité cible est connue en pratique et d’autant plus que les résultats sont asymptotiques (d —
o0) impliquant que Panalyse requiert un nombre potentiellement infini de parameétres aléatoires—
permet d’étendre la portée pratique du résultat. En effet, comme Roberts et Rosenthal (2001) le
mentionnent, méme si la densité cible n’est qu’approzimativement de la forme (2.29) avec des C;
variant significativement, alors le théoréme 2.36 suggere qu’il peut étre profitable d’obtenir des estimés

préliminaires des C; pour définir la densité instrumentale.
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Figure 2.1 Efficacité de Ualgorithme Metropolis ¢ densité instrumentale N 4(0,0214) pour une
densité cible a composante i.i.d. avec Ty =1 en fonction (a) de l’échelle et (b) de la probabilité
d’acceptation. La ligne horizontale hachurée représente 95% de Uefficacité mazimale les lignes
verticales hachurées représentent les bornes de la région 95% et la ligne verticale pleine indique
la valeur optimale.

Les conditions i.i.d. sur les facteurs d’échelle font en sorte qu’ils seront relativement tous du méme
ordre peu importe j et peu importe la dimension d. Bédard et Rosenthal (2008, voir aussi Bédard,
2007, Bédard, 2008 et Bédard, 2008) considéerent un cas plus général ou les facteurs d’échelle 6;(d)

peuvent dépendre a la fois de j et de d :

d
1 z;
! Jea' e

Des conditions sur les propriétés de 6;(d) influenceront directement les résultats d’échelle optimale.
Sans entrer dans trop de détails, la probabilité d’acception optimale de 'algorithme sera de 0,234 si

et seulement si

pour un certain n < d fixé. L’'interprétation de cette condition est que les facteurs d’échelle des
premiéres composantes ne doivent pas étre dominées par le reste des facteurs (c.-a-d., d’ordre trop
petit.) Lorsque cette limite est entre 0 et 1, alors la probabilité d’acceptation optimale sera plus petite
que 0,234.

Breyer et Roberts (2000) reldchent quant & eux la supposition d’indépendance en introduisant
une corrélation partielle entre les composantes. Des résultats d’échelle optimale asymptotique peuvent
alors étre obtenus & condition que 1’étendue de la corrélation soit finie, c.-a-d., que la corrélation soit
nulle au-dela d’une certaine différence d’indice de composante. Dans le contexte des champs aléatoires,
Beskos et collab. (2009, voir aussi Mattingly et collab., 2012) arrivent & un résultat d’échelle optimale

pour des densités cibles & dimensions infinies comprenant de la corrélation.

Sherlock et Roberts (2009) considérent la classe des densités elliptiquement symétriques unimodales.
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Une telle densité 7 est le résultat d’une transformation linéaire orthogonale 7' : R? — R? d’une densité

sphériquement symétrique p : RY — [0,00), c’est & dire

o g

m(z) o< p(Tz), ply) = idg <”y_f2> :

pour une certaine densité univariée g : R — [0,00) et des parametres de centralité u € R? et
de dispersion o > 0. Pour de telles densités, 'algorithme Metropolis admet une échelle optimale

asymptotique (et une probabilité d’acceptation optimale) parmi les densités instrumentales symétriques

atvle) = o (5.

pour une certaine densité symétrique r : RY — [0,00) et un parametre d’échelle A > 0, en admettant

de la forme

que la transformation ne soit pas trop excentrique en terme d’ellipse (cette condition est similaire &
celle sur les facteurs d’échelle dans Bédard et Rosenthal, 2008.) De plus, un résultat d’échelle optimale
est également obtenu en dimension finie pour des densités sphériquement symétriques; la mesure

d’efficacité utilisée dans ce cas est 'ESJD.

2.5.2 Lalgorithme Langevin et autres

L’algorithme Langevin (MALA, section 2.3.2) jouit également de résultats théoriques d’échelle
optimale. Roberts et Rosenthal (1998) démontrent un résultat similaire au théoréme 2.34 pour une
densité cible a composantes i.i.d.

Théoréme 2.37 (Roberts et Rosenthal, 1998, théorémes 1 et 2) Soit un algorithme Langevin
a propositions

2
YIX=2~Ng4 (:U + U;Vlogﬂ(x),aﬁfd) ,

ot oq > 0 et w est la densité cible & composantes i.i.d. (2.28) pour une densité marginale g. Sous
certaines conditions de régularité sur g, alors, pour d — oo, I’échelle optimale est donnée par o3 =
52/611/3 pour un certain £ et la probabilité d’acceptation optimale est de 0,574.

On note deux différences majeures entre le résultat pour I'algorithme Metropolis et celui pour
I’algorithme Langevin. D’abord, la probabilité d’acceptation optimale est plus élevée — 0,574 plutot
que 0,234 — pour lalgorithme Langevin. Ceci s’explique par le fait que l'algorithme Langevin est
construit de sorte a produire des candidats de meilleure qualité puisque la marche aléatoire est biaisée
dans la direction du gradient de 7. Ensuite, I’'exposant affectant la dimension d dans ’échelle Ufl passe
de 14 1/3: le temps de convergence (en nombre d’itérations) de 1’algorithme est de I'ordre de O(d'/?)
plutot que de Pordre de O(d). Ainsi, le calcul de Vlog 7 lors des propositions augmente théoriquement
lefficacité de 'algorithme et il reste donc a voir si, selon le choix de 7, 'augmentation du temps de

calcul n’est pas significativement importante en comparaison.

La généralisation de Roberts et Rosenthal (2001) aux densités cible & composantes non-homogene
(théoréme 2.36) est également valide pour l'algorithme Langevin. En effet, ils trouvent un résultat
similaire (théoréme 7) ou 05 =12 /dl/ 3 et ou la probabilité d’acceptation optimale est toujours de

0,574. Breyer et collab. (2004) arrivent & ces mémes conclusions pour une densité cible provenant d’un

(0]



contexte de régression non-linéaire. Plus récemment, Pillai et collab. (2012) trouvent qu’une probabilité
d’acception de 0,574 est optimale également pour une classe de densités cibles a dimensions infinies

(champs aléatoires.)

Pour ce qui est d’autres algorithmes, on releve quelques résultats d’échelle optimale présentés
dans la littérature. Bédard et collab. (2012) proposent une étude de certaines variantes de I’algorithme
Metropolis & essais multiples (section 4.1) dont il sera question & la section 4.2.3. Bédard et collab.
(2014) consideérent quant a eux ’algorithme Metropolis-Hastings & rejet retardé (section 2.3.2). Pour
une densité cible & composantes i.i.d., ils obtiennent une probabilité d’acceptation optimale de 0,234
lorsque deux étapes indépendantes ou antithétiques sont utilisées. Enfin, notons que Beskos et collab.
(2013) étudient le probléme d’échelle optimale pour un algorithme Monte Carlo hybride ; dans ce cas,
le probabilité d’acceptation optimale est de 0,651 et 'exposant de la dimension dans 1’échelle optimale

est de 1/4 de sorte que cet algorithme est encore plus efficace que 1’algorithme MALA.
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Chapitre 3

MCMC adaptatifs

Soit X un espace d’états, m une distribution cible a support dans X et f : X — R une fonction

dont I’espérance sous 7 est recherchée. On cherche donc a calculer

w(f) = /X f(@)m(da).

Les méthodes Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) abordées au Chapitre 2 permettent
d’estimer ce genre d’intégrale en produisant un échantillon dont la distribution asymptotique est celle

de 7; puis w(f) est estimé par l'estimateur Monte Carlo
LN
() =5 Z f(@n).

A la Section 2.5 , il fut question de I'optimisation d’algorithmes MCMC par rapport & lefficacité
de Destimation de 7(f) par #y(f) pour un certain choix de distribution de transition. Par exemple,
le théoréme 2.34 (dii & Roberts et collab., 1997) indique qu’une densité de proposition gaussienne
N4(0,0%1;) dans un algorithme Metropolis est optimale pour une densité cible 7(z) = H?Zl f(z)
lorsque 'on choisit la covariance 02 = (2,38)%/d (asymptotiquement par rapport & la dimension d
et sous certaines conditions de régularités pour f.) Le résultat est ensuite étendu aux distributions
cibles non-homogenes 7(z) = Hf’:l C; f(C;x;) (théoréme 2.36) sous certaines conditions additionnelles
sur les échelles C;. Ainsi, si la distribution cible est gaussienne, c.-a-d., 7 = Ng(pr,2), il est
possible de montrer, aprés changement de base, qu’une densité de proposition N 4(0,54%) sera optimale

(asymptotiquement) lorsque ¥ = ¥ et sq = (2,38)2/d.

En pratique, la densité cible m ne sera pas gaussienne et, méme si on le suppose, la matrice de
covariance Y, ne sera pas connue. Il faut donc procéder par « essais-erreurs » afin de chercher une
matrice suffisamment proche de ¥.. En petite dimension, cette méthode peut étre envisageable, mais
elle devient rapidement impraticable lorsque d augmente : d(d + 1)/2 parameétres devront étre ajustés
manuellement. Alternativement, la covariance de la distribution cible peut étre grossiérement estimée
par une premiére chaine de Markov et la chaine servant & produire l'estimé de 7(f) sera produite a
I'aide de cet estimé. Cette seconde méthode peut cependant s’avérer problématique dans la mesure
ol la covariance utilisée dans la chaine estimant la covariance doit elle-méme étre relativement bien
ajustée afin de produire un bon estimé ; on peut donc se retrouver dans un impasse lorsqu’une premiere

covariance raisonnable est difficile & trouver.



Afin d’intégrer l'estimation de ¥, & méme Dalgorithme, Haario et collab. (2001) proposent
d’utiliser les échantillons précédents d’un algorithme Metropolis pour en apprendre davantage sur
Y. tout en produisant la chaine estimant x(f). Concrétement, ils suggerent de faire évoluer la
densité de proposition gaussienne au fur et a mesure que l'on progresse dans les itérations, en
remplacant la matrice de covariance par la covariance empirique de 1’échantillon obtenu jusqu’a
présent. L’algorithme Metropolis Adaptatif (AM) ainsi construit se trouve a I’Algorithme 3.1. Ainsi,
on espere que la succession d’échantillons représente bien la densité cible et, donc, que la covariance
empirique 3,, = Cov(xg.,) s’approche de ¥. Enfin, si les nouveaux échantillons sont obtenus a partir
d’une marche aléatoire gaussienne de covariance s4%,, alors on peut s’attendre a ce que 'algorithme

soit optimal dans I’esprit des résultats de la section 2.5.

Algorithme 3.1 Metropolis Adaptatif (AM, Haario et collab., 2001)

Données Densité cible 7 & support dans R%, paramétre d’échelle sq = (2.38)%/d,
parametre assurant la non-singularité £ > 0 et durée de non-adaptation
initiale ng.

Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine zg et covariance
initiale Xg.

2. Pour n=0,...,N — 1,
(a) Echantillonage Metropolis.
i. Proposition Y ~ Ny(zn,8430);
ii. Calcul de la probabilité d’acceptation

a(zn,y) = min {1, :(y) } ;

iii. Avec probabilité a (zr,y), acceptation de la proposition
(Tn+1 = y) ; sinon rejet (Tn41 = Tn.)

(b) Adaptation. Mise & jour de la covariance

» 207 n+1 <TLU7
n+l —
* sa [Cov (zoin+1) +ela], n+1=ne.

Sortie I’échantillon z1.n.

On remarque cependant un probléme potentiel & cette construction : chacune des densités de
proposition dépend alors de tout le passé de la chaine qui n’est dés lors plus markovienne. Toute la
théorie sur les méthodes MCMC semblerait donc s’écrouler, mais ce n’est pas le cas : il est possible de
produire un cadre théorique justifiant la validité d’un tel algorithme, ce qui constituera ’objet de ce
chapitre. En paralléle avec les algorithmes proposés dans Gilks et collab. (1994) et dans Gilks et collab.
(1998), l'article phare de Haario et collab. (2001) a lancé le développement de ce qui est désormais

connu comme les algorithmes MCMC adaptatifs dont la popularité ne cesse de croitre depuis.

Bien qu'il soit possible de démontrer la validité de tels algorithmes (ergodicité, loi des grands
nombres, théoréme limite central), aucun résultat théorique ne permet de montrer la supériorité
des algorithmes adaptatifs vis-a-vis les algorithmes MCMC non-adaptatifs. En fait, I'utilisation des
algorithmes MCMC adaptatifs repose sur I’heuristique suivante : sachant un résultat d’optimalité—par
exemple, d’échelle optimale—, on produit I’échantillon Monte Carlo tout en modifiant automatiquement
le noyau de transition de facon a ce qu’il s’approche de 'optimalité. Il s’agit donc plutét d’un argument

de facilité d’utilisation qu’'un argument de performance. On comprend donc que les algorithmes
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adaptatifs présenteront de meilleurs résultats empiriques dés que comparés a leurs versions non-

adaptatives avec mise au point sous-optimale.

Ce chapitre sera divisé comme suit. A la Section 3.1, il sera question de la définition générale
des algorithmes adaptatifs ainsi que d’une revue des différentes manieres d’effectuer 'adaptation.
Plusieurs exemples d’algorithmes dans la littérature y seront donc présentés. La Section 3.2 abordera
la question de l'ergodicité des algorithmes adaptatifs et la Section 3.3 comportera différentes propriétés

de l'estimation effectuée par les algorithmes adaptatifs.
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3.1 Définition

Soit (2,.A,P) un espace de probabilité sur lequel toutes les variables aléatoires considérées sont
définies. On considére une densité cible 7 & support X C R et une famille de densités de transition
{Py: X x X — Rt }yco oll Py(-|x) est une densité sur X pour tout x € X et © est un espace indexant
les densités de transition. On privilégiera la notation Py(y|z) afin de mettre 'emphase sur la transition

de x a y.

L’espace © correspondra souvent a ’espace des parametres possibles pour un choix de distribution.
Par exemple, si l’on choisit une densité de proposition gaussienne dans une marche aléatoire (Metropolis-
Hastings), alors la densité de proposition sera celle de N'¢(z,%) et ’'on peut choisir © comme ’espace

des matrices d X d symétriques définies semi-positives.

Dans les algorithmes MCMC homogenes, comme ceux présentés au chapitre 2, le parameétre 6
est laissé fixe pour toute la durée de l’échantillonnage et le processus {X,,},>0 vérifie la propriété

markovienne, c.-a-d., pour toute fonction f : X — R bornée et mesurable
E{f(Xnt0)[Xom = zom} = E{f(Xn41)|Xn = 20} = /X fy)Po(dylzn) =: Pof (zn).

Dans les algorithmes MCMC adaptatifs, 6 est plutét une variable aléatoire et la densité de
transition Py dépend de la réalisation de 6. On considéere donc le processus conjoint {(X,,,0,)}n>0

adapté & une certaine filtration F = {F,, },,>¢ satisfaisant

E{f(Xos1)| Fu} = /X F(0)Po, (dyln) = Py, f (), (3.1)

pour toute fonction f : X — R bornée et mesurable. La propriété (3.1) ne correspond pas exactement
a la propriété markovienne du processus conjoint, mais cette propriété sera suffisante pour étudier
rigoureusement les MCMC adaptatifs. Dans bien des applications, {(X,,,0,)}n>0 sera tout de méme
markovien, mais ce ne sera généralement jamais le cas du processus {X,, },,>0 seul. Donc, on dira que
ladaptation est markovienne si 6,11 est 0(X,,,0,)-mesurable. Dans ce cas, le processus conjoint
{(Xn,05)}n>0 est une chaine de Markov non-homogene dans le temps puisque X,, sera o(Xy,0,)-

mesurable.

On dira que Padaptation est indépendante si, pour tout n, 6,, est indépendante de X,,. Evidemment,
on peut voir les algorithmes MCMC réguliers comme des algorithmes a adaptation indépendante avec
0, = 0 pour tout n. L’exemple 3.1 montre que ’on peut réinterpréter I’échantillonneur de Gibbs, ainsi
que sa version a balayage aléatoire, comme des algorithmes a adaptation indépendante.

Définition 3.1 (Adaptation indépendante, Holden et collab., 2009, section 2) Un algorithme

MH adaptatif est dit indépendant si la densité instrumentale Qn(-|z) est indépendante de l’état
actuel de la chaine x € X pour tout n > 1.

Exemple 3.1 Réinterprétation de I’échantilloneur de Gibbs comme algorithme & adaptation indépendante
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Soit © = {1,...,d} et les transitions associées

Pi(ylz) = n(yjle—;) Hy—; =2—;}, j=1,....,4d,

ou 7(yj|r—;) correspond & la distribution conditionnelle compléte de X; sachant X_; lorsque X ~ m, c.-a-d.,
la mise a jour de la j-iéme composante par la méthode de Gibbs.

Lorsque le balayage est cyclique, alors P(f,, = j) = 1 si et seulement si j — 1 = n mod d. Lorsque le
balayage est aléatoire, alors P(6,, = 7) = 1/d. Ces deux probabilités sont évidemment indépendantes de la
valeur observée de X,, pour tout n. Ainsi, I’échantillonneur de Gibbs a balayage cyclique ou aléatoire est bien
un algorithme & adaptation indépendante.

On distingue deux types d’algorithmes MCMC adaptatifs (Atchadé et collab., 2011) : les algorithmes

a adaptation interne et ceux a adaptation externe.

3.1.1 Adaptation interne

Les algorithmes MCMC a adaptation interne sont tels que la valeur de 6,, dépend de tout le
passé de la chaine conjointe (Xo.n,00.n—1) (on inclut X,, puisque 'adaptation est généralement faite
apres la génération de X, et celle-ci est utilisée dans le calcul de 6,.) L’algorithme 3.2 détaille la
procédure générale pour ce type d’adaptation. La mise & jour de 6,411 = 0(xo.n+1,00.n) peut étre
faite selon n’importe quelle construction 6(-), mais on cherchera évidemment & améliorer Uefficacité
de l'estimation de 7(f).

Algorithme 3.2 MCMC a adaptation interne

Données Densité cible 7, famille de densités de transition {Ps}gco, 0(-) une
fonction de mise a jour de 6.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chalne zo et parametre
initial 69.

2. Pour n=0,...,N —1,
(a) Echantillonage. Génération de X,41 ~ Pa, (-|2n);

(b) Adaptation. Calcul du nouveau parametre
971,-0—1 =0 (xD:n-!—hQO:n) .

Sortie L’échantillon Xo.n.

La plupart des algorithmes a adaptation interne entrent dans le contexte des approximations
stochastiques, habituellement sous la forme de récursions de Robbins-Monro. Ces concepts seront
brievements introduits ici, mais une exposition plus complete peut étre trouvée dans Benveniste
et collab. (1987).

L’idée est de changer notre point de vue en considérant le processus {6, },>0 comme le processus
d’intérét et 1'échantillon {X,,},>0 comme le processus auxiliaire. En effet, on verra {6, },>0 comme

une approximation stochastique a la solution d’une équation h(f) = 0 (Andrieu et Robert, 2001) ou

h:0 >R,

0 ho) = [ (0. (09) Pyl dyla)(da), (3.2)
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pour une certaine fonction H : © x X x X — R sensée fournir une mesure de 'efficacité du choix de
Py comme densité de transition de = vers y. Ainsi, la fonction h(f) correspond donc & une mesure de

Pefficacité de Py lorsqu’on intégre par rapport a ’ensemble des paires de points (z,y).

Tout comme l'on est forcé d’utiliser une méthode MCMC pour estimer l'intégrale 7(f), on ne
pourra espérer ni calculer directement h(f) ni résoudre analytiquement h(d) = 0. En fait, h(0)
correspond au choix a 7 (f) ou f(z) = [, H(0,(z,y))Ps(dy|z). On choisira alors une définition de

0., qui constituera une approximation stochastique d’une solution 6* satisfaisant 1’équation h(6*) = 0.

On reconnait (3.2) comme une cas particulier d’un champ moyen de type Robbins-Monro (Benveniste
et collab., 1987). En effet, on identifie

w=(zy eW=XXxLX, po(dw) = Py(dy|z)m(dx),

pour réécrire

hO) = [ HOw)po(dn).

Pour résoudre h(f) = 0, on proceéde donc & 'approximation stochastique donnée par les récursions de
Robbins-Monro suivantes :

6n+1 - en + 7n+1H(9n7wn+1)7

oll Y41 est une suite décroissante telle que Zn>1 Yn = 00 et Wy,+1 ~ ug. Dans notre cas, on obtient
donc

9n+1 - an + ’7n+1H(9n7 (-rn+17 yn+1));

ou Y1 ~ Py, (‘|ny1), cest-a-dire y,41 est généré selon la densité de transition de lalgorithme
MCMC adaptatif. Notons que Py correspond a un noyau de transition général ; par exemple, il peut
s’agir d’'un noyau Metropolis-Hastings ot un candidat est proposé puis accepté selon une certaine
probabilité d’acceptation. Enfin, la chaine principale est poursuivie en posant X,, 1 = Y,,. L’algorithme 3.3

résume la procédure générale des MCMC a adaptation interne.

Algorithme 3.3 MCMC a adaptation interne par Robbins-Monro

Données Densité cible 7, famille de densités de transition {Ps}gceo, une suite
{n}n>1 décroissante telle que > | yn = 0o et H(0,(z,y)) une
fonction telle que décrite en (3.2).
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine zo et parametre
initial Og.
2. Pourn=0,...,N —1,
(a) Echantillonage. Génération de X, 41 ~ Pa, (-|2n);

(b) Adaptation. Calcul du nouveau parametre
9n+1 =0, + ’YnH(eny (-Tnyxn-ﬁ—l))-

Sortie L’échantillon Xo.n et 'approximation stochastique 8y comme solution
de I’équation h(6) = 0.

Les deux processus {X,, }n>0 et {0, }n>0 progresseront donc symbiotiquement en résolvant deux
problémes simultanément : estimer 7(f) efficacement et résoudre h(f) = 0 stochastiquement. La chaine
{X,}n>0 permet d’améliorer Papproximation de 6* ; cette meilleure approximation produit alors une

estimation plus efficace de 7(f).
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Il est possible de voir I'algorithme AM (3.1) comme un algorithme MCMC & adaptation interne

utilisant les récursions de Robbins-Monro.

Exemple 3.2 Interprétation Robbins-Monro de I'algorithme AM

Soit q(+|u,X) la densité d’une loi normale multivariée de moyenne p et de covariance X. La densité de transition
Metropolis de type marche aléatoire pour des propositions normales de covariance ¥ est donnée par

Pulole) = aleaatvie:S) + 6.00) [ (1= aea)atole) av
X
oll 0. (+) est la fonction de masse delta de Dirac en . On considére p, = Zn, qui suit une récursion simple :

n+1
Tpt1 = L im-—n+1f +71 Tntl = Tn + ! (Tn+1 — Tn)
n+1—n+2._0 z—n+2n 7’L+2 n+l — Ln 7’L+2 n+1 n

Ceci permet d’écrire la récursion pour X, = Cov(xg:n) :

n+1
1
Y1 = ) Z(mi — pnt1) (@i — ping1)
i=0
1 n+1
~n ¥2 [ZO xlx: —(n+ Z)Nn+1M7TL+1
1 n
T n+2 lx”“ﬂ“ + ; 2] — (N4 Dpnpn + (04 Dptnptn, — (04 2)nt1 i1
1
T ht2 [$"+1x2“ T+ 1D+ (n+ 1)anlz - (n+ 2)”n+1/~47—[+1]
1
=t n+2 [:E"Hx;:*l B (E" + M"“I)] + finfn = 11,

ce qui nous permet d’écrire finalement,

Y1+ /Ln+1/‘;[+1 =X, + /Ln,u;zr + [$n+1x;[+l - (En + Hnﬂ;br)] .

n+2
On identifie donc les paramétres 8 = (61,02) = (11,2 + "), Yni1 = %H et la fonction
y—0
H(0y) = .
( ay) |:ny _ 02:|

En posant Pespérance de H(0,Y) nulle, on comprend que la solution & 1’équation h(f) = 0 sera exactement
Pespérance et le second moment non-centré de 7. Ainsi, I’approximation stochastique estimera E{Y} = ur et
E{YY "} = ¥ + fixpts respectivement par §; et O avec lesquels on estimera

Se = B{V =) (¥ = )"} = E{YY T} = o]

par 6y — éﬁT Cet appariement des moments est 'un des types de critére d’optimisation utilisé dans les
algorithmes adaptatifs. La sous-section 3.1.4 généralise ce critére et en aborde d’autres.

3.1.2 Adaptation externe

Comparativement aux algorithmes a adaptation interne, qui utilisent le passé de la chaine xg.,,41
pour mettre a jour la densité de transition, les algorithmes MCMC a adaptation externe utilisent

en plus un (des) processus auxiliaire(s) {Y;, }n>0 généré(s) en paralléle & la chaine principale {X,, },,>0.
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La mise & jour 0,11 est choisie comme fonction des réalisations yg.,+1 du processus auxiliaire (et
possiblement de la chaine principale zg.,+1). La transition de x,, & z,,+1 ne dépend que de 6,,, comme
pour tout algorithme de la forme de 'algorithme 3.3. Le processus auxiliaire est « parallele » a la
chaine principale au sens ou Y,y est généré aléatoirement & partir de 6,, et/ou des réalisation xg.p,.

L’algorithme 3.4 détaille une procédure générale.

Algorithme 3.4 MCMC a adaptation externe

Données Densité cible 7, famille de densités de transition {Pp}oco,
0(20:n+1, Yo:n+1, 0o:n) une fonction de mise & jour de 6.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale des chalnes xo et yo, parametre
initial 69.

2. Pour n=0,...,N — 1,
(a) Echantillonage. Génération de Xpn41 ~ Py, (‘|zn) et de Y41
(& définir) ;
(b) Adaptation. Calcul du nouveau parametre

9n+1 = 9 (xO:n+17yO:n+1, 00:71,) .

Sortie L’échantillon Xo.n.

La définition technique est la suivante. Soit F = {F,}n>0 la filtration naturelle de {Y,}n>o0,
c-a-d., F,, = 0(Yp.n). Alors, un algorithme & adaptation externe est tel que le processus {6, }n>0
soit adapté a la filtration F, de sorte que 6,, soit une fonction des réalisations yq.,. De plus, on requiert
également la condition (presque markovienne) des algorithmes adaptatifs généraux (3.1). Dans le cas

de I'adaptation externe, cette condition se traduit par

E {f(Xn+1)|X0:n;YO:n760:n} = /_X f(y)PGH(dmxn) = P0,,Lf($n)7 (33)
pour toute fonction f: X — R bornée.

Ce type d’algorithme offre beaucoup de liberté : d’abord dans le choix de ’espace des densités
de transition indexé par © et dans le choix de la mise a jour de #, comme pour I’adaptation interne,

mais ensuite dans le choix du processus auxiliaire {Y;, }n>0-

Un cas particulier mais général de l'algorithme 3.4 est Palgorithme INCA (pour Inter-chain

Adaptation) de Craiu et collab. (2009) ot K chaines sont produites de la fagon suivante. Pour chaque

P k K]y . N . R
k=1,...,K, on génere X,[H]r1 ~ Pgn(-|x£11) ou 0, est le méme entre les chaines. Ensuite, le parametre
N N s N s o1 , . 1:K
0,,, commun a toutes les chalnes, est mis a jour en utilisant tous les nouveaux échantillons xi +1} selon

5N N , . 1:K . N 4, .
une maniere a déterminer 6,41 = G(xL _H],@n). Si Py correspond a une marche aléatoire M.-H., alors

les chaines paralleles peuvent explorer simultanément plusieurs région du support de 7.

Comme second exemple, Holden et collab. (2009) proposent d’adapter la proposition d’un algorithme
Metropolis-Hastings indépendant (définition 2.25) de la fagon suivante. Une chaine auxiliaire g, est
maintenue en lui ajoutant les point rejetés dans I’étape d’acception/rejet Metropolis-Hastings. Cette
chaine est ensuite utilisée pour mettre a jour la densité de proposition. La procédure exacte se trouve
a l'algorithme 3.5. En pratique, le choix de la proposition et celui de la mise a jour en fonction de la

chaine auxiliaire doivent étre spécifiés, voir Holden et collab. (2009) pour quelques exemples.
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Algorithme 3.5 Metropolis-Hastings indépendant adaptatif (AIMH) & chaine
auxiliaire (Holden et collab., 2009)

Données Densité cible 7 & support dans R?%, g, (-|«,§) une densité de proposition
pour tout n.

Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine xzo et de la chaine
auxiliaire go = 0.
2. Pour n=0,...,N — 1,
(a) Echantillonage Metropolis-Hastings.
i. Proposition Y ~ qn(*|Zn, Gn) ;

ii. Calcul de la probabilité d’acceptation

() gn (Y|2n, n) };

a(Zn,y) =min«q 1, -
(en9) { () (als 5)

iii. Avec probabilité a (zn,y), acceptation de la proposition
(zn+1 = y); sinon rejet (Tn41 = Tn.)
(b) Adaptation. Mises & jour de la chaine auxiliaire :
— Si g est indépendante de z,, (c.-a-d., gn(-|2,5) = qn (7)),
— Si la proposition fut acceptée, poser §n+1 = Jn U Ty ;
— Sinon, poser §n4+1 = Jn U y.
— Sinon, poser §n+1 = Yn.-

Sortie L’échantillon z1.n.

3.1.3 Stratégies d’adaptation

On parcourt ici diverses stratégies souvent utilisées pour construire des algorithmes adaptatifs.

3.1.3.1 Temps d’adaptation

Jusqu’ici, les algorithmes adaptatifs considérés affichaient tous un point en commun : ’adaptation
est effectuée a chaque nouvel état de la chaine. D’autres méthodes sont envisageables et parfois

préférables.

D’abord, il est possible d’arréter ’adaptation apres une certaine période de B itérations. Cette
stratégie, appelée adaptation finie a initialement été énoncée par Pasarica et Gelman (2010). En
poursuivant ensuite la chaine avec la densité de transition obtenue a la derniére étape d’adaptation, on
obtient un algorithme MCMC régulier et la théorie standard s’applique. Le travail effectué dans les B
premiéres itérations est donc seulement pour trouver une densité de transition relativement optimale,
évitant ainsi la mise au point manuelle nécessaire aux méthodes MCMC non-adaptatives. Cette
technique est particulierement intéressante pour des algorithmes adaptatifs dans lesquels ’adaptation
tend a converger avec N. Dans ce cas, il n’y aura pas une grande différence entre la densité de
transition fixée au temps B et celles obtenues plus tard. L’algorithme sera alors presqu’optimal et le
travail computationnel supplémentaire relié¢ & 'adaptation est évité pour le reste de la simulation. A la
sous-section 3.2.3, il sera question de la convergence de ’adaptation dans le contexte des algorithmes

par approximation stochastique.

D’autre part, le rythme d’adaptation peut étre modifié. Plutét que d’adapter a chaque itération,
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il est possible d’adapter seulement & certaines itérations fixées a I’avance ou selon un rythme aléatoire.
Chimisov et collab. (2018) produisent un cadre théorique général pour ce type d’algorithme, qu’ils
nomment AirMCMC (pour Adapted Increasingly Rarely MCMC). On considére une suite croissante
de temps entre deux adaptations {n,},>o telle que n; — co; Padaptation est donc effectuée & chaque
N; = Zz:o nj, j = 0 (en posant Ny = ng = 0). Dans le contexte des récursions de Robbins-Monro, la
mise & jour de € pourrait prendre la forme (Atchadé et collab., 2011)

1 Njt1

WV
o

9j+1 = Hj + H(eﬁ (scn,wn+1)) J

N
J+1 n:Nj+1

Algorithme 3.6 MCMC adapté de plus en plus rarement Adapted Increasingly
Rarely MCMC (AirMCMC, Chimisov et collab., 2018)

Données Densité cible 7, famille de densités de transition {Ps}gco, 0(-) une
fonction de mise a jour de 0 et {N;};>0 la suite de temps d’adaptation.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine zg et parametre
initial 6.
2. Pour j=0,...,

(a) Echantillonage. Pour n = N; +1,...,N;;1,
i. Génération de X, ~ Py, (|Tn-1);
ii. Sin = N, arréter l’algorithme.

(b) Adaptation. Calcul du nouveau parameétre

0j+l =0 (‘770:717 90:]') .

Sortie L’échantillon xq.x.

Enfin, une troisieme méthode d’adaptation considérant des périodes variables d’adaptation est due
a Gilks et collab. (1998). Plutot que d’adapter de moins en moins souvent, ’adaptation est effectuée
seulement lorsque la chaine se trouve dans des états choisis de sorte a séparer la chaines en sections
indépendantes. Cette indépendance aidera grandement au traitement théorique de ’algorithme puisqu’on
y retrouve en quelque sorte la propriété markovienne perdue en intégrant ’adaptation. Concrétement,
on doit supposer l'existence d’un ensemble A € B(X) tel que 7(A) > 0 et qui satisfait la condition
suivante : X, +1,Xp42, ... est conditionnellement indépendant de Xj.,, sachant X,, € A. Dans ce cas,
I’ensemble S est appelé un atome propre de la chaine de Markov et, chaque n tel que X,, € A est
appelé un temps de régénération de la chaine. Les temps de régénération séparent donc la chaine
en sections, appelées tours, qui sont alors indépendantes. A Dintérieur d'un tour, la transition est
gardée fixe; lorsque la chaine passe par A, alors la transition est adaptée. Avec cette construction
en téte, il est possible de définir des algorithmes tels qu’un atome propre existe et que 'adaptation
ait lieu relativement souvent : voir Gilks et collab. (1998), Brockwell et Kadane (2005) et Sahu et
Zhigljavsky (2003) pour divers exemples.

3.1.3.2 Estimation non-paramétrique

L’'un des premier algorithme MCMC adaptatifs, proposé par Gilks et collab. (1994), est un
exemple d’adaptation interne non-paramétrique. L’algorithme ADS (pour Adaptive Direction Sampling)

et sa version simplifiée, I’algorithme Snooker, consistent en un échantillonneur de Gibbs (algorithme 2.6)
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dans lequel la direction d’échantillonnage est déterminée par un passé fini de la chaine. Dans le cas
de l’algorithme Snooker, afin d’échantillonner z,1, deux points sont choisis parmi le passé de la
chaine xg.,,. Puis, la droite passant entre ces deux points détermine le domaine d’échantillonnage de la
prochaine valeur, qui est généré selon la densité conditionnelle de la droite. L’ Algorithme 3.7 détaille

la procédure.

Algorithme 3.7 Snooker (Gilks et collab., 1994)

Données Densité cible 7 & support dans R?, m le nombre de points & conserver.

Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale de la chaine zg et I’ensemble courant
0o = {:cé1>, e ,x(()m)} € RIxXm™,
2. Pourn=0,...,N -1,
(a) Echantillonage.

i. Sélectionner 2\ et z*) uniformément parmi

0 = {xS), e ,x%m)} et calculer la direction
ens1 =y —al;

ii. Générer rny1 ~ f(:), ou*

flr)ocm (:cgf) + T€n+1) [1— 7|4t

est la densité conditionnelle complete sur la droite
{ng) +reag1|r € R}

iii. Poser @n11 = xifll = :vgf> + rpit1€ni1 et :EEZJ)A = atsf),

i #c.

Sortie L’échantillon z1.n.

* Le terme 11— r|d71 correspond au Jacobien de la transformation induite dans le calcul de
Jcsfll = ng) +repy1 = (1 — T)Jl'gf) + mcgl“), ajusté de sorte a obtenir la bonne densité

invariante de la chaine conjointe {a:sllzm)}nzo (Roberts et Gilks, 1994).

L’adaptation externe est particulierement propice a l'utilisation de densités de transition non-
paramétriques ou la chalne auxiliaire permet 1’estimation non-paramétrique de la densité. Par exemple,
Chauveau et Vandekerkhove (2002) proposent d’utiliser I’histogramme de plusieurs chaines générées
en parallele pour produire la densité de transition. Similairement, Warnes (2000), par lalgorithme
NKC (pour Normal Kernel Coupler), propose d’utiliser une densité estimée par noyaux gaussiens a
partir de I’état précédent de chaines paralleles; I’algorithme 3.8 détaille la procédure. Des exemples de

constructions similaires peuvent étre trouvées dans Ter Braak (2006) et dans Tran et collab. (2016).

3.1.3.3 Densité invariante non-cible et chaines paralleles

Dans les algorithmes a adaptation externe, les chaines auxiliaires ne doivent pas nécessairement
admettre m comme distribution invariante. En fait, il peut étre judicieux de définir des chaines

auxiliaires de sorte que leurs distributions invariantes respectives soient différentes de 7.

Lorsque le support de 7 présente une géométrie complexe (multiples modes, formes particuliéres,
etc.), les algorithmes MCMC réguliers ou méme adaptatifs peuvent éprouver de la difficulté a visiter
tout le support de 7, et ce, rapidement et efficacement. Le tempérage en paralléle (Geyer, 1991;
Marinari et Parisi, 1992; Geyer et Thompson, 1995) tente de résoudre ce probléme en considérant des
chaines paralléles a la chalne principale qui échantillonnent des distribution semblables a 7, mais plus

simples. Lorsque la distribution invariante est une version « adoucie » de m, ces chaines parcourront
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Algorithme 3.8 Normal Kernel Coupler (NKC, Warnes, 2000)

Données Densité cible 7 & support dans R?, K le nombre de chaines, V la
matrice de covariance du noyau gaussien et h2 Péchelle du noyau.

Procédure 1. Initialisation. Valeurs initiales de la chaine xék], k=1,... K.
2. Pour n=0,...,N — 1,
(a) Echantillonage.

i. Choisir k € {1,..., K} l'indice de la chaine & mettre &
jour (par cycle ou aléatoirement) ;

ii. Echantillonner la proposition en sélectionnant une
composante du mélange U ~ uniforme{1, ..., K}, puis en
générant Y|U = u ~ N (2l h2V);

iii. Calculer la probabilité d’acceptation M.-H.

i m(y)a(wh |y.xh ")
a (azn 7y) =min 4 1, - - ;

m(@i gyl =i )

ou

il [—i 1 1 i
a(la" a1 =3 " el hV) + el 1Y),
ki

est 'estimé non-paramétrique de m par noyaux gaussiens
a partir de Péchantillon {z 2=} et ot o(-|p,2)
correspond a la densité d’une loi normale de moyenne p
et de covariance X. Avec probabilité a (mg],y),
acceptation de la proposition (z,+1 = y); sinon rejet
(Tn41 = Tn.)

(b) Adaptation. Copie des chalnes non-utilisées :cgﬁ]rl = :ng]ﬂ,

k # i, et mise & jour de la chaine k, :cEZ]Jrl = Tnt1.

Sortie I’échantillon z1.n.

plus aisément le support de leur propre distribution, ce qui renseigne du méme coup sur la distribution
cible. Alors, par adaptation externe, la nouvelle information peut étre transmise a la chaine principale

pour améliorer la simulation.

L’algorithme Metropolis-coupled MCMC (MCMCMC, Geyer (1991)) est un exemple de tempérage
en parallele. On considere K chaines paralleles, chacune admettant 7, comme distribution invariante,

N

ou
me(z) =7k (),  k=1,...,K. (3.4)

I = 7, ce qui constitue alors la chaine principale de laquelle

Lorsque £ = 1, on retrouve m; = 7
I’échantillon final sera obtenu. Lorsque £ > 1 alors la densité 7 est une version adoucie de 7 et
I’échantillonnage de tout ’espace est facilité dans cette chaine. La méthode de simulation dans chaque
chaine est arbitraire ; on peut considérer une marche aléatoire M.-H. par exemple. Afin de transmettre
I'information entre les chaines, I’étape d’adaptation consiste en une permutation des états entre deux
des chaines selon une probabilité M.-H. Intuitivement, alors que la chaine principale peut rester prise
dans un des modes de 7, un saut entre les modes est potentiellement possible pour une des chaines
auxiliaires. I’échange permettra alors a la chaine principale de visiter tout I'espace. L’algorithme 3.9

explique en détail la procédure.

Evidemment, cette description est générale. Le nombre de chaines ainsi que les transitions dans
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Algorithme 3.9 Metropolis-coupled MCMC (MCMCMC, Geyer, 1991)

Données Densité cible 7 & support dans R?, nombre de chaines K, densités
tempérées ] = 71/% et de transition P[k], k=1,... K.
Procédure 1. Initialisation. Valeur initiale des chaines x([)LK].

2. Pour n=0,...,N — 1,
(a) Echantillonnage. Pour k =1,... K, générer X,[LI:]_I ~ Pl
(cette étape contient possiblement une étape d’acceptation

rejet lorsque P est un noyau M.-H.)

aptation. L’éc angew‘ ozl , 1 # j est proposé et
b) Adaptation. Liéchange 217, © 2l

accepté avec probabilité

[i] (,19] (5] (L1
T (z T (x
in{l, ( @+1) ( n‘+1)}

wlil (2 )mll (2] )

Sortie L’échantillon z!') .

chaque chaine sont a déterminer (et possiblement & adapter) et la définition des distributions invariantes
(3.4) peut étre changée. Des constructions plus précises incluent les MCMC & rééchantillonnage par
importance (IR-MCMC, Atchadé, 2009; Andrieu et collab., 2011) et 1’échantilloneur Equi-Energie
(EE, Kou et collab., 2006), desquels se dégage une généralisation dans Atchadé (2010), et ’algorithme
PTEEM (pour Parallel Tempering with Equi-Energy Moves) de Baragatti et collab. (2013) qui est a
mi-chemin entre le tempérage en paralléle régulier et I’échantilloneur EE. Miasojedow et collab. (2013)
proposent d’adapter le choix des distributions invariantes ainsi que celui des densités de transitions
(une marche aléatoire M.-H.) dans chaque chaine par une covariance commune adaptée comme dans
Palgorithme AM 3.1. Roberts et Rosenthal (2014) considérent le choix optimal théorique des densités
tempérées, alors que Woodard et collab. (2009) dérivent des conditions pour vérifier 'optimalité par
rapport a des densités cibles multi-modales. Casarin et collab. (2013) proposent une variante de leur
algorithme a essais multiples (AIMTM, pour Annealed Interacting Multiple Try Metropolis) ou des

chaines paralleles a distributions invariantes tempérées sont utilisées.

La stratégie de tempérage peut également étre effectuée d’une autre facon. Plutoét que de
considérer des chaines paralleles, la distribution invariante de la chaine est modifiée dans le temps,
d’une maniere déterminée et jusqu’a atteindre la densité cible. Au début de ’algorithme, on considére

/K pour un grand K . Ensuite la distribution invariante est rapprochée

une version simplifiée de 7, e.g. ™
de la distribution cible en approchant K de 1. A travers cela, le support complet de 7 sera parcouru
plus rapidement, ce qui permet une adaptation de la densité de transition plus efficace. Finalement,
la chaine principale est simulée avec m comme distribution invariante, mais les valeurs initiales ont
été optimisées rapidement & l'aide du tempérage (’adaptation peut se poursuivre, mais 'optimialité
sera déja prés d’étre atteinte.) Par exemple, Craiu et collab. (2009) augmentent leur algorithme INCA

avec ce type de tempérage pour obtenir 'algorithme TINCA (pour Tempered INCA.)

3.1.3.4 Choix de la densité de transition

Les méthodes adaptatives requiérent une certaine famille de densités de transition {Pp}gce. On
explore ici quelques choix répandus venant des MCMC non-adaptatifs auxquels adaptation peut étre

ajoutée.
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L’algorithme AM (Haario et collab., 2001), basé sur une marche aléatoire a démarré le domaine
des MCMC adaptatifs. Depuis, de nombreux autres algorithmes M.-H. de type marche aléatoire ont
été developpés; voir e.g. Andrieu et Thoms (2008); Atchadé et Rosenthal (2005); Bai et collab.
(2011a); Chen et collab. (2016); Craiu et collab. (2009); Garthwaite et collab. (2016); Shaby et
Wells (2010); Vihola (2011a, 2012). Lorsque le gradient de m est disponible et que son calcul est
computationnellement rapide, 'utilisation d’apadatation au sein d’un algorithme MALA peut s’avérer
pertinent (Atchadé, 2006; Marshall et Roberts, 2012; Shaby et Wells, 2010). Voir aussi Sejdinovic
et collab. (2014) pour une marche aléatoire dans un espace transformé par noyaux non-paramétriques
et Tak et collab. (2018) pour une marche aléatoire construite pour des distributions multimodales a

l’aide d’une chalne auxiliaire.

Pour ce qui est des algorithmes Metropolis-Hastings indépendants, I’adaptation est souvent
utilisée afin de modifier la densité de proposition pour qu’elle ressemble le plus possible & la densité
cible. Plusieurs constructions utilisent une mixture pour approximer la densité cible (Andrieu et
Moulines, 2006; Giordani et Kohn, 2010; Luengo et Martino, 2013; Brockwell et Kadane, 2005; Pompe
et collab., 2018; Keith et collab., 2008). Voir aussi Martino et collab. (2018) pour un algorithme M.-H.
indépendant non-paramétrique et Holden et collab. (2009) pour un algorithme indépendant & chaines

paralleles.

En dimensions plus élevées, le coiit en calcul de 'adaptation d’une matrice de covariance (e.g.
algorithme AM 3.1) peut étre trop élevé et des transitions (e.g. Metropolis-dans-Gibbs) peuvent
étre préférables (Bai, 2009a; Roberts et Rosenthal, 2009; Rosenthal, 2011; ¥, atuszyniski et collab.,
2013; Gasemyr, 2003; Haario et collab., 2005; Levine et Casella, 2006). De telles propositions en une
dimension se prétent bien a 'adaptation non-paramétrique (Gilks et collab., 1995; Cai et collab.,
2008; Zhang et collab., 2016; Martino et collab., 2015) alors que normalement ce type d’estimation
souffre de la malédiction de la dimensionnalité. Cependant, ce type de mise-a-jour peuvent ne pas bien

fonctionner lorsque la densité cible est fortement corrélé.

La plupart des extensions aux méthodes MCMC peuvent également incorporer une certaine dose
d’adaptation dans leur procédure pour améliorer 'efficacité et réduire la quantité d’ajustement manuel.
Haario et collab. (2006), par I’algorithme DRAM (pour Delayed Rejection Adaptive Metropolis) proposent
un algorithme Metropolis (marche aléatoire) a rejet retardé (algorithme 2.8) ol les propositions
sont adaptés différemment a chaque étape. A la premitre étape, Padaptation est faite comme dans
Palgorithme AM 3.1 ; aux étapes suivantes, ’adaptation consiste en une mise a 1’échelle de la covariance.
Si Ditération se rend & la seconde étape, alors la probabilité d’acceptation devait étre faible (en
moyenne) a la premiére étape ce qui invite a réduire 1'échelle de la covariance, et ainsi de suite. Les
algorithmes a essais multiples sont également propices a 'adaptation des propositions de chacun des
essais. Le chapitre 4 portera sur les méthodes a essais multiples et le Chapitre 5 sur 'intégration de

I’adaptation dans les méthodes a essais multiples.

3.1.4 Criteres d’optimisation

A DPexemple 3.2, on a vu un premier type de critére utilisé en adaptation interne. L’adaptation
des parametres de la densité de proposition est construite de sorte que ses premiers et second moments
soient appariés a ceux de la densité cible. On généralise cette technique, puis l'on détaille d’autres

criteres utilisés pour construire des algorithmes adaptatifs.
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3.1.4.1 Optimisation par appariement des moments

La méthode par appariement des moments (ou méthode des moments) considére une

fonction H de la forme

H(,2) = ¢p(x) — 0,
pour une certaine fonction ¢ de méme dimension que 6. Alors, on trouve

o) = [ (@) = 0)m(da) = [ ota)m(dn) 0.

c’est-a~dire qu’une solution & h(6*) = 0 sera telle que 6* = E{¢(X)} : approximation stochastique

estimera donc le moment généralisé E{¢(X)}. A 'Exemple 3.2, on avait simplement ¢(z) = (z,22").

3.1.4.2 Optimisation par probabilité d’acceptation forcée

Dans le cas de transitions de type Metropolis-Hastings, une seconde méthode, dite par probabilité
d’acceptation forcée, peut étre utilisée. En effet, plusieurs études théoriques ou empiriques (section 2.5)
nous renseignent sur la probabilité d’acceptation Metropolis-Hastings optimale. Pour une certaine
densité de proposition gg(y|z) dépendant d’un parameétre 8, la probabilité d’acceptation moyenne est

donnée par

Go = E{a(X,Y)} = /X  aol@n)an( dyfe)m(da),

" 4o (y|2)7(2) }
" qo(zly)m(y)

est la probabilité d’acceptation Metropolis-Hastings. Sachant que a, est optimal dans une certaine

ap(z,y) = min {1

situation, on aimerait trouver un 8* tel que oy = @,. Il s’agit en fait d’une solution au champ moyen
WO = [ (o) - &) ol dofe)m(do)
X x X

sur les variables aléatoire (X,Y") (notons ici que Y est la proposition M.-H. plutdt que le prochain état
de la chaine), le parametre 6 et la fonction H (0, (x,y)) = ag(x,y) — &.. L’approximation stochastique
de Robbins-Monro (algorithme 3.3) suggere donc de générer le processus {(X,,,Ys) }n>1 par la méthode

de Metropolis-Hastings puis de mettre a jour le parametre selon la récursion

Ont1 = On + Yny1 (p(z,y) — Q).

D’une maniére plus générale, on peut remplacer ag(z,y) — & par n’importe quelle fonction de ag(z,y)
et de a, qui s’annule lorsque ces deux valeurs sont égales (certaines conditions seront & considérer
pour assurer la validité de l’adaptation, cf. sous-section 3.2.3.) Par exemple, Gilks et collab. (1998)
proposent de mettre & jour le paramétre d’échelle o de la proposition N(0,0%1;) d'un algorithme

Metropolis-Hatings de type marche aléatoire par la récursion
1 . .
logoi11 =logo; + — (logit ag(z,y) — logit a) .
n

Les indices distincts ¢ et n découlent de 'adaptation faite a des temps de régénération (section 3.1.3.1).
Shaby et Wells (2010) estiment plutét ap(x,y) par la proportion d’acceptation au cours des derniéres

itérations en adaptant a certains intervalles.
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3.1.4.3 Optimisation directe de la variance de I’estimation

Une troisieme méthode pour définir le critére d’optimalité d’un algorithme d’adaptation serait
d’optimiser directement la variance asymptotique de estimateur de 7 (f). En effet, en estimant cette
espérance par son estimateur Monte Carlo #n(f) = & Ziil f(X;), ot les échantillons sont générés

avec la densité de transition Py fixée, et en supposant qu’'un théoréeme de limite centrale tel que
N D
VN (@n(f) =n(f) = Na(0.Z(f)), N oo,

est valide, alors l'efficacité de 'estimation est directement liée & Xy (f). Afin d’obtenir une estimation
plus efficace de w(f), on cherchera donc & minimiser la variance asymptotique Xy(f) par rapport au
choix de 6 € ©. Dans le cas ou f est multidimensionnelle, ¥y ( f) est une matrice et on cherchera plutot

a minimiser un certain critére tel que la norme de Frobenius ou bien la trace de la matrice

Dans la dérivation du temps d’autocorrélation intégré (section 2.4.3.4), on a montré que la variance

asymptotique est donnée par

N

S(f) = Var (f(Xo)) +2_ Cove (f(Xo),f(Xy)) - (3.5)

i=1

Puisque l'on doit avoir recours & une méthode MCMC pour estimer 7 (f), qui est nécessaire au calcul
des variances et covariances impliquées, on se doute que le calcul de la covariance asymptotique ne
sera pas possible en général ; 'optimisation analytique de ¥ ¢(#) n’est généralement pas envisageable.
Comme pour la méthode par probabilité d’acceptation forcée, on pourrait effectuer une approximation
stochastique afin de trouver #* qui minimise la norme de Frobenius de la variance asymptotique par
exemple. Cependant, puisque X;(0) dépend fortement de f, on ne pourrait se fier & des résultats
généraux pour trouver une valeur de ||Zg(f)||F optimale pour f, contrairement & la méthode par

probabilité d’acceptation forcée.

Afin d’adapter directement la covariance sous ce critére, Andrieu et Robert (2001) suggerent de
considérer le gradient de la norme de Frobenius, Vy||X¢(0)||%, qui devrait s’annuler au minumum
atteint en 6*. Ceci définit un champ moyen dont une solution peut étre obtenu itérativement via une

mise a jour du parametre
9n+1 = 0p + Ynt1 v9||2f(0)||%‘|9:9n :

Le gradient n’étant généralement pas simple & obtenir, les auteurs suggerent de 'estimer a 'aide
de chaines générées en paralléles, constituant un algorithme & adaptation externe. Cette solution est

computationnellement coiiteuse et dépend a nouveau du choix de f.

Néanmoins, il est possible d’utiliser des versions simplifiées du critere de la variance asymptotique
menant a une adaptation possiblement sous-optimale, mais plus simple a réaliser. Par exemple, le saut
quadratique moyen se calcule beaucoup plus rapidement que la variance asymptotique (ou que ’'ACT).
Cette mesure est similaire & ’ACT d’ordre 1 et est uniforme par rapport au choix de f (section 2.4.3.3.)
Pasarica et Gelman (2010) proposent d’utiliser ce critére dans un algorithme M.-H. de type marche
aléatoire ou le parameétre d’échelle A des propositions gaussiennes de covariance A\Y est mis & jour
en optimisant le ESJD. La covariance est quant a elle mise a jour d’'une maniere similaire a celle de
lalgorithme AM 3.1.
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3.1.4.4 Optimisation de la divergence

Dans le cas de densités de transition indépendantes, par exemple via un algorithme M.-H.
indépendant, 'efficacité de I’estimation sera directement liée a ’adéquation entre la densité de transition
et la densité cible. Il serait donc pertinent d’utiliser une méthode adaptative qui fera en sorte que
la densité de transition Py(-) épouse le mieux possible la densité cible 7, résultant en une meilleure

efficacité d’estimation.

Un critére général pour comparer deux densités est la divergence de Kullback-Leibler définie

KL(m,Py) = E {log ;9(()2) } .

selon

Minimiser la divergence de Kullback-Leibler peut étre faite en cherchant une solution a Vo KL(7,Pp) =

0. Dans le cas ou 'on peut intervertir espérance et dérivée, on trouve

_ X)) | _ (X)) _.
O—VQE{lo