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SOMMAIRE

Le projet de ce mémoire s’inscrit dans un programme global ayant pour but d’obtenir et
classifier tous les systémes superintégrables en deux dimensions et admettant des intégrales
de mouvement polynomiales et d’ordre arbitraire N en p; et ps, les deux moments conjugués
associés a Fs.

Dans notre étude, présentée sous forme d’un article, on s’intéresse spécifiquement a la co-
existence de 'hamiltonien avec une intégrale de mouvement de cinquiéme ordre. On obtient
les équations a dérivées partielles nécessaires pour qu’une telle intégrale existe et on les sim-
plifie ensuite en supposant que les potentiels recherchés V(x,y) sont séparables c’est-a-dire
V(z,y) = Vi(z)+ Va(y). Avec 'existence de l'intérgrale de cinquieme ordre, cette supposition
garantit aussi la superintégrabilité du systéme. On réussit a montrer que lorsque les deux
composantes Vi(z) et Va(y) ne satisfont aucune EDO linéaire, ils sont toujours solutions
d’une EDO non linéaire qui possede la propriété de Painlevé. Dans la majorité des cas, on
exprime toutes les solutions en terme de transcendantes déja connues, incluant les fonctions
elliptiques et les six fonctions transcendantales de Painlevé. Les équations non linéraires re-

liées aux cas non résolus peuvent définir de nouvelles transcendantes.

Mots clés : Intégrabilité, superintégrabilité, équations différentielles non li-

néaires, propriété de Painlevé, mécanique quantique.
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SUMMARY

The present thesis is part of a general program whose purpose is to obtain and classify all
superintegrable systems in two dimensions with integrals of motion that are polynomials of
arbitrary order (degree) N in p; and ps, the two components of the linear momentum.

In this study, presented in a single article, we investigate the coexistence of the Hamiltonian
with a fifth-order quantum integral of motion. We derive the determining equations that
guarantee the existence of this integral and we simplify them by assuming that the poten-
tials V' (z,y) are separable in Cartesian coordinates, i.e. V' (z,y) = Vi(2)+Va(y), a supposition
which, together with the existence of an independent fifth order integral, also guarantees the
superintegrablity of the system. We show that when both Vj(z) and V3(y) do not satisfy
any linear ODE, they are always solutions of nonlinear ODEs. These equations are found
to have the Painlevé property. Most of them are solved in terms of known Painlevé trans-

cendents or elliptic functions. The others may define new higher order Painlevé trenscendents.

Mots clés: Integrability, superintegrablity, nonlinear differential equations,

Painlevé property, quantum mechanics
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Chapitre 1

INTRODUCTION AUX SYSTEMES
SUPERINTEGRABLES

La mécanique classique est sans doute la plus ancienne théorie physique totalement inscrite
dans un cadre purement mathématique et formel. Elle a vu le jour grace a des observations
empiriques et a été finalement résumée par Isaac Newton dans son ouvrage Philosophiae na-
turalis principia mathematica en de tres célebres lois dites les lois du mouvement de Newton.
Mais la mécanique newtonienne avait le désavantage d’étre formulée a I’aide d’un formalisme
vectoriel, ce qui menait dans plusieurs cas a un grand nombre d’équations a résoudre. En
1788, le célebre mathématicien Joseph-Louis Lagrange publie son livre de mécanique ana-
lytique ou il reformule la mécanique newtonienne en une théorie purement analytique. Ses
travaux ont introduit des idées importantes, comme le principe du moindre action, qui vont
plus tard servir a théoriser toute la mécanique classique. Mais la reformulation de Lagrange
n’était qu’une étape intermédiaire menant a une autre reformulation plus simple et tota-
lement symétrique. En se basant sur les travaux de Lagrange, le mathématicien Hamilton
réussit a faire le lien entre ses travaux en optique et les équations de la mécanique Lagran-
gienne. Il donne naissance a une nouvelle théorie de la mécanique formulée avec une symétrie
et une élégance inégalées. La mécanique d’Hamilton servira, vers le début du vingtieme siecle,
de cadre théorique naturel a la physique quantique, la physique de I'infiniment petit qui a
vu le jour aussi grace a des observations expérimentales qui ne s’expliquaient pas par les lois

de la physique classique.

1.1. MECANIQUES LAGRANGIENNE ET HAMILTONIENNE

Dans le formalisme lagrangien, un systeme physique en n dimensions est décrit par les
parameétres de positions ¢; (coordonnées généralisées) ainsi que leur taux de variation ¢; = %.
La reformulation lagrangienne de la mécanique classique se base sur le concept de lagrangien.

Il est généralement interprété comme étant la différence entre I’énergie cinétique totale du



systeme L. =T et son énergie potentielle £, =V :

L=E.—E,=T-V. (1.1.1)

Le lagrangien est donc une fonctionnelle des parametres ¢, ¢; et ¢; = ijqti. Les équations de

mouvement du systeme sont données par les équations d’Euler-Lagrange :

ou p; est le moment conjugué (ou bien quantité de mouvement généralisée) de la i-éme

(1.1.2)

particule définit par :

oL
94
Une des preuves classiques menant a ces équations s’obtient a partir du principe de d’Alem-

Di (1.1.3)

bert. Toutefois, ces équations peuvent étre obtenues a partir d’'un autre principe connu sous
le nom du principe de moindre action. Selon ce dernier, les parametres d’un systeme donnée
s’obtiennent en optimisant, entre deux instants donnés t; et t5, une unique grandeur appelée

action et définie par :
to

t
Formellement, le principe du moindre action s’écrit :

58 =0, (1.1.5)

pour toute perturbation dg;(t) de la trajectoire ¢;(t). Ici, 6S correspond a la variation de
laction S.
La mécanique hamiltonienne se base quant a elle sur le concept de ’hamiltonien. Il est défini

comme étant la transformée de Legendre du lagrangien :
H(q,pist) = Z Gepr — L(t,9:,Gi)- (1.1.6)
k=1

Sous ce formalisme, le systeme est décrit par son espace de phase lui-méme décrit par les
points (¢;,p;). Les équations de mouvement dites équations canoniques de Hamilton prennent

la forme simple :

P R S

o T 0g ot T a
Dans plusieurs situations, il arrive que le moment conjugué p; coincide avec la quantité

(1.1.7)

de mouvement usuelle, i.e. ¢; = p;/m;. Dans ce cas, on obtient que T" = Y , %miq’f =

"1 5—p7 et Phamiltonien prend alors la forme H = >}, ﬁ pi+V = E, ce qui corres-
pond a I'énergie totale du systeme. En effet, plus généralement, si les équations qui définissent
les coordonnées généralisées sont indépendantes du temps, on peut montrer que ’hamilto-

nien d’un systeme correspond a son énergie totale E.



Définition 1.1.1. Le crochet de Poisson de deux fonctions R(p,q), X (p,q) définit sur

I’espace de phase est la fonction

" OROX OROX

R,XH 1.1.8
(RA}p.g) = 2:: Ope g Oqr Opr” (1.18)
A Tl'aide du crochet de Poisson, les équations de mouvement s’écrivent comme
d% dp;
={M.a}, 5 ={Hpik (1.1.9)

Pour toute fonction R(p,q), sa dynamlque tout le long de la trajectoire q(¢),p(t) est donnée

par

AR
—r ={"R} (1.1.10)

Ainsi, R(p,q) sera constante tout le long de la trajectoire si et seulement si {H, R} = 0.
Définition 1.1.2. Si {H, X} =0, alors X(p,q) est une constante de mouvement.

Il est clair par la définition du crochet de Poisson que I’ensemble des constantes de mouvement
est fermé sous cette opération.

Définition 1.1.3. Soit F = (f1(p,q),.., fn(p,q)) un ensemble de N fonctions définies sur
une région ) d’un espace de phase a 2n dimensions. On dit que F est fonctionnellement
indépendant si la N x 2n matrice a;, = (%’ %) est de rang N dans la région §2. L’en-
semble est fonctionnellement dépendant si le rang est strictement inférieur a N dans

la région 2.

Définition 1.1.4. Un systeme Hamiltonien H ayant n degrés de liberté est intégrable s’il

admet n constantes de mouvement Py = H, Pa,...,Pn qui sont en involution :
{P;Pr} =0, 1<jk<n (1.1.11)

et sont fonctionnellement indépendantes.

La notion d’intégrabilité est centrale en mécanique hamiltonienne. C’est un résultat standard
que cette propriété permet d’intégrer les équations d’Hamilton par quadrature (i.e par un
nombre fini d’opérations algébriques et d’intégrations de fonctions connues)[1]. Ce résultat
porte le nom de théoreme de Liouville en géométrie symplectique.

Dans certains cas, il arrive qu’un systeme a n degrés de liberté possede plus que n intégrales

de mouvement. On parle alors de superintégrabilité.

Définition 1.1.5. Un systéme hamiltonien classique a n dimensions est dit superinté-

grable s’il est intégrable et posséde en plus k, avec k = 1,....n — 1, constantes de mouvement



tel que les n + k intégrales de mouvement soient fonctionnellement indépendantes. Le sys-

teme est minimalement superintégrable si k = 1 et maximalement superintégrable si k = n—1.

En principe, la superintégrabilité offre la possibilité de calculer toutes les trajectoires sans
aucune résolution analytique des équations différentielles en jeu. Il existe en géométrie sym-
plectique un résultat similaire au théoréme de Liouville pour les systemes superintégrables,
il est connu sous le nom du théoréme de Mishchenko-Fomenko [10]. Les plus connus des sys-
témes superintégrables sont 'oscillateur harmonique (V(r) = ar) et le systeme de Couloumb-
Kepler (V(r) = ¢). Le théoreme de Bertrand [12] stipule que ce sont les seuls potentiels a
symétrie sphérique pour lesquels toutes les trajectoires bornées sont fermées. Afin d’illus-
trer I'utilité de la superintégrabilité, on montrera dans la prochaine section comment, sans
avoir recours aux solutions des équations de Hamilton, la superintégrabilité du systeme de
Couloumb-Kepler implique les lois de Kepler énoncées il y a plus que 400 ans par I’astronome

Johannes Kepler.

1.2. EXEMPLE DE SUPERINTEGRABILITE CLASSIQUE : LE POTENTIEL DE
COULOUMB-KEPLER

Le probleme de Kepler, qui est un cas particulier du probleme a 2 corps, consiste a étudier le
mouvement dun corps autour d’un autre supposé stationnaire et exercant une force centrale
dont le module dépend de l'inverse du carré de la distance séparant les deux corps. La
solution de ce probleme est une bonne approximation au probléme a 2 corps si la masse de
I'un d’entre eux est négligeable par rapport a 'autre. En se servant des observations tres
précises de I'astronome Tycho Brahe, Kepler a énoncé trois lois régissant le mouvement des
planétes : (1) Les planeétes du systéme solaire décrivent des trajectoires elliptiques, dont le
Soleil occupe 1'un des foyers. (2) Si S est le Soleil et M une position quelconque d’une planéte,
l'aire balayée par le segment [SM] entre deux positions C et D est égale a 1’aire balayée par ce
segment entre deux positions E et F si la durée qui sépare les positions C et D est égale a la
durée qui sépare les positions E et F. (3) Le carré de la période sidérale d’'une planete (temps
entre deux passages successifs devant une étoile lointaine) est directement proportionnel au
cube du demi-grand axe de la trajectoire elliptique de la planete.

Nous allons voir que la formulation mathématique de ces lois peut étre obtenue simplement
par 'analyse de la superintégrabilité. Puisque les orbites planétaires sont planaires (c’est
un résultat standard des interactions centrales), on considére le mouvement dans un l’espace
euclidien en 2D. En posant, pour simplifier les calculs, la masse de la particule en mouvement

égale a 1, le lagrangien s’écrit comme :



(0%

-1

S0 + @)+ m a> 0. (1.2.1)
Puisque p; = %f = ¢;, I’hamiltonien prend la forme :
R R —— (1.22)
(gt +@3)
Les équations de Hamilton sont alors :
an A2 (1.2.3)

Gi=D1, @2=D2, P1= 5 505 P2= 5 5
(¢ + ¢3)/? (g + ¢3)/?

qui donnent bel et bien les équations de Newton q = (qg?g 75 Nous allons montrer comment

la superintégrabilité permet de trouver la trajectoire sans obtenir 1’évolution temporelle de

ce systeme (qui s’obtient en résolvant les équations (1.2.3)). Dans le cas du probleme de
Kepler en 2D, on a que n = 2 et 2n — 1 = 3. Ainsi, pour que le systeme soit maximalement
superintégrable, trois constantes de mouvement sont nécessaires. La seconde loi de Kepler
est une conséquence de la conservation du moment angulaire. La quantité conservée est Xy =
¢1p2—@op1. Un simple calcul montre bien que {H,X>} = 0. Le potentiel gravitationnel possede

la particularité d’avoir une troisieme constante de mouvement. Considérons le vecteur

(af +¢3)3* qi + q3)%?
dans le plan ¢; — ¢o. On peut vérifier que {H, X3} = {H,Xy} = 0, ainsi les composantes

« (0%
e = (A3,Ay) = (szz e (QQ> (1.2.4)

de e sont conservées et donc le systeme est superintégrable. La quantité e porte le nom du
vecteur de Laplace-Runge-Lenz. On verra plus tard que ce vecteur est parallele a ’axe formé
par lorigine (q1,q2) = (0,0) et le périhélie (le point de la trajectoire le plus proche de I'objet
central) de la trajectoire par rapport a 'origine. On peut utiliser les X},...X; pour générer

I’algebre associée aux constantes de mouvement. Les crochets de Poisson non triviaux sont
{X, X5} = =&y, {A,X ) =24, {32} = 2XH. (1.2.5)

Ces équations de structure ne définissent pas une algebre de Lie en raison du terme quadra-
tique XoH. Si H est restreint a I'énergie totale (qui sera alors une constante arbitraire), ces
équations définissent une algebre de Lie avec avec comme opérateur Casimir la norme du
vecteur de Laplace-Runge-Lenz : e.e = 2X7H + o

Supposons qu’on a une solution aux équations de Hamilton avec un moment angulaire Xy = [
et une énergie totale H = E. Par la symétrie radiale, on est libre de choisir la direction des
axes de coordonnées. On choisit le systeme d’axe ou le vecteur de Laplace correspondant
a la solution se confond avec la direction de I'axe ¢; dans le sens positif. Dans ce systeme

de coordonnées, on a que X; = 0, X3 = e; > 0 et €2 = 21?F + o?. En substituant dans la

définition originale de &3 et Xy, on trouve que p; = —S5E= et py = ¢ + l%. Ainsi,



I’expression initiale de X5 nous permet d’écrire :
N aq? N aqs _ne ay/qi + 43 (1.2.6)
Lo +a@ We+a ! l

qui devient apres simplification

e
l:(hl

e2 20%¢, 4
(1- 0712)(13 + 2 N +¢ = Pl (1.2.7)

Cette équation définit une conique dans le plan ¢; — ¢o ; dépendamment des parametres eq,l
et F, les trajectoires sont soit des ellipses, des paraboles ou des hyperboles. La premiere loi
de Kepler est maintenant évidente, les seules orbites fermées possibles sont les ellipses.

La deuxieme loi de Kepler est, comme déja mentionné, une conséquence de la conservation du
moment angulaire X5. En effet, dans les coordonnées polaires, on peut écrire q; = r(¢)cos¢

et go = r(¢)sing, ainsi

l=X=qt)p2(t) — g2(t)p1(t) = ql@ @

_ d¢
a Py

2
=r . 1.2.8
O (123)
L’aire balayée entre linstant 0 et linstant ¢ vaut A(t) = [ qf)((ot)) r?(¢)dp. On a alors que
dA() _ 1,2d _ 1
dt 2" dt 2
Supposons que les parametres eq,l et E sont tels que la trajectoire est une ellipse de période

ainsi le taux de variation est constant d’ou la seconde loi de Kepler.

T. En posant ¢(0) = 0 et ¢(T") = 27, on obtient que l'aire totale de l'ellipse est donnée par
A(T) = L. En égalant cette expression avec la formule d’aire de I'ellipse donnée par (1.2.7),

on obtient directement la troisieme loi de Kepler.

1.3. MECANIQUE QUANTIQUE

En mécanique quantique, les états physiques liés sont vus comme des sous-espaces vectoriels
d’un espace d’Hilbert. Un modele standard consiste a représenter chaque état physique lié
a n degrés de liberté par une fonction complexe et carré intégrable ®(z,t) dans R" x R.
Contrairement a la physique classique, on ne peut que calculer la probabilité qu'un systeme
quantique donné passe d'un état ®(x,t) a un nouvel état ¥(x,t). Cette quantité, interpré-
tée pour la premiere fois par le physicien Max Born, est donnée par le produit scalaire
(O, 0) = [pn U(2,t)®(z,t). Usuellement, les états sont normalisés : | ¥|* = (¥, ¥) = 1. En

1923, Niels Bohr propose un principe de correspondance permettant d’obtenir les lois de la

mécanique quantique en se servant du cadre théorique procuré par la mécanique hamilto-
nienne. Ce principe stipule qu’on peut passer des lois en physique classique a leurs équivalents

en physique quantique en :

e Remplacant les variables dynamiques v(t) du systeme par des opérateurs A(t) agis-

sant sur la fonction d’état du systeme : ¢ = X; = v, E — ihoy,p; — P, = —iho,,



(h étant la constante de Planck réduite). Ainsi, en analogie avec 1’hamiltonien classique
H = ﬁ Sr_ pi+V(q,t), on a Phamiltonien quantique dans un espace euclidien a n dimen-

sions,

_h2 n
232 + V(x,t) (1.3.1)

e Remplacant dzsf) par le commutateur - [H,A(t)] = - (HA(t) — A(t)H), A(t) étant

l'opérateur (aussi appelé observable) associé a la variable v(t) et H I"hamiltonien quantique.

L’importance de ce principe est qu’il permet, a partir de la mécanique quantique, de retrouver
toutes les lois de mécanique quantique lorsque h est négligeable. En mécanique quantique, les
observables correspondent a des quantités physiques qui peuvent étre mesurées. Pour cette
raison, tous les opérateurs qui définissent une observable sont autoadjoints et donc possedent
un spectre réel. Pour un opérateur A correspondant & une certaine observable, la probabilité
qu’un état arbitraire ® soit mesuré avec une valeur propre A est donné par [(V,, ®)|, ou ¥,
est la projection de @ sur ’espace propre correspondant a la valeur propre Ac. On peut définir
un produit bilinéaire sur I'ensemble des opérateurs par le commutateur [A,B] = AB — BA.
Ce produit satisfait les mémes relations que le crochet de Poisson, y compris I'identité de

Jacobi. Les opérateurs de position et de quantité de mouvement satisfont les relations :
(X, Xk =[P, Pe] =0, [X;,P] = ihdj. (1.3.2)

Ces équations définissent une algebre de Heisenberg H,, dans un espace a n dimensions. L’évo-
lution temporelle des états quantiques est déterminée par ’hamiltonien H : la dynamique

du systeme est donnée par I’équation de Schrodinger dépendante du temps,

d
ih%q)(t) = HD(1). (1.3.3)
En utilisant l'opérateur hamiltonien, on peut définir V'opérateur U(t) = exp(iHt/h) =
Py ’HZ/!E Ainsi, I’état du systeme a U'instant ¢ est donné par ®(t) = U(t)®(0), ou (0)

est la fonction d’onde du systeme a I'instant 0 vérifiant le probleme a valeur propre suivant :
HP(0) = EP(0). (1.3.4)

La quantité E correspond a ’énergie du systeme a 1’état ®(0). Ce probléme est aussi ap-
pelé I'équation de Schrodinger indépendante du temps. Si on peut trouver une base a
'espace propre de I'hamiltonien H, on peut exprimer un vecteur arbitraire (état arbitraire)
a l'aide de cette base et obtenir 'évolution temporelle grace a l'opérateur U(t). Trouver
les valeurs et vecteurs propres des hamiltoniens est une tache fondamentale en mécanique
quantique. Comme pour le cas des matrices, si k observables O = H, O,,...,0; commutent
entre eux, [0;,0f] = 0, on peut trouver une base vq, va,...,v, de 'espace de Hilbert ot chaque

vecteur v; vérifie Opv; = \,v; pour p = 1,...,k [11]. Il est important de trouver un ensemble



complet d’observables qui commutent (ECOC), puisqu’on peut caractériser I’état d’un sys-
teme par l’ensemble des valeurs propres qui correspondent a chaque observable. Ceci méene

naturellement a la notion de l'intégrabilité quantique.

Définition 1.3.1. Soient Ly, Lo,..., L; un ensemble d’opérateurs qui ne commutent pas. Un
polynéme P(Ly,...,L;) est dit symétrique en Ly, Lo,...L; si pour chaque 1 < k < 1, les mo-

nomes ol Lj,...L;, apparaissent sous la forme symétrique ad>, cs, Lo, (1) Lom(a)+Lom i) -

Définition 1.3.2. Soient Ly, Lo,..., L; un ensemble d’opérateurs. Ils sont dits algébrique-
ment indépendants si pour tout polynome P(L1,...,L;) symétrique en Ly, Lo,..., L;, l’équa-

tion P(Ly,...,L;) = 0 est trivialement satisfaite (les coefficients des mondmes sont nuls).

Définition 1.3.3. En mécanique quantique, un systéme en n dimensions est intégrable s’il
existe n intégrales de mouvement, L; avec | = 1,....,n qui satisfont les conditions suivantes :
e Les opérateurs Ly sont soit des opérateurs hermitiens bien définis dans [’algébre de Hei-
senberg enveloppante H,, soit des séries convergentes dans la base formée par les opérateurs
X;,.P;, 5=1,..n.
e Les opérateurs L; sont algébriquement indépendants.

e Les intégrales L; commutent par paires.

En analogie avec la mécanique classique, les systemes quantiques a n dimensions sont dits

superintégrables s’ils possedent plus que n intégrales de mouvement.

Définition 1.3.4. Un systéme quantique en n dimensions est superintégrable s’il est in-
tégrable et possede en plus k, avec k = 1,....n — 1, intégrales de mouvement tel que les n + k
intégrales soient algébriquement indépendantes. Le systeme est minimalement superintégrable

st k =1 et mazximalement superintégrables si k =n — 1.

Dans plusieurs cas, la superintégrabilité quantique offre aussi la possibilité de résoudre I'équa-
tion de Schrodinger de fagon completement algébrique. Toutefois, et contrairement a la mé-
canique classique, on ne connait pas de preuve que ceci est vrai en général. Il est conjecturé
que tous les systemes maximalement superintégrables sont exactement résolubles, c’est-a-
dire que les niveaux d’énergie (les valeurs propres du probléme (1.3.4)) peuvent étre calculés

algébriquement comme illustré dans la prochaine section.



1.4. EXEMPLE DE SUPERINTEGRABILITE QUANTIQUE : I ATOME D’HYDRO-
GENE EN 2D

L’équivalent quantique du systeme de Coulomb est I'atome d’hydrogene en 3D. Ce systeme
superintégrable est décrit par des fonctions d’ondes a trois variables. L’analyse de sa su-
perintégrabilité permet bel et bien de trouver les niveaux d’énergie de fagon complétement
algébrique, mais la démarche fait appel a la théorie de représentation des algebres de Lie, ce
qui déborde du cadre de ce mémoire. Nous allons nous restreindre au cas ou le mouvement
autour du noyau est confiné a un espace 2D. Ceci nous permettra aussi de faire le lien avec le
cas classique. Nous allons donc appliquer le principe de correspondance de Bohr au systeme
de Coulomb-Kepler afin de trouver les trois constantes de mouvement nécessaires pour la
superintégrabilité. L’hamiltonien quantique de ce systéme est donné par (on pose toujours
m=1)

s

— 1.4.1
NeEas i

—h?
H= T(ag +02) —
avec  une constante.
La quantification du moment angulaire classique nous donne une deuxieme intégrale de
mouvement :
X = —ih(x0y — y0,). (1.4.2)
On peut vérifier que cet opérateur est hermitien et commute avec ’hamiltonien. Toute-

fois, si on essaie de quantifier de la méme fagon le vecteur de Laplace, on obtient I'opé-

. . 28 I oy
rateur —ih X0, T qui n’est pas hermitien (et ne commute pas avec H). Une fagon
de contourner ce probleme consiste a symétriser cet opérateur en le remplacant par son
i ; 8 _ 2z . .
anti-commutateur —ih{X’, d,} — {1, \/:;Ty?} = —ih(X 0y + 0, X) — \/:;Ty? On obtient ainsi

I’équivalent quantique du vecteur de Laplace :

) 2z ) 2yp
On peut vérifier que [£1,H] = [Lo,H] = 0. Ces opérateurs générent une algebre quadratique
et vérifient les relations de commutation suivantes :
(X, L1] = ihLy, [X,Lo] = —ihLy, [L1,Ls] = —8iRHX, (1.4.4)
L34+ L3 —48% — 2h°H — SHX? = 0. (1.4.5)
On définit une nouvelle base de cette algebre :
LO - —X, L+ == £1 - 7:;62, Li - El + ZEQ (146)
Les relations de structure deviennent alors :
[Lo,L¥] = £hL*, [L",L7] = —16RhH Ly, (1.4.7)



LYL™ = 4B% + 2h*H — ShH Lo + SHL;. (1.4.8)

De fagon équivalente, on peut écrire ’équation (1.4.8) comme
L™L" =4B% + 2R*H + 8hH Lo + SHL}. (1.4.9)

Soit Vg I'espace propre des vecteurs ® ayant une valeur propre E et donc vérifiant I’équation
de Schrédinger H® = E®. On suppose que Vg est de dimension finie m. Des indications
sont données dans [7] pour montrer que Vg doit nécessairement étre de dimension finie, on
omet de les présenter ici par souci d'uniformité. Puisque tous les opérateurs Lo, LT,L~ com-
mutent avec H, chacun d’entre eux envoie Vg sur lui-méme. Pour Ly par exemple, on a que
[H,Lo] = 0. Si ¢ € Vg, alors H(Lyy) = LoHy = ELgy, donc Loty € Vg. Puisque Vg est
invariant sous Lg et que celui-ci est un opérateur hermitien, par le théoreme spectral, Lg est

diagonalisable dans une base orthonormale.

Lemme 1.4.1. Soit ¥ € Vg un vecteur propre de Lo avec wvaleur propre A. Alors, soit
LYY = 0 (le vecteur nul) soit L™V est un vecteur propre de Lo avec valeur propre A + h.

D’autre part, soit L=V = 0 soit L~V est un vecteur propre de Ly avec valeur propre A — h.

DEMONSTRATION. Ce résultat est une conséquence directe des relations [Lo,L¥] = +hL*.
O

Donné ¥ € Vi un vecteur propre de Ly, on définit une action sur ¥ par (L)W, k = 0,1,2,....
Puisque Vg est de dimension finie, L restreint a Vg posseéde un nombre fini de valeurs propres,
ainsi il existe un entier k tel que (LT)*™1W = 0. Soit kg le plus petit entier vérifiant cette
égalité et définissons @y = (LT)*W. Par le lemme (1.4.1), ®; est un vecteur propre de L
avec Lo®y = udg, ou p = A+koh. On appelle ® le vecteur de plus haut poids. En appliquant
l'opérateur L~ sur ®g, on génére des vecteurs propres de Lo : ®; = (L™)?®,. Par le méme

argument qu’avant, il existe un plus petit entier n pour lequel (L7)®,, = 0. Ainsi
Ly®; = (p—jh)®;, j=01,..n, L ®;=P;;, j=01,..n—1 (1.4.10)
On applique maintenant les deux bords de I’équation (1.4.8) sur le vecteur ®; :
L (®;11) = (48% + 2R°FE — 8hE(1n — §) + 8E(1u — )*)®;. (1.4.11)
Pour le cas spécial 7 = n, on obtient
46% + 2h°E — 8hE(ju —n) + 8E(u — n)? = 0. (1.4.12)

Ensuite, en appliquant les deux bords de I’équation (1.4.9) sur le vecteur ®g, on obtient

4632 4 2h*E + ShEp + 8Eu? = 0. En résolvant cette équation pour E, on trouve
-9 52

(h+2p)*

(1.4.13)
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En substituant cette équation dans (1.4.12), on obtient

 168%h(n + 1)(hn — 2p)

=0. 1.4.14
(h+ 20)° (14.14)
Ainsi, ;1 = nh/2 et les niveaux d’énergie sont donnés par
_252
== 1.4.15
h2(1+n)?’ ( )

qui donne le spectre d’énergie d'un atome d’hydrogene confiné a un plan.
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Chapitre 2

LA SUPERINTEGRABILITE QUANTIQUE DE
CINQUIEME ORDRE

2.1. DESCRIPTION DE L’ARTICLE

Le suivant chapitre est un article coécrit avec P. Winternitz et dont je suis le principal auteur.
On y présente les conditions nécessaires pour qu’un systeme quantique possede une intégrale
de mouvement de cinquieme ordre. Ensuite, en supposant la séparabilité en coordonnées car-
tésiennes du potentiel V(z,y), on trouve plusieurs systémes superintégrables qu’on exprime

en fonction de transcendantes connues.

1
2

I’hamiltonien. Une version de cet article a été soumise aux archives ArXiv et au Journal of

Dans cet article, on adopte la convention selon laquelle le facteur - n’apparait pas dans

Mathematical Physics.



Fifth-order superintergrable quantum systems separating in

Cartesian coordinates. Doubly exotic potentials
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We consider a two dimensional quantum Hamiltonian separable in Cartesian co-
ordinates and allowing a fifth-order integral of motion. We impose the superinte-
grablity condition and find all doubly exotic superintegrable potentials(i.e potentials
V(z,y) = Vi(z)+ Va(y) where neither Vi (x) nor Va(y) satisfy a linear ODE) allowing
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I. Introduction

We consider a quantum superintegrable Hamiltonian system in two-dimensional space Es

with two integrals of motion (in addition to the Hamiltonian), namely

0 0
H=pi+p;+V(z,y), p= _Zhﬁ_x’ D2 = —Zha—y, (1)
Y =pi—ps+g(x,y), (2)
] (3] N—21 '
52 {fizx,y), pipy 77} (3)
=0 j5=0

Above the notation is {A, B} = AB + BA and in this article we take N = 5. The functions
V(z,y),9(x,y) and f;o(x,y) are to be determined from the conditions

[H,X] =0, [H,Y]=0. (4)

The existence of the second order integral Y implies that the system is integrable and
separable in Cartesian coordinates. This imposes severe restrictions on the potential V' (z, y)

and the function g(z,y), namely!
V(z,y) = Vi(z) + Va(y), (5)

g(x,y) = Vi(z) — Va(y). (6)

The operators X and Y do not commute but generate a non-Abelian polynomial algebra.The
Hamiltonian system (1),(2),(3) is superintegrable, since it has more integrals of motion(n =
3) than degrees of freedom(n = 2). For precise definitions, properties of superintegrable
systems and reasons why they are of physical and mathematical interest, see the review
article?.

In writing the integral X in (3) we use the general formalism introduced in Ref. 3 for N-th
order quantum integrals in Fj.

The concept of “exotic superintegrable systems” was introduced and studied in several recent

articles* 11

. These are superintegrable systems with H as in (1), X as in (3) separating in
Cartesian or polar coordinates. They are “exotic” because of an additional requirement,
namely that the potential V (x,y) should not be the solution of any linear differential equation.

For potentials of the form (5) this implies that V;(z), Va(y) or possibly both Vi (x) and Va(y)

2



satisfy only nonlinear ODEs. It was observed in Ref. 4, 5, 8, and 10 that for N = 3 and
N = 4 all of these nonlinear equations have the Painlevé property. This means that their
solutions have no movable singularities other than poles!?™17.

The results for N = 3 and N = 4 suggest the following conjecture: superintegrable potentials
in quantum mechanics that allow the separation of variables in the Schrodinger equation in
Cartesian or polar coordinates in F, satisfy ODEs that have the Painlevé property.

The purpose of the present article is to verify this “Painlevé conjecture” for N = 5. In the
process we observed that for N = 5 the potential can be “doubly exotic”. By this we mean
that both Vi(z) and Va(y) satisfy nonlinear equations with the Painlevé property. This was
also the case®® for N = 3, not however for N = 4, where either V;(z) or V,(y) had to satisfy
a linear equation. In this article we concentrate on doubly exotic potentials. “Singly exotic”
ones are left for a future study.

The structure of the article is the following. In section 2 we derive the determining equations

governing the existence and form of the N = 5 integral X of eq.(3). The expression for the

commutator [H, X] is a 6-th order operator of the form

H.X]= Y My(z,y)d. 0], =0. (7)

1 Tx2
0<i+;5<6

All coefficients M; ; must vanish. Some of the obtained determining equations depend ex-
plicitly on the Planck constant A. The classical determining equations are obtained for
h — 0. We obtain a linear PDE as the compatibility condition for the V(z,y). For exotic
potentials this equation must be satisfied identically. In Section 3 we restrict to separable
potentials of the form (5) and obtain linear ODEs for Vj(z) and V2(y). In Section 4 we
restrict further, namely to doubly exotic potentials and obtain an expression for the general
integral of motion X in terms of the potentials V;(z) and V5(y) and of some constants to be
specified later. In section 5 we solve the nonlinear ODEs for the potentials Vi (x) and V5(y).
The results are summed up and analyzed in Section 6. Section 7 is devoted to conclusions

and future outlook.



II. Conditions for the existence of a fifth order integral in quantum

mechanics

Setting M; ;(z,y) = 0, we find a set of 28 differential equations, 12 of which are con-
sequences of the other 16. More specifically, it is sufficient to set A ;(z,y) = 0 with
i+ j =2kk=0,1,2,3, in order to satisfy (7) . Alternatively, we can use Theorem 2 in
Ref. 3 which gives directly the determining equations for the coefficients f;o in (3). The
first seven equations are given by setting M, ; = 0 with ¢ 4 7 = 6. This gives the well known

Killing-equations:

afjfl,O + afj,()

=0, 0<5<6 8
ax 8y ) —j— ) ()

with f_10 = fso = 0. Equations (8) are the conditions for the highest order terms of X to

commute with the free Hamiltonian Hy = p? + p3. They can be solved directly to give:

5—j J
d—n—m in —
fj,O = Z Z ( ] —m )A5—n—m,m,nx5 J (_y)J : (9)

n=0 m=0

That is:

fs0 = Aoso — YA1a0 + ¥* Agzo — y* Azao + y* Asro — v° Asoo, (10)
fio = Aosr — yA1z1 + T Ao + y* Agay — 21y Agzo — yP Aziy + 3wy® Az + ¥ Ao
—4£Cy314410 + 51’y4A500, (11)
f30 = Aoz — yAiz + A3 + ?JQA212 — 2xyAga + 2? Aggo — y3A302 + 3$y2A311
—3$2yA320 - 41’y3A401 + 6(132y2A410 - 10I2y3A500, (12)
fao = Aozs — yAn1z + T A120 + y* Asoz — 20y Asis + 27 Agor + 3ay® Asee — 327y Asi
+2° Agan + 627y Agor — 42y Agro + 102°y* Aseo, (13)
f10 = Ap1a — yA104 + xA3 — 2myA203 + I2A212 - 3x2yA302 + $3A311 - 4x3yA401
+.CL’4A410 — 51’4’!/14500, (14)

foo = Aoos + T A104 + 7° Aoz + 2 Asee + 2" Asor + 2° Asoo. (15)

where Aijk are constants.

Remark 1 At this point, the specific form of the functions f;o allows us to rewrite the
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integral (3) in a different symmetrized form, namely:

5 5—m 2 5-21 .
X :% ZO A A5—m—n,m,n {L5 e n7p1 pz} + 3 Z Z {gj 2lap]1p 2l—]}’
m=0 n= =1 j=0
L = xpy — yp. (16)

The form in (16) introduced in Ref. 3 for arbitrary N was the starting point in previous
articles (for 2 < N < 491018 [t is smportant to notice that this choice of symmetrization
affects the form of the functions f;jo with j # 0 in the original form of the integral. Thus,
the functions gjo with j # 0 must satisfy a different, though equivalent, set of differential
equations in order to satisfy the commutation relation (7). Despite the fact that separable
third and fourth order superintegrable systems have been studied using a form analogous to
(16), we will continue here assuming that the integral has the form in (3) (with N =5) in

order to use and verify the general results obtained in Ref. 3.

The next five independent determining equations are given by setting M, ;(x,y) = 0 with

i+ j = 4. After some simplifications, these are (we use the notation f; ;™™ := 070, fik):

Fyo O ngoovy + %flo‘/:c + R? (_73,4311 + 6y Ay — 6x A0 + SOxyA500> , (17)
F12O0 4 o0 =2f10Vy + fa0Ve + A% (3A309 — 3A300 + 127 Ag0; + 12y Asso
+ 302” As00 — 303/2A500) ; (18)
fa2 OV 4 frp0) :;fzovy + ;f:aovx, (19)
Foo O 4 oo M0 = foo Vo + 2 40V + h% (3A302 — 3Az00 + 120 A401 + 12y Ao
+ 3022 As00 — 30y2A500) , (20)

1 5 3
f32(1’0) :§f40% + §f5ovm + R? (514311 — 6y Asor + 62 A0 — 30953114500) . (21)

Eq.(17)- (21) are linear PDEs for f,2 and V since f;o (j = 0,1,...5) are known from (9).
We shall use their compatibility to obtain a linear partial differential equation satisfied by
the potential V(x,y). Next, setting M, ;(z,y) = 0, with ¢ + j = 2, gives us three more

determining equations. After some simplifications using (17)-(21), these are

5



3 1 5 1 15 1
(foa) OV =§f02Vy + §f12Vx + RB? [(gfoo — gfzm) Viyy + (Zfoo — Zfz;o + fio

1 7 1 5 5
Lo woNy (7 on Ly on_5p 01 _ 2, o
+ 4fso ) yy T (4f10 + 4f30 4f50 2foo

1 1 5 1 5
+ §f20(1’0) + —f4o(1’0)) Vey + (gflo =+ ngo - §f50> Vayy

1 1 —15 1
+ <2f20 f - —f10(1’0)> Vaw + (Tfoo(oz) — §f40(0’2)

1 1 5 3 -3
— §f10(1’ Zf — Zf o2 — gfzo(Q’O)) Vy+ (?flo(oz)
5 1 1 1 3
_ Y (02) _ (1,1) (2,00 _ 2 ¢ (2,0
8f50 4f + 2f 4f10 8f30 ) Va
-5 1
+ 1 — foo + 8f20+ f40 Vawy + flo——f30 Vaaz | (22)

1 1
F1a OV 4 fou B0 =15V, 4 forV, + B2 [( Joo + f20 + f40> ayy + (z_lfw + —f30

5 1
+ f50)‘/rxy+<f100 Dy f (0 4 f (L.0) +4f0 >Vyy
5
—f50(0’1) + f40(1’0)) Vaw + (Zfoo(o’l)

flO 0(0’1) + 1

e
4

1 5 5
— f20 O 4 - f oY) + _f10(1,0) + Zfso(l’o) + ZfBO(LO)) Vey

1

_f30(2,0)) Vv,

* 2

4
5
4
3 1

(0,2) Ly _ 2 (L) 4 Zp (1,1) _

< =+ f 4]020 +4f40
(0,2) (11) S, (11, 2, 1) (2,0)

+ —§f20 +Zf10 —Zfao +z_1f50 — fao Vel (23)

1 3 1 1 1
f14(1’0) =§f22Vy + §f32Vz + K [(—gfm - 1f4o) Viyy + <—§f4o(0’1)

1 1 1 1 5
+ §f10(1’0) + §f30(1’0)> Viy + <—f10(0’1) + §f30(0’1) - —f50(0’1)
5 1 (1,0)
- Zfoo )+ 4f0 ) + 4f0 Vay + f10+ f30 — —f50 Vayy
1 1 15 -3
=+ —f20(0’1) + f40(0’1) — —flo(l’o) + —f50(1’0) Vi + | — f20"?
4 4 4 8
1 1 5 3
_ 1 e an 2 o3 o)y
a2+ LA = ) = 2100 - 2100 ),
-3 5 1 1 1
+ <§f30(0’2) - Zfso((m) + —f20(1’1) - §f40(1’1) - §f10(2’0)
- §f50 20)) ( foo + fzo + f40) zaxy T ( =fio + f50) xx:c:| :

6 (24)



The compatibility of these equations can be used to obtain a nonlinear partial differential

equation satisfied by the potential V' (x,y) and the undetermined coefficients f;o.

Finally, setting My o(z,y) = 0 gives us the last determining equation relating all functions

fi; and the potential. After some simplifications using (17)-(21), this equation reads

1 1 -3 1
0 =2V + 2t 1 | g Vi = 3 FaVo + Vo (5% = i = 512

2

1 3 1 1 1
+ Vi (—§f12(0’2) — ftV - —f32(2’0)) - §f22me - —f32me] + n* [(gfoo

_|_

2
1 1 1
§f40 YYyyy + flO + 8f50 TXTTT + flO + 4f30 - _f50 acyyyy

)
( ] f00+ f20+ f40) zxxccy+( f20+ 40) xxyyy+( fl()_ _fSO) TTTYY

1
2
1 1
(_§f40(071) + Z_lf30(170)> Vyyyy + <1f20(0’ - §f *, 0)) zeze T (Zf?)O(OJ)
1
2

5 3 1 3
§f50(0’1) - Z—lfm(l’o) + —f40(1’0)) V;cyyy + <—f10(0’1) - —fso(o’l) - —foo(l’o)

3

1f20 ) wzmy""( f20 + f + f

5 3
—foo(o’g) - —f40(0’2) + —flo(l’l) + —f30(1’1) — —fzo(Z’O) Vi + | —
4 4 2 4
3 1 3 5 3
—f20(1’1) + —f40(1’1) - —f10(2’0) + —f50(2’0) Vaas + f10 n
4 4 4
3

3
Zfso(o2 - —f O 4 = faY + /10 ) Vo + ( 1'% + = frp™Y

z )

3 3

f30 L1 —f 00 @0) 4 Z—lfm(z’o) + —fao 20)) Vaay + ( f40(0’3) - —f30(1’2)
3
4

4

f @1) fogo)va;m—'— (__f4003)+ f (1,2) 3

f3003)——f (0.3) ——f f 2+ f —Zf:ao(21

1

0 2+
1 1 1

Foo O (,y) + f20 30)) Vay + (—f00(0’4) - §f40(0’4) + §f10(1’3) + ngo(l’g)

frol f -

1
4

1 5 1
f + 8f40 (4.0) ) Vy + (§f10(0’4) - §f50(0’4) + Zfzo(l’g)

3
4
3
4
5
900
1 5
2710 8%
1 1
240 2

Fo® 1+ tpen g e e Ly o §f50(4’0)> vx]. (25)

8 8

Remark 2 In their original form, equations (22)-(25) were polynomials of degree six in h.
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However, the terms proportional to h® vanished because of the polynomial form (9) of the

functions f;o.
As noted above, equations (17)-(21) must be compatible, that is:

ax:ca:a:(fOZ(O’l))_amca:y(fm(&l) + fOQ(l,O)) + axwyy(fQQ(O’l) + le(LO)) (26)
_awyyy(f32(0’1) + f22(1’0)) + ayyyy(fBQ(l’O)) = 0.

Substituting the expressions of f; in (26), we obtain a fifth-order linear PDE for the po-
tential V(z,y), namely

1 1 3
§f40%yyyy * §f1on;xm * ( fao+ f50) ayyyy T ( Joo = f20) czzzy T (§f20

- 2f40> TTYYY + ( 2flO + f30) TTTYY + (2f40 f 0(170)) ‘/yyyy + (—f20(071)
+ 2f10(1’°)) - ( 3f30 " + 10 f50"" + 3 fao' 2f40(1’0)) vxyyy + (=21
+ 3.f30 + 1O.f - 3f ) TTTY + (3f40(07 - 3f + f 20 ) ‘/yyy

3
+ (§f30(0’2) — 3f20(1’1) + 3f10(2’0)> Voas + ( 3f30 )+ 15f5 2 4 6f

3 3
- 6f40(1’1) - 6f10(2’0) + §f30(2’0)> szy + <§f20(0’2) - 6f40(0’2) - 6f10(1’1) + 6f30(1 2

+ 15 foo*? — 3f20(2’0)) Vazy + (3f20(0’1) — 6/ —6/10"” + 3f30(1’0)) Vaayy
+ (2f40(0’3) - 3f30(1’2) + 3f20(2’1) - 2f10(3,0)) Vi + (_2f4o(0’3) + 3f30(1’2) - 3fzo(2 b
+ 2f10™ ) Vie + ( F30 %) + 1050 + 3 fa01D — 6201 — 61031 + 3 fzo>V

1 3 )
+ 1000 = f20*) Vi + <§f40(0’4) — fool"? + §f20(2’2) —2f10®Y + §foo(4’0)) Vy
D, (04 (13) 4 3¢ (22 6y, Ly @
+ §f50 W= 2f10 +§f30 7= fao” +§f10 ) Ve =0. (27)

Note that equation (27) does not depend on /& and is thus valid both in classical and quantum
mechanics. Indeed, this is true for an arbitrary Nth-order integral of motion® with N > 2.

Using (22)-(24) and their compatibility condition

8m:(f04(0’1)) - axy(fu(o’l) + f04(1’0)) + ayy(fm(l’o)) =0, (28)

we find a fifth-order nonlinear PDE for V(z,y) and fj» (j = 0,...,3) which does depend

on h. Equations (22)-(24) involve 5 unknown functions of 2 variables namely V' (z,y) and
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fa2(z,y),a =0,1,2,3. These equations are compatible under condition (28). This condition,
given expliciitly in Appendix A, is nonlinear and at this stage we do not use it. We list it
in this article because it will be useful in any study of 5th order integrability

We now pass over to the question of superintegrability. Thus we can assume that we have
two further second order integrals H; and H, in (29) and that V' (x,y) separates as in (5).
The linear and nonlinear compatibility conditions are used (see e.g. (55) below) after the

variables are separated.

III. Potentials separable in Cartesian coordinates

Equations (17)-(25) together with (8) assure the integrablity of the system, with two integrals
of motion (1) and (3). In general, it is difficult to solve the PDEs we encountered previously.
However, by assuming that the potential in the Hamiltonian (1) has the form (5), we can
greatly simplify the determining equations. In addition, this assumption gives a sufficient
condition for the system to be maximally superintegrable, for we have now three integrals
of motion, namely

5—21

Hi = p% +Vi(x), Ho= p% +Waly), X = {fj,m,pjipgf?lfj}- (29)

2

2 —
1=0 j=0

N | —

Substituting (5) and the polynomial functions f;o into the linear compatibility (27), we

obtain

(720A410 — 3600y As00) Vi (z) 4+ (240A311 — 960y Ag1 + 9602 Ayg1o — 48002y Aseo) V' ()

+ (60A915 — 180y Asgz + 1807 Az11 — 7202y Asor + 3602° Agrg — 180027y Asee) V2P (2)

+ (1241153 — 24y Asos + 24w As1a — T2ayAses + 362° Az — 1440y Aser + 482° Agyg

— 2402y As00) Vi (x) + (24014 — 2yAios + 20 A113 — AzyAses + 22° Aoy — 627y Asen

+ 223 Asiq — 823y Au + 221 Aurg — 10a:4yA500) AR () + (720 A 401 + 36002 As00) V3 (1)

4 (=240 A511 + 960y Asor — 9602 Aaro + 48002y Aseo) Vi (y) + (60 Ase1 — 180y Az,

+ 180z As20 + 360y> Asor — 7202y Asro + 1800zy* Asn ) Vo®(y) + (—12A131 + 24y Aoy

— 241 A3y — 36y° Asyy + T22yAseg + 48y> Ayer — 144y Agro + 240xy3A500) Vo (y)

+ (24041 — 2y A1zt + 20 A1 + 297 Agoy — 4y Asso — 2y° Ay + 62y Agag + 2y Asor

- 8ZUZJ3A410 + 1093?J4A500) ‘/2(5) (y) =0. (30)



Equation (30) amounts to a system of ODEs since they involve two functions of one variable
each and the coefficients depend on the powers z%°. We differentiate (30) twice with
respect to x and collect the terms involving the same powers of y. The resulting equation
is a polynomial of degree one in y with coefficients that are functions of x. As each of these

two coefficients must vanish, we obtain two linear seventh order ODEs for V;(z), namely

33604410V () + (6724511 + 26882 A410) Vi () + (1124515 + 3362451,
+ 67222 Ago) Vi®(2) + (16A11s + 327 Ag1s + 4827 Az1y + 642 Agyo) 119 (2)
-+ (214014 + 2%’14113 + 2.73214212 + 2$3A311 + 2$4A410) ‘/1(7) (l’) = 0, (31&)

- 1680014500‘/1(3) (I’) - (268814401 + 134401714500) ‘/1(4) (JZ) + (—33614302 - 1344.1'14401
- 3360%’214500) ‘/1(5) (SL’) + (—32A203 - 96LUA302 - 1921’214401 - 320]3314500) ‘/1(6) (LL’)
+ (—214104 — 41’14203 — 6.’13'214302 — 8[[’314401 — 101’414500) ‘/1(7) (fE) =0. (31b)

Similarly, differentiating (30) twice with respect to y and collecting the terms involving the

same powers of =, we obtain two seventh order ODEs for V5(y), namely

3360 A401 V2 (y) + (—672A31, + 2688yAsr) Vo (y) + (1124291 — 336y Az
+ 672y2A401) ‘/2(5)((@) + (—16A131 + 32y Agoy — 48y2A311 + 64y3A401) ‘/2(6)(?J>
+ (2A041 — 2yA1g1 + 2y° Aoy — 2y° Agi1 + 2y4A401) V57 (y) =0, (32a)

16800 A500V2 (1) + (—2688 4410 + 13440y Asoo) Vo (1) + (336 Az00 — 1344y Agro
+ 3360y° As0) Va2 () + (—32Aa30 + 96y Aszo — 192> Ag1o + 320y° Aso) V29 (y)
+ (2A14o — 4y Ags + 6y* Aspo — 8y3A410 + 1Oy4A5oo) ng(y) =0. (32b)

IV. Doubly exotic superintegrable potentials

In this study, our task is to find and classify all doubly exotic potentials separating in
Cartesian coordinates, that is all separable potentials that do not satisfy any linear ODE.
Consequently, we will request that all linear ODEs satisfied by Vi(x) or V2(y) must vanish
trivially (i.e their coefficients must be set to 0 ). Thus, all four linear equations (31a)-(32b)
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must be trivially satisfied, that is

A500 - A401 = A410 = A311 = A302 - A212 = A203 - A113 - A104 - A014 = 07 (33)

Aso0 = Asor = Agro = Azi1 = Aszoo = Aoor = Aoz = Ai31 = A0 = Aoar =0, (34)

for (31a),(31b) and (32a),(32b) respectively.

With these constraints, the integral of motion X reads

1
X =5 ({pi’, A050} + {pi’pg, Agzz — yA122} + {p%pg, Aoz + ZUA122} + {pg, Aoos} + {pi f32}

+ {p2pi, fo2} + {p3p1. fr2} + {03, foo} +{p1, fra} + {p2. fou}) . (35)

and the determining equations (17)-(25) take a much simpler form. For f;, we obtain

5

oV 2514005‘/2/(34), (36)
F20V + f2 M0 = (Agas + wAi12) Vi (), (37)
fo2 OV 4 f1,000) Zg (Aoz2 — yAie) Vi () + g (Apas + xA192) V34 (y), (38)
F3' "V + o = (Apgy — yAin) Vi (), (39)
A :ngg)on’(x). (40)

For f;s the determining equations reduce to

1 3.
foa O =§f12v1/(l‘) + §f02V2(Z/)

+ 2 (541 D) ~ (Ao~ vAi) VO (). ()
P+ 9 Vi) + FaVil) + PN (V) 1)), (42)
fraH0) Z%fzzvzl(y) + ;f:nvf(w)
+ %2 (5A4050Vi® () — (Agas + A122) P (1)), (43)
0=2f14V{ () +2f0aV5 (y) — %2 (f2V1P(2) + f0V2 P (y) + 3V3 (y) foo "

+ V() /1292 + 2V (y) fro™Y + 2V (@) for BV + V5 () far PO

h4
+ 3V{(2) f*?) + ) (AosoVi® () + AoosV2™ (y)) - (44)
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If we integrate directly (36)-(38) and (40), we find

oo = () + 2 AwsValy), (15)
fiz = oa(x) +y (A3 V] (2) + 2122 V] (2) — 0 () (46)
fo2 = az(r) + ;AO%VQ(ZJ) + ;3314122‘/2@) + ;onszf(iU) - Z?JQAszf(iU) — yas(x)
58 AoV () — 5oy AV () + 5yPal (), (47)
fa2 = au(y) + 2A050V1($), (48)

where «;(z),i = 1,2,3 and ay(y) are four unknown functions.

When we substitute (45)-(48) into (39), we find

7
— 34199V (y) 4 24032V (y) — 2y A122V5 (y) — 20i3(x) — 200 (y) — 3y Aoz VY () + 59214122‘/1"(@

+ 2yaq () + y2A023V1(3)(x) + 2% A1 Vi P () — y?a,® (x) = 0. (49)

We differentiate (49) twice with respect to y and once with respect to . When we integrate

the resulting equation, we obtain
1
(6%} ($) = 01 + $02 + .’BZCg + 1‘304 + §W1 (w)Algz + A023W1($)/ + ZL’A122W1 (CE)/, (50)

where C; are arbitrary constants of integration and Wi (x),Ws(y) are two auxiliary functions

verifying

Wi(z) = Vi(x), Wyy) = Va(y). (51)

Proceeding in this way for the other mixed derivatives of (49), we find

3
CKQ(QZ') = C5 + 1'06 + 1'207 + 514032‘/1(1'), (52&)
ag(l') = 08 + l‘Cg, (52b)
1
as(y) = Cro — y*Cy + y*Cr — yCy — §W2(9)A122 + (Aoza — yAia2) Wi(y). (52¢)
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Thus the coefficients fj, are known in terms of Wi (x),Ws(y) and the constants Cy, Cs, ..., Co.
Next, we integrate (41) and (43) in order to determine f;4 (j =0,1) :

15 3¢,  3xCy,  32%2Cy  323C 3 3
foa :§A005W2(y)'2 + Wy(y) ( 21 + 5 2 4 5 ° 4 5 . (514023 + 51’14122) Wi (x)
3 1 1 3 C 1
-+ ZA122W1($)) + ﬂl(l’) + (_1y202 — 51’2}203 — ZI2y2C4 + % -+ 533@06

1 3 3 5
+ §$2?JC7) W{/(x) + (1@14032 - gyzAm) Wi (x)/W{/(I) + §h2Aoo5W2(3) (?J)

+ (—éﬁQonsz + %67?2y214122> Wi (@), (53)
fia :§A050W{(x)2 + Wi (z) (—3y23C4 + 3yZC7 — 33/209 + 36;0 + (;Aosz — ;yA122> Wy(y)

_ %AmWQ(y)) + Bao(y) + <%xy203 + zﬁy?@; — %xyCG — %$2y07 + %CB

+ +x246'9) Wy (y) + (%3714023 + 2517214122) Wy (y)W5 (y) + §h2A050W1(3) (x)

+ (—éh2x14023 — %hzfl,’QAng) W>W(y), (54)

where (31 (x) and f(y) are two unknown functions. They must be determined by substituting
fosa and fi4 into the remaining determining equation (42).

The nonlinear compatibility (28) of (41)-(43) gives

(—18yCy + 6C7) Vi (z) + (6C5 + 182Cy) V4 (y) + (—4yCs — 122yCy + 2Cs + 42C7) V' ()

9 9 9
+ (4@}03 + 121‘y04 — 206 — 411307) ‘/2//(3/) + (ZAogg — ZyAlQQ) ‘/1/(1')‘/1//(1') + (ZAOQS

/ " 1 3 C xC, IQC
+ ot ) VIOV )+ (5 00 - o= Jayci s G4 204 B v

1
h2A023 — ghQZEAng) ‘/2(5) (y) = O (55)

As in (30), we differentiate (55) twice with respect to = and collect the terms involving the

same powers of y. The resulting equation gives us two nonlinear ODEs for V;(z) that can
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be integrated and we obtain two fourth order ODEs:

. . . 3 1 3
Kl + l’KQ + 172K3 :307‘/1 ([E) + 506‘/1/(1‘) —+ 5%06‘/1”(1‘) —+ 3[)307‘/1,(1’) + ZA032‘/1/([E)2
1

1 1 3
+ 505‘/1"(@ + 555207‘/1”(37) + ZA032V1(~’17)V1"(5U) - §52A032V1(4) (z),

(56)
1
Ky + 28y + 225 — — 903 Vi () — 92C, V! (x) — 3C5V!(x) — ZAmv;(x)? S AE)

" 3 " 3 " 1
— $03Vv1 (ZL‘) — 51‘204‘/1 (l’) — ZAlQQ‘/i(x)‘/l (I’) + §h2A122%(4) (27),

(57)
where K; and K; are arbitrary constants of integration.
Similarly, we obtain two nonlinear ODEs for V5(y):
A . . 3 3 1
Dy + yDsy + y* Dy =3C3Va(y) + 3yCsVy (y) — 506‘/2,(3/) + 1A023Vz/(y)2 + 5@203‘/2”@)
1 " 1 " 3 " 1 2 (4)
= 5¥CeV2'(y) + 50sVa'(y) + Aoz Va(y)Va'(y) — S° Aoz Vo™ (y),
(58)

3 3
D1+ yDs + y> Dy =9C4Va(y) + 9yCy Vs (y) — 3C7 V3 (y) + ZA122V2'(9)2 + §y204V2"(y)

1 1 1 3 1 1
—yC7V, (y) + 509‘/2 (?J) + ZAIQQVQ(y)VQ (y) - §h2A122V2(4) (y)v (59)

where D; and D; are arbitrary integration constants.

Using (56)-(59) and the expressions of f;» and f;4 already found, equation (42) reads
-3 3 3
(709‘/1(90) — GsV{(z) — 2CoV{(x) + By (x) + Zh2A122V1"(5L“)> + <502V2(y) — CsV3(y)

3 1 1 .
+ CoyVi(y) + B5(y) — ZhQAszg”(y)) + 5952?42 (Ds + K3) + 5:132?/ <D2 + 2K3>

$2D1 4 y2K1

1 ~ o ~ o N
+—a:y2 <K2+2D3> + zy <D2+K2> +xDy +yKi + 5 5

. = 0. (60)

By differentiating this equation three times with respect to x, we can integrate the result-
ing equation to obtain an expression for f;(z) in terms of the function Wj(z). A similar
calculation gives f2(y) in terms of Wa(y):

1 3
ﬁl($) =+ §W1($)Cg -+ 011 + $012 + 1’2013 + $3014 -+ Cngl(Q?) + ngWll(a:) — Z_thAlQQW{/(w),

(61a)
]' ! ! 3 1
Baly) = — §W2(y)02 + Ci5 + yCis + y*Chr + y°Clg — yCoWy(y) + CsWy(y) + Zh2A122WQ (v),
(61b)
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where C; are arbitrary constants of integration.
With 51(x) and B2(y) given by (61a) and (61b), equation (60) is now a second order poly-
nomial in z and y, since the functions V;j(x) and V5(y) have all been canceled out. Setting

its coefficients to zero, we find

Dy = — K3, Dy = —2K3, Dy = —6C14, Ky = —2Ds3, Dy = —K,, Dy = —2C43, Ky = —6Cs,

~

K, = =2C17,Cy6 = —Cha. (62)

We have now solved (with (56)-(59) satisfied) the system (36)-(43). Substituting the expres-

sions of f;» and f;4 into the last equation (44), we obtain

1 5 5)
O :§h4A050W1(6) (l’) — Zh2A050W1,(£L‘)W1(4) (l’) — §h2A050W{/(5L‘)Wl(3) (JZ)
15

+ ZA%OW{(CC)ZW{/(S’?) + %h4A005W2(6) (y) — Zh2A005W2/(3/)W2(4)(3/)

- gh2A005W2"(y)W2(3) (y) + %A()%Wz’(y)QWz”(y) + W (z) (—=6h*yCy + 20°Cr — 2yChs

+ 2015 + 252Ch7 + 253 Chg — 2yCoWi(y) + 2CsWi(y) + yCs Wi (y) — %yQC’gVVz”(y))

+ W3 (y) (6h°2Cy + 20°Cs 4 22Chs + 2C11 + 22°Chs + 22°Chy + 20CoW (2) + 2Cs W/ ()

+ 2CsW'(z) + %xQC’gW{’(x)) + Wi (y) Wy (y) (33:304 +3C) + 32Cy + 32°C3 + 3Ag3 W ()
+ 3z AW (2) + ;:cA()Qng”(:L') + %xZAle”(x)) + Wi (z)W{ (z) (—3y*Cy + 3C1o

— 3yCo + 3y*Cr + 3Au2 W5 (y) — 3y AraWs(y) + gonngél(y) - ZQ2A122W2”(Z/))

1 3 / 1 1 1
# () () + S AW () ~ (R AmWa0) ) + Walo) (~Calb(2)

3 1 1 1 1
— §A122W{(ZE)W{,($) + Zh2A122W1(4) (ZL')) + W1(4) ([L’) (§h2y304 — §h2y207 + §h2y09

h2C 1 1 1 1
- Tlo - §h2A032W2’(y) + §h2yA122W2’(y) - Z—lh2yA032W2”(y) + th?JQAquQ”(y))
1 1 1 h? 1 1
+ W2(4) (y) <—§h2$304 — §h21'203 — 5&21'02 — ;1 — §h2A023W{($) — §h2$A122W1/(£C)
1 1
— th.IAOQgW{/(I‘) — §h2$2A122W{/(I)> . (63)

We can now write the integral in (35) in terms of the constants C;, A;j; and the functions

Wi(x) and Wy(y). Its general but by no means final form is
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/ 1 !
X =A < —{pind.y} + = {plpz,xW y)} — Waly)pi — yWs(y)p}

2
- §{pl,vw( Wi} - {pl,ywmwz'(y)} FIRWI s+ 1 (o W)W )
— —h2 {p1, W (y)} + {p1p2, - Z {p1p3, yWi(z)} + %Wl(x)pg + aWi(x)p)
+3 2 oo ()W)} + 1 2 oo Wl (2)Wi()} — ZEZW{’(x)pQ - % {p2, " Wi (@)W (2) }
e (52034 (o W)+ WSt + 5 o W)W )
+ 3 W I@W @) = 1o {0} )
+ Agas <p?p§ + Z {rips, Wé(y)} W@+ 1 (P2 Wi(2)W5(y)}

2 o W)WY )} — o (W >})

V-5
+ (445 (W0} + 10 . ’ (Wi} + 16# (90}
+ Aoos (pg + 1 {P; Wiy } + {p27 Wiy } + h2 {P2, W (y )})
3 f

+Cy <p§ + o (P2, Wé(y)}> +Cy (xp‘% -3 {pip3,y} — §W2(9)P1 — yWy(y)p

3 1 1
+ 5 {2 aWay)} - ¢ {pg,yQW{’(I)}) +Cs (2 {pip2, v*} — {p1p3. 2y} + 2°pj

3 1 1 ‘
+ 5 {p2, °Wj(y)} — 1P xy? Wi (z)} + TRt xy?Wz”(@/)}) +Cy (—yPp}

3 2 3 2 2 1g4 3 31177 3 3717/
+ 5 v, 2’} = S {pwd, 2%y} + 5°ps — 1 {pL Wi @)} + 7 {pe, W5 ()}

3 3 1
-z {p 2y W (z)} + g {pn x2y2Wz”(y)}> +Cs (pm% +pWiy) + 5 {p27yW{’(fv)})

1 2 1 2 1 " 1 "
+ Cs 3 {plpg,y} =+ 3 {ppoa 95} =+ 1 {p2, xyW ()} — 1 {p1, zyW5 (y)}
1 3 1

e (2 {pﬂ?g, 5132} - {P%P%«Ty} +y°p} + 1 {Pl, UQW{(I)} + 1 {P2, IQ?JW{/(I)}

1 1 .1
SRt $2?JW2”(?J)}> + Gy <p?pz +pWil) + 7 {p1, sz"(y)}> +Cy (—yp‘f +5 {pips, x}

1 U _ § / 1 21571 C 3 § !
+ 2W1(l“)p2 + aWi(x)ps 2 {pr,yWi(z)} + g {p1,2®Wi(y)} | + Cio | P + 1 {p1, Wi(z)}
+ Cups + Cra (—yp1 + xp2) + x2013p2 + 553014272 + Cisp1 + y2017p1 + ?/3018171- (64)

Further constraints on the coefficients A;;; and C; will be obtained below. We still have
to solve eq. (56),...,(59) for V() and Vi(y) and assure compatibility with (63). This will

be done in Section 5. The procedure will depend very much on the constants A;j, and
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C, in the integral (64). Notice that each A;;; that remains free (i.e is not contained in
the potential) provides an integral of order 5. The constants C},...Cyy provide third order

integrals, C1y,...C'g first order ones. We shall see that none of the order 1 integrals survive.

Some third order ones do, but are already known from earlier work*51.

V. Calculation of the doubly exotic potentials
A, A #0,Agza = 0, Agaz = 0.

If Ajp2 # 0 in the integral (35), we can assume that Ages = Agzz = 0 since we can
get rid of these terms by two appropriate translations along z and y without affecting the
separability of V(x,y). In this case, the two ODEs (56) and (58) are no longer nonlinear

and must be satisfied identically. Setting their coefficients to zero and using (62), we find

Ce =0,
Cr=Cs=Cpp =K, =K, =K;=0,
O3 =Cs=Cis=Dy =Dy = D3 =0,

Dy =Ky =Ciy = Ch5 = 0. (65)

In view of (62) and (65), the remaining two nonlinear ODEs (57) ans (59) for Vi(x) and
Va(y) reduce to

6Chs — 22Ky — 9C, Vi () — 92C VI () — %Amvl’(:zz)z - %czvl"(x) - ngC’ﬂ/l”(x)

S AWV (@) + R AV (@) =0, (660
6C14 + Yy K3 + 9C Va(y) + 9yCiVy (y) + ZAsz’(yf + gy2C4Vé’(y) + %Csz”(y)

P2 V)V () — AV () =0 (6)

At this point, equations (66) and (67) do not have the Painlevé property, for they do not
pass the Painlevé test'®. Using the functions Wi(x) and Wy(y), we see that equations (66)

and (67) admit two first integrals, namely
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ng?) / 1 " 3 2 "
62C1g — — 3C Wi (z) — 62C,Wi(z) — §C2W1 (z) — 57 CyWi ()
3 1
—ZA122W1,(37)W1”(ZL‘) -+ §h2A122W1(4) (.23) — 019 = O, (68)
y3K3 ! 3 2 " 1 "
6yCha + + 3CWa(y) + 6yCiWy(y) + JY CyWy' (y) + §C9W2 (y)

3 1
+1A122W2'(9)W2"(y) - §h2A122W?(4) (y) — Co =0, (69)

where C'9 and Cyy are two integration constants. Next, the following combination

0 0F
S~ (VI + 0ai(a) 4 i) ) B2 - (V20) + 09V + 0Val) ) 1

2 2

A122 A122 A122 A122

where F, F1 and E2 correspond to (63), (66) and (67) respectively, gives a linear equation
in Vi(x) and V5(y), namely

_ 2402014 . 72[)3204014 _ 72y2C’4C'18 . 2409018 _ 4y202K3 1 4$2OQK3 i (—36C
A122 A122 A122 A122 A122 A122 H
108y2C2  36C,C. 36C,C,  10822C?
—GyPRy 4 —Y Tay g)Vl(m) + (—36018 B Ot e i 4) Va(y)
A122 A122 A122 A122
1082y2C2?  362C,C 36yC,C.
+ <—36x(]14 a4 Y T P 9) Vi(x) + <—36y(]18 F Gyl — 22
Al Al Al
10822y C?2 6y2C,C
— &) V2'(y) + (—6h204 — 2012 — 61‘2014 + 6y2018 — 1'2y2K3 + M
Aqoo Ao
1822y2C2  20,Cy  622C,C
p oY e s | DT T 9) V(@) + <6h204 201 + 622C)14 — 642C1s + 2292 K
Ajoo A1 Ao
2 2,212 2
C6y°CeCy 182%°CEF  2C5Cy G C4C")‘/'2”(y) —0. (71)
A122 A122 A122 A122

We use the derivatives of this equation to obtain linear ODEs for Vi (x) and Va2(y). Setting

their coefficients to zero, we obtain further contraints on the constants, namely

18C% CyCy C4Cy C5Cq — 3h*Cy Ay
= =——F—Cu=——~Cn= )

Ky=—"4 ¢
5 A122 1 A122 A122 A122

(72)

With the relations (72) verified, we find that the two ODEs (66) and (67) do pass the
Painlevé test. Indeed, we will see later that these two equations have the Painlevé property.

Next, we take the following combination:
F — 2*W/ (2)E4 — y*Wi (y) E3 — 4aW/(z) B4 — 4yWi(y)E3 = 0, (73)
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where F'; E3 and E4 correspond to (63), (68) and (69) respectively. After a straightforward
calculation, we obtain (after simplification using again (68) and (69) )
42CyCy  423C,C
220 + 1720 + 4.1'CQQW1/($) + 2020W1 (.I') + 2015W1”(l') + x2CQOW1//<£L'>
Anz An2z
15 )

1
+ 3C0 Wi ()W (z) + ZAOSOWl(m)QWl”(x) - §h2A050W{(37)W1(3) (z) — §h2010W1(4)(9‘7)

5 1 443CyC 4yCyC

— —h2A050W{($)Wl(4) (l’) + —h4A050W1(6) (Z') + Y a1 + Joo19 + 4y019W2/(y)
4 8 Al A122
15

+ 2C19Wa(y) + 2C1 W3 (y) + y*CroWy (y) + 3C1Wa(y) Wy (y) + ZA005W2/(Z/)2W2”(3/)

5 1 5 1
- §ﬁ2A005W2”(?/)W2m(?J) - §h201W2(4)(y) - thAOOSWZ/(y)W2(4) (y) + §h4A005W2(6) (y) = 0.
(74)
Terms depending on x and those depending on y can be separated. We set the x dependent

terms equal to a constant —x and the y dependent ones equal to +x. Thus the function

Wi (x) must satisfy the equation

404020273 i 40202033
A122 A122

5 15 1
- §h2A050W1(3) (2)W (x) + ZA050W1,($)2W1”($) - §Cloh2W1(4) () + Czo$2W1”($)

1 5)
+ §h4Ao5oW1(6) (z) — 152A050W1(4)($)W1,($)

+ 3C1 oWy (z)WT () 4+ 4Co0z Wi (x) + 2C1s WY (z) + 2C0 Wi (z) = —~, (75)

where « is a constant. It must also satisfy (68) with (72) taken into account:

60421'3 602041’
A122 A122

1 "
— §OQW1 (.T) — 304W1(ZL‘) — 019 = 0. (76)

1 3 ! " 3 " /
+ §h2A122W1(4) (27) — ZA122W1([L')W1 (ﬁ) — §C4ZB2W1 (ZL’) — 60411W1(£E)

A similar system must hold for V;5(y), namely

4C,Choy®  4CoC 1 5
1198 ZEOTY L gt A os W ® (1) — 22 Agos W™ (1) Wh(y)
A122 A122 8 4
5 15 1
_ §h2A005W2(3) (y)WQH(y> + ZAOO5W2I<y)2W2//(y> — §Clh2W2(4) (y) + 019y2W2/I(y)

+3C W5 (y) W3 (y) + 4C1oy Wi (y) + 200 W5 (y) + 2C1Wa(y) = &, (77)

6C3y3 N 6C1Coy
Al Al

1 "
+ 509W2 (y) + 3C4W2(y) — 020 =0. (78)

1 3 3
- §h2A122W2(4) (y) + ZA122W2’(y)W2”(y) + §C4QZW2"(?/) + 6C4y Wy (y)
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We will solve these ODEs by distinguishing two sub-cases. We restrict ourselves to the ODEs
satisfied by Vi(x), for each solution satisfying (75) and (76) can be converted to a solution
of the equations (77) and (78) by the following correspondence between the constants C;
and A; jx:

(‘/1(90), Aq92, Aoso, Cio, Ca, Cy, Cy5, Chg, Coo, "4)
1 (79)

(‘/2(3/)7 —A122, Agos; C1, —Cy, —Cy, C11, Cn, Chg, —F&)
1. Case A-1: Ay =0
In this case, the two ODEs that we need to solve are
3 3

2,.3

1 W,

_6C4$ . 602041‘ + —h2A122”71(4)($) _ _A122”71/(x)”rl//(x) o —041'2”71”(1’) . 6041‘ ll(x)
Aq2o Aqao 8 4 2

]‘ "
_§CQW1 (ZZ') — 304W1 (37) - Clg = 07
(80)

40,Cox®  4C,C 1
2122201' + /211220:B - §Oloh2W1(4) (fL’) + OQ()JZQWIH(ZL‘) + 3010W1/(£L')W1”(ZL‘) + 40205(3W1,(ZL‘)

—|—2015W1”(.T) + 2CQOW1 (SE) +x=0.
(81)

Taking a linear combination of (80) and (81), we obtain a linear ODE for W;(z), namely

2 2
A122 A122 A122 A122 A122

12C,C 24xC,C
A122 A122

24330204010 24513302010 4010019 4 4.1‘02020 i 433304020
KJ p—

2 2
+ (2015 + 372020 — CZCIO — bz 0401()) Wl"(x) = U. (82)
Al Al

As usual the linear ODE (82) must be satisfied identically and we must impose the following

constraints

6C4Cho CyCh 4C10Chg
Cy = , Ci5 = , K= ——. 83

% Aj2o " Al Al (83)

The two nonlinear equations are now compatible, so we only need to solve (80). We again

distinguish 2 subcases.
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a. C4 =0
If Cy =0, eq.(80) can be integrated once:

1 3 1
§h2A122W1(3) (ZE) — §A122W1/(1')2 — ECQW{(I') - Clgl’ + K= 0, (84)

where K is an integration constant. Setting W/(x) = Vi (z) = 2h*U; (z)— 3?40122 , this equation

is transformed to

4Cg 202 4K
Uy (z) = 6U;(2)? — 2 : 85
(@) = 6l (2)" + e (3h4A§22 A (85)
The solution of (85) is given by
Ui(x) = Pi(z, By, Ba), (86)
where B, = %, B, = — (3}53122 + r4%4K ) and P;(z, By, B) satisfies the Painlevé-I
122 122 1% Aq22
equation
P/(z, By, By) = 6P\ (z, By, B2)* + Biz + Bs. (87)
The potential reads
2C!
Vi(z) = 20°Pi(w, By, By) = o (88)
3A122

Note that if By = 0, the solution of (87) corresponds to the elliptic function of Weierstrass
o(x — 9,91, g2), with g = —2B; and x, g5 are two arbitrary constants of integration. Oth-
erwise, it is given by the first Painlevé transcendent function (B; can be scaled to B; = 1

and we can set By = 0 by a translation).

b. Cy4#0
When Cy # 0, we differentiate (80) once and set
204.1'2 202
Vi(z) = 21°Uy (z) — — . 89
1) 1) Az 3A1 (89)

Then U;(x) must satisfy the following fourth order nonlinear equation of the polynomial

type
2,2
U2(2) = 12U} (2)? + 1201(2)U (&) + U (2) + 2003 (2) = ==, (90)
where a = hgjcl; = 0. This ODE is well known, it has the Painlevé property and was derived

from the point of view of Painlevé classification by Cosgrove in Ref. 16 ( Egs. (2.87) with

S = 0). It can also be obtained by a nonclassical reduction of the Boussinesq equation®
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and the Kadomtsev-Petviashvili equation®!.

We multiply (90) by the factor x and integrate once to give a member of Chazy Class XIIT'.
It can be integrated again to give the second order second degree equation (19.7) in Ref. 17.
Its solution'® may be written in terms of the fourth Painlevé transcendent function, namely

1 1 1 1/1
Ui(x) = §a1Pi(x, a) — §ozP4(1', a)? — iale(x, a) — 6 (éaﬁ + K — al) , (91)

where ay = +v/—a and Py(x, ) = Py(z, o, Ky, Ks) satisfies the Painlevé-IV equation

Py(z,a))? 3 1 K,
P ”:U;__p 3 _ 901 P 2 (2o 4 KOP
(2, ) 2P,(r.0) 5« (1, Q) axPy(z, a) (an + K1) Py(z, ) + Piz.a)’
(92)
with K7 and K, two integration constants. The potential V;(x) reads
h? ) ) , 20,
Vi(z) = D (—=32%a — 4K, + day — 12zaPy(z) — 12aPy(z)? 4 1204 Py(z)) — A (93)
122

2. Case A-2: Aps0 #0

In this case we have to set Cy = 0 in order to solve the system (75)-(76). Indeed, if
Cy # 0, Vi(x) is given by (93). Therefore, by a straightforward but long calculation using
Mathematica, we can use the second order Painlevé equation (92) to convert the derivative

of (75) into a first-order ODE for the fourth Painlevé transcendent function of the form
2*CyPy(z,a)*P)(z,a) = F(Py(z, ), Pj(x,)), (94)

where F'is rational in Py(x,«) and Pj(z,«). But this is impossible since Py(z, ) does not
satisfy any first order ODE (in other words (75) and (76) are incompatible for Cy # 0).
We set Cy = 0 and use (84) and its derivatives to remove all the nonlinear terms from (75).

The linear ODE obtained reads

4C,C: 3
A212220 + 6C20‘/1(£E) —+ <6$C20 — ZlBthAOE)O) ‘/1/(27)
1 1 202 A 205,C
- <2015 + 2% Con — 7 Bah® Auso — 7 Bl Avso + =5 — A;f) V(z) = 0. (95)
122

Therefore, we must impose the following relations

02 A050 02 ClO KAOSO
k=Ch0=Clo=0 C5=——2 + — , 96
20 19 15 A%QQ A122 A122 ( )

and the solution in this case is again given by (88) with B; = 0.
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B. A122 - O

We shall now repeat a similar analysis as in the previous case. When A5, = 0, equations

(57) and (59) become linear in V;(z) and V5(y), so we must set
Cy =0,
Ki=Ky=K3=Dy=Cs=0Cy=0,
Dy =Dy=Dy=Ky=Cr=Cy=0. (97)

The remaining two nonlinear ODEs (56) and (58) read (after using (62))

A 3 3 1 1 3
2017 — Z’KQ + 506‘/1/(1') -+ ZAQgQ‘/lI(.’ﬂ)Q + 505‘/1”(.%) + 53306‘/1ﬂ<$) -+ ZAogg‘/l(.’ﬂ)‘/lﬂ(af)

1
—§712A032V1(4) (z) =0,
(98)
2 3 / 3 / 2 1 " 1 " 3 "
2013+ yKs — 506‘/2(9) + 114023‘/2@) - 5906‘/2 (y) + 508‘/2 (y) + 1A023V2(3J)V2 (y)
1
—§h2A023‘/2(4) (y) =0.
(99)
Unlike the case where A9 did not vanish, these two equations can be integrated without

any use of the auxiliary functions Wi (z) and Wa(y):

1, 1 1 3
2$Cl7 — §JZ2K2 —I— Cﬁ‘/l(ft) —f- 505‘/1/(1‘) + 51‘06‘/1/(1‘) + ZA()gz‘/l(I)‘/l/(fL')

1
——h2AgVi®(z) — Cyy = 0, (100)
8
1, 1 1 3
2yCi3 + 53/2K2 - 06‘/2(3/) - 53/06‘/2/(3/) + 508‘/2/(9) + ZA023V2<9)V2/(3/)
1
—§h2A023v2<3> (y) — Cye = 0, (101)

where C5; and Cy are integration constants. Next, we use the combination

90F
Oy Ox
where F,E1 and E2 correspond to (63), (98) and (99) respectively to obtain the following

— 22V!'(2)E2 — 6V](2)E2 — 2yVJ' (y)E1 — 6V (y)E1 = 0, (102)

linear equation

(—12C13V] () — 42 Ci3V{(7) — 201V (2)) — 12C17V5(y) — 4yCirVy'(y) + 2C12 V5 (y)

+ 2 (6:V5(y) +4C1V3 (y) + 20KV () ) — y (6KV (2) — Ay V]! (2) + 20KV () ) =
(103)
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We use the derivatives of (103) to obtain linear ODEs for Vi(z) and V,(y). Setting their

coefficients to zero, we obtain
Ky =Cir = Cpy = Cy3 = 0. (104)

We use again the combination
F — 22V} (x)E3 — 4Vi(2)E3 — 29V} (y) E4 — 4V (y) E4 = 0, (105)

where F,E1 and E2 correspond to (63), (100) and (101) to obtain the following separable

equation (in this case we can express F' in terms of Vi(x) and V5(y))
15
AC9%Vi(z) 4 2C15V] () + 22C% V| (2) + 3C1Vi(z)V] () + IA050V1($)2V1'(37)
5) 1 5) 1
— §h2A050‘/1/($)‘/1//(17) — 5712010‘/1(3) (z) — 1h2A050V1($)V1(3)(55) + §h4A05OV1(5)($)
15
+ 40 Va(y) + 201 V3 (y) + 2yCn V3 (y) + 3C1Va(y)Va () + - AoosVa(y)* V3 ()

5! 1 5 1
- 5712,4005\/2’(1;)‘/2”(@/) - 571201‘/2(3) (y) — 171214005‘/2(9)‘/2(3)@) + §54A005V2(5) (y) = 0.

(106)
Thus, Vi (x) must satisfy the system
15
4CuVi(z) +2015V] (7) + 20Cxn V] (x) + 3C1oVi(z)V{(z) + ZA050V1(IE)2V1'(17)
5 1 5 1

— §h2A050‘/1/<$)‘/1//(5L’) — §h2010‘/1(3) (Q?) — Zh2A050‘/1<$>‘/1(3)<$> + §h414050‘/1(5) (I‘) = K,

(107)
1 / 1 ! 3 / 1 2 3)

(108)

Eq. (107) is obtained by taking the derivative -2 of (106), (108) is a consequence of (100).
Similarly, V5(y) must satisfy
15
4Cn Va(y) + 2C1 V5 (y) + 2yCar V4 (y) + 3C1Va(y) Vs (y) + ZA005V2(?/)2V2/(?J)
5) 1 ) 1
- 571214005‘/2'@)‘/2"@) - 55201‘/2(3) (y) — Z—lh?Aoo&svz(y)Vz(g) (y) + §h4A005V2(5)(y) = =K,
(109)

11 3 o1
— Cyp — CsVa(y) + 508‘/2@) — 5906‘/2(9) + ZA023VQ(?J)V2(?J) - §h2A023V2(3) (y) =0.
(110)
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We shall again restrict ourselves to the solutions of (107) and (108). To obtain the corre-

sponding solutions of V5(y), we set
(%(I>7 A0507 057 067 C'107 0157 0217 0227 K/>

! (111)
(‘/2<y>7 A0057 087 _067 Clu Clla 0227 0217 _K‘>

1. Case B-1: Ay =0, Agza #0

Since Ags2 # 0, we use equation (108) to eliminate the nonlinear terms from (107). The
constraints on the resulting linear equation guarantee the compatibility of the system and
we only need to solve (108). Indeed, we obtain

CsCho C5Cho o 4C10Cy

Cyp=——0C15= ) 112
2T A P Aoy Aoaz (112
If we set
206'77 205
Vi(z) = 2R%Uy(z) — - 113
the function U;(z) must satisfy
3) / Bz
U%(2) = 1201(2) Ui (2) = == + BUL(2) + p, (114)
_ 4G _ _ 8C5Cg 4Cs
where f = 72— and p = —3h423§2 — A

Equation (114) appears in Ref. 15 (eq.Chazy-XIIL.b) as a member of the Chazy equations
in the third-order polynomial class. It has the Painlevé property and can be obtained by
each of the three group-invariant reductions of the KdV equation. When ( # 0, its solution
is given by

Ui(a) = 5 (@ Fa(a, ) + Pa(w. 6)7) + 15 (B +7) (115

where ¢ = +1 and Py(z, 8) = Py(x, 5,7, d) satisfies the Painlevé-11 equation
Py(x,8) = 2Py(x, B)° + (Bz + ) Pa(, B) + 6, (116)

where § is a constant of integration and v := —6u//.
In this case, Vi (x) reads

Vi(z) = —3?46022 + R? (PQ(.T,/8>2 + e Py(z,B) — %) : (117)
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If 8 =0, Uy(x) is given by
Ul(aj):Pl(xnuaK)a (118)

K being an integration constant.

2. Case B-2: A050 7é 0, Aogg =0

In this case, the linearity of equation (108) implies C5 = Cs = Cy; = 0. Consequently,

Vi (z) must only satisfy (107) which, by setting V;(z) = 2r?U;(z) — 525;1500, we transform to

UL O (x) = 20U, (2) U, (2)+40U] (2) UV (2) = 120U (2) U} (2)+ Az +-a) U} (2)+2\Uy () +w,
(119)

where

. 16022 o — 240120 . 16015 W= 32010022 4K

This equation passes the Painlevé test and appears in the list of fifth-order Painlevé type

\ =

(120)

equations of polynomial class in Ref. 16 as the equation Fif-III. We do not know the general
solution of this ODE, but we shall see that it admits a special solution in terms of the first
Painlevé transcendent.

If A =0, equation (119) admits the first integral,
U9 (x) = 20U, (2)UY (x) + 10U ()% — 40U, (2)® 4 2w + alUi (x) + 7. (121)

This equation has the Painlevé property and appears also in the list of fourth-order Painlevé
type equations of polynomial class in Ref. 16. If w # 0, we do not know any exact solutions
of this equation either. It is possible that, in this case, it defines a new transcendent, that is
it has no elementary solution expressible in terms of known transcendents (including the six
Painlevé transcendents). The case w = 0 can be solved in terms of hyperelliptic functions.
We refer the reader to Ref. 16 for the details. If we set & = v = 0 in (121), we find the
special case obtained in Ref. 22.

When A # 0, equation (119) admits the first integral
2HH" — (H")? — (8Uy(2) + 4w/N)H? + K = 0, (122)
where H is the auxiliary variable

H = UJ(x) — 602 (x)? + 4/ MU (x) + 70 +0) — 4w/ A (123)
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When K = 0, a particular solution can be obtained by setting H = 0. Therefore, this

solution may be written in terms of the first Painlevé transcendent, namely
1
U1<.’L'> :Pl(.ﬁE,Bl,BQ)—g(W/)\), (124)

where By = —4 and B, = =% 4+ 22(w/\). The potential V;(z) reads

2h? 2C
Vi) = 20 Pa(w, By, Ba) — —-(w/A) = Aol;.

(125)

3. Case B-3: Ayso #0, Agza 0

In this case, if we assume that Cs # 0, we can substitute Vi (x) given in (117) into (107)
and then reduce the order of the resulting equation using (116) and its derivatives. We

obtain a first order ODE for P(z) of the form

:L‘206P2(:)3,5)P2/([E,6) - F(Pé(x’6>’ PQ(xvﬁ))’ (126)

where P(x) is the second Painlevé transcendent and F is polynomial in Py(z) and Py(z).

Since this is impossible, we must set Cg = 0. Consequently, we integrate (108) to
1 3 2 1 2 "
023 — ZL‘CQl + 505%(!13) + ngggVi(:L‘) — gh A032‘/1 (w) = 0. (127)

We use this equation to reduce the order of (107) and obtain the linear ODE,

4C10Cy 4C5C Agso ( 4021A050)
— K+ —~ + (40 + 22 Vi(
Agza A, - Aoza 1)
205C 202 A 20Cy A 2C53 A
+ (2015 + 200 — T2+ o xAZl s 050) Vi(z)=0. (128)
032 032 032 032
As usual, we must set
Con — Ca1 Aoso Cho C5C1o  CZApso n Ca3Aoso o 4C10Cy1 4050 Agso (129)
922 = — , Cis = - , K= - .
Aoza Aoza Afso Aoza Agza Adsy
Vi(zx) is then given by
2C)
Vi(z) = 21° Py (z, By, By) — ———, (130)
3Ao32
2
where B; = —hiiz; and By = —m(% — 4C43).
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4. Case B-4: Aps0 =0, Agzo =0
From equation (108), we must set
Cs =Cs =0, (131)
and the only ODE that we need to solve reads
4cgvux)+2cmvax)+2xcmvux)+3cmvxxﬂ4¢m-%h%}ﬂ@ﬁkxyzm. (132)

If C10=0, (132) is linear and we must have Cj5 = Cys = k = 0.
For Cyy # 0, we set

2 2
V() = 2820 () - 220 20 (133
10
and U;(z) must satisfy
(3) / Bz
U7 (@) = 1201(2)U(2) = == + BUL(2) + 11, (134)
where
B o 4C5 . R . 8015022 (135)

T rCyw M7 ThiC,  3mer

This case is similar to the case B-1 and the solution is given by (115).

VI. Summary of the results

In Section 5 the results are ordered by the form of the integral of motion (64) and we
specified all the constants in the integral and in the potentials Vi (x) and V5(y). We found
all exotic potentials Vj(x) and by symmetry (see e.g. (79)) also V,(y). Certain potentials
V = Vi(z) + Va(y) appeared more than once with different integrals of motion. In this
section we will order the results according to the form of the potentials and for each of
the 9 classes of potentials list all integrals. In each class we have the integrals H; and Hs
of (29) and at least one integral of order 5 and hence of the form X of eq. (64). The
question of their algebraic independence was not yet discussed. In classical mechanics at
most 3 such integrals in F5 can be functionally independent (in E,, the number is 2n—1). In
quantum mechanics no such theorems are available. We can however make use of the results
of Burchnall-Chaundy theory concerning commutative ordinary differential operators®24.

A relevant result is:
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Theorem 1 (Burchnall-Chaundy) Consider two operators

n—2 m—2
=0+ ui(2)dh, Xo =00+ vi(x)dL. (136)
i=0 =0

Then [ X1, Xo| = 0 implies that there exists a nonzero polynomial P such that P(Xy, X,) = 0.

In other words, X1 and X5 are not polynomially independent.

In our case the role of X in (136) is played by H; = —9% + Vi(z) (or Hz) and X, by one of
the operators commuting with H found in section 5.

Let us run through all potentials found above: they are candidates for being superintegrable.

Q1 :

V1(55) = 2h2@($791792)> VQ(Z/) = 2h2@(y7§17§2)- (137)

Xz = - {plpg,y} + 2 (oo aWi(y)} - %m( 8 = yWLw)p — Lo, Waly)Wi(2)
- {pl, yWi(2)Ws(y)} + —thlVVé’(y) + E {1, wQWz’(y)Wé’(y)}
- —h2 {1, W0 ()} + 5 {plpz, = Z {pp3, yWi(z)} + %Wl(:r)pg +aWi(2)p;
2 (o WA)WH)} + 2 (o W) WA} — W ()
—~ %{pz,yle( YWY (x }+ 2h2 {p2, W1 ()},

Xozz = (15 + W3(y)) (p‘i’ + 7 Ap W{(w)}> = HaXa,

! 3 !
Xozs = (p7 + Wi()) (p% +3 {po; Wz(y)}> =H1Xp,

5,00 3 v 15 1(7)\2 9 9 (3) 91712

) 15 )
Xoos sz + 1 {P§> Wé(y)} + 16 {P27 Wz’(y)Q} + 1_6h2 {p27 W2 } - —91527

(138)

3
Xa=p} + 1 {p1, Wi(z)},
3
Xp =p3+ 7 {p2, Ws(v)}.
We have 7 linearly independent operators commuting with H, given in (138). By Theorem
1 we see that X4 and X509 are polynomially related with H;, Xp and Xgo; with Hy. The
integrals Xz and Xgo3 are simply products of lower order integrals.

The 3 polynomially independent integrals are Hi, Ho and Xi92 so the system () involving

two Weierstrass elliptic functions is superintegrable.
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Remark 3 the notations used here and below are that e.qg Xoos corresponds to setting Agos =
1, all other A;j, = 0 except those that are proportional to Aws. Lower order integrals are

listed separately (e.g. Xa).

Q2
Vi(z) =h? <a1Pi(:c, a) — vaPy(z,a) — aPy(z,a)? — QTZQ),
2
Valy) =1 (Pl ) = yaPily,) ~ aPiy. ) - % ). (139)

where a; = +y/a # 0 and Py(z, o) = Py(x, o, K1, K,), Py(y,a) = Py(y, o, K1, K,) are the
fourth Painlevé transcendents given by (92).
Xun = - {ppo,y} + 2 {pims, W) — %WQ@ — YW — < {1 Wal) W ()
- {pl, yWi(z)Ws(y)} + §712191W2"(y) + E {p1. xQWé(y)Wé’(y)}
— —h2 {p1, WM (y)} + = {plpg, } - z {p1p3,yWi(z)} + %Wl (x)p3 + W/ (z)p)
v {pQ, Wi@Wiw) + {pQ, W)W}~ ShW @
- = {pg, W (z)W (2 } —I— h {pg, (4)(x)}
- 2—14aﬁ2 (—y?’pi’ + 5 {pip, :cyQ} -7 {pl, y*Wi(x)} + g {p1, 2*y*Wi(y)}

3 3 3
+ 3R%yp; + 2°ph — 3 {pip3, *y} + 1 {po2, °W3(y)} — 3 {po, "W/ (2)} — 3712:6192)

1., /x 1 1 5
+ 5712 (Kl - a1> (—ypi” +5 {pips,x} + SWil@)pe + aWi(x)ps — 1P yWile)}

1 1 1
+ 3 {p17$2W2ﬂ(?J)} + §hzyp1 (K1 —a1) + 71" ah2p2>

1 1 3

- §h2 (K1 —a) (ZEP% 3 {pir3,y} - —Wz( )P — yWi(y)pr + 1 {p2, 2W3(y)}

2 {po, y* WY (z)} — —h2$p2 <K1 — 041) ! —ydahip, | . (140)
g\ 2 24

There is just one higher order integral Xj99. It is algebraically independent of H; and H,.
Thus the system @2 with two functions P, functions is superintegrable. The coefficients
a # 0 and can be scaled to @ = —1 to obtain the standard form of P, equation. However
the value of « is physically significant. The potential V(x,y) = Vi(z) + Va(y) includes a

harmonic oscillator term —}La(xQ + %) and hence allows a discrete spectrum (for o < 0).
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Vi(r) = 2h2U1<5U)7 Va(y) = o(y, d1, g2)- (141)

where Uy () is given by (121):
UL (x) =200, (2)UY () + 10U} (x)? — 40U, (x) + aUy(z) + 7.

This equation is a candidate for providing new transcendents'. The linearly independent

integrals are

3
Xogz = (pf + Vl(x)) (pi’ + 1 {p2, V2(y)}> = H1XB,
0 § 3 § 2 E 2 " _i 4
Xoso = p] + 1 {Ple(x)} + 16 {pl,Vl(x) } + 16h {1, V{'(2)} 16h apy ,
5 15 5 1.,
Xoos = p5 + 1 {pg, Vz(y)} + 16 {pz; ‘/2(3/)2} + EHQ {p2, V5 ()} — Eh291p2 ;
. 3
Xp = p‘g + 1 {p2, Va(y)} -

This case is not superintegrable. By Theorem 1 Xy59 and H; are polynomially related, as

are Xpg and Xgo5 with Hs. Furthermore, Xo3 is a product of Xp and H;.
Qs

Vi(x) : arbitrary, Vi(y) = 2R%p(y, 41, o). (142)

3
Xowa = (8 + i) (143 (e} )
5 ) 3 15 2 5 2 " 1 4 A
Xoos = py + 1 {p3,Valy)} + I {p2, Valy)*} + Eh {2, V5'(y)} — 1_6h g1p2

3
Xp :p§+1{p2,‘/§(y)}.

This case is “suspect” from the beginning since Vi(x) is arbitrary. It is indeed not super-
integrable in view of Theorem 1. Specifically Xg, Xqo5 are algebraically dependent on Hs
and Xgo3 is the product of H; and Xp.

The remaining systems @)s, ..., Qg are all superintegable and each allows just one fifth order

integral. However, none of them is confining (no bound states).

Qs :

Vi(z) = 212U, (x), Valy) = 2P, (y Bi, Bz) . B #£0 (143)
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where U;(x) satisfies (See eq.(119))
U9 (2) =20U1 () U (2) + 40U] (2)UY (z) — 120U (2)°U (2) + (o + 2 A) U7 ()
+ 2 Ui (z) +w, A #0.

Cosgrove showed!® that this ODE has the Painlevé property and may define a new tran-

scendent, not reducible to one of the classical ones.
3 3 3
Xoos = pip3 + 7 {pip2, Va(w)} + Vi(2)p3 + 7 {p2, Vi(2)Va ()} + 5 1 eVa(9)Va ()}

- —h {pl,l‘Vz Ny )}

4B
+Tl(p?+1{p%,v1<x>}+ (Vi) + 212 (@)

hw 3
_1_6h apy +T p2+1{p2,V2(y)} .

Qs :

Vi) =2 (Pm, B 4 aPle.f). 6=l

= +1 (144)

)
)

Valy) =2 (P2<y, B + &Py, B)

~ ~

Wlthﬁ?éo?B#()and P2('Taﬂ):P2($vﬂa,u75) ’ P2(ya6) ( ﬁ 5) are given by (116)
Xoz2 = pips + s 7 P Vi) + Vay)pi + s 1 P Vi@Va(w)} + ¢ {pz, yVi(z)V{(z)}

2

- —h2 {p2,y1®(2)} + Bﬁ2 {pip3, 2} — —Bﬁ2 {pr,2yVs(y)} — 32—; (0103 + p1Va(y)

+ 7 {1, yV{(fv)}> - g [plpz + = {pip2, Valy) } + Vila)ps + % {p2, Vi(z)Valy)}

+ §{pl,:L"Vz(y)Vz’(y)} - EHQ {p1, 2129 ()} + %th {pip2y} — %Bﬁg {2, 2yVi ()}
3; (o4 Vi) + § vt} ) |

Q7 :

‘/1(1') :h2<P2([L',/B,,M,5)2—{—61P2,(l',5,,u,5)), 6%05 € ==+l

Va(y) =20*Pi(y, By, By), Bi #0. (145)

3 3 3
KXoz = p?pg + - {p%pz, V2(y)} + Vi(z)p 3 2+ 1 {p2. Vi(@)Va(y)} + 2 {pl,a:VQ(y)Vg'(y)}

h? B 3 3712
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Vi(z) = 2h2U1(5C)> Va(y) = 2h2U2(3/>7 (146)

where

UL (x) =200, (2)UY () + 10U} (x)? — 40U, (x)® + aUy(z) + wz +7, w#0
U, (y) =20U5(y)US (y) + 10U4(y)? — 40Ux(y)* + alUs(y) + &y +4, & # 0.

5
Xos0 = p? + 1 {p:{’, Vl(x)} {ph Vi(z } + 52 {p1, Vf/(fb’)} - —h apy

16
w 5 /
+ o (pg + 1 {pg, Vz } {pQ, V2 } + —6h2 {]92,‘/2/@)} - Eh apz) .
Qo :
Vi(x) = 2R*P(z, By, By)  Va(y) = 2h%Us(y), Bi #0 (147)

where Us(y) satisfies

U (y) = 20Us(y) Uy (y) + 10U3(y)* — 40Ux(y)* + aUs(y) + &y + 4.

5 - 15
Xow =25+ 5 {3160} + g (o Vo)) + 58 (V)] — ggh'ams

Wh?

2 (o).

VII. Conclusion and future outlook

We have found all doubly exotic quantum superintegrable potentials that, in addition to
the Hamiltonian, allow one second and at least one fifth-order integral of motion and are
separable in Cartesian coordinates. All of these potentials are found as solutions of equa-
tions having the Painlevé property. In most cases, they are expressed in terms of known
transcendental functions including the six Painlevé transcendents. These results support
the conjecture which states that all superintegrable potentials that do not satisfy any linear
equation satisfy nonlinear equations having the Painlevé property.

The main result of this paper is that we have determined that among the doubly exotic sys-

tems @1, ..., Qg of section 6, all except (3 and (4 are superintegrable. The most interesting
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one is () that is the only one that is confining, i.e. sufficiently attractive to allow bound
states. In this case we plan to use the polynomial algebra of the integrals of motion gener-
ated by Hi, Ha and X9, to calculate the energy spectrum and the wave functions®2%26, We
also plan to construct all “singly exotic” potentials (e.g. when only V;(z) is exotic and Va(y)
is a solution of a linear equation), specially those that are also confining. The final aim of
this program is to prove the conjecture that all exotic separable superintegrable potentials

have the Painlevé property (for arbitrary order N of the additional integral).
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A. Nonlinear compatibility condition for equations (22)-(24)

1

3 3 1
§f12vmx + <2f02 - f22> Viay + <—f12 + 2f32> Vayy + §f22‘/yyy + (—f22(0’1) + f12(1’0)) Vi

J12 (© )+3f (01)+3f (L0) fo (1’0))ny+(f22(’ f2 A ) vy

3 1
+ ( f3' %% — fa2 M) 4 f 12 20)) Ve + <f22(0’2) — fiY + 2f02(2’0)> Vy

_l’_

2

_l’_

(-
h? [<—f10 - f30> wzzzs T < Joo + f20 + f40) cazzy + < fro = f50> TTTYY

1 1
+ fOO + f40) TTYYY + <2f10 + §f30 - fBO) TYYYY + (_8f20 - f40> YYyyy
+ (L0 SO0 p o) f30<1,o>> v
2 TTITT
3 1
+ f10 o1 _ f (01 —5fo 0(1’0) + *f20(1’0) + 2f40(1’0)> V:ca:my
—3 (0,1) (0,1) (1,0)
+ Tf20 f + f - 7f :m;yy

_l’_

oY + f o1 5 f50% — *foo(l’o) - Zf20(1’0) + f40(1’0)> Veyyy

l\DM—‘

+

f20 200 + f (L0) 4 fO >V;JUUU

_l’_

f100? — f (02)_,f 0.2) 4 f Y 4 f (11)_,f (20)_,]6 (20)> Vs

3
4

»—t %‘w »-lk\r—\

0002+ f0(02)+ f (1,1)

_l’_

.]CE’)O(11 fO 20) + f 20) + f0(20)> mey

+

3 02 19
2

15
f10© - 5f50(0’2) — *fzo(l’l) + §f4 f 20 1 f50(2’0)> Vayy

_I_

5 3
fzo(o2 f 02) 4 f (D 4 f (L) *foo(Q’O) - *f20(2’0) — 4f40(2’0)> Viyy

[\D\H

_l’_

Fn® 4 o 2 g o0 — g —fo3°> a

15
f10'® ©03) 5 £ (03) — fo 2 4 f o )+ f @1 f50(2’1) — 5fp03?

(7
(2"
(
(5
(2!
(-
(5
(+
(2!
S
(
(s

3
4
3
2
1

3
— §f40(271) + flo(?’vo)

3

+ —=f®0 + ’
2
3 ) -3 5 3 ) 1 ) 3
+ 4f30(570)> Viy + <8f30(0’4) - 1f50(0’4) + *fzo(l’d) if o — *f10(2’2) + *f30(2’2)
1
4

1
4
3 3¢ (03) (0,3)

1 2f Vay + szo’ — fao' + f

4
15 3

— (2,2) _
Lo :

3
- *foo 2+ f - 1f40(2’2) -

1f20(3’1) + ;f40(3,1)> Ve + ( f20(0 - — fa0 ©4) 4

4
1 5

3
§f10(3’1) + 1f30(3,1) - 1f00(4’0) — §f2 40)) Vy

1
= fro™¥ — 130 o

- 1f10(4’0) - 8f30(4’0)] =0. (Al)
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Chapitre 3

CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a rappelé certaines notions relatives a la mécanique hamiltonienne afin
de définir formellement le concept de superintégrabilité. Grace a deux importants systemes
superintégrables en physique, soit le systeme de Coulomb-Kepler en mécanique classique
et I'atome d’hydrogene en mécanique quantique, on a montré 'importance de la superin-
tégrabilité en illustrant comment cette propriété permet d’éviter la résolution analytique
des équations différentielles tout en offrant de I'information non-triviale sur le systeme en
question. Dans la partie principale de ce mémoire, on a construit un systéme quantique
superintégrable en 2D admettant une intégrale de mouvement de cinquieme ordre. La super-
intégrabilité de ce systeme a été garantie par la séparabilité du potentiel V' (z,y) en cordonnées
cartésiennes. On a résolu toutes les équations déterminantes obtenues en supposant que le
potentiel V(z,y) = Vi(x) + Va(y) est doublement exotique, c’est-a-dire que Vi(x) et Va(y) ne
satisfont aucune EDO linéaire. Les équations non-linéaires obtenues se sont tous avérées des
EDO possédant la propriété de Painlevé. Ces équations ont été trouvées et classifiées par Cos-
grove [2, 3] a partir d’autres considérations purement mathématiques, a savoir la question de
définir de nouvelles fonctions transcendantes grace a un type particule d’EDO non-linéaires.
Dans la majorité des cas, on a exprimé toutes les solutions en termes de transcendantes déja
connues, incluant les six fonctions transcendantes de Painlevé. Il est conjecturé que I'équa-
tion reliée au cas non résolu définit une nouvelle fonction transcendante.

Les résultats de ce mémoire rejoignent ceux obtenus dans les cas ou des intégrales de troi-
siéme et quatriéme ordre ont été considérées [4, 5, 6, 8, 9, 13]. La résolution systématique
des équations déterminantes a permis d’imposer des contraintes qui s’averent étre les condi-
tions suffisantes pour que ces EDO passent le test de Painlevé et possedent la propriété de
Painlevé. On pense que ce fait n’est pas accidentel et que la conjecture voulant qu’il soit
vrai en général est fort probablement valide. Ce mémoire se veut donc aussi une nouvelle

évidence appuyant cette conjecture.
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