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SOMMAIRE

Dans la modélisation statistique, nous sommes le plus souvent amené a sup-
poser que le phénomene étudié est généré par une structure pouvant s’ajuster aux
données observées. Cette structure fait apparaitre une partie principale qui repré-
sente le mieux possible le phénomene étudié et qui devrait expliquer les données
et une partie supposée négligeable appelée erreur ou innovation. Cette structure
complexe est communément appelée un modele, dont la forme peut étre plus ou
moins complexe. Afin de simplifier la structure, il est souvent supposé qu’elle re-
pose sur un nombre fini de valeurs, appelées parametres. Basé sur les données,
ces parametres sont estimés avec ce que 'on appelle des estimateurs. La qua-
lité du modele pour les données a notre disposition est également fonction des
estimateurs et de leurs propriétés, par exemple, est-ce que les estimateurs sont
raisonnablement proches des valeurs idéales, c’est-a-dire les vraies valeurs. Des
questions d’importance portent sur la qualité de 'ajustement d’un modele aux
données, ce qui se fait par I’étude des propriétés probabilistes et statistiques du
terme d’erreur. Aussi, 'étude des relations ou ’absence de ces dernieres entre les
phénomenes sous des hypotheses complexes sont aussi d’intérét. Des approches
possibles pour cerner ce genre de questions consistent dans 'utilisation des tests

portemanteaux, dits également tests de diagnostic.
La these est présentée sous forme de trois projets.

Le premier projet est rédigé en langue anglaise. Il s’agit en fait d’un article
actuellement soumis dans une revue avec comité de lecture. Dans ce projet, nous
étudions le modele vectoriel a erreurs multiplicatives (VMEM) pour lequel nous

utilisons les propriétés des estimateurs des parametres du modele selon la méthode



des moments généralisés (GMM) afin d’établir la distribution asymptotique des
autocovariances résiduelles. Ceci nous permet de proposer des nouveaux tests
diagnostiques pour ce type de modele. Sous ’hypotheése nulle d’adéquation du
modele, nous montrons que la statistique usuelle de Hosking-Ljung-Box converge
vers une somme pondérée de lois de khi-carré indépendantes a un degré de li-
berté. Un test généralisé de Hosking-Ljung-Box est aussi obtenu en comparant
la densité spectrale des résidus de 'estimation et celle présumée sous ’hypothese
nulle. Un avantage des tests spectraux est qu’ils nécessitent des estimateurs qui
convergent a la vitesse n=2 ot n est la taille de I’échantillon, et leur utilisation
n’est pas restreinte a une technique particuliere, comme par exemple la méthode

des moments généralisés.

Dans le deuxieme projet, nous établissons la distribution asymptotique sous
I’hypothese de faible dépendance des covariances croisées de deux processus sta-
tionnaires en covariance. La faible dépendance ici est définie en terme de 'effet
limité d'une observation donnée sur les observations futures. Nous utilisons la
notion de stabilité et le concept de contraction géométrique des moments. Ces
conditions sont plus générales que celles de I'invariance des moments condition-
nels d’ordre un a quatre utilisée jusque la par plusieurs auteurs. Un test statistique
basé sur les covariances croisées et la matrice des variances et covariances de leur
distribution asymptotique est alors proposé et sa distribution asymptotique éta-
blie. Dans I'implémentation du test, la matrice des variances et covariances des
covariances croisées est estimée a ’aide d’une procédure autorégressive vectorielle
robuste a 'autocorrélation et a ’hétéroscédasticité. Des simulations sont ensuite

effectuées pour étudier les propriétés du test proposé.

Dans le troisiéme projet, nous considérons un modele périodique multivarié
et cointégré. La présence de cointégration entraine l’existence de combinaisons
linéaires périodiquement stationnaires des composantes du processus étudié. Le

nombre de ces combinaisons linéaires linéairement indépendantes est appelé rang
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de cointégration. Une méthode d’estimation en deux étapes est considérée. La
premiere méthode est appelée estimation de plein rang. Dans cette approche, le
rang de cointégration est ignoré. La seconde méthode est appelée estimation de
rang réduit. Elle tient compte du rang de cointégration. Cette derniere est une
approche non linéaire basée sur des itérations dont la valeur initiale est ’estima-
teur de plein rang. Les propriétés asymptotiques de ces estimateurs sont aussi
établies. Afin de vérifier 'adéquation du modele, des statistiques de test de type
portemanteau sont considérées et leurs distributions asymptotiques sont étudiées.
Des simulations sont par la suite présentées afin d’illustrer le comportement du

test proposé.

MOTS CLES :

Modeles périodiques, estimation de plein rang, estimation de rang réduit, sta-
tistiques portemanteaux, faible dépendance, stabilité, contraction géométrique
des moments, modeles vectoriels a erreurs multiplicatives, moyenne condition-

nelle.
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SUMMARY

In statistical modeling, we assume that the phenomenon of interest is ge-
nerated by a model that can be fitted to the observed data. The part of the
phenomenon not explained by the model is called error or innovation. There are
two parts in the model. The main part is supposed to explain the observed data,
while the unexplained part which is supposed to be negligible is also called error
or innovation. In order to simplify the structures, the model are often assumed to
rely on a finite set of parameters. The quality of a model depends also on the para-
meter estimators and their properties. For example, are the estimators relatively
close to the true parameters 7 Some questions also address the goodness-of-fit of
the model to the observed data. This question is answered by studying the statis-
tical and probabilistic properties of the innovations. On the other hand, it is also
of interest to evaluate the presence or the absence of relationships between the
observed data. Portmanteau or diagnostic type tests are useful to address such

issue.
The thesis is presented in the form of three projects.

The first project is written in English as a scientific paper. It was recently sub-
mitted for publication. In that project, we study the class of vector multiplicative
error models (VMEM). We use the properties of the Generalized Method of Mo-
ments to derive the asymptotic distribution of sample autocovariance function.
This allows us to propose a new test statistic. Under the null hypothesis of ade-
quacy, the asymptotic distributions of the popular Hosking-Ljung-Box (HLB) test
statistics are found to converge in distribution to weighted sums of independent

chi-squared random variables. A generalized HLB test statistic is motivated by
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comparing a vector spectral density estimator of the residuals with the spectral

density calculated under the null hypothesis.

In the second project, we derive the asymptotic distribution under weak de-
pendence of cross covariances of covariance stationary processes. The weak de-
pendence is defined in term of the limited effect of a given information on future
observations. This recalls the notion of stability and geometric moment contrac-
tion. These conditions of weak dependence defined here are more general than the
invariance of conditional moments used by many authors. A test statistic based
on cross covariances is proposed and its asymptotic distribution is established. In
the elaboration of the test statistics, the covariance matrix of the cross covariances
is obtained from a vector autoregressive procedure robust to autocorrelation and
heteroskedasticity. Simulations are also carried on to study the properties of the

proposed test and also to compare it to existing tests.

In the third project, we consider a cointegrated periodic model. Periodic mo-
dels are present in the domain of meteorology, hydrology and economics. When
modelling many processes, it can happen that the processes are just driven by a
common trend. This situation leads to spurious regressions when the series are
integrated but have some linear combinations that are stationary. This is called
cointegration. The number of stationary linear combinations that are linearly in-
dependent is called cointegration rank. So, to model the real relationship between
the processes, it is necessary to take into account the cointegration rank. In the
presence of periodic time series, it is called periodic cointegration. It occurs when
time series are periodically integrated but have some linear combinations that
are periodically stationary. A two step estimation method is considered. The first
step is the full rank estimation method that ignores the cointegration rank. It
provides initial estimators to the second step estimation which is the reduced
rank estimation. It is non linear and iterative. Asymptotic properties of the esti-

mators are also established. In order to check for model adequacy, portmanteau



X

type tests and their asymptotic distributions are also derived and their asymp-
totic distribution are studied. Simulation results are also presented to show the

behaviour of the proposed test.
Keywords.

Periodic models, full rank estimation, reduced rank estimation, portmanteau
test statistics, weak dependence, stability, geometric moment contraction, vector

multiplicative error model, conditional mean.
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Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Quelque soit le domaine d’étude, une des principales préoccupations repose
sur la compréhension de la dynamique des phénomeénes d’intérét. Dans notre
contexte, les données étudiées sont observées a différents instants consécutifs dans
le temps. Une série chronologique est une suite de données numériques, mesurées a
des intervalles réguliers et représentant 1’évolution d’une quantité spécifique dans
le temps. L’étude des séries chronologiques a connu une évolution considérable ces
dernieres décennies et chaque fois, le souci est de se rapprocher du meilleur modele

possible, en incorporant les meilleures approches et techniques disponibles.

Cette modélisation comporte généralement trois étapes : lidentification du
modele, 'estimation des parametres et la validation du modele. L’identification du
modele consiste a déterminer le type de modele qui s’ajuste le mieux aux données.
Dans I’étude des séries chronologiques, il existe plusieurs types de modeles que
nous pouvons tout simplement classifier en modeles linéaires et non linéaires.
Les trois étapes de modélisation reposent sur un présupposé particulierement
important, I’hypotheése de stationnarité du processus stochastique dont la série

chronologique est une réalisation finie.

En fait, la stationnarité est une hypotheése qui simplifie grandement 'ana-
lyse des séries temporelles. En effet, il est alors possible d’introduire la fonction

d’autocovariance et 'inférence statistique de ces autocovariances est également
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possible. Telle qu’indiquée dans les définitions ci-dessous, la notion de stationna-
rité stipule que certaines caractéristiques du processus sous-jacent sont invariantes

par rapport au temps.

Définition 1.1. Le processus stochastique {Y ¢t € Z} de dimension d, Y, =
(Yi(1),...,Yi(d)" est dit strictement stationnaire (au sens fort) si et seulement si
les distributions conjointes des vecteurs (Y|, Y[, ... ,Y;Z)T et (Y Y.,
Y;ZH)T sont identiques pour tout entier k positif et pour tout ty,ts, ... tg,l € Z.

Cette définition de la stationnarité repose sur 'invariance des distributions,
mais ’hypothese de stationnarité stricte est restrictive sur le plan pratique. Le

concept de stationnarité le plus utile dans les applications est la stationnarité au

sens large.

Définition 1.2. Le processus stochastique {Y,t € Z} de dimension d, Y, =
(Yi(1),....Yy(d)" est dit stationnaire au sens large ou faiblement stationnaire
(ou stationnaire tout court) si et seulement si :

(1) EN?(j)] <oo,j=1,....d, Vi,

(i) BIY]=p W,

(ii1) E[(Yx —p)(Ye—p)'] =Ty, Vt, Vk € Z.

De méme que le concept de stationnarité, la notion de bruit blanc est impor-

tante dans la modélisation des séries chronologiques.

Définition 1.3. Le processus {&;,t € Z} de dimension d, €, = (g(1), ... ,&(d))"
est un bruit blanc vectoriel s’il satisfait les propriétés suivantes :
(i) El() <oo,j=1,...,d, ¥t
(Zl) E[Et] = 0, \V/t,
Y., sis=t,

(iii) Elee!] =
0, sinon.
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Les bruits blancs sont certainement les exemples les plus simples de processus

stationnaires.

Une des approches de modélisation les plus connues des modeles de série chro-
nologique dans la littérature est celle de Box et Jenkins (1970). Ces derniers ont
développé une classe de modeles permettant de modéliser les séries chronologiques
univariées potentiellement intégrées et saisonnieres. 11 s’agit des modeles saison-
niers autorégressifs intégrés moyennes mobiles (SARIMA). Cette méthodologie
consiste a transformer des variables au préalable non stationnaires en proces-
sus autorégressifs moyennes mobiles (ARMA) stationnaires par ’application d'un
filtre. Cela permet de comprendre la dynamique du phénomene et de faire des
prévisions. L’extension aux séries chronologiques multivariées remonte au moins
aux travaux de Quenouille (1957). Des travaux utiles sont ceux de Sims et al.
(1990). Les processus vectoriels saisonniers autorégressifs et moyennes mobiles

sont discutés dans Reinsel (1997).

Tel que définit par Reinsel (1997, p. 219), le processus stochastique {Y, t €
Z}, de dimension d est un processus multiplicatif saisonnier autorégressif moyenne

mobile s’il est stationnaire et vérifie :
¢ (BHYI(B)Y, =¥ (B*)© (B)e, (1.0.1)

ou B est I'opérateur retard usuel, B® 'opérateur retard saisonnier et s représente
la saison. On rappelle que l'opérateur retard B satisfait B = I, BY ; =Y,_; et
B*Y, =Y ,_.. Les polyndomes non saisonniers autorégressifs et moyennes mobiles

sont définis respectivement par :
nm:B) = I1,-1,B—-...—1I,B",
©B) = 1,-6,B—...—9,B1,

oull;, s =1,...,pet ©;, 7 = 1,...,q sont des matrices d’ordre d x d. Les
polynomes saisonniers autorégressifs et moyennes mobiles sont respectivement

définis par :

(B = I;,—®, B —... —®pBF,



V(B = I,—¥ B —... —¥,B

oun ®,:=1,...,Pet ¥, j=1,...,Q sont des matrices d'ordre d x d. La
matrice I 4 est la matrice identité d’ordre d. Le processus {&;, t € Z} représente les
erreurs et correspond ici a un bruit blanc de matrice des variances et covariances
E(g/]) = Ee. Le modele (1.0.1) est appelé SVARMA(p, q) x (P, Q). En absence
de saisonnalité, ®(B*) = I,;, ¥(B®) = I, et le modele (1.0.1) devient un modele
VARMA(p, q). De méme, dans le cas des processus univariés, le SVARMA ((p, g) x
(P,Q)s peut étre interprété comme un VARMA(p + Ps,q + @s) dans lequel les
coefficients satisfont des contraintes multiplicatives (Brockwell et Davis, 2002, p.

203).

Beaucoup d’approches ont été développées pour estimer les modeles VARMA,
voir par exemple Liitkepohl (2005), Brockwell et Davis (1991), Hosking (1980)
et Li et McLeod (1981). L’approche des modeles SARIMA représente une fagon
de modéliser la saisonnalité. Cette approche présuppose qu’en appliquant le filtre
de différentiation un assez grand nombre de fois, le processus résultant peut étre
modélisé avec les présupposés de stationnarité. En particulier, 'autocovariance
de délai h est indépendante de la saison et décroit vers zéro au fur et a mesure
que h devient grand. Une critique d’une telle approche est que la corrélation
entre janvier et février est la méme qu’entre février et mars, par exemple. Dans
la section 1.3, nous aborderons I'approche reposant sur les modeles périodiques

afin de modéliser les séries chronologiques saisonnieres.

1.1. RACINE UNITAIRE ET INTEGRATION

Dans I'étude de la stationnarité des modeles ARMA, il est bien connu qu’un
processus ARMA sera stationnaire causal si toutes les racines du polynéme auto-
régressif sont a I'extérieur du disque unité. Lorsque des racines sont sur le disque
unité, I'’étude des modeles ARIMA permet de régler la non-stationnarité par la

différentiation, c¢’est-a-dire en appliquant de maniere répétée le filtre (1 — B).

Dans le cas multivarié, le résultat concernant les conditions de la stationnarité

non anticipative portent sur I’'étude du déterminant de la partie autorégressive
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des modeles VARMA. Lorsque les racines sont a l'extérieur du disque unité, le
processus est stationnaire et causal. Lorsque les racines sont sur le disque unité,

on parle alors de racines unitaires.

Les notions de racines unitaires et d’intégration sont fortement liées. L’in-
tégration a un ordre quelconque se définit a partir de l'intégration a un ordre
inférieur, le point de départ étant l'intégration a l'ordre zéro. Beaucoup de défi-
nitions de l'intégration a 'ordre zéro sont connues dans la littérature. Les plus
connues sont celles données par Engle et Granger (1987, p. 252), Engle et Granger
(1991, p. 3), Banerjee et al. (1993, p. 7), Hendry (1995, p. 43) et Johansen (1995,
pp. 34-35). Ces définitions sont équivalentes. Les définitions présentées ci-dessous
proviennent de Johansen (1995, pp. 34-35). Dans la définition 1.4, on introduit
précisément un processus multivarié linéaire, alors que la définition 1.5 porte sur

I'intégration d’ordre zéro.

Définition 1.4. Soit {Y,, t € Z} un processus stochastique qui satisfait Y, =
Yoo Cigri = C(B)ey, ou C(B) = >0, CiB" et {e, t € Z} est un bruit blanc
tel que E(e€]) = .. Le processus {Y} est un processus linéaire si Y .o, C;iz'

est convergente pour |z| <143, pour un certain § > 0.

Une des propriétés des séries chronologiques qui permet d’étudier I'intégration

de fagon générale est I'intégration d’ordre zéro, que I'on notera [(0).

Définition 1.5. Soit un processus stationnaire {Y, t € Z} satisfaisant Y, —
E(Y,) = >72,Ciei, avec {&;} un bruit blanc. Le processus {Y} est I1(0) si
C=>7-,C #0.

L’intégration d’ordre supérieur fait l'objet de la définition suivante. On la

trouve aussi dans Johansen (1995, p. 35).

Définition 1.6. Une série chronologique {Y, t € Z} est dite intégrée d’ordre k
ou 1(k) sila série {A\*[Y; — E(Y})], t € Z} est I(0). On note A* = (1— B)* ou
B est lVopérateur retard.

Tout processus stationnaire n’est pas forcément /(0). Cependant, pour qu'un

processus soit [(0), il doit d’abord étre stationnaire. Dans la suite, nous allons
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adopter la terminologie de Banerjee et al. (1993) en assimilant stationnarité a

1(0) dans la définition de l'intégration d’ordre supérieur.

Dans le cas des processus univariés, 'existence de la racine unitaire dans
la partie autorégressive indique qu’il faut différentier la série pour aboutir a la
stationnarité (Box et Jenkins (1970)). Si la racine unitaire est de multiplicité
k, il faut différentier £ fois. En plus de l'intégration usuelle, nous avons aussi

I'intégration saisonniere.

Définition 1.7. Une série chronologique univariée {Y;, t € Z} est dite saison-
niérement intégrée d’ordre (I, L) si la série {(1— B*)X(1—B)(Y,— E(Y})), t € Z}

est stationnaire.

Cette définition découle de celle des modeles SARIMA telle qu’exprimée par
Box et Jenkins (1970). L’intégration saisonniére apparait lorsque le polynéme
saisonnier possede des racines unitaires. Elle fait intervenir des racines qui en
module valent un mais qui ne sont pas égales a un. La racine unitaire valant
précisément 1 correspond a la fréquence zéro, c’est-a-dire au cycle normal des
observations successives, tandis que les autres racines unitaires correspondent a
des fréquences plus élevées. Par exemple, dans le cas des données trimestrielles,

nous avons le filtre saisonnier :
1-B*=(1-B)(1+ B)(1+iB)(1—iB),

ou i = /—1. Ainsi, la racine —1 correspond a deux cycles par an (semestriel) et les
racines complexes a un cycle par an (annuel). La littérature sur la cointégration
saisonniere est assez riche. Nous pouvons citer entre autre, Kunst (1990), Canova

et Hansen (1995) et Balcombe (1999), pour ne citer que ces auteurs.

La méthodologie fondamentale pour aborder I'intégration saisonniere est celle
développée par Hylleberg et al. (1990), plus couramment connue sous le nom de
méthode HEGY. Cette méthode permet de distinguer entre I'intégration saison-

niere et la saisonnalité exprimée de maniere déterministe.



1.2. COINTEGRATION

Il peut arriver que des combinaisons linéaires de série chronologiques univa-
riées soient stationnaires alors que les séries individuelles ne le sont pas. On parle
alors de cointégration. Un exemple important en économie est lorsque toutes
les séries univariées sont intégrées d’ordre un mais que certaines combinaisons
linéaires sont stationnaires. Les problématiques entourant la cointégration sont
propres aux séries chronologiques multivariées. La définition suivante de la coin-

tégration découle de Johansen (1995, p. 38).

Définition 1.8. Soit {Y,, t € Z} un processus intégré d’ordre k au sens de
la définition (1.6). Le processus {Y} est dit cointégré d’ordre (k,b) (on note
C1(k,b)), de vecteur de cointégration B ot B # 0, si B'Y; est intégré d’ordre
k —b. Ceci est noté 1(k —b).

Dans la définition 1.8, on note que les vecteurs de cointégration ne sont pas
uniques. Le rang de cointégration représente le nombre de relations de cointégra-

tions qui sont linéairement indépendantes.

Une classe utile de processus {Y;} est celle composée de processus qui sont
C1(1,1). Dans un tel cas, les processus univariés sont /(1) et le vecteur de coin-
tégration est tel que {ﬂTYt} est 1(0). En particulier, le processus {,BTYt} est

stationnaire.

Déterminer le rang de cointégration est une étape importante pour modéliser
les processus cointégrés. Un certain nombre d’approches sont connues dans la lit-
térature. Parmi ces dernieres, on trouve la méthode en deux étapes de Engle et
Granger (1987), ainsi que la méthode de Philips et Ouliaris (1990). Ces méthodes
se limitent a la détection d’une seule relation de cointégration. On retrouve éga-
lement les méthodes de Johansen (1988) et de Sims et al. (1990) qui permettent
de détecter plusieurs relations de cointégration. Dans notre étude, les rangs de
cointégration sont supposés connus, mais se situeront dans la classe des processus

vectoriels périodiques.



1.3. LES MODELES PERIODIQUES

Toutes les séries ne peuvent étre filtrées pour atteindre la stationnarité, ceci
parce que la structure d’autocorrélation pourrait fort bien dépendre de la saison.
Dans les modeles de Box et Jenkins de type SARIMA et VARMA, les parametres
sont les mémes pour toutes les saisons. Dans certaines situations, il est préférable
de permettre de les laisser varier afin de mieux décrire les phénomenes de saison-
nalité. Les modeles qui permettent de mieux décrire ce genre de comportement
sont les modeles périodiques. Les modeles de séries chronologiques périodiques
ont été appliqués en économie, en météorologie, en hydrologie et bien d’autres
domaines. Pour les séries chronologiques périodiques univariées, on peut citer les
travaux pionniers de Jones et Brelsford (1967), Pagano (1978), ainsi que ceux
de Tiao et Grupe (1980). Dans les modeles multivariés, on retrouve par exemple

Birchenhall et al. (1989) ou encore la monographie de Franses et Paap (2004).

Pour mieux représenter les processus périodiques, il est nécessaire de pouvoir
identifier pour chaque observation la saison a laquelle elle correspond. L’index ¢
dépend de la saison et s’écrit t = sT' 4 v, ou s représente le nombre total de saisons
et v =1,...,s une saison donnée. Un processus périodique fait alors apparaitre
une succession de cycles complets de saisons. Ces cycles complets sont indexés
par T" € Z. Un des exemples les plus courants de cycle complet de saisons est
I’année. Dans ce cas, la notation ¢t = s7T"+ v, réfere a la saison v de 'année 1"+ 1.
Les concepts de stationnarité et de bruit blanc, pris dans le sens périodique, font

I'objet des définitions 1.9 et 1.10.

Définition 1.9. Le processus stochastique périodique {Y ¢, t = sT+v, T € Z, v =
1,...,s} de dimension d, Y, = (Yy(1),....Y(d)" est dit périodiquement station-
naire de période s si et seulement si pour tout t = sT + v,
,u(l/) = E[Yt]ﬂ
C(v) = B{Yin— v+ k)Y —p0)} ]

existent pour tout k € Z, et dépendent seulement de k et de v.

On définit maintenant le bruit blanc périodique.
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Définition 1.10. Le processus {e;,t = sT+v,T € Z,v =1,...,s} de dimension

d et de période s, €, = (e¢(1),...,5¢(d))" est un bruit blanc périodique si :

(i) Elei(j)] <oo, j=1,...,d, Vt=sT+v,
(Zl) E[&t]ZO, \V/t:ST‘I‘l/,

Ey, Sitl :t2 :ST—I—I/,
(i) Elene,] =

0, sinon.

De méme que pour les modeles non périodiques, la modélisation ARMA peut
aussi étre faite pour les modeles périodiques, mais le filtre appliqué sera typique-
ment différent d’une saison a une autre. Dans le cas univarié, il est possible de
considérer des modeles avec composantes moyennes mobiles que ’on appelle mo-
deles de type ARMA périodique (PARMA). 1l semble que "approche dominante
dans la lignée des modeles de Box et Jenkins repose sur 'utilisation de ces modeles
PARMA. Nous introduisons dans ce qui suit les modeles vectoriels autorégressifs
périodiques. Conceptuellement, c’est également possible de considérer une telle
généralisation dans le cas multivarié. Cependant, méme dans le cas non pério-
dique, les modeles VARMA sont sujets a des probléemes d’identifiabilité. Ainsi,
dans le but de simplifier la présentation, nous allons nous restreindre a 1’étude
des modeles autorégressifs périodiques. De plus, avec en téte les applications avec
les données réelles, il semble plus vraisemblable que les modeles autorégressifs

périodiques soient utilisés.

Le processus {Yy, t = sT +v, T € Z, v = 1,...,s} de dimension d et de
période s est un processus autorégressif périodique multivarié (PVAR) s’il est

périodiquement stationnaire et vérifie :

p(v)

YST+V - Z ¢k(l/)YST+V—k + 6ST+V) (131)
k=1

ou comme précédemment v = 1,...,s est la saison, s dénote le nombre total de
saisons et p(v) correspond a l'ordre du polynome autorégressif pour la saison v.
Pour ¢t = sT + v, le vecteur Y, est la réalisation du processus dans la saison v

de 'année T+ 1,0ou T =1,..., N, N € N* étant le nombre total d’années. Les
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coeflicients ¢y () sont des matrices d’ordre d x d. Nous supposons que le processus
d’erreur {g;, t € Z} d’ordre d x 1 est un bruit blanc périodique de matrice des

variances et covariances E(g.] ) = X,, t = sT + v.

On peut toujours considérer que p(v) = p, v € {1,...,s}, et de maniére
précise, l'ordre du processus étre supposé égal a max p(v), ceci moyennant
que certaines matrices de coefficients soient nulles.y(_)ilyi)';l]lle alors d'un PVAR(p).
Dans le modele (1.3.1), la moyenne et la tendance ne sont pas prises en compte
car elles sont supposées étre au préalables retirées des séries. Dans ce qui suit,

nous présumons alors que le processus est centré en zéro, a savoir F(Y;) = 0 pour

tous les indices t = sT" + v.

1.4. LES MODELES NON LINEAIRES

Une approche possible dans les modeles non linéaires est de supposer que
les observations et les innovations sont liées par une fonction non linéaire. Ces
processus sont souvent caractérisés par la dépendance des moments par rapport
au temps, 'asymétrie des cycles, les seuils et les ruptures. Les applications des
séries chronologiques non linéaires touchent de nombreux domaines, dont I’hydro-
logie et I'ingénierie. Cependant, les séries chronologiques non linéaires ont trouvé
de nombreuses applications en économétrie et dans ’analyse des séries chronolo-
giques financieres. Nous nous intéressons ici a la classe des modeles vectoriels a
erreurs multiplicatives (VMEM). Présentés par Manganelli (2005) ainsi que par
Cipollini et al. (2006), ces modeles constituent une généralisation au cas multiva-
rié des modeles multiplicatifs a erreurs non négatives (MEM) introduits par Engle
(2002). Les modeles vMEM modélisent les séries économiques prenant seulement
des valeurs positives. Pour de tels modeles, il n’est pas toujours approprié de

considérer le logarithme car il peut y avoir des valeurs nulles ou proches de zéro.

Soit {X¢,t € Z} un processus a temps discrets dont les composantes sont
définies sur X CJ0, +oo[?, d étant un entier strictement positif. On dit que le

processus {X,t € Z} admet la structure vMEM lorsqu’il peut s’écrire sous la
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forme :

X = p ©&, (1.4.1)
ou conditionnellement a F;_; qui représente l'information disponible jusqu’au
temps ¢ — 1, p; ainsi défini sur ]0, +oo[® satisfait :

e = pr (0, Fi—1), (1.4.2)

et &; est une variable aléatoire définie sur |0, +oo[* avec :
g~ D (14,X) pour tout t € Z, (1.4.3)

ou D7 (14, %) dénote une distribution avec E (&;) = 1, et var (¢;) = X. Le symbole
14 représente le vecteur d’ordre d composé uniquement de valeurs unitaires et ©
dénote 'opérateur de multiplication composante par composante des vecteurs et

matrices. Cet opérateur est appelé produit de Hadamard. La matrice X est carrée

d’ordre d.

Les innovations {g;,t € Z} sont des variables aléatoires a support positif.
Elles sont supposées identiquement distribuées de moyenne 1, et de matrice des

variances et covariances X. L’équation (1.4.3) permet d’avoir :

E (X F-1)

e, (144)

var (X¢|Fi_1) = pepf © X = diag(p,)Ediag(p). (1.4.5)

Que ce soit dans les cas linéaires ou non linéaires, la validation de I'ajustement de
ces modeles aux données consiste dans la plupart des cas a vérifier les hypotheses

faites sur les innovations.

1.5. LA VALIDATION DES MODELES

Comme mentionné en début de ce chapitre, 'analyste est souvent amené a
formuler un modele afin de décrire le mieux possible les données. Il semble alors
naturel de vérifier si les résidus qui sont en quelque sorte des «estimateurs» de

I'innovation, sont compatibles avec les hypotheses de base du modele.
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De fagon similaire, 1’étude de relations entre deux (ou plus de deux) séries
chronologiques, sous des hypotheses plus ou moins complexes, est également un
champ d’application important. La encore, des méthodes objectives sont néces-

saires afin de quantifier les relations de non corrélation ou d’indépendance.

Traditionnellement, les tests diagnostiques sont particulierement importants
afin de vérifier avec des statistiques de test ce genre de considérations. On les re-
trouve notamment dans la méthodologie originale de Box et Jenkins. L’approche
des tests portemanteaux repose sur 1’étude de mesures d’autocorrélations rési-
duelles ou encore des corrélations croisées résiduelles. On peut alors considérer

des mesures intégrées qui prennent en compte un certain nombre de délais.

Afin de vérifier ’absence de relations entre les séries chronologiques, au moins
deux approches sont possibles. Dans la premiere, des modeles sont ajustés a
chaque série, et des mesures reposant sur les corrélations croisées sont calcu-
lées. Cette approche provient de Haugh (1976). D’un point de vue théorique,
cette approche est simple dans la mesure ou les résidus devraient étre relative-
ment proches des séries iid. Ainsi, les propriétés d’indépendance peuvent étre
exploitées. D'un point de vue pratique, ce type d’approche nécessite que les bons
modeles soient choisis et sont donc potentiellement sensibles a des problemes de
manuvaise spécification. De plus, en pratique, il est souvent d’intérét d’émettre des

jugements sur les séries elles-mémes, et non sur les séries d’innovations.

La seconde approche est précisément non-paramétrique, dans le sens qu’aucun
modele ne doit étre spécifié. Les tests reposent donc sur des mesures de corrélation
entre les séries brutes, et chaque série pourrait étre supposée stationnaire. La
dépendance a I'intérieur de chaque série complexifie I’analyse, mais d’un point de

vue pratique, les conclusions peuvent étre statistiquement plus satisfaisantes.

Les développements de cette theése s’inscrivent dans ce contexte, ou des tests
de type portemanteaux servent a valider des modeles ou encore a cerner I’absence
de relations entre les séries. Dans ce qui suit, on expose les contributions les plus

importantes de la these.
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1.6. OBJECTIFS DE RECHERCHE ET CONTRIBUTIONS

Les objectifs principaux de la these portent sur la validation de modéles com-
plexes avec des tests portemanteaux. Les modeles sont multivariés. Dans un cas,
il est question de modeles non-linéaires vMEM qui sont validés avec des tests de
type Hosking-Ljung-Box et aussi des tests justifiés par une approche spectrale.
Dans un autre cas, il est question de 1’étude de la non corrélation entre deux
séries chronologiques qui pourraient cependant étre dépendantes. Finalement, on
considere aussi des modeles périodiques vectoriels et cointégrés. Nous décrivons

brievement les contributions originales de la these.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons le modele vectoriel a erreurs
multiplicatives pour lequel nous utilisons les propriétés de la méthode généralisée
des moments pour estimer le modele et établir la distribution asymptotique des
estimateurs et des autocovariances échantillonnales. Ceci nous permet de proposer
des nouveaux tests diagnostiques pour ce type de modele. Sous I’hypothese nulle
d’adéquation du modele, nous montrons que la statistique usuelle de Hosking-
Ljung-Box converge vers une somme pondérée de lois de khi-carré indépendantes.
Un test généralisé de Hosking-Ljung-Box est aussi obtenu en comparant la den-
sité spectrale des résidus de 'estimation du modele observé a la densité spectrale
théorique obtenue sous I'hypothese nulle d’adéquation du modele. Les tests spec-
traux sont un peu plus flexibles quant aux propriétés des estimateurs qui doivent

étre seulement convergents.

Dans le troisieme chapitre, nous obtenons la distribution asymptotique des
autocovariances empiriques sous faible dépendance entre deux processus station-
naires en covariance. La faible dépendance ici se traduit par les conditions de
stabilité de Wu (2005). Ces conditions sont plus générales que celles de Han-
nan (1976) qui stipule que les moments conditionnels sont constants. Ce résultat
permet de construire une statistique de test de non corrélation qui nous permet
d’évaluer la corrélation entre les deux processus dans le cas ot la dépendance entre
elles est faible pour satisfaire les conditions de stabilité décrites par Wu (2005).

Dans I’évaluation de la statistique de test, la matrice des variances et covariances
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de la distribution asymptotique est estimée par la procédure vectorielle autoré-
gressive robuste a l'autocorrélation et ’hétéroscédasticité telle que présentée par
Berk (1974) et Den Haan et Levin (1994). Cette approche est plus générale que

celle supposant la nullité des cumulants d’ordre quatre présentée par Roy (1989).

Dans le quatrieme chapitre, nous procédons a ’estimation et a 1’étude des pro-
priétés asymptotiques des parametres d'un modele périodique multivarié cointé-
gré. Ce résultat généralise les travaux de Ahn et Reinsel (1990) et Yap et Reinsel
(1995) qui ont fait un travail similaire dans le cas non périodique. En présence
de cointégration nous sommes en présence d'un modele a rang réduit dont 1'es-
timation se fait en deux étapes. La premiere est 1’estimation de plein rang et la
deuxieme est celle de rang réduit. Le but de la premiere est de trouver les valeurs
initiales pour la deuxieme. Le modele de rang réduit est en effet non linéaire et
s’estime de maniere itérative. Par la suite, nous obtenons la distribution asympto-
tique des matrices d’autocorrélation résiduelles. Ce résultat permet de construire
un test de type portemanteau dont la distribution est asymptotiquement khi-
carrée. Ce résultat généralise celui d’Ursu et Duchesne (2009) qui l'ont fait dans

le cas périodique mais non cointégré.



Chapitre 2

EVALUATING VECTOR MULTIPLICATIVE
ERROR MODELS WITH
THE HOSKING-LJUNG-BOX
PORTMANTEAU TEST
AND KERNEL-BASED TEST STATISTICS

Abstract Multivariate nonlinear time series models have experienced many
developments for modelling data coming from financial applications. Several fi-
nancial time series are realizations from nonnegative processes. An important
class of models is composed of vector multiplicative error models (VMEM), which
can describe contemporaneous correlations among innovations and the dynamic
interdependencies among variables. Modelling and estimation issues have been
addressed, but few diagnostic checking procedures are available. Here, new tests
are proposed to check vVMEM models. The asymptotic distributions of the popu-
lar Hosking-Ljung-Box (HLB) test statistics are found to converge in distribution
to weighted sums of independent chi-squared random variables under the null
hypothesis of adequacy. A generalized HLB test statistic is motivated by compa-
ring a vector spectral density estimator of the residuals with the spectral density
calculated under the null hypothesis. Under general conditions, that kind of ap-
proach leads to consistent procedures and to powerful measures of lack-of-fit. To
improve the finite sample properties, the spectral test statistics rely on the po-

wer transformation of Chen and Deo (2004). Appealing properties of the spectral
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procedures include the distribution-free property and the fact that they converge
in distribution to convenient standard normal distributions under the null hypo-
thesis. Simulation experiments are reported to appreciate the properties of the
methods. An application using financial data previously analyzed by Cipollini

(2013). illustrates the merits of our procedures.

keywords : Multivariate time series; nonnegative processes; nonlinear time

series ; portmanteau test statistic; spectral density.
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2.1. INTRODUCTION

Several financial and economic phenomena can be described by nonnegative
processes. Examples include measures of volume, number of trades, measures of
volatility (such as absolute returns, daily ranges or realized volatilities), or du-
rations between transactions. The Autoregressive Conditional Duration (ACD)
model proposed by Engle and Russell (1998) represents a significant contribu-
tion in this area, since it proposes a model for the arrival time intervals between
transactions. More fundamentally, it suggests a model for nonnegative stochastic
processes, which are expected to be suitable under certain dependence structures
(such as duration clustering). A related model is the log-ACD model of Bauwens
and Giot (2000). Applications of ACD models include Engle and Russell (1998),
Jasiak (1998), Engle (2000), Zhangand al. (2001), Bauwens and Veredas (2004),
Manganelli (2005), Bauwens (2006) and Dionne and al. (2009). The survey ar-
ticle of Pacurar (2008) reviews the first decade of theoretical and empirical work
on ACD modeling and it also discusses empirical studies using financial data.
The ACD models have been generalized by Engle (2002), who introduced the
class of multiplicative error models (MEM). These models are particularly ap-
propriate in explaining stylized facts of financial time series, not only durations,
such as persistence and clustering features of absolute returns or squared returns.
Hautsch (2008) generalizes this approach by introducing a common latent dyna-
mic factor serving as a subordinated process driving the individual components.
Other examples of related time series models include the conditional autoregres-
sive range (CARR) time series models of Chou (2005). Hautsch and Jeleskovic
(2008) present an extensive review of MEM models, including applications to

trading processes.

Manganelli (2005) and Engle and Gallo (2006) investigated vector time series
composed of financial variables. If the innovation terms were uncorrelated, their
models proved to be useful. In particular, the model parameters can be consis-
tently estimated by fitting the model using an equation-by-equation procedure.

However, uncorrelatedness of the innovations represents a strong and somewhat
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restrictive assumption. In order to include dependence between the components of
the innovation process, multivariate generalizations of MEM models have been in-
vestigated in Cipollini (2006) and Cipollini (2007). They introduced the so-called
class of vector MEM (vMEM) time series models, in which joint modelization is
made possible by considering element-by-element product of a vector of condi-
tional expectations time a multivariate innovation process with positive support,
composed of components having each a unit mean but a general covariance ma-

trix.

In vMEM models, satisfactory statistical estimation methods afford simple
explanations for the dynamic interdependencies among the variables. Thus, in-
teractions among the measures of volatility in vMEM models may be studied
and explained. As in classical time series models, the interpretation of coeffi-
cients reveals its practical importance, and for example zero coefficients may be
viewed as absence of direct dynamic link between the variables of the dynamic
system. However, to estimate efficiently vMEM models for realistic sample sizes
from financial applications represents a challenging numerical problem. Two main
approaches have been considered in the literature. In the first strategy, called the
full parametric method, the maximum likelihood function is formulated, including
the unknown parameters of the innovation distribution. Since the innovation pro-
cess has a positive support, flexibility is achieved by considering copulas for the
joint distribution of the innovation process. See Cipollini (2006) for a description
of that approach. Algorithms have also been developed. In order to simplify the
estimation procedure, an alternative approach consists in considering the semipa-
rametric methodology developed in Cipollini (2013), which relies on the so-called
Generalized Method of Moments (GMM). Model selection procedures are studied
in Cipollini (2010), following a general-to-specific approach. In their method, over-
parameterized models are first adjusted, and then using Wald-type test statistics,
coefficients which are the least significant are gradually deleted with an iterative

procedure.

Diagnostic checking the residuals appears to be an important part of any

statistical modelling strategy. In vMEM modelling, the asymptotic distributions
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of the residual autocovariances and autocorrelations are derived in Ng and al.
(2016). When the asymptotic covariance matrices of the autocovariances or auto-
correlations are non-singular, natural test statistics are proposed, which converge
in distribution toward convenient chi-square distributions. To this date, no pre-
cise conditions seem available assuring that the asymptotic covariance matrices
involved in their results are invertible. In fact, our data analysis suggests that
numerical instabilities may occur in inverting the natural estimator of that ma-
trix. To avoid that difficulty, the asymptotic distribution of the classical Hosking-
Ljung-Box (HLB) test statistic can be derived. More precisely, as a corollary of
a result of Ng and al. (2016), the asymptotic distribution of the HLB portman-
teau test is obtained, which is a weighted sum of independent chi-square random
variables. Interestingly, this approach is seen valid even if the asymptotic cova-
riance matrix is arbitrarily close to a singular matrix, to the price of a slightly
more complicated distribution. Using modern computer resources, such as the R
package CompQuadForm described in Duchesne and Lafaye de Micheaux (2010),
the critical values of weighted sum of independent chi-square random variables

can be found rather easily.

By its nature, the asymptotic distribution of the HLB portmanteau test is
obtained assuming uniform weighting and a fixed lag order. Under stationary as-
sumptions, the autocovariances and autocorrelations of the residual process tend
to zero quickly. In order to obtain more powerful procedures, this suggests that
non-uniform weighting may be used, such that more weight would be attributed
to low order lags. The lag order needs also to be carefully chosen. If it is selec-
ted too low, this may lead to inconsistent procedures. This leads us to adopt a
spectral approach, where the test statistics are obtained by comparing a vector
spectral density estimator of the residuals with the spectral density calculated
under the null hypothesis. Kernel-based spectral density estimators are advoca-
ted, which rely on the choice of a kernel and a lag order or smoothing parameter.
Thus a flexible weighting represents an advantage of the method. From the litera-
ture on diagnostic checking using spectral methods, these methods are consistent

under general conditions. Since the lag order or smoothing parameter is allowed
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to converge to infinity under a suitable rate, all the lags have eventually strictly
positive weights, and consistency is obtained. Furthermore, the asymptotic dis-
tributions are model-free and distribution-free, as long as the model parameters
are consistently estimated. Interestingly, using the truncated uniform kernel and
assuming a fixed lag-order (with respect to the sample size), a generalized HLB
test statistic is obtained. In many applications, residual autocorrelations with
low lag orders should describe a large amount of the remaining dependence. By
considering a more general weighting scheme, more powerful testing procedures
are typically obtained by giving more weight to low order lags. The test statistics
generalize proposals from Duchesne and Roy (2004), justified in vector autore-

gressive models with stationary exogenous variables.

From the results of Poulin and Duchesne (2008), the exact asymptotic distri-
butions of the spectral tests are expected to be highly right-skewed. Using the
power transformation of Chen and Deo (2004), the finite sample properties are
improved. The bootstrap is an alternative method, which remains numerically
intensive. This appears particularly true in our multivariate framework, given
that in practical applications the sample sizes associated with financial time se-
ries can be quite large. The Chen-Deo power transformation is easy to implement
and gives satisfactory results, both in term of empirical levels and powers. These
claims are supported by the simulation results reported in this paper. We also dis-
cuss how to choose the lag order or smoothing parameter using graphical methods

and sensibility analyzes.

The organization of the paper is as follows. In Section 2.2, some prelimina-
ries are presented. The models and popular estimation procedures are described.
In Section 2.3, two approaches to check vMEM time series models are develo-
ped. We obtain the asymptotic distribution of the HLB test statistic, which is a
weighted sum of independent chi-square random variables. We also establish that
the kernel-based test statistics have a convenient asymptotic normal distribution
under the null hypothesis, and we develop the transformed kernel-based test sta-
tistics relying on the Chen-Deo power transformation. Some simulation results

are reported in Section 2.4, where the exact levels are obtained and the empirical
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powers are calculated. The proposed test statistics are compared with respect to
levels and powers with many kernels to the test procedures of Ng and al. (2016).
In Section 2.5, we present an application using financial data previously analy-
zed by Cipollini (2013). Some concluding remarks are offered in Section 2.6 and

technical details are given in an Appendix.

2.2. SOME PRELIMINARIES AND DEFINITION AND ESTIMATION ME-

THODS IN VMEM MODELS

We present in this section the models and some preliminaries. Throughout
the paper, the symbols Ly and 5 stand for convergence in distribution and in
probability, respectively. For a random variable X,,, X, 5 0isnoted X, =op(1)
and X,, = Op(1) means bounded in probability. Similar notations are used for
random vectors. See Serfling (1980) for more details and properties. The Euclidean
norm of a matrix A is noted ||A|| = {tr(AAT)}/2, where tr(-) denotes the trace

operator and AT corresponds to the transpose matrix of A.

2.2.1. The vMEM time series models

Let X = {X,t € Z} be a stationary and ergodic vector process, composed of
the random vectors X; = (X;(1),..., X¢(d))". Each component of X, is assumed
to be nonnegative, that is X;(¢) > 0, 7 € {1,...,d}. The semiparametric vector

multiplicative error model (vMEM) is defined as :
Xt = My ® €, (221)

where '®’ denotes the Hadamard product. For two n x m matrices A = (a;;) and
B = (b;;), A®B represents simply the element-by-element product C = (¢;;), that
is ¢;; = ai;bij, i € {1,...,n} and 7 € {1,...,m}. It follows that the model (2.2.1)
can equivalently be written as u, © ¢, = diag(u,)€e;, where for a n x 1 vector
a= (a(l),...,a(n))", diag(a) denotes the n x n matrix with the elements of a
on the main diagonal. The nonnegative innovation process € = {€;, ¢t € Z}, with

€ = (ei(1),...,¢(d))7", is composed of independent and identically distributed
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(iild) random vectors, such that E(e;) = 14, where 1, corresponds to a d x 1
vector whose all components are equal to one, and a nonsingular covariance matrix
3 = (04j)ijeq1,..,ay- We assume that E{c}(i)} < oo,i=1,...,d. Let Fy_y be the
o—algebra generated by {Xs,s <t—1}. The dx 1 vector g, = (1e(1), ..., pue(d)) "
represents the conditional expectation g, = F(X; | F¢1).

It is assumed that p, is function of a b x 1 vector of parameters, denoted 8,
and we write g, = p,(0; Fi—1). It is also supposed that g, has continuous second-
order derivatives, almost surely. Various specifications can be considered for the
conditional mean u,. Following the vector GARCH literature, a possible model

admits the simple structure :
My = O + AXt—l; (222)

where o corresponds to a d x 1 vector and A is a d X d matrix. This model
is noted vVMEM(1). The generalization to the vMEM(p) case is straightforward,
adding the lagged terms X;_;, i = 1...,p. More generally, a vMEM(p,q) model

can be expressed as :

p q
My = O + Z AiXt—i + Z Bil"’t—i? (223)

i=1 i=1
where A;, i =1,...,pand B;, i1 = 1,...,q, represent d x d matrices. That spe-
cification relies on lagged values of u,, which can be used to model significant
persistence. A specification justified by financial considerations admits the follo-
wing writing :

1
o= oo+ Y {AXe + VXD + Bipy ), (2.2.4)

i=1
where V;, i = 1,...,[ represent additional d x d matrices. In model (2.2.4), the
order [ is the same for X, Xg_) and p, and it corresponds to a maximal lag-
order. The term ViX,g:g aims to capture asymmetric effects associated with the
sign of an observed variable. For example, Cipollini (2006) considers situations

where X! = X, I({r; < 0}), where {r, ¢t € Z} denotes the stationary stochastic

process of returns and /(A) corresponds to the indicator function of the set A.
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Other useful specifications are investigated in Manganelli (2005) and Hautsch
(2008).

2.2.2. Estimation procedures of vMEM models

A vMEM model such as the vVMEM(p,q) model defined by (2.2.3) may rely
on d?(p+ q) +d independent parameters. Similar to vector autoregressive moving
average models (VARMA), we can consider constraints, leading to structured

vMEM models. Let
v =vec(ag, Ay, ..., A,,By,...,B,).

For a matrix A, vec(A) represents the vector obtained by stacking the columns

of A. Generally, constraints of the following form can be formulated :

v = g(8),

where g(-) corresponds to a R? — R¥@+)+d function. A simple but useful case
considers :

v =RO +c,

where R and ¢ correspond to a known matrix and vector, respectively. In practical
applications, fixing coeflicients to zero in the matrices A; and/or B; are useful
linear constraints. See also the discussion of Reinsel (1997) in VARMA models.
Note that the original specification of u, relies on a general vector 8, not on ~y

and the function g(-) can be nonlinear.

Estimation procedures for vVMEM time series models can be parametric or
semiparametric. A parametric approach relies on a specification of the full like-
lihood function, including parameters in the distribution of the error term. Due
to the nonnegative support of the innovation process, the multivariate normal
distribution does not correspond to a natural choice. A possible strategy uses
copulas, where the marginal distributions and the copula function can be separa-
tely specified. See Nelsen (1999) for an introduction to copulas. This is the route

taken by Cipollini (2007), who specified a normal copula function and Gamma
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distributions for the marginal distributions. A popular method which avoid the
formulation and the optimization of the full likelihood function over a large num-
ber of parameters is based on the generalized method of moments, the so-called
GMM method. Consistency is ensured by the correct specification of the conditio-
nal expectation. That method involves b population moment conditions relying

on the instruments G;. Thus the conditions are summarized in the relation :
E(Gtut) = O,

where u = {u;,t € Z}, with u; = X; @ g, — 1,4 being a martingale difference
sequence, and G; = Gy(F;_1) relies on the information set F;_;. For two com-
patible matrices A = (a;;) and B = (b;;), b;; # 0 for all 7, j, the operator '@’
represents the element-by-element division, that is A®B = (a;;/b;;). The sample

moment conditions are :
n
TL_l E Gtut =0
t=1

An efficient choice of the instrument matrix leads to solve the following equation :

0) = TL_l th =0
=1

where :
ol

g:(0) = 89

and O/ /00 represents the p x b matrix of partial derivatives. Since there are

-diag™ (1) X7 (€ — 1a),

as many conditions as parameters (that is, a situation of exact identification),
the GMM estimator Ogaa satisfies (and thus solve) the system asymptotically :
g(0) = 0. In fact, it can be shown that n/2(8¢ara —6o) converges to the multiva-
riate normal distribution asymptotically, with the asymptotic covariance matrix

V! where V satisfies the relation :

VZJE}OE{ *Z

Under correct specification, these methods provide n'/?-consistent estimators.

op
d > ¢ 2.2.5
iag ™" (p,) X diag ™ (p )aaT} ( )

That leads us to the following assumption on the estimation method.
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Assumption A. Let the vMEM model be defined as (2.2.1). The vector of para-

meter Oy is estimated by a n'/?-consistent procedure, that is :
0 — 0, =0p(n"'?),

where By denotes the true value of the model parameters in the conditional expec-

tation p,(0; Fi_1).

The spectral density of a vector stationary process and its estimation with

the kernel-based method are discussed in the next section.

2.2.3. Spectral density estimation of the innovation process

The spectral density fy(w), w € [—7, 7], of an arbitrary zero-mean second

order stationary process is defined by :

o)

Z La(h)exp(—iwh), w € [—7, 7],

h=—00

1

T om

fa(w)

where T'a(h) = E(asa/ ), h € Z, denotes the theoretical lag-h autocovariance and
i = +/—1. A sufficient condition assuring the existence of f, (w) is > nso e (h)] <
o0, 4,7 € {1,...,d}, where T'x(h) = (I'a;j(h))ijef1,..ay- See for example Fuller
[49, pp. 170-171]. Once a vMEM model is estimated, the model residuals can be
calculated. They are defined as :

&=X,0uw0) =X, 0p, t=1,...,n (2.2.6)

It is convenient to introduce Gy = €, — 14, t = 1,...,n. A residual nonparametric

kernel-based spectral density estimator is given by :

fé(w)zi S™ k(h/ima)Ce(h) exp(—iwh), (2.2.7)

where the function &(-) is a kernel function. It relies on the parameter m,,, which
is a truncation point or a smoothing parameter, depending if the support of k(-) is
compact or unbounded. It satisfies the conditions m,, — oo but such that m,, /n —

0. These assumptions on the rates are standard in spectral density estimation.



26

See for example Brockwell and Davis [22, Section 10.4]. The assumptions on the
kernel function are summarized in Assumption B.

Assumption B. The kernel function k : R — [—1,1] is a symmetric function,

such that k(0) =1 and [7°_k*(z)dz < oc.

The periodogram is retrieved by adopting the rectangular or truncated uni-
form kernel krg(z) = I(]z] < 1). Other kernel functions frequently used in spec-
tral density estimation are listed in Priestley [91, Section 6.2.3]. The lag-h residual

autocovariance Cg(h) is defined as :

n-t Z?:h+1{ét —ave(e)He&n —ave(é)}', h=0,1,...,n—1,

Ce(h) =
Cl(=h), h=-1,...,—n+1,

where ave(€) = n~' Y"1, &. We note 3 = C¢(0), which is consistent for 3.
Under Assumption A and supposing a correct specification of the model, 0 is seen
n'/2-consistent. Thus, an application of the ergodic theorem gives ave(€) P, 1,.

Consequently, we also introduce :

CA(h) - n_l Z?:}H_l ﬁtﬁ’j—h’ h:0717"~;n—17
u Cg(_h)’ h:_la"'y_n‘l‘l)

which will be useful in our mathematical developments. Diagnostic checking

vMEM models is discussed in the next section.

2.3. THE TEST STATISTICS AND THEIR ASYMPTOTIC DISTRIBU-

TIONS

2.3.1. The Ng-Li-Yu test statistic and the Hosking-Ljung-Box port-

manteau test

We now describe the test statistics for checking vMEM time series models.
Suppose that a particular vVMEM model is adjusted, say p,(8; Fi—1), for a certain
6. At this point, the analyst may wish to test if the model fits the data adequately.
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One approach uses the following residual process :
e; = Xt %) l,l;t(G, .Ft_l). (231)

Here, {e;,t € Z} denotes a stochastic process defined for each 8, where 6 belongs
to the parameter space. One may want to study the dependence structure of {e;}.
In practice, 8 is estimated by consistent procedures satisfying Assumption A,
that is plim@ = 6, for a certain 8q. If p,(00; Fi—1) = pro,(Fi—1), almost surely,
where o, (Fi—1) denotes the real model, then p,(0y; Fi—1) is said appropriate
for modelling o, (F;_1). In this situation e; = €, and {e;} corresponds to an iid
white noise process. In this case, the spectral density of {e;} reduces to a constant
matrix :
T'e(0)

fo(w) = oy Vw € [—7, 7).

Alternatively, suppose that the model p,(0; F;—1) is inadequate in modelling the
process {X;,t € Z}. Then, we have that P{p,(0; Fi—1) = pg,(Fi—1)} < 1, for all

0. Then it follows that e; # €;. The proposed test statistic will have power when
the dependence structure of {e;} will be such that T's(h) # 0 for a certain lag h.
Under that kind of alternative hypothesis, the spectral density of {e;} will not be

identically equal to a constant matrix.

Introduce the following d? x m vectors :

where cg(h) = vec{Cg(h)} and cq(h) = vec{Cqa(h)}, h = 1,...,m. The first
ingredient consists in studying the asymptotic behavior of n'/?cg,, under the
null hypothesis of adequacy. It may be shown relatively easily that n'/?cgm =
n*2cg, +op(1), that is n'/?ca,, and n'/2cg,, share the same asymptotic distri-
bution under the null hypothesis (that is to estimate the mean 1, by ave(€;) has
no effect on the asymptotic distribution of nt/ 2Cam). The asymptotic distribution
of n'/?cg,, has been first derived in Ng, Li, & Yu [82, Theorem 1]. The result is

valid when the parameters are estimated using the GMM method ; the asymptotic
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limit is normal and is expressed as follows :
n'2eqn — N (0,9,,),

where 2, =1, X © X - XV IXT X = (X,...,X,,)", with X}, satisfying

the expression :

X, =E[u_,®{(0p /00)diag™" (u,)}]

h=1,...,m, and V corresponds to the asymptotic covariance matrix obtained
under the GMM procedure. Assuming that the matrix €2, is non-singular, the
portmanteau test proposed by Ng and al. (2016) enjoys under the null hypothesis

a convenient chi-square distribution :

O lee, = o, (2.3.2)

NLY,.(m) = nc

™

where Qm is a consistent estimator of £2,,. How to construct such consistent
estimator is discussed in detail in Ng and al. (2016). To the best of our knowledge,
precise conditions which warrant that the matrices Q,, and Q,, are nonsingular
are not known. The application presented in Section 2.6 demonstrates that €2,
may be instable. The condition number, that is the ratio of the largest eigenvalue
to the smallest eigenvalue may be quite large, suggesting that the matrix may be
close of being singular. See Burden & Douglas Faires [23, Chap. 7] for details on ill-
conditioned matrices. Following Duchesne and Francq (2008), the computation of
the rank of the matrix €2, may be recommended, and if €2, is close to a singular
matrix, a Moore-Penrose inverse may be used. Let €27 be the Moore-Penrose

inverse of €2,,. This leads us to the following test statistic :
NLY; (m) = nc. € (2.3.3)
which under the null hypothesis converges in distribution toward :

_ L
NLY, (m) — Xiank(nm) .

Other approaches could be used, based on regularized test statistics. See Dufour

and Valery (2015). Alternatively, one may study the asymptotic distribution of the
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Hosking-Ljung-Box statistic, which has been studied in linear time series models
such as vector white noise, vector autoregressive and vector ARMA models (see,
e.g., Chitturi (1974), Chitturi (1976) and Li and McLeod (1981)). It is defined

as

ay

HLB, (m) = n zm: cl(h) {2‘1 ® 2‘1} ce(h), (2.3.4)

whose asymptotic distribution is given in the next proposition.

Proposition 1. Consider the vMEM time series model defined by (2.2.1), where
the vector of parameters 8 is estimated by the GMM model Ocaim with asymptotic
covariance matriz V', where V satisfies (2.2.5). Then, under the null hypothesis
of adequacy, the Hosking-Ljung-Boz test stalistic defined by (2.5.4) converges

asymptotically toward the following asymptotic distribution :

d?m
HLB,(m) ==Y &,
=1

where the weights &, 1 =1,...,d*m, denote the eigenvalues of the matriz ALY,
and A =1,, @ X' @ X', The random variables x?, i = 1,...,d*m correspond

to independent chi-squared random variables with one degree of freedom.

Proof : Note that €2,, and 3 are consistent for €2, and 3, respectively. The

asymptotic limit is found invoking a result from Box [19, Theorem 2.1]. O

A serious advantage of that test statistic is that it avoids the computation of
the inverse of €2,,. However, its asymptotic distribution is more complicated. As
pointed out by Ng and al. (2016), it is no longer chi-squared. However, it is still

tractable, using standard results on quadratic forms.

In practice €2,, and its eigenvalues are unknown but they can be consistently
estimated. The testing procedure based on HLB, (m) at the « level consists to
reject the null hypothesis if HLB,,(m) > ¢;_,, where ¢;_,, is the estimated quantile
of Zfi? Aixf, where é denote the eigenvalues of AS,,, where A = Im®f]_1®f]_1.
Using modern statistical software, it is straightforward to find the quantiles of
a finite weighted sum of independent chi-squared variables. For example, the R
package CompQuadForm developed by Duchesne and Lafaye de Micheaux (2010)

can serve that purpose.
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Since ¥ is assumed invertible and noting that A€Q,, = I;,, — AXV~IXT,
it follows that the matrix A£},, has at least d*m — rank(X) eigenvalues which
are equal to unity. This suggests that if the eigenvalues different from one are

(very) small, the distribution of HLB, (m) can be approximated under certain

2
d2m—rank(x)

considered in Section 2.4, compared to the one using the correct procedure relying

circumstances by a y distribution. Several y? approximations will be

on the quantiles from a finite weighted sum of independent chi-squared variables.

In diagnostic checking autoregressive conditional heteroscedastic (ARCH) mo-
dels, Duchesne and Francq (2008) compared empirically test statistics similar in
spirit to HLB,,(m) and NLY, (m). No clear winner has been found between these
two statistical procedures. In general, the empirical powers were rather close.

Consequently, each test statistic has its own merit.

2.3.2. Kernel-based test statistics

We now describe kernel-based test statistics which are consistent under general
conditions for a large class of alternatives. Let f,(w) be the spectral density of
{e:}, as defined by (2.3.1). Then under the null hypothesis of adequacy of a

vMEM model, the spectral density of {e;} becomes a constant matrix :

Iy
Ho : fo(w) = 27(:)), VYw € [—m, 7],

and under Hy we have the equality I'e(0) = I',(0). When the model is misspeci-
fied, if T¢(h) # 0 for a certain lag, then the spectral density does not reduce to

a constant in w :
T'y(0)
or

For a given covariance matrix I'y(0), let us consider the following standardized

Hl . fe(w) 7é

distance measure :

™

Q*(f1;£,) = 27 /_ tr [L5(0) {fi(w) — f2(w)}" T3 (0) {f1(w) — f2(w)}] dw.

For a matrix A, A* denotes the transposed conjugate of the matrix A, that

is A* = AT. Under the null hypothesis, C4(0) = I'y(0) + Op(n~"/2). Thus,
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arguments similar to those found in Duchesne & Roy [36, Proposition 1] yield :

n—1

Q*(Fei o) = 23 K2(h/my)x { Ce ()T (O)CLRICZ (0) ) + op(ml/2/m).

h=1
For checking vMEM models, a possible kernel-based test statistic is the following

standardized measure :

n 32t Kb/ {Ce(h)CZ (O)CT(RCZ (0) | — M (k)
T, (k) = PR AN . (2.3.5)

where M, (k) = S21=;(1 — h/n)k®(h/my) and V,,(k) = S37=1(1 — h/n)(1 — (h +
1)/n)k*(h/m.,). To study the asymptotic properties of T}, (k), it is assumed that
m,, — oo but such that m,,/n — 0, which is a notable difference in the context
of spectral density estimation.

Example 1. Using the truncated uniform kernel kpr(z) = I{|z| < 1}, simplifi-

cations occur :
HLB,(m,) — d*m,

Tn(kTR) - {2d2mn}1/2 )
where
HLB,(m,) = nicg(h){ﬁ_lééfl_l}cé(h),
- nitr{ce(h)c;(o)cg(h)c;(o)}

The second equality comes from the relation

{vec(A)}T(D@B)vec(C) = tr(ATBCDT). The test statistic HLB,(m,) affords a
multivariate portmanteau test statistic, as the one studied in Hosking (1980). We
call HLB,,(m,,) the Hosking-Ljung-Box test statistic, since this method yields the
multivariate generalization of the popular Ljung-Box statistic used in diagnostic
checking univariate time series models. See Li (2004) for a description of the
portmanteau methods for various models. Intuitively, the standardizing factors
d*m,, and 2d*m,, correspond simply to the mean and variance terms of HL B, (m,,),

respectively.

A first result establishes the asymptotic null distribution of 7,,(k) when diag-
nostic checking the vMEM models.



32

Theorem 1. Suppose that {X.} is a vMEM stochastic process as described in (2.2.1).
Under Assumptions A and B, if m, — oo such that m,/n — 0, the test statis-
tic T, (k) defined by (2.53.5) converges in distribution toward a standard normal

distribution :

T, (k) - N(0,1).

From the results of Duchesne and Roy (2004), when the residuals are replaced
by the innovations and that {u,;} is an iid white noise process with finite fourth
order moment, that is F{uf(i)} < oo, 7 = 1,...,d, the following convergence
result holds true :

7 oy = o Kb /ma)tr {Cu(h)CGH(0)Cy ()T (0) } — d M (k)

(2.3.6)

The asymptotic distribution of the test T),(k) does not come directly from the
results of Duchesne and Roy (2004), which are valid only for VAR models with
exogenous variables. It is useful to introduce the weights ky, = k(h/m.), h =
1,...,n — 1. The technical achievements in the proof of Theorem 1 are that the

residuals defined by (2.2.6) of the vMEM model (2.2.1) satisfy the relations :

3
—

12, r{Ca(h) T (0)CL ()T (0) — Ce (T (O)CLINTI )} = op(mi3p)

3 >
—_

kit t1{Cu () C3 (0)C ()CLH(0) = Ce(M)CZH(0)CE(MCH(0)} = op(myf2/)
h=1

From relations (2.3.7) and (2.3.8), a direct consequence is T,,(k) = T, (k) +
op(1) and the result follows. The detailed proof is provided in the Appendix.
Interestingly, 7},(k) needs only n'/?-consistency and is not limited to GMM esti-
mation. The asymptotic distribution (2.3.6) is thus valid as long as Assumptions A
and B are satisfied. However, the statistic 7, (k) relies on the random weighted

sum g@(fe;fo), where :

n—1

Qfes o) =2 k2, tr {cé(h)c;(O)cg(h)c;(O)} , (2.3.9)

h=1
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which is composed of positive terms. The exact distribution of 7},(k) is thus boun-
ded below by the negative number —dM, (k)/{2V,(k)}*/? = O(m}@ﬂ), while the
support of the limiting distribution is the real axis. Empirical studies suggest that
the exact distribution of 7),(k) is in fact highly right-skewed, with significant over-
rejection of the null hypothesis. See for example Hong (1996) or Duchesne and
Roy (2004), among others. Chen and Deo (2004) studied this problem in a general
framework. They noted that random variables which are positive linear combi-
nations of positive independent random variables can have heavily right-skewed
exact distributions. They proposed a power transformation which generalizes the
Wilson-Hilferty cube root transformation for x? random variables. Poulin and
Duchesne (2008) derived the appropriate power transformation for test statistics
such as T,,(k). They found that the power transformation is invariant to the di-
mension. Note that they also considered the parametric bootstrap to find the
critical values, which provided in passing excellent results in VAR/VARMA time
series models. However, in the present context of financial data for multivariate
non-linear time series models, the bootstrap remains numerically intensive, even
with the modern computer resources. For example, in the time series described
of Cipollini (2013), the sample sizes were always more than 3,200 observations.
In practical applications, this suggests that the number of bootstrap replicates
cannot be very large with large systems. Adding the inherent problem to estimate
efficiently vMEM models (see Cipollini (2010)), alternative methods are desirable.
This leads us to our proposal for diagnostic checking vMEM models with kernel
methods, based on the Chen-Deo power transformation which is fast and easy to

compute :

(50 1))" — ML) + 1505 — DMK =22V} ()]

BLMI (k) Y=1{2Vi (k) 1172 ,
(2.3.10)

where Q(f,; f,) is defined by (2.3.9). The standardization terms rely on M (k) =
tr(K'Q,_;) and VI(k) = tr(K',_1K'Q,_;), where Kt = K> @ 3! @ 2!

Ti(k) =

and K = diag (kin, ..., kn—1,). The Chen-Deo power transformation coefficient
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B relies on the chosen kernel function k(-) and is given by :

n—1 n—1
(z k) (Z k)
2 h=1 h=1
3 n—1 2 '
(z k)
h=1

Using the d-method (see Serfling (1980)), we have the following convergence result

B=1-

under the null hypothesis :
T (k) < N(0,1).

In the next section, the test statistics proposed in this section are evaluated

empirically and compared to the test statistic of Ng and al. (2016).

2.4. SIMULATION EXPERIMENTS

2.4.1. Models and tests statistics included in the Monte Carlo study

In the previous section, we have studied two classes of test statistics which
should prove useful for diagnosing vMEM time series models. From a practical
point of view, it is natural to inquire about the finite sample properties of these
test statistics, in particular their exact levels and powers. It seems of interest to
compare the Hosking-Ljung-Box test statistic defined by (2.3.4) and the kernel-
based tests (2.3.5) and (2.3.10). To partially answer such questions, we report in
this section simulation results. More precisely, we studied the exact levels and the
powers of the test statistics for different time series lengths. The nominal levels
5% and 10 % have been adopted in the study, for several time series lengths.
In ARMA modelling, the ARMA(1,1) model yields often a good starting point.
Similarly, the vMEM(1,1) model represents a workhorse in vMEM modelling.

TABLE 2.1. Model parameters for the time series models DGPy
and DGP; defined by (2.4.1) and (2.4.3), respectively.

(024 Al — 0.40 0.14 A — 0.02 0.10
=1 037 ) =4V 014 040 /0 27 L 0.10 0.05 /’

0.1 0.0 1.00 0.35
B= < 0.0 0.2 > ®= < 0.35 1.00 >
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TABLE 2.2. Empirical levels (nominal levels 5% and 10%) of the
tests statistics for checking the vYMEM(1,1) model defined as (2.4.1).
The following test statistics are included : T}, (k) and 77/ (k) for va-
rious kernels, HLB,,(m) with different decision rules, NLY,,(m) and
NLY,, (m). The lag order/smoothing parameters are m = m, =
[log(n)], [3n%2], [3n°?], with sample sizes n = 300,400 and 500.

Original kernel-based Kernel-based tests with Tests based on x? or
test statistics Chen-Deo power transformation weighted sums of y? distributions
TR BAR DAN PAR BARPR TR BAR DAN PAR BARPR H,wwny H..;; HLB, NLY, NLY_
n = 300 a=5%

5 0.010 0.000 0.000 0.002 0.000 0.058 0.046 0.046 0.040 0.044 0.006 0.046 0.056 0.212 0.212
9 0.012 0.002 0.004 0.004 0.004 0.036 0.040 0.040 0.048 0.044 0.008 0.044 0.036 0.182 0.182
16 0.016 0.006 0.008 0.008 0.008 0.030 0.034 0.028 0.034 0.032 0.012 0.038 0.030 0.126 0.126
a=10%
5 0.024 0.002 0.002 0.002 0.002 0.108 0.072 0.074 0.070 0.074 0.014 0.096 0.108 0.262 0.262
9 0.024 0.002 0.006 0.006 0.006 0.072 0.076 0.074 0.086  0.078 0.024 0.104 0.072 0.220 0.220
16 0.036 0.008 0.012 0.012 0.012 0.060 0.098 0.082 0.080 0.088 0.030 0.090 0.060 0.134 0.134
n = 400 a=5%
5 0.012 0.000 0.000 0.002 0.000 0.050 0.040 0.042 0.042 0.040 0.008 0.044 0.050 0.184 0.184
0.022 0.002 0.002 0.002 0.002 0.050 0.040 0.042 0.042 0.042 0.014 0.046 0.050 0.226 0.226
18 0.034 0.006 0.012 0.012 0.010 0.052 0.050 0.048 0.054 0.054 0.032 0.030 0.052 0.134 0.134
a=10%
5 0.024 0.000 0.002 0.002 0.002 0.106 0.074 0.076 0.086  0.082 0.020 0.086 0.106 0.234 0.234
9 0.040 0.002 0.004 0.008 0.002 0.110 0.098 0.096 0.108 0.106 0.036  0.088 0.110 0.270 0.270
18 0.054 0.014 0.026 0.030 0.028 0.086 0.096 0.086 0.102 0.102 0.052 0.080 0.086 0.154 0.154
n = 500 a=5%
6 0.008 0.002 0.002 0.002 0.002 0.068 0.058 0.052 0.058 0.056 0.008 0.050 0.066 0.172 0.172
10 0.020 0.006 0.006 0.008 0.006 0.048 0.048 0.048 0.056  0.052 0.012 0.048 0.048 0.210 0.210
19 0.016 0.006 0.008 0.008 0.008 0.040 0.052 0.040 0.040 0.046 0.010 0.066 0.040 0.148 0.148
a=10%
6 0.020 0.002 0.002 0.006 0.006 0.114 0.096 0.092 0.096 0.096 0.020 0.116 0.114 0.230 0.230
10 0.032 0.008 0.008 0.008 0.008 0.090 0.116 0.104 0.110 0.116 0.024 0.112 0.090 0.260 0.260
19 0.048 0.012 0.016 0.024 0.018 0.080 0.094 0.080 0.092 0.094 0.042 0.102 0.080 0.178 0.178

To compare the exact distributions of the test statistics with their corresponding
asymptotic (or approximate) distributions, the following bivariate data generating

process (DGP) was used :
DGPy : py = a9 + A1 X1 + Bp,_4, (2.4.1)

where in the vMEM specification X; = p © €, the process € = {€;,t € Z}, with
€ = (e(1),¢(2))", was assumed an iid white noise such that the distribution
of €; is constructed with a normal copula with correlation matrix ®, and the
marginal distributions were assumed of the Gamma type. More precisely, ¢;(1) ~
['(8.33,8.33) and ¢;(2) ~ I'(10.5,10.5). The model parameters are expressed in
Table 2.1. The mathematical expectation of X; satisfies p, = F(X;) = E(p,) =
(0.85,1.75)". The structure of the matrix B was supposed known and thus only

the parameters on the main diagonal were estimated.
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We describe the test statistics included in the study. First, we considered
kernel-based test statistics. We considered five kernels : in addition to the trunca-
ted uniform kernel (TR), we included the Bartlett (BAR), Daniell (DAN), Parzen
(PAR) and finally the Bartlett-Priestley (BARPR) kernels. The precise definitions
of these kernels can be found in Duchesne and Roy (2004). We studied the ori-
ginal kernel-based versions defined by (2.3.5), and also the ones relying on the
Chen-Deo power transformation, given by (2.3.10). Three rates were adopted :
my, = [log(n)], m, = [3n°?] and m,, = [3n"?]. Note that to allow fair comparisons,
we considered m = m,,. In the Tables, the results of the original kernel-based tests
are regrouped under the heading ‘Original kernel-based test statistics’, while the
ones based on the Chen-Deo power transformation appear in the column entitled

‘Kernel-based tests with Chen-Deo transformation’.

We also included test statistics based on quadratic forms with asymptotic or
approximate y? distributions or weighted sums of y? distributions. The Hosking-
Ljung-Box test statistic HLB,,(m) and the Ng-Li-Yu test statistic NLY,,(m) defi-
ned by (2.3.4) and (2.3.2), respectively, were included in the study. We calculated
the empirical quantiles of HLB,,(m) using the Imhof algorithm included in the R
package CompQuadForm. We investigated also the classical Hosking test statistic
defined as :

H,(m) = n Y . = - {cg(h) (2—1 ® 2—1) cé(h)} . (2.4.2)

h=1

In that later case, the quantiles were determined using two approximate rules.
The first rule assumes that the residuals can be treated as an iid white noise, and
thus a usual white noise test relying on the quantile of the 32, = distribution is
performed. Given that the DGPy is a structured vMEM(1,1) process and that the
diagonal form of the matrix B in (2.4.1) is known, the second approximation rule

uses the % distribution, where dy is the number of estimated parameters

m—dg
(without the mean term, that is dy = 6). This procedure is valid in VAR models
with linear constraints. See for example Liitkepohl [77, Chap.5]. This ad hoc
rule adjusts the degrees of freedom due to the use of residuals and constrained

estimation. We also included the modified Ng-Li-Yu test statistic NLY. (m), based



37

on the Moore-Penrose inverse £2

—, in which the estimated rank of Qm, denoted

Tm, is calculated. The decision rule is thus to reject the null hypothesis if the test
is larger that the quantile X%_wm. In the Tables, these tests are grouped in ‘Tests
based on y? or weighted sums of x? distributions’. The results for the level study

are presented in Table 2.2.



TABLE 2.3. Exact powers (nominal levels 5% and 10%) of the
tests statistics for checking a vMEM(1,1) model defined as (2.4.1)
when the true model is DGPy, based on asymptotic or approximate
quantiles. The following test statistics are included : T, (k) and
T1(k) for various kernels, HLB, (m) with different decision rules,
NLY,,(m) and NLY,, (m). The lag order/smoothing parameters are
m = m, = [log(n)], [3n%?],[3n"3], with n = 400,500, 700 and 1000.
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TR

n = 400
5 0.176
9 0.144
18 0.132
5 0.232
9 0.208
18 0.200

n = 500
6 0.184
10 0.148
19 0.148
6 0.228
10 0.188
19 0.180

n =700
6 0.280
11 0.205
21 0.200
6 0.365
11 0.300
21 0.270

n = 1000
6 0.420
11 0.300
23 0.270
6 0.510
11 0.385
23 0.360

Original kernel-based

test statistics

BAR DAN

0.182 0.186
0.192 0.204
0.174 0.168

0.226  0.240
0.246 0.252
0.226 0.224

0.168 0.180
0.188 0.192
0.176 0.180

0.240 0.248
0.256  0.260
0.220 0.208

0.370 0.400
0.360 0.360
0.315 0.290

0.425 0.430
0.435 0.415
0.375 0.340

0.505 0.515
0.490 0.480
0.420 0.360

0.550 0.560
0.545 0.540
0.500 0.470

PAR BARPR TR BAR DAN PAR BARPR

0.192
0.200
0.168

0.240
0.238
0.224

0.184
0.188
0.168

0.260
0.244
0.204

0.385
0.335
0.285

0.440
0.400
0.335

0.500
0.465
0.365

0.570
0.525
0.460

0.186
0.204
0.166

0.236
0.248
0.224

0.184
0.192
0.176

0.256
0.256
0.208

0.400
0.355
0.290

0.425
0.420
0.345

0.505
0.480
0.365

0.565
0.540
0.460

Kernel-based tests with

Chen-Deo power transformation

0.344
0.262
0.182

0.456
0.380
0.270

0.300
0.236
0.168

0.416
0.352
0.228

0.455
0.370
0.250

0.615
0.450
0.335

0.610
0.450
0.330

0.720
0.590
0.460

0.534
0.472
0.362

0.614
0.572
0.484

0.556
0.476
0.340

0.660
0.572
0.452

0.665
0.600
0.505

0.780
0.690
0.625

0.830
0.760
0.605

0.880
0.835
0.730

a=5%

0.524 0.524
0.440 0.428
0.314 0.312
a=10%

0.592  0.590
0.530 0.516
0.408 0.406
a=5%

0.532  0.520
0.424 0.404
0.276 0.276
a=10%

0.636 0.628
0.516 0.524
0.372  0.360
a=5%

0.630 0.625
0.560 0.555
0.425 0.415
a=10%

0.755 0.745
0.645 0.640
0.530 0.530
a=5%

0.825 0.795
0.725 0.710
0.540 0.520
a=10%

0.865 0.860
0.795 0.780
0.660 0.655

0.520
0.438
0.328

0.604
0.542
0.442

0.532
0.424
0.284

0.632
0.532
0.388

0.645
0.565
0.440

0.770
0.650
0.545

0.825
0.715
0.545

0.865
0.790
0.660

Tests based on x? or

weighted sums of x? distributions

NLY, NLY;

H.wny Hn.e; HLB,

0.156
0.130
0.118

0.224
0.190
0.184

0.168
0.132
0.132

0.216
0.172
0.172

0.260
0.190
0.185

0.355
0.295
0.255

0.385
0.265
0.245

0.485
0.355
0.335

0.350
0.226
0.192

0.484
0.324
0.278

0.388
0.314
0.218

0.502
0.408
0.336

0.480
0.372
0.304

0.604
0.496
0.412

0.640
0.488
0.336

0.768
0.600
0.444

0.344
0.262
0.182

0.456
0.380
0.268

0.300
0.232
0.168

0.412
0.352
0.228

0.450
0.370
0.250

0.615
0.450
0.335

0.610
0.450
0.525

0.720
0.590
0.525

0.456
0.358
0.246

0.502
0.414
0.270

0.416
0.356
0.288

0.500
0.392
0.320

0.510
0.440
0.355

0.575
0.510
0.375

0.630
0.490
0.390

0.680
0.555

0.450

0.456
0.358
0.246

0.502
0.414
0.270

0.416
0.356
0.292

0.500
0.392
0.324

0.510
0.440
0.355

0.575
0.510
0.375

0.630
0.490
0.390

0.680
0.555

0.450

To study the power of the test statistics, we considered the following DGP :

DGP1 Dy = Oy + A1Xt_1 + A.QXt_Q + Bl*"t—l?

(2.4.3)
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where the innovation process was the same that under DGP,. The matrix A, is
given in Table 2.1. The same structured vMEM(1,1) model has been estimated.
We based our inferences using the quantiles coming from the asymptotic theory
and also the ones relying on the approximate rules. The results are presented in
Table 2.3. In order to adjust the results for the levels, we extracted the quantiles
from the level study, and we calculated the empirical powers using these empirical
quantiles, giving what we call size-adjusted powers. The results are presented in
Table 2.4. For each sample size and under the scenarios DGPy or DGPy, a total

of 1,000 replications has been considered for each experiment.

2.4.2. Discussion of the results

First, we discuss the empirical results for the level study under DGPg. They
are presented in Table 2.2. In general, for all the methods, the approximation of
the exact distribution by the asymptotic one improved with the sample size n.
For the kernel-based test statistics 7)/(k), the approximations were very satisfying
at the 5% and 10% levels. Considerable under-rejection occurred for the original
versions T),(k), giving conservative tests for all the kernels. As expected, the finite
sample distributions of the original kernel-based test statistics were highly right-
skewed, explaining these empirical findings. Thus the rest of the discussion on
kernel methods concentrate on the test statistics based on the Chen-Deo power

transformation.

As a function of the kernel k(-), the test statistics T (k) performed similarly,
except for the kernel krg(-) which seemed superior for n = 300,400 and small
values of m,. For large n and higher rates of m,,, the observed differences were
smaller. At the 5% significance level, all kernels (with a fixed value of m,,) lead to
rejection rates close to the nominal level when n = 300, with some under-rejection
as m,, became larger. At n = 400, 500, all rejection rates were within two standard
errors of 5%, that is in the interval [3.6,6.3]. The same general conclusions have
been observed at the 10% nominal level, where the empirical levels appeared very

close to the nominal one for n = 400, 500.
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The test statistic with the approximate decision rule H,, w(m,,) offered em-
pirical levels relatively close to the nominal sizes, but they were generally inferior
to those of Hy, 44i(my) and HLB,, (m,,). Thus H, wxy(m,,) yielded a very conser-
vative test for all combinations of m and n. In several cases, the approximation
H,, 04 (m.,,) seemed very satisfying, even if to use the quantiles from the weighted
sum of x? random variables gave in several cases better results. The asymptotic
distribution H,, ,4;(m,,) had at least 4m — 6 eigenvalues equal to one, which is
rather large with respect to dy = 6 for the rates considered. For several cases
we computed explicitly the eigenvalues : 4m — 6 were equal to one, while the
others were small (e.g., for n = 500, m € {5,10,19}, the eigenvalues different
from one were typically less than 2 x 10~!). This may partially explain the good

performance of the approximate rule in our experiment.
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TABLE 2.4. Exact powers (nominal levels 5% and 10%) of the tests
statistics for checking a vMEM(1,1) model defined as (2.4.1) when
the true model is DGPy, based on empirical quantiles found in the
level study. The following test statistics are included : 7},(k) and
T1(k) for various kernels, HLB, (m) with different decision rules,
NLY,,(m) and NLY,, (m). The lag order/smoothing parameters are
m = m, = [log(n)], [3n%?],[3n"3], with n = 400,500, 700 and 1000.

Original kernel-based Kernel-based tests with Tests based on x? or
test statistics Chen-Deo power transformation weighted sums of y? distributions
TR BAR DAN PAR BARPR TR BAR DAN PAR BARPR H,wwy H,.; HLB, NLY, NLY_
n = 400 a=5%

5 0.348 0.578 0.563 0.570 0.568 0.388 0.560 0.542 0.548  0.552 0.345 0.345 0.348 0.165 0.165
9 0.315 0.525 0.505 0.485 0.485 0.250 0.483 0.422 0.453 0.461 0.315 0.315 0.315 0.143 0.143
18 0.238 0.413 0.388 0.358 0.380 0.224 0.352 0.314 0.284 0.282 0.235 0.235 0.238 0.188 0.188
a=10%
5 0.445 0.728 0.713 0.675 0.718 0.451 0.623 0.568 0.599  0.598 0.443 0.443 0.445 0.288 0.288
9 0.445 0.623 0.570 0.550 0.573  0.320 0.592 0.560 0.545  0.579 0.443 0.443 0445 0.220 0.220
18 0.328 0.510 0.480 0.445 0.473 0.282 0.461 0.411 0.398 0.410 0.330 0.330 0.328 0.268 0.268
n = 500 a=5%
6 0.360 0.698 0.660 0.653 0.665 0.423 0.601 0.585 0.571  0.582 0.353  0.353 0.360 0.230 0.228
10 0.305 0.605 0.543 0.523  0.560 0.291 0.538 0.490 0.492 0.493 0.303 0.303 0.305 0.135 0.135
19 0.210 0.453 0.403 0.373 0.390 0.271 0.412 0.341 0.343  0.341 0.208 0.208 0.210 0.143 0.140
a=10%
6 0.480 0.793 0.783 0.773 0.783 0.482 0.680 0.640 0.636  0.656 0.470  0.470 0.480 0.323 0.320
10 0.415 0.708 0.658 0.605 0.645 0.394 0.638 0.602 0.582  0.590 0415 0.415 0.415 0.225 0.223
19 0.300 0.550 0.503 0.515 0.505 0.354 0.525 0.466 0.445 0.449 0.293 0.293 0.300 0.240 0.238
n =700 a=5%
6 0.496 0.772 0.768 0.728 0.760 0.525 0.705 0.699 0.676  0.679 0.488 0.488 0.496 0.232 0.232
11 0.416 0.696 0.644 0.624 0.640 0.339 0.626 0.591 0.580  0.568 0.412 0.412 0.416 0.144 0.144
21 0.240 0.552 0.500 0.468 0.488 0.323 0.471 0.432 0371 0.410 0.240 0.240 0.240 0.128 0.128
a=10%
6 0.584 0.816 0.800 0.772 0.800 0.580 0.770 0.784 0.781 0.784 0.584 0.584 0.584 0.364 0.364
11 0.532 0.744 0.720 0.704 0.712 0.388 0.712 0.693 0.656  0.691 0.532  0.532 0.532  0.200 0.200
21 0.404 0.624 0.600 0.576  0.584 0.390 0.590 0.547 0.554  0.554 0.400 0.400 0.404 0.240 0.240
n = 1000 a=5%
6 0.596 0.908 0.900 0.892 0.896 0.622 0.826 0.819 0.801 0.810 0.596 0.596 0.596 0.460 0.460
11 0.488 0.844 0.760 0.696 0.732 0.429 0.751 0.712 0.671  0.699 0.488 0.488 0.488 0.280 0.280
23 0.272 0.632 0.552 0.532  0.556  0.400 0.613 0.482 0.449 0.491 0.272 0.272 0.272 0.176 0.176
a=10%
6 0.736 0.948 0.924 0924 0.928 0.684 0.886 0.867 0.865  0.867 0.736  0.736 0.736 0.572 0.572
11 0.572 0.884 0.860 0.832 0.864 0.508 0.820 0.784 0.760  0.788 0.568 0.568 0.572 0.368 0.368
23 0.460 0.704 0.652 0.628 0.660 0.464 0.736 0.650 0.633  0.662 0.456 0.456 0.460 0.264 0.264

We found that the test statistics NLY,,(m) and NLY, (m) were inferior. They
gave similar results and they over-rejected strongly, particularly for small values

of m. It seemed preferable to use the test statistics HLB,, (m,,) or even H,, 44;(m.,),
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which offered better empirical levels, much closer to the nominal ones, at least in

our experiments.

We now discuss the empirical powers. The results in Table 2.3 present the
empirical powers using asymptotic or approximate quantiles, and Table 2.4 dis-
plays size-adjusted powers. For the original kernel-based tests, the results based
on empirical and asymptotic quantiles differed considerably and these test sta-
tistics are thus not recommended for use. It appeared better to use the versions

based on the Chen-Deo power transformation.

From Tables 2.3 and 2.4, the kernel-based tests calculated with the Chen-Deo
power transformation, or the HLB,, test, the adjusted empirical powers were rea-
sonably close to the empirical powers computed with the asymptotic quantiles.
This is an interesting empirical finding, which suggests that the asymptotic distri-
butions are close to the empirical ones and that the asymptotic quantiles of these
methods are reliable in practical applications. That appears to be also the case
for the test statistics H, ,4;. Due to the computation of the estimated quantiles
from the weighted sum of y? random variables, the test statistic HLB,, exhibi-
ted reasonable empirical levels and more empirical powers in Table 2.3 than in
Table 2.4. In Table 2.4, the empirical powers of HLB,, and T;,(krg) are identical,
which is due to the fact that these methods are related by a linear transformation,

see Example 1.

In addition, from Table 2.4, for a kernel and a value of m,,, the differences
in size-adjusted powers between the original kernel-based test statistics and the
ones relying in the Chen-Deo power transformation were generally unimportant.
Thus for the kernel-based test we focus the rest of our power comparisons on the

tests relying on the Chen-Deo power transformation.

Examining in more details the kernel-based test statistic with DAN, PAR
and BARPR, we observed that they yielded very similar results. The truncated
uniform kernel k7g(-) behave differently, and it was somewhat inferior. On the
other hand, it seemed that the BAR kernel appeared slightly superior. These

phenomena were perceptible with both the asymptotic and empirical quantiles.
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From Table 2.4, substantial power improvements over the truncated uniform
kernel or HLB,, occurred at several sample sizes and rates. Generally, for the
chosen alternative, slower rates offered larger power. For example, at n = 500
and m = 10, T (kpar) appears almost twice more powerful that HLB,,(10) or
T (krg). However, it is useful to note that a large rate provided high power for
HLB,,(10), suggesting that in some cases it is still useful to consider truncated

uniform weighting.

Since NLY,, and NLY, over-rejected under the null hypothesis using the
asymptotic quantiles, a false impression of high power was displayed for low va-
lues of m,,. In fact, the results from Table 2.4 reveal that these tests were less
powerful than the proposed tests. For the cases investigated in this study, based

on the empirical quantiles, the methods NLY,, and NLY, were less powerful.

Given the nature of the alternative, putting more weight on smaller lags de-
livered powerful strategies. Thus, the kernel krg(-) and the methods HLB,, (m),
H,, .q4i(m) and NLY,,(m) were generally the less powerful. The use of the kernel-
based test statistics (with the Chen-Deo power transformation), relying on ano-
ther kernel other than the truncated uniform one seems appropriate. In the next
section, the proposed tests are used to validate models on real data. As seen
on this section, the choice of m,, for the kernel-based methods may be delicate.
Using graphical sensibility analyzes, we illustrate with a real application how the

smoothing parameter may be chosen.

2.5. AN EMPIRICAL APPLICATION

To assess empirically the capacity of the diagnostic test statistics presented
in the previous sections to check vMEM models, we will utilize data coming from
the econometric literature. The sample consists of bivariate data on the stock
index FTSE100. The data set describe absolute returns and realized volatilities
between January 1996 and February 2009. After cleaning the data, the sample
size is n = 2844. This bivariate sample has been analyzed by Cipollini (2013),
as a stock index coming from the Ozford Man Institute (OMI) Realized Library,
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see Shephard and Shephard (2010). Note that the data are available as part of
the supplementary material of the paper of Cipollini (2013) on the Journal of
Applied Econometrics website. The library contains daily returns and realized
volatility kernels for ten stock indices, together with the range computed using
daily measures (highs and lows) downloaded from Datastream. We present here

only one representative stock. The variables are :

ret.abs 100|ret:|v/252
)= retd , (2.5.1)

ru.voly 100+ /rv:/ 252

where ret.abs; and rv; denote the return and realized variance at time ¢, respec-
tively. The variables have been defined as Cipollini (2013) and we also postulate
the following structured vMEM(1,1) model :

where
o1, a a b 0
oy — 01 A, = 11,1 G121 B= 11
T2 211 G221 0 ba

Using the R package nlegslv, the GMM estimators were calculated. The estimators
of the model parameters with their associated standard errors are reported in

Table 2.5.

We applied the test procedures T/ (krg), T (kpar), as well as the test statistics
HLB,,(m), NLY,,(m) and NLY, (m). We used only the kernel-based test statistics
relying on the Chen-Deo power transformation, since from the simulation study
of the previous section they displayed better empirical properties under the null
hypothesis. Note that to use the truncated uniform and Bartlett kernels may be
computationally efficient, given they have compact support. From the empirical
study presented in Section 2.4, the Bartlett kernel appeared powerful, and the
truncated uniform kernel remains a standard benchmark. All the P-values were

highly significant, inferior to 107*, suggesting an inadequate fit.
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Here, the estimator of the €2, matrix displayed a large condition number.
However, reasonable rules suggested that 2,, was invertible. Thus NLY,, and

NLY,, delivered equal values.

We discuss the choice of m,. In other contexts, data-driven choices of m,,
have been suggested (see, e.g., Duchesne and Roy (2004)). In real applications,
it may be preferable to plot the spectral density estimator for several lag or-
ders, not just rely the testing inferences on a single punctual estimator. Using
the Bartlett kernel, estimated spectral density estimators of the residuals are re-
ported in Figure 2.1 for various smoothing parameters. We used the lag orders
m,, = [log(n)],[3n%?],[3n%3], providing a visual sensibility analysis. From that
Figure, rejection of the null hypothesis seemed mainly due to an inadequate fit
of the second component of Xg, since the estimated spectral density seemed si-
gnificantly different from a constant. Incidently, the sample autocorrelations of
the residuals of the first component were compatible with a white noise, and we
observed significant residual autocorrelations for the second component. Using
the technical results of Ng and al. (2016) on the asymptotic distribution of the

residual autocorrelations, the residual autocorrelations are reported in Table 2.6.



TABLE 2.5. Estimation results for modelling the variables (2.5.1)
of the FTSE100 stock indice. Two models are estimated, the
vMEM(1,1) model defined by (2.5.2) and the augmented model
vMEM(2,1) (2.5.2). The estimators and the associated standard
errors are given.

vMEM(1,1) model vMEM(2,1) model
Parameters | Estimators Standard Errors | Estimators Standard Errors

&o1 0.038 0.139 0.054 0.136
&2 0.250 0.050 0.104 0.027
Q11,1 -0.024 0.016 -0.048 0.019
G211 0.386 0.005 0.044 0.006
Q12,1 0.416 0.056 0.401 0.070
G221 0.316 0.018 0.401 0.022
11,2 0.041 0.020
91,2 -0.023 0.006
12,2 -0.014 0.100
{192, -0.242 0.029
b 0.641 0.047 0.651 0.069
by 0.623 0.018 0.809 0.019
b1 0.593 0.593
G2 0.063 0.064
G99 0.071 0.069

TABLE 2.6. Autocorrelations for lags one to five and asymptotic
variances (in parentheses) from the adjustment of the vMEM(1,1)
model for modelling the variables (2.5.1) of the FTSE100 stock
index.

lag ret.abs rv.wol

1 -0.016 (0.405) 0.067 (0.412)

2 -0.010 (0.772) -0.070 (0.730)

3 0.032 (0.901) -0.087 (0.927)

4 0.018 (0.949) -0.045 (0.976)
)

(
5 0.020 (0.975) 0.003 (0.977)

46
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FiGURE 2.1. Kernel-based spectral density estimator for the re-
siduals of the adjustment of a vMEM(1,1) model to the bivariate
time series corresponding to the stock index FTSE100. The Bartlett
kernel is used for the lag orders m, = [log(n)] (solid line), [3n°?]
(dashed line), and [3n°3] (dotted line).

ret.abs Re component

density estimator

For example, from Table 2.6, an approximate 95% confidence interval for
the lag-1 residual autocorrelation associated to the variable rv.vol is 0.067 £
1.964/0.412/2844 = [0.04,0.09]. Since the residual autocorrelations suggested
unexplained dependence, we considered an augmented vMEM(2,1) model, ad-

ding the lagged term X;_5 but keeping the diagonal structure of B :
My — O + A1Xt—1 + A2Xt—2 + Bl"’t—l) (253)

with additional coefficient matrix :

aii2 122

A, =

Q212 Q222

The estimation results are also displayed in Table 2.5. We applied the same test
procedures. The P-values of the different tests for the two models are presented

in Table 2.7.

The P-values of the kernel-based test statistics were larger that 5% for all
m,, considered using the Bartlett kernel. This suggests that the residual lags at
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low order lags were small. However, the test statistics HLB,, and T/ (krg) using
uniform weighting suggested some dependence at higher lags. For the test statistic
Ti(krg), only m = 7 was significant at the 5% level, offering a P-value of around
3.6%. However, that P-value was relatively large and not significant at the 1%

level.

Note that the test NLY,, rejected strongly at all lags, which may be surpri-
sing. However, we noted in the simulation experiments of the previous section
that NLY,, exhibited large over-rejection under the null, and low adjusted-size
powers. We examined carefully the estimated covariance matrix. Calculation of
the eigenvalues of §2,, revealed some negative values, and also large condition
numbers (e.g., when m = 32, the largest eigenvalue to the smallest positive eigen-
value was larger than 30,000), suggesting numerical instabilities. From a strictly
numerical analysis point of view, the smallest positive eigenvalue was about 10~°

when m = 32, which was still too large to be considered equal to zero.

We report the estimated spectral density estimator of the residuals of the
vMEM(2,1) fit in Figure 2.2 using again the Bartlett kernel for the same lag orders
my = [log(n)], [3n°2], [3n%3]. It appeared that the spectral density estimator of
the second component was much closer to a constant. An examen of the residual
autocorrelation function revealed that for the second component one significant
lag occurred at lag 10, which seems rather hard to explain and may be considered
spurious. While the structured vMEM(2,1) can probably be improved, that fit
was significantly better than the vMEM(1,1) adjustment.
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FiGURE 2.2. Kernel-based spectral density estimator for the re-
siduals of the adjustment of a vMEM(2,1) model to the bivariate
time series corresponding to the stock index FTSE100. The Bartlett
kernel is used for the lag orders m, = [log(n)] (solid line), [3n°?]
(dashed line), and [3n°3] (dotted line).

ret.abs Re component

density estimator

TABLE 2.7. P-values of the different tests statistics for the ad-
justment of the vMEM(2,1) model (2.5.3) for modelling the va-
riables (2.5.1) of the FTSE100 stock index.
m=m, Tilkrr) Ti(kpag) HLB, NLY,
7 0.2635 0.4244  0.2141 0.0002
14 0.0359 0.2861  0.0066 0T
32 0.0881 0.0710 0.0314 0F

2.6. DISCUSSION AND CONCLUSION

In this article, new tests designed for diagnostic checking vMEM models have
been proposed. The asymptotic distribution of the Hosking-Ljung-Box test sta-
tistic has been found to converge in distribution to weighted sums of independent
chi-squared random variables under the null hypothesis of adequacy. A generalized
HLB test statistic motivated by comparing a vector spectral density estimator of
the residuals with the null spectral density lead to powerful measures of lack-of-fit.
Simulation experiments have been reported to illustrate the empirical properties

of the new methods. The Hosking-Ljung-Box has been compared to the original
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Hosking test statistic. To use the quantiles from the estimated weighted sum of
chi-square distribution provided good results. Somewhat surprisingly, to use the
original Hosking test with an approximate rule based on a chi-square distribution
with adjusted degrees of freedom gave also reasonable results in our experiments.
This may be due to the large number of unit eigenvalues, and the positive but
small remaining eigenvalues. We found that the kernel-based test statistics using
the Chen-Deo power transformation offered empirical levels close to the nominal
levels. Without the power transformation, that is using the original kernel-based
methods, the test statistics were too conservative for practical use. The kernel-
based test statistics (with a kernel different from the truncated uniform kernel)
were often much more powerful that the Hosking-Ljung-Box test statistic. We
found that the test statistics of Ng and al. (2016) over-rejected severely the null
hypothesis. To consider a generalized inverse did not help, at least in our simula-
tion experiments. Our methods were illustrated in an application, where we found
a satisfactory model for data analyzed previously from the econometric literature.
Overall, the kernel-based test statistic based on the Chen-Deo power transforma-
tion with the Bartlett kernel is recommended for use. The Hosking-Ljung-Box
remains a good complement, given that it uses uniform weighting. It is hoped

that the proposed methods will be useful for diagnosing vMEM models.
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APPENDIX. PROOF OF THEOREM 1

Under the null hypothesis, the process {u;t € Z} is a vector white noise
process composed of the random vectors w, = X; © p, — 14, with F(u;) = 0
and var(uy) = 3. Let >~Y2 be the Cholesky decomposition of the non-singular
matrix 37! satisfying 37! = E_I/Q(E_I/Q)T. We let v = X~ 2u; and v, =
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»-1/2 {Xt Q ut(é) — 1d}. We also note \,; = u; — 0; and Nt = »12) . We
recall the notation &y, = k(h/m,), h=1,...,n—1.

Since {wu} is iid with finite fourth moments, the multivariate central limit
theorem can be invoked to establish the asymptotic behavior of n'/2(C,(0) — ).
In particular, Cy(0)—% = Op(n~"/2). Proceeding as in Duchesne and Roy (2004),
it can be shown that Cg(0) =3 = Op(n~'/?). Furthermore, it is easily shown that

to replace the mean 1, by the sample residual mean gives the following relation :
C¢(0) — Cu(0) = Op(n71).

Thus it is sufficient to show the following relations :

3
,_.

khntr{c (METCL(ME™ = Ce(WET'CLMET"} = op(m,/*/n),

3 =
,_. —

Z b tr{Cu(h)ETICL(ME™ — Ce(R)ET'CL(WE"} = op(m)/?/n).

Since Cy(h) = C¢(h)+O0p(n~1), the first equality follows easily. This shows (2.3.7).

To establish the second expression and thus formula (2.3.8), consider

SR, [ {Colh)CT(h)) — te{Cu(h)CT ()]

where Cg(h) =n~' Y0, ., ¥¥,, and Cy(h) =n~' >0, vyv/[ . For two com-
patible matrices A and B, direct algebra gives the decomposition tr(AA") —
tr(BBT) = tr{(A — B)(A — B)"} + 2tr{B(A — B)"}. Using that exact decom-

position, it is sufficient to establish the following results :

S ke [{Calh) = Oy (W} {Calh) — Oy} ] = Op(n™)),  (26.0)

Zk,mtr [ h) {Cy(h) — cv(h)ﬂ = op(mY?/n). (2.6.2)
In order to show relation (2.6.1), we decompose further Cy(h) — Cy(h) as :

Ci(h) — Cy(h) = Ay(h) + Aa(h) + As(h), (2.6.3)
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where Ay (h) = —n7 S0 A Vi, As(h) = —n 71300 Vi, and finally
Asz(h) =n"' 300, ﬁ/nt‘ylt_h. For three compatible matrices A, B and C, we
have the following inequality :

tr{(A+B+C)(A+B+C)"} <4{tr(AAT) + tr(BBT) + tr(CCT)}. Thus a

bound for expression (2.6.1) is :
S Kt [(Culh) — Culh) {Culh) — Culh)) ] <43 B

where I, = S0—1 k2 tr{Ay(R)A] (h)}, i € {1,2,3}.

Let p, = p(0; Fi_1) = (ue(1,0),...,14(1,0))" and introduce also f1, =
w,(0; Fiot) = (1e(1,0), ..., 11(1,0))7. Note that in order to simplify the no-

tations, we will tacitly drop J;_; in the components of pu, and f,.

For the component i, the Taylor expansion of the function p; ! (i; é) satisfies :

. ’ a 1 ’0 T R
i 60) = w00+ { P 060 +

o-an [Pt 6 -a,

DO | =

where ;1 (i; 8,) /06 is a px 1 vector and we note Hy(i; 8;) = 8*u; ' (i; 0;) /000607
the Hessian matrix. Simple algebra yields du; ' (i,0)/00 = —u;%(i,0)0u4(i,0) /08,
see also Ng & al. [82, p. 95]. Collecting the results, we obtain :

RITACI R
1

5 {10 (0 — 00} H(O - 6y),

€(0) = e(60) — ding(er)ding™ (1) {

where H, = (H/ (1;6,),...,H/ (d; éd))T is the d* x d matrix composed of the d

Hessian matrices coming from the d Taylor expansions.

Now we study Fy,. We write 4,,, as :

5,0 = 577 | dingle)Wi(00)(8 — 0) — 2 {1, (0~ 0) 7} (0 - eoﬂ ,
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where Wt(go) = diag_l(ut)aut/80T. It follows that Al(h) = All(h) + Alz(h),

where

Ay(h) = nt Z 2_1/2diag(€t)wt(90)(é_GO)VtT—h;

t=h+1

-1 n
n A — A
Ap(h) = =" 3 52 {10 (0 - 00)" H(O - 0)v,. .

2
t=h+1

Using the inequality tr {(A + B)(A+B)"} <2 {tr(AA") + tr(BBT)}, we find
the following bound for £y, :

n—1
B, <2 kpatr { A (B)A], (h }+Zk,mtr{A12 (h)AL,(h) }]
h=1

Nothing that 3771 k2, tr { A1 (WA (R)} = 3521 k2,||Ani(R)||?, and using the

properties of the Euclidian norm, it follows that :

n—1 n 2
Zk AP < 15772112116 — 6,12 S k2, <n2> ,

h=1 t=h+1

where a1y, = ||diag(e;)We(00)|[|[vi—n||. We write n™" 378, ) arun = 0" D00, ) Grant

nt > E(aum), where ayig = arun — E(aiin). Using (a +b)* < 2(a® +b°),

<n_1 z”: a11th> <2 <n_1 zn: dnm) + {n_l z”: E(anth)} . (2.6.4)

t=h+1 t=h+1 t=h+1

However, from Assumption A, 8 —6y = Op(n~"/2) and consequently ||@ — 0|2 =

Op(n~'). Using the assumption of stationarity, it follows that >, —; ! kX {FE (anth)}2 =
O(1) and

n—1 n 2
k,2m <n_1 Z anth> = Op(my/n).

h=1 t=h+1
Thus Y 0 ki [JA1(R)])? = Op(n™' 4+ m,/n?). Similarly, 0 ki, [|Aw(h)])? =
op(n=h).
Using similar and simpler arguments, it can be shown that formulas F5, and
B3, are such that By, = S1_1 k7 tr{Ay(h)A] (h)} = Op(m,/n?) and Ej, =
"k tr{As(h)A] (h)} = Op(m,/n?). This shows result (2.6.1).
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We now study expression (2.6.2). Using the decomposition (2.6.3), we can

write :
3

Zkhntr[ P {Colh) = CoW}T| =" Fun,

i=1
where

3
—

P, = khntr{Cv(R)A{ (h)},

33
»—A»—A

Fa = 30 R,6{Cy(hA ()},

h
n—

»—A»—A

By = kintr{Cy(h)A; (h)}.

=1

>

First we study Fj,. As noted previously, Ai;(h) = Aj1(h) + A12(h), and we

consider the following decomposition : Fi, = Fi1, + Fi2,, where :

3
,_.

Fi, = khntr{c (h )AlTl(h)};

33
»—A»—A

Fio, = Zk tr{Cv(h)Asz(h)}.

We do the details for Fiq,. Using the Cauchy-Schwarz inequality, we find that :

n—1
[Fianl <Y ki ltr {Co(R)A] ()} ] < Zkhnllc ) A1 (A)]].
h=1

However, uniformly in j, E (||Cy(R)|[2) = O(n™1), and Assumption A yields ||6 —
0yl = Op(n="/?). Since

SR Elaa)] = O,

n—1 n
Yk nT D anml = Op(ma/n'/?),
h=1

t=h+1

where a1y, and dyq4, are as in (2.6.4), it follows that Fiy, = 0p(m71/2/n). Similarly,
o, = 0p(m71@/2/n). Thus Fiq, = 0p(m71@/2/n). The two other terms F,,, and I,

are treated similarly. This shows the Theorem. O



Chapitre 3

TESTS DE NON CORRELATION SOUS
FAIBLE DEPENDANCE ENTRE DEUX
PROCESSUS STATIONNAIRES EN
COVARIANCE

3.1. INTRODUCTION

Plusieurs phénomenes physiques et économiques impliquent 1’étude de plu-
sieurs séries chronologiques. Par exemple, Shumway et Stoffer (2005) considérent
des applications portant sur la modélisation des populations de poissons mesurées
mensuellement entre 1950 et 1987. Cette application tirée des sciences de 'envi-
ronnement cherchait a comprendre les relations entre la population des poissons
et un certain indice climatique. Comme autre exemple, Brockwell et Davis (1991,
Chapitre 11) reprennent une série chronologique de Box et Jenkins (1970) portant

sur une série de ventes expliquée par un indice économique.

Lorsque nous avons a modéliser deux séries chronologiques ou plus, une pré-
occupation légitime porte sur les relations pouvant exister entre elles. Dans les
applications économiques, la mise en lumiere des relations de causalité entre les
séries chronologiques peut étre particulierement importante dans 1’élaboration

d’un systeme performant de prévisions.

Ainsi, avant de développer des modeles multivariés compliqués qui reposent

typiquement sur un grand nombre de parametres, il est utile de vérifier si les
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séries chronologiques sont indépendantes ou minimalement non corrélées. Si des
méthodes puissantes suggerent la présence de relations plus ou moins complexes,
alors dans un second temps il devient nécessaire de procéder a des analyses mul-
tivariées.

La premiere approche visant a tester 'indépendance entre deux séries chro-
nologiques remonte aux travaux de Haugh (1976). Dans son approche, les séries
chronologiques sont modélisées par des modeles autorégressifs moyennes mobiles
(ARMA). Chacun des modeles est considéré correctement spécifié, et les résidus
des vrais modeles sont obtenus. Les mesures de corrélation croisées résiduelles

suivantes sont calculées :

( n
Z UtV
t=j+1 ,
n n 1/2> O<js=n-1
i) = 4 { £ 3 it
t=1 t=1
T@@(—j), —n+1< j < 0,
\
ou i, t=1,...,net 0, t =1,...,n dénotent les deux séries chronologiques

résiduelles obtenues de la modélisation ARMA. Le test de Haugh est alors :

j=—m
ou la constante m, fixée par rapport a n, satisfait 0 < m < n et est déterminée
par lanalyste. La distribution asymptotique de S, est x2, sous ’hypothese nulle
d’indépendance. Comme mentionné, un présupposé important est que chaque mo-
dele ARMA est correctement spécifié. Si les ordres p et/ou ¢ sont incorrectement
choisis, alors on fait face a un probleme de spécification qui peut avoir un effet
sur les inférences. il est & noter que le test de Haugh (1976) est en fait une version
du test de Box et Pierce (1970) lorsque nous avons deux séries chronologiques.
Le test de Box et Pierce (1970) a été étudié par Francq, Roy et Zakoian (2005)
lorsque le processus d’innovation est un bruit blanc faible. Motivé par une ap-

proche spectrale similaire a celle considérée dans le chapitre 2, Hong (1996) a
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généralisé 'approche de Haugh (1976) en considérant la statistique suivante :

YR (i) 2,) — Un (ki)
{2V, (k; m)}1/2

H, (k;m) =

)

ou

ke = 5 (1= iy

V, (km) = Z (1= (- 2L e .

La fonction k(-) représente le noyau qui est supposée étre une fonction symétrique

définie de R vers [—1,1] avec k(0) =1 et [°° k?(t)dt < oo.

L’approche de Hong (1996) nécessite également la formulation d’un modele.
Elle est cependant plus générale dans le sens qu’une procédure semi-paramétrique
est adoptée. Dans son approche, chaque série est ajustée par un modele autoré-
gressif avec un ordre convergeant a l'infini a un certain taux. Duchesne et Roy
(2004) ont généralisé 'approche de Hong (1996) dans une autre direction, considé-
rant des techniques d’estimation robustes aux valeurs aberrantes et utilisant des
mesures de corrélation robustifiées. Les méthodes de Haugh (1976) et de Hong
(1996) ont été généralisées au cas multivarié par El Himdi et Roy (1997) et Bou-
haddioui et Roy (2006a, 2006b), respectivement. Saidi (2007) quant & lui considere
des tests spectraux dans les modeles multivariés et cointégrés. On retrouve éga-
lement Pham, Roy et Cédras (2000) qui ont développé des tests portemanteaux

entre deux processus cointégrés.

D’autres généralisations incluent Koch et Yang (1986) qui ont modifié le test
de Haugh (1976) afin de prendre en considération certains motifs dans la dépen-
dance des séries résiduelles. Cette approche a été généralisée et appliquée au cas

multivarié dans Hallin et Saidi (2005).

Les approches précédentes utilisent toutes des mesures de corrélation croisées

afin d’étudier I’absence de corrélation. En fait, ce ne sont des tests d’'indépendance
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que dans le cas ou les phénomenes en cause sont gaussiens. Des tests d’indépen-
dance entre deux ou plus de deux séries chronologiques sont développés dans

Duchesne, Ghoudi et Rémillard (2012). Voir aussi Kim et Lee (2005).

Jusqu’a maintenant, I’hypothese principale entre les séries est celle d’indé-
pendance, méme si plusieurs méthodes reposent sur des mesures de corrélation.
Cependant, méme si I’hypothese nulle que I'on cherche a tester tente de cerner si
les deux séries chronologiques en cause sont non corrélées, il serait souhaitable de
permettre de la dépendance entre elles, méme sous ’hypothese nulle. Par exemple,
dans les séries chronologiques financieres, méme si deux séries chronologiques sont
non corrélées, il est possible que les séries résultent d’effets autorégressifs condi-
tionnellement hétéroskédastiques (ARCH). De plus, il n’est pas impossible que
soit présent de la causalité en variance, du wvolatility spillover ou du risk spillover
(Hong, Liu et Wang (2009)). Dans le test de Haugh (1976), il est important de no-
ter que la distribution du test est obtenue sous ’hypothése nulle d’indépendance,
ne permettant donc aucune forme de causalité en variance ou de dépendance entre

les séries chronologiques.

Dans ce chapitre, en utilisant le concept de contraction géométrique des mo-
ments (CGM), nous allons présenter un cadre plus général, permettant de tester la
non corrélation tout en n’excluant pas que les séries en cause soient tout de méme
dépendantes. Le concept de contraction géométrique des moments est considéré
notamment dans Hsing et Wu (2004), Shao et Wu (2007), Wu et Shao (2004)
et Shao (2011). Ici, la non corrélation est étudiée entre les séries brutes, contrai-
rement aux approches précédentes qui présupposent des modeles plus ou moins

généraux pour les données.

Le document est organisé de la fagon suivante. Dans les trois premieres sec-
tions, nous allons présenter le cadre général. Les sections 4 et 5 sont consacrées
respectivement a la distribution limite des covariances croisées et a l'estimation
de leur matrice des variances et covariances. La section 6 présente les simulations

et la section 7 conclut.
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Dans la suite du document, le symbole £ signifie convergence en distribu-
tion. La notation X,, = o0,(1) signifie que la variable aléatoire X,, convergent
en probabilité vers zéro tandis que X,, = O,(1) veut dire que X,, est bornée en
probabilité. Pour toute matrice A de dimension d; X ds, la norme matricielle est
notée ||A| = SUDJy|, <1 |Au|q,, ot | - |g, et |- |4, sont les normes euclidiennes
des espaces R% et R%. Etant une norme matricielle, une propriété utile est
1A|? < ZAij, ou Aij, 1 < i <djetl <j < dy, sontles composantes de
la matricg]A. Pour tout vecteur Z de dimension d et p € N*, on dira que Z € LP

si |21, = {E(12]7)}"7 < oo

3.2. PRELIMINAIRES

Soient deux processus unidimensionnels {X;} et {Y¥;} stationnaires en cova-

riance, de moyennes nulles et de variances o2 et U§> respectivement.

Etant donné des réalisations aux instants ¢ = 1, ..., n, nous voulons tester la
non corrélation entre {X;} et {¥;} en adoptant une approche non paramétrique,

c’est-a-dire en n’ajustant aucun modele a chaque série chronologique.

Définissons pour tout j € Z, les covariances croisées théoriques :

. D) (Xt}/t—j) ) ] Z 07
VXY(]) = ’ ’ (3-2-1)
ywx (=), j<0.

et pour tout j, —m + 1 < 7 <n — 1 les covariances croisées échantillonnales :

n_l Z Xt}/t—jy ] Z 07
Axy(j) = t=y+1 (3.2.2)
Yrx (=), 7 <0.

Afin de tester la non corrélation entre les processus {X;} et {¥;}, nous allons
dans un premier temps trouver la distribution limite du vecteur des covariances

. N , . : .
croisées {4xy ()} _mi1<jcm-1, POUr m € N*. Pour ce faire, nous avons besoin
d’avoir une compréhension de la dynamique conjointe des deux séries. C’est dans

ce sens qu’est définie ’hypothese suivante.
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Hypotheése 3.1. Il existe une fonction mesurable G et un processus multiva-
rié, indépendant et identiquement distribué (iid) {&;,t € Z} de R* tel que Z; =
(Xt;Yt)T =G(...,&1,&:) pour tout t.

L’hypothese 3.1 telle que mentionnée met en exergue la représentation des
processus stochastique stationnaires. Beaucoup d’auteurs se sont penchés sur cette
problématique, notamment Rosenblatt (1952) et Arjas et Lehtonen (1978). Il est
connu que si le processus {Z;} est stationnaire et ergodique, la représentation

comme dans 'hypothese 3.1 est possible (Voir Borkar (1993) et Wu (2005)).

Brockwell et Davis (1991, pp. 404-405) considerent la classe des processus
linéaires

Zt - Z ngtfja

j=—00
ou les composantes des matrices C}, i € Z sont absolument sommables et {§,}
est un bruit blanc faible. Cependant, ils réservent le nom de moyennes mobiles

vectorielles (VMA) aux processus non-anticipatifs :
Zi =) Ci, ;. (3.2.3)
=0

Lorsque {§,} est un bruit blanc fort, on constate que les processus VMA(o0)

définis par 3.2.3 satisfont ’hypothese 3.1.

Dans la présente représentation, le processus {§;,t € Z} est iid alors que dans
celle de Wold, ces innovations sont seulement stationnaires au sens faible. Le fait
qu’elles soient iid permet de construire plus facilement les théories asymptotiques.
Dans la suite, nous allons rappeler les mesures de dépendance introduites par Wu

(2005) et aussi la propriété de Contraction Géométrique des Moments (CGM).

Soit {&;,t € Z} un processus iid, posons €; = (...,&—1,&;) et Z, = G(g;) ou

G est une fonction mesurable. Posons également :

Z:ﬁ = G( : '5—275—1752}7517 s 7515—17515) = G’(E;% (324)

ong, = (...& 5,6 &, ... &_1,&). Posons aussi pour tout k € 7Z :

]:k = a(...,ﬁk—l;gk)ﬂ
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la o— algebre engendrée par (...,€x_1,&x) et Pi(-) l'opérateur de projection :
Pk(Zt) = E(Zt|fk) — E(Zt|fk_1), VteZ.

Définition 3.1. Pour tout p tel que 2 < p < 4 et pour tout t, les scalaires d,+ et

Tpt définis respectivement par :

Opt = 1% — Z)|l,, (3.2.5)
et

Tyt = |[Po(Z:)|],, (3.2.6)
représentent respectivement les mesures de dépendance physique et de dépendance
prédictive.

La notion de dépendance physique a été introduite par Wu (2005, p. 1450)
dans le cas des processus univariés et généralisée par la suite aux processus mul-
tivariés par Liu et Lin (2009, p. 250) et Wu et Zhou (2011, p. 1399). L’expression
(3.2.5) mesure le changement physique de Z; apres la modification qui a été ap-
portée a g; tandis que l'expression (3.2.6) mesure 'effet de I'observation initiale

sur les observations futures.

Le processus {Z;} est dit faiblement p-stable si :

oo
Z (5p7t < o0,
t=0

alors qu’il sera dit fortement p-stable si :

00
E Tpt < OQ0.
t=0

En d’autres termes, cette derniere condition signifie que 'effet cumulé de 'obser-
vation initiale sur les observations futures est fini (Wu (2007, p. 13), Wu et Zhou

(2011, p. 1399)).

La contraction géométrique des moments est aussi importante pour traduire
la faible dépendance entre deux processus. La définition 3.2 permet de mieux

appréhender en quoi consiste cette propriété. Ici, un autre couplage du processus
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{e:} semblable a celle de I’équation (3.2.4) consiste a poser :

Z: = G( . '6/—275/—1752)7517 s 7515—17515)7

ce qui nous mene a la définition suivante.
Définition 3.2. Le processus {Z;} est dit CGM(p) s’il existe o« = a(p) € (0,1)
et C'> 0 tel que :

|Z: — Z7||, < Cat, Vt. (3.2.7)

Si {Z;} est CGM(p), alors {Z,} est p-stable (Wu (2009, p. 456), Wu et Zhou
(2011, p. 1400)).

3.3. DISTRIBUTION LIMITE DES COVARIANCES CROISEES

La distribution limite d'un vecteur de taille fixée des autocovariances échan-
tillonnales est une étape importante de notre démarche. Basé sur ce résultat, un
résultat nous permet d’obtenir la distribution asymptotique de notre statistique
de test. Sous les conditions du théoreme 3.1, on montre que la distribution asymp-
totique est normale. La preuve repose sur des arguments que 1’on retrouve dans
Wu (2011, Théoreme 3). Notons que les résultats précédents étaient établis pour
des autocovariances échantillonnales, alors que dans le cadre de notre travail, nous
avons besoin d'un résultat pour les covariances croisées échantillonnales.
Théoreme 3.1. Soient m € N*, sous les conditions de I’hypothese 3.1, si X, Y €
L* et que le processus {Z, = (X;,Y;)"} est CGM(p) pour p =4 alors :

Axy (—=m) — yxy (—m)

W2 A (0) = (0) | B Nt (0,5), (3:3.1)

Axy(m) — yxy(m)

avec,

Y, = E(DDy),
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Dy = > P(Wy) e l?

t=0

W = (VX7 Y7.X)

Yt,m - (}/t)}/t—l cee 7}/15—m)—r7

Xt,'m = (Xt—'m; S 7Xt—1)T~

Preuve : On commence par faire la preuve pour les termes 4xy(j) ou j fixée

et0<j7<m-—1.0na:

Axv(j) = n7t Z XiYi—j =n"' Z Xth_j—l-n_l Z XeYi-j,

t=j+1 t=54+1 t=m+1

et donce

iy (j) = nV2 Z XY +n/? Z XYy,

t=j+1 t=m+1

= n_1/2 Z Xt}/t_j—l-OP(l).

t=m+1
Nous avons pour ¢ = p/2, [|[Po(X:Yi))ll; = |[[E(XiYijleo) — E(XeYijle-a)l],-

Puisque {-:E), €j, J € Z sont iid,
E(XYi—jle-1) = B(X;Y,_jle1) = B(X.Y;_,eo),
ot (X, Yt/)T — G(g,) ot €, est donné dans la Définition 3.1.
Ainsi, d’apres 'inégalité de Jensen et I'inégalité du triangle,

1Po(XeYep)lle = [(B(XeYery = XY, )leo)llg < |1 XeYemy — XYl

= [[(Xe = X)Yerj + X, (Yiey = Yi_)los

< 1O = X0 Yargly + X0 Vi = Y )y

<X = Xl Vil + Yig = Y 111X,
< 11X = Xl Zemslly + 1Yies = Y L1,
< (1% = Xl + ey = Vi)
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ol kp = supje (|| Zi[,)- Or,
1Xe = Xillp < [1Ze = Z,llp = 0p,

et

/

||Yt—j t ]||p < ||Zt J Zt—j”P = 5p,t—j'

Ceci entraine alors pour p = 4 que :

ZHPO Xth J ||q <Z§pt+zé,t ]) Fop-

t=0

/

Pourt —j <0, Z;,; = Z;_j et Opr 5 = ||Z¢j — Z;_4ll, = 0. Il en découle que :

ZHPO (XeYij)lly < <Z(5,t+25,t ]> ﬁp—2np26pt<oo

t=0

D’apres Wu (2011, Théoreme 3) :

n

n'? Yy () —vor ()} = V7Y XY — B(XGYi)} + op(1)

t=m+1

=S N (O,E(DOjDOTj)) ,

ou Dy; = Z Po(X¢Y:—;). Le méme raisonnement se fait pour les termes 4y x(7)

OU]ﬁX€€€t1<j<m—1

Pour généraliser le résultat au cas vectoriel, nous allons utiliser 'astuce de
k
Cramer-Wold. Pour toute combinaison linéaire Y a;yxy (;) ot les indices 71, . . ., ji
=1
sont compris entre —m +1et m—1, on a:

k
3 ety = 35 (o) ont

=1 t=m+1

|z ]+

avec j, = 5

Let g =

k
Il suffira de montrer que le processus {> a;.X,_ Yt € Z} est fortement
=1
p-stable. Pour ce faire :

k
1Py <Za1X Vi )Hq = 1P (XY ) o
=1

=1
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k

> leal 11Po (X, Yiy ) Ml

=1

k
!
S loul (11X oGy + 11,8yt )
=1

IN

IN

On obtient alors pour p =4 :

o k k o , o
Z [P0 <E O‘Zthl/Ytjf) e = Z o] <||th{||P25p,tj§/ + HYtj;/HPE‘;p,tj;) '
t=0 =1 =1 t=0 t=0

< 0.

Le méme théoreme s’applique donc et on obtient :

k k

> adxy () = Y aryxy (i) 5 N (0, B(Doxc D))
=1 =1

avec

0o k
Dox = ZPO <Z OélXt_jl’Yt—jl”> :
t=0 I=1

La distribution asymptotique d’un vecteur quelconque des Yxy (7) est alors dé-

duite, et l'expression de Dy est mieux comprise en observant que :

XiemYi — BE(Xi_nY))
Axy (=m) — yxy(—m) :
XY, — B(X 1Y)
n'/? Axy (0) — vxv(0) = n'/? Z XY — BE(X.Y) +or(l),
: e XiYeo1 — E(Xth—l)

Axy (m) — yxy (—=m)

Xt}/tfm - E(Xt}/tfm)

= 072> {Wi— E(W,)} +op(1).

t=m+1
La condition de p-stabilité englobe celle de Hannan (1976), a savoir que les mo-
ments conditionnels d’ordre 1 & 4 sont constants. En effet, si {X;} et {Y;} sont des

o0 o0
processus MA(00) Xy = > ajiun—i, Yz = Y gt —i, et Fy—q toute I'information
i=0 i=0
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disponible avant la date ¢ et qu’on suppose :

E(ui|Fio1) = ¢,

E(uiuj| Fio1) = co,
Eluigujpur )| Fe1) = ca,
B(uigujoup gure) | Foe1) = Ca

ou ¢1, ¢, c3 et ¢q sont constants par rapport a ¢ et pour tout 4,7, k,[ € {1,2},

alors le processus Z; = {X,;Y;;;,t € Z} vérifie > m,, < oo pour tout 0 < p < 4,
t=0

ot mpr = > ||Po(Zj1)|lp- Ceci est aussi expliqué dans la Remarque 6 de Wu et
=0

Min (2005). La preuve est présentée au Lemme 3.1 en annexe.

3.4. LA STATISTIQUE DE TEST
En posant :

Ty = {7x(0) a1} S {y (0 amsn }

on a sous ’hypothese de non corrélation :

pxy(—m)
D21 (0) | 5 Noea (0,T,) (3.4.1)
pxy(m)
ou :
Axy (7)

= ,—m < j < m.
{3 (O} (3w (0}
En applicant le produit scalaire aux deux membres de I’équation (3.4.1), la conver-

ﬁXY(j)

gence en distribution est aussi vérifiée pour les formes quadratiques obtenues. Il

en découle d’apres Box (1954, Théoreme 2.1) que :

m 2m~+1
R N L
n Y D)= ) Aexdy (3.4.2)
j:—m k=1
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Les variables aléatoires x7,, k = 1,...,2m + 1 sont des lois de khi-deux a un
degré de liberté indépendantes. Les scalaires Ag, &k = 1,...,2m+1 sont les valeurs
propres de la matrice I',,. Ce résultat a été utilisé par Francq et al. (2005, p. 536).

Si la matrice I'),, est inversible, alors :
TN W S S (3.4.3)

avec P = (pxy(—m),..., pxv(0),.... pxv(m))".
La matrice des variances et covariances I',, n’étant pas toujours inversible
(voir Francq et al. (2005, Remarque 3.2)), c’est la statistique de 1’équation (3.4.2)

qui sera utilisée.

3.5. ESTIMATION DE LA MATRICE DES VARIANCES ET COVARIANCES

Il a été vu que X, = E(DoDJ) et Dy = > Py(W,) € L?. D’autre part,
=0
Dy = (Dyj)—m<j<m et pour —m < ji, jo <m

1
E(Dgj, Dyj,) = 1 {E(Dyj, + Dyj,)* — E(Dgj, — Doj,)*} -

Dojy + Dojy = 3 Po(X,_y Y,y + X, ¥, n),
t=0

avec j, = |jl|2_jl et j, = |jl|2+jl, [ =1,2 et on a (voir Shao (2011, Lemme A.2)) :

2
E(Doj, + Dojp)” = ECOV(thjiy;fjf + thjéy;fjg7Xt7k7jiy;fk7j1/ + thkfj;thkfjg)?
k€L
2
E(D()jl - D()jz) = ECOV(thjixftfjf — thjéy;fjg’thkfjiy;fkfjf — thkfjéy;fkfjg)’
k€L
On obtient donc apres développements que :
1
E(Dyj, Dyj,) = B COV(Xt—ji}/t—j’l’7Xt—k—j;}/t—k—jg)
keZ

1
+§ Z COV(Xt—j; Yt_j;’ ’ Xt—k—ji}/t—k—ji/ ).
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Si pour tout ji,7, tels que —m < j1,j2 < m, les processus, {Xt_tit_ji/} et

{X,_ j;Yt_ j;’} sont stationnaires en covariance, alors pour tout £ € Z,

X

t—k—j;Yt—k—j;’

) = cov(X,_ .Y,

NG
Ja =g

X

t+k—j,

Y,

Cov(Xt_ti ke ),

gy
ce qui conduit en passant a la somme :
§ COV(Xt—ji}/t—j’l’PXt—k—j;}/t—k—jg) - § :COV(Xt—jéYt—jg’Xt—k—jiyt—k—ﬁ/)'
keZ keZ
Ce qui méne au résultat suivant :

E(Dy;,Doj,) = ZCOV(Xt_jiyyt_ji’)Xt—k—jéyt—k—j;’)’

keZ

== E COV(Xt—j;}/t—jg , Xt—k—ji}/t—k—ji/ )

ke
On obtient finalement sous cette condition que :
pIN— Z cov(W, W), (3.5.1)
ke
ol

Xt—m}/t

Xe1Ys
Xy |- (3.5.2)
XY

W,

Xt}/t—m

La décomposition de Wold pour le processus {W,} s’écrit :

Wt =u; + Z Bi’ll,t_i, (353)

i=1
ou {u;} est un bruit blanc faible de dimension 2m + 1. Sous les conditions

STIBi|| < oo, det <12m+1 + ZB@”) # 0 pour |z| < 1 et X,, = var(w,) est
i=1 =

=1
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une matrice non singuliere, W, admet la représentation AR(co) :

ABW, =W, - > AW, =u,, (3.5.4)

i=1
avec i [|Ai]| < oo et det{A(2)} #0si |z] < 1.
i=1

Il est d’usage a ce niveau de considérer 27%,, comme la densité spectrale a la

fréquence zéro du processus {W;}. On obtient :
S, = {A)} 8. {A) L (3.5.5)

Berk (1974), Francq et al. (2005), Den Haan et Levin (1994) ont montré
que la matrice des variances et covariances X, peut étre estimée de maniere
convergeante en ajustant un processus autorégressif d’ordre p = p(n), tel que
p — oo et p®/n — oo lorsque n — oo. Nous allons montrer dans le cadre de
ce document que ces mémes résultats demeurent valables sous les conditions de
I’hypothese 3.2.

Hypothese 3.2. Les processus {X¢} et {Y;} sont tels que {W} défini en (3.5.2)
admet la représentation (3.5.4) avec ||A;|| = o(i™2) quand i — oo, les racines
de Uéquation det{A(z)} = 0 sont a Uextérieur du cercle unité et Xy, = var(u)
n’est pas singulicre. De plus, le processus {Z; = (X;,Y;)"} est CGM(k) et est

stationnaire d’ordre k, pour tout k tel que 1 < k < 8.

Le théoréme suivant s’inscrit dans la méme logique que Francq et al. (2005)

et Den Haan et Levin (1994).

Théoreme 3.2. En notant A,1,...,A,, les coefficients de la régression multi-

variée par les moindres carrés ordinaires de Wy sur Wy_q,... ., Wy, pour t =
N P . .

L...,n—m, Ay(1) = Iony1 — D Ay, et By, Uestimateur de la matrice des

i=1
variances et covariances des ETTEUTrs, nNous avons :

2, ={A4,(1)}78, . {4,017} = {A)} Ll {A() T} (3.5.6)

en probabilité lorsque p = p(n) — oo et p*/n — oo lorsque n — oo.
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Preuve : 11 suffit de montrer que zzlp(l) et iup,up convergent en probabilité
respectivement vers A,(1) et X,, lorsque p = p(n) — oo et p*/n — oo. La
démarche est similaire a Francq et al. (2005, Théoreme 5.2) et s’appuie sur les

Lemmes 3.2 & 3.7 présentés en annexe.

3.6. SIMULATIONS

Dans la section précédente, nous avons présenté la procédure d’estimation de
la matrice des variances et covariances de méme que la statistique de test pour la
non corrélation sous faible dépendance entre deux processus. Pour apprécier les
propriétés a distance fini de cette procédure, nous allons présenter les résultats de
simulation de Monte-Carlo destinés a étudier le niveau exact du test en question.
Pour comparer la distribution exacte des statistiques de tests a ceux de la vraie

distribution, le modele suivant a été utilisé :

X; = (11/30)Xe—1 — (1/30)X¢_s + us,

i = (1/2)Yi_1 + e
Les processus {u:} et {v;} sont donnés par :

w = &+E& .,

ve = &+, —2/3

Les processus {{;, t € Z} sont iid et suivent une loi U(—1,1).

Les processus {X;} et {¥;} sont autorégressifs non corrélés admettant cha-
cun une représentation moyenne mobile infinie avec des innovations dépendantes.
Nous examinons la fréquence empirique de rejet de I’hypothese nulle de non cor-
rélation aux seuils de 5% et 10% , respectivement. Ceci a été fait pour des tailles
d’échantillon n = 100, 200, 300, 500 et 1000 et des ordres d’autocorrélation croi-
sée m = 3,5,7,10 et 12. Pour chaque valeur du seuil, de taille d’échantillon et
d’ordre d’autocorrélation, un total de 1000 réplications ont été faites, et a chaque

fois, la fréquence empirique de rejet de I’hypothese nulle de non corrélation a été
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reportée. Les statistiques suivantes font partie de I’étude :

Qi(m) = n D Py (i), (3.6.1)
Q2(m) = ”Z H_Lmﬁg(y(j),

ont été considérées. Les quantiles empiriques ont été calculés en utilisant 1’algo-
rithme Imhof du package CompQuadForm développé par Duchesne et Lafaye de
Micheaux (2010). Ces deux statistiques ont été comparées a la statistique du test

de Haugh :

Q()QQ :nz

]——m

|j|pXY ) (3.6.2)

Nous parlons de la démarche de Haugh quand nous supposons que cette statistique

suit asymptotiquement une loi de khi-deux a 2m + 1 degrés de libertés.

Les résultats sont présentés dans les Tableaux 3.1 et 3.2.

TABLE 3.1. Niveau empirique des statistiques de test au seuil de 5%.

5%
n = 300 n = 500 n = 1000
m | Qi(m) Qa(m) Qu(m) | Qi(m) Qo) Qu(m) | Qi(m) Q2(m) Qu(m)
3| 0.040 0.040 0.104 | 0.062 0.062 0.116 | 0.050 0.050  0.070
5 0.062 0.062 0.128 | 0.052 0.052 0.174 | 0.058 0.058 0.112
71 0.044 0.046 0.182 | 0.054 0.056 0.256 | 0.042 0.042 0.136
10| 0.062 0.066  0.272 | 0.050 0.054 0.428 | 0.046 0.046 0.168
12| 0.048 0.050 0.336 | 0.058 0.064 0.558 | 0.066 0.058  0.178
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TABLE 3.2. Niveau empirique des statistiques de test au seuil de 10%.

10%
n = 300 n = 500 n = 1000
m | Qi(m) Qz(m) Qu(in) | Qi(m) Qa(m) Qu(mn) | Qi(m) Q2(m) Qu(in)
3 0120 0.120 0.198 | 0.108 0.108 0.172 | 0.114 0.114 0.104
51 0.086 0.086 0252 | 0.112 0.114 0.206 | 0.126 0.126  0.166
71 0.098 0.100 0.354 | 0.104 0.104 0.268 | 0.084 0.086 0.218
10| 0.090 0.092 0.550 | 0.092 0.096 0.380 | 0.088 0.092 0.246
121 0.078 0.086 0.654 | 0.082 0.088  0.426 | 0.086 0.092  0.306

Il apparait dans les deux tableaux que les seuils théoriques des statistiques
de test Q1(m) et Q2(m) définies a I'équation (3.6.1) sont proches des seuils théo-
riques. Par contre, celles du test de Haugh Qg (m) définies en (3.6.2) sont plus
¢éloignées du seuil théorique. De ce fait, utiliser les tests de Haugh pour juger de
la non corrélation peut étre trompeur car la distribution asymptotique n’est pas

correcte quand il existe de la dépendance dans les séries chronologiques.

3.7. CONCLUSION

Dans ce document, il a été question de tester la non corrélation sous faible
dépendance entre deux processus stationnaires. La faible dépendance a été consi-
dérée suivant 'approche des mesures de dépendance physiques et prédictives de
Wu (2005). Cela a permis sous les conditions de stabilité d’obtenir la distribution
asymptotique des vecteurs des covariances croisées. Ce résultat est plus général
que celui qui a ’habitude d’étre obtenu sous les hypotheses d’indépendance ou

des conditions de Hannan (1976).

D’autre part, I’estimation de la matrice des variances et covariances des co-
variances croisées s’est appuyée sur les approches de Francq et al. (2005) et Den
Haan et Levin (1974), s’inspirant de Berk (1974). Malgré la contrainte due a I’ajus-
tement VAR d’un processus multidimensionnel, cette approche permet néanmoins
de contourner la nullité des moments conditionnels d’ordre quatre. C’est cette der-

niere qui jusqu'ici a été utilisée dans la plupart des articles. La nouvelle approche
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présente aussi un cadre dans lequel le test de non corrélation peut directement

étre appliqué sur les données brutes.

Les tableaux des simulations montrent que les seuils empiriques de 5% et 10%
sont proches des seuils théoriques. La statistique de test construite se comporte
mieux que celle de Haugh (1976) dont la distribution asymptotique est erronée

en présence de dépendance.
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ANNEXE

o0 o0

Lemme 3.1. Soient Xy = ) ajiur—; et Yo = Y agug—i deux processus linéaires
i=0 i=0

tels que pour tout 4,4, k,l € {1,2} :

E(ui,t|ft71) = O,
E(Ui,tuj,t|ft—1) = (2,
Euipujupe)| Fio1) = cs,
E(uiujupiuig)| Fie1) = ca,
ot Fr =0 (... U1 4-1,U¢—1, U1, U2y) €St la o— algébre engendrée par :
(~ coy ULE—1, U2,6—1, Ul t, Uz,t) )
o0
alors le processus Z; = { XYy} vérifie Y mpe < 00 pour tout 0 < p < 4, ou
=0

Tt = 2 [1Po(Zsa)lp-

Preuve : Posons u;; = wg, ugy = ¢, a1; = @; €t ag; = b;. Pour tout 1 > 0 et

pour tout ¢, on a :

o0
E Cbkblut—kvt—l+j,

0 1=0

]2

XthJrj =

ey
i

o0 o0 o0
= a¢hey juovo + agug g blvt—l+j+vobt+j§ agte—k + E apbite—k V145,

=0 k=0 k,1=0
I#t+3 k#£t k£t
I#t+j

- At,j —I— Bt,j —I— Ct,j —I— Dt,j~
D’autre part, Po(X:Yit;) = Po(Arj) + Po(Bej) + Po(Ct;) + Po(Dy ;). De plus :

Po(Ary) = E(Ay;|Fo) — E(An | Fo1) = Elahi—juovo|Fo) — E(abe—juovol F-1),

= CLtbt_quU() — CQCLtbt_j = CLtbt_j (UOUO — CQ) = atbt_jPo(uovo).

Po(Bt;) = Polarug Z bive—iyj) = Z arbPo(uoVe—iy),
=0 =0

I£t+j I£t+j
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= Z atbiPo(tove—i45) + Z arbPo(uoi—i4;),

t—14j<0 t—I+45>0
= g asbrve—i45Po(uo) + g a¢biciPo(uo),
t—14j<0 t—I+45>0

car pour t — [+ 35 >0, on a:

Po(uove—ir;) = FEluovi—iyj|Fo) — E(uviiyi|F-1),
= uoB (V115 Fo) — E(uoveiyj|F-1),
= ugE{E (i1 F0)| Fioiyj1} — B{E (uovei 5| F 1) Fimryjor},
= ugE{E (15| Fimiyj1)[Fo} — E{uo B (veiqj| Froryj—1)|F-1)}
= wE(a|Fy) — E(ugei|F-1),
= o {u — E(uolF-1)},

= ¢1Po(up).

PO(Ot,j) = P UObt+j Z rUi—p | = Z akbt+jP0 (Uout—k) )
o =i
= Z arbey;Po (vowe—r) + Z arbiyiPo (Vot—r) ,

t—k<0 t—k>0

= Z akbt+jut_k730(vo) + Z ClCLka_jP()(U()),

t—k<0 t—k>0
car pour t — k > 0 le méme raisonnement s’applique que pour le cast —1{+ 7 >0

ci-dessus. De plus,

o)

PO(Dt,j) = Po Zakblut—kvt—l+j ,

k£t
I£L+]

= Z apbiPo(Ue—kVe—i1j),

k£t
I£t+j

= 0,
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carsit—k>t—1[0+j>0,alors:

Po(te—rve—ivj) = E(u—pvimiyi|Fo) — B(Ue—pVeiyi]| F-1),
= EAE(u—ste—is|F0) | Fropor} = BB (mpvi—i | F ) [ Fropr }
= Eveiy i B(ui] Frov)[Fo} — E{veig i B(up| Feop1) | F-1 ),
= i {E(vmisiFo) = E(uimiag| F-1)} = c1Po(vi-iry) = 0.

Sit—k<t—[1+47 <0, alors:

Po(te—rve—irj) = E(ue—pvemiyi|Fo) — E(tempVimiys|F-1),
= Ut kU5 — Ut— kY145,

= 0.

Le méme raisonnement s’applique pour t —k >0>t¢t—[1+j,t—14+j>0>t—k

et t — 1+ j=1t—k. On trouve alors que :

Po(XiYiy;) = awbe jPol(uovy) + Z acbive— 14 Po(uo) + Z arbici Po(ug) +

t—I4+j<0 t—14+5>0

Z akbt+jut kPO Uo Z Clakbt+jP0(U0)

t—k<0 t—k>0

Ceci entraine que :
| E{Po(XeYerj)H < Ko (|ae|[be-;| + ae| + bersl)
ol

Ko = 4 max{ﬁly B, 53};

B = E(|Po(uovo)),

ﬁg = |730 U() {E Ut + |C1|} Z |bl
>0

ﬁg = |730 UO {E ut + |Cl|} Z |CLk|
k>0

Il en découle alors que ) |E(Py(XiYiy,))| < oo.
=0
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Lemme 3.2. Sous l’hypotheése 3.2, on a pour tout ji, jo tels que —m < j1, 50 < m :

Z|COV , X Y, )| < oo,

t+]1 k4o " t+k+js
keZ

s 0 qitlad N I [
ou g, = "5 et gy = 1 =1,2.

Preuve : La preuve est similaire a celle de Wu et Shao (2004, Proposition 2).

On a sous 'hypothese de non corrélation et pour un k& donné :

Q = COV(X ,/Y 1 X ,/Y ,//)’

gy gy Ntk Ttk

= B(Xp Ve Xy Vet

57 M tAkAgy T b4k,

= B(X, . Y» X

N . Y NG .
J1—3Jo" g1 —jo~ " k+ja—do~ k+j, —]O)’

= E(XoXum Xy Xims)-

Ceci & cause de la stationnarité du processus {X,, . Yo X v} telle

t+j; t+k+j t+k+]
que supposée, jo = min(jy, jy , k + jo, k + jy) et 0 < my < my < m.
Le quadruplet (Xo, Xy, , Xy, Ximg) avec 0 < my < mgy < mg est une permu-

tation possible de (X/ Yo X, o .Y

Cior Y3 o Xl —jor Yl - ) de telle sorte que les indices

soient mis dans cet ordre croissant, la variable X peut prendre chacune des valeurs

X jimior Vit —ior Xrrsymso O Yieasy =

Posons my = 0 et Yy = X,y Xony, Xony, 00 & alors :
Q = B(XoXo, Xy Xony) = B(YoXon) = E(Vy(Xomy — X)) + E(o X)),

Or Yj étant indépendant de X, E(YOX;M) = E(YO)E(X;M) = 0 car E(X;m) =

ms?

0, ceci par définition des processus {X;} et {Y;}. D’apres 'inégalité de Holder et
de Jensen :

[ B{Y0 (X = X D < 11Xy — X, [l Yollags.

Puisque les processus {X;} et {Y¥;} appartiennent & L*, on a :
1Yollaza = | Ximo Xy Xons [lags < C1,

ou (] ne dépend pas de mg, m; et mo.
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D’autre part, d’apres la propriété CGM(4) du processus, (Xy,Y:) ", [|[ X, —
X,o,lla < Cor™s. On obtient done en fin de compte @ < Cr™, ot C' est une
constante et 0 < r < 1. En effet, m3 = m3(k) — oo, lorsque k — o0o. On déduit

alors que :

Z|COV(Xt+j1}/t+j1’7Xt+k+jé}/t+k+jg)| < 22 Z | E(Xo X, Xy X )|

kcZ 5=0 (m1,ma,m3)eL(S)
o0
< Z Cr® < oo,
s=0
ou C' est une constante et L(s) = {(m1, ma, m3) € Z : maxy<i<g |m;| = s}.
Considérons le probleme de régression de Wy sur Wy_q, ..., W,_, :
p
Wi=> A, Wi+, up L{Wi1, ... Wi}
i=1

Posons A, = (A,1,...,Ay,) et W, = (WtT_l, Low T )T. L’équation de ré-

9 t—p

gression devient :
Wi=AW ,+up;. (3.7.1)
En empilant toutes les observations de p + 1 a n, on obtient :
Wpgr, o W) =AW,y o W)+ (Upprns s Up )

L’estimateur des moindres carrés ordinaires de A, est donc :

n

n
3 1 T 3 1 T
avec Xww = > WW, et ¥w w =5 > W, W, .

t=p+1 t=p+1

L’estimateur des moindres carrés de la matrice des variances et covariances

des erreurs est alors donné par :
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Lemme 3.3. Posons Xw w = EW,, W), Sww, = E(W.W]

ot); 1) alors :

SUP Max,s (HEW 1 1w HEW ||>

RASY) ’—p

Preuve : Elle est similaire & Francq et al. (2005, Lemme A.2).
Lemme 3.4. Soit 1, ; = Xy Yoo ou j = %m et j = |T st pour tout
k,j1,j2, s € Z, le processus {ne i, Nets joMe-+k,j1 Me+k+s,jo } €St stationnaire par rapport

at, et le processus Zy = (X, Y:)| est CGM(8), alors, nous avons :

sSup § |B( 77t,J177t+s,J277t+k,J177t+k+s,J2)| < 00.
{(s€Z} ez,

Preuve : La preuve est la méme que celle du lemme 3.2 et s’appuie aussi sur
Wu et Shao (2004, Proposition 2).
Lemme 3.5. Sous les hypothéses 3.1 et 3.2, p1/2||flw w,~ 2w, w,l, P2 Sw w—
Swwll, et 2| Eww — Yww | convergent en probabilité vers zéro, lorsque

p

n — 0o et p = o(n'’?), avec :

. 1
Sww = —— Z wW,Ww,,
pt =p+1
et

Sww = E(W,W,").

Preuve : Elle est identique a Francq et al. (2005), en constatant que, pour iy,

19 tel que, 1 < iq,i0 < p et ly,ly tels que 0 <[4,y < 2m + 1, I'élément de la
ligne {(iy —1)(2m+1) + {1} et de la colonne {(is —1)(2m+ 1) + {2} de est de la
1 (4)

n
@) o B
forme, ~— t Z+1 me owig = min(iy,ia), 0 = Xy Yy o Xy Y
=Po

jlzll—m—l,jgzlg—m—l,jl:]H_']l'etj WT_jl,lzl,Z
Lemme 3.6. Soit A) = (Ai,...,Ay) oi les A; sont définis dans ['équation
(8.5.4) alors,

p1/2||A; — A, = 0 lorsque p — oo. (3.7.2)

Preuve : On a :

‘/‘ft - AW t_l_’l,l/p’t,

——pP—0>,
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= AW,  + Z AW, + uy,

i=p+1

_ * *
= AW . +u,,.

—0P

En faisant la différence du premier et du dernier terme de droite, on a :

(Ap - A;) W, =up—u,

Dt

En multipliant les deux membres par E;t et en prenant l'espérance, 'orthogo-

nalité entre u,; et {Wi_1,..., W;_,} permet d’obtenir :

* -1
A, A, =-Yuw, Eﬂpﬂp’

ou Yy w =L (u;thTt). En considérant les résultats du lemme 3.3, il suffit de

montrer que || X, w || converge vers zéro lorsque p — oco.

On a :

HEU*

p

wll = 1Y AEW_W,) <D AkE (W aW,)) |-
k=1

1=p+1

Or, d’apres les proprié¢tés de la norme matricielle utilisée,

T 1/2
IE (W aW,0) | < @+ 0pPE(X, Y, Xy Y )l
< IXelZYel
On en déduit alors que :
B w || < CpY2 Y | Aviall,
k=1
ou C' est une constante. Vu I'hypothése suivant laquelle, ||A;|] = o(i72), on a

p > || Arik]] = 0(1) lorsque p — oo, ce qui donne le résultat.
k=1

Lemme 3.7. Sous les hypothéses 3.1 et 3.2,

1/2||%—1 oyl _
p ||Emp,mp Emp,mp” OP(l))

||Ap_ép|| = Op(1)7

lorsque n — 0o, p = o(n'/?) et p — oco.
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Preuve : Avec les hypotheses 3.1 et 3.2, la démarche est similaire a Francq et

al. (2005, lemmes A.6 et A.7).



Chapitre 4

SUR L’ESTIMATION ET LA VALIDATION
DES MODELES PERIODIQUES
MULTIVARIES ET COINTEGRES

4.1. INTRODUCTION

Les phénomenes naturels présentant des caractéristiques qui varient dans le
temps sont d'un intérét particulier dans I’étude des données temporelles. Les
exemples courants sont les processus saisonniers tels que la température, le débit
des cours d’eau et le transport aérien. Une classe de modeles qui permet d’étu-
dier ces phénomenes est celle des modeles périodiques. Dans ces modeéles, les
parametres peuvent varier d’une saison a une autre alors que dans les modeles
de Box et Jenkins de type SARIMA et VARMA, ils sont les mémes pour toutes
les saisons. Les modeéles de séries chronologiques périodiques ont été appliqués en

économie, en météorologie, en hydrologie et bien d’autres domaines.

Pour mieux représenter les processus périodiques, il est nécessaire de pouvoir
identifier pour chaque observation la saison a laquelle elle correspond. Par consé-
quent, le parametre d’indexation dépend de la saison. Ainsi, dans la définition
du processus périodique Y = {Y,t € Z}, on pose t = sn + v, ou s représente le
nombre total de saisons et ¥ = 1,...,s une saison donnée. Ces processus repré-
sentent ainsi une succession de cycles complets de saisons. Ces cycles complets
sont indexés par n € Z. Un des exemples les plus courants de cycle complet de

saisons est 'année. La notation ¢ = sn + v réfere a saison v de 'année n + 1.
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Certains auteurs se sont penchés sur 'estimation, la prédiction et 'inférence
dans le cadre des séries chronologiques périodiques univariées. On peut citer les
travaux de Jones et Brelsford (1967), Pagano (1978) et Tiao et Grupe (1980).
Dans le contexte des modeles multivariés, on retrouve par exemple Birchenhall et

al. (1989), Franses et Paap (2004) et Ursu et Duchesne (2009).

Ces études supposent que les séries univariées étudiées sont stationnaires au
sens périodique. Ce n’est pas toujours le cas. Tout comme dans le cas non pério-
dique, la non stationnarité peut étre due a la présence de racines unitaires dans la
représentation périodique autorégressive (PAR). On parle ici d’intégration au sens
périodique. En présence de racines unitaires, il faut corriger la non stationnarité
avant de procéder a I'estimation. Dans les modeles non périodiques univariés, ceci
se fait en général par la différentiation dont 'ordre dépend de la multiplicité de la
racine unitaire présente. Dans les modeles périodiques, le filtre peut s’avérer plus
compliqué que la différentiation classique. On parle de quasidifférentiation, en
plus de I'application du filtre classique. Le modele obtenu apres différentiation ou
quasidifférentiation est le modele & correction d’erreurs. Osborn (1988) et Franses
(1994) ont discuté des arguments théoriques sur la présence et la conséquence des
racines unitaires dans les modeles périodiques. Boswijk et Franses (1996) ont pro-
posé un test de racine unitaire périodique et ont également analysé les effets de

celle-ci a travers une représentation périodique autorégressive.

Toujours dans le cas périodique univarié, la présence de racines unitaires en-
tralne l'existence de combinaisons linéaires des séries des différentes saisons qui
sont stationnaires au sens périodique alors que la série en elle-méme ne l'est
pas. Cette propriété est appelée cointégration. Franses (1994) et Franses et Paap
(2004) ont discuté de la cointégration entre les saisons dans un modele périodique
autorégressif univarié en analysant le processus obtenu en empilant le vecteur des
saisons. Boswijk et Franses (1996) et Boswijk et al. (1997) ont fait un travail simi-
laire sans passer par le vecteur de saisons. La technique d’estimation préconisée

était les moindres carrés non linéaires.

Il apparait ici que la cointégration dans les modeles périodiques peut aussi

apparaitre a la fois dans le cas univarié et multivarié. En d’autres termes, dans
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le cas multivarié, il pourrait exister des combinaisons linéaires périodiquement
stationnaires entre les saisons des différentes séries et entre les séries pour une
saison donnée. Ce qui fait de la cointégration un sujet trés important dans la
modélisation des modeles périodiques. Pour une saison donnée, le nombre de
combinaisons linéaires de séries périodiquement stationnaires est appelé rang de
cointégration dans la saison en question. La modélisation de la cointégration se
fait habituellement en trois étapes, a savoir la représentation, ’estimation et

I'inférence.

Dans les modeles non périodiques, la littérature sur la cointégration met en
exergue un certain nombre d’approches de modélisation. De tout ceci, trois ap-
proches principales sont connues pour tester la cointégration. Les deux premicres
sont celles en deux étapes de Engle et Granger (1987) et de Philips et Oulia-
ris (1990). Ces deux approches ne permettent d’avoir qu'une seule relation de
cointégration. Par la suite, nous avons celle de Johansen (1988), qui permet de
détecter plusieurs relations de cointégration. L’estimation se fait d’habitude en
deux étapes, a savoir l'estimation de plein rang qui ignore le rang de cointégra-
tion et l'estimation de rang réduit qui tient compte du rang de cointégration et
s’appuie sur un modele a correction d’erreurs. Ceci est connu plus couramment

sous le nom de technique d’estimation de rang réduit.

Le modele a correction d’erreurs, comme le nom l'indique, corrige le modele
naif qui ignore la cointégration en faisant apparaitre un modele complet qui tient
compte a la fois de l'intégration au sein de chaque série (stationnarité en dif-
férence) et de la cointégration entre les séries (stationnarité des combinaisons
linéaires). Le rdle du modele de plein rang est soit de construire le processus
stationnaire basé sur la combinaison linéaire des séries (voir Engle et Granger
(1987)) ou aussi de fournir des estimateurs initiaux pour 'estimation de rang
réduit. Ahn et Reinsel (1990) de méme que Yap et Reinsel (1995) ont estimé un
modele a correction d’erreurs a partir d’une procédure itérative dont la valeur

initiale était obtenue a partir de I’estimateur de plein rang.

Pour les modeles périodiques multivariés, Kleibergen et Franses (1999) ont

étudié la cointégration en imposant une structure dans les retards et en utilisant
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la méthode généralisée des moments pour estimer les parametres sous contrainte
de déficience de rang. Boswijk et Franses (1995a) se sont penchés sur une problé-
matique similaire dans le cadre de deux séries en faisant I’hypothese d’exogénéité
de la série multidimensionnelle, la variable dépendante étant considérée comme
générée par un processus unidimensionnel. Franses (1995) a utilisé une approche

similaire pour un processus bivarié.

Dans ce chapitre, nous procédons a l'estimation et a 1’étude des propriétés
asymptotiques des parametres d’un modele périodique multivarié cointégré a par-
tir de la technique d’estimation de rang réduit. Ce résultat généralise les travaux
de Ahn et Reinsel (1990) et Yap et Reinsel (1995) qui ont fait un travail simi-
laire dans le cas non périodique. Nous déterminons par la suite la distribution
asymptotique des matrices d’autocovariance résiduelles. Ce résultat permet de
construire un test de type portemanteau dont la distribution est approximative-

ment khi-carrée.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la section 4.2, nous
rappelons les notions fondamentales de stationnarité, de bruit blanc, de racine
unitaire et de vecteur autorégressif au sens périodique. La section 4.3 se penche
sur la modélisation de la cointégration dans les modeles périodiques multivariés
en proposant la représentation de la cointégration, les modeles de plein rang et de
rang réduit de méme que l'estimation et 'inférence sur les parametres obtenus.
Ces résultats sont utilisés dans la section 4.4 pour construire un test diagnostique
de type portemanteau a partir de la distribution asymptotique des autocova-

riances résiduelles. La conclusion est présentée dans la section 4.5.

Dans la suite du document, les symboles Lot B signifient respectivement la
convergence en distribution et en probabilité. Pour toute suite de valeurs réelles
{X,} et tout suite de termes strictement positifs {a,}, la notation X,, = O(ay)
pour tout n veut dire que la suite {X,,/a,} est bornée tandis que X, = o(a,)
pour tout n veut dire que la suite {X,,/a,} converge vers zéro. Pour toute suite
de variables aléatoires {Y,} et toute suite de termes strictement positifs b, la
notation Y,, = O,(b,) pour tout n signifie que Y,,/b, est bornée en probabilité

tandis que Y,, = 0,(b,) pour tout n veut dire que la suite {Y,,/b,,} converge en
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probabilité vers zéro. Pour tout entier naturel d > 0, la matrice identité d’ordre d
est notée I4. Les symboles L et B représentent respectivement I'opérateur retard
saisonnier et annuel. De ce fait, pour la série périodique {Y,t = ns+ v}, ou s est
le nombre total de saisons et n 'année, on aura LY ; =Y, 1 =Y, 5101 =Y,1,

et BYt = BYns+V = Y(n—l)s+y = YV,’fL*l'

4.2. PRELIMINAIRES

De méme que pour les modeles non périodiques, la modélisation ARMA peut
aussi étre faite pour les modeles périodiques. Cependant, dans I’étude de la sta-
tionnarité, s’il est jugé que le processus est non stationnaire due a une racine
unitaire, le filtre appliqué sera typiquement différent d'une saison a une autre. Il
semble que 'approche dominante dans la lignée des modeles de Box et Jenkins re-
pose sur l'utilisation des modeles ARMA périodiques (PARMA). Mais pour mieux
I’appréhender, il est important de définir I'équivalent des notions fondamentales
de la modélisation ARMA dans le cas périodique, a savoir la stationnarité et les
bruits blancs.

Définition 4.1. Le processus stochastique périodique {Y ,t = sn+v,n € Z, v =
1,...,s} de dimension d, Y, = (Yi(1),....Yi(d))" est dit périodiquement station-

naire de période s si et seulement si pour tout t = sn + v,

E(Yt) = M(l/)7

E{(Yern—plv +8) Ve —p)'} = Ti(v),

existent pour tout k € 7, et dépendent seulement de k et de v.

Nous avons aussi la définition des bruits blancs périodiques.
Définition 4.2. Le processus vectoriel {e;, t = sn+v, n € Z, v = 1,...,s}
de dimension d et de période s, avec €y = (g¢(1),...,5¢(d))", est un bruit blanc

périodique si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) E{(j)} <oo, j=1,...,d, Vt=sn+v,

(i) Be) =0, Vt=sn+u,
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(i) P (6,516;2) _ Y, siti =1ty =sn+v,
0, sinon.

Nous introduisons dans ce qui suit les modeles vectoriels autorégressifs pério-
diques. Dans le cas univarié, il est possible de considérer des modeles avec compo-
santes moyennes mobiles que 'on appelle modeles de type PARMA. Conceptuel-
lement, c’est également possible de considérer une telle généralisation dans le cas
multivarié. Cependant, méme dans le cas non périodique, les modeles VARMA
sont sujets a des problemes d’identifiabilité. Ainsi, dans le but de simplifier les
présentations, nous allons nous restreindre dans cette these a 1’étude des modeles
autorégressifs périodiques. D’un point de vue pratique, cette restriction n’est pas
sévere compte tenu de l'inflation sérieuse du nombre de parametres qu’implique

les modeles périodiques multivariés.

Le processus {Y;, t = sn+v, n € Z, v = 1,...,s} de dimension d et de
période s est un processus autorégressif périodique multivarié (PVAR) s’il est

périodiquement stationnaire et vérifie :

p(v)
st+y - Z ¢k(l/)st+V—k + Esntv, (421)
k=1
oun v = 1,..,s est la saison, s le nombre total de saisons et p(r) lordre du

polynéme autorégressif pour la saison v. Pour ¢ = sn + v, le vecteur Y, est la
réalisation du processus dans la saison v de 'année n+1,ou n=1,..., N, N € Z
étant le nombre total d’années. Les coeflicients ¢ () sont des matrices d’ordre
d x d. Nous supposons que le processus d’erreur {e;, t € Z} d’ordre d x 1 est un
bruit blanc périodique de matrice des variances et covariances E(g£]) = X, ot

t=ns+v.

On peut toujours considérer que p(v) = p, v € {1,...,s}, et de maniére

précise, l'ordre du processus étre supposé égal a r?ax }p(l/), ceci moyennant
v={1,...,s

que certaines matrices de coefficients soient nulles. On parle alors d’'un PVAR(p).

Dans le modele (4.2.1), la moyenne et la tendance ne sont pas prises en compte
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car elles sont supposées étre au préalable retirées des séries. Nous avons alors que

le processus est de moyenne nulle, ¢’est-a-dire F(Y 5,4,,) = 0, pour tout t = ns+wv.

Il apparait clairement que ce processus n’est pas stationnaire au sens de la
définition 1.2 car les corrélations et les variances dépendent de la saison. Cepen-
dant, il peut étre périodiquement stationnaire dans le sens que cov(Y;4,,,Y j1,) =
cov(Y;,Y ), pour tout entiers 4, j et pour tout n. Sous cette condition, le processus
est dit périodiquement corrélé, cyclostationnaire ou plus simplement périodique-
ment stationnaire. Dans un tel cas, une représentation alternative consistant a
empiler les observations saisonnieres pour chaque année est utilisée. Il s’agit du
vecteur des saisons. Cette idée a été évoquée pour la premiere fois par Gladyshev
(1961) et prise en compte par la suite par Tiao et Grupe (1980) et Osborn (1991)
dans le cadre des modeles périodiques univariés. Cette représentation est aussi
valable dans le cas multivarié. Pour ces modeles, on peut choisir d’empiler par

saison ou par série univariée.

Soit Y =Y, (v) = (Yeurn (1), ...,}Qn+y(d))T le vecteur de dimension d re-
présentant les observations de la série {Y, t € Z} pour la saison v de 'année n+1,
et aussi €, (V) = (Esniw(1), ., Eonsw(d)) . Sinous posons Y = (Y (1), ...,YI(S))T,

= (e, (1), 6T(5))T, alors le modele (4.2.1) admet la représentation :

n T

33

oY, =Y, +.+®pY, +e. (4.2.2)
Dans cette expression, P = |(p—1)/s|+1, ou | | représente la partie entiere. Les

coefficients ®;, k = 1,... P sont des matrices d’ordre (sd) x (sd) dont les blocs

®,[4,7], 1 <1i,7 < s sont des matrices carrées d’ordre d données par :
I, sii=1j,
®oli,j] = S0, sij>i,
—¢i_j(i), st 1< j,
i)k[l,j] = ¢i+sk—j(i) pour k= 1, Ceey P.

Dans le modele (4.2.2), les données ont été empilées par saison. L'un des avan-

tages de cette représentation est le fait qu’elle permet d’étudier la stationnarité
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suivant ’approche de Johansen (1988). Ainsi, le modele (4.2.1) est périodique-
ment stationnaire de période s si le processus {Y}, n € Z} définit en (4.2.2) est

n’

stationnaire, c¢’est-a-dire si les racines de 1’équation caractéristique :
det <¢)0 — @12 — ... i)pzp> =0 (423)

sont & 'extérieur du cercle unité.

L’estimation des modeles périodiques sous 'hypothese de stationnarité au sens
périodique a été faite par Pagano (1978), Li et Hui (1988) ainsi que dans Ursu
et Duchesne (2009). Lorsque la condition de stationnarité n’est pas vérifiée, il
devient nécessaire de faire intervenir d’autres techniques. L'une des raisons de
violation de la stationnarité est la présence de racines unitaires dans le polynéme

autorégressif de la représentation (4.2.2).

4.2.1. Racine unitaire et intégration

Nous commencons par la définition de l'intégration dans le contexte des mo-
deles périodiques.
Définition 4.3. Un processus stochastique périodique univarié {Y;, t € Z} de
période s est périodiquement intégré d’ordre un (noté PI(1)) s’il peut étre rendu

périodiquement stationnaire par l'application d’une filtre de différentiation pério-

diqgue (1 — a, L), v = 1,...s8, ou les coefficients, aq,...,as satisfont la relation
S
[]a, =1.
v=1
Si tous les coeflicients a,, v = 1,...,s valent un, on se retrouve dans le

cas typique des séries intégrées d’ordre un. La racine périodique englobe aussi la
racine saisonniere, ce qui fait de ceci une approche assez générale pour aborder
I'intégration. Les travaux sur l'intégration (simple, saisonniere, périodique) des
séries univariées portent surtout sur les estimations et les tests. Pour les séries
multivariées, la présence de racines unitaires engendre aussi des problémes de
cointégration entre les différentes séries. La notion de cointégration sera mieux
comprise ici a partir de la définition périodique autorégressive et de la technique

de modélisation qui sera proposée.
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4.3. MODELISATION DE LA COINTEGRATION DANS LES PVARS

4.3.1. Formulation du modeéle a correction d’erreurs

Soit {Y, t € Z} un processus stochastique de dimension d, ou :
Yt = (}/t(l)) s 7}/15(d))—r )

qui est donc un vecteur aléatoire de dimension d x 1 et t = sn + v.

Considérons le modele périodique :

p
st+V - Z ¢k(l/)st+V—k + ES’IH—V) (431)
k=1
oun ¢ip(v), v=1,...,8, k =1,... p sont des matrices d’ordre d X d et €g,4, =
(€sn+y(1)...,€sn+y(d))T est un vecteur de dimension d avec v = 1,...,s et n =
1,...,N. Pour t = sn+ v, les notations Y, Y, 4, et Y, ,, représentent la méme

quantité, a savoir la réalisation du processus Y pour la saison v de 'année n + 1.

Le modele (4.3.1) peut se mettre sous la forme :

¢V(L)Yt - 6,5, (432)
ou L est opérateur retard, ¢,(L) = I, — ¢1(v)L — ... — ¢,(v)LF, I, étant la
matrice identité d’ordre d.

Le modele (4.3.1) admet la représentation de vecteur des saisons ci-dessous
telle que définie a I'équation (4.2.2). L’expression (4.2.2) peut aussi étre écrite de
la maniére suivante :

d(B)Y: =&, (4.3.3)

ou :

®(B) = & —-®,B—...—®pB",
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Le modele a correction d’erreurs recherché sera mis sous la forme du vecteur des
saisons. Pour y arriver, nous ferons les hypothéses suivantes :

Hypothese 4.1. Soit {Y,,t € Z} un processus stochastique de dimension d, ot
Y, = (Yi(1),... ,Y,g(d))T qui satisfait ’équation (4.3.2). On suppose que l’équa-
tion det{®(2)} = 0 nadmet aucune racine da lintérieur du cercle unité et qu’il
existe des scalaires o;(v), v = 1,...,s, vérifiant la condition 1I;_,a;(v) = 1,
Jj=1,...,d, tel que les processus {Yy(j) — o;(v)Y,_1(7)}, 7 = 1,...,d, sont pé-

riodiquement stationnaires.

L’hypothese 4.1 est analogue aux conditions posées par del Barrio et Osborn
(2008, section 2.2) pour définir la cointégration au sens périodique. Sous cette

hypothese, définissons la matrice diagonale d’ordre d :
O(v) = diag (a1 (v), ..., aq(v)) ,

avec O(v + ks) = ©(v), Vk € N. La prochaine hypothese indique des conditions
sur le terme d’erreur.

Hypothese 4.2. Pour toutv =1,...,s, les vecteursey, t =sn+v,n=1,..., N
sont indépendants et distribués de moyenne E(g;) = 0, et de variance cov(ey) =

3.,. Nous supposons également que :
) (|£t(l)6t(j)6t(k)6t(l)|) < o9, Viajy kyl = 17 e 'd7 Vit =mns + v,

et que les valeurs initiales, Yo, ..., Y 1_, sont toutes nulles.

L’hypothese 4.1 suppose que composante a composante, le processus est pé-
riodiquement intégré d’ordre un. L’hypothese 4.2 permet d’établir les propriétés
asymptotiques des estimateurs de plein rang et de rang réduit. Un exemple de
distribution satisfaisant I’hypotheése 4.2 est la loi normale multivariée. Nous avons
la proposition suivante, démontrée dans I'annexe A.

Proposition 4.1. Le modéle (4.3.1) peut étre mis sous la forme :

p—1

Yi—OW)Y i =r()Y i+ Y $){Yioe—OW—k)Y 1} +&, t =sn+v,
= (4.3.4)
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Z(V) = {¢Z+1(V) _¢k+1(l/)}{6(l/ - k)}_17 k=1,....p—1,
w(v) = ¢i(v) —O(v) — ¢i(v).
La proposition 4.1 est alors une extension du cas univarié au cas multivarié des

résultats de Boswijk et Franses (1996, p. 225). Notre attention est portée ici vers

les situations ou pour tout v, les matrices 7 (v) vérifient det {m(v)} = 0. Ainsi,

toutes les matrices w(v), ¥ = 1,...,s sont singuliéres, et nous notons alors :
rang{n(v)} =r,, v=1,...,s,
avec les inégalités strictes r, < d pour v =1,...,s.

Cette situation crée une insuffisance de rang dans les matrices w(v), v =
1,...,s. Le fait que rang {®(»)} = r, < d entraine pour chaque saison v l'exis-
tence de r, combinaisons linéaires de ces composantes qui soient périodiquement
stationnaires. Ceci nous conduit a la définition de la cointégration au sens pério-
dique.

Définition 4.4. Le processus périodique {Y,t = ns+ v} d’ordre d est cointégré
au sens périodique s’il existe des matrices B, d’ordre d x r, tels que pour tout v,

le processus {B)Y ..} soit périodiquement stationnaire.

La cointégration périodique est dite pleine s’il y a de la cointégration dans
toutes les saisons avec B, # B,» pour au moins deux saisons v; et 1. Elle est dite
partielle s’il y a de la cointégration dans certaines saisons et pas dans d’autres.
Les notions de cointégration périodique pleine et partielle ont été définies par
Osborn (2002, Définition 4) et del Barrio et Osborn (2008, Définition 1). Apres
la définition générale, d’autres particularités sont aussi de tres grands intéréts
comme celle présentée dans la proposition suivante.

Proposition 4.2. Sous l’hypotheése 4.1, s’il y a cointégration entre les séries dans
une saison donnée, alors il y aura cointégration entre les séries dans toutes les
autres saisons et le nombre de relations de cointégration encore appelé rang de

cointégration sera le méme pour chaque saison.
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Ceci a été évoqué par del Barrio et Osborn (2008, Lemme 1), dont une des
conséquences stipule qu’il doit avoir le méme nombre de relations de cointégration
entre des séries PI(1). En effet, pour chaque saison v, la matrice, w(v) se factorise

comime :

n(v) = AB,,

ot A, et B, sont de dimension dxr,, r, le rang de la cointégration et B) le vecteur
de cointégration dans la saison v. Par conséquent, B)Y; = B)Y ..., = us,,, qui
est périodiquement stationnaire. D’autre part, Y, — QW)Y sniv1 = €spniv1,

ol €g,1,—1 €st périodiquement stationnaire.

Ceci entraine alors que :

BI {e(y)ysn—&—yfl + esn—&-yfl} = Usntv)

et aussi :

T T
By G(V)st+y—1 = Usntv — By Csntrv—1,

qui est aussi périodiquement stationnaire. Il en résulte que le vecteur de cointé-
gration dans la saison v — 1 est B]_;, = B/©(v) qui est de méme rang que B,
car ©(v) est inversible. Dans le cas ot a;(v) = 1 pour tout ¥ = 1,...,s et pour
tout 5 =1,...,d, on a ©(v) = I, pour tout v, et le vecteur de cointégration est

le méme dans chaque saison, c’est-a-dire que B, = B, indépendamment de v.

Dans le présent document, nous nous intéressons au cas ot a;(v) = 1 pour
tout v =1,...,s et pour tout 5 =1,...,d. Ceci correspond au cas ou toutes les
séries sont [(1). Cette situation correspond a la présence de cointégration non
périodique entre des séries périodiques telle que mentionnée par Osborn (2002,
Définition 5) et del Barrio et osborn (2008, Lemme 1).

Remarque 1. Soit r le rang commun de cointégration. Si toutes les séries sont
I(1) (ou aussi PI(1)), elles admettent chacune s — 1 relations de cointégration
entre leur saisons. Il y a alors en tout d(s—1)+r relations de cointégration dans le
vecteur des saisons et l’équation det{®(z)} = 0, ot ®(z) est comme dans le modéle

(4.3.3), admet une racine unitaire de multiplicité m = sd— (d(s—1)+r) =d—r.
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Les autres racines sont supposées a l'extérieur du cercle unité. Ceci découle de

I’hypotheése 4.1.

Dans le cas de deux séries toutes /(1) (ou aussi PI(1)) et de quatre saisons
par exemple, si I'équation det{®(z)} = 0 admet une seule racine unitaire de
multiplicité un, il y aura par conséquent sept relations de cointégration, dont
trois entre les saisons de chaque série et une entre les deux séries dans chaque
saison. Ce cas a été discuté par Franses et Paap (2004, p. 108) dans le cas d'un
PVAR(1).

Notons qu’il peut aussi avoir de la cointégration pour deux séries différentes et
des saisons différentes, par exemple entre la deuxieme saison de la premiere série
et la quatrieme saison de la troisieme série. Les deux types de cointégration déja
expliqués ci-dessus (entre les saisons d’une méme série, et entre les séries d’une
méme saison) permettent de retrouver cette situation qui ne nous intéresse pas
dans le cadre de cette étude. Notre attention est en effet portée sur la cointégration

entre les séries dans une saison donnée, ce qui est en fait suffisant.

Des représentations utiles font I'objet des propositions 4.3 et 4.4.
Proposition 4.3. Le modéle (4.3.4) admet la représentation de vecteur des sai-

sons sutvante :

(1) 0 0\ (Y., i
0 : Yl,n p_l 6277’]/
UO,n = . + I‘in:(n—k) + ) (435)
0 i=1
i=sk+j
0 A 0 7'('(5) Ys—l,n Esn

ou

-
Ui = (e;r_jH’n_l, . .ezn_l,ein, ..el j}n) ,

€on = €= Yt -0 (V)Yt—b

w(v) = ¢i(v) —O(v) —$i(v).

Preuve : La preuve du résultat est présentée en Annexe B.
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Proposition 4.4. Le modele (4.3.3) admet aussi la représentation de vecteur des

saisons (4.3.5).
Preuve : La démonstration est présentée dans 1’Annexe C.

Le but de la proposition 4.4 est de montrer le lien entre le modele corres-
pondant au vecteur des saisons usuel et le modele (4.3.5), afin de permettre de
mieux saisir 'approche développée ici sur la base des approches classiques, c’est-
a-dire en utilisant les résultats dans les modeles multivariés non périodiques. La
proposition 4.5 donne une factorisation utile.

Proposition 4.5. L’expression (4.53.5) peut étre mise sous la forme :
' (B){Ia~A(B)Y, ~T(B)Y;, +¢), (4.3.6)

ou I,y est la matrice identité d’ordre sd, et aussi :

0 0 0 o(1)B
02 0 '
AB=]| 0 0 ;
0 0
0 0 ©O(s) 0
0 0 o0 w(1)B
w(2) 0 :
nB)=1 o0 0 ;
0 0
0 ... 0 =(s) 0

et ®*(B) = gj ®; B* avec P* = |(p—2)/s] + 1.

k=0
Pour tout k = 1,..., P*, ®; est une matrice bloc d’ordre sd x sd, dont les

blocs notés ®;[i, 5], 1 <i,j < s, sont des matrices d’ordre d x d définies par :
— Py (1), 0<sk—j+i<p—1k=0,... P
®ili,j] =19 1a4, si k=0eti=j,

0, dans les autres cas.
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Preuve : La démonstration est présentée en Annexe D.

Par exemple, dans le cas ou s =4, d = 2 et p = 1, le modele PAR(1) s’écrit :
Yt = ¢1(I/)Yt_1 ‘l‘Et, t=4n+ v.

Le modele a correction d’erreurs est donné par :

12 0 0 —G(I)B Yl,n 0 0 0 ﬂ'(l)B Yl,n
—6(2) I 0 0 You| |72 0 0 o0 Yon
0o -3 I 0 Yin 0 73) 0 0 Yin
0 0 —6(4) Ig Y47n 0 0 7T(4) 0 Y47n

gl,n

62,71

+ ;
€3 n
64,71
ou pour tout v =1,...,4,
ar(v) 0
o) = ,
0 062(1/)

w(v) = ¢1(v) —O(v).

Cette représentation fournit le modele a correction d’erreurs recherché et qui
sera utilisée pour les estimations. L’équation (4.3.6) peut étre considérée comme
une extension des résultats et de 'approche générale de Boswijk et Franses (1996,

p. 226) au cas multivarié.

4.3.2. Estimation de plein rang

L’estimation de plein rang consiste a estimer le modele sans tenir compte de
la déficience de rang dans les matrices w(v), v = 1,...,s. Elle sera faite dans le
cas particulier ot a;(v) =1, Vj=1,...,det v =1,...,s. Ceci correspond au
cas ou toutes les séries sont intégrées d’ordre un. L’idée ici repose sur le fait qu’il
peut y avoir de la cointégration entre des processus périodiques intégrées d’ordre
un. Ceci a été évoqué par Franses et Paap (2004, p. 109) de méme que del Barrio

et Osborn (2008, Lemme 1).
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En posant dans I’équation (4.3.4) de la proposition 4.1 la relation W, =Y, —
Y :_1, on obtient :

p—1
W,=n(v)Y, 1+ Z oL (VW o+, t=sn+r (4.3.7)

k=1

Posons maintenant,
_(vT T T T
X1 = (Yt—hWt—h s 7Wt—p+1) )

et
F,=m),1(v),....d, (V).
Le vecteur X;_; est d’ordre dp x 1 tandis que F', est d’ordre d x dp. On a ainsi

pour tout { = sn + v,

W,=F,X,_| +¢. (4.3.8)

L’estimateur des moindres carrés ordinaires de F, dans le modele (4.3.8) est

donné pour tout v par :

N N -1
P, = <Z Wsn+VXSTn+(V_1)> <Z Xsn+(y_1)XsTn+(V_1)> , t=sn+wv. (4.3.9)
n=1 n=1

Dans la suite, nous allons déterminer les propriétés asymptotiques de l'es-
timateur de plein rang. Dans la proposition suivante, nous montrons que {Y,}
peut étre décomposé comme une somme de deux processus, I'un périodiquement
stationnaire et un autre dont les incréments sont périodiquement stationnaires.
Proposition 4.6. Si toutes les composantes du processus {Y¢, t € Z} sont I(1)
telles que les premieres différences soient périodiquement stationnaires, alors il
peut se décomposer en deux processus. Un qui est périodiquement stationnaire et

un autre dont les incréments sont périodiquement stationnaires.

Des résultats similaires ont été utilisés par Ahn et Reinsel (1990), Yap et
Reinsel (1995) et Pham, Roy et Cédras (2000) pour lestimation a rang réduit
dans le cadre des séries chronologiques non périodiques. Il est bien vrai que le fait
de dire que les séries sont I(1) permet déja d’avoir des incréments périodique-

ment stationnaires. Le but est d’exprimer la forme du processus périodiquement
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stationnaire obtenu, afin de construire les statistiques de test. Nous prouvons

maintenant la proposition 4.6.

Preuve : Posons m = d — r, d étant le nombre total de séries, r le rang de
la cointégration dans les saisons (voir Proposition 4.2) avec r < d. On a w(v) =
A,B", A, et B étant des matrices de plein rang de dimension d x r. La matrice
B'B est donc inversible et pour toute matrice M de d lignes, la matrice C' =
I, —B(B"B)~"'B']M vérifie B'C = 0. Nous pouvons donc trouver une matrice
P,, d’ordre d x m et de rang m telle que w(v)P,, = 0 pour tout v = 1,...,s.

Soit alors P, d’ordre d x r qui complete P,, de maniere a former une matrice

inversible. Notons @ l'inverse de [P,,, P,] tel que @, soit d’ordre m x d et
Q-
Q. soit d’ordre r x d. Nous avons @, P,, =0, @Q,.,P, =0¢t P,Q,, + P,.Q, =1,.

Posons :
0o P, O 0
0 0
P, = 0]
0 o0 0o P,
P, O 0
et
0 P O 0
0 o
Py, = 0
o o0 ... 0 P,
P. 0 0

La matrice Py est d’ordre sd x sm tandis que Py est d’ordre sd x sr.



Définissons également :

Q =

et

Q. =

Qnm

0

0

Q@
0
0 0
Qn 0
Q,
0
0 0
Q 0
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La matrice Q; est d’ordre ms x sd et Qo est d’ordre rs x sd. Les matrices Q;

et Qg vérifient les relations suivantes :

P1Q: +P2Qo I,
0,
0,
II(B)P, 0.
Le dernier résultat découle du fait que 7 (v)P,, = 0 pour tout v = 1,...,s. La

matrice P = [Py;P5] est inversible et son inverse est :

Q=

Q
Q-
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Définissons aussi :

0 0 o0 I,

1,B 0

AB)=] o0 0|
0 O
0 0o I, O
et

0O 0 0 I,

I.B 0
A(B)=1] 0 0
0 0
o ... 0 I, O

Les matrices Ay (B) et Ay (B) sont respectivement d’ordre sm x sm et sr x sr.

Les blocs sont respectivement des matrices d’ordre m x m et r X r.

D’autre part, on a :

0 0 0 P,Q.5B
P.Q,.. 0 0 0
PiA (B)Q: = 0 ,
P,Q.,. 0
0 0 P,Q,. 0
et
o o0 .. 0 PQB
PO 0 0 0
PA2 (B)Qy =] 0
P.Q, 0
0 0 P.Q. 0
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Puisque P,,Q,, + P,Q, = 1,, il en ressort que :

o o o .. I;B

I; 0 . . :
PA(B)Qi +PA (B)Qe= |0 . . . o | =A(B),

' 0

0 ... 0 I, 0

ou l'on rappelle que les séries sont toutes /(1).

Donc I,y — A(B) = {Is —PoA2(B)Qo} {Isq — P1A1(B)Q1}, rappelant que
Q2P; = 0. D’autre part, d’apres I’équation (4.3.6), ainsi que la forme autorégres-
sive (4.3.3),

(1)~ & (B) (I~ A (B)} ~T1(B).

En utilisant le fait que II{ B)P; = 0, on obtient alors :
®(B) = & (B){ls—PoAr(B)Qo}{l: —P1A(B)Q:} —I(B),
= @ (B){l,s — PoA2(B)Qy — II(B)}H{I.q — P1AL(B)Qu},
= ®"(B){I. —PiA1(B)Qu}
avec ®**(B) = ®*(B){lss — P2A2(B)Q: — II(B)}.

Ceci permet alors d’avoir :

det{®(2)} = det{®™(2)} det{Isy — P1A1(2)Q1}.

Or
I.,—PA(2)Q=1,4—PQ(:)P,

ou :

o P, 0 ... O

0 o0 :

P’ = 0|
0 o 0 P
P: 0 0
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P10 :
P! = 0o . .- 0o |,
0 0
0 0 Pt
0 0 O D,,
D, 0
Q)= 0 0 |
0 0
0 0 D, O
avec D,, = T qui est d’ordre d.
0 0

La matrice P}, provient de la décomposition en éléments singuliers de la ma-
trice P,,,@,, qui est d’ordre dxd et idempotente de rang m car P,,,Q..+P,Q, = 1,
et donc (P,,@Q.,, + P.Q.) P..Q.., = P,,Q,, utilisant le fait que @,P,, = 0. Plus

précisément, P,.Q,, = P* D,,P*~! et on note aussi que D,,D,, = D,,.

Puisque I;4—£(z) est une matrice bloc ayant les blocs I; sur la diagonale, des
opérations sur les colonnes permettent d’avoir une matrice triangulaire supérieure
avec sur la diagonale le terme 1 — z qui apparait m fois et le terme un qui
apparait sd — m fois. Ceci entraine que det{Is — Q(2)} = (1 — 2)™. De ce fait,
det{lsy — P1A1(2)Q1} = (1 — 2)™ et det{®(2)} = det{®**(2)}(1 — 2)™.

Or, puisque un représente la seule racine du polynéme det{®(z)} de multi-
plicité m et que toutes les autres racines de I'équation det{®(z)} = 0 sont a
lextérieur du disque unité, le polyndéme det {®**(z)} a donc toutes ses racines a
Pextérieur du disque unité et le processus [{®*(B N e n e Z] est stationnaire.

Le modele (4.3.6) devient alors :

{La—PM(B)QY), = (87(B)} e (4.3.10)

n
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En multipliant (4.3.10) de chaque c¢6té par @2, on obtient :
QY = Q{®"(B)} e, = Y5,

qui est stationnaire.

Q:
D’autre part, avec P = [P;Ps] et Q = , IOUS avons :
Q:
Q®(B) = Q®"(B)(lwa —PiMi(B)Q1) = {Q2™(B)P}Q(Lsa — P1A1(B)Qu),
— (Qe"(B)P) gl (L~ Pih(B)Q),
_ 1— A 1

Il en ressort que :

QY —A(B)QIY,

— @** B P -1 *
QY {Q@™(B)P} ™ Qe

qui est stationnaire.

Ainsi, Q.Y —A1(B)Q.Y est également stationnaire. De maniére plus précise,

mes,n - mes—l,n
mel,n - mes,n—l

QY =
mes—l,n - mes—2,n
et
QrYs,n
T‘Y n
QY — Q 1,
QrYs—l,n

Ceci constitue le résultat cherché car le processus du vecteur des saisons des
processus {@,,Y: — @Y 1,t = ns + v} et {Q,Y:,t = ns + v} étant station-

naire, les processus en question sont périodiquement stationnaires en général.
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Ceci complete la preuve de la proposition 4.6. En effet, Y, s’écrivant comme
(P1Q; +P2Q2)Y: =P1Q.Y +P2Q.Y 7, nous avons établi la décomposition re-

cherchée.

Nous établissons maintenant les propriétés de l'estimateur des moindres carrés
(4.3.9). A cette fin, posons P, = [P,,, P,] et Q, = [Q],Q"]" ou P,,, P,, Q,, et
Q. sont définis dans la section précédente. Définissons :

Q, = diag(Qa, Lyp-1)), (4.3.11)
P, = diag(Pa, Lap-1)),
D, = diag(NI,,, N*2I,),

D; = diag (D, N'I 1)) -

Posons également :

Zt = QaYt [Zv—;t)Z;r:t]T) (4312)
a; = Q.&:.
On a
:QZXt (Z;t7ZIt7W:7"'7W:—p+2)T (Zv—;t)U:)T)

owlUy=(Z, W/, .. .W[L, )" est dordre (r +d(p—1)) x 1. De plus,

N -1
Q (1' —f'1 |:(Zssn+1/ SN+ — 1) (Z sntv - 1X5n+,, 1)

«
P,

n=1

-1
(ZQaganrVX;rnJrV 1 *T) (ZQ Xsn+1/ 1Xsn+1/ 1Q*T) ’

n=1

-1
|:(Zasn+l/ sndv— 1) (ZXanru 1X:I+V 1) ] :

V ZXS’IH-V IXZJ—&-V—I (4313)

Posons :
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et
N
RV - ZQS”‘FVX:’I—&-Vfl' (4314)
n=1

On obtient alors :

T T
X* X*T . Zm:(sn+y—1)Zm:(sn+V_1) Zm:(S”+V—1)Usn+y—1
sn+v—14*sn+v—1 — )

T T
US”+V—1Zm:(sn+V—1) US”+V—1Usn+V—1

ce qui entraine que :

N T N T
Zn:l Zm1(5”+V—1)Zm:(sn+V—1) Zn:l Zm:(S”+V_1)USH+V—1

v, = | T ! . (4.3.15)
Zn:l US”+V—1Zm:(sn+V—1) Zn:l US”+V—1Usn+V—1
On a également :
N N
RV = ZQSH—FVZ?—;:(sn—&—Vfl)? Za’sn-&-VU;rn—&—Vfl ) (4316)
n=1 n=1

ce qui permet d’avoir :
Q.(F,—F,)P: =R,V;"

D’autre part, la décomposition nous permet d’avoir :

mes,n - mes—l,n
mel,n - QmYs,n—l
Q'mY2,n - mel,n = DSW{Q@**(B)P}_IA”P

QmYs— 1,n — mes—2,n

avec A, = Qe, Dy, = [I,;0], d'ordre sd x sd, et rappelons que I, est la

matrice identité d’ordre sm. La formule ci-dessus équivaut encore a :

Zm:(sn+s) - Zm:(sn+s—1)

Zm:(sn+1) - Zm:((n—l)s+s)
Zm:(sn+2) - Zm:(sn+1) = Dsm{Qq)**(B)P}_lAn

Zm:(sn+(s—1)) - Zm:(sn+(s—1)—1)
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En écrivant D, {Q®**(B)P}~! = | L,(B) |, ou les L,(-), sont tous d’ordre

m X sd, on obtient :

Zm:(sn+s) - Zm:(sn+s—1)
Zm:(sn+1) - Zm:((n—l)s+s) LI(B)An

Zm:(sn+2) - Zm:(sn+1) -

Zm:(sn+(s—1)) - Zm:(sn+(s—1)—1)

Ce qui permet d’avoir pour tout ¥ = 1,...,s, en additionnant les composantes
des deux vecteurs ci-dessus en commencant par la valeur de l'indice sn + v :

s

Zm:(sn+y) - Zm:((n—l)s+y) = { Z Lk(B) } An + {ZLk(B) } An—l;
k=1

k=s—v+1
:{ 3 Lk<B>+ZLk<B>B}Am
k=s—v+1 k=1

)
= § wy,kAn—k;
k=0

= <i¢yyk3k> A,
k=0

=,(B)A,.
Ceci entraine alors que :
Zm:(sn+y) = Z’wy(B)Ak, (4317)
k=0

car Zp.(—stv) = 0 pour tout v.
Remarque 2. Pour tout v, Y ., k|¢,(f?€)| < 00 ol w,(f;?, 1<i<metl <j<
sd sont les éléments de la matrices 1, . Ces derniers étant les coefficients des

polynomes 1, ¥, (B) = > 1o @, 1. B*. Cette propriété provient du fait que toutes
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les racines du polynome {Q®**(B)P} sont a lextérieur du cercle unité et qu’il
est de degré fini. Cela entraine que les coefficients du polyndme {Q<I>**(B)P}_1
décroissent exponentiellement vers zéro (Hannan (1970, p. 11)). Cette propriété

a été aussi évoquée par Ahn et Reinsel (1990, p. 815).
Qe

En constatant d’autre part que A, = ou,

QzEZ

ngs,n
ngl,n
Qlez = . )

ngs—l,n

et,

Qrgs,n

Qrgl,n
QzE:. = )
Qrgs—l,n

Qnm

Nnous avons a; = g = D,A,. La matrice D, permet d’extraire le sous-
r

vecteur a; du vecteur A,, de plus grande dimension. Dans le lemme suivant, les
résultats asymptotiques sont exposés qui seront utiles dans I’étude de 'estimateur
des moindres carrés (4.3.9).

Lemme 4.1. Sous [’hypothese 4.2 et la Remarque 2, nous avons les résultats

suvants :
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N 1
NN Ze 1By > o1 ()QE { W(T)WT(T)dT} S, 1 (1)Q) T,
0

n=1

(i) NS a1 S (D @z { [ wow o] 22w, ma)

n=1

0

+ (DZ/Q>E€(¢V71,OQ) ’

N
(ii7) NN Z e UL, 50,

n=1

N
(i) NS U UL, BTU,) = DyTH(D)T,

n=1

N
(U) N71/2 Z vec (atUtTfl) £> Ndr-&-dz(pfl)(ov DV:2F<Ui:n)DI:2 X (Du:1Q>2* (Dule)T)v

n=1
avec
t = ns+v,
Iy = EUU,
% T
Un = <Usn+17Usn+27" U;rn—s—s) )
LU;.,) = EU;.U.),

% T
UV:n = <U;rn+w e U;rn—s—s) Us(n+1 +1s - Us(n+1 )+r— 1) )

Ut = (ZIUW:) - Wt p+2) )

o= E(EV nEV n)

_ T T T T T
Evn = <Esn+w cee 755n+s755(n+1)+17 cee 7Es(n+1)+1/—1> )

Y. = BEe) =dag((E,..., 5,

ot W(r) un mouvement brownien standard de dimension sd. Le vecteur Z,.; est

définit a I'équation (4.3.12) tandis que Wy est définit dans I"équation (4.3.7). Les
matrices D, D3, D, et D, .5 sont telles que :
a; = DVA’fL)

Enstvy — DV 16yn)

Fook *
Usniv = DV Um

*
Usn+y - DV:2UV;n'
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Preuve : Elle est présentée en Annexe E.

Nous avons d’autre part :
Qa(ﬁ‘y —F,)P:D: =R,D:™! (DZ_IV,,DZ_I)_1 , (4.3.18)

ou les matrices P% et D?* sont données dans I’équation (4.3.11). Le résultat de
I'équation (4.3.18) provient des formules (4.3.13), (4.3.14), (4.3.15) et (4.3.16). Or

d’apres le Lemme 4.1,

N N
D'WV,D' ! = diag <N—2 > ZpaZhay N Ut_lU,L) ,
n=1 n=1

ou t = ns + v. Ceci permet d’avoir,

—1 —1
(D, D) 7! = diag ({N2 >V Zm:(t,l)Z;:(tfl)} 7 {N,l >V UHUL} )

ou t = ns + v. D’autre part, on a aussi,

N N
R,D: ™ = [N—l Y @z 1), NPy all
n=1 n=1

Par conséquent, on a pour t = sn + v :
Q.(F, - F,)P:D* = H,, H,,], (4.3.19)

ou

N N !
H,, = <leatZ;;(t—1)> <N22Zm;(t_1)Z;;(t_1)> '
n=1 n=1
N N !
H,, = <N_1/2ZatUtT_1> <N‘1ZU,5_1U:_1> '
n=1 n=1

Le résultat principal de cette section est exposé, qui énonce le comportement
asymptotique de I'estimateur des moindres carrés.
Proposition 4.7. Soit F, Uestimateur des moindres carrés ordinaires de F,, tel

que défini par U'équation (4.3.9) pour v =1,...,s, alors :

Q.(F, —F,)P:D: 5 M, N,
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ou M, = ]Plz,,]PQ_:i, avec :

P, — (D,Q)E { / w<r>dwT<r>} 52y (1Q)T
+ (DVQ>EE(¢V*1,0Q)T7
Py — 5, 1 (1)QE? { / w<r>WT<r>dr} 52y, (DO}

W(r) est un mouvement brownien standard de dimension sd, ¥,_10 est le coef-
ficient du polynome ¢, _1(z) = > ooy Wu_142" correspondant a k =0, (1) =
Y reoWu—1k. Le polynome 1p,_1() est défini d U'équation (4.3.17). Le vecteur N,

est tel que vec(N,) soit distribué comme une loi normale :
N i1y (0,{T(U,)} ' Dyl (U},) Do {T(U,)} 7 @ (D @)5* (D @) ') -

Preuve : Elle découle du Lemme 4.1.

4.3.3. Estimation de rang réduit

Dans cette section, la déficience de rang dans les matrices w(v), v =1,...,s
est prise en compte. Rappelons que pour chaque saison, le modele s’écrit :

p—1
Wi=ABY 1+ (Wi +e, t=sn+v, W,=Y,-Y_1(43.20)

k=1
Ici, 7(v) = A,B", A, et B étant des matrices de plein rang de dimension d x r,
r est le rang de la cointégration dans les saisons, m = d — r, d étant le nombre

total de séries, r < d. Ce modele admet la représentation de vecteur des saisons

de la formule (4.3.6) :
" (B){lu—-A(B)}Y, =1IL(B)Y, +¢&,

ou

* T
€, = (E1p €
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Nous avons pour chaque saison :

p—1
Ey = Eyp — W, — AVBTYt—l — Z ¢Z(V)Wt—k~

k=1
Sans perte de généralité, nous allons supposer que BT est normalisée sous la

forme, BT = [I,, By], ot By est de dimension r x m.

Définissons pour tout v :

KV = [AV,¢T(V), ce 7¢;—1(l/)]7

qui est une matrice d’ordre d x (r + d(p — 1)), et 6, = vec(K,) qui est un
vecteur colonne d’ordre rd + d*(p — 1). Posons ¢ = (o] ,...,0])7 le vecteur
colonne d’ordre sd(r + d(p — 1)), Bo = vec(By), le vecteur colonne d’ordre rm et
n=(8g,0")", le vecteur colonne d’ordre rm + sd(r + d(p —1)). Le but ici est de
trouver l'estimateur du maximum de vraisemblance de 5. On adopte le critere de

vraisemblance conditionnelle.

La log-vraisemblance conditionnelle gaussienne du modele s’écrit :

Nsd N

N
1 Tyr—1
- -3 D -5Ye's
l 5 log {det (X.)} 2n:15n e

ou ¥, = diag (¥4,...,%;), N étant le nombre total d’années. Malgré le choix de
la formule de la vraisemblance gaussienne, I’estimateur obtenu est convergeant et
asymptotiquement normal sous I’hypothese 4.2. Ceci a été montré par Brockwell
et Davis (1991, Théoreme 10.8.1) pour 'estimation des parametres d'un processus

ARMA quelconque. Nous posons également :

(% ) —Z R A

Oe}, dey  Oe},

Z (%3’%)’

%0 _ fing (agl” ags’”)
do’ ool oel )’
€y n

: = _[(Byt—l) Wt 1rv e Wt p+1]®1d7

=
do |
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86:; - 861,7@ T a{‘-:s,n Ay
o8 \\oa) o\ ) )
Oe

vroo —HTY_ T .
9By ( -1) OA,

H" = [0,1,]

. . . Oek Oy 0Ly o
Ainsi, les matrices 5%, %, aiﬁ(; et H sont respectivement d’ordre sd x sd(r +

d(p—1)),d xd(r+d(p—1)) et finalement d x rm et m X d.

Il en résulte que :

_(IJTYS,n—l)—r ® Al
de’ B —(HTYLn)T @ As
%B; -

_(HTYS—I,n)T X As

est d’ordre ds x rm. De plus :

—(HTYSW_I)T Y Al 88601—’? 0 e 0
1
et —H'Y1)' oA 0 ... 0 0 .
—HY . _1,)ToA 0 ... 0 887

Pour 77 une solution et 5y donné, un développement de Taylor d’ordre un au

voisinage de 9y nous donne :

(%WY _ (%m@f b o (%) (10) (1 —10) + o1 — o).

En faisant tendre 1y vers 17 et en posant ai—lT(nl) = 0, on obtient :

) =0 =y~ =~ <% () (?70)>_1 (Xw)

En posant 99 = n; et 91 = 9,11, on a d’aprés Ahn et Reinsel (1990, p. 817) et
Yap et Reinsel (1995, p. 254) que 'estimateur de ) s’obtient par 'algorithme de
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My =+ [ D VISV

n=1

i

[Z Vinile (4.3.21)

s
La présence du terme quadratique dans I’équation 4.3.21 entraine une convergence
rapide de l'algorithme vers la solution recherchée

4.3.3.1. Distribution asymptotique de l’estimateur de rang réduit

Dans cette section nous établissons la distribution asymptotique de I’estima-
teur de rang réduit. Posons b = sd(r + d(
Nous avons que

)) et D** = diag(NI,m, N2I})

= ( De}, )T o108 n-3/2 ( oe \ | g1 22l
D lv*TE—lv*D**—l _ Bﬁg ; e 98T aﬁg A e Hol

N () mogs N (a) B

(4.3.22)
D’autre part, nous avons
Oen\ '
<8,37T > = —(H"Y 31, 1) @A),
0
ou
T T Zm:(sn+y—1)
H st+y 1 =H Paan+V—1 - [H PmyH P ]

)

Zr:(sn+y—1)

- Pmlzm:(sn+y—1) +P7‘1Z7‘ (sn+v—1)
avec P, = H'P,, et P,; = H" P,. On retrouve alors que

OEyn
98,

T
> (PmIZ ((sntv—1) + PT‘IZ (sn+v—1 ) X AT 51/ X AT

En passant a la somme et en multipliant par N=2, on a pour t = sn + v

M Z<aﬁ0> ¥ N

: NN (e8] o ATETA,)
a/BO n=1
avec 51/ - Pmlzm:(sn+y—1) + PTIZ (sn+v—1)
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Or N2 27]:[:1 Zmi(tfl)Z;r:(t—l) et N2 27]:[:1 ZT:(tfl)ZT

re(t—1) SOt 0,(1), car Z,,.4

représente le terme non stationnaire et Z,.; le terme stationnaire. Par le méme

principe qu’aux points (7i7) et (iv) du lemme 4.1, on montre que :
N
_ P
NN Zre—yZ 4oy — 0,

N
_ P
N ! ZZT‘Z(t—l)ZI(t—l) — FT)
—1
oul', = F(Z,.4-1)Z,. (t—l))‘ Par conséquent,

N
_, Og} )
N Z <8ﬂT) € 18§T N Z (P Z . (t71)P;,21 A B A,

n=1

+0p(1).

D’autre part, on montre aussi en utilisant le méme principe qu’au point (7i7)

* T *
du lemme 4.1 que N-3/2 3N ( gﬁ) ¥t 88;’% %, 0. En remarquant aussi que,
0

de* L Og* * (e, \ " Oe
n EE_ vn 25_1 vn :
<8,B§> B, ; <8ﬁg > By

I'expression (4.3.22) devient :

N
D! [ZV;;TE;W;; D! = diag|Yy, To] +0,(1),  (4.3.23)

n=1
ou
s N
Y = N2 (PoaZo-1Zyi-1yPoy ©AETA)
v=1 n=1
N T
Oe Oe
o . —1 vn —1 v,n _
TQ = d1ag<N ;(ﬁ) 21/ aa.;r, V—l,...,S),

ou s et v satisfont ¢t = sn + v. L’expression (4.3.23) représente une matrice ayant
s+ 1 blocs sur la diagonale, dont un bloc pour le terme S, et un bloc pour chaque
o,,v=1,...,s. Toujours en se référant a I’expression de 1’équation (4.3.21), nous

allons maintenant faire un développement analogue & celui ci-dessus sur le terme
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N _
o, ViTE-ler . Nous avons :

N

§ kT yv—1 %
Vn 25 6n -

n=1

Or,

( 0¢, >T Yolet = i <(%V’">T Sle
8,3(—; £ n e aIB(‘)r £ v,n-

Pour les mémes raisons vues précédemment, on a :

N
a *
N_l <a;§r> 2 1 n=AN" Z <ZP'm1Z ((sntv—1) ®ATE )EV,H+Op(1)~

On obtient finalement :

N_l 27]:[:1 <Zi:1 Pmlzm:(sn+y—1) ® AIE;1> 6,/7”
—1/2 WY o1, T -1
N Zn:l (W) 21 E1n

N
D**—l [Z VZ—I—Eg—lg

n=1

N
N2 (%i,#) Yl |
+o,(1). (4.3.24)

Ceci combiné avec I’équation (4.3.23) nous permet d’avoir :

N(B, — Bo) = Ex'An +0,(1), (4.3.25)
ou
s N
EN = N_2 ZPmIZ'm:(sn—&—y—l)Z?—;;(sn_;,_V_l)P,,—;l Y AIEE_IAV,
v=1 n=1
N s
AN = N_l Z Pmlzm:(sn—&—yfl) @ A32;1> €
n=1 v=1
On a aussi :
N - N T
Oe _,0g Oe
N1/2 AV_ N~ 1 vn v,n N71/2 vn 2,1 -
0 [ <8JT) v 803] ( ; oo} v &
+0,(1).

N 0 v
ot, 54 =—[(BY ) WLy, . WL ]Jol.=U;,.
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On a alors la proposition suivante, qui donne le comportement asymptotique
de Bo et de a,.
AT
Proposition 4.8. Soit f# = (8, 6 )T, Uestimateur de g obtenu en utilisant un

estimateur initial consistent de By, on obtient alors les résultats asymptotiques

sutvants :
N(By,—By) = E7'A,
NG, —a,) 5 N1y (0,5, ©351,),
ot
= Y {PuMuPl o ATSIA)
v=1
A =3 vee (ATESP M, P
~ N
o = Jim {N*;(U’;’nﬁgiffﬂ)},
Us, = —[BY )" WLy,... W ol
et :

M = 6008 { [ WOW e | 51w, 0

My, — <DVQ>2;/2{ / W<r>dWT<r>} S, 1 (1)Q)T
+ (DR (%,_10Q)".

Preuve : Elle découle du Lemme 4.1.

4.3.3.2. Estimateurs initiauz et leur distribution limite

On a pour tout v, 7, = AB', avec B = [I,,By|, apres l'estimation de =,

on trouve P,,., une matrice d’ordre d x m telle que 7, P,,., = 0. La matrice P,,.,
, T .

peut encore s’écrire P, = [Pl Pl,,] ot Py et Py sont respectivement

des matrices d’ordre r x m et m x m. On peut encore écrire 7, = [C1.,,C2.,] ol



117

C1. et Cs., sont respectivement des matrices d’ordre d x r et d x m. On a :

(ﬂ'ypm;y = 0) = AVBTPm:V = 07

= B'P,,, =0 parce que A, est de plein rang,

rlv

P
= [IT‘)BO] . = PT‘l:V +BOPm1:V = 07

ml:v

= BOZ_PT‘IVP_

ml:ww:

De 'estimation de plein rang, on a d’apres ’équation (4.3.19) que :

N#,P m_< ZstZ Lt 1)( ZZ Ny AR 1) +0,(1). (4.3.26)

On peut encore écrire :

_ N ~ PT‘l:V 1
N'ITVP Pmly = N[CIZV)CQZV] Pml o
Pml:V
. . PP
- N[CIZV)C2:V] lI b )

= N (éwpm P, + é2:V> ;

= N (éQ:V _élzyBO> )

N-1 N-1 !
= <N_1 Z 5tZ7—;;(t_1)> <N_2 Z Zm:(t—l)Z;;(t—1)> Pmll v
n=0 n=0

+0,(1).

A—l

lL.v~ve

En multipliant les deux cotés par I, = (C’l 0 VE@L,) ¢, S0 On obtient :

N (fyé’2zy - BO) = f\I/’r?)’rzzl + OP(1)7

ol
N-1
-1 T T
T3 = N Zetzm:(t lpmlw
n=0

T, = N_2Pm1:1/ Z Zm:(t—l)Z;;r@:(t 1) P;)rﬂ o

(4.3.27)
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ou s et v satisfont ¢t = ns + v.

L’estimateur B,, = f,,é'g;,,, est celui qui aurait été obtenu s’il n’y avait pas
de périodicité. Il est similaire a celui obtenu par Yap et Reinsel (1995). Mais ici,
nous cherchons un estimateur initial qui a les mémes propriétés que ’estimateur

de rang réduit.

L’équation (4.3.27) est équivalente a :

N
(Cl v VECl V) (BV - BO) <N2Pm1:1/ Z Zm:(t—l)Z?—;:(t—l)P?—;lzy>
n=1
AT a1 N
CIZVEV <N_1 thzv—;:(t—l) ml: V) + Op(l)
n=1

Prenant la somme des deux cotés de 1'égalité, on a :

N
NZ (Cl w ysCl V) (BV - BO) <N_2Pm1:1/ Z;Zm:(t—l)z;;:(t 1) P, y)
N
- ch v AVE <N_1 Zetz'r—;:(t—l) ml: V) + Op(l)
n=1

En applicant 'opérateur vec des deux c6tés de 'égalité ci-dessus et en définissant,

N
L, = <N—2szzmz<t_1)zgz(t WP, ) 20,5, .Ch.

Lys = N- ZZ(PWZ @08 e

v=1 n=1
on a :

-1

N {ileyvec (B,,) — vec (By) } <ZL1 ,,) Ly.s+o0,(1).

On obtient alors un estimateur initial de 8y donné par :

s

Bo = Zleyvec (By> ,

v=1
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qui vérifie N (,BO — ,BO> L Z-1A ou les quantités Z et A sont définis dans la
proposition (4.8), ce qui signifie qu’il a la méme distribution initiale que Bo- Ce
résultat sur I’hyper-convergence de l'estimateur initial a été établi dans le cas non
périodique par Ahn et Reinsel (1990, Théoréme 3). L’estimateur initial de A, est
é’lz,, pour tout ¥ = 1,...,s. Dans la section suivante, nous proposons des tests

diagnostiques sur le modele estimé.

4.4. TESTS DIAGNOSTIQUES SUR LE MODELE ESTIME

4.4.1. Distribution asymptotique des autocovariances résiduelles

L’approche développée ici est 'équivalent périodique de ce qui été fait par
certains auteurs, notamment Briiggemann et al. (2004) dans le cas non périodique.

Pour une saison donnée, v, considérons 'autocovariance échantillonnale :

N
Clhiv) =N €wmss€lnyyp, h=1,... H. (4.4.1)

n=1

Définissons aussi :
c(h;v) = vee(C(h;v)), h=1,...,H et e(v) = (C(1;)7,...,C(H;)T) .

L’autocovariance résiduelle est donnée par :

N
C(h;v)=N"'Y &g/, h=1,. H,
n=1

~ AT p=1
ont=sn+rveté& =W, —AB — > ¢,(v)YW .
k=1

Etablir la distribution asymptotique des autocovariances résiduelles est plus
simple lorsque le vecteur de cointégration est supposé connu. Il faut alors établir
le lien entre cette situation et le cas naturel ou il est supposé inconnu. C’est I’objet
du lemme suivant.

Lemme 4.2. Soit, & le résidu obtenu apres l’estimation par les moindres car-
rés ordinaires du modéle (4.53.20) quand le vecteur de cointégration B est supposé

connu et &; le résidu obtenu par la méthode de vraisemblance conditionnelle en
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supposant B inconnu. Soient é’(h; v) et é’(h; v) les autocovariances correspon-

dantes pourv=1,...,s eth=1,... H, alors :

C(h;v) —C(h;v) = O,(N7Y).

Preuve : Elle est présentée en Annexe G.

Le lemme 4.2 implique que la distribution limite de NY/2C(h; v) est la méme

que celle de NY/2C(h; v). Dérivons alors la distribution limite de NY/2C(h; v).
En supposant que B est connu, définissons pour tout ¢t = sn + v :
Y T T T T T
X, = [(B Yoo W, ,Wt_pﬂ} ,

FO:V = [AV7¢T(V)7"'7¢;—1(V)}'
Nous avons alors pour t = sn + v :
T ST
W, =X, Fo, +& = (Xt ® Id> fo+e, (4.4.2)

ou f, = vec(Fy,,). Utilisant les mémes arguments que dans Ursu et Duchesne
(2009), le modele est estimé par les moindres carrés et les autocovariances rési-

duelles vérifient la relation :
NY2C () & Ny (0,A(r)),

ou,
Cw) = (Cww)T,....ClH;w)")"

Alv) = Vi,H) 2%, — GT(I/)Q_I(I/)G(I/) %,
Viv,H) = diag(X¥,_p, h=1,...,H),

Ey_h - 28+V—h siv—h < 0,

Gv) = (G(Lv),...,G(H;v)),

G(H;v) = E(f(ts,j_h), t=ns+v.
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Pour une meilleure dérivation de la distribution asymptotique du test por-
temanteau, nous allons considérer une représentation alternative du modele de
I’équation (4.3.20). C’est une forme autorégressive ou les parametres sont sujets
a des contraintes linéaires (voir Briiggemann et al. (2004)).

Proposition 4.9. Si on écrit Z; = P,Q,Y; + P,,Q,.,W;, pour t =sn + v, le

modéle (4.3.20) peut encore s’écrire :

P
Zy = ZDk(V)Zt—k + &, (4.4.3)

=
ol :
W, = Y,—-Y,|,
D\(v) = —{AB" +6i(v)},
Di(v) = —¢;(v)+¢.(MP.Qr, j=2,....p—1,

Dp(l/) = ¢;—1(V)PTQT'

Preuve : Elle est détaillée en Annexe F.

En notation matricielle, les contraintes s’écrivent :
D; = [Diy(v),...,Dy(v)] = [A,¢1(v), ..., 4,1 (v)] R= Fo.R, (4.4.4)

ou R est une matrice d’ordre (d(p — 1) 4+ r) x (dp) faite de blocs de dimension
d x d et rxd tels que les différents blocs R[i : j] , 4,5 = 1,...,p solent définis

par :

R[i:j] = 0,dans les autres cas.
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Par exemple pour p = 5, la matrice R est :

B’ 0 0 0 0
-1, P.Q, O 0 0
R=|0 -1, PQ. 0 0o |. (4.4.5)
0 o -I, PQ, 0
0 0 0o -1, P.Q,

Dans le cas général, il est assez évident de constater que la matrice des contraintes
R est de rang d(p—1) +r. La transformation de I'équation (4.4.4) n’affecte pas les
termes d’erreur £; pour tout ¢. Ainsi, les estimateurs convergeants de D? peuvent
encore étre trouvés en utilisant la relation bi = FO;VR. Les résidus de I'équation
(4.4.3) sont alors les mémes que ceux de ’équation (4.4.2) (voir Briiggemann et

al. (2004)).

Suivant Ursu et Duchesne (2009), la statistique portemanteau pour le test

diagnostique dans le modele (4.4.4) pour une saison donnée v est définie par :
Quv) = N {V o, av),
d =T ~—1 > ~—1
= N> u{C(hn)E, C(hiv)E, ,},
h=1

qui est approximativement distribuée comme une loi x? (d*H — K(v)), ou K(v)

est le rang de la matrice RT @ I ;. Ceci entraine que K (v) = d*(p — 1) + rd.

D’apres le Lemme 4.2, ce résultat obtenu quand la matrice de cointégration
B est connu reste valide quand cette matrice ne l'est pas. Il en résulte que cette

distribution approximative est aussi satisfaite par la statistique :

Qu) =N w{C(h: v, Clh: S, ). (4.4.6)

h=1
Pour améliorer les propriétés sur petits échantillons, nous considérons aussi la

version modifiée de cette statistique :

A ul N AT ~—
Qyv) :N;N— L(h—l/—l—s)/sjtr{c(h:l/)xy
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Nous allons procéder a une étude de simulation afin d’étudier les propriétés des

tests statistiques proposés.
4.4.2. Simulations

Dans cette section, les propriétés de la statistique de test ont été étudiées avec
des simulations. Le but est de comparer les quantiles empiriques a celles d’une

distribution de y2. Les données ont été générées suivant le processus ci-apres :
W, = .AVBTYt_1 + ¢T(I/)Wt_1 + &4,

ouW;=Y,-Y;, i, t=sn+v,v=1,...,s.

Dans les simulations, deux modeles ont été considérés, le premier correspond
ad=3,p=1etlesecond a d= 2, p=2. Dans les deux situations, le nombre de
saisons a été maintenu a s = 4. Pour chacun des modeles, le coeflicient d’ajuste-
ment A, et la matrice des variances et covariances ¥, ont été attribuées plusieurs
valeurs mais tous les cas n’ont pas été présentés ici. Pour chaque saison, les inno-
vations ¢; ont été générées suivant une loi normale multivariée de moyenne nulle
et de variance Y,. Les parameétres ont été fixés de facon a assurer a la fois la pé-
riodicité, I'intégration de chaque processus et la cointégration entre les processus.
Le nombre total de cycles de saisons a été fixé successivement a 200, 400. Pour
chacune de ces valeurs, les données ont été générées 1000 fois et la régression de
rang réduit a été ajustée au jeu de données telle que décrite dans la section 3. Les
statistiques de portemanteau ont été calculées pour chaque jeux de données pour
les valeurs de H = 5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50. Pour chacune de ces valeurs,
la fréquence empirique a été comparée a la fréquence nominale de 5% et 10%. Les

parametres utilisés dans le jeu de données se présentent comme suit :

Pour d=3,p=1, s =4,

1 0 -1
01 -1

3
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2
wl}y Pv Wiy Wory pPv Wiy W3y

_ 2
Yo = | pyway Wiy w3, o Way Wsy

2
Pv W3y Wiy Pv Wy W3y w37y

TABLE 4.1. Valeurs des parametres pour le premier modele

14

o, -0,64 045 -0.38 -0.44
ag, -0.36 -0.34 -0.32 -0.55
pp 075 0.65 085 0.71
wi, 080 080 0.80 0.80
wa, 090 090 0.90 0.90
ws, 075 075 0.75 0.75
wyy, 095 095 095 095

Pour d =2, p =2, s = 4, Nous avons les parametres suivants :

2
al,y wl v Pv wl,y w2,y
a, = 7:B:|:1 2:|72V: 9 )
a2y Pv W2y W1y w2,y
. e O
1(v) =
0 Yo,v

TABLE 4.2. Valeurs des parametres pour le deuxiéme modele

v
1 2 3 4

o, -025 035 -0.26 -0.15
ag, -0.27 -0.23 -0.26 -0.18
pp 075 0.65 085 0.71
wi, 080 080 0.80 0.80
way 090 09 090 0.90
Y., 050 055 041 0.25
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Les résultats des simulations sont présentés dans les tableaux 4.4 et 4.3 :

TABLE 4.3. Niveaux empiriques en pourcentage pour la statistique
portmanteau QQy(v) définie en (4.4.6)et la version modifiée Q% (v)

définie en (4.4.7) pour le modele 1.

a=5%,d=3,p=1

N =200

3.80
4.51
2.80
2.71
2.50
2.10
211
1.90
1.41
1.60

3.61
341
3.20
3.21
3.30
341
2.10
1.71
1.60
1.21

5.40
4.71
4.61
4.20
3.50
3.21
2.30
1.80
1.90
1.51

4.81
5.40
4.71
3.10
3.00
1.91
2.20
211 5.61
1.81 4381
1.51 5.70 5.

441
5.00
3.51
3.80
411
3.80
4.21

3.91
3.60
4.50
4.20
4.91
5.41
4.71
4.40
4.40
00

‘Cﬂ

‘Cﬂ

=~ ot
=~ DO =} [0e}
o

w s oo

‘Cﬂ

‘Cﬂ

a=10%, d =3,
8.80 10.6 11.1
8.90 9.41 10.2
870 9.20 9.61
8.10 10.2 8.71
9.70 10.2 9.91
10.0 11.1 8.60
881 9.30 9.41
10.30 9.10 8.30 9.51
9.50 9.10 10.2 9.10
114 9.70 10.2 10.0

9.01
9.00

8.51
8.30
7.40
6.70
7.10
6.20
5.30
4.40
3.61
3.80

10.2
8.91
8.10
7.91
7.30
6.50
4.71
3.61 5.11
4.70 4.20
3.51 3.91

10.9
10.0
9.01
7.00
791

9.91
10.3
8.41
8.80
8.50
8.81
8.71

—

t

ot
= Ot
(e}

411
4.01
4.21
4.21
4.20
441
3.01
3.00
2.71
2.01

4.50
3.50
3.81
3.80
4.30
3.61
3.71
3.51
2.51
3.61

p=1

9.71 9.90
9.41 7.90
8.21 7.31
9.10 9.10
8.20 8.60
9.61 8.31
7.90 6.50
6.31 7.50
6.01 5.90
5.91 6.40

4.30
3.61
4.01
3.21
3.90
3.60
4.90
241
4.60
291

9.41
8.90
8.11
7.61
8.31
8.30
9.21
6.31
8.30
6.70

N =400

5.11
4.71
4.40
4.11
5.01
3.70
4.31
4.71
3.40
291

10.4
8.90
8.01
9.20
8.61
7.61
8.10
7.80
7.60
6.41

10.4
9.90
8.91
10.1
10.3
12.6
10.8
9.50
9.30
9.50

4.60
3.90
3.90

Al
o ot W ~J Al
S & B B R O

t

10.1
8.60
8.40
9.61
9.91
10.3
9.01
10.1
8.80
10.4

9.61

9.51

8.80

9.11

9.40

9.90

11.3

9.61
11.10
9.61

5.20
4.70
4.61
4.50
6.01
4.80
5.81
6.31
6.30
4.71

10.4
9.20
8.70
10.5
9.90
9.30
11.3
11.6
9.90
10.3




TABLE 4.4. Niveaux empiriques en pourcentage pour la statistique
portmanteau QQp(v) définie en (4.4.6)et la version modifiée Q3 (v)
définie en (4.4.7) pour le modele 2.
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5 5.16
10 3.88
15 2.87
20 294
25 4.20
30 3.04
35 3.21
40 215
45 2.95
50 231
5 10.5
10 8.25
15 6.83
20 7.30
25 10.2
30 6.18
35 711
40 5.90
45 6.58
50  5.25

3.97
4.00
3.29
4.89
3.52
3.68
2.32
3.17
3.14
1.90

9.23
8.55
7.7
8.46
7.47
8.04
5.86
5.81
6.32
4.86

4.11
3.49
4.44
3.26
3.77
3.53
3.36
3.28
2.60
2.78

9.96
8.87
8.19
6.61
8.98
6.83
7.56
5.75
5.04
5.91

a=5%,d=2,p=2

N =200

598 550 4.25 4.26 6.04
3.72 413 431 370 4.01
433 3.59 3.63 498 524
237 396 540 3.81 2.84
272 5.65 4.15 551 440
3.67 4.10 542 495 4.53
2.28 478 4.50 5.36 3.16
295 441 470 471 5.02
273 6.17 585 4.19 531
2.06 521 4.78 5.67 4.95

a=10%, d = 2,
11.6 10.8 9.33 102 11.6
7.52 9.09 9.30 9.52 8.04
8.99 811 874 899 9.67
5.67 9.54 10.3 7.99 6.60
812 126 9.56 10.3 9.42
6.80 9.68 10.96 9.02 8.95
5.37 10.0 862 10.5 7.45
6.83 9.26 9.62 9.39 9.96
6.30 9.99 11.0 8.46 10.0
5.61 10.1 9.67 990 9.14

4.36 3.60
413 4.32
490 4.33
4.14 491
3.54 4.36
3.84 4.16
3.17 2.89
2.72 4.28
3.95 3.91
3.31 3.88

p=2

8.55 8.65
8.40 9.22
11.5 9.69
7.38 9.43
747 9.14
9.20 8.91
7.23 7.37
8.05
8.28
7.52

o N
o = ot
N

at

4.88
3.64
4.16
4.16
4.06
5.38
4.06
3.25
3.47
4.13

10.8

8.59

9.08

8.13

10.2
10.89
7.60

6.37

6.44

7.01

N =400

441
4.95
3.85
4.74
4.87
4.35
3.45
4.31
3.96
3.81

9.99
9.54
8.16
9.64
8.95
8.75
7.15
8.35
7.76
7.33

8.64
9.18
11.8
8.13
8.43
10.7
8.23
7.57
9.64
9.02

8.68
9.67
10.0
10.1
10.2
9.57
8.98
9.93
11.0
10.4

11.0
8.71
9.97
8.97
10.8
11.6
8.46
8.09
8.31
9.15

10.2
9.92
8.73
10.5
9.26
9.89
8.38
10.5
10.3
10.2

4.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons étudié les modeles de séries chronologiques mul-

tivariés périodiques et cointégrés. Plus précisément, il a été question d’estimer le

modele et de faire des tests de type diagnostics pour valider les résultats obtenus.

Dans l'estimation, nous avons considéré le modele de plein rang et le modele de

rang réduit. L’estimation du modele de rang réduit est une procédure non linéaire
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et itérative dont les valeurs initiales sont les estimateurs de plein rang. Les dis-
tributions asymptotiques de ces estimateurs ont été aussi obtenues, affichant le

1/2

taux de convergence usuel de N=! pour le vecteur de cointégration et N~/ pour

les autres parametres.

Pour diagnostiquer le modele, un test statistique de type portemanteau a
également été présenté. Ce test a été étudié par des simulations. D’apres les
résultats obtenus, ce test statistique a de trés bonnes performances et peut s’avérer

incontournable pour diagnostiquer des modeles périodiques cointégrés.



128

ANNEXES

Annexe A. Preuve de la Proposition 4.1
Sans nuire a la généralité, la preuve sera faite pour p = 3. Pourt = sn + v,
nous avons d’apres l’équation (4.3.1) :
Y, = 610Vt +¢2(0)Yiin + ¢3()Y s + &,
= SV + (1Y 2+ ¢3(1){O (¥ -2)} ' {O(r-2)Yi5-Yi 2+ Vi 0}
+et,
= G+ [$2(v) + g ({O (v ~2)} ] Yo
~p3(){O (v =2)} {Yi2 O (V= 2) Y5} + e,
= WY1+ {62(v) = 2(1} Y2+ 21 {Yi2 -0 (v =2)Y: 5}t
= SV e+ {$2(v) —r(}{O (1)} H{O(r — Y2 —Ye1 + Y}
+¢5(V){Yie2—O (v —2) Y, 3} +&,
= [$10)+{200) — s} O (v~ )} ] Ve
—{p2(v) s {O (v -1} (Y1 —O (¥ = 1) Y2}
+¢5() {Yi2—© (v —2)Y 3} +e,
= {() -1} Y1 + 91 {Yio1 —O (v —1) Y2}

—|—¢§(l/) {thg -0 (l/ — 2) thg} + &¢.
L’expression ci-dessus mene a :

Yi-0W)Yi1 = {61(v) -0 () —¢i(V)} Y1 + 1 (1) {Yio1 —O (v = 1) Y2}
+6;(){Yi2 —O (v =2)Yi s} +e,
sv) = —gs(){®(r-2)}7",
i) = {g(v) —gs()}{O (v -1},
T(v) = ¢1(v) —O(v) — ¢i(v).

Ce qui constitue le résultat recherché. La preuve dans le cas général suit exacte-

ment le méme genre d’arquments.
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Annexe B. Preuve de la Proposition 4.3

Sans nuire a la généralité, elle sera faite pour p =17 et s = 4.

ein T()Ysn1+¢1(1ean—1+¢3(1)es,n—1+¢3(1)e2n—1+ 1(1)e1,n—1 + $5(1)es,n—2+
en | T(2) Y1, + ¢1(2)e1,n + ¢3(2)ean—1 + $3(2)esn—1 + ¢i(2)e2n—1 + ¢5(2)e1,n—1+
e3n T(3)Y2n +¢1(3)e2n + ¢5(3)e1,n + 93(3)esn—1 + ¢1(3)esn—1 + ¢5(3)e2n_1+
€sn T(4) Y3, +¢1(4)esn + d5(4d)ean + P3(4)ern + di(4)ean—1 + ¢5(4)es,n—1+
+ds(1)es,n_2 £1,n
+¢5(2)eq n—2 E2.m
6(2) N )
+¢5(3)e1,n—1 £3.n
+ds(4)ez n_1 E4.n
T (1) Y4 #1(1)ean—1 #3(1)esn—1 $5(1)ean—2
T(2)Y1in ¢1(2)e1n 5(2)eq,n—1 5(2)e1n—1
| reve || di@en | [ 0@enn || 6@
m(3)Y2n $1(3)e2n $3(3)e1n $5(3)e2n—1
m(4)Y3n $i(4)esn $3(4)e2n $5(4)esn—1
d5(1)es n—2 €1,n
¢6(2)esn—2 €2.n
N 6(2) N )
d5(3)e1n—1 £3n
d6(4)ean—1 E4.n
Y4,n71 €4n—1 €3n—1 €4,n—2
Y1,n €1,n €4.n—1 €1,n—1
= diag{m (v)} +I +TI +...47Ts
Y2,n €2.n €1,n €2.n—1
Y3,n €3 n €2.n €3n—1
€3n—2 E1n
€4.n—2 €2.n
+ T + ,
€1n-1 €3,n

€2.n—1 E4m
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= diag {7 (v)} ’ +T1U1n +T2U2p +T3Us0 +Talo.(n—1) +T'sUr:n—1)

+ FGUQ:(nfl) +

qui est le résultat cherché.

Annexe C. Preuve de la proposition 4./

La preuve sera faite pour p = 3 et s = 4. Avec ces paramétres, le modéle

(4.3.1) devient :

Yi=¢,(0)Yi1+ (V)Y 2 + ¢5(1)Y o5 + &,
qui admet la représentation en vecteur des saisons :

BoY; — BY_, e,

| 1, 0 0 0
<I>0: —¢1(2) I, 0 0
—$,(3) —¢:(3) I, O
—¢3(4) —d,(4) —¢1(4) Iy
et
$3(1) &,(1) ¢4(1)
o 64(2) $,(2)
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Définissons :
I, 0 0 0
—O(2 1 0 0
Ay — (2) d
0 —6(3) 1, 0
0 0 -4 I,
et
0 00 ©()
0 0O 0
A1 =
0 0O 0
0 00O 0
On a alors :

@OYZ = A()YZ + (@0 — Ao)YZ = i)leL—l + EZ.

ce qui entraine,

MY, = (Ao — @)Y, +®Y, | +¢,,

et
AY, —ANY, = (A~ @)Y, + (21 -A)Y,_, +e).

D’autre part,

0 0 0 0
P CC R 0 0 0|
¢, (3) ¢, (3) —O(3) 0 0
b (4 (1) 6 (1) O(1) 0
= A, + A,
0 0 0 0
W |a@-e) o o o
b 0 6, (3) — 6(3) 0 0
0 0 ¢ (4)—-6(1) 0
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et

0 0 00

A, — 0 0 00
6,3 0 00

6 (4) 6,(4) 0 0

Nous avons également :

0 ¢5(1) ¢5(1) ¢,(1)—O(1)
5oa |00 20 a0 |
0 0 0 ¢35 (3)
0 0 0 0
= A; + Ay,
ot
0 ¢5(1) ¢,(1) O
P A C )
g =
0 0 0 ¢;(3)
0 0 0 0
et
000 ¢, (1)—6(1
A= 00O 0
00O 0
00O 0

L’expression principale devient alors :

ANY, —AY, 1. = (Ai+A)Y, +(A3+A)Y, | +e,

= <A1YZ + A4YZ_1> + <A2YZ + A3Y7>:,—1 + 62) .



133

On a encore :

n—1
3

. P~

<t

Q

* & \\I/\I//IT
RO S
0230Y

o o < © Dmo
o o - +
- T z° ° T
0(\¢¢ .
N ~
/0.\1|_/ @
\)\)(MV000+
) Y
< © OOOOB%

3
n—1

AY" + AY

avec,

0 00
$2(4) 0 0
00 ¢,(1)

. (3)

0
b, (2)

B, =

B,

0 00O
0 0O
0 0O

$;(4) 0 0 0

et

0

0
6: (3)

0



On a également :
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M, 0 0 o0\[/ 0o 000
0 0 0 0 0 00O
B)Y' +BY' |, = M. Y,
0 0 M3 0 0 0 00O
0 0 0 M, —-6(2) 0 0 0
0 -6(3) 0 0 \]
0 0 —6(4) 0 .
+ Yn—l’
0 0 0 —O(1)
0 0 0 0 ]
ot
M, = —¢;(){O3)} 7,
M, = —¢;(2){6(4)} 7,
M; = —¢;3) {6 (1)},
M, = —¢;(H{0(2)} 7"
qui peut encore s’écrire :
0 0 00O
_ 0 0 00O .
diag [~y (1) {© (v — 2)} "] Y,
1, 0 00O
-6(2) I, 00

0 —e@3) I,

0 0 —0(4
N ()

0 0 0

0 0 0
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ol

0 0 0O

0 0 0O
01: 5

I, 0 00

0 I, 0 O

et

00 1; O

00 0 I,
C, =

00 0 O

00 0 O

Nous avons :

AY:  +AY' | = BY' +BY' |
+ diag [ (1) {© (v —2)} v =3,4,1,2] (C.Y} +C:Y7_))

+ IWUs.,,

ce qui est encore égal a :

0 0 00
0 0 00
= ) YZ
$,(3) + s (3){O (1)} 0 00
0 ¢ (4)+;(4){©6(2)}7" 0 0
00 ¢(1)+g5(1){OB)} 0
L |00 0 R ACICIO i
00 0 0
00 0 0
+ IhUs,
ce qui peut encore se mettre sous la forme,
[ 0 0 0
aag Moy || 00 0 Oy,




o © o ©
©c © o ©

o1,

YZ—I - C3Yn - C4YZ_1 + P2U2:n7

M) = —[p (V) +; (1) {O (=2} "] {O (v —1)}7,

0 0 0 O
I, 0 0 O

03 = )
0 I, 0 O
0 0 I; 0
000 I,
000 O

C, —
000 O
000 O

Ceci mene a [’expression suivante :

A2Y*n + A3Y:<L_1 = FlUlzn + F2U2;n — [dlag {¢T (l/)}] <03Y; + C4YZ_1> .

En posant,

UO:n = A()YZ — AlY;:,—l = <A1YZ + A4YZ_1> + <A2YZ + A3Y;_1> + et

ol

n?

136
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0 0 0 0
N EICORLIORLE 0 0 0y

0 #1(3) - 0(3) ~ 91 (3) 0 0
0 0 ¢ (-6 —¢i (1) 0

00 0 ¢ ()-0(1)=¢i (N

000 0 .

+ Y.
0 0 0 0
0 0 0 0

+ FlUltn + F2U2:n + 8:7,~

On obtient en fin de compte le résultat cherché.

Y4,n—1

1,n

Y2,n
Y3,n

U();n = dlag {ﬂ' (l/) , V= 1,2,3,4} ‘|>I‘1U17n ‘|>I‘2U27n —I—{:f:;

Annexe D. Preuve de la proposition 4.5

La démonstration sera faite pour p = 7 et s = 4, elle découle de celle de la

proposition 4.3, et plus précisément de [’expression suivante :

€l,n T(1)Y a1+ ¢1(1esn—1+¢3(1)es,n—1+ ¢3(1)e2n—1 + ¢1(1)e1,n-1 + ¢5(1)ean—2+
en | T(2)Y 1+ ¢71(2)e1n + ¢5(2)ea,n—1 + ¢35(2)ezn—1 + di(2)e2n—1 + ¢5(2)e1,n—1+
€3,n T(3)Yon+01(3)e2n + 95(3)e1n + @3(3)esn—1 + 01(3)e3n—1 + ¢5(3)€2,n—1+
€4n T(A) Y3, +¢1(4)esn +d5(4)ean + @3(4)ern + P1(4)esn—1 + P5(4d)es n_1+

+¢s(1)esn—2 E1m

+¢5(2)es,n—2 £2m

6(2) N
+ ¢5(3)e1n 1 E3,m
+¢Z§ (4)627"1*1 E4.n

11 suffit d’aller dans cette expression et de regrouper suivant les vecteurs

€1n
€2, .

"1, ceci pourn=1,...,N, en remarquant au passage que
€3n

€4.n
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o (1) Y4 n—1
€1n
€, . w (2) Y1 n
T = Jsa —A(B) YY" el aussi que =T(B)Y;,
€3.n ™ (3) YQ?”
esn
+ T(4) Y3,
cette expression devient alors :
ein dr()er 1+ ¢3(1)ean—1 + ¢3(1)ezn_1 + 1 (1)ean_1
e2n — ¢1(2)e1n #5(2)e1,n—1+ ¢1(2)e2n—1 + ¢3(2)ezn—1 + ¢3(2)esn—1
€3 — ¢1(3)es,n — $3(3)e1,n d5(3)ern—1+¢5(3)e2n 1+ i(3)esn1+ ¢3(3)ean 1
e1n—¢1(4)esn —¢3(ezn — p3(4)ern +¢6(4)ezn—1+ @5(4)esn—1 + dpi(4)esn—1
d(1)es,n—2 + ¢5(1)ean—2 T (1) Ysn
E1n
¢§(2)e4,n,2 m (2) Ylyn €9
— — + ’
0 s (3) Yon €3.n
0 7 (4)Ysn S4m

qui peut se mettre sous la forme matricielle :

I, 0 0 0) [ein ¢i(1) ¢3(1) ¢2(1) ¢i(1)) (e1n
-6:1(2) Iq 0 0| exn| [45(2) 6i(2) ¢3(2) 202 | | ez
—¢2(3) —¢13)  Ia 0| [esn $6(3) ¢5(3) ¢1(3) ¢3(3) | | €31
—63(4) —¢2(4) —¢1(4) Ia) \ean 0 ¢4 ¢5(4) 61(4)) \ean
0 0 ¢5(1) ¢5(1)) [ern2
_ 0 0 0 ¢g(2) €2.n—2
0 0 0 O 637»,172
0 0 0 O 647»,172
7F(1)Y47n71
€1,n
_ W(Q)Yln 4 &2.n
7l'(3)Y27n €3,n
7 (4) Y5, .

On obtient alors le résultat cherché avec :
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I, 0 0 $1(1) ¢3(1) ¢2(1) ¢i(1)

bt — —$1(2) Ia 0 P $5(2) 61(2) ¢3(2) ¢2(2
0 — » WY1 — — »

—$5(3) —91(3) Iy 0 $6(3) #5(3) ¢i(3) #3(3)

—¢$3(4) —¢2(4) —¢1(4) Ia 0 $6(4) ¢5(4) ¢i(4)

0 0 1) ()

0 0 0 p
. $6(2)

0 0 0 0

0 0 0 0

Annexe E. Preuve du lemme 4.1 i) Nous avons :

Zm:(sn+y—1) = kz: ¢V—1(B)Ak = ZZ:() 'wy—l(B)ng} CL’U@C’(,bV_l(B) = Z%'(;by—l,ij-
=0 j=

D’autre paﬁ) ZZ:O wv—l(B)QEZ = wu—l(l)Q 257+€n_£07 ot €n = Zwlgz_b
=1 =0
& = Yo", pour w, = — Y P,_1,Q et o, = — > ,_1,Q. Les suites

=0 k=1 k=0
{wil2, et {01}, sont absolument sommables d’aprés la remarque 2.

n

Posons {, = Y &, nous avons :
i=1

N~ ZZ (sn+v— 1 (Sn+y 1) — {’IPV 1 < chc ){va 1 ) }
+ {'wv 1 { Zgn n_ }

+ {N_2 Z(fn — 50)42} {#.1(1HQ}'

+ {N_2 Z(Sn _50)(57% _€O)T} :

D’aprés le Phillips et Durlauf (1986, Lemme 3.1) ou aussi Hamilton (199/, pro-
position 18.1),

N~ Z(n(T—QP/Q{/ W(r W' (r )dr}Em

n=1

ot W(r) est un mouvement brownien standard d’ordre sd.

En utilisant la norme ||A|| = [tr(ATA)]1/2, nous avons :
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N N
L <|IN‘QZ€nCZII> <N7'E <Z|I€nl|llélll> )

n=1

<NT?E { <;: ||€n||2> N <i} IICZHQ) 1/2} )
<N7? {E <é ||§n||2> }1/2 {E <é IICZHQ) }1/2,

or d’aprés Sims et al. (1990, Lemme 1), nous avons :

N
b <Z ||€n||2> = O(N). D’aprés Phillips et Durlauf (1986, lemme 3.1),
n=1

B <Z IICZII2> = O(N?).

Par conséquent,

B <||N_2Z€n€f|l> < NZO(N)2(ON)Y2 = NT2O(NY2)O(N),

N N
En utilisant toujours le fait que F <Z ||§n||2> = O(N) et E <Z ||CZ||2> =
n=1 n=1

O(N?), nous montrons que :

E<||Z<n(§n_§0)T||> = O(N*?),

E<||Z<en—5o><£n—5of||> — O(N).

n=1

Cect permet d’avoir en fin de compte :
—2 N T L 1/2 1 T 1/2 T
N2 S Zien By S W QY { L WWT (r)ar | 524, 1 (0Q) .
out=sn+v

it) Nous avons :

Asptv = DVQEZ)
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et
m:(sntv—1) Z'(,by 1 an k _":by 1( )QCn +£n_£07

o, = ZE’;.
s=1

Avec ceci, on obtient que :

N
- Zaw ) = (D) {N* el } (1)@}

N
+(DRQINT' Y entn — &)

D’autre part,
N N
N7y ey =N ZEZ(CI_l +e,'),
n=1 =

=N~ Zs( 1+ NT Zs* +

D’aprés Philips et Durlauf (1986, Lemme 3.1),

N 1 T
N—lzgjgcz_liz;/?{ / W(r)dwT(r)} $12,
n=1 0

D’apres la loi des grands nombres,

En fin de compte,
N 1 T
vy e S [wewo} e e
n=1 0
On a aussi :

N- ZggT N- Zs woel, + & 1) ",

= N~ Zs* *Twg + N7 Zs{
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o)
ou &l = > W
h=1
00 z
D’autre part, e:&"T = ST wyeter!, . Etant donné que les cumulants d’ordre
h=1

n

o0
quatre du processus {€%,n € N} sont finis et que la série Y ws est absolument
s=0

sommable, le processus {€:&:T N | est une différence de martingale de variance
finie par rapport a o, = {€5, &% - }.

On en déduit que :

N
—1 xpxT P
N Zanfn — 0,
n=1

Voir Hamilton (1994, Exemple 7.11).
On obtient alors que :
N 1 T
Nty S0 [ Wi )} 5w 0@),
+ (DVQ>EE{¢V—1(1)Q}T + (DVQ)EEw(—)r
1 T
0@ { [ Wrw 0} 2w 0Q)T
+ (DVQ>EE('¢'V—1,OQ)T'

iii) On aUy = (Z, W[,.... WL ,)T. En multipliant Iéquation (4.3.10) de
part et d’autre par 1o — PoAo(B)Q2, on obtient :
{Ia — A(B)}Y, = {La — PA5(B)Q2}{®*(B)} e;

n?

ou de maniére plus précise que :

Yi,— Yo, | ={la— PAyB)Q:} {®(B)} ;.

Ys,n - Ys—l,n

On obtient a partir de ceci que :

Wt - Yt - Yt—l - st+y - st+y—1;
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= Dj{la— P:A2(B)Q:H{®™(B)} e;

n’

— G, (B}

n’

ou D} est une matrice d’ordre d x sd constituée de s blocs matriciels disposés en
lignes, les blocs valant la matrice identité d’ordre d a la position v et la matrice

nulle ailleurs.

D’autre part, on a d’aprés I’ équation (4.3.10) que :

Q.Y = Q.{®™(B)} e

Or,
QrYs,n ZT:(STL+S)
Qi — | @Y | | Zrew
QrYs—l,n Zr:(sn—&—sfl)

Il apparait a partir de ceci que pour t = sn+ v, Z.; = D:Q:{®™*(B)} e} =
L,(B)el, ou D} est une matrice d’ordre r X rd constitué de s blocs de matrices
d’ordre r x r disposés en ligne. Les blocs valant la matrice identité d’ordre r a la

position v+ 1 (modulo s) et zéro ailleurs.

Nous avons alors :

Zr:t LV(B)
W, G,(B)
Ut = Wt—l = Gy_l(B) 52 = HV(B){‘:Z)
Wt—p+2 GV* (B)Bp*

ot t—p+2=s(n—p*)+rv*. Dautre part d’aprés la preuve (i), on a :
Zm:(sn+y—1) - pr—l(l)QCn + €n - 50;

0l Co = D€ et €n —Eo = Avr(B)EL.
s=1
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Cect donne :

N

N_l Z Zm:(sn—&—y—l)U;rn_y.yfl = ",by—l(l)Q |:N_1 27]:[:1 €n {HV—I(B){‘:Z}T}

n=1

NN (Bl HH o (B)es}

Or d’aprés Sims et al. (1990, Lemme 1) et le fait que les processus {H,_1(B)e:}

et {\,_1(B)e} sont absolument sommables (voir remarque 2),

VISt BT 5 [ W b i o) iy

Toujours d’aprés Sims et al. (1990, Lemme 1),

N

NS (B HH 1 (BJe,) T = 0,(1).

n=1

Tout ceci nous permet alors de conclure que :

N
N_3/2 Z Zm:(sn—&-v—l)U;rn—&-y—l = Op(l)'
n=1
w) Posons Uy, = (UL 1, Ul ..., U] )T . D’aprés la démonstration du

sn—+s
point (iii), Uy = Uy, = H, (B)e!

"o

ainsi,

Uz = (Hi(B)T,Hy(B),...,H(B)") & = H(B)e},.

n

Le processus {H(B)e}} est absolument sommable d’aprés la remarque 2. Nous

avons d’aprés Hamilton (1994, Proposition 10.2) que :
N
NN UL BTy = cov(ULUG).
n=1
Par conséquent,

N
NS Uaiv Uy 2 DITHDS)T
n=1
ot D est une matrice d’ordre (r + d(p — 1)) X (rs +ds(p — 1)) constituée de s
blocs disposés en lignes, les blocs valant, la matrice identité d’ordre rs+ d(p — 1)

a la position v et la matrice nulle ailleurs.
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v) Pour vy donné, posons ici :

* T T T
UV() n <Usn+1/07 s Usn+57 Us(n+1 +1 Us(n+1 )+rvo— 1)
et
e .= (e, el el el )T
vo,n — \"sntugr 0 Csnts) Cs(n+1)+10 0 0 S s(nt1)+ro—1 :

En effet, on commence a empiler ici a partir de vy quelconque et pas forcément a

partir de vy = 1.

On avait obtenu dans le cas vy = 1 que @gyyyyy = D, Qe et Uy = H,(B)e;

n

et Uy = H} (B)e;, .. Cette
(Be;

vo,n—17

de méme, nous Pouvons €crire Qg y, = D,,OJQ&VO”

écriture permet d’obtenir, Uy = Ugpqpy—1 = H

o1 qui ne dépendra

que des valeurs retardées de € o) U sntv, peut aussi étre extrait du grand vecteur

U’,jon en faisant Ugpiy, = DV()’QUVO’,”. On obtient alors :

N
1/2 o —1/2 * * T T
E vec asn+,,0 Sn+,,0 1) = N E vec <DV()21Q6VO nUVO n— 1Dyo 2)

+ OP(1)7

- {DV()Z2®( vo: lQ }N 1/2ZVGC VOnUVO(n 1)
+ o0p(1).

D’autre part, vec(e}, . nU’;OT(n 1 ) est une différence de martingales par rapport a
{€},. n> €vpr(n—1) ..} (Hamilton 1994, proposition 7.9). D’apreés le théoréme central
limite des dzﬁerences de martingales :

1/2 Z VeC vo: nUV() (n—1) ) £> Md+d2(p—1) (07 F(U* ) @ 2*)7

vo:n

ou U, .,.) = cov(Us;

vo:n

Usl) et ¥ =Ee; e:l.).

vo:n) ¥ voin vo:n®von
Par conséquent,

N

_ L
N 1/2 Z vec <asn+yoU;rn+VO_1> — M‘d+d2(p—1) (07 Q) :

n=1

Q = DVOIQF(U:;O n)Dz—/rOQ ® (DV():IQ)E*(DVO:IQ)T
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Annexe F. Preuve de la Proposition 4.9
Sans nuire a la généralité, elle sera faite pour p = 5. Pour ce faire, nous allons
débuter de expression (4.4.3) pour retrouver celle de l'équation (4.3.20). Nous
avons pour t = sn+v :
Zy = Dy(W)Ziy+Dy(v)Z,_ o+ D3(v)Zi_3+ Dy(v)Zi_y + Ds(v)Z_5 + &,
= {AB" +6{(1)} (P,Q,Y 1+ PuQuW i)
+{83(v) = $1(V)P,Q,} (P,Q/Y 12 + PpQy Wi s)
+{#3(v) — 63(v)P,Q, } (PrQ,Y i3 + PrQuW_s3)
+{4i(v) = $3(V)P.Q,} (P,Q/Y 1y + Pp@QnWi4)

_¢Z(V)P7‘Q7‘ (PT‘QT‘Yt—5 + PQOWt—{S) + 6t7
qui peut se mettre sous la forme,

Zy = Di(V)Zi1+Ds(V)Zs_s+ D3()Zy_3+ Dy() Zy_y + Ds(v) L5 + &4,
= {AB"+¢{(}{P.Q.Y 1+ P,Qun(Yi1—Y, 1)}
+{$3(v) — 1 (V)P,Q I {PQ.Y 1o+ PprQ (Y2 = Y _3)}
+{#5(v) = $5(V)P,Q,} {P,Q.Y 15+ PQ (Yi_3 =Y _4)}
+{i(v) = $5(V)P,Q,} {P,Q.Y s+ PpQ (Y4 =Y 5)}

_¢Z(V)P7‘Q7‘ {PrQrYt—S + PQO (Yt—5 - Yt—ﬁ)} + Et.
En utilisant le fait que P,Q, + P,,Q,, = 14, on obtient :

2, = {AB 40} {Y 1 - PuQuY i)
+{63(r) — $iP.Q I Y 1o — Pu@nY o)
+{63(0) — 5 ()P.QI Y s — Pu@nY i)
+{63(v) — $5()P.QI Y s — Pu@nY s}
—$1 ()P QAY s — Pr@uY s} + 0
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En utilisant aussi le fait que Q,P,, =0, et BT P,, =0, on obtient :

Z; = AB'Y 1 +6{(V)Y i1 — 1(1)PuQuY s
+6;(V)Y 12 — 3(V)PrQnY 5 — 61 (V) P, Q.Y
+05(V)Y 13 — o3(V)PrQnY s — ¢3(V) P, Q.Y 3
+0,(V)Y 13 — 01 (V)PrnQnY o5 — 61 (V) P, Q.Y

-, (V)P,Q,Y 5 + €.

En regroupant les expressions on obtient :

Z, = AB'Y,,
+¢1 (V)Y o1 — ¢1(v) (Pr@m + PrQ;) Yo
T3 (V)Y i—2 — ¢5(v) (Pr@m + PrQ;) Y3
+¢3(V)Y -3 — ¢5(v) (Pr@m + PrQ;) Yi—4
T (V)Y i—a — ¢1(v) (Pr@m + PrQ;) Y5
ter.
En utilisant une fois de plus le fait que P,Q, + P Q. = 14, on trouve le résultat
cherché :
Zy = AB'Y 1 +¢i(v) (Y1 —Yi0) +¢3(v) (Yiey — Y_3)
+¢3(v) Yis —Yia) +@5(v) (Yo —Yi5) + &,
= AB'Y, + ¢ (1)W1 +&(1)Wis

+¢§(V)Wt—3 + ¢Z(V)Wt—4-

Annexe G. Preuve du Lemme /.2

Ici, nous montrons que la démonstration de Briggemann et al. (2004, An-

nexe A.1) s’applique aussi au cas des modéles périodiques. Nous avons d’aprés la



148

formule (4.5.20) :

p—1
Wt = .AVBTYt_l + Z qy;;(l/)Wt_k + Et, t =sn+ v, Wt = Yt — Yt—l; (451)
k=1
et
p—1
& = Wi—ABY 1 - ¢ (v)Wiy,
k=1
p—1
= Wi—ABY, .- (Wi —ABY, ., +AB'Y,
k=1

B'Y,
=W (b)) | T A (B B
Wt—p+1
::WQ—KJ%—AA?T—BvYFb

T

ou KV = (AV7$T(V)7 s 7&2—1(”)) et Gt = <(BTY15—1)T7W;—17 s 7W;r—p+1> :

Considérons le modéle :
Wt = KVGt + €, (452)

. » x T T
ot K, = (A, di(v),....¢5_1(v) et Ge=(B'Yer)", W/_,... WL 1) . No-
tons K, Uestimateur des moindres carrés ordinaires de ce modéle ot l'on suppose

B connu et &; les résidus correspondants. On a :

ét - gft = —AVBATYt_l ‘I’ AVBTYt_l (453)
-1

+ Y {am-dhwmwe,

3

k=1

- “ABY_ +ABY_ —-AB'Y,_ +AB'Y, (454)
p—1

+ Y e - b Wik,
k=1
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- A (B -B")v.,
= (Gi©14) (EV - I?:V) —A, (BT - BT) Y, (4.5.5)
- H,,
ou k, = vee(K,) et k, = vec(K,) .
On peut alors écrire & = & + H,.

En utilisant les autocovariances, on a :

C,-C, = N Zéét L — N~ thgjh, (4.5.6)
N N
- N_IZ (& + Hy) G+ Hen)' — N_lzgtg:—h’
n=1 n=1
N N
SRR SRS SR SRR ST
n=1 n=1

o t = sn + v. Il suffit de montrer que chacun des termes de la derniere ligne de

équation ci-dessus est O,(N71).
A AT T
Définissons Gy = ((B Y )" W/, . .. ,WtT_pH) . On a d’autre part :

p—1

Er = Wt — .AVBTYt_l — Z ¢Z(V)Wt—k;
k=1

p—1
= Wi—ABY, =) ¢i(r)W,_ b —AB Y, +AB Y.,
k=1
By,
* * Wt_l 3T T
= Wi— (A dl(v), . b (0) R (B _B )Yt_l,
Wt—p+1

— W,—K,G: + A, (BT _ BT) Yo,
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Alors, K, = (A,,,qg’{(l/), o ,$;_1(y)> peut étre obtenu par les moindres carrés

ordinaires du modéle suivant :
Wt :Kyét‘l‘et = (é:®1d> ky+6t, (457)

ot k, =vec(K,), e, =& A, (BT — BT> Y. .

D’apres la Proposition 4.8, on a (B — B) = 0,(N71). Ceci permet de déduire
que les moyennes échantillonales de G, ete; ete; sont d’ordre Op(N_l/Q). D’apres
Uéquation (4.5.7), et les propriétés de l’estimateur des moindres carrés ordinaires,

on a !

N -1 N
k, = {( Crtéj) ®1d} > (C-*t ®Id) Wi+ O0,(N7Y), (4.5.8)
1

n=1

out=sn+r.

D’autre part,

G—G =Y, (B—B) 07,07, (4.5.9)
¥
(Gon)e = {(a+[(B-B)y0 0] )or)
<« {ei—A (B-B)v. ).

= (G o) e — (G oI A, (BT . BT) Y

[Yj_l (B—B) ,oT,...on@Id}gt
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En considérant la somme membre a membre et en utilisant les résultats du Lemme

4.1, on a :

3 (ét®1d) =3 (G0 L)e +0,(1), (4.5.10)

n=1

out=sn+r.

D’autre part, en utilisant [’équation (4.5.9), on a :
N N
TN Z {Gt+ vy, (B B) ..oT]T}
n=1 n=1

X {Gt+ v, (B—B) ,OT,...OT]T}T,

N

_ Z {GthT + Gy, (B—B) 07,07
n=1
LGy, (B —B) 07,...0""
+ Y, (B-B).0",...0""[v, (B-B),0"..0"]},
out=sn+r.

En utilisant une fois de plus le Lemme 4.1 et la Proposition 4.8, on trouve

que
N N
n=1 n=1

On obtient avec l’équation (4.5.7) :

k, = k,+ <ZGtGZ> @Iy {Z (Gt®1d)gt}+op(N—{;L5.11)

En considérant ’équation, (4.5.2), on a également :

N -1 N
IEV = ky + <Z GtG:> ® Id Z (Gt ® Id) Et. (4512)
n=1

n=1

Les équations (4.5.11) et (4.5.12) permettent d’avoir :

k, —k, =0,(N7"). (4.5.13)
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Le résultat est alors obtenu d partir des équations (4.5.6) et (4.5.3).



CONCLUSION

Dans cette theése, nous apportons des contributions dans la modélisation et
la validation des modeles récents de séries chronologiques multivariées. L’objectif
principal était d’estimer et développer des tests de type diagnostique pour valider
les hypothéses de bruit blanc et de non corrélation. Plus précisément, on s’est
intéressé dans un premier temps a la vérification de la qualité de 'ajustement
dans les modeles vectoriels a erreurs multiplicatives (vMEM). De plus, nous avons
étudié la non corrélation sous faible dépendance entre deux séries chronologiques.
Finalement, nous avons considéré l'estimation des parametres et la vérification

de 'adéquation dans les séries chronologiques périodiques cointégrées.

Dans la premiere partie, on s’est penché sur les modeles vVMEMs. Ces modeles
jouent un role tres important dans la modélisation économique des données fi-
nancieres. Beaucoup de travaux ont été faits sur les modeles vMEMS, mais ces
travaux se sont surtout limités sur ’estimation et des applications. Peu d’études
ont été faites sur la validation de I'ajustement des modeles vMEMs. Dans ce pro-
jet, de nouveaux tests pour le diagnostic des modeles vMEMs ont été proposés.
Deux approches ont été adoptées dont une dans le domaine du temps et 'autre
dans le domaine des fréquences. Dans le domaine du temps, nous avons mon-
tré que sous 'hypothese nulle d’adéquation, la statistique de Hosking-Ljung-Box
converge vers une somme pondérée de lois de khi-carré a un degré de liberté in-
dépendantes. Dans le domaine des fréquences, un test statistique a été obtenu en
comparant la densité spectrale des résidus de 'estimation du modele observé a la
densité spectrale théorique sous I’hypothese nulle d’adéquation. La transforma-

tion de Chen et Deo (2004) a par la suite été appliquée a ce test car la version
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originale était tres conservatrice. Les simulations ont montré dans le cas des deux
approches de trés bons comportements des nouveaux tests. Les tests spectraux (et
plus précisément ceux ne se basant pas sur le noyau tronqué) se sont avérés plus
puissants. Le test de Ng et al. (2016) basé sur l'inverse de la matrice des variances
et covariances des autocovariances n’a pas donné de bons résultats. Méme le fait
de considérer l'inverse généralisé et en ajustant le degré de liberté de la distribu-
tion n’a pas amélioré les résultats. L’étude de la dynamique commune des deux
composantes de l'indice boursier FTSE100 a I’'aide d’'un modele vMEM a été faite
afin d’'illustrer les tests statistiques proposés. Parmi toutes ces statistiques, nous
recommandons l'utilisation de la statistique de noyau basée sur la transformation

de Chen et Deo (2004).

Dans la deuxiéme partie de la these, on s’est intéressé a la présence de dé-
pendance dans les observations ou dans les erreurs lors de la modélisation. Les
résultats de la plupart des études sur les tests d’adéquation ou de non corrélation
dans la littérature ont été obtenus sous I'hypothese d’indépendance ou de norma-
lité, ou le cas échéant, sous des hypothéses se rapprochant de ces deux dernieres
telles que la nullité des cumulants d’ordre quatre ou aussi la constance des mo-
ments conditionnels jusqu’a 'ordre quatre (voir Hannan (1976)). Nous montrons
ici que sous les conditions de stabilité définies par Wu (2005), la distribution
asymptotique d’un vecteur des covariances croisées des séries en question est nor-
male. Ces conditions permettent en effet de décrire des situations de dépendance
faible qui stipule ici que l'effet cumulé d'une observation donnée sur les observa-
tions futures est fini. La matrice des variances et covariances de la distribution
trouvée a été estimée par la procédure robuste a 'autocorrélation et a I’hété-
roscédasticité (VARHAC) présentée par Den Haan et Levin (1974). Ceci permet
de définir un test statistique dont la distribution asymptotique est une somme
pondérée de lois de khi-carré indépendantes. Une étude de simulations permet de
confirmer la performance de notre test par rapport au test de Haugh (1976) qui

est le plus souvent utilisé pour tester la non corrélation entre deux processus.

Finalement, nous avons introduit les modeles périodiques multivariés et coin-

tégrés en nous concentrant a la fois sur I’estimation et le diagnostic. Dans I’analyse
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des séries chronologiques, la cointégration est une caractéristique liée a la présence
de combinaisons linéaires stationnaires méme si les séries elles-mémes ne le sont
pas. Le nombre de combinaisons linéaires stationnaires est appelé rang de cointé-
gration. Cette situation crée une déficience de dimension dans 'espace vectoriel
engendré par les processus en question. Ces combinaisons linéaires sont les ten-
dances générales qui ne refletent pas la vrai dynamique entre les séries. Il faut de
ce fait définir et estimer un modele a correction d’erreurs. C’est ce qui a été fait
dans cette partie de la these. L’estimation a été faite en deux étapes. La premiere
étape est 'estimation de plein rang qui ignore le rang de cointégration. Les para-
metres servent de valeurs initiales a ’estimation de rang réduit. Ce dernier tient
compte du rang de cointégration. A chaque étape, la distribution asymptotique
des parameétres estimés est aussi déterminée. A notre connaissance, une approche
similaire n’a pas encore été abordée dans la littérature pour estimer un modele
périodique multivarié et cointégré. Les résidus issus de l'estimation ont par la
suite été utilisés pour construire un test de type portemanteau. La distribution
asymptotique de ce test est une loi khi-carrée dont le nombre de degrés de liberté
est ajusté suivant le nombre de parameétres estimés dans le modele et le nombre
de relations de cointégration. Des études de simulation ont montré que le test se

comporte bien sur des échantillons de tailles relativement petites.

Comme premiere avenue de recherche, il serait intéressant de se pencher sur
I'identification des modeles vMEMs. En effet, la définition des modeles vMEM
fait intervenir trois processus a savoir le processus brut a modéliser, la moyenne
conditionnelle et les erreurs. De ce fait, a cause de la non linéarité, 1'estimation
est tres complexe et les algorithmes affichent souvent des problemes de conver-
gence. C’est pourquoi certains auteurs ont développé des modeles Log-vMEM ou
des vMEM structurés dont l'interdépendance est modélisée par un facteur latent
(voir Hautsch (2008)). Idéalement, il faudrait obtenir les conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité des parameétres du modele vMEM sans changer la structure
fondamentale du modele. Il est espéré que ceci améliorerait la convergence des
techniques d’estimation utilisées (maximum de vraisemblance avec les copules,

méthode généralisée des moments, moindre carrés non linéaires). Toujours pour
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garantir une meilleure estimation de ces modeles, Cipollini et al. (2007, Annexe 2)
ont proposé des conditions sur les parametres devant garantir la non négativité de
la moyenne conditionnelle estimée. On peut s’intéresser non seulement a avoir les
conditions sous lesquelles la moyenne conditionnelle est non négative, mais aussi
a déterminer sous quelles conditions elle existe (de méme que la forme de I'espace
paramétrique) et comment l'estimer. D’autre part, une des préoccupations serait
de trouver le meilleur modele qui pourrait s’ajuster aux données. Il peut arriver
d’ajuster des modeles vMEMs d’ordres différents sur les données, mais de ne pas
savoir lequel des deux est meilleur suivant des criteres fixés. Un de nos objectifs
dans le futur est de définir et de justifier des criteres tels que le AIC et le BIC

devant permettre de sélectionner le meilleur modele entre deux modeles ajustés.

S’agissant de la non corrélation sous faible dépendance, on peut s’intéresser
dans le futur a une approche spectrale. La technique utilisée dans la these n’est
qu'un cas particulier de 'approche spectrale lorsqu’on utilise un noyau tronqué.
Le cas univarié de test de non corrélation sous faible dépendance a été présenté
par Shao (2011). Ce travail a été fait pour les autocorrélations d’une méme série
et non sur les corrélations croisées entre deux séries différentes. Un autre projet

intéressant serait 'extension dans le cas multivarié.

Dans le cas des modeles multivariés périodiques, ce qui compte étre fait dans
la suite c’est de développer un test de rang de cointégration. Dans le présent
travail, nous avons supposé le rang de cointégration connu. Il aurait été préférable
de faire un test comme celui de Johansen (1991) pour un rang de cointégration
dans chaque saison ou un rang commun pour toutes les saisons. Certains auteurs
ayant développés I'estimation de rang réduit dans le cas non périodique utilisent
I’approche de Johansen (1991) pour tester le rang de cointégration. Ce test se base
sur les valeurs propres ou sur la trace du polyndéme autorégressif évalué au point
unité. En exploitant une représentation adéquate des modeles périodiques (en
considérant les polynomes autorégressifs par saison, ou en utilisant le polynéme
de la représentation en vecteur de saisons), il devrait étre possible d’adapter

certaines méthodologies existentes a ce cas périodique.
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Une autre extension est de prendre en considération les parametres de quasi-
différentiation a savoir ceux entrant dans la définition de l'intégration périodique
d’ordre un en supposant qu’ils ne sont pas connus. Dans le cas univarié, ceci
entraine I'augmentation du nombre de parametres. Des techniques peuvent étre
utilisées pour contourner ces difficultés comme une estimation en deux étapes ou
aussi définir une estimation sous contrainte d'une structure existante dans les pa-
rametres. Une approche similaire a été utilisée par Boswijk et Franses (1996) qui
ont mis au point un test du rapport de vraisemblance pour évaluer la présence de
racines unitaires dans un processus périodique intégré univarié en utilisant dans

I’estimation une contrainte sur les coefficients de quasidifférentiation.
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