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SOMMAIRE

Pour un groupe fini agissant sur une variété affine réelle, I’objectif de ce mé-
moire est de décrire 'espace d’orbites 4 l'aide d’inégalités. Ce travail s’inspire
grandement d’un article de C. Procesi and G. Schwarz [23| dans lequel ils ob-
tiennent ce résultat pour le cas d’un groupe compact agissant linéairement sur un
espace vectoriel réel. En prenant un groupe fini, beaucoup de simplifications sont
possibles pour alléger le travail requis pour la démonstration du théoréme. On
donnera aussi une démonstration d’un résultat qui affirme que pour un groupe
fini agissant linéairement sur un espace vectoriel réel, si ’espace d’orbites est
homéomorphe & un espace vectoriel, alors le groupe est généré par des pseudo-
réflections. Tel que mentionné dans [18], ce résultat apparait dans un article de O.
V. Shvartsman [26] qu’il nous est impossible de trouver. Nous avons donc fourni
une preuve et nous ne savons pas si elle coincide avec celle de Shvartsman.

Mots clés : espace d’orbites, groupe fini, représentation, géométrie algébrique,

groupe de transformations, quotient algébrique, stratification.
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SUMMARY

Given a finite group acting on a real affine variety, the objective of this master
thesis is to describe the orbit space with inequalities. This work is mainly based
on a paper by C. Procesi and G. Schwarz [23], in which they obtain the result for
a compact group acting linearly on a real vector space. By taking a finite group,
this allows for many simplifications in the work needed to prove the theorem. We
also give a proof of a result which states that, for a finite group acting linearly on
a real vector space, if the orbit space is homeomorphic to the vector space, then
the group is generated by pseudo-reflections. As mentionned in [18], this result
appeared in a paper of O.V. Shvartsman [26], but it was impossible for us to get
a hold of it. We provided our own proof and we do not know if it is the same as
Shvartsman’s.

Keywords : orbit space, finite group, representation, algebraic geometry, trans-

formation group, algebraic quotient, stratification.
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INTRODUCTION

Soit un groupe fini G qui agit de facon linéaire sur un espace vectoriel réel
W de dimension finie. C’est-a-dire que l'on a une action de G sur W (voir défi-
nition 1.1.1) telle que pour chaque g € G, u.v € Wet \,pu € R, g- (Au+ pv) =
Ag - u) + p(g - v). On considére les orbites des points de W par l'action de G.
Pour un point w de W, une G-orbite, notée Gw, est formée de tous les points
de la forme g - w ol g € G. L’ensemble de toutes les G-orbites de W forme ce
que 'on appellera I’espace d’orbites, noté W/G. Le résultat principal de ce mé-
moire nous fournira une méthode permettant de décrire ’espace d’'orbites a ’aide

d’inégalités.

0.1. THEOREME DE SYLVESTER

L’exemple suivant sert de prototype au résultat que ’on se propose de trouver.
Soit f(x) = 2% + bx + ¢ un polynéme avec des coefficients réels. On sait que f a
toutes ses racines réelles si et seulement si b2 — 4¢ > 0. Le théoréme de Sylvester
(voir [22]) généralise ce fait.

Soit f(z) = 2™ — bja™ ' + ... + (=1)"b, un polynéme A coefficients réels et ses

racines o, as, ..., ay,. Alors
flz) = (v—a))(z—)...(z—a,)
= "= (g F+ag+..+a)z"  + L+ (D) (a...an)

et les coefficients b; sont donnés par b; = o;(a,qs,...,a,) pour chaque i =

1,2, ...,n, avec les polynomes symétriques élémentaires

0'1;(.1}1,.1,'2,...,.’En) = E TjiLjy.aly,
jl <j2<~--<j1
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pour chaque (x1,s,...,2,) € R* et i = 1,2,...,n. A partir de ces racines, on y

définit les matrices de Vandermonde
Van = ('),
et le Bezoutien
Bez :=Van -Van' = (14 j_a(a1, a2, .., an))ij

ol Ti(Z1, o, .oy Ty) = Ej 'vjk pour chaque (zy,z,....,z,) € R" et k € N.

En considérant 'action naturelle du groupe de permutations S,, qui agit sur
R™ en permutant les coordonnées, les {o; | ¢ = 1,2,...,n} sont en fait des géné-
rateurs de I’anneau des polynémes S,-invariants sur R™. On peut donc écrire les
polynémes 7, qui sont laissés invariants par I’action de S,,, comme des polynomes
en o;. Les formules de Newton-Girard (voir [31]), nous donnent ces polynémes.
Ainsi, les coefficients de la matrice Bez sont en fait des expressions polynomiales
en les b; = ;(ay, o, ...,a,) pour i = 1,2,...,n.

Par exemple pour n =2, by = o) + ara, by = yarp et by® — 2by = (a; + a)? —

2ev100 = a2 + ap?, dot

141 a1+ a 2 by
BCZ = = )
«) + o a12 + 022 b1 bi" — 2b,

On écrit alors Bez (b1, ba, ..., b,) pour désigner le Bezoutien d’un polynome ex-
primé a l'aide de ses coefficients b;.

Théoréme 0.1.1 (Sylvester). Le polynome a coefficients réels f(x) = 2™ —
bix™ ! + .. + (=1)"b, a toutes ses racines réelles si et seulement si la matrice

Bez(by,bo, ..., b,) est semi-définie positive.

DEMONSTRATION. Voir chapitre 4. (|

Pour n = 2, la matrice Bez est semi-définie positive si et seulement si
det Bez = b? — 4b, > 0. On obtient le critére du discriminant qui permet de
déterminer si les racines d’un polynéme de degré deux sont réelles.

Soit I'application polynomiale o = (0}, 09,...,0,) : R* — R" d’image X =

Imao. On observe que (by, bs, ....b,) = o(ay, s, ...,a,) € X avec (a1, o, ..., @) €
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R" si et seulement si le polynome f(z) = ™ — bz ! + ... + (=1)"b, a toutes
ses racines réelles. Par le théoréme de Sylvester, ceci est équivalent a ce que
Bez (b, by, ..., b,) > 0. Donc X = {(by, ba, ..., b,) € R" | Bez (by,ba, ..., b,) > 0}.
Du fait que les polynémes symétriques élémentaires {o; | i = 1,2,...,n} sont
des générateurs de I’anneau des polyndmes constants sur les S,,-orbites de R™, on
obtiendra un homéomorphisme & entre I’espace d’orbites R"/S, et X. Pour ce
faire, on factorise l'application ¢ : R* — X C R" par l'application 7 : R* —
R™/S,, qui envoit un point sur son orbite. On obtient le diagramme commutatif

suivant :

Rn_f__>X

o
7

T I
P

RS,
et que l'espace d’orbites R"/S, = X = {z € R" | Bez(z) > 0}. On verra aussi
que la matrice Bez (z) est semi-définie positive si et seulement si les déterminants
de ses mineurs principaux {M(2) | I € {1,2,...,n}} sont > 0. Il est alors possible

de définir I’espace d’orbites R"/S,, avec ’ensemble X donné par des inégalités
X ={z€eR"|det M;(z) >0, C{1,2,...,n}}

Pour cet exemple, on obtient que l'espace d’orbites est déterminé par des

inégalités provenant du Bezoutien. On cherche a généraliser ce résultat,

0.2. OBJECTIFS

Le but de ce mémoire est de décrire ’espace d’orbites d’un groupe fini G
agissant linéairement sur un espace vectoriel réel 1V, comme un sous-ensemble de
R™ défini par des inégalités. Soit {p, ps,...,Pm} un ensemble de générateurs de
lalgébre des polynémes sur W invariants pour 'action du groupe G et I I'idéal
des relations algébriques entre ces polynémes générateurs. Pour Papplication po-
lynomiale p = (p1,p2,...,Pm) : W — R™ on note son image X := I'mp et
P’ensemble des zéros de 'idéal I < Rly1.¥a,...,Ym], W//G C R™. De plus, on
appellera Grad 'unique fonction matricielle sur W//G telle que Grad (p(w)) =
((ZkQP_r%) (w))ij pour chaque w € W et avec {x;,o,...,x,} une base de

Ay dep
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I’espace vectoriel V. On verra en fait que I’on peut supposer que G est un sous-
groupe de O(n,R). On formule ainsi le résultat de Procesi-Schwarz :

Théoréme 0.2.1 (Procesi-Schwarz). Soit G un groupe fini et W un RG-module
de type fini. Alors l’espace d’orbites W/G est homéomorphe & l’ensemble

X = {z € W//G|Grad(z) > 0}

ou W//G C R™ est le quotient algébrique et Grad(z) est une fonction matri-
cielle sur W//G, l’ensemble des zéros de l'idéal des relations d’un ensemble de

générateurs de l’algébre des polyndmes sur W invariants pour l’action du groupe

G.

DEMONSTRATION. Voir chapitre 4. a

L’idée de ces inégalités définissant ’espace d’orbites fut d’abord introduite
dans un article de Abud et Sartori [1, 2]. C’est Procesi et Schwarz [23] qui don-
nérent par contre une démonstration adéquate pour le cas d'un groupe compact
agissant linéairement sur un espace vectoriel réel.

Bien siir, la démonstration du cas compact reste valide pour le cas fini. Ce-
pendant, lors du passage au cas fini, plusieurs simplifications sont possibles per-
mettant ainsi d’obtenir une démonstration plus appropriée. En effet, 'utilisation
de plusieurs résultats est alors remplacée par des arguments de nature élémen-
taire. Par exemple, les résultats de Dadok-Kac, Kempf-Ness et Luna ne sont plus
nécessaires ou s’obtiennent beaucoup plus facilement,

On généralisera ce résultat en considérant les actions d’un groupe fini sur une
sous-variété affine X C W = R™. On obtiendra que l'espace d’orbites X' /G est
déterminé par les inégalités de ’espace d’orbites W/G = X C R™ et les égalités

du quotient algébrique X'//G C R™, qui est une sous-variété affine.

0.3. EXEMPLES

Afin d’illustrer ce que 'on cherche a faire, on présente quelques exemples

simples qui nous permettent d’obtenir naturellement de telles inégalités.
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1. On considére sur l’espace vectoriel 11" = R? D'action naturelle du groupe

G = {%1} qui multiplie les coordonnées par +1 :
£1- (z,y) = £(z,y)

pour chaque (z,y) € R2. Avec cette action. 'orbite d’un point p = (z,y) € R? est
G-p={p,—p}

On considére 'espace d’orbites R?/G comme étant ’ensemble des G-orbites
de R?. Intuitivement, on obtient I’espace d’orbites en identifiant p & —p dans R>.
Tel qu’indiqué par la figure suivante, ceci est obtenu a partir du demi-plan en

— —
"collant" (dans R3) les demi-droites Op et 0(—p).

FiGg. 0.1

Le demi-plan de R? devient alors un cone de R? qui lui est homéomorphe au
plan R? via la projection sur les deux premiéres coordonnées (z,v, z) — (x,y).
On obtient maintenant cette description de ’espace d’orbites avec des argu-

ments de nature algébrique. Considérons ’application polynomiale
f: R*? —R?
@) (VB s = ) S5+ 7))
k] 3 \/§ s \/§

On montre que 'image de cette application correspond a ’ensemble suivant donné

par des inégalités,

X = {(u,v,w) ER® | w > 0et u* +1v* = w?}

qui correspond au cone de la figure 0.1. En effet, pour tout (z,y) € R?, f(z,y) =
(ﬂ:z:y, %(79 — ), 75(a? + yg)) dont la derniére coordonnée est \/%(12 + %) >
2

0. De plus, (v2zy)? + (%(.l)z - yg)) =1(at+y') + 2%t = <%(.v2 + yz)) et
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donc Im f C X. Inversement, pour chaque (u,v,w) € X, w > 0 et u? + v? = w?

donc en particulier u,v < w. Ainsi, en prenant

\/\/T'E(v-}.w),\/-‘,/_,—i(w——v)) siu>0
\/?(v+w),_\/§(w—u)) siu<O

(z,y) =

on a que f(z,y) = (u,v,w). En fait, la préimage de (u,v,w) € X est l'orbite du

point (z,y) trouveé :

u=2zy u = 2zy
flz,y) = (yv,w) & v= 2@ -y} (27 =Lv+w)
1 2

w = —5(2* + ¢*) Yy =
+(v
+(V

Donc, pour chaque (u,v,w) € X, la préimage f~!(u,v,w) est I'orbite d’un point

le ""I&

(w—v)

|o|é|

(a.'+w),\/§(w—v)) siu>0

2(U—i-'w),—\/é(w - v)) siu<0

< (z,y) =

o

(z,y) € R? tel que f(z.y) = (v, v, w). En associant une orbite & un point de X, on
obtient une correspondance bijective entre l'espace d’orbites R?/G et I’ensemble
X de R? donné par des inégalités.

De cette identification, on observe la particularité de la singularité au point 0
du céne. On remarque que ce point, qui est l'image de l'origine de R?, correspond
au seul point qui est laissé fixe par ’action du groupe. L’ensemble des points
différents de P'origine de R? possédent tous des orbites composées de deux points,
tandis que l'orbite de l'origine est formée d’un seul point. Ainsi ’espace d’orbites,
soit le cone, est formé de deux composantes géométriques correspondant chacune
a un type d’orbites différent.

On utilise maintenant le résultat de Procesi-Schwarz pour obtenir ces in-

P —y?) et py(z,y) =

%(:1;2 + y*) sont en fait des générateurs de I’algébre des polynémes sur R? inva-

égalités. Les polynomes p(r,y) = V2zxy, pao(z,y) = (@

riants pour la multiplication par —1. De plus, 'idéal des relations est engendré

par une seule relation : pi + p3 = p3. On obtient donc comme zéros de cet idéal
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W//G = {(u,v,w) € R* | w? —u?~v? = 0}. La matrice Grad sur W//G est alors

donnée par

%w 0 \/iu
Grad (u.v,w) = 0 22w 2v2v
V2u 2\/§U 2\/§w

Le résultat de Procesi-Schwarz dit alors que l’espace d’orbites est homéo-

morphe a

{(u,v,w) € W//G | Grad (u,v,w) > 0}

Or Grad(u,v,w) est semi-définie positive si et seulement si les déterminants
de ses mineurs principaux sont positifs. En notant D; avec I C {1,2,...,n}, le
déterminant du mineur principal de Grad (u,v,w) formé des lignes et colonnes
de I'ensemble I. Ainsi, pour (u,v,w) € W//G, Grad (u,v,w) > 0 si et seulement
si

¢
Di=Xw>0ew>0

\/§
Dy=D3=2/2w>08w>0
D12=2w220
Dis=2w*-2u2>0cw —-u2>0

Dy =8 -8 >0 w*—1v2>0

Dias = 4V2w(w? — u® — v?) >0

Sur W//G, seul la premiére inégalité n’est pas redondante. On trouve donc

que ’espace d’orbite est homéomorphe a
{(u,v,w) € W//G | Grad (u,v.w) > 0} = {(u,v,w) € R? | w > 0, w*—u’—2* = 0}

ce qui correspond au céne que l'on a obtenu précédemment.

2. On considére le groupe D, des isométries du carré et son action naturelle
sur R2. Le groupe D, est alors composé de l'identité, des quatre réflexions du
plan R? selon les quatre axes de symeétrie a, G, v et § du carré et des rotations

de %, m et 3 autour de Vorigine (figure 0.2).



Fic. 0.2
Ainsi, le groupe Dy agit sur le plan R? via ces huit transformations. Pour
un point générique (z,y) € R? lorbite est alors donnée par les huit points

{(£z,xy)} U{(xy, £z)} (figure 0.3). On remarque également que sur les axes de

Fic. 0.3

symeétrie, les points différents de l'origine possédent des orbites de quatre points

(figure 0.4).

Fic. 0.4

Si ’on considére ’espace d’orbites comme étant ’ensemble des D,-orbites des
points de R?, on obtient en identifiant les points d’une orbite & un point de la
région illustrée dans la figure 0.5, une correspondance bijective entre les points
de cette région et les D,-orbites. En effet, chaque orbite contient exactement un
unique point dans la région, qui est ici un domaine fondamental.

D’aprés cette identification de I’espace d’orbites au domaine fondamental,

I'image des deux types d’orbites illustrés par la figure 0.4 correspond aux deux
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FiG. 0.5

demi-droites délimitant le domaine fondamental. De méme, l'origine, qui a une
orbite d’un seul point, est envoyée sur la pointe de la région fondamentale. Pour
le reste de R?, ie. les points qui ne sont pas sur des axes de symétrie, ils sont
tous envoyés dans I'intérieur de cette région. On obtient ainsi une stratification de
I’espace d’orbites en strates ayant des orbites de méme type, qui se décrit géomé-
triquement par les composantes de dimension 0, 1 et 2 du domaine fondamental :
soit l'origine, les deux demi-droites et l'intérieur de la région fondamentale, Ces
quatre composantes sont en fait des variétés lisses de dimension 0, 1 et 2.

Tel que présenté au premier exemple, on tente d’obtenir une description de
I’espace d’orbites & ’aide d’outils algébriques. On considére ’application polyno-

miale

fiR? — R

(z.y) — (2% + %, %)
On prétend que I'image de cette application est égale & ’ensemble
X = {(u,v) € R* | u,v >0 et u® — 4v > 0}

et que ces ensembles correspondent de fagon bijective a ’espace d’orbites R?/D,.

Tout d’abord, pour chaque (z,y) € R? f(r,y) = (2* + y?,2%y?) et 22 +
y?, 22y > 0. De plus, (22 +9%)? —4(2%y?) =2z — 2222 + yt = (L2 =22 > 0 et
donc Im f C X. Pour chaque (u,v) € X, i.e. que u,v > 0 et u®> — 4v > 0, alors
0> dved?>-dweu>Vvil—-4dve i‘—‘——%————m > 0. Donc en choisissant
(x,y) = <\/“i‘/?__4”, \/"%/'Zm), alors f(z,y) = (u,v). En fait, la préimage
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de (u,v) € X est lorbite de ce point (z,y) :

,
u=l/'2+y2 y2=u_-,v2
(u,v) = f(z,y) & P
9 o oo ) |
=y v=zy=ur’ -z
.
v =u—21° p? = b/l
& N >
v—uxi+a2t=0 y2=UEE\/1;-’—4v
\ -
(
=+ utvus—dv
K 2‘
e

Donc,

(z,y) = <i\/+m:t\/“—m>
f(z,y) = (u,v) & { ou

\(-’v,y) = <i\/u-mi\/+\/;_—%>

Comme l'orbite d’un point (z,y) € R? est donnée par les points {(+z,+y)} U

{(xy, £2)}, f(z,y) = f(s,t) si et seulement si (z,y) et (s,t) sont sur la méme
orbite. D’ou la correspondance bijective entre X et 1’espace d’orbites.
On remarque évidemment ’homéomorphisme entre X donné par la figure

suivante et le domaine fondamental trouvé précédemment.

Fig. 0.6

Pour chaque (z,y) € R? tel que 0 # = = +y, f(z,y) = (22%,2%) € X et
donc les points non nuls sur les axes de symétrie 3 et 0 de la figure 0.3 sont
envoyés sur la frontiére supérieure de X. De méme, pour chaque (z,y) € R? tel
que z = 0ouy =0, f(z,y) = (22,0) ou (y%,0) et donc les points des axes de

symeétrie o et v sont envoyés sur la frontiére inférieure de X. Les autres points
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de R? qui ne sont pas sur les axes de symétrie sont envoyés dans l'intérieur de X,
On retrouve donc la stratification de 'ensemble X qui se décompose en quatre
strates correspondant aux différents types d’orbites de 'action de Dy sur R2.
On utilise maintenant le résultat de Procesi-Schwarz pour obtenir ces inéga-
lités, Tout d’abord, les polynomes p;(z,y) = x2 + y? et po(z,y) = 2’y? sont
des générateurs de 'algébre des polynémes Dy-invariants sur R? qui n’ont pas
de relations algébriques entre eux. Ainsi, W//G = R? et on obtient la matrice

Grad (u,v) pour (u,v) € R?

4du v
Sv 4uv

Grad (u,v) =

Le théoréme de Procesi-Schwarz dit alors que ’espace d’orbites R?/D, est ho-
méomorphe &

{(u,v) € R* | Grad (u,v) > 0}

Or, Grad (u,v) > 0 si et seulement si les déterminants de ses mineurs principaux
sont positifs, i.e.

Di=4u>0

Dy =4duv >0

Dyp = 16v(u? ~ 4v) > 0
L’espace d’orbites est donc homéomorphe 4 la région de R? définie par des inéga-
lités :

{(u,v) € R? | u,v > 0 et u> — 4v > 0}

qui est exactement la région que ’on a trouvé précédemment.

Ainsi, comme on le voit pour ces exemples, pour I'action d’un groupe fini sur
un espace vectoriel réel, on a obtenu des inégalités qui définissent une certaine
région de R™ qui correspond & l’espace d’orbites. Bien sir, pour les exemples
présentés ici, ces inégalités s’obtenaient de fagon intuitive. Or en général, ce n’est
pas nécessairement le cas. Le résultat que ’on se propose d’obtenir nous donnera
une méthode algébrique nous permettant de trouver ce genre d’inégalités pour
tout groupe fini agissant sur un espace vectoriel réel donné. Il est a noter que

les polynomes que l’on a utilisés pour trouver les inégalités sont des générateurs
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de I’anneau des polynémes invariants pour 'action du groupe. La théorie des
invariants nous donne en fait des outils pour obtenir ces générateurs. On montrera

qu’avec de tels générateurs, il est possible d’obtenir les inégalités.

0.4. CONTENU DU MEMOIRE

Dans le premier chapitre, il sera question de la notion d’espace d’orbites. Cette
définition sera introduite dans un contexte purement topologique. On y considé-
rera en effet une action continue d’un groupe fini sur un espace topologique. Une
telle action définira une stratification de 1’espace topologique et de 'espace d’or-
bites. Ces espaces seront donc partitionnés en strates contenant les points avec
des orbites de méme type. On y montrera aussi ’existence des slices.

Dans le second chapitre, on introduit les outils algébriques. Comme on a vu
avec les exemples, la construction des inégalités dépend d’un choix de généra-
teurs de l’anneau des polynémes invariants pour ’action du groupe. Il sera donc
nécessaire de donner quelques notions de la théorie des invariants. De plus, afin
d’obtenir le quotient algébrique, nous aurons besoin d’éléments de la géométrie
algébrique.

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude des espaces d’orbites d’un point
de vue de la géomeétrie différentielle. En effet, pour calculer le rang de la matrice
Grad, il sera nécessaire de considérer les espaces tangents aux strates.

On montre finalement le résultat principal dans le quatriéme chapitre. On y
présentera ensuite quelques cas particuliers, notamment le cas ou ’espace d’or-
bites est égal au quotient algébrique et celui ou l’espace d’orbites est homéo-
morphe & un espace vectoriel. Ce dernier cas est donné par les résultats de M.A.
Mikhailova [18] et O.V. Shvartsman [26].

Dans le dernier chapitre, on présente quelques exemples ol 'on trouve des

inégalités définissant des espaces d’orbites avec le résultat de Procesi et Schwarz.



Chapitre 1

ESPACES D’ORBITES

Dans la premiére section, on introduit la notion d’espace d’orbites. On consi-
dére alors ’espace d’orbites comme espace topologique muni de la topologie quo-
tient provenant de la projection qui envoie un point sur son orbite. De cette
définition de nature topologique découleront quelques propriétés topologiques de
I’espace d’orbites. Dans la deuxiéme section, nous discuterons de la stratification
que 'action du groupe entraine sur l’espace topologique ainsi que sur l’espace
d’orbites. L’action du groupe permettra en effet de stratifier I'espace en strates
contenant les orbites de méme type. Dans la troisiéme section, il sera question
de l’existence de slices pour le cas d’un groupe fini agissant sur un espace topo-
logique Hausdorff. Ces voisinages ouverts des orbites seront utiles pour étudier
le comportement local de I'espace d’orbites. Dans la derniére section, on traite le
cas particulier ot le groupe agit de fagon linéaire sur un espace vectoriel. Avec cet
ajout de structure algébrique, il sera possible de définir la topologie de Zariski.
Ensuite, nous serons en mesure de passer au chapitre suivant, ou nous utiliserons

cette structure algébrique pour étudier 1'espace d’orbites.

1.1. ESPACES D’ORBITES

Avant de donner une définition d’espace d’orbites, on définit ce que ’on entend
par une action d’un groupe sur un espace topologique.
Définition 1.1.1. Soit X un espace topologique et G un groupe fini. Une action

de G sur X est une application : G x X — X telle que pour chaque g,¢9' € G



etrx e X,

w(g.x) e X

uleg, ) ==z
et
w((g-9g') 7) = plg, ulg', x))

Pour chaque g € G, on note l'action de cet élément sur x € X par g-z =
(g, x). On peut alors considérer pour chaque g € G la multiplication & gauche
ly: X — X donnée par [;(x) :=¢g -z, avec z € X.

Comme on travaille avec des espaces topologiques, on s’intéresse a des actions
continues.

Définition 1.1.2. Soit X un espace topologique et G un groupe fini. Une action
continue pu : G x X — X de G sur X est une action qui est continue pour la
topologie produit de G x X avec la topologie discréte de G.

Définition 1,1.3, Lorsque G, un groupe fini, agit sur un espace topologique X
de fagon continue, on dit que X est un G-espace. St X et Y sont deuz G-espaces,

une application f: X — Y est dite G-équivariante si
flg-z)=g-f(x)

pour chaque g € G et x € X. On appelle une application continue et G-équivariante
un G-morphisme.
Lemme 1.1.1. L’action p: G x X — X est continue si et seulement si pour

chaque g € G, la multiplication l; : X — X est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. Supposons que pour chaque g € G, 'application [, : X — X
est continue. Alors pour 4/ C X un ouvert, la préimage u~!(U) est un ensemble
VY C G x X tel que pour chaque (g,v) € V, u(g,v) =g-v €U.On adonc que V =
Ugec{g} x V; pour des ensembles Vy, C X. Or, pour chaque g € G, V; = (2
est un ouvert par la continuité des I;. Donc, 'union finie V = |J s{g} x V; est
un ouvert et u est continue.

Supposons maintenant que 'action p: G x X — X est continue. En considérant
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pour chaque g € G lapplication [, : X — X et Uinclusion ¢ : X = {g} x X —

G x X qui envoie x € X sur (g,r) € Gx X, on obtient le diagramme commutatif :

-

[Q
L

Gx X—X
"

Soit alors un ouvert & € X. On a donc que I;'(U) = o~} (u~'(U)) est un ouvert

puisque 'inclusion ¢ et I’action p sont continues. Donc [, est continue. De plus,

Iy oly1)(@) = Ll (@) = llg ") =g- g z=2
et
(g1 0 lg)(®) = ly1(lg(a) = ly 1(g-2) =g -g-w =2
donc I,7! =, est aussi continue et chaque I, est un homéomorphisme. O

Remarque 1.1.1. En particulier, pour U un ouvert de X et F' un fermé, g-U =
(l;-1)"Y(U) pour chaque g € G. Donc g-U est la préimage d’un ouvert par une
application continue et donc est ouvert. De méme, g- F' est la prétmage de F' par
Uapplication continue ;-1 donc est fermé.

Définition 1.1.4. Soit G un groupe fini et X un G-espace. On définit ’espace
d’orbites, que l’on note X/G, comme étant I’espace quotient X/ ~ avec la relation
d’équivalence

r~yeG-x=G-y

avec G-z ={g-z| g€ G}.

On remarque que pour un groupe fini G, G-z = G - y est équivalent a dire
qu’ il existe un g € G tel que x = g-y. Ainsi, un élément de X/G se trouve & étre
une G-orbite de X. On note Gx € X/G pour désigner l'orbite de © € X . De plus,

on muni X/G de la topologie quotient provenant de la projection canonique
T X — X/G
r — Gz

On a donc que U C X/G est un ouvert < w~! () est un ouvert de X.

On rappelle quelques propriétés de nature topologique.
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Définition 1.1.5, Pour X un espace topologique Hausdorff., on dit que X est
compact si tout recouvrement d’ouverts de X admet un sous-recouvrement fini.
Définition 1.1.6. Soit X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une
application continue. On dit que f est propre si la préimage de chaque compact
est compacte,

Proposition 1.1.1. Soit X un G-espace.

(1) La projection w : X — X /G est une application ouverte et fermée.

(1) X est Hausdorff implique que X/G est Hausdorff.

(111) Pour X Hausdorff, la projection 7 : X — X/G est une application propre.
(iv) Soit X un espace Hausdorff, alors X est compact & X/G est compact.

(v) Si X est conneze par arcs, alors X/G est conneze par arcs.

DEMONSTRATION. (i) On montre que 'application 7 est ouverte. Soit «f C X un
ouvert, Alors 77! (m(U)) = G(U) = U,ec 9(U). Comme I'action d’un élément de
G est un homéomorphisme, les g(i/) sont ouverts et on a une union finie d’ouverts
qui est ouverte. Ainsi par la définition de la topologie quotient de X/G, w(U) est
ouvert et I'application est ouverte.

Soit A € X un fermé. Alors 7 '(7(A)) = G(A) = U,cq 9(A4). Les g(A) sont
fermés et donc 'union finie des fermés est aussi fermée. Ainsi, m(A) est fermé et
Papplication est fermée.

(i) Soit X un G-espace Hausdorff et Gz # Gy € X/G. Comme l'espace X est
Hausdorff, pour chaque y; de lorbite de yo =y € X, G-y = {y; | i € I}, 1l
existe des ouverts U; et V; de X telsque z € U;, y; € Vi et U; NV, = 0 pour
chaque ¢ € I. En prenant U := [, U; et V := | J, V;, on a que = € U, chaque y;
est dans V et les ouverts U et V sont disjoints. Avec V = N eIV SV, Uet Y
sont deux ouverts disjoints qui contiennent respectivement z et G - y. En effet,
UNY CUNV = 0. Donc n(id) et w(V) sont des ouverts disjoints de X/G. Sinon,
soit Gz e TU)N7w(V). Alors z=g-u=¢ -vpour g, € G,ucU et v e V.
Ainsi, u = g '¢’-v € UNV = P ce qui est une contradiction. Puisque 7 (U) et

(V) contiennent respectivement Gx et Gy, X/G est Hausdorff.

(iii) Pour montrer que I’application est propre, comme elle est continue, surjective
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et fermeée, il suffit de montrer que la préimage d’un point est compacte (voir par
exemple [15][ p. 216, théoréme 95.7]). Or, pour G € X/G, la préimage est un
nombre fini de points et donc est compacte. L’application est donc propre.
(iv)Supposons que X, un espace Hausdorff, est compact. Soit {Ux} un recou-
vrement d’ouverts de X/G. Alors la préimage de ce recouvrement est un recou-
vrement d’ouverts de X. Comme X est compact, ce recouvrement admet un
sous-recouvrement fini. Soit {U,} un tel sous-recouvrement. Alors {w(U;)} est un
recouvrement fini de X/G. Donc X/G est compact. Si X/G est compact, alors
comme 7 est propre et que X = n~}(X/G), X étant la préimage d’un compact,
il est aussi compact.

(v) Soit X un G-espace connexe par arcs et Gz # Gy € X/G. Pour z € 77!(Gx)
et y € m}(Gy), soit o : [0,1] — X un chemin continu de x vers y. Alors
moa: [0,1] — X/G est une application continue telle que (m o a)(0) = Gz et

(m o a)(1) = Gy. Donc X/G est connexe par arcs. O

L’espace d’orbites posséde la propriété universelle suivante :
Proposition 1.1.2. Soit une application continue f : X — Y entre X un
G-espace et Y un espace topologique telle que f est G-invariante, i.e. que pour
chaque g € G et z € X, f(g-z) = f(x). Alors il existe une unique application

continue f: X /G — 'Y qui fait commuter le diagramme

f
X——Y

7
l ‘ /
4 .f_'

X/G

DEMONSTRATION. Soit Papplication f(Gz) = f(n(z)) = (f o 7)(z) := f().
Cette application est correctement définie car si Gz = Gy, alors il existe un
g € G tel que = = g-y et ainsi f(Gz) = f(z) = fg-y) = f(y) = f(Gy).
Elle est aussi 'unique application & faire commuter ce diagramme. Supposons
que l'application h : X/G — Y fait aussi commuter le diagramme. Alors on
a que h(Gz) = (hom)(z) = f(z) = f(Gz) donc h = f. On montre que f est
continue. Soit & un ouvert de Y. On doit montrer que la préimage de U par f

est un ouvert. Comme 'application 7 est ouverte et que f est continue, il suffit
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de montrer que f~'(U) = (= U)). Soit Gz € w(f~1(U)), i.e qu'il existe un
' €G-z tel que &’ € fYU). Alors f(Gz) = f(2') € U et donc Gz € f~1(U). Si
maintenant Gz € f~'(U). Alors pour = € 7~Y(Gx), f(z) = f(Gz) € U et donc

Gz € n(f~H(U)) et on a I’égalité. Ainsi, cette appplication est continue. d

Il y a donc une correspondance bijective entre les applications continues de X

vers Y qui sont G-invariantes et les applications continues sur X/G vers Y.

1.2. STRATIFICATION

On considére ’action d’un groupe fini G sur un espace topologique X. On
s’intéresse ici aux types d’orbites que ’on peut retrouver parmi les G-orbites de

X.
Définition 1.2.1. Soit X un G-espace. Pour chaque x € X. on note G le groupe
d’isotropie de x, i.e.
G:={9€G|g-z=u}
On observe que le nombre de points d’une orbite est déterminé par les groupes
d’isotropies des points qui la composent.

Proposition 1,21, Soit X un G-espace. Pour chaque x € X. il y a une bijection
$:G/G, — Gz

9G— g

DEMONSTRATION. Soit © € X et considérons 'application

¢.: G/G, — Gz

9G; r—g-x

qui est correctement définie : si gG, = ¢'G,, alors g""!-g € G, et ainsi (¢’ '-g)-x =
retg -xv=g-x Donc ¢.(¢G;) =9 -2 =g -z = ¢.(9G,). Cette application
est injective. Si ¢.(9'G.) = ¢.(9G.), alors g-t = ¢’ - x donc g~! - ¢’ € G, et
ainsi gG,; = ¢'G;. Elle est aussi surjective. Soit g - ¢ € Ga. Alors gG, € G/G, et
¢:(9G:) =g . O
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Avec le résultat suivant, les groupes d’isotropies des points d'une méme orbite
sont tous conjugués. Pour H < G un sous-groupe, on appelle le normalisateur de

H dans G
Ng(H) :={9€G|gHg ' = H}

Lemme 1.2.1. Soit X un G-espace et v € X. Alors pour tout g € G.
Gg.t = gGIg_l

En particulier, G4 = G, si et seulement si g € Ng(Gy).

DEMONSTRATION. Soit h € Gy, alors (hg) -x=h-(g-z)=g-zetg 'hg-z ==z
donc ¢ 'hg € G,. Ainsi, h = g(g~'hg)g~! € gG.g~!. Soit h € G, pour chaque
g€G, (ghg™)-(g-z)=g-(h-x)=g- -z donc ghg™! € Gy,. D'ou légalite. [
Définition 1.2.2. Soit x € X et G, le groupe d'isotropie de x. On dénote par

(Gy) == {9G.g97"|g € G}

la classe de conjuguaison de G,. Par le lemme précédent, en chaque point d’une
orbite Gz, le groupe disotropie G, = gG.g~" est un élément de (G;). On dénote
alors le type d’orbite de Gz par (G;).

Définition 1.2.3, Soit H C G un sous-groupe de G. On définit la strate de type
(H), notée X'H), comme étant I’ensemble des points de X tels que leur groupe

d’isotropie est conjugué a H :
X ={re X |G, € (H)}

Soit m : X — X/G la projection canonique qui envoie x sur Gx. On appelle
Uimage de XM par  la strate de type (H) de X/G. que l’on dénote par (X/G)U.

On note également
XA ={zeX|h-z=aVhe H}

X<H> = (1€ X |G, =H}

et (X/G)Y pour désigner l'image de X <> par Uapplication m et (X/G)<H> celle
de XH.



21

Soit K et H deux sous-groupes de G. On dit que (i) < (H) si A" est conjugué
a un sous-groupe de H. On notera (A) = (H) pour dire que K est conjugué a
H. Cette relation d’ordre nous sera utile pour décrire la stratification des espaces
d’orbites.
Remarque 1,2.1, (i) Soit K C H deur sous-groupes de G. Alors X® C X¥,

(ii) Soit v € X et G, son groupe d’isotropie. Alors

(Gz) _ r<H> _ L v<Gz> _ <gGrg ‘> _ ' <gGrg 1>
X@l= |J x<H>=|]Jg-X =Jx = U X
(H)=(Gz) 9€CG geaG g€G/N¢g(Gz)

ot la derniére réunion est une réunion disjointe.

(iit) Soit H un sous-groupe de G. Alors

U X<H’T‘>

H'DH

On illustre ces définitions avec quelques exemples.

(i) Soit Sa = {e, a} qui agit sur R? en permutant les coordonnées. On considére les
sous-ensembles de R?, Y; = {(z,z) € R?} et son complément Y; = R?\Y,. Pour
chaque p = (z,z) € Y}, on a que G, = S, car a - (r,r) = (x,z). Pour chaque
p=(z,y) € Ya,ie. x # y, on a que G, = {e} car - (z,y) = (y,2) # (z,y).
Ainsi, 'espace R? posséde deux strates pour cette action de S, : R22) = Y et
R2(8) =Y,

En identifiant (z,y) & (y,z) dans R?, ’espace d’orbites R?/S, est homéo-
morphe & X := {(z,y) € R%|x — y > 0}. Par cette identification, on obtient
(R?/S2)159) = (Y1) = {(x, ) € X} et (R?/S:) = n(Ya) = {(w,y) € X | v # y}
(figure 1.1).

w5

Fic. 1.1
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(ii) Soit I’action naturelle de G = Dy sur R, On a vu que le groupe est généré
par les rotations de 7/2 autour de l'origine et les réflexions selon les axes «, 3.7

et § (figure 1.2).

Fic. 1.2

Pour l'origine de R2, le groupe d’isotropie est Go = Dy. Pour tout point
0 # p € R? sur 'un des axes de réflexion a, 3,7 ou §, par exemple «, alors
G, = G, = {e,0,} ol 0, est la réflexion selon 'axe a. On note de méme
Gp := {e,05}, Gy := {e,0,} et G5 := {e,05}. Puisque 00, 0;' = 0, 04 €st
conjugué a o, et donc (Go) = (G,). De méme, on obtient que (Gg) = (Gs).

Pour le reste, i.e. pour tout point p € R? qui n’est pas sur un axe de réflexion,

G, = {e}. Ainsi, pour cette action, R? posséde quatre strates

FIG. 1.3. De gauche  droite respectivement : R2(7*) R2(¢~) R2(@»)

et R2(9),

.AVeC R2<Ga> = \ {0}, R2<Glj> — ﬂ \ {0}’ R2<G-y> = \ {0} et RQ(an —

d \ {0}, étant les axes de symétrie moins l'origine, on remarque que

R2(Gu) — RQ(G‘I) R2<Gn> U R2<G"r>

et
RZ(GLﬂ) — R‘Z(Gﬁ) — R2<Gaj> U R2<G¢$>

Avec I'identification faite dans l'introduction (figure 0.5), on obtient I'image

de ces strates



FIG. 1.4. Les quatre strates de (R2/S,) : (R2/S,)(P1) (R?/S,)(Ca),
(RQ/SQ)[G"} et (RQ{IS?)(e).

1.3. SLICES

Dans cette section nous obtiendrons le théoréme de slices. Cet outil jouera
un role trés important pour la suite. En effet, ce résultat permet de trouver
un voisinage des orbites qui posséde des propriétés intéressantes. On introduit
d’abord la notion de produit tordu.

Définition 1.3.1. Soit G un groupe fini, H C G un sous-groupe et X un H-

espace. On considére le H-espace G x X dont l'action de H est donnée par
H x (GxX)—GxX
h - (g e)—(g'-h™ h- X)
On appelle le produit tordu de G et X au-dessus de H, que l’on note G xyg X,
Uespace d’orbites (G x X)/H. On note |g, 2] la classe d’équivalence de (g,x) dans
Gy X =(GxX)/H.
On observe que [g,z] = [¢/,y] € G *g X si et seulement s’il existe un h € H

telque g =gh lety=~h-z.

G xy X est aussi un G-espace en considérant I’action

G x (G#nX)— Gy X

9.9, x] — lgg, ]
On donne une définition de slice a ’aide du produit tordu.
Définition 1.3.2. Soit X un G-espace et x € X. Soit S C X un ouvert tel que
re S et Go(S)=S. On dit que S est une slice en x si l’application

¢:Gx*g, S — G(S)



sl—g-s
(g, 5] g

est un homéomorphisme G-équivariant avec G(S) qui est un voisinage ouvert de
G(x).

Si 'espace X est Hausdorff, alors on obtient ’existence des slices par le théo-
réme suivant.
Théoréme 1,31, Soit G un groupe fini et X un G-espace Hausdorff. Pour
chaque x € X et H = G, il eziste un voisinage de x, S C X, tel que G.(S) =S

et ’application

¢:Gxyg S — G(S)

[9,8]—g-s

est un homéomorphisme G-équivariant vers G(S) un voisinage ouvert de Gx dans

X.

DEMONSTRATION. Soit x € X et H = G, son groupe d’isotropie. Comme X est
Hausdorff, soit U un ouvert de X contenant x tel que UNG -z = {z}. Pour ce faire,
soit {z, 1,2, ..., Ts} les points distincts de 'orbite Gr. Comme X est Hausdorff,
pour chaque z; il existe des ouverts disjoints U; et V, tels que © € U;, z; € V;
et U; NV; = 0. En prenant U = (), U;, un ouvert qui contient x, on obtient que
UNGz = {z}. En fait, YN Gz = {2} ot U dénote la fermeture de I. Supposons
au contraire que z; = g- T € U pour un g € G \ G, alors pour chaque voisinage
ouvert W de g-x, WNU # 0. En particulier pour V; qui contient z; = g - z,
V; NU # 0 ce qui contredit la construction de U. Donc U N Gz = {z}.

Soit G\ H = {g1,92,..,4}- On pose V = U \ (U, g:f) qui est un ouvert
contenant z. En effet, si au contraire x € g;if, alors © = g,u pour un u € I et
donc u = g;! - T # z ce qui contradit le fait que i N Gt = {z}. Cet ouvert V a
la propriété que pour g€ Getve V,sig-v€Valorsge G, = H.

On pose finalement S = ﬂge gV C eV = V. Cet ouvert contient x et donc

est non vide. On montre que cet ouvert satisfait les propriétés d’une slice. Tout
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d’abord, par construction, il est H-stable car pour chaque h € H,

h-S=h- (ﬂgv> =hgv= (] 4v=8

geH geH g'=hgeH

On montre maintenant que I'application

6:GrpS — G(S)

[9,5] — g-s
est un homéomorphisme G-équivariant. Pour chaque g € G et [¢',s] € G *y
S, g-9(gs]) = g-(9-s) = (99) -5 = ¢(lgg',s]) = é(g - [g',s]) et donc
Papplication est G-équivariante. Cette application est surjective car pour chaque
g-s € G(S), ¢([g,8]) = g- s avec [g, s] € G*yx S. On montre qu’elle est injective.
Soit [¢, 5], [g,s] € G *u S tels que g-s = ¢([g,s]) = o([¢',s']) = ¢ - §'. Alors
s’ = g'""!g-s € S et donc par construction de S, on doit avoir que g'"'g € H. Ainsi
lg,s] = [9(g""'g)~ 1, (g 1g) - s] = [¢, §'] et I'application et injective. Pour montrer
que l'application est continue, on remarque que ¢ fait commuter le diagramme

suivant :

G x S—>G(S)

w|

Gxyg S
avec l'action a gauche de GG, un homéomorphisme H-invariant p: GXxS — G(S)
donné par u(g,s) =ly(s) = g-s et tel que pu(h-(g,s)) =pulg-h " Hh-s)=g-s=
(g, s). Or, par la propriété universelle de la proposition 1.1.2, ¢ est la seule telle
application et elle est continue. Pour chaque ouvert U C GxyS, ¢(U) = p(r~1(UU))
est un ouvert. En effet, soit G’ = {g € G | 3s € S avec (g,s) € 7~ ({U)}. Alors
oU) = p(r'U)) = U,ec lo(m(U)) et comme les [;, les multiplications a
gauche par g € G, sont des homéomorphismes et que 7 est continue, c’est un
ouvert. L’application ¢ est donc un homéomorphisme. Puisque Gz C G(S), G(S)

est un voisinage ouvert de G et ainsi S est une slice en z. (|

On obtient alors quelques propriétés d’une slice.
Proposition 1.3.1. Soit X un G-espace, t € X avec H = G, et S une slice en

z. Alors
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(1) Il existe un G-morphisme qui est une rétraction f : G(S) — G(x). i.e que
f o= Idg, pour Uinclusion 1 : G(x) — G(S). tel que f~'(z) = S.
(11) Pour g € G, si g-SNS # 0. alors g € H.

DEMONSTRATION. (i) On définit Papplication f: G(S) — G(z) par f(g-s) =
g - « pour chaque g - s € G(S). Cette application continue est G-équivariante car
pour chaque g’ € Get g-s € G(S), ¢’ f(g-s) = ¢'-(9-z) = (9'9)-= = f((g'g)-s) =
f(g' - (g - s)). Avec linclusion ¢ : G(z) — G(S) donnée par ¢(g-z) = g - x,
(fou)g-z)= flg-x) =g = Idgu)(g- x) pour chaque g-z € G(z) et donc f
est une rétraction. Finalement, on note que f(g-s) = x si et seulement si g € H
si et seulement si g-s € G,(S) = S. Donc f~(z) = S.

(ii) Soit g€ Get s€ Stelsque g-s € g-SNS. Alors g- s € S implique que pour
la rétraction f de (i), z= f(g-s)=g¢g- f(s)=g-z et donc g € H = G,. a

Corollaire 1.3.1. Soit X un G-espace, Y C X une slice en x € Y avec H = G,.
Alors 1l existe un homéomorphisme ¢ : Y/H — G(Y)/G qui fait commuter le
diagramme
Gy Y ——=G(Y)
) v
Y/H--->G(Y)/G
oumy: GxygY — Y/H est la projection ma(|g,y]) = Hy et ot 7 est la restriction

dem: X — X/G a G(Y).

DEMONSTRATION. On vérifie d’abord que la projection 7y : Gxg Y — Y/H
est correctement définie. Si [g,y] = [¢,y'], alors il existe un h € H tel que
y' = h-y et donc m([g,y]) = Hy = Hy' = m([¢’,¥']). On définit donc I’application
v :Y/H — G(Y)/G pour chaque Hy € Y/H par

Y(Hy) = P(m(le,y])) = (¥ o m)([e, y]) := (w0 @) ([e, y]) = 7(y) = Gy

Cette application est correctement définie car Hy = Hy' implique qu'il existe
un h € H C G tel que ¢y = h -y et donc Y(Hy) = Gy = Gy = (HY).
Pour la surjectivité, on remarque que pour chaque Gy € G(Y)/G, Hy € Y/H et
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w(Hy) = Gy. On montre que cette application est injective, Soit Hy, Hy' € Y/H
tels que Y(Hy) = Y(Hy'). On a donc que Gy = Gy’ et ainsi il existe un g € G
tel que y = g-y € Y. Or, par la proposition 1.3.1 (ii), cela implique que g € H
et ainsi Hy = Hy'. Puisque ¢ est un homéomorphisme et que 7 est ouverte
(proposition 1.1.1 (i)), il suffit de montrer que Iapplication m, est ouverte pour
avoir que 1 et son inverse sont continues. Soit [K,U] un ouvert de G g Y. Alors
m([K,U)) = H -U. Or, U est un ouvert de Y implique que H(U) = ng~'(H - U)
est un ouvert de Y et donc H - U est un ouvert de Y/H. Ainsi, 'application

est ouverte et on obtient que 1 est un homéomorphisme. O

Corollaire 1.3.2. Soit X un G-espace avec © € X tel que G, = {e}. Alors pour
S une slice en z, S = G(S)/G.

DEMONSTRATION. Par le corollaire précédent, S/G, = G(S)/G. Or, G; = {e}
nous donne que S = S/G, = G(S)/G. O

Corollaire 1.3.3. Soit X un G-espace avec Y C X un sous-ensembe G-stable
pour lequel chaque y € Y posséde un groupe d’isotropie triviale. i.e. que pour

chaque y €Y, G, = {e}. Alors w|ly : Y — Y/G est un homéomorphisme local.

DEMONSTRATION. Pour chaque y € Y, soit S une slice en y. En prenant U =
S NY, un ouvert qui contient y, on prétend que 7|y : U — w(U) est un homéo-
morphisme. Si w et g-w € U, alors la proposition 1.3.1 donne que g € G,, = {e}
et 'application est injective. Comme l'application |y est surjective, continue et

ouverte, elle est un homéomorphisme. D’ou le résultat. O

Pour z € X un G-espace avec H = G, on remarque que ’action du norma-
lisateur Ng(H) sur X<H> nous donne une action de Ng(H)/H sur X<#> via
gH -z = g -z pour chaque gH € Ng(H)/H et x € X<H>_En effet, cette action
est correctement définie puisque gH = ¢'H si et seulement si ¢""!g € H si et

seulement si g-z =g - 1.
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Proposition 1,3.2, Soit X un G-espace avec x € X et H = G,. L’application
¢ : G/H *Ng(H)/H X- Hz — A-{H]

[gH,z|— g-

est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. On montre que 1'application suivante est un homéomorphisme :
b1 G/H *nguym X7 — G(X<H>) = XD
[gH,z]— g-x
On vérifie d’abord que cette application est injective. Soit [gH,z],[¢’H, 2’| €
G/H *ngayu X<H> tels que g-z = Y([gH, z]) = Y([¢'H, +']) = ¢'- 2. Ainsi 2’ =
g'~'g - = et on remarque que H = G = (¢’ '9)G.(g" '9) ' = (¢' '9)H(g' ')~
donc g'~'g € Ng(H). Alors, [gH,z] = [gH(g''g) " 'H,g 'gH - a] = [¢/,2'] et
'application est injective. Pour montrer la surjectivité, soit € X ). Puisque
(G;) = (H), il existe un g € G tel que G, = gHg™ . Alors, G, 1, = g7'G,g =
g 'gHg 'g = H donc g~'z € X<#> et ¥([gH,g ! - z]) = 2. Pour montrer que

cette application est continue, on observe qu’elle fait commuter le diagramme :

I

GxX
(Gx X)/H

Par la propriété universelle, elle est alors continue. On montre que l'inverse est

G(X)

Y

continue. Soit [K H,U] un ouvert de G/H #ngyyu X <H>. Comme pour chaque
élément du groupe, l’action est un homéomorphisme, ¥([K H,U]) = K(U) est un
ouvert de X#). On a donc un homéomorphisme v : G/H *ngmyg X<7> —
G(X<H>) = X(H), O

Corollaire 1.3.4. L’homéomorphisme de la proposition précédente nous donne
un homéomorphisme local
loca

X<H> 1X<H>/(NG(H)/H)
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DEMONSTRATION. La proposition nous dit en fait que X<F> un Ng(H)/H-
espace, est une slice en £ € X<#> C X#. Comme pour chaque =z € X<f>
gH -x = g-x = x si et seulement si g € H si et seulement si g = H. Donc
(Ng(H)/H), = H et ainsi chaque point de X <> posséde un groupe d’isotropie
trivial, En appliquant le corollaire 1.3.3, X <H> = X<H>/(Ng(H)/H). O

1.4. ACTIONS LINEAIRES SUR DES ESPACES VECTORIELS

Maintenant, on veut ajouter une structure algébrique & notre espace topolo-
gique. On considére alors V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
K =R ou C. De plus, par une action d’un groupe fini G sur V nous entendrons
une action linéaire sur V, i.e. une action qui est KA-linéaire : pour tout A\, u € K

et u,v € V, alors pour chaque g € G

g+ (Au+pv) =Ag-u)+p(g-v)

En terme de la théorie des représentations, on dit que V est une représentation
de G ou que V est un KG-module de type fini.

Pour une action linéaire de G sur un K-espace vectoriel V, on obtient na-
turellement une action sur son dual V*. Soit {x,Zs,...,2,} une base de V et

{z%, 25, ...,x5} la base duale de V* telle que z(z;) = é;;. De 'action linéaire de

ey ibpy

G sur V on obtient une action linéaire de G sur V* qui est donnée par
g-fc*=w*og_1€V*

pour chaque g € G et x* € V*. En effet, on a que pour g,g' € G et z* € V¥,
(99)-a" = a"o(gg) " =a"0o(g7 g7 ) =(a"0g ) ogT = (g a") oy
= g-(g-2")
Cette action est linéaire car pour chaque g € G, z*,y* € V*et a,0 € K,
g-(ax"+py") = (aa”+ Py )og ' =alz"og™)+ By og™")

= a(g-2")+B(g-y)
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1.4.1, Topologie de Zariski

Pour un espace vectoriel V = K™ avec ' = R ou C, on sait que V posséde
en particulier la topologie usuelle de R™ ou C". Or, la structure algébrique de
I’espace vectoriel nous permet d’y définir une autre topologie.

Soit V = K™ avec K = R ou C un espace vectoriel réel ou complexe. Pour
I 9 K[z),zs, ..., 2, un idéal de 'anneau des polynomes K[z, zs, ..., T,], on note

alors la sous-variété affine associée par
VII)={veV | fv)y=0Vfel}

Définition 1.4.1, Soit V = K" un K -espace vectoriel (K =R ou C). On définit
la topologie de Zariski sur V en prenant comme fermés pour cette topologie les
sous-variétés affines.

Proposition 1.4.1. Ceci définit une topologie sur V = K" (K =R ou C). On
vérifie que

(i) O et K™ sont des ouverts.

(43) Upea Un est ouvert pour chaque Uy ouvert.

(iii) (;—, Ui est ouvert pour chaque Uy ouvert.

DEMONSTRATION. (i) On considére les idéaux de I’anneau de polynémes 0 €
K(zy,Z9,...,x,) et I = K[z, 2, ..., Ty). Alors V(0) = A™ et V(I) = 0 sont des
fermés. En passant au complément, on a que () et A sont des ouverts.

(ii) Soit les ouverts U, pour chaque A € A. On pose alors pour chaque A € A U° =
Vi = V(I,), avec I, des idéaux de K[V]. Pour montrer que [ J, U\ est ouvert, on
montre que (|J,Un) = (), Vx est fermé. On note que (), V(Iy) = V(3, 1)
En effet, soit v € (N, V(/)), i.e. v € V(I)) pour chaque A € A. Donc, pour
chaque A € A, f(v) = 0 pour tout f € I. Ainsi, pour tout f =) fi € >, 1),
fv) =3, fa(v) =0 et donc v € V(3_, I,,). Pour montrer I’autre inclusion, soit
v € V(3, I,). Pour chaque A € A, alors pour tout f € Iy €Y , I, f(v) =0et
donc v € V(I,). On obtient que v € (), V(I)) d’ou 'égalité. (U,\L{,\)C est donc

un fermé.
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(iii) Soit les ouverts U; pour i = 1,2,...,s. On note U,¢ = V; = V(I,) les fermés
pour chaque i avec I; des idéaux de K[z}, xs....,2,]. On montre que ﬂ Uu;) C est
fermé en vérifiant que (niui)c = U, Vi) = V(N Li). Soit v € |J; V(I;). Pour
v € V(Ii), alors pour chaque f € (), I; C Iy, f(v) =0 et donc v € V(, Ii). Soit
v € V (N, I;) et supposons que v ¢ V(I;) pour chaque k = 1,2,..., s—1. On montre
que v € V(I,). Or v ¢ V(I}) signifie que pour chaque £ = 1,2, ..., s—1, il existe un
fi € I tel que fi.(v) # 0. Donc, pour chaque f; € I, f := fi-fa-oo- for- fs € ), L
et ainsi 0 = f(v) = fi(v)- fo(v)-...- fs—1(v)- fs(v). Puisqu’aucun des s —1 premiers
termes n’est égal & 0, f,(v) = 0 et ainsi v € V(I,). Donc, ([, U;)° est fermé et on

a le résultat. O

Remarque 1.4.1, (i) Pour K™ avec K = R ou C, les fermés pour cette topologie

sont les ensembles de la forme :

V(fi, fa, o fs) ={z € K™ | fi(x) =0Vi=1,2,...,s}

ot les f; sont des polynomes de K[xy, s, ..., L,]. En effet, comme ’anneau de po-
lynémes K|zy, o, ..., | est noethérien, tout idéal est généré par un nombre fini

de polyndomes.

(ii) Pour cette topologie, on remarque que les applications polynomiales f :
K™ — K™ sont continues. Soit U C K™ un ouvert. Alors V. = UC est un fermé
donc V = V(I) avec I 4 K|x.%s,...,Tm|. Puisque K[zy,%a,...,Tm] est noethé-
rien, soit hy, ha,...,hs des générateurs de I, i.e. que I =< hy, hs,...,hs >. Pour
W = f~YV), on montre que W = V(hy o f,hyo f,...,hs0 f). Soit w € W.
Alors f(w) € V = V(I) et donc pour chaque i, (h;o f}{(z) = h,(f(x)) =0 et ainsi
w € V(hjof, haof,...,hso f). Soit maintenant w € V(hyof, hoof,...,h o f). Pour
chaque i, 0 = (h; o f)(w) = hi(f(w)) donc f(w) € V et ainsiw € W= f~}(V).
On a donc que W = f~1 (V) = (f 1 (U))° est un fermé au sens de Zariski et ainsi

f~YU) est ouvert. Donc l’application polynomiale est continue.

(i1i) La topologie usuelle d’un K -espace vectoriel est plus fine que la topologie

de Zariski, i.e que st U est un ouvert pour la topologie de Zariski, alors U est
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un ouvert pour la topologie usuelle. En effet, soit U un ouvert de K™ pour la
topologie de Zariski. Alors W = U° est un fermé et donc W = V(f, fa, ..., fs)
avec les f; € K[xy,%a,...,Ts). Soit {z;} C W une suite qui converge (pour la
topologie usuelle) vers x € K™. Alors pour chaque k et i, fr(x;) = 0 et donc

Fiolz) =3 fu(x) = 0 pour chaque k. Ainsi, x € W et W est fermé donc U est
——

=0
ouvert pour la topologie usuelle.

On s’intéresse aux types de strates d’'un G-espace V, o V est un espace
vectoriel réel ou complexe de dimension finie muni de la topologie de Zariski.
Proposition 1.4.2. Soit v € V avec H = G,,

(i) VH est fermé pour la topologie de Zariski.
(i3) V<H> est ouvert dans V¥ pour la topologie de Zariski.
(iii)

viem = J wv/e)

(H\)=(H)

— 2z
ou (V/G)H)" désigne la fermeture au sens de Zariski.

DEMONSTRATION. (i) On a que V# C V est un sous-espace vectoriel de V. Pour
chaque h € H, h-0 = 0 € V¥ et pour tout a,b € V¥, pour chaque h € H,
h-(a—b)=h-a—h-b=a—be€ VH On adonc un sous-espace vectoriel de V.
Soit alors {z1, Zs, ..., T, } une base du sous-espace vectoriel VH que I'on compléte
pour avoir une base de V avec {T;+1, Tmt2, ..., Zn}. En considérant le polynome
f(21, 22, Tn) = D p i1 T3 € K[21, %2, ..., T,), alors f(z) = 0 si et seulement si
T = (21,22, ...,%,) € V. Donc VH = V(f) et est un fermé pour la topologie de
Zariski.

(ii) Bien str par définition on a que V<#> C VH. Avec la remarque 1.2.1 (iii), le

complément de V<H> dans V' est donné par

(V<H>)C — VH\V<H> — U VH'
H'gH

1 . . . .
Or, les sous-espaces V' sont fermés par (i) et en nombre fini car il y a un nombre

fini de tels sous-groupes H'’. Leur union est un fermé et ainsi (V <#>)¢ est fermé
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donc V<H> est ouvert,

(iii) Pour chaque (H') > (H), on a que V) C V#) donc
(V/G)H) = x (V) = (VD) = (v/G) ™
On peut ainsi prendre 1'union
U /6 c (vie)™ c Ve
(H')>(H)

On montre maintenant que si (V/G)<¢*> est dans la fermeture de (V/G)"), alors

(G,) > (H). En effet, nous avons que

(H) _ <H'> H’ H'
vii= | J virce | vPec U v
(H')=(H) (H")=(H) (H)<(H)

! e . . . .

Or, les V<H#'> sont ouverts par (ii) et donc leur union, qui est finie, est aussi
1 . . . . . .

ouverte. De plus, les V' sont fermés et ainsi leur union l'est aussi. Puisque ’ap-

plication 7 est fermée, on a que (V/G)!) est inclu dans le fermé U(H,)=(H)(V/G)H'

v/ie)\e J wviere | viaf

(H')=(H) (H")X(H)

On a donc que la fermeture de (V/G)), qui est le plus petit fermé qui le

contient, est inclu dans U[H,]Z{H)(V/G)H'

Vo™ c |J wviore | v

(H")=(H) (H')<(H)

Donc, si (V/G)<C+> est dans la fermeture de (V/G)) alors (G,) > (H).

On a donc que

(V/G) <O = (V<) Cn(VE)Ca (V)= |J (V/G)'™
(H")=(H)

On obtient un résultat équivalent pour la topologie usuelle de V.
Proposition 1.4.3. Soit v € V avec H = G,.

(i) VH est fermé pour la topologie usuelle de V.
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(i) V<H> est ouvert dans V¥ pour la topologie usuelle de V.
(i4i)

iy m=J (v/6)'"
(H")2(H)

ou (V/G)H) désigne la fermeture au sens de la topologie usuelle de V.

DEMONSTRATION. (i) et (ii) sont obtenus de la proposition 1.4.2 et du fait qu'un
ouvert Y C V pour la topologie de Zariski est un ouvert pour la topologie
usuelle de V' = K", On montre (iii) en reprenant la démonstration de la pro-

position 1.4.2(iii). O

Soit Hy le noyau de G pour l'action sur V, i.e que h - v = v pour chaque
h € Hy et v € V. Ce sous-groupe est inclu dans tout groupe d’isotropie G, pour
chaque v € V. Donc (e) < (Hp) < (G,) pour chaque v € V. On dit que (Hp) est
le type d’orbite minimal de G pour la relation <.
Proposition 1.4.4. Soit G un groupe fini, V un KG-module de type fini et
H C G un sous-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (H) est minimal pour <.
(ii) VW) est Zariski-dense dans V.

(iii) VH) est ouvert pour la topologie de Zariski.

DEMONSTRATION. On montre que (i) est équivalent & (ii). Soit H un sous-groupe
de G qui est minimal pour la relation d’ordre <, i.e que pour chaque groupe
d’isotropie H', (H) < (H'). Alors V( U H)V H) = v et V)

est dense. Soit maintenant V#) qui est dense et supposons au contraire que H

oz Prop 1.1.2c)
H)

n’est pas minimal pour la relation d’ordre <. Soit alors (H') < (H). On a donc
que V) p’est pas inclu dans yZ — Uiy V), Mais VIZ = V ce qui
est une contradiction. Donc (i) est équivalent a (ii).
On montre que (i) est équivalent a (iii). Soit H un sous-groupe de G qui est
minimal pour la relation d’ordre <. Alors

VHE = U VH) = U V#H) = U yH) = yH)©

#(H) (H')>(H) (H')>(H)
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Donc V) est fermé et ainsi V#) est ouvert. Supposons maintenant que V)

est ouvert et que Hy soit un élément minimal. Alors

VHE — U VIH) — U vVIiEY | U U VIH)

(H'}#(H) (Ho)<(H')<(H) (H")>(H)
= |J v¥=v
(Ho)<(H')
Donc V#) est dense et donc H est minimal. O

Par un argument similaire et avec le fait que la topologie usuelle est plus fine
que celle de Zariski, on a que
Corollaire 1.4.1, Soit G un groupe fini, V un KG-module de type fini et H C G
un sous-groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (H) est minimal pour <.
(i) V'H) est dense dans V pour la topologie usuelle.
(ii5) VH) est ouvert pour la topologie usuelle de V.

O

On reformule donc avec ces propriétés une notion de stratification des G-
espaces et des espaces d’orbites associés.
Corollaire 1.4.2. Soit G un groupe fint qui agit sur un K-espace vectoriel V avec
K =R ou C. Alors pour Hy, Hy,... et H; les sous-groupes d’isotropie distincts
de G,
(i) V =, VH) avec les V) tous disjoints.
(i) Pour i # j, V) Nadh (VD) £ @ si et seulement si (H;) > (H;) si et
seulement si VH) C adh (VHD)),

DEMONSTRATION. Il ne reste qu’a vérifier (ii). En fait, V) Nadh (V{H)) #£ @ si
et seulement si il existe un x € VH) Nadh (VH)), si et seulement si (G,) = (H;)
et (Gg) > (H,) car adh (VH)) = VH) \ VH) = U(H,)Z(HJ)V(H’) \ V) =
U(H,)>(HJ)V(H'). Ainsi, ceci est équivalent a (H;) > (Hj), ce qui équivaut a
VD) C Uiuns g,y V) = adh (VD). a

De méme, on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 1.4,3. Soit G un groupe fini qui agit sur un I -espace vectoriel V avec
K =R ou C. Alors pour Hy, H,.... et H, les sous-groupes d’isotropie distincts
de G.
(i) V/G = J,(V/G)H) avec les (V/G)H) tous disjoints.
(i) Pour i # j, (V/G)H) nadh ((V/G)H)) # O si et seulement si (H;) > (H;)
si et seulement si (V/G)H) C adh ((V/G)'H)).
O
Par exemple, pour 'action naturelle de D, sur R?, on avait obtenu les types

d’orbites (figure 1.5) dont les inclusions donnent la stratification de I’espace d’or-
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bites (figure 1.6).
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Chapitre 2

POLYNOMES INVARIANTS ET QUOTIENT
ALGEBRIQUE

Dans le chapitre précédent, nous avons défini ’espace d’orbites pour ’action
d’un groupe fini sur un espace topologique. Maintenant, nous aimerions y ajouter
une structure algébrique, Nous considérerons les actions linéaires d’un groupe
fini sur une sous-variété affine d’un espace vectoriel réel ou complexe. En fait,
on montrera que si ’action n’est pas linéaire, alors on peut choisir un nouvel
espace vectoriel ol I'action est linéaire, dans lequel se trouve la sous-variété affine
a isomorphisme prés. Le but de ce chapitre est de définir la notion de quotient
algébrique. Ce quotient, qui sera de nature algébrique, nous donnera un moyen
de réaliser ’espace d’orbites comme sous-ensemble semi-algébrique d’une variété
affine. Nous pourrons donc utiliser la structure semi-algébrique induite de cette
variété affine pour travailler sur I’espace d’orbites.

Dans la premiére section, on introduit quelques notions de géomeétrie algé-
brique. En particulier, on établiera le lien entre les morphismes de variétés affines
et les homomorphismes des anneaux de coordonnées associés. Dans la seconde
section, on s’intéresse a I’anneau des polynoémes qui sont invariants pour ’action
du groupe. On verra entre autres que cet anneau est généré par un nombre fini
de polynomes homogénes et qu’il est un anneau de coordonnées. La variété af-
fine associée & cet anneau de coordonnées sera le quotient algébrique. De plus,
on utilisera les générateurs de cet anneau pour réaliser I’espace d’orbites comme

sous-ensemble du quotient algébrique. Dans les sections suivantes, on traitera
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séparément le cas ol I’espace vectoriel est complexe puis réel. On y verra en
particulier que pour le cas complexe, ’espace d’orbites est égal au quotient algé-
brique. Pour le cas réel, I’espace d’orbites sera un sous-ensemble semi-algébrique
du quotient algébrique. Ainsi, les inégalités définissant 1’espace d’orbites seront
les inégalités qui définissent cette région semi-algébrique du quotient algébrique,
On y construira aussi un produit scalaire invariant pour l'action du groupe, ce qui
permettera de le voir comme un sous-groupe de O(n,R). Dans la derniére section,
on construira la complexification du cas réel. Ceci permettra en fait d’avoir un

espace d’orbites complexe contenant 1’espace d’orbites réel qui nous intéresse.

2.1. ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE
Soit K = R ou C. On introduit quelques notions de géométrie algébrique.

2.1.1, Variétés affines et anneaux de coordonnées

Définition 2.1.1, Soit I < K[z1, %, ..., Tp| un idéal de polynémes. On note alors

la variété affine associée par
V(I)={ze K" | f(z)=0Vf eI}

Pour un sous-ensemble X C K™, on définit l’idéal des polyndmes qui s’annulent

sur X par

I(X) ={f € K|x1, 22, ..., 7] | f(z) =0Vz e X}

On définit les applications entres des variétés affines de la facon suivante :
Définition 2.1.2. Soient X C K™ et Y C K™ deux variétés affines. Une appli-
cation f: X — Y est un morphisme de variétés affines si elle est la restriction
d’une application polynomiale F' : K™ — K™, c’est-a-dire que f = F|x, de la
forme f(z) = (fi(z), fo(), ..., fm()) avec les f; € K|zy,2a,...,2,] et telle que
fxycy.

Définition 2.1.3. Un morphisme de variétés affines f : X — Y est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme de variétés affines g: Y — X tel que fog =1y
et go f = 1x. On dit alors que les variétés affines X et Y sont isomorphes et on

le note par X = ).
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Définition 2.,1.4, Pour X C K™ une variété affine et Z(X') l'idéal associé. on

définit ’anneau de coordonnées K[X| par
K[X] = Kz1,®a, ..., Tn] [T(X)

Soit f : X — K une application polynomiale. On a donc que f(x) = F|x(z)
pour un F € K{zy,zs,...,z,]. Or F,G € K|x1, %o, ..., z,] définissent la méme ap-
plication sur X si et seulement si F'(z) — G(x) = 0 pour chaque = € X ce qui re-
vient & dire que F'—G € Z(X). Ainsi, on peut voir K[X] = K[z, L2, ..., T, /Z(X)
comme ’anneau des fonctions polynomiales sur X & valeurs dans K.

On observe le lien entre les morphismes de variétés affines et les homomor-
phismes entre les anneaux de coordonnées associés.

Théoréme 2.1.1. Pour KA = R ou C. Soit X C K™ et Y C K™ des variétés
affines.

(i) Le morphisme f: X — Y induit un homomorphisme de K-algébres
5 K[V — K[X]
g +r—gof

(i1) Un homomorphisme de K-algébres ¢ : K[Y] — K|[X] est de la forme ¢ = f*

pour un unique morphisme de variétés affines f: X — Y.

DEMONSTRATION. (i) On vérifie que cette application polynomiale est un homo-
morphisme de K-algébres. Soit g, h € K[)] et A € K.,

FFOA)=Xof=2A

flg+h)=(g+h)of=gof+hof=f(g)+f(h)

flg-h)=(g-h)of=(gof) (hof)=f"(g) f(h)

ffx-g)=(-g)of=X-(gof)=X-f(9)
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Donc, on a un homomorphisme de A’-algébres.
(ii) Soit ¢ : K[Y] — K[X] un homomorphisme de K-algébres. Avec K'[)] =
Kly1, 2, -, Ym)/Z(Y) et K[X] = K[z1, 22, ..., Tm]/Z(X), on pose f; = ¢(7,) pour
chaque ¥; € Kly1,¥2,---,Um|/Z(Y) = K[Y] ot §; représente la classe d’équiva-
lence de y; dans K[Y)]. Soit pour chaque ¢ = 1,2,...,m, f; € K[z, Z,..., %] un
représentant des classes d’équivalences des f; € K[X]. On définit 'application

polynomiale

fi X — K™

z — (filz), fo(2), .., fin())

On prétend que 'image de X par f est dans ). Pour cela il suffit de montrer que

f(X) CV(I(Y)) =Y. Soit g € Z(Y). On a que pour chaque z € X

9(f(x)) = g(fi(z), fa(2), ... fin(2)) = g (¢(y1) (@), p(y2)(2), .. B(ym)())
= ¢(g)(x)

Or, g € Z(Y) signifie que sa classe d’équivalence dans K[Y] = Ky, ya, ..., Ym)/Z(V)
est nulle. L’application ¢ étant un homomorphisme d’algébres, ¢(g) est égal a zéro
donc 0 = ¢(g)(x) = g(f(x)) et ainsi f(x) est dans ).

Finalement, il reste & vérifier que notre application f : X — ) vérifie f* = ¢

et qu’elle est unique, Or, par construction, on a que pour chaque g € K[V,

#(g) = g(d(y1), d(y2), ..., B(Ym)) = g(f1, for oy fm)
= gof=f(g)

Donc f* = ¢. Supposons que h : X — Y soit une autre application polynomiale
telle que h* = ¢. Alors pour chaque %, y; 0 h = h*(y;) = ¢(y;) = y; o f et donc les

polynomes sur chaque coordonnées de f et h sont les mémes et ainsi f = h. O

Il y a donc par ce résultat une bijection entre les morphismes de variétés affines
X et ) et les homomorphismes de K-algébres de A'[Y] & A[X]. On note de plus

la fonctorialité de cette construction.
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Proposition 2.1.1, Soit W C K!\, X C K™ et ) C K" des variétés affines et
fW—&, g: X — Y des morphismes et Idy : Y — Y l'identité. Alors

(gof)'=f"og

et

(Idy)* = Idgy,

DEMONSTRATION. Soit p € K[Y), alors

(ffog”)p) = f'(pog)=(pog)of=polgof)=1(gof)(p)
et

(Idy)*(p) = po Idy = p = Idxy|(p)

Cela nous donne le théoréme suivant.
Théoréme 2,1.2, Soit X C K™ et Y C K" deuz variétés affines. Alors X =Y
< K[X] = K.

DEMONSTRATION. Supposons que X = ). Alors il existe des morphismes f :
X — Yetg:)Y — Xtelsque fog = Idy et gof = Idy. Par la proposition pré-
cédente, g*o f* = (fog)* = (Idy)* = Idgy et f*og* = (gof)* = (Idx)* = Idkx).
Donc g* et f* sont des inverses et ainsi on a un isomorphisme de K-algébres entre
K[X] et K[Y].

Supposons maintenant que K[X] = K[Y]. Soit ¢ : K[Y] — K[X] un isomor-
phisme entre les K-algébres. Alors on a que ¢o ¢! = Idgx) et ™' o = Idyy).
Soit f: X — Vet g: Y — X les morphismes tels que f* = ¢ et g* = ¢~1. On
a donc que (90 f)* = f* 0 g" = o ¢~ = Idxx = (Idx)* et (fog)” = g0 f* =
¢ ' o ¢ = Idgpy = (Idy)*. Or par unicité, (fog) = Idy et (go f) = Idx. Ainsi
X=y. g



42

Ainsi, pour montrer que deux variétés affines sont isomorphes, il suffit de
montrer que les anneaux de coordonnées sont isomorphes et vice versa. Une variété
affine est donc déterminée, & isomorphisme prés, par son anneau de coordonnées.
Proposition 2.1.2. Soit f : X — Y un morphisme de variétés affines et f* :
K[Y] — K]|X] Phomomorphisme d’algébres associé. Alors f* est injective <

f(X) est Zariski-dense dans ).

z
DEMONSTRATION. Supposons que f* est injective mais qu’au contraire f(X) &
—Z . )
Y. Comme f(X) est un fermé pour la topologie de Zariski, soit 0 # I un idéal

tel que f(X)Z = V(I). On a donc que f(X) C f(X) = V(I). Soit 0 #£ g € I,

alors pour chaque z € X,

0=g(f(z)) = (g0 f)lz) = f(9)(x)

et ainsi f*(g) = 0 donc g € Rer f* ce qui contradit ’hypothése que f* est
injective. Donc Wz = Y et f(X) est Zariski-dense.

Supposons maintenant que f(X) est dense dans Y pour la topologie de Zariski
mais que f* ne soit pas injective. Soit alors 0 # g € Ker f*. Ainsi, pour chaque

T € X,

0= f"(g)(x) = (go f)(x) = g(f(z))

et donc f(X) C V(g). Alors f(X)Z C V(g) ce qui contradit le fait que f(X)Z =
V. O

2.1.2. (G-variétés affines

Soit G' un groupe fini et W un KG-module avec X = R ou C. On note la
K-algébre des polynomes sur I a valeurs dans K par K[IV]. De l'action de G

sur W, on obtient une action naturelle de G sur K [W] via
g-f=fog

pour chaque g € G et f € K[W]. En effet, on a alors que g-(¢'- f) = g-(fog'™!) =
(fog™)og™ =folgg)" =(99) f
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Définition 2.1.5. Pour un polynéme f € K[W], on dit que f est G-invariant s
pour chaque g € G,

flg-w) = fw)

On note la K-algébre des polvnémes G-invariants sur W par K[W]¢. En
identifiant W a K™, on obtient un isomorphisme R[W] = K[z, 22, ..., %] et de
méme on a que K[W|% = K[z,, s, ..., 2,)°.

Définition 2.1.6, Soit W un KG-module de type fini et X C W = K" une
variété affine. On dira que X est G-stable si l'action de G sur W induit une
action sur X, i.e. que g -t € X pour chaque g € G et x € X. On appelle une
variété affine G-stable une G-variété affine.

Définition 2.1.7. Soit X une G-variété affine, on définit l’espace d’orbites X /G
comme étant w(X) pour Uapplication 7 : W — W/G qui envoit un point sur son
orbite.

Comme on a fait pour W/G, on munit X' /G de la topologie quotient provenant
de I’application 7.

Bien que 'on ait supposé jusqu’a présent que l’action du groupe est linéaire,
on montre avec la proposition suivante que si un groupe fini agit sur une variété
affine, il existe une variété affine isomorphe sur laquelle le groupe agit de fagon
linéaire.

Proposition 2.1.3. Soit G un groupe fini agissant sur une G-variété affine X C
K™. Alors il existe un isomorphisme de variétés affines ¢ : X — ), avec une

variété affine Y dans un KG-module de type fini.

DEMONSTRATION. Soit R = K[X] 'anneau de coordonnées de la variété affine

X. Soit {fi, fa,..., fs} un ensemble de générateurs de cette algébre et I’ensemble
{hi,hay...;hm} ={g-filg € Geti=1,2,..,s} Ainsi R = K[hy, ho,..., hp).

Soit I’homomorphisme d’algébres

¢ Ky1,y2, -, Ym] — K[h1,h2, ... hm] = R

y; — h;
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de noyau I, 'idéal des relations des {h;}i=1 2. . Comme lapplication est surjec-

tive, on obtient un isomorphisme d’anneaux de coordonnées
" : Kly1, Y2, -y Ym| /T — K[h1, ho ..., hpn]

g‘i — h"L

qui induit un isomorphisme sur les variétés affines X et ) = V(I). En fait, cet iso-
morphisme est 'application ¢ : X — Y donnée par ¢(z) = (hi(x), ha(), ..., hyn(z))
pour chaque z € X et d’inverse ¢! : Y — X telle que pour tout y € Y,
¢ (y) = (1(y),%2(y), -, Ym(y)) (voir théoréme 2.1.1(ii)).

De la construction des {h; | i = 1,2, ...,m}, 'action de G sur < hy, ha, ..., hyy >k
est linéaire. Soit pour chaque g € G, g-h; = }_,[g]:;h; avec la matrice [g] = ([g];;)
a coefficients dans K. On définit une action linéaire de G sur < 41, Yo, ..., Ym >k

par
g-¥i= Z[Q]Uﬂj
J
pour chaque g€ Gett=1,2,...,m.

Cette action permet de définir sur ) une action linéaire de G donnée par

9y = g (G, %(y)s - Im(¥) = ((g-51)Y), (9 T)(Y), (9 Im)(¥))

= (Z[gluﬂj(y), 2 _l9h53(w); Z[g]mjﬂg(y)>

J

i (y)
= [q]- 92 (y)
Ym(y)
pour chaque g € G et y = (§1(y), §2(y), -, Um(y)) € V. O

2.2. POLYNOMES INVARIANTS

Comme on le verra a la fin de cette section, pour G un groupe fini et 1V un
K G-module de type fini avec K = R ou C, le quotient algébrique W//G peut
étre défini & l'aide de ’algébre des polynomes G-invariants sur W a valeurs dans

K. Dans cette section, nous étudierons la structure de cette algébre. On débute
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en introduisant l’opérateur de moyenne, qui se veut une projection de A[IV] sur
K[W]®. On utilisera cet opérateur entre autres pour le théoréme de finitude de
Hilbert, qui nous assure que l’algébre des polynémes G-invariants est générée par
un nombre fini de polynémes homogénes. Ensuite, on montrera que cette algébre
est en fait un anneau de coordonnées pour un idéal bien particulier, La variété

affine déterminée par cet idéal sera ce que ’on appellera quotient algébrique.

2.2.1. Opérateur de moyenne

On rappelle que ’on travaille avec K’ = R ou C. Soit G un groupe fini et W un
K G-module de type fini. Le fait que G soit un groupe fini nous permet de prendre
la "moyenne" d’un polynéme. Ce processus trés utile permet de construire a partir
de polynémes quelconques des polynémes G-invariants. On utilise ce principe pour
obtenir 'opérateur de moyenne.

Définition 2,21, On définit l'opérateur de moyenne comme étant ’application

p: KW] — K[W]®

1
f '—*WZ(fOQ)

geG

On remarque que pour chaque f € K[W], 'image p(f) est bien un polynéme
G-invariant, En effet, pour g € G et w € W,

WG w) = —S FG (0 w) =S F(G 9 w)
KR G124
- ﬁ S (g w) = p(f)(w)
9'=g-9€G

De plus, cette application est égale a l'identité lorsque restreinte sur K[W]C. Si

f € K[W]°, alors pour chaque w € W

1 1
p(f)(w) = me(g'w)=mg§;f(w)=f(w)

geG

Cet opérateur est en fait une projection de KA[IV] sur K'[IW]%. De plus, il préserve

la structure de K'G-module et de K[IW]%-module de K[WV].
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Lemme 2.2.1, Pour chaque p, ¢ € K[W]. r€e K[W]¢ , g€ Get A€ K. on a

que
p(A-p) = A p(p)
p(r-p)=r-p(p)
p(p+ q) = p(p) + p(q)
ef

p(g-p) = p(p) =g p(p)

DEMONSTRATION. Pour chaque w € W,

P\ p)(w) = |—1—Z<A pg - w) }: X+ p(p)(w)

geG G

o p)w) = —— 3 (r(g-w) plg-w) = —= 3 r(w) - plg
1G] 2 G1 2

|Zpg w)—rw) p(p)(w)

gelG

G
pp+q)(w) = ﬁZ(IHq)(g-w) |G|Zpg w) +¢(g - w)

geCG geG

plg-p)w) = 57 (9-p)(g Zp g
| IgEG |9EG
= T X #E W) = s)w) = o e (w)
g=g lg'eG



2.2.2, Générateurs de K[X]°

Soit G un groupe fini et IV un KG-module. Le théoréme suivant est trés
important. Il nous garantit en effet que 'algébre des polynoémes G-invariants sur
W, ou une sous-G-variété affine, est générée par un nombre fini de polynémes
homogénes.

Théoréme 2.2.1. (Théoreme de finitude de Hilbert) Soit X C W une G-variété
affine. L’algébre K[X]® posséde un nombre fini de générateurs homogénes en tant

que K -algébre.

DEMONSTRATION. Soit K[X]s et K[X]§ 'ensemble des polynémes homogénes
de degré d de K[X] et K[X]C respectivement. Soit I, I'idéal de K[X]€ généré par
@L, K[X]C. Ainsi I; C I y,. Posons I := K[X] - I; < K[X).

On remarque que si Iy g Iy alors fd g fd+1‘ En effet, supposons que ’on ait
Is & Iy et que Ij= Iz, Alors pour f € Iyq,onaque f € Inyy C Iypy = Iy,
Donc f s’écrit comme f = Z?=1 s;-t; avec s; € K[X] et t; € K[X]¢. Ainsi, comme
f € K[X]%, I'opérateur de moyenne donne que

d

=p(f)= s;i-t;) = si) -t €1y
f=plf) p(; ) ijp?([;]) N
Donc 144 € Ijet I3y = Iy, ce qui est une contradiction. Ainsi, Iy g T4y implique
que I & fd+1, ce qui équivaut a dire que I; = fd+1 implique que I; = I;,; car
Iy C Iy et Iy C Ipp.
Par le théoréme "Bassisatz" de Hilbert (voir par exemple [10]) , on a que K’
est noethérien donc Kxq, s, ..., ,] = K[IV] est aussi noethérien. Il en est donc

de méme pour le quotient A'[X] = K[IV]/Z(X). Ainsi, la chaine d’idéaux de A'[X]

Lhchchc.lC..
est stationnaire, i.e. il existe un m € N, tel que I;=1,vd>m. Par Pargument

précédent, la chaine

LCLCLC..I,C..
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est aussi stationnaire. Il existe donc un nombre fini de I, et alors A’ [X]% est généré

par I,,. O

Soit G un groupe fini et W un K'G-module de type fini avec K = R ou C.
Soit X C W une G-variété affine, K[X]¢ 'algébre des polynomes G-invariants
et {p1,p2,...,Pm} les générateurs homogénes de cette algébre. Nous noterons
K[X)¢ = Kl[p1,ps,-..,Pm] pour dire que K[X]C est généré par {p;,pa,..., Pm}
en tant que K -algébre.

Soit {f1, fa,---» fs} © K[xy,xa,...,T,] un ensemble de polynomes. On appelle
idéal de relations de {fi, fo,..., fs} l'idéal I < Ky, y2,...,ys) tel que pour h €
Kly1,y2, -, Ys),

hel& h(fi,foeefs) =0

Pour X C W une G-variété affine, soit alors {p;,ps,...,pm} des générateurs

homogénes de K'[X]¢. On considére 'application polynomiale

p=(p1,p2, 1 Pm): X — K™
w — (p1(w), pa(w), ..., P (W)

cette application p : X — K™ est constante sur les G-orbites de X. Pour

chaque w e X et g€ G,

plg - w) = (p1(g - w),pa(g - w). ..., Pm(g - w)) = (Pr(w), p2(w), ..., pm(w)) = p(w)
Soit I 9 K{y1, Y2, .-, Ym| I'idéal des relations des {pi, ps, ..., Pm}, on définit la
variété affine
Z:=V(I)={z€K™|hz)=0Vhe I}
et
X:=ImpCK™
On note que X C Z. En effet, soit ¢ € X, i.e. r = p(w) = (p1(w), po(w), ..., P (w))

pour un w € X. Or, pour chaque h € I, 0 = h(p(w)) = h(x) et donc & € V(I) =
Z.
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Avec la propriété universelle de la proposition 1.1.2; de notre application po-
lynomiale p : X — K™, on peut y construire I’application continue (pour la

topologie usuelle et Zariski)
p: X/G— K™

qui fait commuter le diagramme

en posant
P(Gw) = p(r(w)) = (p o m)(w) := p(w)

Le théoréme suivant est la clé pour 'obtention du résultat cherché : il nous
donne un homéomorphisme entre ’espace d’orbites et I'image de X par p, X C
R™,

Théoréme 2.2.2, Soit G un groupe fini, W un KG-module de type fini avec
K =R ouC et X CW une G-variété affine. L’application p : X/G — X est

un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. De la propriété universelle de la construction de p, cette ap-
plication est continue. On montre maintenant que p est bijective. Tout d’abord
elle est surjective : pour chaque z € X = Imp, il existe un w € & tel que
p(w) = z et ainsi p(Gw) = p(w) = z. Pour l'injectivite, soit Gz # Gy € X/G. 1l
ne peut donc y avoir de g € G tel que x = g - y. On note les éléments de G par

G={e=g,9,...,9s} et on pose

=g -x= (2}, 25..,2))€EGr C X
pour chacun des points de 'orbite de & pour un choix de base du A'-espace
vectoriel W. De méme, on note les points de l'orbite de y par ' := g; - y. Soit le

polynome & valeurs positives sur X :



h(v) = h(vy, v, ..., vp) = H(vl — )P+ (v — x5+ o+ (v — 2)?

h(v) = h(v1,va, ..., vn) = H |v -2z |
i=1

ot | v | désigne le module de v.

Alors pour chaque i = 1,2,...,s, h{z') = 0 car le i-éme terme du produit est
égal 3 0. De plus, comme y* ¢ {z'}.i=1._ 5, h(y') > 0 pour chaque y*. En prenant la
moyenne de h, i.e. en y appliquant ’'opérateur de moyenne, on obtient le polynéme
G-invariant

h(v) = p( Zhg v)

geG’

h(z") |G|Zhgm

geCG

qui s’annule sur Gz

et non sur Gy

Zhg y')

geG
Donc h € K[X]S. Comme {py, pa, ..., pm} sont les générateurs de K[X]C, il existe
un q € K[y, Y2, ..., Ym] tel que & = q(p1,p2,....0m). Or, on a que Gz # Gy et
on veut montrer que p(z) = p(Gz) # p(Gy) = p(y). Supposons au contraire que
p(z) = p(y) i.e pi(z) = pi(y) Vi =1.2,...,m. On a donc que

0 = h(z) = g¢(p1(x), p2(2), -, Pm(@)) = @(P1(Y), P2(Y), - Pm(y)) = h(y) > 0

et on a une contradiction. Donc p est injective et ainsi elle est bijective.

On montre que p est propre. Pour chaque x € X = I'mp, il existe un w € X
tel que p(w) = z. Il suffit de montrer que p~'(z) = {Gw}. En effet, p(Gw) =
p(w) = x donc {Gw} C p~ (). Si Gu' € p~ l(.10), alors p(Gw) = ¢ = p(Gw'). Or
P est injective donc Guw' = Gw donc p~'(z) C {Gw} et on obtient ’égalité.

On a donc que 'application p : X/G — X est propre et bijective. Pour
montrer qu’elle est un homéomorphisme, on montre que p est une application

fermée.
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Soit F C X /G un fermé et {z} C p(F) une suite convergente vers z € X, On
veut montrer que x € p(F). Or Y := {&} U {xt} est un compact de X. Comme p
est propre, p~}(Y) est compact. Soit alors {yx} € FNp~'(Y) tel que p(yx) =
pour chaque k. La suite {y;} étant dans un compact, il existe une sous-suite
convergente {yx, } telle que yx, — y € F car F est fermé. Par la continuité de p,
on a que f(y) = Hm; .o f(yk,) = lim; oo Tk, = x. Donc x € p(F) et p est fermée.

Ainsi, p est bijective, continue et fermée donc un homéomorphisme. |

2.2.3. Structure de K[X] et quotient algébrique

Avec le théoréme 2.2.2, 'espace d’orbites X' /G est homéomorphe a I’ensemble
X = Imp qui est inclu dans la variété affine Z C K™. On peut alors voir X/G
comme sous-ensemble de Z C K™. Ainsi, pour le cas réel, les inégalités que 1’on
se propose de trouver sont des inégalités de R™ qui délimiteront X dans Z. Pour
le cas complexe, on verra que X = Z.

Les propriétés suivantes nous donnent la structure de ’algébre des polynémes
G-invariants sur X. On voit que K [X]® est un anneau de coordonnées.
Proposition 2.2.1. Soit G un groupe fini agissant sur W un K -espace vectoriel
de dimension n et X C W une G-variété affine. Soit K[X|® = K|p1,pa, ..., Pm)
avec {p1,pa,...,Dm} des générateurs homogénes et I < K{y1,ya, ..., Ym) I'idéal des

relations des {p1,p2,...,pm}. Alors

K[X]° = K[y, 2, -, yml/1

DEMONSTRATION. On définit 'application :
¢ : K[y, v, o Ym)/I — K[X]°

h— h(p1,p2, ..., Pm)

pour h un représentant de h. En effet, pour chaque geEG reX CW=R",
i” € K[yh Y2y eeny ym]/Ia

¢(h)(g-) = h(pi(g-®),p2(g-2), -, Pm(g-)) = A(p1(2), D2(2), oo Pm(w)) = S(R)(w)

et ainsi ¢(h) € K[X]C.
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Cette application est correctement définie car

77’ = f € I\’[ylvy%"'aym]/[ < h— f el (h - f)(Pl:P‘.Z,---,Pm) =0

Aad h(pl’p27 ---,pm) = f(p17p27 "'apm) And (b(h') = ¢(f)
On vérifie que ¢ est un homomorphisme d’algébres. Pour chaque fh e

K[y, y2, -y Ym)/I, A € K et x € K™ on a que :

d(A) = A(p1,p2, -, Pm) = A

$(A-F) = (A= 1) (pr,p2, s Pm) = X - (F(P1, P20 Pm)) = A~ ()

S(F+R) @) = o(F+h)@) = (f +h)(pi(x), pa(T), s pm(2))
= F(pr(), o), s Prn(2)) + W1 (), Pa(), -, Pra())
= (@) + $(h)(x)

$(f-h)z) = ¢(F-h)(=) = (f W) (Pr(2),ps(2), .., Pm(z))
= f(p1(),p2(2), -, (@) - B(p1(2), P2(2), ., P ()
= ¢(f)(x)- B(h)(x)
Donc ¢ est un homomorphisme d’algébres. On montre que c’est en plus

un isomorphisme. Soit f,h € K[y1,yo,....ym|/I tels que ¢(f) = ¢(h). Alors

f(plvp% apm) = h'(Pl)p% "'7pm)7 ce qul lmphque que (f_h)(plvp'l) "')pm) = O et
donc f—h € I, Ainsi f = h et ¢ est injective. Soit f € K[X)¢ = K[p1,p2, .-, Pl
alors f = h(p1, P2, ..., Pm) pour un certain h € K[y, ya, ..., Ym). Ainsi qﬁ(it) = f et

¢ est surjective et est un isomorphisme. g

Proposition 2.2.2. Soit G un groupe fini et W un KG-module de type fini. Pour
X C W une G-variété affine et K[X] = K[W]/I, alors

K[x]¢ = K[W]¢/I€

ou IS = I N K[W)C.
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DEMONSTRATION. Soit K[W] = @ 5 A [W]4, avec les K[IV]4, les KG-modules

des polynoémes de degré d. Ainsi,
K[X] = K[W)/I = (@ K[W]d> /T= D K[W]a/Is
d>0 d>0
avec Iy = I N K[W]4 Par le théoréme de Maschke (voir [24]), pour chacun

des KG-modules K [W], il existe des A'G-modules complémentaires A/, tels que

K[W]q = K[W]$ ® M,. Alors
K[Wla/1,= (KW ® M) /1, = K[W|S/I§ & My/1,

avec I¢ = I; N K[W]° et I;=I;n M, On a donc de Popérateur de moyenne p,

une projection sur la composante G-invariante, que
K[X|§ = (K[W]a/1)¢ = p(K[W]4/Iz) = K[W]§ /IS

Avec le théoréme de Maschke, il y a des K'G-modules complémentaires N, tels

que K[X]; = K[X]§ © N, pour chaque d > 0. Ainsi,

kxS = p (@K[X]d> = P KX = P KWIG/IS

d>0 d>0 d>0
= K[W]¢/I¢

a

Proposition 2.2.3. Soit G un groupe fini agissant sur W un K -espace vectoriel
de dimension n et X C W une G-variété affine. Soit K[X|® = K[pi,pa, .., Pm]
avec {p1,Da,...,Pm} des générateurs homogénes et I < Klyi,ya, ..., ym| l’idéal des
relations des {pi,pa2, ..., Pm}. Soit

Z=V(I)={ze K™ | f(z)=0Vfel}

Alors :

() I=T(2) = (J € Klyr,vostr ] | F(2) = 0¥z € Z)

(ii) K[Z] = K[X]® ou K[Z] est l’anneau des coordonnées défini par K|[Z] :=
Ky1, y2, 93, s Y] /Z(2)
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DEMONSTRATION, (i) Soit f € I, alors f(z) = 0 pour tout x € Z = V(I)
donc f € I(Z) et I C I(Z). Soit f € I(Z). Pour chaque z € X C W = R,

(pl(w),pg(x),...,pm(m)) € X g Z et donc f(P1($)7P2(-"'3)>---,Pm(-’c)) = 07 ce qUi
veut dire que f € I, d’ou I'égalité.

Q)

R U Prog\“ze.
(ii) K[Z] =K [y17y27y37~~"ym]/I(Z) = f\[yl,yz,ys,m-ym]/l =

"RXE O

Ainsi, K[X]% 2 K[y1, y2,Y3, - Ym)/Z(Z) =2 K[Z] est 'anneau de coordonnées
de la variété affine Z = V(I), avec I I'idéal des relations des {p1,pa,.... D }-

On donne alors la définition de quotient algébrique :
Définition 2.2.2. Soit K = R ou C un corps, G un groupe fini, W un KG-
module de type fini et X C W une G-variété affine. On définit le quotient
algébrique X //G comme étant la variété affine Z = V(I) ayant comme an-
neau de coordonnées K[X//G] = K[Z] = K[X]|° & K[y, ¥z, -, ¥m)/Z(Z) =
Ky, y2, - ym]/1.

Le quotient posséde la méme propriété universelle que I’espace d’orbites.
Proposition 2.2.4. Soit X et YV deuz variétés affines et f : X — Y un mor-
phisme de variétés affines G-invariant. Alors il existe un unique morphisme de

variétés affines f : X /|G — Y qui fait commuter le diagramme suivant :

f
X——;y

pl 7
x/6 7

avec p = (p1,P2, ..., Pm) : X — K™, Uapplication donnée par des générateurs de

K[X]°.

DEMONSTRATION. On a obtenu & la proposition 2.2.1 un isomorphisme
¢ : K[X//G] = K[y1,v2, -, Ym] /T — K[X]¢

h=h+I+——hop

avec I 'idéal des relations des {pi,ps, ..., P} Ainsi, pour chaque morphisme G-
invariant de variétés affines f = (fi, fo, ..., fs) : X — Y, chacun des f, € K[X]°

pour i = 1,2,...,s, s’écrit comme f; = h; op pour un h; € Ky, ¥o, .., Ym)-
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Comme h; op = h! o p si et seulement si h = I’ € K[X//G]. une telle appli-
cation f = (fi, f2,..-, fs) est uniquement déterminée par f = (ﬁl,ilg,...,fzs) :
X//G — Y oules hy = hy + I € K[X//G] = K[y1,va,....Ym]/I sont tels que
fi = h;op. On a donc pour chaque w € W que f(w) = (fi(w), fo(w), ..., fs(w)) =

(h1(p(w)), ha(p(w)), ..., hs(p(w))) = (f o p)(w). O

2.3. ESPACE D’ORBITES COMPLEXE

Dans cette section on s’intéresse au cas ot X' = C. On y verra entre autres
que pour ce cas, I’espace d’orbites est en fait égal au quotient algébrique. Ainsi,
I’espace d’orbites est une variété affine donc déterminé par des égalités.

Soit donc W un CG-module de type fini et X C W une G-variété affine.
Pour {q1, go, ..., ¢} un ensemble de générateurs homogénes de C[.X]¢. On a défini

I’application
q=(qlaq21"':(Im) X —CT
v — (q1(v), g2(v), ., Gm (V)

qui nous donne le diagramme commutatif :

x—-cnm
wl 7
x/G "
avec ’homéomorphisme ¢ : X/G — ¢(X) défini par ¢(Gv) = (§o 7)(v) := q(v).
Pour le cas complexe, ’espace d’orbites X /G est identifié & la variété affine
X //G. On montre comment voir cela,
Pour K un corps algébriquement clos, par exemple pour C, nous avons le
résultat suivant.
Théoréme 2.3.1. (Nullstellensatz) Soit K un corps algébriqguement clos
(1) Tout idéal mazimal de K(z,, s, ..., T, est de la forme m, =< x| — ay, 2 —
a3, ..., Ty — Ay > pour un point a = (a,, as, ...,a,) € K™.
(i1) Soit I < K|xy, s, ..., T,] un idéal. Alors I # K[z, xa,...,7,] & V() # 0.
(111) Soit I Q K[z1.22,...,2,) un idéal. Alors
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ot VI est l'idéal radical de I, i.e. f € VI < il eziste un m € N tel que f™ € I.

DEMONSTRATION. On retrouve ces résultats dans tout bon livre de géométrie

algébrique. Par exemple [10]. d
La partie (4ii) de ce résultat nous donne une correspondance bijective entre

{idéaux radicaux de Clz,, xa,....x,|} «— {variétés affines de C"}

VI — V()
et la partie (z) nous donne une correspondance bijective entre

{points deC"} «— {idéaux maximaux de Clzy,zs,..., Tn|}

a = (a,09,...,0,) —— Mg =<2T; — Q1,2 — A2, ..., Tp — Qp >

Cette correspondance entre les points de C" et les idéaux maximaux de
C[x1, 9, ..., Tn| nous permet de voir d’une nouvelle fagon la construction que I’on
a fait au théoréme 2.1.1 pour les morphismes de variétés affines et les homomor-
phismes entre les anneaux de coordonnées.

Proposition 2.3.1. Soit X et YV deuz variétés affines complexes, un morphisme
de variétés affines f : X — Y et ¢ : C[Y] — C[X] 'homomorphisme de C-
algébres tel que ¢ = f*. Pour a € X et m, < C[X] l'idéal mazimal associé. alors

¢~ (my) = My avec l'idéal mazimal My, donné par le point b= f(a).

DEMONSTRATION, Soit I’application polynomiale f : X — ) donnée par f(z) =
(fi(x), fa(z), ..., fm(x)) telle que ¢ = f*. Soit M Q C[X] = Clay, T2, ...T4] /T(X)
un idéal maximal de C[X]. Par le Nullstellensatz, I'idéal M est de la forme
me = m, modulo Z(X) avec m, =< x; — a1,&2 — Qg,...,Typ — A, > POUr un
point a = (a,as, ...,a,) € C". On a que ¢ '(m,) est un idéal maximal de C[})].
En effet, on considére la composée de ¢ avec la projection C[X] — C[X]/m,

que l'on notera

¥ : C[Y] - C[¥] — C[X]/1q
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Comme 77, est un idéal maximal, le quotient C[X]/, est un corps isomorphe &
C. Or C[Y)] contient une copie de C qui est envoyée sur C = C[X]/m, et donc
Iapplication ¢ est surjective. Ainsi, C[V]/Ker ¢ = C et donc Ker ) = ¢~ ()
est un idéal maximal. Encore par le Nullstellensatz, cet idéal maximal est de
la forme m; donné par 'idéal m, =< y; — b1,y2 — bay .., Y — b, > pour un
point b = (b1, bo,...,b,) € C™. On montre qu’en fait, ce point se trouve a étre
f(a) = (fi(a), fa(a), ..., fm(a)). Pour chaque i = 1,2,...,m, on a pour chacun des
% € Clyr, Y2, -, ym) /Z(Y)

d’(gz - fz(a)) = ¢(g) - f,((L) = fi(wlv‘l"?’ ’Tn) - fl(a)

Or fi(xy,g,....,xn) — fila) €E< 1 — @1, %2 — Q2y..., Tn — Gp >= m,. En effet, en
divisant successivement f;(zq,a,...,T,) par T; — a1, To — ag jusqu’a T, — a,, on

obtient
fi(z1, T2y s Zn) = qi{z1 — a1) + @22 — @2) + ... + qulTn —an) + 7

ou les g; sont des polynémes de Clxy, xa, ..., x,] et 7, le reste qui ne contient aucun
des x;, est de degré 0 donc une constante. En évaluant cette expression au point
a = (ay,as,...,a,), on a que

fila)=r

Donc 'expression nous donne que
filx1, @2, .., xn) — fila) = qi(xy — a1) + go(T2 — a2) + ... + gn(Tn — @) € M,

Ainsi, 'idéal maximal m =< §, — fi(a), ..., Ym — fm(a) > est dans la préimage
de m, que 'on avait noté m,. On a donc que m C m,. De la maximalité de m,

m = my et ainsi b = (fi(a), f2(a), ..., fm(a)) = f(a). O

Avant de montrer que ’espace d’orbites est une variété affine complexe, on a
besoin des résultats suivants.
Définition 2.3.1. Soit R un anneau et S une R-algébre. Pour s € S, on dit
que s est entier s’il existe un polynéme a coefficient dominant égal a 1, p, tel que
p(s) = 0. Si tout élément de S est entier, on dit que S est entiére.
Proposition 2.3.2. Soit IV un CG-module de type fini avec G un groupe fini et
X C W une G-variété affine. L’extension C[X]% C C[X] est entiére.



DEMONSTRATION. Soit fy, fa, ..., fu des générateurs de 'algébre C[X]. Pour i =

1,2,....n, on pose

si(t):= [t —g-f)

geG

On remarque que les polynomes s; sont G-invariants car pour chaque ¢’ € G,
g-st)=1Jt--9-f)= ] t-3 £ =s
geG g=g'-9€G
Soit A C C[X]¢ C C[X] la sous-algébre générée par les s,. On a donc que chaque
fi € C[X] est entier sur A car s;(f;) = 0. Ainsi on a que C[X] est entier sur
A C C[X]¢ et donc sur C[X]°. a

Théoréme 2.3.2. Soit R C S une ertension entiére d’anneauz. Soit P < R un

idéal premier. alors il existe un idéal premier Q < S tel que P = QN R.

DEMONSTRATION. Voir théoréme 4.15 p. 129 de [10]. O

Théoréme 2.3.3. Soit S une R-algébre entiére et P <1 S un idéal premier, alors

P est mazimal & PN R est un idéal mazimal de R.

DEMONSTRATION. Voir corollaire 4.18 p. 131 de [10]. O

Théoréme 2.3.4. Pour G un groupe fini et W un CG-module et X C W une G-
variété affine. ’espace d’orbites X /G est homéomorphe a la variété affine X //G.

DEMONSTRATION. On considére l'inclusion de C-algébres ¢ : C[X]¢ — C[X].
On a vu que C[X//G] = C[X]¢ = C[y1,Y2, ... Ym]/I o1 I est I'idéal des relations
des générateurs {qi,qo, ..., qn} de C[X]®. Ainsi, on a que I'application ¢ envoie

chaque générateur g, € Cly1, yo, ..., ym]/I sur g; :

v Clyr, Yo, Um)/I = C[X]¢ — C[X]

Yi G g



Et donc le morphisme induit sur les variétés affines est donné par

n: X —X//G
w — (qi(w), g2(w), ... gm(w))

On montre alors que l'application 7 est surjective. Soit b € X //G. Par le Null-
stellensatz, ce point correspond a un idéal maximal de C[X//G] que 'on note
my donné par my =< y; — by, ..., Ym — b >. Or cet idéal est maximal donc pre-
mier. Ainsi par le théoréme 2.3.2, il existe un idéal premier P < C[X] tel que
my = P N C[X]% Or par le théoréme 2.3.3, m; est maximal donc P est maxi-
mal, L’idéal P est alors de la forme m, =< r; — a4, ..., T, — a, > pour un point
a € X. De l'inclusion ¢ et du fait que my = m, N C[X]%, «(mp) C m, et donc
mp C 171 (my). Or de la maximalité de m;, on a que my, = ¢~!(m,). Par la proposi-
tion 2.3.1, cela veut dire que n(a) = b. Donc 7 est surjective. Or on a déja obtenu
un homéomorphisme entre X' /G et X qui était I'image de X par ’application

q=(q1,92,--,qm). Comme n =g, on a que X/G=Imqg=Imn=X//G a

2.4 ESPACE D’ORBITES REEL

On s’intéresse maintenant au cas o W est un espace vectoriel réel, Contrai-
rement au cas complexe, il n’est pas vrai en général que I’espace d’orbites est égal
au quotient algébrique. La raison est que la correspondance entre les idéaux maxi-
maux et les points que ’on a utilisée pour le cas complexe n’est plus valide. En fait,
on montrera au chapitre 4 que I’espace d’orbites est égal au quotient algébrique
si et seulement si le groupe est d’ordre impair et la représentation est fidéle, Ce-
pendant, pour le cas réel, ’espace d’orbites, vu comme sous-ensemble du quotient
algébrique, est un ensemble semi-algébrique dont la fermeture pour la topologie
de Zariski est le quotient algébrique. Ainsi, on aura donc que ’espace d’orbites est
défini par des inégalités qui déterminent cet ensemble semi-algébrique. On mon-
trera également que pour une G-variété affine, les inégalités définissant I’espace
d’orbites sont celles provenant de I’espace d’orbites de I'espace vectoriel ambiant
en plus des égalités données par la G-variété affine.

On commence par définir ce qu’est un ensemble semi-algébrique.
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Définition 2,41, Un ensemble semi-algébrique élémentaire de R™ est un sous-
ensemble qui est défini par un ensemble d’inégalités et d’égalités algébriques réelles.
Un ensemble semi-algébrique est une union finie d’ensembles semi-algébriques élé-
mentaires. De facon équivalente. les ensembles semi-algébriques de R™ forment la
plus petite collection de parties de R™ contenant toutes les parties de la forme
{z e R*| f(z) > 0}, ou f € Rlzy,.... z,), et stable par intersection finie, réunion
finie et passage au complémentaire.

Par exemple, toute variété affine de R" est un ensemble semi-algébrique. En ef-
fet, on a que V(I) = V(f1. fa, ... fs) = {z € R" | fi(z) = 0, foz) = 0, ..., fo(z) =
0, } pour fi, fa,..., fs des générateurs de I.

Soit W un RG-module de type fini et X C W une G-variété affine. Pour
{p1,p2, ..., Pm} des générateurs homogénes de R[X]%, on a l'application polyno-

miale
p= (p17p25---7pm) X — R™
w— (pl(’w)’pZ(w)a 7pm(w))

Soit I < Ry1, Y2, .-, Ym| 'idéal des relations des {p1,pa,...,pm} et la variété

affine
X/|G=Z=V({I)={zeR"|h(z)=0Vh eI}
et

X =ImpCR™

Comme on l’a fait plus t6t, de notre application p : X — R™ on obtient

I’application continue
p:X/G— R™

qui fait commuter le diagramme

en posant
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Avec le théoréme suivant on peut montrer que ’espace d’orbites est homéo-
morphe & un ensemble semi-algébrique.
Théoréme 2.4.1. (Tarski-Seidenberg) L'’image d’un ensemble semi-algébrique

par une application polynomiale est semi-algébrique.

DEMONSTRATION. Voir [5]. O

Corollaire 2,4,1, L’espace d’orbites X /G est homéomorphe a un ensemble semi-

algébrique.

DEMONSTRATION. On a que X' /G est homéomorphe & X qui est 'image d’une va-
riété affine par une application polynomiale. Or une variété affine est un ensemble

semi-algébrique et donc par le résultat précédent, X est semi-algébrique. O

Corollaire 2.4,2, Les strates W<H> W) et (W/G)H) sont semi-algébriques.

DEMONSTRATION. Soit {Hy, Ho,..., H;, = G} les sous-groupes d’isotropie dis-
tincts de G. Pour tout ¢ = 0,1,2,...,;s, soit H,, = G,Hp,,....,H, = H; les
sous-groupes d’isotropie distincts qui contiennent H;. On montre par récurrence
sur t que TW<H:> est semi-algébrique. Si t = 1, alors H; = G et avec WH =
Ussn W<H> WG = W<C> est un espace-vectoriel, donc un ensemble semi-
algébrique. Supposons alors le résultat vrai pour tout ¢ > 1 et montrons que
c’est vrai pour t + 1. Soit H, = G,H,,,...,H,,, H,,,

d’isotropie qui contiennent H;. Alors W#: = Ujill W<Hm> ot done W<H> =

= H,; les sous-groupes

WH\ (U§=1 W<H"J>> qui est le complément d’un ensemble semi-algébrique,
donc semi-algébrique. Ainsi, les 1V <H:> sont semi-algébriques, les strates W) =
Uiay=imy W <H> sont semi-algébriques et leur image par I’application polynomiale

p, les (W/G) ) sont aussi semi-algébriques. O

Ainsi, en voyant X /G comme X C Z C R™, on a que X' /G est déterminé par

les inégalités qui définissent ’ensemble semi-algébrique X dans R™. Le résultat
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de Procesi-Schwarz nous donne donc une méthode pour trouver ces inégalités. On
peut aussi montrer que X est Zariski-dense dans Z.

Proposition 2.4.1. Soit G un groupe fini et W un RG-module de type fini avec
X C W une G-variété affine. Avec application polynomiale p: X — R™ donnée
par des générateurs de R[X]®, on pose X := Imp qui est homéomorphe d lespace
d’orbites X /G. Alors X’ =2z

DEMONSTRATION. Soit linclusion ¢ : R[X //G] = R[X]® — R[X]. De cet homo-
morphisme de R-algébres, on a ’application induite de variétés affines f: X —
X //G telle que f* = ¢ qui est donnée par f(w) = (pi(w), pa(w), ..., pm(w)) tel
que 'on a fait dans dans la démonstration du théoréme 2.3.4. En fait f = p. Par
la proposition 2.1.2, + = p* est injective donc X = p(X) est Zariski-dense dans
X/G=2Z. d

Maintenant que l'on sait que les espace d’orbites X/G et W/G sont semi-
algébriques, on peut se demander quelles sont les égalités et/ou les inégalités qui
définissent X' /G dans W/G pour X C W.

Proposition 2.4.2, Soit G un groupe fini et X = V(J) une G-variété affine de

Uespace vectoriel réel W sur lequel G agit de fagcon linéaire. Alors
X/G=2p(X/G)=X N X//G

pour homéomorphisme p : W/G — X du théoréme 2.2.2 avec X C W//G C
R™. Donc Uespace d’orbites X /G est donné par les inégalités de W/G = X C R™
et les égalités de la variété affine X //G C R™.

DEMONSTRATION. Soit X C IV une G-variété affine. Avec Papplication 7 :

W — W/G on obtient le diagramme commutatif

Xe—— W

X/G— W/G
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De ’homéomorphisme p : W/G — X, on note X = $(X/G). Par définition de

R(X//G] = R[X]® = (R[W]/Z(X))¢ = RW|¢/T(x)°

et X//G = V(IT(X)).
Avec {p1,p2,....pm} un ensemble de générateurs homogénes de R[W]% et I

I'idéal des relations, on a R[W|% & R{y1, s, ..., Ym]/I et des projections
Rly1, Y2, - Y] — Ry1, 42, -, yml /T = RW]C — R[W]°/T(X)¢

on prend le noyau 7 < R[y1, ya, ..., Ym), i.-€. la préimage de 0+Z(X)% € R[W]¢/Z(X)C.
On peut alors voir la variété affine X' //G comme X//G = V(J) C R™. Avec
X/G=XCX//Get W/G=X CW//GCR™ on ale diagramme commutatif

Xee—rmm W

X/G—s W/G

X//G—s W//G—R™
On veut montrer que

X=Xn&XJ)G

Or bien sir on voit par le diagramme que § # X C X N X//G. On montre
donc l'autre inclusion X N X//G C X. Soit £ € W/G n V (I(X)¢) = X N
X //G. Alors m~}(€) est une orbite Gw de W et chaque w’ € Gw est un élément
de V (Z(X)¢ - R[WV]). On vérifie alors que V (Z(X)¢ - R[W]) = X. Or Z(X)® -
R(W] C Z(X) donc V (Z(X)C-R[V]) D V(I(X)) = X. Soit f € Z(X). On
considére alors le polynéme
Fty=[J(t-g-)=t"+at" ' +ast" >+ ... +a,
9eG

ot n = |G|, les coefficients a; sont des polynomes de Z(X)% et F(f) = 0. On a

donc que

fr=—af" = af"? — o~ ay € T(X)Y - RIW]
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Donc pour {fi, fa, ..., fs} un ensemble de générateurs de I'idéal Z(X), i.e. tel que
I(X) = (f1, fay .-+ fs), on obtient par 'argument précédent que (f7, f3,..., f) C
I(X)C -RW] C (fi. farooos fs) = T(X). Or V(P f3, o f3) = V(f1, for s fi) =
X et donc V (Z(X)“ - R[W]) C V(fT, f3, ..., fI') = X. On obtient donc I'égalité
et ainsi tout w’ € Gw est dans X et £ = 7(w') € X/G. On a donc le résultat
cherché. (]

2.4.1. Produits scalaires

Soit W un RG-module de type fini et G un groupe fini. Le fait que G soit
un groupe fini nous permet d’utiliser le principe de la "moyenne". On montre
comment & partir d’un produit scalaire sur W on peut construire un produit

scalaire G-invariant, i.e. tel que

(g'v7g' w) = (U7w)

pour chaque v,w € W et g € G.
Proposition 2.4.3. Soit < .,. > un produit scalaire sur le R-espace vectoriel W

de dimension finie. Alors
! < U >
— . - U
G E g-u,g
geG

définit un produit scalaire G-invariant sur W.

DEMONSTRATION. En effet, pour chaque u, v, w € W et A € R, on a que :

1
(u,v) = Z<g Uy g U >S= —— Z<g-v,g-u>=(v,u)
iGlgec |Gl
Au,v) = < g-(\u) v >=— ALg-u.g-v>
(Au,v) QGZG g-(Mu),g- |G Zg: g u.g-

= )\(u, v)



Z<g u.g-u>2>0
€G

et (u,u) = 0 si et seulement si < g-u, g-u >= 0 pour chaque g € G si et seulement

siu=0.

(g-ug-v) = Z ),g' - (g-v) Z u,(g'g) - v

g'eG

= — <

g=g'g€eCG

U, g v >=(u,v)

=]

Dong, (.,.) est un produit scalaire G-invariant sur W . O

De plus, comme le produit scalaire (.,.) est G-invariant, cela permet de voir G
comme un sous-groupe de O(n,R), les matrices orthogonales réelles n par n. En
effet, en prenant une base orthonormale de W par rapport a ce produit scalaire,
comme G préserve ce méme produit scalaire, G est un sous-groupe de O(n,R).

De ce produit scalaire G-invariant sur W, on en obtient un de fagon naturelle
sur ’espace dual W*.

Proposition 2.4.4, Soit (.,.) un produit scalaire G-invariant sur W et {z,, Za, ..., 2, }
une base orthonormale. On obtient un produit scalaire G-invariant sur W* en po-

sant
(w1,25) = (w1 3;) = 6,

pour chague élément de la base {z},x3,..., a5} de W* ou a}(x;) = 6;; pour chaque

i,j=1,2,..n

DEMONSTRATION. Soit &* = Y a;x], y* = Y, bux} et z* = > ¢} € W* ainsi
que A € R,

(z*,y") Zal L,me Zaibi=Zb,ai=(2bimf,2mrﬁf)=(y*,.1:*)
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(z*+y*, =" = Zar +Zb"cl,Zci = Zal—i-b,-)wf,z:ci.rf)
= Za,—i—b zalc,-i-zbcl
= Zan 17201 (szﬂ?;vzcifb‘f)=(-"U*73*)+(y*,2*)

Az y") = (M- Zar1,2b1 Z/\ a;)z be Z/\ a;)b;
= A- Zab—/\ Zazl,bec y=A-(a%,y")

= Z a?>0
.
et (z*,2*) = 0 si et seulement si a; = 0 pour chaque ¢ si et seulement si z* = 0.
Pour montrer que ce produit scalaire est G-invariant, soit [g] la matrice or-
thogonale de laction de g € G sur W, Le. pour w = ) .ax; € W, g -w =
Zk(zj[g]kjaj)mk. Alors pour chaque g € G,

(9-a)()) =i (97" - a;) = ] (Z[g_lbkl‘k> =[g7']5
k

et ainsi g-xf = 3 [g7'];:%]. Puisque la base {x;. %, ..., ,} est orthonormale, on
a que [g7!] = [g]™' = [g]* et donc [g7!],, = [g];; pour chaque entrée. Ainsi,
0510+ = (00 bt i o) = S0 = Sl
k k
qui est égal au produit scalaire des rangées 7 et j de la matrice orthogonale [g].
Donc,
(Q"Lf,gl;) =0;; = (’LZJL;)

et on obtient sur W* un produit scalaire G-invariant. O

On sait qu’il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels W = W*. Avec un
produit scalaire G-invariant sur W, on obtient un isomorphisme de RG-modules.
Proposition 2.4.5. Soit G un groupe fini agissant sur un espace vectoriel réel VWV
et (.,.) un produit scalaire G-invariant. Il existe un isomorphisme de RG-modules
& : W =2 W*. De plus, soit H un sous-groupe de G. Alors w € W est H-invariant

st et seulement si ¢(w) est H-invariant.



DEMONSTRATION, On définit I’application ¢ : W — W* donnée par ¢(w) :=
(w, .) pour chaque w € V. On montre qu’elle est G-équivariante. Pour g € G et

w € W,

¢lg-w)(v) = (g-w,v) = (w.g7" - v) = (w)(g™" - v) = (g p(w))(v)

pour tout v € W et donc I'application est G-équivariante. Cette application est

linéaire. Pour chaque A € R et v,w,x € W,

(A -v)(z) = (A-v,2) = Av,z) = X - ¢(v)(x)

d(v+w)(z) = (v+wz)=(v,z) + (w,2) = ($(v) + ¢(w))(¥)
On montre que ¢ est injective. Soit v et w € W tels que ¢(v) = ¢(w), i.e. pour
chaque x € W, (v,z) = ¢(v)(z) = ¢p(w)(x) = (w,z) & (v — w,z) = 0 pour tout
x € W . Comme le produit scalaire est non-dégénéré, ceci implique que v—w =0
donc que v = w et que ¢ est injective. On montre la surjectivité. Soit w* € W*
et {wy, ws, ..., w,} une base orthonormée de W par rapport a (.,.). On définit
a; = w*(w;) € R pour chaque i = 1,2,...,n et on pose w := >, a;-w; € W. Alors

pour chaque =5, 5; - w; € W,

p(w)(z) = (w,z)= (Z Q- Wi, Z,Bi Lw;) = Zazﬂi = Zﬂiai
= Zﬁi-w*(wi) =w*(Zﬁi~wi) = w*(x)
Donc ¢(w) = w* et ¢ est surjective. On obtient le premier énoncé.

Soit v € W qui est H-invariant, i.e. que pour tout h € H, h-v=v < v=h"1-0.
Alors v € WH & pour tout w € W et h € H,

o) (w) = (v,w)=(h""-v,h™" - w) = (v,h™ - w) = ¢(v)(h™" - w)
= (¢(v) o h™H)(w) = (h- $(v))(w)
o o(v) € WHH, O

De plus, avec (., .) un produit scalaire G-invariant, il est possible de définir une

distance G-invariante sur W par d(u,v) = y/(u — v, u — v) pour chaque u,v € V.
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Proposition 2,4,6, Soit w € W, Alors il existe une boule de rayon € centrée en

w, B(w,¢), tel que G, C G, pour chaque v € B(w,¢).

DEMONSTRATION. Soit w € W et § := mingec{d(w,g-w) | g- w # w}. En
posant € = %, alors pour chaque v € B(w,¢), G, C G,,. En effet, si 'on suppose
le contraire, i.e. qu'il existe un h € G, qui n’est pas dans G, alors h - w # w et
donc

K)
§ <d(w,h-w) Sd(w,h-v)+d(h-v,h-w)=2d(w,v)<26=§(5<6

ce qui est une contradiction. Ainsi G, C G,, pour chaque v € B(w,¢). O

Une distance G-invariante permet aussi d’obtenir I’existence de slices.
Proposition 2.4.7. Soit G un groupe fini et W un RG-module muni d’une dis-
tance G-invariante d. Alors pour chaque w € W. la boule de rayon € centrée en

w de la proposition 2.4.6 est une slice en w.

DEMONSTRATION, Soit w € W et B(w, €) une boule de rayon € centrée en w ot

€ = % avec § := mingec{d(w,g - w) | g - w # w}. On montre que B(w,€) est
G,-stable. Supposons au contraire qu’il existe un v € B(w,€) et g € G tels que
g-v & B(w,e). Alors, € < d(w,g-v) =d(g~! - w,v) = d(w,v) < ¢, ce qui est une
contradiction. Ainsi, B(w,€) est G,-stable.

On montre que 'application G-équivariante

¢ : G+, B(w,e) — G(B(w,¢))

lg,v]—g-v

est un homéomorphisme. Cette application est surjective car pour chaque g-v €
G(B(w,€)), [g,v] € G *¢, B(w,e€) et ¢([g,v]) = g - v. Pour montrer I'injectivité,
on vérifie d’abord que v € B(w,¢€) et g-v € B(w, €) implique que g € G,,. Si l'on

suppose le contraire, alors

&

§<d(w,g7'w) < dw,w) +d(v,g7" - w) = d(w,v) + d(w,g-v) < 2 = 35
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ce qui est une contradiction. Ainsi, v € B(w,¢€) et g -v € B(w,¢€) implique que
g € Gy,

Soit [g,v] et [¢/, V'] € G*¢, B(w,€) tels que g-v = ¢([g,v]) = ¢([¢,v']) = ¢'-v'.
Alors, v = g7'¢g’ - v/ et comme v et v' sont dans B(w,€), Pargument précédent
donne que g~!'¢’ € G,. Ainsi, [¢,v] = [¢' - 919,979 - V] = [g,v] et ¢ est
injective. La continuité de ¢ et son inverse s’obtiennent de la méme maniére que

dans la démonstration de la proposition 1.3.2. U

2.5. COMPLEXIFICATION

On a vu que pour le cas complexe, I'espace d’orbites est égal au quotient
algébrique. Comme ce n’est pas le cas pour le cas réel, il sera utile de consi-
dérer la complexification du cas réel afin de bénéficier de cette particularité du
cas complexe. Il sera donc question de considérer 'action du groupe G sur la
complexification de l'espace vectoriel réel 1. On définit d’abord ce que 'on veut
dire par complexification et on y présente la structure des objets ainsi obtenus en
complexifiant le cas réel.

Soit G un groupe fini et W une représentation réelle de dimension finie. On

appellera la complezification de W 1'espace vectoriel complexe
We=WarC

Soit {wy, wa, ..., wn } une R-base de W. Alors Pensemble {w; ® 1, ws®1, ..., w,®1}
est une C-base de W¢. Pour chaque v = Y .v; ® oy € W = W ®g C, avec

Vi =, k- wi € Wetles a € R, on aque

v o= Zvi®aizz(Zaik'wk>®ai=ZZ(aik'wk)®ai
i k ik

i

= ZZwk®(aik 'ai) = ZZ(aik'ai) (wk®1)
k ik

i

= Z (Z (@i - O’i)) (wp ®1)

k J
- v

5
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On obtient alors la représentation naturelle de G sur I’espace vectoriel com-
plexe W = W ®g C que 'on définit sur les générateurs par :
g-(wi®1)=(g-w)®1

N
cew

pour tout ¢ = 1,2,...,n. Pour chaque g € Get v € W de laforme v =), v; ® o

avec v; = a;; - wi, € Woavec les a;, € R,
k

g-v=g- (Z (Z (a,-k-a,,-)> (wk®1)> = Z <Z (a,;k-al)> (9-wy ®1)

k 1 k B
Comme on I'a fait plus tot, pour We = W ®g C la complexification de WV,
on peut y considérer les polynémes sur W¢ a valeurs dans C que 1’on note par
C[Wkg]. On a la propriété suivante :

Proposition 2.5.1. Il eriste un isomorphisme d’algébres

C[We] =2 R[] @& C

DEMONSTRATION. Soit {wq, ws,...,w,} une R-base de W et {v;,vs,...,v,} la C-

base de W¢ associée, i.e v; = w; ® 1 pour tout 2. On construit ’application

¢ : C[We] — R[W] ®g C

f)— Y w*ea,
A

pour chaque f(v) =3, ay-v* € C[Wc], ot on utilise la notation v* = v} - v)? -

et ’U;}" avec A = A1+ Ao+ ... + A,
Cette application est un homomorphisme d’algébres :
Pour chaque f(v) =Y, ay-v*, g(v) =3, by-v* € C[iV¢|, @ € C et v € We, on

a que

$la)=1®a



(/)(f('l))-i—_(](l))) = (Z a,\+b,\ ) =Zw’\®(a,\+b,\)
A

A

= Y wtea+ Y vt ©b=6(f(v) + de))
A A

B(f() 9v) = @ (Z% Y, )
A 7
= ¢ ( Z Yo U'l) avec Tn = Z ay - bﬂ

n=A+u Atp=p

Zw” R, = Zw’\ ®ay - Zw“ ® b, = ¢(f(v)) - #(g(v))
n A n

Ainsi ¢ est un homomorphisme d’algébres.
On montre maintenant que ¢ est en plus un isomorphisme. Soit f(v) =
Yoyar - vt € Ker¢. Ainsi pour chaque v € We, ¢(f(v)) = S, w* ®ay = 0

< ay = 0 pour tout A & f(v) =0 et donc ¢ est injective.

Soit f =3, fr®ar € RIW]®g C avec fa(w) =3, by, - w** € R[W] pour
tout A. Alors pour 3, >° (b, - ax)v** € C[W],

¢ (Z Z(bu,\ : a,\)'v"'\) = Zzw“’\ lt,\ : )

A pa A pa

ZZ(bM,\ W ® a’/\)
A
= > (me 'w“) ® ax = f(w)

A HA

Donc ¢ est aussi surjective et ainsi elle est un isomorphisme d’algébres. U

On s’intéresse maintenant a la structure de C[W¢].
Lemme 2.5.1. Soit G un groupe fini agissant R-linéairement sur V un R-espace

vectoriel et Vo =V ®g C sa complezification. Alors

V¥ =VParC
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DEMONSTRATION. Soit {z1,Z»,...,2,} une R-base de V et {y1,y2,....y»} la C-
base de V¢ associée, i.e y; = x; ® 1 pour chaque i. Alors pour chaque y; de la base
de Vy et g € G,
Y; EV,.-:G & (gra)®l=g-yy=y=a®1

& 0=(g-z—z;)®1

& gri—x;=0

& §-I; =T = I EVG

Ainsi, comme tout élément est combinaison linéaire des éléments de la base, on

a le résultat. O

Corollaire 2.5.1. Soit G un groupe fini agissant sur W un R-espace vectoriel et

We = W ®g C sa complezification. Alors

C[We]¢ = R[W]¢ @ C

DEMONSTRATION. On a par la propositon 2.5.1 que C[W¢] = R[W] ®g C. En
considérant les sous-espaces vectoriels de C[W¢] et R[W] ®g C respectivement,
C[Wc]x et R[W]i, ®g C, les polynomes de degré k, on a alors par le lemme 2.5.1
que pour tout k&

C[Wz)¢ = RWIS @& C

Comme
CWel® = @ Clwelf
k>0
et
R(We]¢ = ORIVIE
k>0

On obtient que

CWel® = @ehvaf =@ RV ex C)

k>0 k>0
o (QB R[W]f) ®r C =R[WI]¢ @r C
k>0



2.,5.1, Quotient algébrique de la complexification

Soit G un groupe fini, W un RG-module de type fini et W sa complexification.
Si {p1,p2,...,bm} sont des générateurs homogénes de R[W]%, alors {qi, ¢, ..., G }
avec ¢; = p; ® 1 forment un ensemble de générateurs homogenes de C[W¢|¢. On

définit alors I’application

q=(QhQ2w--me)¢ ‘VC —C"

v o— (1 (v), @2(v), ey g (V)

de laquelle on obtient I'homéomorphisme § : W¢/G — q(W¢) = W //G défini

par G(Gv) = (G o m)(v) := g(v) qui fait commuter le diagramme

We——sC™
L4

L

We/G

™

On montre maintenant le lien entre le quotient algébrique W//G et celui de
la complexification W¢//G. On a I < Rlyi,y2, ..., ym| l'idéal des relations des
{p1,D2, ..., Pm}, des générateurs de R[W|% et W//G = Z = V(I) C R™. On vérifie
d’abord la proposition suivante.

Proposition 2.5.2. Soit G un groupe fini, W un RG-module de type fini et W

sa complexification. Alors

C[Wc//G] = C[Wc]® = Clyr, y2, s ym) /(I @& C)

DEMONSTRATION. Soit la suite exacte
0— I — Ry, ¥2, s Ym] — Rly1,y2, ..y ym]/I — 0
En appliquant le foncteur _ ®g C a cette suite, on obtient la suite exacte

0 —I®gC — R[ylayi’v ---aym] QrC — (R[y1.y2, ---vym]/I) QrC—0



Ainsi,
C[IVC]G = (R[yla Ya, 7ym]/1) Or C= (R[y17y2> sy ym] Or C)/(I ®]R (C)

C[yh Y2.-oos ym]/(l OOr (C)

1%

d

On a donc de ce résultat que W //G = V(I ®g C) C C™. On montre mainte-
nant la propriété qui motive la complexification de notre cas réel.
Proposition 2.5,3, Soit G un groupe fini, W un RG-module de type fini et W
sa complexification.

W//G = We//G N R™

DEMONSTRATION. Soit z € W//G = V(I). Alors pour chaque ) . h;®a; € I®rC,

<Zhi®ai> (Z)ZZEE@®G1:0

et donc z € W¢//GNR™,
Soit maintenant z € W¢//G NR™. Alors pour chaque h € I,

h(z)=h(z)®1=(h®1)(z)=0
donc z € W//G. O
On termine avec une propriété qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2.5.2. Soit z € Z = W//G et v € W tels que q(v) = z, alors il existe
un k € G tel que

DEMONSTRATION. Soit {p1, P2, ..., Pm} des générateurs homogénes de R[W]° et
{q1,q2, .., qm} les générateurs de C[W¢]¢ tels que ¢; = p; ® 1. Comme les poly-

noémes g; sont réels et que g(v) =z € Z = (W) NR™, ¢(v) = q(v) =2 ==z =
q(v). Ainsi

§(Gv) = Gom(v) = q(v) = ¢(v) = §o 7(v) = ¢(GT)



75
De l'injectivité de ¢ on a que Gv = G et donc v et ¥ sont sur la méme orbite.
Ainsi il existe un k € G tel que v = k-v. Soit v = w;+iwy € W = W P W, alors
U= k-v&w —iwy = k-(wit+iw,) = (k-wy)+i(kwe) & wy = k-w; et —wy = k-ws

sw =ktwet—w=kTVws & V=w—iwy =k (wy+iwy) =kv. O

2.5.2. Forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et G-invariante

Au chapitre précédent, on a trouvé un produit scalaire G-invariant sur W. On
montre comment & partir de ce produit scalaire, on obtient une forme bilinéaire,
symeétrique, non-dégénérée et G-invariante sur la complexification Wg.
Proposition 2.5.4. Soit (.,.) un produit scalaire G-invariant de W et {x1, 2, ..., Tn }
une base orthonormale. Pour {t1®1,22®1,...,2,®1} comme C-base de l’espace
vectoriel W¢, on définit sur W une forme bilinéaire. symétrique, non-dégénérée

et G-invariante par

(il,‘i X 1,.’EJ' ® 1) = (.’L‘i,ﬂ)j) = (S,ij

DEMONSTRATION. Pouru =), z;®a;, v=>) , ;@b etw =) 2, ®c; € W,

A€ C, on aque

(u,v) = (in®a,~,z.’vl®bi)=2aibi=2biai
= ZEL@Z)“Z‘T‘ % a;) = (v,u)

(u+v,w) = Z’Ez@)al—i-Zu@bl,Zr,@cl Z(al-kb)
Zalcl+2bc1
= Zr'L@auZT ®Cz (Z$i®biyzmi®ci)

= (u, w) + (U,w)

(A u,v) ZT’ /\-ai),z.”c,-®bi)=z/\ai-bi=)\Zai-bi=)\(u,v)

Pour u = ). #; ®aj, si 0 = (u,v) = Y, a;b; pour chaque v = ), x; ® b; € W,

alors (u,x; ® 1) = a; = 0 pour tout i et ainsi u = 0 et (.,.) est non-dégénérée.



On montre finalement que (.,.) est G-invariante.

(g-u,g-v) = (Z(g'fl’i)@@ai,Z(g'%)®bi)=Zaibj(g'l‘i,g'-’ﬂj)

i,J

= Zaibj(.'l;i,l"j) = Za1bi = (u,v)
1,j L

De méme que pour le cas réel, il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels
(We)=(WegrC) 2" @rC=1WerC =W

Or la forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et G-invariante sur W¢ que ’on
vient de définir nous permet de reprendre la proposition 2.4.5 pour la complexi-
fication W¢ :

Proposition 2.5.5. Soit W un RG-module de type fini et W sa complexification.
Soit (., .) une forme bilinéaire. symétrique, non-dégénérée et G-invariante sur We.
Alors l’application

$: We — (We)*
w— (w,.)
est un isomorphisme de CG-modules. De plus, soit H un sous-groupe de G. Alors

w € W est H-invariant < ¢(w) est H-invariant.

DEMONSTRATION. On reprend la démonstration de la proposition 2.4.5. O



Chapitre 3

GEOMETRIE DE L’ESPACE D’ORBITES

Pour G un groupe fini et W un RG-module de type fini, on s’intéresse dans ce
chapitre a 'origine de la matrice Grad de laquelle on y trouvera les inégalités qui
définiront l'espace d’orbites. Avec {1, 22, ...,Z,} une base de l’espace vectoriel
réel W et {p1,p2,.... pm} des générateurs homogeénes de R[W|]%, on définit pour

chaque w € W la matrice Jacobienne de p & w,

Opi(w) Opi(w) . Ipi(w)

(").1:1 01:2 Oxn
Op2(w)  Opa(w) . Opa(w)

J(w) — 8:.51 8.?:2 . a;.c,,
3Pm(w) 8Pm(w) . apm(‘w)

a1 Oxa dzn

Op,

ou pour chaque i et j. des1gne la dérivée partielle de p, par rapport a

r; au point w. On obtient alors la matrice symétrique suivante, que 'on appelle

Grad (p(w)) :

Grad (p(w)) = J(w)JT4(w)

Ipi(w)  Ip1(w) dp1 (w) Ipi(w)  Ipa(w) Opin (w)
o) d.co o dzn ey ory ot oy
Op2(w)  Opa(w) Ip2(w) Opi(w)  Opa(w) Opm (w)
— dx, oo T drn Oxa dra e dzn
Ipm(w)  Opmlw) Ipm (w) dIp1(w)  Opa(w) Apm (w)
dxy dra Tt din drn drp ot O
a’IIk (97, k ]
tJ
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On verra que chaque entrée de cette matrice se trouve a étre un polynoéme de
R[IW]€. Or, cet anneau est 'anneau de coordonnées de la variété affine Z = 1V//G.
Ainsi, les entrées de cette matrice correspondent a des fonctions polynomiales sur
le quotient algébrique W//G.

Définition 3.0.1, Soit AM,(R) l’ensemble des matrices réelles de taille n par n.
On dit qu’une matrice A € M,(R) est semi-définie positive st z* Az > 0 pour
chaque v € R™.

Proposition 3.0.6. La matrice Grad (p(w)) est semi-définie positive pour chaque

weW.

DEMONSTRATION. Pour tout z € R™,
#'Grad (p(w))x = 24(J (w)J (w)")z = (' - T (w))(z* - T (w))* >0
O

On montrera donc que la fonction matricielle Grad sur Z est semi-définie
positive seulement sur les points de Z correspondant & ceux de I’espace d’orbites.
Or une matrice symétrique est semi-définie positive si et seulement si les déter-
minants des mineurs principaux sont non négatifs (théoréme 4.1.1). Ainsi, ces
inégalités définieront ’espace d’orbites 1W/G dans W//G.

Mais avant, on observera que la matrice J(w) se trouve a étre I'application
tangente de l'application p = (p1,pa,...,Pm) : W — R™ avec {x1,2a,...,2,}
comme base du R-espace vectoriel W. Pour cela, nous avons besoin d’une notion
d’espace tangent, ce que l'on fera dans la premiére section. Comme nous n’utili-
serons que des espaces vectoriels, nous opterons pour une version algébrique qui
correspond a la définition standard d’espace tangent a une variété différentiable
pour le cas ou elle est composée d’une seule carte. Dans la seconde section, on
utilisera ces constructions pour étudier 'espace d’orbites réel. Ceci nous permet-
tra de voir entre autres les strates de ’espace d’orbites comme des variétés lisses.
Dans la derniére section, on utilisera ces résultats pour la complexification du cas

réel.



3.1. ESPACES TANGENTS ET APPLICATIONS TANGENTES

Pour W un espace vectoriel réel de dimension finie, on veut donner une défi-
nition d’espace tangent. Soit {z, Xs,...,Z,} une R-base de IW. Pour f: W — R
une fonction differentiable au point w € 1 = R", on note

0f(w) _ o flw+tw) = f(w)

T; t—0 t

(Dif)w =

la dérivée partielle de f en w par rapport & z; pour chaque ¢ = 1,2,...,n. On note

donc
(Df)w = ((le)un (D‘-Zf)wv ey (an)w) eR”

le vecteur gradient donné par les dérivées partielles de f en w.
On donne un exemple qui motive notre définition d’espace tangent. Pour un
vecteur v = (v, Vs, ...,v,) € R", on obtient une application linéaire sur C} (),

Pensemble des fonctions réelles sur W différentiables en w, via
vo(f) = (Df)uw-v' =3 v (Dif )
Cette application est linéaire car pour chaque f,g € CL(W)et o, 8 € R,
vw(af +Bg) = D(af+Bgh - v' = Z vi - Di(af + Bg)w

= sz a(D;f)w + B(Dig)w)

- azu (D:f)u +aizvt Dig)w = a - vu(f) + B - vu(9)
de plus, on a que
va(fg) = D(fg)u-v'=3 vi-Di sz (D:g)w + g(w)(Di f)w)

= F(w)D v (Dighy+9(w) Y v+ (Dif ) = f(w) - vo(f) + g(w) - vu(9)

Ainsi, le vecteur v agit sur une fonction différentiable comme dérivée direc-
tionnelle. On en tire une définition d’espace tangent & un ouvert & C W.
Définition 3.1.1. Soit W un espace vectoriel réel de dimension finie. Pour w €

U C W un ouvert, on définit ’espace tangent @ U au point w. noté T,,U, comme
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étant ’espace vectoriel réel des applications linéaires v : C!
w

(U) — R telles que
pour chaque f,g € CL(U) :

Uw(f ’ g) = 'Uw(f) : g(w) + f(w) ’ Uw(g)

De telles fonctions sont appelées des dérivations.

On remarque que cette condition implique que v(A) = 0 pour chaque A € R
et v € T,U. En effet, v,(1) = v,(1- 1) = v,(1) - 1+ 1-v,(1), ce qui implique que
Vw(1) = 2v,(1) et donc v, (1) = 0. Par linéarité, v, (A) = 0 pour chaque X\ € R.

La structure d’espace vectoriel de T,,U/ est donnée par les opérations

(v +0)u(f) = vulf) + v (f)

et
(av)u(f) = a - vu(f)

pour chaque v,v' € T,U et f € CL(U).

La proposition suivante nous dit que le plan tangent & un ouvert est égal au
plan tangent & ’espace vectoriel ambiant.
Proposition 3.1.1. Soit W un espace vectoriel réel et w € W. Pour un voisinage

ouvert U CT W de w. on a que

.U =T,W

DEMONSTRATION. On montre que l'inclusion ¢ : 4 — W donne un isomor-
q

phisme

¢ Tld — T, W

vV

tel que pour chaque f € CL(W), 0y (f) = vu(flu) = vw(f o t). Cette application

est linéaire car pour chaque v,v' € T,/ et o, 3 € R,

dlav + B )u(f) = (av+Bv)u(flu) = vu(flu) + 8- v, (flu)
= - ¢(U)1u(f) + ﬁ ' ¢(Ul)w(f)
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De plus elle est injective car si ¢(v) = ¢(v'), pour chaque f € CL (W),

Uw(f'U) = @(U)w(f) = ¢(’U,)w(f) = viu(f'“)

et donc v = v'. Comme pour chaque v € T;,V, ¥ est une application linéaire de
ClU) — R, ¢(v) = 0 et ainsi application est surjective. On obtient donc un
isomorphisme entre deux espaces vectoriels dont 'un est inclu dans l'autre, d’ott

Végalité. g

Proposition 3.1.2, Soit {z1,%a,...,2,} une base de l’espace vectoriel réel W .

Alors

3} d 0
711111/1/v =< z—|wr 53 lw 13— lw >
Br W By Gy v R
DEMONSTRATION. Voir [30] proposition 3.1 page 7. C

Définition 3.1.2. Soit V et W des espaces vectoriels réels. Pour f : V — W

une application différentiable, on note le pull-back
fr:CHW) — CYV)

pr— o f

et l’application tangente en v € V, df, : T,V — Ty,) W, qui est donnée par

(dvav)(¢) = Dv(f*d)) = Dv(d’O f)

pour chaque D, € T,V et ¢ € CY(W).
Proposition 3.1.3. Soit V' et 1 des espaces vectoriels réels avec bases respec-

tives {T1.Ta,....Tm} €t {h1,Y2, ... yn}. Pour f = (f1,f2,.c,fu) : V. — W une

application différentiable. la matrice de l’application tangente dans ces bases est

ofiv) Ofi(v) af1(v)
dxy o o Orm
Ofa(v)  9fa(v) 9fa(v)
0. 0- 2 0' n
dh=| 7 o f
afn(v) Ofn(”) afn(U)

dxy ars o Otm
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DEMONSTRATION. Par la proposition 3.1.2, {z2-], | i = 1,2,...,m} et {aiyl|f(v) |
i = 1,2,...,n} sont des bases pour les espaces vectoriels T,V et Ty)IV. Pour
chaque i = 1,2,...,m et ¢ € CY(W),

v)) 0f;(v)
ox;

9 0 0 . 98(f
Aoz —lu®) = Z—h(f0) = 5-l(6o )= faj(

(Z a,;i:;) 5%“(1'1) (#)

J

Ainsi, pour tout _, aia%ilv eT,V,

B e )@) = Y i uld) = Yo (Z a—fgﬁ—f)%mv)w))

: J

- (Z (Z o )ai) a%m) ©

7 1

Donc,

dfv : TvV i Tf(,,)W

[ \ 8fi(v)  Bh() 2f1(v) [ \
o Ox) Oxa e Orm o
2 of() Bhk)  Bf) 2
I o N
: Oal0) Bnlv)  Ofu(®) :
Kam) oz dro O9Tm \a1n/

On note la fonctorialité de ’application tangente.

Proposition 3.1.4, Soit f : Rt — R™ et g : R™ — R" deuz applications
différentiables en U C R' et V C R™ respectivement avec f(U) C V. Alors pour
u €U,

d(go f)u = dggu o df.

et pour lidentité id : R* — R, d(id), = idp, gt

DEMONSTRATION. Pour la premiére partie, soit D € T,R' et ¢ € C'(g(V)). Alors

(dgsw) 0 dfu)D(¢) = dfuD(¢ 0 g) = D(¢pogo f) = D(¢o(go f)) =d(go f).D(8)
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Pour la deuxiéme, la matrice de d(id),, est 'identité, d’ou le résultat. a

3.1.1. Structure de RG,-module sur T,V

Soit W un RG-module de type fini. On montre que les espaces tangents 1,1V
sont munis naturellement d’une structure de RG,,-modules.

Soit {1, Ta,...,Tn} une base de W. Alors pour w = ), aqyw; € W, l'action
de g € G sur w € W est donnée par g-w = g- (D, uz;) = 3 05(g9- 1) =
Siaa(3lgli) = 32, (32, cilglyi) @ En considérant I'action d’un élément g €
G sur W comme un automorphisme sur W, on écrit donc g = (g1,92,---,9n) :
W — W o les fonctions g; : W — R sont données par g;(a;, s, ...,an) =
> a:lgli- Alors, pour tout w € W, a—gﬁ(kﬂ = [g];x pour chaque k = 1,2,...,n.

Ainsi, I'application tangente dg, : TV — T,V est donnée par la matrice
[9] = ([g]ij)-
Pour le sous-groupe d’isotropie G,, C G, on obtient donc une action sur 75, IV

en posant
g-D:=dg,D

pour tout D € T,,W. En effet, 'application tangente d’un g € G,, est alors une
application linéaire inversible dg,, : T,,W — T,W donnée par la matrice [g].
Cette action définit alors une structure de RG,,-modules sur T;,1V.

Avec la proposition 3.1.2, nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels
T,W = R* @ W = W* Mais avec la structure de RG,-modules donnée par
cette action, il y a en fait un isomorphisme de RG,,-modules T,,W = IV = W*,
Proposition 3.1.5. Soit {x;,,....2,} une base de W. Pour tout w € W, l’ap-

plication

Y T,W— W

9,
dz;

w » T;

définit un isomorphisme de RG,,-modules.
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DEMONSTRATION, On vérifie que cette application est G,-équivariante. Pour
tout g€ Gy et D, aia%}w e T,WV,

g - ¥ (an%h) =g- (Z aﬂ?;) => ailg- =)
= Zai (Z[ﬂﬂﬁ‘) = Zai <Z[Q]ﬁ¢) (%Jh))

() (e 2)
(ot

Dongc, elle est G, -équivariante.

Cette application est aussi injective. Si 0 = ¢ (Zl ai%|w) =3 a (—0%|w> =
Y. a.x;, alors a; = 0 pour chaque i = 1,2,...,n et donc ¢ est injective. Soit
> aix; € W, alors ), aia%|w € T,W ety (a%ILU) = >, a;z; donc 9 est surjec-

tive. On obtient donc un isomorphisme de RG,,-modules. (]

Corollaire 3.1.1. Pour tout w € W, il y a un isomorphisme de RG,-modules

T,W =W,

DEMONSTRATION. Avec {z, X, ..., Tn } une base de W orthonormée pour un pro-
duit scalaire G-invariant, il suffit de prendre n : T,V — W™ égal a n = ¢po ¢

avec les isomorphismes de RG,,-modules des propositions 2.4.5 et 3.1.5. O

De cet isomorphisme de RG,-modules, avec {z;,s,...,T,} une base de W
orthonormée pour un produit scalaire G-invariant, il est alors possible de voir les
%|w comme des éléments de W*, soit des fonctionnelles linéaires a%,'w W —R
telles que %Lu(xj) = z}(z;) = &;;. On considére donc pour f € CY(W) (Df), =

Z,.(D.-f)w%h, comme un élément de 1V*, i.e. que pour chaque v = >, a;x; € W,

(Df)ulz) = (Z(Dif)w%m) (©) = S (1ol

i .

= > (Dif e

i



Lemme 3,11, Soit w e W, f € CY(WV) et g € G, alors

(677 (Df)w) () = (Df)ulg - x)

pour chaque x € W.

DEMONSTRATION. Soit {z1, Za, ..., T, } une base de IV orthonormée pour un pro-

duit scalaire G-invariant. Alors, pour g € G, < O(n,R) et x =Y, ayx; € W,

g (Df)ulz) = (g-l : Z(Dif)wa—iglw) () = (Z(sz)wg-‘ : %) (<)

1

[

(Z(Dif)w <Z[g*1]ji‘a%|w>> (z) = <Z (Z(le)W[g_l]ﬂ) %‘w> (x)

i J i

- S (20 o= 5 (S0

J i J t

= > (Dif)w <Z[9]u‘aj) = (Z(Dima—iﬂw) (Z (Z[gh.jaj> k>

i 1

(Df)ulg - )

Il

Lemme 3.1.2. Soit w € W et g € G. Pour q € RIW|Y, alors

(Dq)w(g - x) = (Dq)g-1.0(2)

pour chaque x € WV,

DEMONSTRATION. Soit {x,.Ls, ..., ,} une base de W ainsi que w = Y, w;z, et

=Y, cq;x; € W. Pour ¢ € R[W]%, alors pour chaque w € W, g(w) = ¢(g- w) =



86

(g o g)(w) et donc ag(r'f) = a("jg @) pour tout k = 1,2, ..., n. Ainsi,
dq(w 0
r B
_ dg(w) .\ _ g(w)  9g;(g~" - w)
= ;; (—a% ak[Q]Jk) = ;Zj:( oz, Qg EI

Z ( | agi )Ogg(g; : w)> =3 3(009511‘1 )

k
- pR )

M -

3.2. ESPACES TANGENTS AUX STRATES

Soit W un RG-module de type fini avec G un groupe fini. Dans cette section,
on s’intéresse aux plans tangents des strates de W ainsi qu’a I’application tangente
de 'application polynomiale p donnée par les générateurs homogénes de ’anneau
des invariants.

Soit alors 'application polynomiale p = (p1,pa, ..., Pm) : W — R™. L’appli-

cation tangente a un point w € W
dpw : Tw‘V -_ Tp(w)Rm

est donnée par la matrice

dp1(w)  Opi(w) dp1(w)
o) dzra ot dxn
Ap2(w) dpa(w) Ipa(w)
dpy=| °= =T = T(w)
Opm (w) Opm(w) Opm(w)
23 Ora tt Oy,

Pour w € W et H = G,,, W est un sous-espace vectoriel H-stable de W. De
plus, on a vu & la proposition 1.4.2 que W <> est ouvert dans . On considére

alors la restriction de p a cet ouvert de W,
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Proposition 3.2.1, Soit W un RG-module de type fini. w € W et H = G,,.
On note ¢ : WWH) — R™ lq composition de Uinclusion « : WH) — W avec
Uapplication p. i.e. ¢ = p|yu. Alors Uapplication ¢ est un difféomorphisme local

sSur son umage.

DEMONSTRATION. On a montré a la proposition 1.3.2 que I’on a un homéomor-

phisme

Y : G/H Xnguyn W — W = gy <H>)

[9,w] — g w

Ainsi, pour chaque w € W), avec H = Gy, W<H> est une slice en w et donc
W<H>/(Ng(H)/H) est homéomorphe & W(#) /G par le corollaire 1.3.1. Comme
pour chaque w € W<H#>_le groupe d’isotropie pour 'action de Ng(H)/H est tri-
vial, i.e. (Ng(H)/H),, = eH, le corollaire 1.3.3 nous donne un homéomorphisme
local W<H#> &' <t>|(Ny(H)/H) = WH /G = p(W<H>). Ainsi, il existe
U C W<H> un voisinage de w pour lequel 'application ply : U — p(U) est
un homéomorphisme. Comme I’application p est polynomiale, elle est en fait un

difféomorphisme sur cet ouvert. Donc, ¢ est un diffeomorphisme local. a

Corollaire 3.2.1. L ‘application tangente do,, : T,WH) — Tp)R™ est injective

et donc

dim T, W'H) = rg dp = dim WH

DEMONSTRATION. Soit U C W<H> C W¥# un voisinage ouvert de w tel que
¢ : U — p(U) est un diffeomorphisme. Alors, I'inverse ¢! : p(d) — U est

différentiable en p(w) et ainsi, on a que

d¢;(tu) o dd)w = d(d’-l o ¢)w = d(1du)u = 'idTu.L{

est injective et donc d¢,, est injective. L’application d¢,, : T, U = T,WH —
Tyw)R™ est injective signifie que le rang de la matrice d¢,, est égal & la dimension

de lespace vectoriel T,,WWH = (7WH)* >~ /A, a
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De ce résultat nous avons que le rang de la matrice d¢,, en chaque point
w € WWH) est égal a la dimension des espaces vectoriels T,,WW#) = T, WH =~
WH = R®. En fait, les strates W () sont des variétés lisses, i.e. qu’en chaque
point, ils ont un espace tangent isomorphe & R®* = W¥. Or, la proposition 3.2.1
donne également que les strates de I’espace d’orbites sont lisses.

Corollaire 3.2.2. Les strates de W/G sont lisses.

DEMONSTRATION. Par la proposition précédente, pour chaque w € W<H> i]
existe un voisinage ouvert U de w tel que ply : U — p(U) est un difféeomorphisme.
Ainsi, on obtient un isomorphisme d’espaces tangents dpy, : T\ld — Ty p(U).
Comme T, = WH = R®, il en est de méme pour T, )p(U) = Te,(WH)/G).
Donc, Te(WH) /G) = R? et ainsi, W H) /G est lisse. 0O

Maintenant, on regarde ce qu'’il arrive si 'on considére I’application tangente
de p: W — R™ sur I'espace WV en entier. On verra que la matrice de dp,, est
de rang égal a la dimension de WS« et ce, méme si & priori la taille de la matrice
est plus grande.

Proposition 3.2.2. Soit l’application polynomiale p : W — R™, w e W et H =
G. Soit {x1,Ta, ..., Ts} une base de WH et la complétion {z,, xa, ..., Ts, Toy1y o) T }
qui forme une base de W. Alors la matrice de dp, : Tu,W — T,,)R™ est dans

ces bases de la forme

Ipi(w)  Ip1(w) Ip1(w)

Op2(w)  Opa(w) Ip2(w)

Ops(w)  Ops(w) Ops(w)

e B 5e,- 0 . 0
3pm(w) apm(w) C)Pm(u')
T _ﬁtz— can ()—.'L's 0 o O)
on 20 — g pour chaque j > s. De plus, elle est de rang égal & s = dim WH.

J g €9

oy
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DEMONSTRATION, Soit w € W, H = G,, et {1, zs,...,Ts} une base de W que

'on compléte pour avoir une base de VW, {x,Za,..., s, Ls41, Ts42, ..y Tn}. Pour
op, ~ . . . )

(Dpi)w = D pes g.i?%'lv € T,V = W* via l'identification o%,'w — z} des

bases canoniques associées, ’action de G est donnée par g- (Dp;)., = (Dp;)

(g7 tw)

pour chaque g € G. Ainsi, pour h € H = Gy, h- (Dp;)y = (Dp;i)(h-1w) = (DPi)w
et donc (Dp;),, € (W = (WH)*, Alors (Dpy), = Yoo, 208 | “ce qui

Bz Oy

revient & dire que 8’5;1(:”1 = 0 pour tout k > s. Ainsi dp,, est égale a
Op1(w)  9Ipi(w) Ip1(w)
Zuw)  dplw) - dmlw) g Q)
Op2(w)  Opa(w) Opa(w)
o i el 0 ... 0
Ip.(w)  Opilw) Ip, (w)
W D.L'Q P a—ES 0 e 0
aPm (w) aPm (w) 3Pm (w)
dry Do dxs 0 .. 0)

ou la partie non nulle de la matrice est égale a la matrice de d¢,, de rang s =

dim WH. D’ou le second énoncé. d

On peut alors reformuler la proposition comme suit :

Corollaire 3,23, Sous les conditions de la proposition précédente, on a que

< (Dp1)w, (DD2)w, vy (DPm)w >r=E R WGw

i (Dpi)u = (PP (Dspidus oy (Dapi)u) = (B2, 220) 2nu)) & Re gu
correspond a la i-éme ligne de la matrice dp,, pour ce choiz de base,

O

On obtient donc pour chaque w € W, avec un choix de base approprié, que

la matrice Grad (p(w)) est

d¢1v ) (d¢1u)t 0
0 0

Grad (p(w)) = dp,, - (dp,)' =

ol d¢,, est la matrice de taille s x s de 'application tangente de ¢ : W(C») — R™

avec s = dimg WE».
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3.3. COMPLEXIFICATION

On regarde maintenant ce que cela nous apporte comme information sur la
complexification de 1. Soit W = W ®g C la complexification du RG-module W
et {q1,q2, ..., gm } les générateurs homogenes de C[W|® donnés par ¢; = p;®1 pour
chaque i = 1,2,....m ott les {p1, P, ....pm } générent R[W]°. Si {z;, 2, ..., 2, } est
une base de W, alors {1, 29, ..., 2}, avec z; = z; ® 1, est une C-base de We.

Tel que 'on a fait pour le cas réel, on note pour f : W — C, une fonction

complexe différentiable en v € W, les dérivées partielles

_ 9f(v) flu+z) - fv)

(Dif)o = 0z - .IIIE%) 2
pour chaque ¢ = 1,2, ..., n. De méme, on note le vecteur gradient
0 0 0 0
D = Di va_ (v <_v,—vy---u_—v>g(cn
( f)‘U Z( f) azll € azll az2| aznl C

12
En tant qu'espaces vectoriels complexes, de 'isomorphisme W¢ = W¢*, on consi-
dére (Df), comme une fonctionnelle linéaire sur W¢, qui agit comme dérivée

directionnelle via
(Df)u(z) = Dif,ai

pour chaque z = Y. a;z; € Wg.
Comme on a fait pour le cas réel, on obtient la propriété suivante.
Lemme 3.3.1. Soit v € W et g € G. Pour q un polynéme G-invariant sur We,

alors
(Dg)u(g- ) = (Dq)g-1.4()

pour chaque r € Wg.

DEMONSTRATION. Voir la démonstration pour le cas réel au lemme 3.1.2. O

Proposition 3.3.1. Soit W¢ la complezification d’un RG-module W et {q1,¢2, ..., qm }
les générateurs homogénes de C[W¢]® donnés par q; = p;®1 ot les {p1, P2y, Pm }

générent RIW|C. Alors, il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels

< (Dq1)vy (Dg2)vs ey (D )y >c= C° = W



91

DEMONSTRATION. Soit v € W¢ et H = G,. Comme W 2 1WH @z C, on a que
dime We! = dimg WH = rg do,,

pour w € WH et ¢ = ply<n-. Or, pour {z,,%s,...,7,} une base de W¥# et

{z1,22,..., 25} avec z; = x; ® 1 comme base de W™, puisque les coefficients des

polynomes ag__(;) sont réels,

opi(w)  Ipi(w) Ip1(w) dqi(v)  daqi(v) Jq1(v)

dry Oxa ot Jdxg Oz OJza ot Ozy
Ipa(w) Ipa(w) Ipa(w) g2 (v) 9ga(v) 9g2(v)

rg ox) Ox2 oo Oz =1g E3 Ozo e Oz
apm (w) 0pm(w} apm{w) 8Qm (U) O‘Im (1’) a(]m ('U)

ey dra Oz O Oz0 e Oz

De plus, le rang de ces matrices est égal 4 la dimension de ’espace vectoriel
complexe engendré par les lignes de cette matrice, {(Dq1)y,(Dg2)v, -, (Dgm)u}-
Alors, dime W = dime < (Dq1)y, (D), o (D )y >c d’olt le résultat. O

Proposition 3.3.2. Soit v € Wg, H = G, et D(v) = {(Df), | f € C[W¢|¢}. Il

y a un isomorphisme d’espaces vectoriels

(We")" = D(v)

DEMONSTRATION, Soit f € C[W¢|®. Comme {qi, ¢, ..., ¢ } sont des générateurs
de cette algébre, il existe un h € Clyy, yo, ..., Ym) tel que f = h(qi, g2, ..., gm ). Ainsi,

pour v € W, on a par la régle de dérivation en chaine que

(Df)y = D(h,(ql,qQ,...,qm))v:Z(Z ah.(q(v))aqj(v)> 2,

im1 =1 aZj 021- 8z1~
" dh(q(v)) ( dg;(v) @
- . l
; 8”- ; Oz, 3zi
— Oh(g(v))
Z oz, (D)o

Donc D(v) =< (Dqy)v, (Dg2)v: -, (Dgm)» >c €t on a que

(M/(C*)H = I/V(CH =2C =< (D(Il)m (Dq2)vy eey (DQIrz)lr >c= D(U)
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[

Définition 3.3.1, Soit = € Z = W//G, v € We. H =G, et k € G tels que
gv)y=zetv=k-v=~k"' v comme on a fait au lemme 2.5.2. Pour (.,.) une

forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et G-invariante, on pose
Ar(v) = {A e (W) | Aok =)}

oti \ est donnée par (0..). si A = (v..) pour un v € We.
On montre que Ag(v) est en fait ’espace vectoriel réel généré par les gradients

{(D(h)v’ (Dq2)v’ ceey (DQm)v}
Proposition 3.3.3. Sous les hypothéses de la définition précédente,

AR('U) =< (DQI)vv (Dq2)va ey (DQm)v >R

pour {q1,qz, ...,qm} des générateurs de C[W¢]C.

DEMONSTRATION. Soit v € Wi et k € G tels que dans le lemme précédent. Pour
chaque ¢ =1,2,...,met x € W, puisque les polynémes ¢; ont des coefficients réels

(de méme que pour leurs dérivés partielles), ¢;(¥) = ¢;(v) pour chaque v € Wpe.

Ainsi, on montre que chaque (Dg;), est dans Ag(v).

(Dau(k-z) = (Daiula) = (Padu(e) = 3 200 (L), -2)

S5 () e

Donc < (Dq1)w, (Dg2)vs -, (Dgm)y >rC Ar(v).
On montre ensuite que Ag(v) €< (Dq1)y. (Dga)y, -, (D@ )y >r. Par la pro-
position 3.3.2, (W) 2 D(v). On définit 'application ¢ : (W¢*)¥ — (We*)H

par 1()\) = Aok pour chaque A € (W¢*)#. Cette application est conjuguée-linéaire
car pour chaque o € C , A\, u € (We*)# et w € W,

Yla-AN(w) = (a-Xok)(w)=(a-X)(k-w)=axk-w)=a-pw)
WA +mw) = ((+p)

= Ak w) + Ak - w) = pA)(w) + P(p)(w) = () + (1)) (w)

ok) (w) = N+ (k- w) = (A + )k - w)
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De plus, cette application admet une inverse ¢! : (Wc*)# — (Wc")¥ avec
" 1(A) = Ao k™! qui est aussi conjuguée-linéaire (en prenant k~! au lieu de k

dans 'argument précédent). En effet,

(0 o w)(N) = ¥ (B(N) =y~ (Ao k) = Xoko k™ = Xokok™ = A

et

o™ )N =9 (\) =v(Aok™) =XokTok=Xok " ok= )

On a donc un isomorphisme ¢ : (W¢*)# — (W¢*)#. De plus, on remarque que
pour A € (W), y(\) = A& A=Xoke A =Xok & A € Ag(v). Soit
alors A € Ag(v) C (Wc*)# = D(v). On a donc que A = Y, ;(Dg;), avec les
a; = r; + iy; € C. Comme Ao k = () = A, on a que

Zw,(quv(w) + i(Zyi(in)Aw)) = (Zm(Dq»U) (w) = Mw) = Mk - w)
< 2i(Dgi)u(k (Zy D), (k- w))

_ ( 2:(Dg:) - 10y (W )) +i (Z y.i(in)m—l.v)(w))
( Ti(Dgs)o(w >+L<Zy1D(bv )

(Zemw) + (Supme)

= Z\L‘;/quv (Z Y Dqlv w)

teR

= Z.vl(in)v(w) —1 (Z yi(DQi)v(w))

donc y; = 0 pour chaque i et ainsi A = >, 2:(Dq;)v €< (Dq1)v, (Dg2)y, s (Dqm)v >k
On a donc que Ag(v) C < (Dq1)y, (D@2)s vy (D@ ) >r- ad



Chapitre 4

RESULTATS PRINCIPAUX

Dans ce chapitre, on démontre finalement le résultat de Procesi-Schwarz. On
rappellera en fait le résultat d’algébre linéaire qui affirme qu’une matrice est semi-
définie positive si et seulement si les déterminants de ses mineurs principaux sont
> 0. Comme on a déja vérifié qu’en chaque point w de W, la matrice Grad (p(w))
est semi-définie positive, on verra que la matrice Grad (z) est une fonction matri-
cielle sur Z = W//G qui est semi-définie positive seulement si z est un élément de
X C Z. Dans un deuxiéme temps, on traitera deux cas particuliers, notamment
celui ol 'espace d’orbites est égal au quotient algébrique et celui oil il est homéo-
morphe & un espace d’orbites. On utilisera aussi le théoréme de Procesi-Schwarz

pour donner une démonstration du théoréme de Sylvester.

4.1. THEOREME DE PROCESI-SCHWARZ

On rappelle le résultat d’algébre linéaire qui nous donne des inégalités pour
une matrice symétrique semi-définie positive.
Définition 4.1.1, Soit A € M, (R) une matrice donnée par A = (a;j)1<ij<n. On

appelle mineurs principaux les sous-matrices
Ar= ((lij)i.jel

pour I C {1,2,...,n} non vide.
Théoréme 4.1.1. Une matrice symétrique A € M, (R) est semi-définie positive

si et seulement si les déterminants des mineurs principaur sont > 0.



DEMONSTRATION, Voir [27] page 257. O

On a défini dans la section précédente la matrice Grad (p(w)) pour tout w € W
par

Grad (p(w)) = J(w)J"(w)

ol la matrice J(w) est application tangente de p = (p1,pa,.... Pm) : W — R™

donnée par
opi(w)  Opr(w) . Opi(w)
dzy dxra Oxy,
Ip2(w)  pa(w) . 9pa(w)
J(w) — 0.‘r1 sz ‘ 0-’.511
Opm(w)  Opm(w)  Opm(w)
dx) dxo Jdzn

pour {z, %2, ..., T} une base de I'espace vectoriel réel . On montre qu’en fait,
la matrice Grad est une fonction matricielle de Z = W//G.

Proposition 4.1.1. Il eriste une unique fonction matricielle Grad : 7 —

M, (R) telle que Grad (p(w)) = J(w) T (w) pour tout w € W.

DEMONSTRATION. Soit les vecteurs gradients des p;,

(Dpi)w = ((Dlpi)un (D‘sz)w, aeey (ani)w) c Rn

_ Opi(w)
—  Orxy

avec les (Dgp;)w

et (.,.) le produit scalaire usuel de R™. On remarque

que chaque entrée (7, j) de la matrice Grad (p(w)) est

(I(w)- ')y = 3 BB _ (), (Dpy))

oz
k k

Soit {zi,®s,...,z,} une base orthonormée de W pour un produit scalaire G-

invariant. Alors,

g (Z Opi(w) apJ-(w)) > Opi(g™ - w) py(g~" - w)

- dr, Oz oxy, dxy,
= (9 (Dpi)w: 9 (Dpj)w) = ((Dpi)w, (Dpj)w)
— Zapl(w)apj(’w)
A 8:1:k aka

et ainsi chaque entrée de la matrice Grad (p(w)) = J(w)J!(w) est un poly-

nome G-invariant de W. Par la propriété universelle du quotient algébrique de la
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proposition 2.2.4, 'application matricielle Grad (p(w)) correspond & une unique
application matricielle définie sur Z = 1WV//G dont chaque entrée est une fonction

polynomiale sur Z. O

Avant de démontrer le résultat principal, on construit A un élément particulier
de Ag(v). Soit (.,.) un produit scalaire G-invariant sur W, un RG-module de type
fini et W sa complexification. On note aussi (., .) pour désigner la forme bilinéaire,
symeétrique, non-dégénérée et G-invariante induite sur W¢ et W¢.

Lemme 4.1.1. Soit z € W//G, k€ G et ve Wg tels que q(z) =vetv=k-v=
k! - v comme dans le lemme 2.5.2. Pour ce v € Wg, soit les formes linéaires

A2, Ay : W — C définies par

A (V) = (', D)
et

Aa(V') = (v, v)
pour chaque v' € W¢. Alors.

A= (/\2—/\1)

| =

est un élément de Ag(v).

DEMONSTRATION. On note que A; et A, sont G,-invariantes. En effet, pour tout
g€ Gyetv e We, M(g-V) =(g-v.0) = (¥,g7!-0) = (V,0) = \(V') et
Aa(g-v') = (g-v',v) = (v, g7 v) = (v, v) = Ao(v'). Donc, A et Ao € A(v) = D(v).
Ainsi, comme A(v) est un espace vectoriel, A := (A — A1) € A(v) = D(v). Si

v = w; + 1wy avec w; et wo € W, on observe que

M) = 50) = M) = 5((0,0) — (0, 9) = S((0 00+ i) — (v w1 = i)
= %((vlvwl) + (UI’ iUJg) - (U,awl) + ('Ul"iw'l)) = (’UI, iw?)

Donc, A = (iws,.) € W¢ et pour & € G tel que k-v = v donné par le lemme 2.5.2,

pour chaque v' € W,

(Ao k)W) = (iwa. k- V') = (k71 - (iwn), V') = (—iw,, V')



97
De l’isomorphisme de la proposition 2.5.5,

/—\ = (i’WQ,.) = (—i’ll)g, ) =Aok
et donc, A € Ag(v). d

Nous sommes maintenant préts pour démontrer le résultat principal.
Théoréme 4.1.2 (Procesi-Schwarz). Soit G un groupe fini, W un RG-module
de type fini et {p1,pa,...,Dm} un ensemble de générateurs de R[W]C. Alors l’es-
pace d’orbites W/G est homéomorphe a l'ensemble {z € Z | Grad(z) > 0} ou
Z = W//G est la variété affine associée a l'idéal des relations des polynémes
générateurs de Uanneau R[W|C et Grad est l'unique fonction matricielle sur

Z telle que Grad(p(w)) = (Zk B”T(Z’)?—%ﬁ(:)—))ij pour chaque w € W et pour

,

{z1,2a,...,z,} une base de W.

DEMONSTRATION, Soit {p1,p2,....pm} un ensemble de polyndémes G-invariants
homogeénes qui générent ’anneau R[W]%. On note I’application polynomiale p =
(p1, P2y -y Pm) : W — R™, son image X et Z = V(I) = W//G pour I 'idéal des

relations des {p1, p2, ..., Pm}. On note de plus W la complexification de . Par

Soit z = p(w) € X C Z. Alors par la proposition 3.0.6, la matrice Grad (p(w))
est semi-définie positive et donc X C {z € Z | Grad(z) > 0}. Soit maintenant
z € Z tel que Grad(z) > 0. Puisque Z = ¢(W¢) N R™, 2 = q(v) avec v =
wy + iwy € We. Soit (.,.) un produit scalaire de Dgr(v) C R™ et A = (iws,.) €
Dg(v) = Ar(v) tel que définie au lemme 4.1.1. Alors

0 S ()‘a/\) = (in’I;w2) = _(w27w2) S 0
d’olt we = 0 et ainsi z = p(v) = p(w) € X. O

Une fois que l'on a les inégalités qui définissent 'espace d’orbites d’un groupe
fini agissant linéairement sur un espace vectoriel réel, on obtient les inégalités qui
définissent ’espace d’orbites pour une sous-G-variété affine de ’espace vectoriel.
Corollaire 4.1.1. Soit G un groupe fini et W un RG-module de type fini. Pour
X C W une G-variété affine. l’espace d’orbites X /G est donné par les inégalités
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de W/G = X C R™ obtenus par le théoréme de Procesi-Schwarz et les égalités

définissant le quotient algébrique X //G C R™.

DEMONSTRATION. Par la proposition 2.4.2, X/G = X N X//G C R™. L’espace
d’orbites est alors donné par les inégalités de X = W/G dans R™ et les égalités

de la variété affine X//G € R™. O

4.2. CAS PARTICULIERS

Soit G un groupe fini, W un RG-module de type fini et W¢ sa complexifi-
cation. Pour {pi.ps,...,pm} un ensemble de polynomes générateurs de R[IV]C,
on note X = Imp pour p = (p1.p2,....,Pm) : W — R™ et Z = W//G le quo-
tient algébrique. On veut déterminer quand l’espace d’orbites W/G correspond
au quotient algébrique W//G, i.e. lorsque W/G = X = Z = W//G.
Proposition 4.2.1. Avec ces notations, X = Z si et seulement s’il n’eriste pas

d’éléments g € G avec une valeur propre égale a —1 sur W,

DEMONSTRATION. Supposons que X & Z et soit z € Z \ X. Par le lemme 2.5.2,
soit v = w; +iws € W tel que p(v) = z et k-v = 0. Comme z ¢ X, wy # 0 et
donc & - we = —w».

Soit maintenant X = Z et supposons qu’il existe un g € G et w € W tel que
g-w = —w. Soit une base orthonormale de W pour un produit scalaire G-invariant
(-,-)- On pose alors f(z) = (z,z) = Y_, x? qui est un polynéme homogéne de degreé
2 G-invariant sur W. Sans perte de généralité, on peut supposer que f = p, le
premier générateur homogéne de 'application p = (p;,po, ..., ). Pour chacun
des pj, pj(w) = p;j(k - w) = p;j(—w) et donc si p; est de degré impair, p;(w) =
pj(—w) = —p;j(w) = 0. De plus. pour chaque p; de degré pair, si le degré est un
multiple de 4, alors p;(iw) = pj(w) € R™ et sinon p;(iw) = —p;(w) € R™. Ainsi,
pliw) = (—p1(w), £p2(w), ..., £pm(w)) € p(V) N R™ reE2d3 7 = X et donc il
existe un w’ € W tel que p(w') = p(iw). Or, 0 < p1(w') = p1(iw) = —p(w) <0

donc p;(w') = 0 et ainsi w' = 0, ce qui implique que w = 0. O
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Corollaire 4,2,1, Si W est une représentation fidéle de G, alors X = Z si et

seulement si G est un groupe d’ordre impair.

DEMONSTRATION. Soit X = Z et supposons au contraire que l'ordre de G est
pair. Il existe alors g un élément d’ordre 2 et g°-w = w pour chaque w € . Avec
un choix de base de IV, on obtient la matrice [g] de 'action de g sur 1V. Comme
la représentation est fidéle, [g?] = Id et donc la matrice [g] a pour polynéme
minimal z? — 1 car [g]? — Id = [¢°] — Id = 0. Puisque ce polynéme minimal divise
le polynome caractéristique de la matrice [g], cette derniére posséde une valeur
propre égale a —1. Par la proposition précédente, ceci implique que X # Z, une
contradiction.

Soit maintenant |G| = 2k + 1 et supposons au contraire qu’il existe un g € G et
w € W tel que g-w = —w. Alors g a un ordre pair. En effet, soit {z,.2s,...,z,}
une base de W avec x; = w. La matrice de I’action de g dans cette base est alors

de la forme

-1 0

9] =
0 B

pour une matrice B € AL, _1(R). Or, pour tout entier impair 2k +1 € N,

-1 0
26417 _ 2k+1 _
A U Y R

Donc, 'ordre de g ne peut étre impair. Puisque l'ordre de g, qui est pair, doit

diviser 1’ordre du groupe G, qui est impair, on a une contradiction. (]

On illustre ce cas particulier avec un exemple.

Soit G le groupe des rotations du plan R? d’ordre 3 autour de l'origine. Ce

groupe est généré par

—-1/2  V3/2
—V3/2 —1/2
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et posséde 3 éléments. On trouve avec MAGMA comme générateurs de Rz, y|¢

les polynomes

pi(z,y) = 2 +y°

pa(z.y) = o*—3ay’

ps(z,y) = -ry—gy‘

o i 1,3 1.2 9 .
ainsi que la relation gpj — gp; — p3. On a donc que

3,13 1o
Z={(u,v,w)€R3|§u3—-§u“—w‘=0}

et on obtient la matrice Grad sur X
42 +y?)  6(a® —3zy?) 6(a’y — 1)
Grad (p(z,y)) = | 6(z® — 3zy?) 9(a? + 2)? 0
6(z%y — 5v°) 0 (2% + y?)?

qui apres substitution nous donne celle sur Z

du 6v 6w
Grad (u,v,w)= | 6v 9u® 0
6w 0 u®

L’ensemble X est alors donné par les points (u, v, w) € Z satisfaisant les inéga-

lités suivantes données par les déterminants des mineurs principaux de Grad (u, v, w):

D1:4U20
D2=9u220
D3:’U,EZO

< D12 = 36('11.3 - ’Uz) 2 0
D3 = 4(uw® - 9uw?) > 0

D23 = 9u4 Z 0

| D123 = 36u?(u® — v? — Jw?) >0

En particulier, comme «? — v? — 9w? = O sur Z, u = V/v2 + 9w? > 0 et la pre-

miére inégalité est redondante. De méme, sur Z on a que u® — v> = 9w? > 0 et
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u3 — 9w? = v? > 0. La derniére inégalité et toujours nulle sur Z et ces inégalités

sont donc toutes redondantes. Ainsi, X = Z tel que le corollaire le suggére.

On traite maintenant le cas particulier ou l'espace d’orbites 1V/G est homéo-
morphe & W. On verra que c’est le cas si et seulement si le groupe G est généré
par des pseudo-réflexions.

Lorsque le groupe fini G est un groupe engendré par des réflexions, on a le
théoréme suivant :

Théoréme 4.2.1 (Shephard-Todd). Soit G un groupe fini engendré par des ré-
flezions de V = C". Alors l’algébre des polynémes G-invariants C[V|% est générée

par n générateurs algébriguement indépendants.

DEMONSTRATION. Voir [8]. O

Définition 4.2.1. On appelle une pseudo-réflexion une application linéaire dont

le sous-espace des vecteurs invariants par cette application est de codimension 2.
On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.2.1. Soit W une représentation réelle (de dimension fini) d’un groupe

fini G. Soit 0 € G une réflexion et T € G une pseudo-réflecion. Alors pour chaque

1

g€ G, g-0o-g! est une réflevion et g- 7 - g~ est une pseudo-réflezion.

DEMONSTRATION. Soit A la représentation matricielle de o € G et B celle de g.
Comme o est une réflexion, la matrice A posséde une seule valeur propre égale
a —1. Alors la représentation matricielle de g - o - g~! est donnée par la matrice

B-A-B7! qui a comme valeurs propres celles de A car

det(BAB™' —A-I) = det(BAB™' — - (BB™")) =det(B(A—X-I)B™")

= detB-det(A—\-I)-det B! =det(A—\-1)



Donc elle posséde aussi une seule valeur propre égale & —1,
De méme, la représentation matricielle de 7 € G posséde deux valeurs propres

! qui est donc une pseudo-réflexion. [J

égales & —1 et donc aussi cellede g-7-g~
Proposition 4.2.2. Soit G un groupe fini et W un RG-module de dimension
n. Si Uespace d’orbites W/G est une variété lisse, alors G ne contient pas de

réflezion.

DEMONSTRATION. Supposons au contraire que ¢ € G est une réflexion et soit
We =~ R™* 1. Pour un point générique w € W avec groupe d’isotropie G,, =
{e, 0}, soit S une slice en w qui est une boule de rayon e centrée en w obtenue a
la proposition 2.4.7. Par le corollaire 1.3.1, S/G,, est homéomorphe & un voisinage
ouvert de 'orbite Gw € W/G. En prenant un choix de base approprié, on a que
S = {(z1,22,...,T,) € R* | > ,a? < €} et Paction de o sur un point de S
correspond a la multiplication par —1 de la premiére coordonnée. L’ouvert S/G,,
est alors homéomorphe a la demi-boule {(z1,z2,...,z,) ER™ |21 > 0et > . 27 <
€}. Ceci est en contradiction avec le fait que 'espace d’orbites est lisse, car alors
chaque point doit posséder un voisinage ouvert homéomorphe & une boule de

R™. O

Théoréme 4.2.2 (Shvartsman). Soit W un RG-module de dimension n > 3
avec G un groupe fini. Si Uespace d’orbites W/G est homéomorphe a un espace

vectoriel, alors G est un groupe généré par des pseudo-réflexions.

DEMONSTRATION. Supposons que 1V/G est un espace vectoriel. Soit H le sous-
groupe de G généré par les réflexions et les pseudo-réflexions de G. On suppose
par I’absurde que H g G. Par le lemme précédent, H est un sous-groupe normal
de G. Soit 7¢ : W — W/G et my : W — W/H les applications qui envoient
un point sur son orbite. Comme Hw = Huw' implique que Gw = Guw/, par la

propriété universelle, il y a une unique application continue 7g : W/ H — W/G



103

qui fait commuter le diagramme

TG .
W——W/G
k4
TH Ve
// "G
W/H
Soit le complément dans W des sous-espaces vectoriels de codimension > 3 inva-

riants pour des éléments de G :

W= U We
codim we>3

On considére alors le diagramme commutatif

We——W
Wl l
W/H—W/H
Fe l e l
W/G—W/G
Puisque pour chaque g € G, W9 est un fermé, W est un ouvert, tout comme
W/H = ny(W) et W/G = m(W). De plus, comme 1V est connexe par arcs, la
proposition 1.1.1(v) donne que W /H est aussi connexe par arcs.

On remarque que pour chaque w' € IV, Gw = H,. Bien sir, H, C G,
Supposons au contraire qu'il existe un g € G, \ Hy. On a donc que w' € W9,
Or, comme g n’est pas dans H, codim V9 > 3, ce qui est une contradiction car
w' € W. Donc Gy = Hy.

On a donc pour chaque Guw' € W /G que
6l _ 6l 15l _ e

Gl = ot = L 1o
|Gw|  |H||Hw| |H]|
et pour chaque Guw' € W’/G, |7}G1(Gw')| = Il—fl—ll > 1.

On montre que le groupe fondamental de /G est trivial, i.e. que 7, (W /G) =
{0}. On commence par montrer que tout lacet de W /G qui est la frontiére d’un
disque est contractible. Soit « un tel lacet de IV/ G et D un disque dans I'espace
W/G dont la frontiére est «. Avec le théoréme A.0.5, on peut alors déplacer et
déformer le disque D dans 11//G de fagon a ce qu’il soit transverse aux strates

de W/G de codimension > 3 (définition A.0.9). On veut montrer que ce disque
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n’intersecte aucune strate de codimension > 3. Si au contraire, D NV # @ pour
une strate V' de codimension > 3, alors pour x € DNV, T, D+ T,V =T (W/G).
Or, si dimT(W/G) = n, dim T,V <n —3 et dim T, D = 2, donc T, D + T,V <
24+ n—3<n=T,(W/G), ce qui contradit la transversalité de D et V. Ainsi,
le disque D n’intersecte aucune strate de codimension > 3 et on obtient que tout
lacet qui est la frontiére d'un disque est contractible dans ﬁ// G. On considére
maintenant le cas ou le lacet n’est pas la frontiére d’un disque. Si le lacet est
un noeud non trivial sans intersection, il suffit de partitionner le lacet en un
nombre fini de sections et de choisir pour chacune de ces sections un disque de
W/G dont la frontiére contient cette section du lacet ainsi qu’un point commun
o €W /G a tous ces disques. Pour ce faire, on partitionne le lacet en un nombre
fini d’arcs et on choisit un point arbitraire zo € 1V /G. Puisque W/G = R", il
est possible de joindre les extrémités des sections du lacet au point zy par des
arcs de W/G. On obtient donc des disques contenant xo dont les sections du
lacet sont contenues dans les frontiéres. Par le théoréme A.0.6, il est possible de
déformer chaque disque de fagon a ce qu'’il soit transverse aux strates de W/G de
codimension > 3 tout en laissant fixe les sections du lacet ainsi que le point 4. Par
l’argument précédent, on voit alors qu’aucune strate de codimension > 3 ne peut
intersecter les disques, qui sont donc dans I-V/ G. Ainsi, chacun de ces disques est
contractible au point o dans W /G. Le lacet initial est alors homotope au chemin
trivial en zq. Si maintenant le lacet posséde un nombre fini d’intersections, il suffit
de considérer successivement les boucles fermées du lacet. Ces boucles sont soit
des lacets simples ou des noeuds sans intersection. Puisque chacune de ces sections
est contractible, I’ensemble de ces lacets est aussi contractible. Ainsi, tout lacet
de T /G est contractible et donc le groupe fondamental de W /G est trivial.

Or, m(W/G) = {0} est une contradiction car on a ainsi un revétement non-
ramifié a % feuilles 7 : W/H — W/G avec m(W/G) = {0} (voir [19]). On
doit donc avoir que H = G. Cependant, puisque 1’espace d’orbites est une variété
lisse, par la proposition précédente, il ne peut y avoir de réflexion. G est donc

généré par des pseudo-réflexions. Il
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Avec une classification des groupes finis générés par des pseudo-réflexions, on
obtient la réciproque de ce résultat. Puisque cette approche est laborieuse, on
omettra la preuve qui se trouve dans 'article de Mikhailova [18].

Théoréme 4.2.3 (Mikhailova). Soit W un RG-module de dimension n > 3
avec G un groupe fini. Si le groupe G est généré par des pseudo-réflexions, alors

W/G=W.

DEMONSTRATION. Voir [18]. O

4.2,1, Théoréme de Sylvester

On utilise le résultat de Procesi-Schwarz pour donner une démonstration du
théoréme de Sylvester. On considére le groupe des permutations de n éléments
S qui agit sur R” via l’action naturelle qui consiste & permuter les coordonnées.

Pour cette action, ’algébre des polynomes S,-invariants est générée par les

polynémes symétriques élémentaires :

(T, T2y oy Ty) = E Ty Tig---Tj;
N1<ja<...<J,

pourz=1,2,...,n:

o1(T1, T2,y Tp) =Ty + Ta+ T3+ ... + T
ag(xl,:cQ, ...,.rn) =TT+ LT3+ ... + 1Ty + Ty + ...+ T, 1Ty,
0’3(.7,‘1, Loy eny .l‘,,,) = Z1T2Il3 + X 1Toxg + ... + Tp-2lpn-1Tn

On(T1, 22, o0y Tp) = T1T2T3...T,

On peut aussi trouver un autre ensemble de générateurs donnés par

(21, Lo, y) = sz

J
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pour chaque i = 1,2,....n :

(21, Tay ey Tp) = T1+ T+ 23+ ... + Ty
2, .2, 2 2
To(T1, Lo, .oy Tn) = T] + @5 + 23 + ... + T,

. 3, .3, .3
T3(T1, Tay oy Tp) = T3 + T3 + 23 + ... + 23

. — » - n
Ta(T1, T2y oy Tn) = 27 + 25 + 25 + ..+ ),

Drailleurs, les formules de Newton-Girard (voir {31]) nous permettent d’écrire
ces polyndmes en fonction des polynémes symétriques élémentaires. Par exemple,
T = 01, T2 = 07 — 209 et 73 = 0% — 301,02+ 303. De plus, les polynémes {1,y T}
sont algébriquement indépendants. Ainsi, R[z;,za,....7,]%* = R[m,...,7,] et en
prenant l'application p(zi, 22, ...,Zn) = (1(T1, T2, ..., Tp), .o, Tn(T1, Ta, ..., Ty)), ON

obtient la matrice Grad définie sur X :

( 1 1 1 1 \ /1 %2 322 .. na" ')
2z, 2Ts 2r3 ... 2z, 1 2z, 322 .. nay!
_ 2 2 2 2 2 n—1
= 3y 33 3 3z 1 2x3 3x3 ... nay
nzy™! nalTt onaiTtoL n.v;:_1} \1 2z, 32 .. 71.1'2‘1)
To(T1y vey ) 27 (%1, i kn) o nTao1(Ty, )
B 21(21, ) 4Am(Xr, ) o 2nT(xy, .., xn)
2
NTp-1(T1y ey Tn) 20 Tn(T1,y ey Tn) oo N2 Tap_o(T1y ey Ty)

= (1] . Ti+j—2(-7317 ~~-,mn))i,j
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avec la notation 7j(@y,2s,...,x,) = Y, &) pour j = 0,1,2,....,2n — 2. Or cette
matrice est semi-définie positive si et seulement si la matrice suivante est semi-

définie positive

10(T1, oy Tn) T(Z1, ey Tn) o TolTy e, Tn)

n(zry,..., T (X1, e, T oo TplTy,
Bez(p(.rl,...,:cn)) — 1( 1 ’ 'n) 2( 1 ’ n) n( 1, s n)

Tn1(ZT1y s Tn)  TlZ1yees @) oo Top—a(T1, ..., Tn)

qui est appelée le Bezoutien de p(xy, ..., T,).

On a donc du théoréme principal que
R*/S, = X = {y € R"|Bez(y) > 0}

Avec ce résultat, on donne une démonstration du théoréme de Sylvester :
Théoréme 4.2.4 (Sylvester). Soit f(z) = " —bya™ 1 +...+(=1)"b, un polynéme
a coefficients réels avec racines {ay,...,a,}. Les racines de f sont toutes réelles

st et seulement si Bez (by,bo,...,b,) > 0.

DEMONSTRATION. Soit f(z) = (z — o) - (z — @2) - ... - (x — @) un polyndéme a

coefficients réels avec {a, ag, ..., @, } comme racines. Alors

f@)=(@—a) (@-a) .- (T—ay) =2" — (1 + g + ... + a, )"
+ (g + .. + ap10,)2" 2 4 L (D) (g - Q)

=" —o1(a1, -, @)™+ ooy, ey )T 4 4 (=) 00 (A, . 0n)

et les coefficients de f, & signes prés, sont b, = 0;(cv1, s, ..., ) pour i = 1,2, ..., n.
Avec 'application polynomiale p = (7, T2, ..., 7o) et Imp = X = {y € R"|Bez (y) >

0}, les racines de f sont toutes réelles si et seulement si

plog, ag,...,0) € X & Bez (play, ...,an)) = Bez (b, bay ..., b,) >0
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Par exemple, pour n = 2, le polynéme f(z) = x* — bz + ¢ a toutes ses racines

réelles si et seulement si

Bez(b,c) =
Ti(on, @) Tolay, o)
2 b
= >0
b b —2¢
Dl =220

b2>4c>2c>0si¢>0 ,
b —4c> 0= = —-2c>0

2>0>2sic<0
On obtient donc le discriminant A = % — 4¢ d’un polynéme de degré deux qui

permet de détecter si ses racines sont toutes réelles,



Chapitre 5

EXEMPLES

Dans 'introduction nous avons présenté quelques exemples d’espaces d’orbites
donnés par des inégalités. Maintenant, on utilise le théoréme de Procesi-Schwarz
pour obtenir ces inégalités. Pour utiliser ce résultat, nous devons d’abord trouver
des polynomes générateurs de l'anneau des polynémes invariants. Pour ce faire,
on utilise ici le logiciel MAGMA qui nous permet en plus de trouver les relations
entre ces générateurs. Bien que l'utilisation de ce logiciel soit transparente dans
cet exposé, un exemple d’utilisation du logiciel est fait en annexe B qui montre

comment obtenir ces générateurs ainsi que leurs relations.

Exemple 1 : R?/S,

On considére 'action du groupe des permutations de deux éléments, S, sur
le plan réel R2. Soit Sy = {e,a} avec e I'identité. On définit I’action de « sur un
point (z,y) € R? par :

a-(x,y) = (y,2)

Avec le logiciel MAGMA, on obtient les générateurs homogénes de I’algébre

des polynémes Ss-invariants sur R?, p(z,y) = = + y et po(z,y) = xy. Ainsi,
Rlz.y]** = Rlz + y, zy]

et 'application p(z,y) = (x + y, xy) nous donne le diagramme commutatif

R . x
7

A

|
R2/S,
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L’ensemble X donné par des inégalités que l'on se propose de déterminer,
est homéomorphe a 'espace d’orbites R?/S,. On construit maintenant la matrice

Grad :

Ipi(zy)  Opi{zy) Opi(zy) Opi(ey)
Grad (p(®,9) = | grts) opaten) | | omies)  opoten
ar dy oz dy
_ 11 1y
B y z . 1 z
_ 2 Tty
R y a2+

Comme p; et p, sont algébriquement indépendants, i.e. qu’il n’y a pas de
relations algébriques entre eux, I'idéal des relations I < Ry, yo| est trivial et

alors Z := V(I) = V(0) = R?. Avec la substitution

v = pi(z,y)=x+y

v o= pa(T,y) =y

On obtient la matrice Grad pour chaque (u,v) € Z = R?

2 u

Grad (u,v) =

Ainsi, par le théoréme 4.1.2, ’espace d’orbites R2/S, est homéomorphe a
X = {(u,v) € R*Grad (u,v) > 0}

Or Grad (u,v) > 0si et seulement si det(Grad (u,v)) = 2u®> —4v—u? = u? —4v >

0. Donc ’espace d’orbites R?/S, est homéomorphe a
X = {(u,v) € R*u? — 4v > 0}

Comme (y,z) = a-(z.y) = (2, y) si et seulement si = y, on obtient les deux

strates de R® pour cette action :

(RH5) = A = {(z,z) € R?}
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i 3 37 E N N ]

Fig. 5.1
(R*)® = A= {(z,y) e R? |z # y}

On remarque que l'image par p de la diagonale A est la frontiére de X, soit
la courbe v = ju® En effet, p(z,z) = (2z,2?) pour tout (z,z) € A. Donc
(R?/S,)(52) = {(u,v) € R? | 4v = u*}.

Quant au complément de la diagonale, il est envoyé dans 'intérieur de X. En
effet, si © # vy, alors plz,y) = (x+y,ry) et 0 < (x —y)? = 2 +° — 22y &
2zy < 2?2 +y? & day < ? +y*+2zy = (v +y)?. Donc (R?/S5)®) = {(u,v) € R? |
4v < u?}. On obtient alors des strates de ’espace d’orbites qui sont des variétés

lisses de dimension 1 et 2.

Exemple 2 : R?/S;
On considére maintenant I’action du groupe S3; sur R? qui permute les coor-

données. Pour o € S; et (z, z9, z3) € R3,
0 - (21, %2, T3) = (Te-101), To-1(2), To-1(3))
Par exemple, la permutation (123) € S3 agit sur R® comme
(123) - (x,y,2) = (2.2,y)

Pour cette action, des générateurs homogénes de ’algébre des polynémes S;-
invariants R[z,y, 2] sont donnés par
mz,y,2)=x+y+:z
pa(z,y,2) = xy + 32+ Y2

p3(.y, 2) = vyz



Puisque ces éléments sont algébriquement indépendants, Z = V(0) = R?.

Avec 'application polynomiale

p(z,y,2) = (pi(z, 4, 2), p2(2, ¥, 2), p3(2, 9, 2)) = (T +y + 2,2y + 2 + yz, xYz)

on obtient la matrice Grad définie sur X

1 1 1 1 y+2z yz
Grad(p(z.y,2))=|y+2z z+z z2+y |- |1 2+2z z=
yz Tz Ty 1l z4+y =y
3 2z 4+ 2y + 2z Ty +x2+yz
= | 2z+2y+22 (z+y)°+ (z+2)2+ (y + 2)? 2’y +zy? + Pz + Py + 222 + 222
TYy+zxrz+yz :I:Qy + a;y2 + y23 + zgy +22: 4+ %2 $2y2 + 2222 + y222
En effectuant la substitution

u = p(T,y,2)=r+y+z

v = po(x,y,2) =zy+ T2+ Y2

w = pa(z,y,2) =Yz

On obtient la matrice Grad définie sur Z = R3

Grad (u,v,w) = | 2u 2u

Ainsi, les points de X sont les points (u,v,w) de R3 tels que la matrice

Grad (u, v, w) est semi-définie positive, i.e.

3 2u v
Grad(u,v,w)=|2u 2u>-2v w—-3w | >0

voww —3w v = 2uw



113

si et seulement si, pour D; le déterminant du mineur principaux Al de Grad (u, v, w)

D13 = 2(v? — 3uw) > 0 &< v? — 3uw > 0

D3 = u?v? — 4w — 203 + 10vuw — Yw? > 0

KD123 = u?? — 4uPw — 403 — 27w? + 18uvw > 0

L’espace d’orbites R?/S; est donc homéomorphe aux points (u, v, w) € R3 tels

que
4

w?—-3v>0
v2 —3uw >0

u?v? — 4udw — 20 + 10vuw — 9w? >0

\u?vz — 4ulw — 4v° + 18uvw — 27w? > 0

Cette action stratifie 'espace R® en trois strates. Soit X; = {(z,y,2) € R? |
T,y et z tous distincts}. Alors (S3), = {e} pour chaque p € X;. Soit X, =
{(z,z,y) € R*® | £ # y}. Pour chaque point p € X», G; := (S3), = {e, (12)}.
De méme, pour X3 = {(z,y,z) e R® |z # y} et Xy = {(y,z,7) € R? | & # y},
on trouve les groupes d’isotropies respectifs G, := {e,(13)} et G3 := {e,(23)}.
Finalement, pour X5 = {(r,z,z) € R3}, le groupe d’isotropie associé est Ss.
Comme (13)-(12)-(13)"' =(23) et (23)-(12)-(23)7! = (13), les trois groupes
G1, G2 et G3 sont conjugués et ainsi (G1) = (G2) = (G3). Il y a donc trois types
de strates : (R3)© = X, (R})©) = X5 U X3 U X et (R%)(S3) = X;,

Pour chaque (z,z,x) € X;, son image par p est p(z,z,z) = (3,322 23).
Ainsi, I'image de X5 par p est une variété lisse de dimension 1 donnée par
p(Xs) = {(z,32%, 523) € R®* | z € R}. Donc, (R?/S5;)(59) = p(X;5). De méme,
I'image par p d’un point de XoUX3UX) est de la forme (2z+y, 2% +2zy, 2%y) € R,
La strate de X» U X3 U X, au niveau de l’espace d’orbites est donc (R3/S;)(¢1) =

{(2z+y, 2*+2zy. 2%y) € R3 | z,y € R}, une variété de dimension 2. Finalement, la

bl
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{(2z+y, 22 +2zy, 2°y) € R? | 7,y € R}, une variété de dimension 2. Finalement, la
strate ouverte et dense de R?/.S; est (R3/.53)(®) = X'\ (p(X;5) U p(Xo U X3 U Xy)).

Exemple 3 : M»(R)/D,
Soit Dy le groupe des isométries du carré. Cette fois-ci, on le fait agir sur
M>(R), Pespace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels, par conjuguaison.

Ainsi, pour chaque A € D, et M € My(R),

A-M=AMA
Avec la base de M5 (R)
10 01 00 00
€1 = €2 = ,€3 = y €4 =
00 00 10 01
que I'on identifie & la base canonique de R* via
1 0 0 0
0 1 0 0
€] < €2 & ;€3 < €4 <
0 0 1 0
0 0 0 1

I’action des éléments de Dy

10 0o 1\ ., -1 0 , 0 -1
e= = P = p7 =
\0 1 -1 0 0 -1 1 0
1 0 01 -1 0 0 -1
O = ,Uﬂ: 70;/: , 08 =
\0 —1) (1 o) (o 1) (-1 0)

sur M>(R) correspond a la multiplication matricielle des éléments respectifs sui-

vants sur R*

1000\ /o 0o o1\ /1000 /0 0 0 1
o100|] oo —-10f [o100] 0o 0o 10
0o010f[]o-1 0 ol Jooz1o|lfo-1 0 o0
ooo01/ \1 0o oo \ooo1/ \1 0o 0 o



1 0 0 0 0 001 1 0 0 0 0001
0 -1 0 0 0010 0 -1 0 0 0010
0 0 -10]lo1oollo o —10||o100
0 0 0 1 1000 0 0 0 1 1000
Par exemple,
a b ) 1 a (B
p- -pT =p-(ae; + bes +ce3 +dey) - pT =
c d 0
ol les entrées sont données par
a 0 0 0 1 a
Bl |0 0 -10 b
) 0 -1 0 0 c
v 1 0 0 O d

Avec MAGMA, on obtient pour 'algébre Rz, y, z, w]D4 les générateurs
n(z,y,z,w) =3 +w
Pz(-’v,y,z,w) = 22 4+ w?
p3(x,y, z,w) =y + 22
pa(T,y, 2, w) = yz

p5('7"7 Y, 2, UJ) = ‘l"y{l + wzQ

qui, cette fois-ci, ne sont pas algébriquement indépendants car

1

1
—5PiP3 + Pipi + pipaps — P + §pzp§ — 2pap; =0

Or, ceci est la seule relation entre les générateurs et donc

1,5, 2 92 2, 1, 2
I'=<—gyiys + yiys + Yiysys — Y5 + 59293 = 29201 > Ry, 42, -, ys]

et

1, . sl
Z = V) = {(y1,92, U8, 43,95) € R* | =S9705+4705+v1ysys— s + 59203 — 2095 = 0}
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On obtient la matrice Grad sur X

1 0 0 1) .
1 2z 0 0 y
2z 0 0 2w 0 0 9 5
z 2z
Grad (e, zw) = | 0 2 2 0 |- e
0 0 2z y 2zw
0 z Y 0 o
1 2y 0 0 =z
\y2 2ry 2zw 22)
2 2z + w) 0 0 o2 + 22
20z +w)  4(z® +w?) 0 0 2(zy* + wz?)
= 0 0 4(y? + 2?) dyz Hay? + wz?)
0 0 4yz y? + 22 2(zyz + yzw)

v +22 2y +wz?) d(zy?+wz?) 2zyz+ysw) vt +da?y? + 422w? + 2t

En posant y; = p;(x,y, z,w), on obtient la matrice Grad définie sur Z

2 2y O 0 Y3

2y 4y 0 0 2ys

Grad (y1,y2, -, y5) = | 0 0 4dys 4y, dys
0 0 4y, 3 2Y1Y4

ys  2ys 4ys 2mys y3 — 205 + dyiys — 2yiys + 2y2y3/

Soit Dy le déterminant du mineur principal M de la matrice Grad (y1, ya, Y3, Ya, Ys)-

Alors pour (y1,¥s,...,y5) € Z, il y a maintenant 31 inégalités provenant des 31
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déterminants Dy pour 0 # I C {1,2,...,5}, qui définissent I’ensemble X.

,

D =2>0, Dy=4y3>0. Dy =4y3 >0, Dy =53 >0

Ds = y3 — 2y3 + dy1ys — 2y7y3 + 2y2y3 > 0

Dy =8y — 4y} >0, D13 =8y3 >0, D1y =2y3 >0

Dis = y3 — 4y3 + 8y1ys — dyfys + dyoys > 0

Doz = 16y2y3 > 0, Doy = 4dypys > 0, Dy = 4y3 — 16y7 > 0

Dos = 4yoy3 — 8y2y3 + 16y2y1ys — 8yayiys + 8ydys — 4y2 > 0

D3s = 4y3 — 8ysyi + 16ysy1ys — 8yTy3 + 8yay3 — 16y2 > 0

Dys = y3 — 2y3y3 + dusyys — 2y3y3 + 2y003 — dudyl >0

D1a3 = 32ypy3 — 16yiys > 0., Dioy = 8yays — dyfys > 0, Dyzy = 8y3 — 32y3 > 0
Dias = dyoy3 — 16y2y3 + 32y2y1ys — 24yay3ys + 16y3y3 — 8y2 + Sysy1ys

—dyfys + 8yiui — 16yPys + 8ylys > 0

Dhas = 43 — 16y3y3 + 32y3y1y5 — 165393 + 16293 — 3242 > 0

Diss = y3 — dysy3 + Bysy1ys — 4y7y2 + dyoy3 — 8ydyi > 0

D3y = dy(dy3 — 16y3) > 0

Dass = 16y2y3 — 3239213 + 64yaysy1ys — 32y2u7y3 + 32y313 — 64yay? — 16y3y2 > 0
Doys = 4yoy3 — 8y3y2ya + 16y2u3y1ys — Syou3v3 + 8y3y3 — 16y2ydys — dysy? > 0
Dsys = dys — 24933 + 16y3u19s — 8y3y3 + Syau3 + 16ysyfy] + 32y — 32y3yoys — 16y3y2 > 0
D234 = 32y2y3 — 128y2y3 — 16y7y3 + 64y7y3 > 0

Diass = 16yoy3 — 64yiyays + 128yaysy1ys — 96y2y7y3 + 64y3y2 — 128yay? — 32ysy2
~16y3y} + 32y3y7y3 — 64ysydys + 32yty2 + 64y2y2 + 323y ys > 0

Di245 = 4y2y3 — 16y3y2ya + 32yaysy1ys — 24y2u3y3 + 16y3y3 — 32yau3y3 — 8ysy?
—4dyiy3 + 8ysyiyi — 16yayiys + 8yiv3 + 16yivd + 8ydyiys > 0

Dizys = 4y3 — 32y3y3 + 32u3y1ys — 16yTu3 + 16293 + 32ysyfu; + 64yi — 64yTyays — 32y3y2 > 0
Dasas = 16y2y5 — 96y29353 + 64y2y3y19s — 322y393 + 320393 + 64yoysyiyl
+128yay] — 128y3y3ys — 6dyoysy2 — 16y3y2 + 64ydy2 > 0

Diazss = 32y1ysy3 + 128y2u3y15 + 256y2y3y7u3 — 128y195y3y3 + 16y2y3 + 64y3y3

+256y0y1 — 32y5u2 + 128y3y7 — 256y3y3y3 — 128yaydyl — 96yayTys — 128yoysy?

| ~O4usutys — Bdysyivi + 6dyfysus — 1647y + 3291y} — 1284y} + 96yl > 0
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On s’intéresse maintenant a la stratification de cet espace d’orbites. Tout
d’abord, on voit que pour une matrice générique de AL(R), son orbite est com-

posée de quatre points :

a b d —b a —b d c
? t et
c d —c a —c d b a
a
11 suffit en effet de faire agir sur la matrice les éléments du groupe p,
c d

0. et op respectivement. De plus, on voit que le groupe d’isotropie minimal est
composé de deux éléments qui agissent de maniére triviale sur AL(R) : e et p.

Ensuite, les ensembles

a b
X, =/ € My(R) | a,b € R}

-b a

a 0
JYQ = { 4 € ]\.[2(R) | ('l,,d S R}
0

a b
X3 ={ ) € My(R) | a,b € R}
a

sont invariants pour les groupes respectifs G; = {e, p, p*, p*}, G2 = {e, p*, 0, 0}
et G3 = {e, p*, 03,05 }. Comme ces groupes ne sont pas conjugués entre eux, on ob-
tient les strates de Ma(R) : My(R)(CV) = X, My(R)(G2) = X, et My(R)(C®) = Xj.
Avec l'origine, qui est la strate AL (R)(P) et M (R)® = R\ ({0} U X; U X5 U X3),
il y a donc cinq strates de M,(R).

Pour avoir les strates au niveau de ’espace d’orbites, on regarde I'image de

Xy, Xo et X3 par p:
p(X1) = {(2a,2a?,2b*, —b*,2ab*) € R® | a,b € R}
p(Xa) = {(a+d,a* + d*,0,0,0) € R® | a,d € R}
p(X3) = {(2a, 2a%,26%, b, 2ab*) € R® | a,b € R}

Donc, (M2(R)/Dy) P = {0}, (Ma(R)/D,)CV) = p(X,), (Ma(R)/D4){%) = p(X,),
(M(R)/Dy)\%) = p(X;) et (Ma(R)/Dy)@ = X\ ({0} U p(X1) U p(X2) U p(X3)).
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Exemple 4 : slh,(R)/D,
On fait maintemant agir D, sur ’algébre de Lie slo(R) par conjuguaison. En

effet,

a b
slh(R) = { |a,b,ce R}
c —a
est ’espace vectoriel de dimension 3 formé des matrices a trace nulle ayant comme

R-base
1 0 01 00

81 == 62 = 63 =
0 -1 00 10
Pour ces bases, la représentation matricielle de Paction des éléments de Dy sur

sly(R) que l'on identifie & R? devient

100 -1 0 0 100 -1 0 0
e={010|,p,=}0 0 -1|./=|010]./ =0 0o -1},
001 0 -1 0 00 1 0 -1 0

1 0 0 -1 00 1 0 0 -1 00
oo=10 -1 0 |,o5=|0 0 1|,0,=|0 -1 0 |etos=]0 01
0 0 -1 0 10 0 0 -1 0 10

Les générateurs de ’algébre des polynémes Dy-invariants sont

pl(m,ya Z) = .’E2

qui sont liés par la relation

h(p1,p2,p3,p4) = 1)1pg — 4p1p§ - p‘i =0
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Donc, Z = V(< h >) C R* est une surface de R*. La matrice Grad définie sur

X est donnée par

2x 0 0 ,
2r 0 0 y?-—22
0 2y 2z
Grad (p(z,y,2)) = 0 0 2y =z 2zy
< Y

y?— 2% 2zy —2zz
4a? 0 0 2(zy? — zz?)
0 4(y? + 2%) dy= 4(zy? — 22?)
0 dyz 224+ y? 0
2(zy? — 222) 4(xy? — zz?) 0 yt 4+ 2t - 2y2:2 4 422 (y? 4+ 22)

Avec les substitutions

wi=p(e9,2)
vi=pal5,0,2)
w:=p3(x,y,2)
s :=py(z,y, 2)

On obtient la matrice Grad définie sur Z

qu 0 O 2s

0 4v 4Jdw 4s
Grad (u,v,w,s) =

0 4w w 0

2s 4s 0 v — 4w+ duv

Avec D; désignant le déterminant mineur principal Al de Grad (u,v,w. s), il
y a maintenant 15 inégalités provenant de ces déterminants. En voici quelques-

unes :
,

Di=4u>0

4D2=4’U20
Dy =16uv >0

kD123 = 16u(v? — 4w?) >0
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Il est & noter que slx(R), les matrices de trace nulle, est en fait la variété affine

de M>(R) donnée par V(x; + xy). Ainsi, par la proposition 2.4.2, on s’attend a ce
que sla(R)/Dy = My(R)/Dy N V(z1 + x4). Or, avec z; + x4 = 0, le premier des
polynémes générateurs de R[M,(R)]P+ que 'on a trouve, py(x1, zo, T3, 24) = 1 +
T4, est identiquement nul. Avec la contrainte additionnelle y; = 0, les inégalités

que l'on a donné servant a définir I’espace d’orbites AL (R)/D, deviennent

(

Dy =4y; 2 0
{ D}, =8y >0

D,123 = 32y3y2 > 0

\D1234 = 32ya(y3 — 4y7) 2 0
Avec y» = u, y3 = v et Y4 = w, on retrouve des inégalité équivalentes a ceux
énumérés pour l'espace d’orbites sly(R)/Dy.

On détermine maintenant les types d’orbites de cette action sur sly(R). Tout
d’abord, on voit que les éléments du groupe e et p® agissent trivialement sur
sly(R). Aussi, 'orbite d’une matrice générique de sl;(R) est composée de quatre

points :

c —a -b a —c —a b a

en appliquant respectivement p, o, et gg.

Or,
a b a b
p- =
c —a c —a
si et seulement si a =0 et b= —c.
a b a b
Oa =
c —a c —a
si et seulement si b=c = 0. Et
a b a b
0'/3 . =
c —a c —a

si et seulement sia=0et b =c.
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On obtient donc pour Gi = {e,p,p* p*} , Go = {e,p,04,0,} et G3 =

{e,p.03,0s}, les strates de dimension 1 :

X1 = (sla(R))@ = { ( Ob z) lbe R)

Yo = @)@ = {(* 7 | jrem)

—a

Avec les strates (slo(R))P) = {0} et (slo(R))(®?) = sl,(R)\ ({0} U X; U X, U X3),
on obtient donc cing strates de sl(R). Avec 'application polynomiale p(a,b,c) =

(a?,b* + %, bc, ab® — ac?), on obtient les strates de I’espace d’orbites :
(sla(R)/Dy)' V) == {0}
(sla(R)/Dy) Y = p(X,) = {(0,20°,0>,0) e R* | b € R}
(sla(R)/D4)(C?) = p(Xs) = {(a®.0,0,0) € R* | @ € R}
(sl2(R)/Dy) ) = p(X5) = {(0,20%, —%,0) e R* | b € R}

(s2(R)/Da) ") = Z \ ({0} U p(X1) Up(X2) U p(Xs))

Exemple 5 : R?/D,,
On considére 'action sur R? du groupe dihédral D,,, soit le groupe des ré-
flexions et rotations d’un 2n-gone régulier dans R2. Comme on a vu pour Dy, ce

groupe est généré par la réflexion et la rotation :

[+

1 0 cos(3E)  sin(3E)

0 -1/ —sin(2E) cos(Z)

T

Un systéme de générateurs de 'anneau des invariants est donné par :

[35]

pi(z,y) = 2° + ¢

pa(,y) = ( .)(—1)fx2"-2fy2f

J=0

=2

[SE ]
L ]
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qui sont deux polynomes sans relations algébriques (voir par exemple [7]). On

obtient la matrice Grad sur X :

Grad (p(z,y)) =
( 2z 2y

j=o (57)(2n = 2)(=1piaty2 S0, (50 (24) (~ 1Y a2y

(20 728 (20)(2n — 2j)(~ 121y

Y ()0 (-1t

( 4(z? + ?) 4n (Z;‘ZO (i;})(_l)jmzn_gjygj>
in (Sjoo (-1 2)  an(e 4y

et donc en substituant par

u = pi(z,y, 2)
v = po(,y, 2)
on obtient la matrice Grad sur Z
Grad (u,v) = du dnv

dnv 4n?y’nt

Par le théoréme principal, (u,v) € X si et seulement si

du >0

dn*u*1 >0

16n%(u™ —v?) >0
Ainsi,

R2/D2n = X = {(u,v) € R® lu>0 et u™™—v®> 0}

Exemple 6 : R?/O,
On considére 'action du groupe G = O, des rotations du cube sur R3. Ce

groupe, formé de 24 éléments, est généré par les éléments suivants :
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-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 10
0 _1 O ) 0 1 O L] O _1 O ) _]. 0 0 ]
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 01

00 -1 1 0 0 010 0 0 -1
01 01,0 0 19,100 1},{-1 0 O
10 0 0 -1 0 1 00 0 1 0

Pour plus de détails sur ce groupe et cette représentation, on référe le lecteur
a [13]. On obtient pour cette action sur R? les polynomes générateurs de 'anneau

des invariants :
Py, 2) = 2® +y* + 2°
pa(z,y,2) =2t +yt + 2

pa(z,y,z) = a® +y° + 2°

s 3 . : . .
pa(z,y, 2) = 2932 — 2Py2® — 23tz 4 28y2® + Pt — 2Bt

Ces polynomes sont liés via une seule relation algébrique :

1 1 5 4.,
h(p1,p2,p3,ps) = —%Pi} + gpzpz - 1—817(15173 - §P?P§
13 11 .. 17 .. 25,
+ Epfpzps + gp?pé - 1—819?125 - gpi’pz»pa
1 7, 1. .
— P2+ 5Ppap; + Py — Py — pi =0

Donc, Z = V(< h >) = {(y1, 42, ¥3,5s) € R* | h(y1,92,¥3,54) = 0} et la

matrice Grad sur X est :



, _ 2z 42 62° «
4z3 4y 423

Grad (p(z,y,2)) = N2y 47 6y° B
6x° 6y° 62z° ,
2z 42% 62°

a [ v

2 +y? +2%) 8(at+yt+t)  12(a8+y8+28) 186

8(zt +y* +2) 16(z8+ 1% +25) 24(a® + 48 +28) 20

12(2° + y° + 2%) 24(2® +9° +2°) 36(20 + ¢ +21%) 6¢

186 20¢ 6& n

ou

a = 5z'y*z — brlyz® — 3x%yPz + 3a?yzd + 523 —¢B50

B =32°y’z — 2°2% — 5aytz + 122° + Sayts® — 3xy?t

v = a%y® — 3a%yz? — 239y + 513yt + 3y — Saytzt
6= .7;5y3z — msyz3 — m3y5z + w3y25 -+ xy533 — a:y3z5

e=ayPz— 2Ty —y 2t + YTz 4 2Tly — 2Tayd

£ = 5(z%z — 2923 — P28z 4+ 0z2% 4 2Oady — 2%y

+ 3(—2"yPz+ a7y + y 2tz — y a2’ — 2Tty + 2Ty

n = —30z'y'2® + 3a%y'%2% + 327y 02t + 2?88 + 3242210
22828 + 302yt =10 4 18y822 — 3028y s 4 2By
22359425 — 302%yB2* + 2224y528 4 48420 + 2225524

28y228 4 aByl0 4 1046 _ 958,84 46,10 | 10,6 _ 9,88

+ o+ o+ o+

o
y6le + leZG _ 2y828 + 3$10y-z4 + 3.’1)10y422

1 4 1,
(¥ +y®+2%) = -G-I?f + 3P1Ps — pip2 + 5P2

1 5, 5 )
(" + 9"+ 2% = EP? + gpipa - EP?Pz + gP2ps

€ =D1Dy
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£ = pipy + 4papy

1, 5 s 17 . ,
n = P — 5Pipe +pips + —-pip; — Tripaps — 10p03

4
1,, 9 , 1
+ PiPE + Wpipips — Spaps — op)
Donc, en subsituant par :
w = py(2,9, 2)
vi=pa(z,y,2)
w = p3(T.y, 2)
s 1= py(T,y,2)
on obtient la matrice Grad sur Z :
2u 8v 12w 18s
8uv 16w 4(u* + 8uw — 6u?v + 3v?) 20us
12w 4(u* 4+ 8uw — 6uv + 3v?) 6(u’ + buw — 5uv + Svw)  6(u’s + 4us)
18s 20us 6(u’s + 4vs) n
ou :
1 5 5 17 4, o -
n = —u®— —ubv+ vPw+ —utv? — TePow — 1003
4 2 2
Lo o 2 9 o 1,
+ FUw + lduv w — FUWT — v

Voici quelques inégalités provenant des déterminants des mineurs principaux

de Grad (u,v,w, s).

Di=2u>0su>0

Dip = 32(uw — 20*) > 0 & uw — 202 > 0

Diaz = 32(=10u’w — 3dudw® + 90utvw + 222uvw? — u® + 12u7v — 54u’v?

— 252u%0%w + 9663 — Quvt + 12wv® - T20w*) > 0
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Dy = 8(2920u’vw® — 18026wule?* — 7788u"v?w? — 1800u’s’v + 936wu’s?

+ 7198720 wu® + 1244u’vw? + 16026wu'v® — 25040u*wv?* — 732uwv®

- 12692u*wv? + 266wu'?v + 3072ulwy + 8560wudv® — 2100wu'%?

+  22216uw*v® + 612uv®w? + 2592uvs® + 1296w vs? — 14dwu?s?

— 8028uv’w? — 1512wus*y — 1728uwv’s? — 76u'w? — ldwu'® — 228ubw?

— 356uw? + 288uds? + 22ul%v — 208u'3v? + 1084u!tv® — 32841 °%v*

+ 5502u"v® — 4092u°v® + 264u*v” + Juv® — 144vtw® — 1207w + 7201

— ul” — 144u2w® + 1296vw®) > 0

Pour déterminer les types de strates, on se référe au tableau suivant qui re-
groupe les éléments du groupe des rotations du cube ainsi que leur action sur un

point (z,y, z) € R3 par classes de conjuguaisons :

Cl {gl : (IE,y,Z) = (fC,!/, Z)

(g5 (5,1,2) = (~9,7, )
9 - (z,4,2) = (y,—, )
LA (z,y,2) = (2,4, —)
98 - (v.y,2) = (=2,y,2)
9o+ (v, y,2) = (2, -2,y)
|10 (2, 4,2) = (2,2, -y)
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4
g1 - ('Lay,‘:) = (—.’L',Z,y)
gi2 - (‘Taya Z) = (_‘:7 -Y, _‘B)
qi3 - (.'L', Y, :) = (%377 _:)
Cs ¢
g4 (-Eyy7 :) = (_y7 -, —Z)
gis - (:L‘vy’ Z) = (—IL', -z, _y)
\glG . ((cvyv‘:) = (27 '—yvx)
¢
q7 - (‘7’7?!7‘: = _Z)—,Lay)
918'(73731,3 = Z,Ill,y)
Ji9* ('Lvy)'z =Y,z T
g20 (:anaz
Cs <

(
(

g23 - (T, y,2
(

[ X

\

En notant les sous-groupes suivants Gy = {g1, 2. 95,96}, G2 = {91, 93, g7, 98}
et Gs = {g1, 94, 99, 910}, on voit du tableau que

(R*))<6> = {(0,0,z) e R* |0 # 2 € R}
(R*)<¢2> = {(0,z,0) € R® | 0 # = € R}
(R?)<%> = {(2,0,0) € R® | 0 # = € R}
Or, ces trois groupes sont congugués. Ils forment donc une méme strate
X; = (R = {(0,0,2),(0,2,0),(2,0,0) e R* | 0 #£ z € R}

Ces strates correspondent en fait aux axes de rotations z, y et z de R3,
La seconde strate est composée des six axes de rotations selon les axes reliant

les milieux d’arétes opposés du cube. On observe en fait que

(R*)9 = {(0,z,2) € R*| 0 # z € R}
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(R*)92 = {(z,0,—-z) € R* | 0 # x € R}
(R*)93 = {(,7,0) € R* | 0 # 2 € R}
(R*)94 = {(z,—=x,0) e R* | 0 # z € R}
(R*)?° = {(0,z,~z) e R® | 0 # = € R}
(R%)9¢ = {(z,0,z) € R*| 0 # z € R}
Or, ces six éléments g11, g12,...,916 d’ordre deux sont tous conjugués et donc
X, = (R¥)low)
= {(0,z,z),(z,0,—7), (z,z,0), (z, —2,0),(0,z, —),(z,0,7) € R* | 0 # r € R}

Pour les éléments g;7 & goy4, seulement g5 et go3 ont des points non nuls de R3

qui sont laissés invariants par ’action du groupe. Ainsi,
X3 = (R¥)@e92) = {(1 2,2) e R} | 0 # z € R}

Avec la strate correspondant a 'origine et celle ouverte et dense dans R? corres-
pondant & (R3){), il y a donc cing strates de R? pour cette action.

Avec l'application polynomiale
p(z,y,2) = (®+y?+22, oty 42t 2840428 2Py — by — S a By Syt 2B — P2
on obtient I'image des strates de R® :
p(X1) = {(z*,z%,2%,0) e R* | 0 # r € R}
p(Xo) = {(22%,22%,225,0) e R* | 0 # 2 € R}
p(X3) = {(32%,32% 32%,0) e R* | 0 # = € R}

Donc,

(R*/G)@ = {0}
(R?/G)Y) = p(X,)
(R*/G)) == p(X3)

(R?/G)lore:920) = p(Xy)

(R*/G)') = Z\ {{0} U p(X1) U p(X2) U p(X3)}
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Annexe A

ENSEMBLES STRATIFIES ABSTRAITS ET
TRANSVERSALITE

Dans cette section, nous introduisons des outils qui sont nécessaires pour
la démonstration du théoréme de Shvartsman. On retrouve ’ensemble de cette
section dans [20].

Définition A.0.2. Une stratification d’un espace topologique A est une partition
localement finie ¥ de A en variétés conneres C'. appelées les strates de T, qui
satisfont la condition de frontiére : si X et Y sont deux strates disjointes de X
telles que X intersecte la fermeture de Y, adhY, alors X C adhY . que l’on note
X<Y.

La paire X = (A, X) est appelée un espace stratifié. L’union des strates de dimen-
sion < Kk est appelée le k-squelette, dénoté par Ay, induisant un espace stratifié
X' = (Ag, Z4,).

Définition A.0.3. Soit X = (A.X) un espace stratifié. Un objet sous-stratifié de
X est un espace stratifié W = (W, X)), ot W est un sous-ensemble de A, tel que
chaque strate de Ly est contenue dans une seule strate de X.

Définition A.0.4. Une application stratifiée f : X — X' entre deuz espaces
stratifiés X = (A, X) et X' = (B, Y’) est une application continue f : A — B qui
envoie chaque strate X de X dans une unique strate X' de X', telle que la restric-
tion f|x : X — X' est lisse. L’application f : A — B est un homéomorphisme

stratifié si f est un homéomorphisme et si chaque f|x est un difféomorphisme.
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Définition A 0.5, Soit X = (A, X) un espace stratifié. On dira qu’une famille
F = {(rx,px,Tx)}xes est un systéme de données contrélant pour X si pour
chaque strate X € ¥ :
(1) Tx est un voisinage ouvert de X dans A (appelé voisinage tubulaire de X ).
(11) mx : Tx — X est une rétraction continue de Tx sur X (appelée projection
sur X ).
(iii) px : Tx — [0,00) est une fonction continue telle que X = py'(0) (appelée
fonction de distance de X ).
De plus, pour chaque paire de strates telle que X <Y, en considérant les restric-
tions Txy = Tx|Ty, €t pxy = px|ryy sur Txy =TxNTy, ona:
(iv) L’application (mxy,pxy) : Txy — X x [0,00) est une immersion lisse.
(v) Pour chaque strate Z de X telle que Z > Y > X et pour chaque z € Ty zNTxz,
les conditions de contréle suivantes sont satisfaites :
(a) Txy o Ty z(z) = mxz(2)
(b) pxy o myz(z) = pxz(z)
Définition A.0.6. Soit X = (A,X) un espace stratifié et F un systéme de don-
nées contrélant pour X. St A est Hausdorff, localement compact et admet une base
dénombrable pour sa topologie. on appelle la paire (X,F) un ensemble stratifié
abstrait.
Remarque A.0.1. Soit G un groupe fini et W un RG-module de type fini. La
stratification par types d’orbites de W/G satisfait les conditions a) et b) de Whit-
ney (voir [21][théoréme 4.4.6, p.165] pour la démonstration et voir (21|, [11]
et |29] pour la définition des conditions de Whitney). De plus, la condition b)
de Whitney implique la c)-régularité de Bekka, qui elle, est suffisante pour étre
un ensemble stratifié abstrait (voir 20|, 3] et [4]). La stratification par types
d’orbites de W/G y détermine alors un ensemble stratifié abstrait.
Définition A.0.7. Soit X = (A,X) un espace stratifié. Une isotopie stratifiée
de X, H: Ax I — A, est une application stratifice telle que pour chaque
t € I = (0,1, 'appplication au temps t, H, : A — A, est un homéomorphisme
stratifié de A.
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Définition A.0.8, Soit W = (W, Ly) et W = (W' Zw) deux objets sous-
stratifiés d’un espace stratifié X = (A, X). On dit que W' est une déformation par
isotopie de W dans A s’il existe une isotopie stratifiée H : A x I — A telle que
Hy = Idy et W = Hy(W).
Définition A.0.9, Soit X = (A,X) un espace stratifié et deur objets sous-
stratifiecs V = (V,Zy) et W = (W, Zw). On dit que V et W sont transverses
st pour chaque strate S € X, les restrictions Vs et Wg sont transverses dans S,
i.e pour chaque s € Vs N Wg, T,Vs + T, Ws = T, A.
Théoréme A.0.5. Soit X = (A, X) un ensemble stratifié abstrait et V un objet
sous-stratifié de X. Pour chaque objet sous-stratifié W = (W, Zw) de X et chaque
voisinage ouvert U de W dans A. il existe une déformation par isotopie W' =

(W', Zw) de W, transverse ¢ V dans X, telle que W' C U.

DEMONSTRATION. Voir [20][Théoréme 3.8, p.4887]. O

Théoréme A.0.6. Avec les hypothéses et notations du théoréme précédent. st Z
est un sous-ensemble fermé de A tel qu’en chaque point W est tranversal a V,
on peut alors obtenir que la déformation par isotopie H : A x [ — A satisfait

H;|z = Id pour chaque t € I, ainsi WNZ=WnNZ.

DEMONSTRATION. Voir [20][Théoréme 3.9, p.4890]. O



Annexe B

EXEMPLE D’UTILISATION DE MAGMA

On donne un exemple de l'utilisation du logiciel MAGMA pour trouver des
générateurs de I’anneau des polyndmes invariants ainsi que leurs relations algé-
briques. On présente ici I’exemple du groupe des rotations du cube agissant sur
R3.

Tout d’abord, on travaille avec le corps des nombres rationnels :
>Q := RationalField() ;
>Q;

Rational Field

Ensuite, on construit le groupe matriciel A3(Q) :
> gl := GeneralLinearGroup(3,Q) ;
> gl;

GL(3, RationalField())
On construit le groupe des rotations du cube a ’aide des éléments générateurs
suivants :
>G :=sub<gl | [1,0,0, 0,1,0, 0,0,11,
{-10,0,0,-1,0,0,0,013, [ -1,0,0, 0,1,0, 0,0,-1 1,
{i0,0, 0,-1,0, 0,0,-11, [O,1,0, -1,0,0, 0,0,11,
fo,0,-1, 0,1,0, 1,0,01, [ 1,0,0, 0,0,1, 0,-1,0 3,
to,-1,0,0,0,1, -1,0,01, [o0,1,0, 0,0,1, 1,0,0 1],
( 0,0,-1, -1,0,0, 0,1,0 1 >;
> G
MatrixGroup(3, Rational Field)
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Coefficient ring :

Rational Field

On obtient 'anneau des invariants avec la fonction InvariantRing :

>I := InvariantRing(G) ;
Puis les générateurs avec :

> FundamentalInvariants(I) ;

C

x172 + x272 + x372,

x174 + x274 + x374,

x176 + x276 + x376,

x175%x273*%x3 - x175*%x2+x373 - x173#x2°5*%x3 + x1"3*x2%x375
+ x1*x275%x373 - x1*x273%x375

1

et les relations :

> Relations(I) ;

(

-1/36%£179 + 1/3*%f177+£f2 - 5/18*f176%f3 - 4/3*xf1°5xf2"2
+ 13/6*%£174%£2x£3 + 11/6*f17°3*%f2°3 - 17/18*£f1°3%£3"2

B-iii

- 25/6%x£172%£272*%f3 - 1/4*f1+f274 + T/2*f£1*f2+«£372 + 1/6%£2°3%£3

- £373 - h172
]



