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SUMMARY

The goal of this thesis is to present a modification of the Lusternik-Schnirelman
category, called f-category, which takes into account a functional f. This f-
category will allow us to obtain a lower bound on the number of critical points
of f which depends not only on the space as it is the case with the classical ca-
tegory, but also of the functional. This lower bound is always larger or equal and
sometimes much bigger than the one obtained in the classical case.

The concepts of relative category, limit relative category and asymptotic cate-
gory will also be adapted. We will also present the notions of truncated category
and of category adapted to a multivalued functional. Thereafter, we will show the
relations between the critical points of the function f and the f-category as well
as the relation between the f-category and linking sets. Finally, we will present
an application to Hamiltonian systems and obtain an existence and multiplicity

result.

Keywords
Lusternik-Schnirelman category, relative category, critical points, Hamiltonian

systems.
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INTRODUCTION

Tous jeunes encore, les deur auteurs dont mous présentons ict
louvrage ont déja a leur actif de belles découvertes et sont, d notre
avis, de ceux sur lesquels la Science Mathématique est en droit de
fonder les plus stirs espoirs. Dans ce fascicule et dans celui auquel
il sert d’introduction on admirera la nouveauté et la largeur des
points de vue, la puissance et la fécondité des idées émises.

Nous avons estimé qu’il convenait de ne pas laisser ignorer au

lecteur francais une ceuvre de cette valeur.

HADAMARD!

Dans leur ouvrage Méthodes topologiques dans les problémes variationnels [38],
Lusternik et Schnirelman ont présenté un invariant topologique appelé catégorie.
Ils définissent la catégorie d'un fermé B C X, ou X est un espace topologique
séparé, comme le nombre minimal de fermés contractiles dans X nécessaires pour
recouvrir B. Cet outil permet entre autres de fournir une borne inférieure au
nombre de points critiques d’une fonctionnelle définie sur un espace X, permettant
ainsi d’obtenir des résultats de multiplicité.

Plus précisément, considérons un espace de Banach X et f : X — R, une
fonctionnelle de classe C'. Un point critique de f est un point z € X tel que
f'(z) = 0. La valeur correspondante f(z) = ¢ est appelée valeur critique. Dans
plusieurs applications, les points critiques d’une fonctionnelle correspondent aux

solutions faibles d'un probléme différentiel. Par exemple, si X = HY2(S! R?V),

1préface de Méthodes topologiques dans les problémes variationnels [38].



les points critiques de la fonctionnelle
1
f(z) = / §J:'v -z + H(t,z) dx
0
sont les solutions périodiques, de période T, du systéme Hamiltonien
Jx+VH(t z) =0,

ol V est le gradient par rapport & z (voir [23, 50]).

De fagon a obtenir des valeurs critiques qui ne sont pas des infima sur 1’espace,
Lusternik et Schnirelman ont utilisé pour les variétés compactes de dimension
finie, un argument de mini-max [38]. Une valeur critique c; est ainsi caractérisée

par

;= inf s
= jak sup /(e)

ol & est une classe d’ensembles de catégorie de Lusternik-Schnirelman supérieure
ou égale a 7. L'un des principaux outils utilisé pour montrer que c¢ est bien une
valeur critique est un lemme de déformation.

La théorie fut étendue & des espaces de dimension infinie pour les cas ol f est
bornée inférieurement, notamment aux variétés riemanniennes par J.T. Schwartz
en 1964 [53] et aux variétés de Finsler par Palais en 1966 [48]. L’hypothése d’avoir
f bornée inférieurement est malheureusement cruciale dans tous ces travaux.

La théorie des points critiques continua de s’enrichir, notamment avec les tra-
vaux d’Ambrosetti et Rabinowitz qui exhibérent en 1973 le fameux théoréme
du col de la montagne [2]. La présence d’un lemme de déformation était ici
aussi essentielle pour assurer l’existence de points critiques. Cependant, dans
leur situation, la fonctionnelle n’avait pas besoin d’étre bornée inférieurement.
En contre-partie, la multiplicité des points critiques trouvée en utilisant la ca-
tégorie ne pouvait plus étre obtenue puisque ’espace est contractile. En 1989,
Fournier et Willem [24] ont utilisé une notion de catégorie relative afin de pallier
ce probléme. Ainsi, ils développérent une fagon de traiter les fonctionnelles qui ne
sont pas bornées inférieurement a ’aide d’une approche s’inspirant des travaux
de Lusternik et Schnirelman, récupérant du méme coup la multiplicité associée

a ces méthodes. Par la suite, en collaboration avec Ramos et Lupo [23], ils ont
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présenté une extension de la catégorie relative qui est applicable aux fonction-
nelles fortement indéfinies. Essentiellement, ces fonctionnelles sont telles que la
décomposition spectrale de 'opérateur associé comporte une infinité de valeurs
propres négatives ainsi qu'une infinité de valeurs propres positives. Pour ce faire,
ils ont considéré les restrictions de f a des sous-espaces de dimension finie X,
créant ainsi la catégorie relative limite.

Toutes ces approches dépendent fortement de lemmes de déformations. Sans
compacité sur l’espace, ces lemmes nécessitent une condition de compacité appelée
condition de Palais-Smale. Nous dirons que [ satisfait la condition de Palais-
Smale au niveau ¢ (que nous noterons (P.S).) si toute suite (u,) C X pour laquelle
flum) — cet f'(un,) — 0 quand m — oo, posséde une sous-suite convergente.
Notons f* = {z € X | f(z) < a}. Le théoréme suivant illustre bien le type
de lemmes de déformations que nous allons utiliser. Le lecteur intéressé pourra
consulter [10, 12, 15, 17, 50, 61}]. Notons K, = {z € X | f'(z) = 0 et f(z) = c},

I’ensemble des points critiques de niveau c.

Théoréeme 0.1 (Lemme de déformation). Soit X un espace de Banach et f €
CY{X,R). Soientc € R, A > 0, £ > 0 et O, un voisinage de K,. Si f satisfait
(PS)., alors il existe € € (0,€) et n € C(X x [0,1], X) tels que

(1) n(z,0) = z pour tout x € X,

(2) n(z,t) = = pour tout t € [0,1] st f(z) & [c— &, c+ &,

(3) n(z,t) est un homéomorphisme de X dans X pour chaque t € [0, 1],
(4) |In(z,t) — z|| < A, pour tout t € [0,1] et pour tout z € X,

(5) f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € [0,1] x X,

(6) n(f*\ O,1) € fo=.

Au début des années 80, une notion de pente a été introduite par De Giorgi,
Marino et Tosques [18] pour les fonctionnelles discontinues dans les espaces mé-
triques. Ils ont utilisé cette notion de pente qu’on peut qualifier de type Fré-

chet pour développer une théorie d'évolution pour des inéquations variationnelles
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paraboliques et ainsi obtenir des résultats de multiplicité pour différents types
d’inéquations variationnelles elliptiques.

En 1994, Degiovanni et Marzocchi [20] ont étendu la notion de points critiques
aux fonctionnelles continues et semi-continues inférieurement. Pour ce faire, ils
ont introduit la pente faible qui coincide avec la norme de la dérivée lorsque la
fonctionnelle considérée est de classe C'. A Paide de cette notion, avec Corvel-
lec [17], ils ont pu également obtenir grace & une condition de type Palais-Smale
un lemme de déformation permettant de développer des théorémes équivalents &
ceux obtenus dans le cas ou f est de classe C'. En 1998, Frigon [26] généralise la
pente faible pour obtenir une théorie des points critiques pour les fonctionnelles
multivoques. A P’aide de la pente faible multivoque, elle obtient une condition de
Palais-Smale ainsi qu'un lemme de déformation adaptés & son contexte.

Finalement, pour aborder des problémes de rebonds élastiques avec une ap-
proche variationnelle, Marino et Mugnai [40, 41, 45] ont été amenés & considérer
une notion de points critiques asymptotiques.

Soit. (h,), une suite de fonctionnelles définies sur un espace de Banach X et
considérons une fonctionnelle 2 : X — R. Supposons que les fonctionnelles h,

sont de classe C!.

Définition 0.2. On dit que z € X est un point asymptotiquement critique pour
le couple ((hn)n, k) §'il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny ), dans

N et une suite (ux); dans X tels que
by, (ur) = 0, we—u et~y (uk) — h(u).

Nous disons également que h(u) est une valeur asymptotiquement critique pour

le couple ((hn)n, h).

Ils ont par la suite réussi a adapter 'approche de la catégorie relative limite
aux points critiques asymptotiques. Ainsi, ils ont pu borner inférieurement le
nombre de points critiques asymptotiques de ((h,).,h) ol les h, ne sont pas
nécessairement les restrictions de h a un sous-espace X, contrairement au cas de

la catégorie relative limite développée par Fournier Lupo, Ramos et Willem [23].



(a) La fonction hauteur (b) La décomposition

Fi1a. 0.1. Le tore

Encore une fois, une condition de type Palais-Smale, la condition de V-compacité,
est introduite de facon a obtenir ’existence de déformations pour la famille de
fonctionnelles.

Puisque la catégorie est un invariant topologique, on peut tres facilement
trouver une fonctionnelle qui a plus de points critiques que la catégorie de ’espace
sur lequel elle est définie. Considérons par exemple le tore T? comme espace avec la
fonction hauteur f telle qu’illustrée a la figure 0.1(a). Cette fonction a 4 valeurs
critiques ¢, ¢, ¢3, ¢4, Mais on peut recouvrir le tore par 3 fermés contractiles
comme illustré & la figure 0.1(b). En particulier, ceci entraine que catqq(T?) < 3.

Cette constatation n’est guere surprenante étant donné que les notions de
catégorie, de catégorie relative et de catégorie relative limite ne tiennent pas
compte de la fonctionnelle f considérée. Ceci va de soi puisque ces catégories
caractérisent ’espace et non une fonctionnelle en particulier. Puisqu’ici, 'objet
d’étude est la fonctionnelle, il serait intéressant de développer une notion de
catégorie qui tienne compte de celle-ci. On pourrait ainsi espérer trouver une

meilleure borne pour le nombre de points critiques.
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L’objet de cette these est donc de développer une catégorie assujettie a une
fonctionnelle f et de montrer qu’elle fournit bien une borne inférieure sur le
nombre de points critiques de la fonctionnelle. Nous allons pour ce faire utiliser
toute la portée des lemmes de déformations. En effet, dans les preuves classiques,
les propriétés (4) et (5) de la déformation du théorgme 0.1 étaient peu utilisées.
Nous allons donc nous servir de ces propriétés et restreindre les déformations ad-
missibles dans la définition de catégorie. Nous adapterons également toutes les
notions de catégorie relative, catégorie relative limite ainsi que le cas asympto-
tique en tenant compte de la fonctionnelle. Compte tenu des différents contextes
ou cette f-catégorie pourra s’appliquer, nous adopterons une approche axioma-
tique pour ensuite expliciter des cas ou on trouve des résultats spécifiques. Nous
présentons également une notion de f-catégorie tronquée qui nous permettra de
considérer des fonctionnelles qui ne sont pas bornées inférieurement sans avoir &
étudier les ensembles de niveau.

Du point de vue des applications, mentionnons les travaux de Szulkin [59] qui

étudie le systeme

u=JVH(,u),
(SH1)
u(0) = u(27),

otu=(p,q):R—-RV xRN HeC'R xR¥ R), VH est la dérivée de H par

rapport a u et

0 -1
I 0

est la matrice symplectique usuelle. L’auteur montre que si H est périodique de
période 27 dans toutes les variables, alors I’équation (SH1) a au moins 2N + 1
solutions distinctes. Pour ce faire, Szulkin utilise une légére modification de la
catégorie relative de Fournier et Willem.

Mentionnons également les travaux de Liu [32] qui trouve le méme résultat
en adoptant une notion de pseudo-catégorie et en utilisant des approximations de

Galerkin.



En 1995, Li et Willem [30] considérerent le systéme

Ju— A(t)u + VH(t,u) = 0, (SH2)

u(0) = u(2m),

sous les conditions

(H1) la matrice 2N x 2N A(t) est symétrique, continue, périodique de période
2w en t, H € CY(R?V*+1 R) est périodique de période 27 en t;

(H2) il existe des constantes a;,ap > 0, p > 1 telles que
|IVH(t,u)|” < a1 + agu - VH(t, u);

(H3) H(t,u) = o(Ju|?), |u| — 0, uniformément sur R ;

(H4) il existe une constante p > 2 et R > 0 telles que, pour |u] > R,
0 < pH(t,u) <u-VH(t,u);

(HS5) il existe § > 0, tel que I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(a) pour tout |u| < § et pour tout t € R, H(t,u) > 0,
(b) pour tout Ju| < ¢ et pour tout t € R, H(t,u) < 0.

Ils obtiennent alors que si H satisfait (H1)-(H5), alors 1’équation (SH2) a au
moins une solution. Les auteurs ne considérent pas le cas oll nous sommes en
présence de périodicité dans les variables spatiales. Etant donné que les espaces
considérés sont des espaces vectoriels, l'utilisation de la catégorie ne permet pas
d’obtenir plus de points critiques. En effet, puisque tout sous-ensemble de I’espace
est contractile, la catégorie de 'espace est 1.

Le lecteur intéressé pourra consulter [4, 42] pour trouver d’autres résultats
concernant les problemes Hamiltoniens.

De notre coté, nous avons considéré le probleme (SH2) dans le cas particulier

ou H(t,p,q) est une fonction périodique en t et q et A est de la forme

B(t) 0
0 0

A(t) =
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ou B(t) est une matrice N x N auto-adjointe. Au chapitre 7, sous les conditions
énoncées au Théoreme 7.2, nous obtenons 'existence d’au moins une solution au

probleme (SH2). De plus, si

max  H(t,0,¢q)— min  H(t0,q)

(t.g)€[0,2m]N+1 (t.g)€[0,2m] N +1
est assez petit, alors le probleme (SH2) a au moins N + 1 orbites de solutions
distinctes. Ce probleme est en quelque sorte une fusion des problémes de Szulkin
et de Li-Willem. En effet, la présence de périodicité dans les IV derniéres va-
riables spatiales nous permettra d’utiliser la f-catégorie qui jouera un réle crucial
dans 'obtention de multiplicité de solutions. Soulignons, qu’a notre connaissance,
ceci constitue une nouvelle application de méthodes variationnelles aux systeémes
Hamiltoniens et qu’elle a pu étre obtenue griace & cette nouvelle notion de f-

catégorie.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1. RESULTATS GENERAUX

Nous utiliserons assez fréquemment le lemme d’Urysohn pour qu’il soit & pro-

pos de le rappeler.

Théoréme 1.1 (Lemme d’Urysohn). Soit X un espace normal. Soit A et B
deux sous-ensembles fermés de X tels que ANB = (0. Alors il existe une fonction

continue
f : X — [O: 1]

telle que f(z) = 0 pour tout x € A et f(x) =1 pour tout T € B.

1.2. CATEGORIE DE LUSTERNIK-SCHNIRELMAN CLASSIQUE

Pour plus d’information au sujet de la catégorie et de la catégorie relative, le

lecteur pourra consulter [14, 23, 58, 59, 62)].

Définition 1.2. Un ensemble A est dit contractile dans un espace topologique

X s'il existe n € C(A x [0, 1], X) telle que, Vz,y € A,
n(z,0) =z  n(z,1) =n(y,1).

Définition 1.3. Nous dirons que 7 : A x [0,1] — X est une déformation de A
dans X si
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(1) 71 est continue,

(2) n(z,0) =z Vze A

Définition 1.4. Soient 7 et 7, des déformations de A; et A telles que m1(A;,1) C

As. La superposition de 1, et 19, notée 1, * 11, est définie par

m(z, 2t) pour 0 <t <

1
2
no * M(x,t) =

na(m(z,1),2t —1) pour 3 L<t<.

Définition 1.5. Un ensemble A C X, ou X est un espace topologique, est dit de
catégorie de Lusternik-Schnirelman k si A peut étre recouvert par k, mais pas k—1,
ensembles fermés contractiles dans X. Dans ce cas, nous écrirons caty(A4) = k. Si

un tel nombre k£ n’existe pas, nous dirons que caty(A) = +oo.

Théoreme 1.6. Soit X un espace topologique et A, B C X. Alors
1) catx(A) =0 st et seulement si A=0;

2) catx(A) =1 si et seulement si A est contractile dans X ;

4) caty(AU B) < catyx(A) + caty(B);

(1)

(2)

(3) si A C B, alors caty(A) < caty(B);

(4)

(5) st catx(B) < oo, alors caty(A\ B) > cati(A) — catyx(B) ;
(6)

6) sin:X x[0,1] — X est une déformation de X, alors

caty(A) < catx(n(A4,1));

(7) st X est une variété de dimension finie et que A C X est compact, alors

il existe un voisinage A de A tel que catx(A) = caty(A).

Le théoreme suivant nous permet de lier la catégorie d’un espace avec le

nombre minimal de points critiques des fonctions définies sur I’espace.

Théoréeme 1.7. Supposons que X soit une variété compacte sans bord de classe

C? et que ¢ € CY(X,R). Alors ¢ a au moins cat(X) points critiques distincts.
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(a) Le tore (b) Une décomposition

F1Gg. 1.1. Le tore
Définition 1.8. Soit A et Y, des sous-ensembles d’un espace topologique X. La,
catégorie de A dans X relativement a Y, notée caty ,(A), est le plus petit entier

n tel qu'il existe n + 1 sous-ensembles fermés Ag, Ay, ..., A, de X satisfaisant
(1) AC U?_-o A,
(2) Ai,..., A, sont contractiles dans X,
(3) il existe une déformation 7y de Ay dans X satisfaisant
(a) m0(Ag, 1) €Y,
(b) mo(y,t) € Y, V¥(y,t) € ApNY x [0,1].

Pour illustrer, considérons le tore de la Figure 1.1 avec Y qui est la partie
hachurée. Dans cet exemple, on trouve que caty ,(T?) = 2. Nous avons bien que

A; et A, sont contractiles et qu’on peut déformer Ay dans la partie hachurée.

Remarque 1.9. Dans le cas ou Y = 0, la catégorie relative coincide avec la caté-

gorie classique c’est-a-dire caty 4(A) = cat(A).
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La catégorie relative a les propriétés suivantes. Le lecteur intéressé pourra

trouver la démonstration dans {23, 25, 59, 62].

Proposition 1.10. Soit A, B etY des sous-ensembles de X avecY fermé. Alors
(1) catxy(A) < caty(A);

(2) catxy(A) = 0 si et seulement s’il existe une déformation ny de AUY dans

X telle que no(A,1) CY et no(Y,t) CY pour tout t € [0,1];
(3) st A C B, alors catx y(A) < catyy(B);
(4) catxy(AU B) < catyy(A) + caty(B);
(5) si caty(B) < 00, alors catx (A \ B) > catyy(A) — catx(B) ;

(6) si n est une déformation de AUY dans X telle que n(A,1) C B et
n(Y,t) C Ypour tout t € [0,1}, alors caty y(A) < catx v(B);

(7) si (X', Y') est une paire de sous-ensembles fermés de X avec Y' C Y
et qu’il existe une rétraction de (X,Y) dans (X',Y') (c’est-a-dire une
fonction r : X — X' telle que r(z) = = pour tout x € X' et 7(Y) =Y"),
alors caty y(A) > catyr (A’ dés que A CANX'.

La notion de cuplength sera souvent utilisée pour borner la catégorie. Pour

plus de détails, le lecteur pourra consulter [21, 25, 59].

Définition 1.11. Soit X et Y, deux sous-ensembles fermés de ’espace euclidien
R"™ avec Y C X. Notons H*(X,Y) la cohomologie de Cech & coefficients dans
Zs. On définit le cuplength(X,Y) comme le plus grand m € N tel qu’il existe
ap € H*(X,Y and o; € HH(X,Y), 1 < j < m, tels que q1,...,gm > 1 et
agU...Ua, # 0dans Hot9(X Y) (U est le produit cup).

Szulkin obtient également un estimé de la catégorie relative grace au cuplength,
ce qui nous permettra ultérieurement de fournir une borne explicite sur le nombre
de points critiques. En particulier, dans le cas ou V est le tore de dimension N,

il obtient le résultat suivant.
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Proposition 1.12. Soit V le tore de dimension N, B une boule fermée dans un

espace de dimension m et soit S, sa frontiére. Alors

catgyyv sxv(B X V) > N+ 1.

Les détails qui permettent de prouver cette proposition ainsi que plus d’infor-

mations sur le cuplength relatif peuvent étre trouvés dans [25] ainsi que dans [59].

1.3. LEMMES DE DEFORMATION

En théorie des points critiques, les lemmes de déformations occupent une place
prépondérante. Ce sera le cas aussi tout au long de ce texte. Bien que nous ayons
choisi d’adopter une approche abstraite, les conditions 2(X, K,) et 2*(X, K.) qui
seront présentées aux chapitres 3 et 4 s’inspirent fortement de ces lemmes. Il est
donc utile de les rappeler ici. Le lecteur intéressé pourra consulter [10, 17, 50, 56]
pour plus de détails.

Notations : Soit a,¢ € R. Nous adopterons dans toute la suite la notation
f¢ = {ze€eX| f(z) <a}. Pour K C X que nous appellerons ’ensemble des

points critiques de f, nous écrirons
K.={zeK| f(z)=c}.

Evidemment, dans le cas o X est un espace de Banach et f € Cl(X,R), nous
dirons que z est un point critique de f si f'(x) = 0. Par conséquent, dans ce

contexte, K = {z € X | f'(z) = 0}.

Définition 1.13. Soit X un espace de Banach et f € C'(X,R). Nous dirons que
f satisfait la condition de Palais-Smale au niveau c ou plus brievement (PS), si
toute suite (z,) C X telle que f(z,) — cet f'(z,) — 0 posséde une sous-suite

convergente.

Théoréme 1.14 (Lemme de déformation). Soit X un espace de Banach et f €
CHX,R). Soientc € R, A > 0, £ > 0 et O, un voisinage de K,. Si f satisfait
(PS)e, alors il existe € € (0,€) et n € C(X x [0,1], X) tels que
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1) n(z,0) = z pour tout x € X ;

2) n(z,t) = z pour tout t € [0,1] si f(z) & [c—&,c+E];

d

3) n(x,t) est un homéomorphisme de X dans X pour chaque t € [0,1];

(1)
(2)
(3)
4) |In(z,t) — z|| < A, pour tout t € [0,1] et pour tout z € X ;
(6) f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € [0,1] x X ;

(6)

6 n(fc+5 \ O 1) fc—E.

Théoréme 1.15 (Théoreme d’intervalle non critique). Soit X un espace de Ba-
nach et f € CY(X,R). Soita < b € R tels que [a, b] ne contient pas de valeurs cri-
tiques. Si f satisfait (P.S). pour tout ¢ € [a,b], alors il existe n € C(X x [0, 1], X)

telle que
(1) n(z,0) = z pour tout z € X ;
(2) n(z,t) = = pour tout (z,t) € [0,1] x f2;
(3) n(z,t) est un homéomorphisme de X dans X pour chaque t € [0,1];
(4) f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € [0,1] X X ;
(5) n(f%,1) € f°.

Théoréme 1.16 (Deuxiéme lemme de déformation). Soit X, un espace de Ba-
nach. Supposons que f € CY(X,R) satisfait (PS). pour tout ¢ € [a,b] et que a
est la seule valeur critique de f dans [a,b). Supposons également que les com-
posantes connezes de K, sont des points isolés. Alors il existe une déformation

n: fox[0,1] — X telle que
(1) n(f*\ Ko, 1) C f2;
(ii) n(z,t) = = pour tout (z,t) € f* x {0} U f* x [0,1];
(iii) f(n(z,t)) < f(z).
Tout ce qui a été présenté jusqu’ici aurait pu étre fait pour des variétés rie-

manniennes ou plus généralement pour un espace métrique et une fonctionnelle

continue (voir [17]). Pour la suite de cette section, nous allons nous placer dans
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les conditions nécessaires pour pouvoir parler de catégorie relative limite. Cette
notion a été introduite pour pouvoir traiter des probléemes dans des espaces de
dimension infinie en les approchant par des sous-espaces de dimension finie. Le
lecteur intéressé pourra consulter [23, 62] pour plus de détails.

Soit X un espace de Banach et une famille (X,) de sous-espaces de X tels

que

X=X, et XiCXoCXs...

Pour chaque n € N, nous noterons f, = f|x,-

Définition 1.17. Soit f : X — R et ¢ € R. On dit que f satisfait la condition

de Palais-Smale étoile au niveau c, notée (PS)}, si toute suite (z,;) telle que

c)?
) . .
nj — 00, Tn; € Xnj, f(2Tn,) — c et f, (zn,) — 0 posséde un sous-suite conver-

gente.

Cette condition nous permet de trouver une famille de déformations ayant
une certaine uniformité. Ces déformations satisfont des conditions similaires au
Théoreme 1.14 qui nous permettra, au Chapitre 4, de relier la f-catégorie limite

relative aux points critiques de f.

Théoréme 1.18. Sotent £ > 0, p > 0 et f : X — R de classe C! satisfaisant
(PS): et soit O, un voisinage de K.. Alors il existe e < € et Ng € N tels que pour

tout n > Ny, il existe
M : Xn % [0,1] = X,

satisfaisant
(1) fa(mn(z,t)) < fulz) pour tout z € X,,, t € [0,1];
(2) m(fr\O,1) C f7=
(3) d(nu(z,t), ) < p pour tout x € X,, t € [0,1];

(4) mu(z,t) = z pour tout (x,t) € X, x {0} U fc¢ x [0, 1].
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1.4. ENLACEMENTS ET POINTS CRITIQUES

Dans cette section, nous présentons les résultats reliant les notions d’enlace-
ment introduites par Frigon [27, 28] avec les points critiques. Le lecteur intéressé
a la notion classique d’enlacement pourra consulter [11, 47, 50, 54]. La notion
d’enlacement local & été introduite par Li et Liu [33].

Pour un sous-ensemble A C X, nous noterons

N(A)={neC(X x[0,1],X) | n=1id sur X x {0} U A x [0,1]}.

Définition 1.19. Soit ACBC X, PCQC X telsque BNQ#0, BNP =40
et ANQ = 0. Soit Ny un sous-ensemble non vide de N (A). Nous dirons que
(B, A) enlace (Q, P) via Np si pour tout n € Ny, une des conditions suivantes est
vérifiée :

(1) n(B,1)NQ # 0,

(2) n(B,10,1) NP # 0.

Si My = N(A), nous dirons simplement que (B, A) enlace (Q, P).

Cette notion, introduite par Frigon [27], généralise la notion classique d’en-
lacement qui correspond & (B, 8B) enlace (@, ). Elle inclut également la notion
d’enlacement local et surtout, elle donne lieu a de nombreux nouveaux enla-

cements. Le casou X = X0 Xy, B= B, A =5,Q = By, P= 5, ou
B; = B(0,m) N X;, S; = 0B; dans X;, appelé « Splitting Spheres », a été d’abord
considéré par Marino, Michelletti et Pistoia [39).

Soit f : X — R, une fonctionnelle continue et A C X. Nous noterons
Ni(A)={neC(X x[0,1],X) |n=1idsur X x {0} UA x [0,1]
et f(n(z,t)) < f(z) pour tout z € X et t € [0,1]}.

Grace a cette notion, Frigon montre le résultat suivant qui relie I’enlacement avec

I’existence d’un point critique.



17

Théoreme 1.20. Soit X un espace de Banach et f : X — R, une fonctionnelle
de classe C'. Supposons qu’il existe deuz paires (B, A) et (Q, P) telles que (B, A)
enlace (Q, P),

f(z) < f(y) pour tout x € B,y € P, sup f(A) < inf f(Q),

avec une inégalité stricte si dist(A, Q) = 0. Posons

c= inf su B, 1)).
et p f(n(B,1))
Sic € R et f satisfait (PS)., alors K. # §. De plus, si ¢ = inf f(Q), alors

dist(Q, K.) = 0.



Chapitre 2

NOTIONS DE f-CATEGORIES

Comme annoncé au Théoreme 1.7, la catégorie de Lusternik-Schnirelman nous
permet d’obtenir une borne inférieure sur le nombre de points critiques de fonc-
tionnelles de classe C! sur une variété donnée. Puisque la catégorie ne dépend
que de la variété, il est bien évident que la borne obtenue peut étre trés infé-
rieure au nombre de points critiques d’une fonctionnelle donnée. Nous présentons
ici les notions de f-catégorie, de f-catégorie tronquée et de f-catégorie relative
qui tiennent compte de la fonctionnelle et, en général, permettent d’obtenir une
meilleure estimation du nombre de points critiques de la fonctionnelle f.

Nous pourrons utiliser les concepts qui suivent dans différents contextes, avec
des notions différentes de points critiques. Pour faciliter ce travail, nous allons
aborder le probléme sous un angle abstrait.

Soit X un espace métrique et f : X — R une fonctionnelle. Tout d’abord,

introduisons une notion qui allégera les énoncés ultérieurs.

Définition 2.1. Nous dirons que A est un ensemble (f, €)-contractile dans X s’il

existe T € X et une déformation n: A x [0,1] — X continue telle que
(Da) n(z,0) = x pour tout z € A,
(Db) n(4,1) = 1,
(De) f(n(z,t)) < f(z) + € pour tout z € A et t € [0, 1].

Nous dirons que A est (f, €)-contractile vers T pour bien préciser que n(A,1) = Z.
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Remarque 2.2. 1l est clair que
{AC X | Aest (f,e)-contractile} C {A C X | A est contractile}.

En général, 'inclusion est stricte.

2.1. LA f-CATEGORIE

Dans cette section, nous présentons la f-catégorie qui est une adaptation
de la catégorie de Lusternik-Schnirelman, comme annoncé dans 'introduction.
Auparavant, nous devons introduire une définition intermédiaire pour faciliter les

énoncés futurs.

Définition 2.3. Soit B C X et € > 0. Notons nf (B, X) le plus petit n € NU{0}

tel qu’il existe Ay, ..., A, fermés vérifiant
(C1) BC UL, 4
(C2) pouri=1,...,n, A; est (f, £)-contractile.

Si un tel n n’existe pas, nous écrirons nf(B, X) = co.

Remarque 2.4. Si e, < €9, alors nf (B, X) > nf (B, X). En effet, le recouvrement
satisfaisant (C1),(C2) de la définition 2.3 pour €; satisfait aussi (C1),(C2) pour

E9.

Définition 2.5. On définit la f-catégorie de B dans X par

f-caty(B) = supn! (B, X).
>0
Remarque 2.6. Si f-caty(B) < oo, puisque nf(B,X) € N, il existe & tel que
Ve <& nf(B,X) =nl(B,X)= f-caty(B).

Par exemple, dans le cas montré a la Figure 2.1, on trouve f-caty(B) = 2 et
caty(B) = 1 . On peut également considérer la fonction f : R — R définie par
f(z) = zsin(2). On trouve alors f-cats(R) = oo tandis que catg(R) = 1 (voir

Figure 2.2).
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Fi1Gc. 2.1. f-catx(B) =2, catyx(B)=1

Fic. 2.2. f-catzg(R) = 00, catg(R)=1

Lemme 2.7. Soient X un espace métrique, A,BC X, e >0 et soit f: X — R.
Alors, on a les propriétés suivantes :

1) caty(B) < nf(B,X);

2) nf(A,X) =0 si et seulement si A=0;

3) n{(A, X) =1 entraine que A est (f,e)-contractile dans X ;

(1)

(2)

(3)

(4) si AC B, alors nf(A, X) <nf(B,X);

(5) nf{(AuU B, X) < nf(A, X) +nf(B, X);

(6) si nf(B,X) < oo, alors nf(A\ B,X) > nf(A, X) - nf(B,X);
(7)

7) sier >20etn: X x[0,1] — X vérifie f(n(z,t)) < f(z) + &1 pour tout
(z,t) € X x [0,1], alors nE+El(A X) <nf(n(A1), X).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, (1),(2) et (3) sont clairs. Pour (4), supposons

que nf(B, X) = k < oco. Il existe donc Uy, . . ., Uy, des ensembles ( f, € )-contractiles
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tels que B C Uf=1 U;. Puisque A C B, on a clairement A C Uf:lUi. Donc,
nf(A, X) < nf(B, X) =k pour tout ¢.

(5) Supposons que nf(A, X) = k4 < 0o et nf(B,X) = kg < co. Il existe donc
Ay, ..., Ak, et By, ..., By, satisfaisant (C1)-(C2) de la Définition 2.3 pour A et
B respectivement. Par conséquent, Ay, ..., Ax,, B, ..., By satisfait (C1)-(C2)
pour AUB. On adonc nf/(AUB, X) < ks + kp.

(6) Puisque A C A\ BU B, par (4) et (5), on a que

nl(A, X) < nl(A\ BUB,X) < nf(A\ B,X) +n{(B, X).
Si n{(B, X) < oo, on obtient
ni(A, X)-ni(B,X) <nl(A\ B, X).

(7) Supposons que nf(n(4,1),X) = k < oco. Il existe Uy, ..., Uy, des ensembles
(f,e)-contractiles tels que n(A,1) C Uf___l U;. Posons ¢(z) = n(z,1) et A; =
¥~} (U;). Pour i = 1,...,k, définissons 7; : A; x [0,1] — X en posant 7;(z,t) =
7; * n(z,t) ol 7; est donné par (C2) de la Définition 2.3. Puisque f(n(z,t)) <
f(z) + &1 pour tout (z,t) € A; x [0,1], on a que

fln(z,2t)) < f(z) + & pour t € [0,1/2),
Fu(z, 1) = < f(mi(n(z,1),2t — 1)) < f(n(z, 1)) + ¢
< f(z)+e+e; pourte(l/2,1].

Les conditions (C1) et (C2) de la Définition 2.3 sont donc vérifiées pour A et donc
nliey (4, X) <k "

Remarque 2.8. En prenant €; = 0 dans le Lemme 2.7(7), on déduit que si
n: X x[0,1] — X est une déformation telle que f(n(z,t)) < f(z), alors
nl(4,X) < nl(n(4,1),X).

Le lemme précédent nous permet de déduire des propriétés importantes de la

f-catégorie.



22

Théoréme 2.9. Soient X un espace métrique, A,B C X et soit f : X — R.

Alors, la f-catégorie vérifie les propriétés suivantes :
(1) caty(A) < f-cats(A);
(2) f-caty(A) =0 si et seulement st A=0;
(3) f-catx(A) =1 entraine que A est (f,€)-contractile dans X Ve > 0,
(4) si A C B, alors f-caty(A) < f-catx(B);
(5) f-catx(AU B) < f-catx(A) + f-catx(B);
(6) si f-caty(B) < 00, alors f-catx(A\ B) > f-catx(A) — f-catx(B),

(7) si f-caty(A) < oo, il existe € tel que pour tout € < € et pour toute défor-

mation 1 telle que f(n(z,t)) < f(z) +¢, f-catx(n(A, 1)) = f-catx(A);

(8) st f-caty(A) = oo, alors pour tout k € N, il existe € tel que pour tout
£ < £ et pour toute déformation n telle que f(n(z,t)) < f(z) +¢€, on a
que f-caty(n(A, 1)) > k.

DEMONSTRATION. Le résultat découle directement du Lemme 2.7 et de la Re-
marque 2.6. Par exemple, pour (4), supposons que f-caty(B) = k < oo. Il existe
donc £ tel que pour tout € < & nf(B,X) = k. Par le Lemme 2.7, on a que
nl(A,X) < n{(B, X). Puisque I'inégalité est vérifiée pour tout € < &, on déduit
que f-catx(A) < k.

Pour (7), si f-catx(A) = k € ]0,00], il existe € tel que pour tout € < g,
nf(A,X) = k. Supposons que n : X x [0,1] — X est une déformation vérifiant

f(n(z,t)) < f(z)+e; avec €1 < € et soit €, tel que €1 +€2 < €. Alors pour € < &9,
nl(n(A, 1), X) > nf,(n(A,1), X) > nl .,(A, X) = k.

Donc, f-caty(n(4,1)) > k.
Pour (8), si f-caty(A) = oo, pour tout k& € N, il existe € tel que pour tout

e < & nl(A,X) > k. Considérons ¢ = £. Par le Lemme 2.7(6), pour tout € < &

By

et pour toute déformation 7 satisfaisant f(n(z,t)) < f(z) + ¢, puisque € + £ < €,
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on a que k < n£+§(A,X) < ni(n(A,1),X) < nf(n(A,1),X). Par conséquent,
f-caty(n(A, 1)) > k.
[

Remarque 2.10. Si f-caty(A) = 1, laffirmation (3) du théoréme précédent ga-
rantit que pour tout € > 0, A est (f,e)-contractile. Cependant, il n’existe pas
forcément 7, une déformation de I'ensemble A telle que f(n(z,t)) < f(z). En
effet, si f : R — R est la fonction f(z) = e*, alors f-catg(R) = 1, pourtant
il n’existe pas zp € R et n : R x [0,1] — R continue telle que n(z,0) = z,
n(z,1) = zo et f(n(z,t)) < f(z), Vz € R.

Remarque 2.11. En général, I'énoncé (7) du Théoreme 1.6 est faux. En effet,
contrairement au cas de la catégorie classique, en général on ne peut pas trouver
un voisinage 4/ de B tel que f-caty(A) = f-catyx(B), méme si B est compact
et X de dimension finie. Par exemple, si f : R — R est la fonction définie par
f(z) = zsin(1/z), alors f-catg({0}) = 1 et f-catg(V) = oo pour tout voisinage
V de lorigine (voir Figure 2.2).

Proposition 2.12. Soit f : X — R et soient B C X. Si f-catx(B) < oo alors
il existe o > 0 tel que pour toute fonction g : X — R satisfaisant ||g — fllo < o,

on a que

f-catx(B) < g-catx(B).

De plus, si||f—gllo = B alorsnf(B, X) > n£ﬂ+E(B,X) etnf(B,X) > niz, (B, X)

pour tout € > 0.

DEMONSTRATION. Puisque f-caty(B) = ky < o0, il existe £ tel que pour tout
e <& nf(B,X) = k;. Fixons o < £/2. Soit g : X — R tel que || f(z) —g(z)|| < 0.
Supposons que g-caty(B) = k, < co. Il existe donc € tel que Ve < €, nd(B, X) =
kq. Soit € < min{é,é—20}. Soit Ay, ..., Ay, lerecouvrement relié an?(B, X). Pour

i=1,..., kg, il existe une déformation 7; : A; x [0,1] — X telle que g(n;(z,t)) <
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Fic. 2.3. Perturbation de f

g(z)+e. Donc, f(n:(z,t)) < g(ni(z,t))+o < g(z)+o+e < f(x)+20+¢€ < f(z)+E.
Puisque nf(B, X) = k¢, on a que k¢ < k. Le méme argument permet de déduire

que si || f — gllo = 3 alors ng(B, X) > n,,.(B, X). n

Il n’est pas possible de remplacer 'inégalité de la proposition précédente par
une ¢égalité pour obtenir f-caty(B) = g-catx(B). En effet, on peut toujours trou-
ver une fonction g aussi proche de f qu'on veut avec une catégorie aussi grande
qu'on veut. Il s’agit de perturber f par des oscillations de faibles amplitudes

comme le montre la Figure 2.3.

2.2. LA f-CATEGORIE TRONQUEE

On constate que la notion de f-catégorie est peu appropriée pour les fonction-
nelles non-bornées inférieurement. En effet, méme dans le cas le plus simple ol

f : R — Rn’est pas bornée inférieurement, on a f-catg(R) = oo (voir Figure 2.4).

Dans cette section, nous présentons une notion de f-catégorie alternative qui
sera plus pertinente pour I’étude des fonctionnelles qui ne sont pas bornées infé-
rieurement. Soulignons au passage qu’il s’agit d’une nouvelle notion qui n’a pas

d’équivalent dans le cas classique.
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Définition 2.13. Soit B C X et € > 0. Notons m{(B, X) le plus petit m €
N U {0} tel quil existe Ag, A1, ..., A, fermés vérifiant
(CT1) B C U, As
(CT2) pour i =1,...,m, A; est (f, )-contractile,
(CT3) il existe une déformation 7y : Ag x [0,1] — X telle que f(no(z,t)) <
f(z) +eet f(m(z,1)) < -1.

Si un tel m n’existe pas, nous écrirons mf(B, X) = co.

Définition 2.14. On définit la f-catégorie tronquée de B dans X par

f-catty(B) = supm{(B, X).
e>0
Remarque 2.15. Si f-cattx(B) < oo, puisque mf(B, X) € NU {0}, il existe £ tel
que Ve < & mf (B, X) = mi(B, X) = f-cattx(B).

Comme mentionné plus haut, 'intérét de cette catégorie alternative est de
pouvoir considérer des fonctionnelles qui ne sont pas bornées inférieurement. Pre-
nons par exemple f : R — R définie par f(z) = —z® + 1. On a alors que
f-catg(R) = 0o, mais f-catty(R) = 1. En effet, pour tout € < 1, on peut consi-
dérer A, = B(0,¢) et Ay = m Par contre, la fonction f : R — R définie par
f(z) = —2? + cos(nz?) nous donne f-catty(R) = +oo. Les deux fonctions sont

illustrées a la Figure 2.5.

Fig. 2.4. f-catg(R) = 00



26

(@) f(z) =—22+1, f-cattz(R) =1

10

(b) f(z) = —x?+cos(nz?), f-cattz(R) = +o0

F1c. 2.5. Exemples pour f-cattg(B)

Proposition 2.16. Soient X un espace métrique, A, BC X, e >0etf: X — R.
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) m{(f75,X)=0;
(2) st AC B, alorsm{(A,X) <m{(B,X);
(3) m{(AU B, X) <m{(A,X)+nf{(B,X);
(4) sinf{(B,X) < oo, alors m{(A\ B, X) >mf(A,X)—nl(B,X);
(5) sin: X x[0,1] = X est une déformation telle que f(n(z,t)) < f(z) pour
tout (z,t) € X x [0,1], alors m{(A, X) < mf(n(A4,1),X).

DEMONSTRATION. La partie (1) est claire. Pour (2), supposons que m{(B, X) =

k < oo. Il existe donc des fermés Ay, . . ., A, et des déformations satisfaisant (CT1),
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(CT2) et (CT3) de la Définition 2.13 pour B. En particulier, ils vérifient aussi les
conditions (CT1), (CT2) et (CT3) pour A. Dot m{(A, X) < k.

(3) Supposons que mf (A, X) = ky et nf (B, X) = kg, avec k4, kg < co. Il existe
donc des fermés Ay, ..., Ay, satisfaisant (CT1)-(CT3) de la Définition 2.13 pour
A ainsi que des fermés By, ..., By, satisfaisant (C1) et (C2) de la Définition 2.3
pour B. Ainsi, la famille de fermés constituée de tous ces fermés satisfait (CT1)-
(CT3) pour AUB. Dot m{(AUB, X) <ky+ kp.

(4) Puisque A C A\ BU B, en appliquant (3), on obtient le résultat.

(5) Supposons que mf(n(A,1),X) = k < oo. Il existe donc Ay,..., Ay satis-
faisant (CT1)—(CT3) de la Définition 2.13 et des déformations n;, i = 0,....,k
associées. Posons g(z) = n(z,1) et considérons les ensembles A; = g~!(4;),
i = 0,...,k Puisque g est continue, les ensembles A; sont fermés. De plus,

grace aux déformations 7(z,t) = n; * n(z,t), ces ensembles vérifient les condi-

tions (CT1)-(CT3) de la Définition 2.13 pour A. Donc, mf(A4, X) < k. |

On déduit directement de la proposition précédente les propriétés suivantes

sur la f-catégorie tronquée.

Théoreme 2.17. Soit X un espace métrique, A, B C X,e > 0 etsoit f : X — R.

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) st A C B, alors f-cattx(A) < f-cattx(B);
(2) f-cattx(AUB) < f-catty(A) + f-catx(B);
(3) si f-caty(B) < o0, alors f-catty(A\ B) < f-catty(A) — f-caty(B);

(4) sim: X x[0,1] — X est une déformation telle que f(n(z,t)) < f(z) pour
tout (z,t) € X x [0,1], alors f-catty(A) < f-catty(n(A,1)).

Voici un équivalent de la Proposition 2.12 pour la f-catégorie tronquée. Nous

avons ainsi une propriété de semi-robustesse pour cette catégorie également.

Proposition 2.18. Soit f : X — R et soit B C X. Si f-catty(B) < oo alors il

eziste 0 > 0 tel que pour toute fonction g : X — R satisfaisant ||g — fllo < o, on
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a que
f-catty(B) < g-catty(B).

De plus, si ||f — gllo = B alors pour tout € > 0, m4(B, X) > m£ﬂ+E(B,X) et
mg(B:X) 2 mgﬁ+s(BvX)'

DEMONSTRATION. Puisque f-catty(B) = kf < 00, il existe £ tel que pour tout
e <& mi(B,X) = k;. Fixons o0 < /2. Soit g : X — R tel que || f(z)—g(z)|| < 0.

Supposons que g-cattx(B) = k, < oo. Il existe donc £ tel que Ve < &, m4(B, X) =

ky. Soit € < min{é,& — 20, 242_5;_2}. Soit Ag, Ay, ..., Ak, le recouvrement relié &
mé(B,X). Pour i =0,..., kg, il existe une déformation n; : 4; x [0,1] — X telle
que g(n:(z,t)) < g(z) + €. Donc, f(ni(z,?)) < g(mi(z,t)) +0 < g(z) +0 +e <
f(z) + 20 +¢€ < f(z) + & De plus, pour z € Ay, f(no(z,1)) < g(no(z, 1)) + 0 <
o — % < —é. Puisque msf(B,X) = kg, on a que ky < ky;. Le méme argument

permet de déduire que si ||f — gllo = 0 alors nd(B, X) > n£ﬂ+E(B,X). [

2.3. LA f-CATEGORIE RELATIVE

Il serait intéressant d’étendre également la notion de catégorie relative a notre
contexte. Les idées introduites dans la Section 2.1 pourront servir & étendre les
notions de catégorie relative de Fournier et Willem [23] en tenant compte de la

fonctionnelle f.

Définition 2.19. Soient X un espace métrique, Y un fermé de X, B C X et
e > 0. Notons nf{(B, X,Y) le plus petit n € NU {0} tel qu'il existe Ao,..., A,

fermés vérifiant

(CR1) B C U, A,

(CR2) pouri=1,...,n, A; est (f, e)-contractile.

(CR3) il existe 7o : X x [0, 1] — X continue telle que
(CR3a) mo(x,0) = z pour tout z € X,

(CR3b) no(Y,t) C Y pour tout ¢ € [0, 1],
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(CR3c) mo(4o,1) C Y,

(CR3d) f(no(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x [0,1].

Remarque 2.20. De la méme fagcon qu’a la Remarque 2.4, si e; < &y, alors

ngl(B,X,Y) > ng;(B,X,Y).

Définition 2.21. On définit la f-catégorie de B relativement a Y dans X par
f-catyy(B) =supni (B, X,Y).
e>0

Remarque 2.22. Comme dans la Remarque 2.6, si f-caty,(B) < oo, puisque
nf(B,X,Y) € NU {0}, il existe & tel que Ve < &, on a que nf(B,X,Y) =
ng(B, X,Y) = f-caty(B). De plus, nous aurions pu obtenir un résultat du type
de la Proposition 2.12 si nous avions écrit la condition (CR3d) de la Définition 2.19
sous la forme de (Dc) de la Définition 2.1. Par contre, plusieurs résultats ultérieurs
seraient affaiblis. En particulier, les liens entre la f-catégorie et I’enlacement qui

sont, présentés a la Section 2.4 ne seraient plus vérifiés.

Proposition 2.23. Soient f : X - R et B,Y C X avec Y fermé. Alors, on a

que

caty v (B) < f-catyx y(B).

DEMONSTRATION. Puisque toutes les déformations sont autorisées pour la caté-

gorie relative classique, il est clair que pour tout £ > 0,
catyy(B) < n{(B, X,Y),
ce qui entraine la conclusion. [ ]

Dans 'exemple de la Figure 2.6, dans la partie (a), on trouve encore que
f-caty y(B) = 2 tandis que dans (b), on obtient que f-caty,(B) = 1. Remar-

quons que dans les deux cas, on trouve que f-caty, (B) > caty,(B).
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|

v =

(a) f-catx y(B) =2etcaty(B)=1

(b) f-caty v (R) = 1 et caty (R) =0

F1a. 2.6. Exemples pour la f-catégorie relative

La f-catégorie relative a des propriétés similaires & la catégorie relative clas-

sique. Pour réussir a les dégager, nous devrons cependant étudier auparavant les
propriétés de nf (B, X,Y).

Lemme 2.24. Soit f : X >R, e>0¢et A, B,Y C X avecY fermé. Nous avons

alors les propriétés suivantes :
(1) n{(A,X,Y) <nl(4,X);
(2) st AC B alorsnf(A,X,Y)<nf(B,X,Y);
(3) nf(AUB,X,Y) <nf(A X,Y)+nf(B,X);

(4) sinf(B,X) < o0, alors nf(A\ B,X,Y) >nf(A, X,Y)—nf(B,X);
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(5) sim: X x[0,1] — X est une déformation satisfaisant n(Y,t) C Y,
f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x [0, 1], alors

nl(A,X,Y) <nl(n(4,1),X,Y);

(6) s1(X',Y’) est une paire de sous-ensembles fermés de X telle que (X', Y") C
(X,Y) et qu’il existe une rétraction de (X,Y) vers (X', Y") (c’est-a-dire
une application v : X — X' telle que r(z) =z Vzx € X' etr(Y)=Y')
telle que f(r(z)) < f(z) alors nf(A, X,Y) > nl(A, X', Y') dés que
ACANX'.

DEMONSTRATION. (1). Supposons que nf(A4,X) = n < oo. Alors, il existe
Ay, ..., A, satisfaisant (C1l) et (C2) de la Définition 2.3. En prenant 4y = Y
et mo(z,t) = z pour tout t € [0, 1], on a que Ag, Ay, ..., A, satisfont (CR1)-(CR3)
de la Définition 2.19. D’ou nf (A, X,Y) < n.

(2). Supposons que nf (B, X,Y) =n < co. Les ensembles garantis par la Défini-
tion 2.19 sont aussi valables pour A.

(3). Supposons que nf(A,X,Y) = k et n{(B,X) = n avec n,k < co. Il existe
Ag, ..., Ay satisfaisant (CR1)-(CR3) pour A et By, ..., B, satisfaisant (C1) et
(C2) de la Définition 2.3 pour B. Les ensembles Ao, A1, ..., Ak, By, ..., B, véri-
fient la Définition 2.19 pour AU B.

(4) découle directement de (2) et (3).

(5). Posons B = n(A, 1) et supposons que n{(B, X,Y) = n < oo. Il existe donc
By, ..., B, et des déformations associées 7, satisfaisant (CR1)-(CR3). Posons
g(z) = n(z,1) et considérons les fermés A; := ¢g~!(B;). Puisque g(A) C B, on
a clairement que A C U?:o A;. De plus, considérons les déformations 7; définies

par 7;(z,t) := n; * n(z,t). Pour i = 1,...,n, puisque f(n(z,t)) < f(z) et que 7
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satisfait (CR2), on a que, pour = € A;,

f(7i(z, 1)) = f(n(z,2t)) pourte [0,1/2]
< f(2)
f(ﬁi(xa t)) = f('rh(n(m’ 1)1 2t — 1)) pour te [1/27 1]

< f(n(z, 1)) +e < fz) +e

Donc, Ay, ..., A, satisfont (CR2). Pour Ag, la déformation 7 satisfait de la méme
fagon que précédemment les hypotheses (CR3a), (CR3c) et (CR3d) de la Défi-
nition 2.19. Pour (CR3b), prenons y € Y. Alors, pour ¢t € [0,1/2], flo(y,t) =
n(y,2t) € Y par hypothése. D’un autre coté, pour ¢ € [1/2, 1], puisque n(y, 1) =
y €Y, no(y,t) = no(y,2t — 1) € Y, car 7o satisfait (CR3b). Nous avons donc
nf(A,X,Y)<n Dounf(4X,Y)<nl(B,X,Y)=nl(n(4,1),X,Y).

(6) Supposons que nf(A,X,Y) = n < oo. Il existe donc Ay,..., A, et des
déformations associées 7; satisfaisant (CR1)-(CR3). Posons A := A; N X'. Clai-
rement, A" C |J;_,Al. Ce recouvrement satisfait (CR1)-(CR3). En effet,pour
i =1,...,n, considérons 7;(z,t) := r(n;(z,t)) restreinte & A.. Puisque A, C X',
r(n(z,0)) = r(z) = z. De plus, comme r est & image dans X', #; l'est aussi.
Finalement, puisque f(r(z)) < f(z), on obtient que f(7:(z,t)) = f(r(ni(z,t))) <
f(ni(z,t)) < f(z) + €. Les conditions (CR1) et (CR2) de la Définition 2.19 sont
bien vérifiées. Pour Ay, la déformation 7 = 7oy est encore une fois & valeur dans
X' et puisque 19(Ap, 1) C Y, on a bien que 7jo(A4p, 1) C Y'. Soit z € Y. Puisque
Y'CY et no(x,t) €Y, onar(n(z,t)) €Y' Nous avons bien que 7(Y’,t) C Y’

comme requis. Nous pouvons donc conclure que nf(4’, X', Y’) < n. [ |

A partir du Lemme 2.24, on peut facilement dégager plusieurs propriétés de

la f-catégorie relative.

Théoréeme 2.25. Soit f : X - R et A,B,Y C X avec Y fermé. Nous avons

alors les propriétés suivantes :
(1) Caut'\'vy(A) S f‘catx'y(A) ;

(2) f-caty(A) < f-catx(A);
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(3) si A C B alors f-catyy(A) < f-catyy(B);

(4) f-catxy(AUB) < f-catyy(A) + f-catx(B);

(5) si f-caty(B) < 00, alors f-catyy(A\ B) > f-catyy(A) — f-caty(B);
(6) sim : X x[0,1] — X est une déformation satisfaisant n(Y,t) C Y,

f(n(x, t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x [0,1], alors
f‘catx,Y(A) < f“catx,y(n(A, 1));

(7) si(X',Y') est une paire de sous-ensembles fermés de X telle que (X',Y") C
(X,Y) et qu’il existe une rétraction de (X,Y) vers (X',Y') (c’est-a-dire
une application v : X — X' telle que r(z) =z Vz € X' et r(Y) =Y’)
telle que f(r(z)) < f(z) alors f-catxy(A) > f-caty y(A') dés que
ACANX'.

DEMONSTRATION. Le résultat découle directement des Remarques 2.6 et 2.22 et

du Lemme 2.24. |

Dans certains cas particuliers, lorsque deux espaces X, X' sont reliés par des

fonctions ¢, 1 telles que 1 o ¢ est homotope a l'identité sur X,

¢ v
X X' X,

il sera possible de mettre en rapport la f-catégorie relative d'un ensemble sur X
avec la f o 1-catégorie d’un ensemble associé sur X’. En particulier, le théoreme

suivant sera utile pour comparer f-catyy(A) avec f-catyy/(A) lorsque X' C X.

Théoreme 2.26. Soient X, X' deux espaces métriques, Y et Y' fermés respec-
tivement dans X et X', AC X et A/ C X' et soit f : X — R. Supposons qu’il
existe ¢ = (X, AY) - (XA, Y) ety : (X,A)Y') — (X,AY), des fonc-
tions continues telles qu’il existe une déformation n : X x [0,1] — X vérifiant

n(@,1) = ¥ 0 (), fn(z, ) < f(&), n(Y,t) C Y pour tout t € [0,1), alors

f’Catx,Y(A) <fo ¢‘Cat.v’,)”(A,)'
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DEMONSTRATION. Supposons que f o 1)-caty v (A’) = n < oo et soit £ tel que
nlV(A, X" Y)=n

pour tout € < & On a donc l'existence de Ajp,...,A! et 7 les déformations
associées vérifiant les conditions de la Définition 2.19.

Posons A; := ¢~ '(A}),i = 0,...,n. Clairement, A C |JI_, A et A; est fermé
pour i = 0,...,n. Nous allons montrer que ce recouvrement satisfait (CR2)

et (CR3). Pour i =0, ...,n, définissons n; par

o
A
IA

B =

n(z, 2t) t
Y(ni(p(x),2t 1)) <t

Puisque n(z, 1) = 9 o ¢(x), m; est bien une déformation continue. Pour y € Y et

771'(55»75) =

VAN
—

t € [0,1/2], on a que no(y,t) = n(y,2t) € Y par hypothése. Pour ¢t € [1/2,1],
no(#(y), 2t — 1) € Y puisque ¢(y) € Y' et nj satisfait (CR3) pour (X', A", Y").
On peut donc déduire que 19(y, t) = ¥(nh(P(y), 2t —1)) € Y. De plus, 1o(Ao, 1) C
Y. Bn effet, mo(Ao, 1) = B(rb(6(67(45)), 1)) C w(m(4h, 1) € w(¥") C V.
Finalement, pour z € X et t € [1/2,1],
fno(z,t)) = f o b(no(e(z), 1))
< foy(¢(z))
= f(n(z,1))
< f(=).
Le cas t € [0,1/2] est évident. La condition (CR3) est donc vérifiée. Pour i =
L. m, mi(A; 1) = ¥(ni(e(A:), 1)) € $(ni(A;; 1)) = ¢(z}) = = De plus, de la
méme fagon que pour 79, pour t € [1/2,1] et pour = € A;,
f(ni(z,t)) = f o b(ni(¢(z),1))
< foy(d(z)) +e
= f(n(x’ 1)) t+e

< f(z) +e.
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Encore une fois, le cas ¢t € [0, 1/2] est clair. La condition (CR2) est donc vérifiée.
En combinant tout cela, nous obtenons que nf(A, X,Y) < n pour tout € < &.

Donc, f-catyxy(A4) < n. [ |

En fait, I’égalité peut étre obtenue si (X', Y”) est un rétracte de déformation de
(X,Y) approprié pour la fonctionnelle f comme le montre la proposition suivante

qui découle directement du théoreme précédent et du Théoreme 2.25 (7).

Proposition 2.27. Soit des fermés Y, X', Y’ de X tels que (X', Y’) C (X,Y).
Supposons que (X', Y") est un rétracte de déformation de (X,Y) compatible avec

f c’est-a-dire qu’il existe une déformation n: X x [0,1] — X telle que
(n(X,1),n(Y;1)) = (X", Y"),
n(z,t) = = pour tout x € X' et f(n(z,t)) < f(x), alors
f-catyy(A) = f-caty v (AN X")

pour tout A C X tel que n(A,1) C A.

La prochaine proposition permet de relier les f-catégories relatives relative-
ment & Y et Y’ lorsque Y’ C Y. Pour que ce soit possible, ’ensemble Y devra étre
fermé sous les déformations qui satisfont la condition (CR3) de la Définition 2.19.

En particulier, ce sera le cas lorsque Y = f°.

Proposition 2.28. Soit f : X — R et soit Y' CY tels que pour toute déforma-
tionn : X x[0,1] — X satisfaisant f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x[0,1],
on an(Y,t) CY alors

f-catyy(B) < f-caty v (B).

DEMONSTRATION. Supposons que f-caty /(B) = k < oo. Il existe donc & > 0 tel
que Ve < &, nf(B, X,Y’) = k. Soit Ao, Ay,...,Ax et no,. .., M, les déformations

associées vérifiant la Définition 2.19.
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En particulier, on a que 179(A4o,1) €Y' C Y et no(Y,t) C Y par hypothese.
Donc Ay satisfait (CR3) de la Définition 2.19 pour Y. D’ott nf(B, X,Y) < k et

ce, pour tout € < & Donc f-caty,(B) < k. [ |

2.4. LIENS ENTRE L'ENLACEMENT ET LA f-CATEGORIE

Dans cette section, nous allons établir quelques liens entre la f-catégorie et
la présence d’une situation d’enlacement telle que présentée a la Section 1.4. Par

convention, nous dirons que inf ) = 400, sup @ = —oo et dist(0, Q) = oo.

Proposition 2.29. Supposons que (B, A) enlace (Q,0) via Nf(A) et supposons
qu’il existe a € R tel que sup f(A) < a < inf f(Q). Alors f-caty ;a(B) > 1 et
f-caty 1(B) > 1.

DEMONSTRATION. Supposons que f-caty,«(B) = 0. Soit € > 0 tel que @ C

X\ fo*¢. Puisque f-catx ;«(B) = 0, il existe une déformation 7 : X x[0,1] — X

telle que 7(B, 1) C f2, n(f*,¢) C f* et f(n(z,1) < f(z), ¥(z,) € X x [0,1]
Considérons la fonction d’Urysohn

M) = 0 ze€fe

1 z€X)\ forel2,

et introduisons une nouvelle déformation 7(z,t) = n(z, tA(x)). Puisque 7(z,t) =

n(z,0) = = pour tout = € f et que f(7(z,1)) = f(n(z,tA(z))) < f(z), on a que
i) € N¢(A). De plus, 7#(B,1) N Q = 0. En effet, pour z € B, on a que

n(z,1) € f° pour z € X \ fote/2,

n(z, Mz)) € fo+/2 pour x € fo+/2 car f(n(z,t)) < f(z).

ﬁ(x’ 1) =

Or Q N fot¢/2 = (. D’on (B, A) n’enlace pas (@, ?). Contradiction.
Finalement, il découle de la Proposition 2.28 que f-caty 4(B) > f-caty «(B).
[ |
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Proposition 2.30. Soit A fermé dans X et supposons que (B, A) enlace (Q, )
via Nj(A) avec

sup f(A) = inf f(Q) et dist(A,Q) > 0.

Dans ces conditions, on a que f-caty 1(B) > 1.

DEMONSTRATION. Si on suppose le contraire, il existe une déformation
n:X x[0,1] - X

telle que n(B,1) C A, n(A,t) C AVt € [0,1] et f(n(z,t)) < f(x).
Pour chaque t € [0, 1], posons U; = n~1(Q, t). Considérons

U= U U,.

tef0,1]

On a que ANU = . En effet, pour Z € U, il existe une suite (z,) avec z, € U,
pour un t, € [0,1] telle que x, — Z. La suite (¢,) possede une sous-suite (t,, )
qui converge vers t. On a donc, en passant & la sous-suite, que (Zn,,tn, ) — (Z,1).
Puisque 7 est continue, on a que 7(Z,,, tn,) — 7(Z,%). Par construction, on sait
que 7(Zn,,tn,) € Q pour tout k. On obtient donc que 7(Z,f) € Q. D’un autre
coté, si T € A, on sait que 1(Z,t) € A pour tout t. En particulier, n(z,t) € A.
Puisque que dist(4, @) > 0, on a que AN Q = §. Contradiction.

Considérons la fonction d’Urysohn

0 ze€A,
$(z) =
1 zelU
Posons 7j(z,t) = n(z, #(x)t). Clairement, f(7(z,t)) < f(z). De plus, pour tout
z € At €10,1], 7(z,t) = n(z,0) = z. Donc, 77 € N;(A). Donc, il existe z € B tel
que 7(z,1) € Q. Mais, si 7(z,1) = n(z, ¢(z)) € Q, alors, par construction de U,
z € U et donc ¢(z) = 1. D’ou 7j(z, 1) = n(z,1) € A. Contradiction. [ |

Remarque 2.31. En fait, dans les deux propositions précédentes, si on a que (B, A)

enlace (@, @), on obtient que caty ,(B) > 1. Par contre, cette conclusion n’est pas
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possible avec 'enlacement via N;(A). Par exemple, considérons la Figure 2.7. On
a clairement que (B, A) enlace (Q,0) via Nf(A). On a bien que f-catx 4(B) = 1,

mais catx 4(B) = 0.

Théoréme 2.32. Soit A un fermé de X. Supposons que (B, A) enlace (Q, P)

avec

sup f(A) < inf f(Q)

et dist(A, Q) > 0 si inf(Q) = sup f(A). Supposons de plus que f(z) < f(y) Vz €
B,Vy € P. Dans ces conditions, on a que f-catx (B) > 1.

DEMONSTRATION. Puisque f(z) < f(y) Va € B,Vy € P, si 7 € N§(A) on a que
n(B,1) N P = . Donc, par I'enlacement, on a que n(B,1) N Q # 0, c’est-a-dire
(B, A) enlace (Q,0) via N¢(A). On a donc la conclusion par les Propositions 2.29
et 2.30. [ ]

Remarque 2.33. Comme mentionné dans la Remarque 2.31, le Théoréme 2.32
n’est pas vrai pour la catégorie de Lusternik-Schnirelman classique. Par exemple,
dans le cas de la Figure 2.8, toutes les hypothéses du Théoréme 2.32 sont vérifiées

et donc f-catyx ,(B) > 1. En fait, f-caty 1(B) = 1 alors que caty 4(B) = 0.

F1G. 2.7. Exemple d’enlacement via N;(A)
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D’autres informations sur la f-catégorie pourront étre obtenues lorsque nous
aurons la présence d’un enlacement du type « (B, A) enlace (@, P) » comme le

montre le théoréme suivant.

Théoréme 2.34. Soient A C B, deuz fermés. Supposons que (B, A) enlace
(Q, P) via N¢(A), que sup f(A) < inf f(Q) avec dist(A, Q) > 0 si inf f(Q) =
sup f(A) alors f-catx p4(B) > 1.

DEMONSTRATION. Si on suppose le contraire, il existe une déformation
n: X\Px|[0,1] - X\P

telle que n(A,t) C A et f(n(z,t)) < f(z) satisfaisant n(B,1) C A. En suivant
les mémes étapes que dans la preuve des Propositions 2.29 et 2.30, on obtient
I'existence d'une déformation 7 : X \ P x [0,1] — X \ P avec 7} € Nj(A). Puisque
7 est a image dans X \ P, on trouve qu'il existe z € B tel que 7j(z,1) € Q. Mais

par la construction de 7, on a également que 7(z,1) € A. Contradiction. [

Inversement, a partir de la f-catégorie, des enlacements peuvent étre décelés.

Fi1G. 2.8. Exemple d’enlacement de type (B, A) enlace (@, P)
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Proposition 2.35. Soit A C B, deuz fermés. Supposons que f-caty o(B) >
f-caty (X \ Q). Alors (B, A) enlace (Q, ) via Np(A).

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe une déformation 7 : X x [0,1] — X
qui fixe A, telle que n(B,1) N Q = 0 et que f(n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) €
B x [0,1]. On a donc n(B,1) C X \ Q. Grace au Théoréeme 2.25, on obtient

f-catx a(B) < f-catxa(n(B,1)) < f-catx A (X \Q),

ce qui termine la preuve. |

Théoréme 2.36. Supposons que f-caty,p o(B) > f-catx\p (X \Q) alors (B, A)
enlace (Q, P) via N3(A).

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe une déformationn : X x [0,1] — X \ P
qui fixe A, telle que n(B,1)NQ = 0 et que f(n(z,t)) < f(z). Grace au Théo-

reme 2.25, on trouve que

f-catx\pa(B) < f-catypa(n(B,1)) < f-catx\pa(X \ Q)

ce qui termine la preuve. [ |

Pour le prochain théoréme, nous allons nous placer dans une situation d’en-
lacement particuliere. Pour un espace de Banach X = X; @ X, et une variété

compacte V', nous allons considérer les ensembles

By ={z e Xi||z| £ Ri},
S1={z € X1 | ||z|| = R},
By = {z € X3 | ||z|]| £ Rs},

Sy ={z € Xo| [|z]| = R2}.
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.I X1><V

Fi1Gc. 2.9. Enlacement du Théoréme 2.37

et supposer que

sup f(S1 x V) <a <inf f(By x V) <sup f(B; x V) < inf f(Sy x V).

Théoréme 2.37. Soit X = X;®X,, un espace de Banach avec 0 < dim X; < 0o
et V une variété riemannienne compacte. Soit f : X xV — R continue. Supposons

que

sup f(S1 x V) <a <inf f(By x V) <sup f(B; x V) < b < inf f(Sy x V)

alors

f—CGrtxx\,-‘_fa(Bl X V) Z cat(x\s2)xv_fa(B1 X V)
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DEMONSTRATION. Supposons que f-catx,y <(B; X V) = k < 0o, alors il existe
£ tel que pour tout € < &, nf(B; xV,X xV,f%) = k. Soit ¢ < & 1l existe
Ag, Ay, ..., Ay fermés donnés par la Définition 2.19 tels que Uf=0 A, =B xV
avec Ay, ..., Ar qui sont (f, €)-contractiles et il existe ng : (X xV)x[0,1] = X xV
continue telle que no((z,v),0) = z pour tout (z,v), f(no((z,v),t)) < f(z,v) et
Mo(Ao, 1) € f*. Soit § > 0. Notons BS = {(z,v) € Xo x V| ||z]| < R, — 6}.

Pouri=1,...,k, A; est contractile dans (X; & B3) x V. En effet, considérons
m 0 A X [0,1] = X x V telle que f(n:((z,v),t)) < fz,v) + ¢ et pi((z,v),1) =
(Z,0) = (Z1 + I, D).

Posons 7; : A; x [0,1] = X x V définie par

ﬁi((mv ’U),t) = ("71‘,1((1”, ’U),t) + PBg(ni,Z((xa 'U)it)))ni,V((x’ 'U),t))

ou n; = (N1 -+ Mi2,Miyv) avec mi; & valeur dans X; et m;y a valeur dans V et
Pgs : Xy — B} est la projection canonique. La déformation ); est continue et
1i((z,v),1) = (Z1 + Pps(Z2), ).

D’autre part, puisque pour tout (z,v,t) € Ap x V x [0, 1],

f(mo(z,v,t)) < f(z,v) < sup f(B1 x V) <inf f(S, x V),

on trouve que 7(Ap x [0,1]) N (Sz x V) = 0. Donc, 1o : Ap X [0,1] — (X\S2) x V
et mo(Ao, 1) C f. D’otr cat(x\s,)xv,f«(B1 x V) < k. [ |

Conjecture 2.38. Soit X = XX, un espace de Banach avec 0 < dim X; < oo
et V une variété riemannienne compacte. Soit f : X XV — R continue. Supposons

que
sup f(S1 x V) <a <inf f(By x V) < sup f(B; x V) < b < inf f(Sy x V)

alors

f‘CatXvaa(Bl X V) Z catlev'slxv(Bl X V). (21)

DISCUSSION SUR LA CONJECTURE : Supposons que f-catyyy je(B; X V) =k <
00, alors il existe £ tel que pour tout € < &, nf(B; x V, X x V, f*) = k. Soit £ < &.

Il existe Ao, Aj, ..., Ay fermés donnés par la Définition 2.19 tels que Uf:o A; =
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By xV avec Ay, ..., Ay qui sont (f, £)-contractiles et il existe np : (X xV)x[0,1] —
X xV continue telle que no((z,v),0) = x pour tout (z,v), f(no((z,v),t)) < f(z,v)
et mo(Ag, 1) C f°.

Dans la preuve du théoreme précédent, on a vu que pour 7 = 1,...,k, il
existe des déformations #%; : A; x [0,1] — X; @ B x V. Puisque B; x V est
un rétracte de déformation de X; & B§ x V, il existe 7; : A; x [0,1] — B; x
V' qui satisfont la Définition 1.8. Pour conclure, il faudrait montrer qu’il existe
flo : Ao X [0,1] — B; x V qui satisfait également la Définition 1.8. Dans le cas
particulier ot V' = {vp}, la théorie du degré implique qu'’il existe un continuum
C C {(z,t) € B1x[0,1] | no1(z,vo,t) = 0} tel que CNBy x{0} # et CNBy x {1} #
0. Si (z,1) € C, on a que 19.1(Z, v, 1) = 0 et donc no(z,v0,1) € Xy x V. De plus,
par choix de 7o, on sait que no(z,vg, 1) € f¢. Puisque f* N ({0} & By) x V = 0,
on a nécessairement que ||no2(z, vo, 1)|| > Rp. Puisque C est connexe et que 7o
est continue, on a que {||no2(,vo,t)|| € [0,00) | (z,t) € C} est connexe. Par
conséquent, il existe (Z,t) € C tel que ||no2(Z,vo,t)|| = Re. D’olt 192(ZF,v0,t) €
Syx V. Or, no(Ao, [0,1])NSaxV = B. Donc (Z,v9) & Ap. Puisque S; est un rétracte
de déformation de B;\{Z}, il existe une autre déformation 7jp : AgX[0,1] — By xV
telle que 7o(z, vg, 1) € Sy x V pour tout z € B;. On obtient donc la conclusion.

Si V n’est pas un singleton, par le méme argument, pour chaque v € V, il
existe z, € B tel que (z,,v) € Ap. Cependant, rien n’indique a priori que la
fonction qui a v associe z, aie de belles propriétés nous permettant de conclure

qu’on peut rétracter B; x V sur S; x V.



Chapitre 3

f-CATEGORIES ET POINTS CRITIQUES

Dans ce chapitre, nous présenterons les résultats liant les notions de f-catégorie
et de f-catégorie relative au nombre de points critiques des fonctionnelles. Entre
autres, nous voudrons que le nombre de points critiques de f soit borné inférieu-
rement par la f-catégorie.

Essentiellement, il s’agira de trouver des valeurs critiques obtenues par un
argument de type min-max sur des classes d’ensembles appropriées.

Soit (X,d) un espace métrique. Dans toute la suite, nous considérons une
fonctionnelle continue f : X — R et un sous-ensemble K C X tel que KN f~1(B)
est compact pour tout B compact de R. Nous appellerons K [’ensemble des points
critiques de f. Nous dirons que ¢ € R est une valeur critique s’il existe z €
K tel que f(x) = c. Nous noterons K. = K.(f) = {z € K(f) | f(z) = c}.
Par convention, nous dirons que l'infimum pris sur un ensemble vide est +o0,

sup f(@) = —oo, inf f(#) = +oo.

3.1. CONTRACTILITE LOCALE ET PROPRIETES DE DEFORMATIONS

Nous devrons supposer que les espaces rencontrés satisfont la condition de
contractilité suivante, présentée entre autres par Borsuk [5], pour trouver des

résultats de points critiques.

Définition 3.1. Nous dirons que X est localement contractile si pour tout = €

X et pour tout voisinage ¥, de z, il existe T et un voisinage ¥’ C ¥, qui
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est contractile dans ¥, vers Z, c’est-a-dire il existe une déformation continue

ke V' x [0,1] = ¥ telle que k. (y,0) =y et k. (y,1) = T pour tout y € ¥,

Evidemment, les espaces de Banach et les variétés riemanniennes connexes
sont localement contractiles. Essentiellement, nous nous servirons de cette condi-

tion pour appliquer le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit X, un espace métrique localement contractile et soit f : X — R,
une fonction continue. Alors pour tout € > 0 et pour tout x € X, 1l existe un voi-

sinage ¥ de x qui est (f, €)-contractile.

DEMONSTRATION. Soit £ € X et € > 0. Puisque f est continue, il existe un
voisinage ¥, tel que f(%;) C B./2(f(z)). Puisque X est localement contractile,
il existe Z et un voisinage ¥ C ¥, et une déformation 7 : ¥ x [0,1] — ¥; telle
que 7n(y, 1) = Z. Puisque pour tout (y,t) € ¥ x [0, 1], n(y, t) € ¥, on trouve que
fn(y,t)) < fz) +e/2< fy) +e. u

Introduisons maintenant des propriétés de déformations abstraites. Pour plus

de détails ou d’autres type de déformations, le lecteur pourra consulter [15].

Définition 3.3. Soit c€ R et f: X — R. Nous dirons que f satisfait 2(X, K,)
si pour tout &, p > 0 et pour tout voisinage ¥ de K., il existe € € (0,€) et une

déformation n: X x [0,1] — X telle que
(1) n(z,t) = z pour tout (z,t) € X x {0} U f¢ x [0, 1],
(2) f(n(z,t)) < f(z,t) pour tout (z,t) € X x [0,1],
(3) d(n(z,t),z) < p,

(4) n(f =\, 1) € f=

Cette propriété permet d’obtenir une propriété de déformation sur un inter-

valle non critique.
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Proposition 3.4. Soient f : X - R, €>0,a € R, b € RU {0} avec a < b.
Supposons que pour tout ¢ € [a,b], K. = 0 et que f satisfait D(X, K.). Alors il
existe une déformation n: X x [0,1] — X telle que
(1) n(f%,1) C f*;

2) n(f*,t) C f* pour tout t € [0,1];

(2) n(

(3) n(z,t) = x pour tout (z,t) € f*~ ¢ x [0,1];
(4) f(

(5)

5) sib < oo, il existe p > 0 tel que d(n(z,t),z) < p pour tout z,t € X %[0, 1].

n(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x [0,1];

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que b < 0o. Soit ¢ € [a, b]. Puisque f
satisfait 2(X, K.), il existe . < €et n. : X x[0,1] — X tel que f(n.(z,t)) < f(z),
ne(fetee,1) C fe%. De plus, on a que 7n.(z,t) = z pour tout = € ¢ — £. Puisque
[a, b] est compact, {(c—e&., ct+ec)}, c[ap) POSSEde un sous-recouvrement fini de [a, b].
Donc, il existe ¢; < ¢3 < ... < ¢, et €; = €, tels que [a,b] C Ui, (c; — &5, ¢ +€1).
Notons également 7; la déformation correspondant a ¢;. Donc, on a que ¢1—¢; < a,
c; — & < c¢j_1+€j-1 et b < ¢, +€,. Considérons n = n; * ng * ... *x n,. Puisque
forims+r C fo9te et que n;(f97,1) C f&™°, on obtient que n;(f&+ %+ 1) C
fe~&. Do n(f%, 1) C f°. Finalement, puisque f(m:(z,t)) < f(z) pour chaque i,
il est clair que f(n(z,t)) < f(x) et que n(f*,t) C f°. De plus,
o {dln(e, ), 2)) < ; sup{d(m(z, ), z)}

qu’on peut choisir fini.

Si b = oo, il existe une suite by, strictement croissante telle que b; = a et
limj,_, by, = o0. Pour chaque h, appelons 7;, : X x [0,1] — X la déformation
obtenue en appliquant la premiére partie pour ¢ = b, et b = bp,;. Construi-
sons récursivement la déformation 7, : X — X définie par m (z,t) = nj(z,t) et
Mh(z,t) = na—1(n,(z, t), t). Nous allons montrer par induction que n,(z, t) satisfait

les propriétés suivantes pour h > 2 :
(1,) n/l(a:!O) =T,

(27) flm(z,)) < f(a),



(3) si f(z) < bn— &, mu(z.t) = na1(z, 1),

(47) ma(fo+1,1) C f2

Pour h = 2, on a que 72(z,0) = m(ns(z,0),0) = 71(z,0) = z. Ensuite,
f(na(z, 1)) = f(m(ny(z,1),1)) < f(na(s,t)) < f(z). Stz € f7F, alors my(z, t) =
m(my(z,t)) = m(z,t). Finalement, pour z € f%, puisque nj(z,1) € f* et que
m(f®,1) C f°, on obtient que ma(z,1) = ny(nh(z,1),1) € f°. Par un raisonne-
ment analogue, on montre que si les propriétés sont vérifiées pour h — 1, elles le
sont également pour h.

Définissons

n(z,t) = lim n(z,1).

Gréce a (3’), n est bien définie. De plus, elle est continue puisque les 7 le sont
et que pour tout u € X, il existe V,, un voisinage de u sur lequel f est bornée.
Par (3’), il existe h tel que pour tout & > h, n3(z,t) = nu(z,t) = n(z, t) pour tout
(z,t) € Vo x [0,1]. En utilisant les propriétés démontrées plus haut, on a que 7 a

les propriétés souhaitées. [ |

3.2. LE CAS DE LA f-CATEGORIE

Dans cette section, nous allons montrer que la f-catégorie permet de borner
inférieurement le nombre de points critiques de la fonctionnelle f.

Pour 7 € N, posons
I ={U C X|f-caty(U) > i}

et

¢ = jof sup f(U).

Remarquons que par notre convention, ¢; = 0o si 2 > f-caty(X).

Lemme 3.5. Supposons que X est localement contractile et quec = cpy1 = ... =
Ck+m € R, que f vérifie D(X, K.) et que c n’est pas un point d’accumulation des

valeurs critiques de f, alors card K, > m.
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DEMONSTRATION. Supposons le contraire, c’est-d-dire card K, = p avec p <
m. Puisque ¢ n’est pas un point d’accumulation de K, il existe £ > 0 tel que
[c—&,c+¢€]\ {c} ne contient pas de valeur critique. L’ensemble f*¢ € 'y ,,,. En
effet, il existe au moins un U € Ty, tel que f(U) < ¢+ & et par la propriété
d’inclusion, on a automatiquement que f-caty(f¢*¢) > f-catx(U) > k+m. Donc,
il existe un certain £ tel que pour tout & < &, on a que ng,( fere X)) > k+m.
Puisque f est continue et que X est localement contractile, par le Lemme 3.2, pour
chaque y € K. il existe un voisinage ¥, de y qui est (f, €)-contractile. Considérons
V = U,ck. ¥y Puisque f vérifie (X, K.), il existe e < et 7: X x [0,1] » X

tels que
n(fre\V,1) C fo*

et f(n(z,t)) < flz) Vz,Vi. On a que f-caty(n(fer¢\ V,1)) > k + 1. En effet,
si f-caty(n(fetc\ V,1)) = j < k, il existe € tel que pour tout ¢ < &, on a
que ni,(n( fete\ V,1),X) = j. En particulier, on peut prendre & < &. On peut
donc trouver Ay, ..., A; tels que n(f*\ V,1) C \J_, A;. Posons n,(z) = n(z, 1).
Considérons les ensembles B; = 0y ' (A;) pouri = 1,...,j. L’ensemble f+¢\V est
clairement recouvert par la famille {Bi}le. De plus, puisque pour s =1,...,7, il
existe une déformation 7, avec 75(A;s,1) = z5 et f(ns(z,t)) < f(z) + €, on peut
déformer B, dans un point en prenant comme déformation 7j(z,t) = n, * n(z, t).
Cette déformation est telle que f(7(z,t)) < f(x)+€ pour tout z € B,. Finalement,
rappelons que pour chaque y € K., le voisinage ¥, est (f, €)-contractile. Il existe
donc une déformation k, : ¥, x [0,1] — X telle que f(ky(z,t)) < f(z) + € pour
tout (z,t) € 7, x [0,1] et ky(z,1) = 7.

On a donc que

(s

forme un recouvrement de f*¢ que nous noterons {Oi

s=1,...,j}U{%’y€Kc}

1=1,... ,j+p} puisque
card K. = p. Finalement, par la Proposition 3.4, puisque [¢ + €, ¢+ &] ne contient

pas de valeurs critiques, il existe une déformation 7 telle que 7(f¢*¢,1) C fete

et f(7(z,t)) < f(z). Posons My (z) = Ai(z,1) et U; = A7H0;),5 = 1,...,5 + p.
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Par construction, f¢*¢ C Uf:f U;. De plus, nous avons trouvé que n! (f<+, X) <
Jj +p < k+ m. Contradiction.
Finalement, puisque n(f“**\ V,1) C f°¢, on obtient f-caty(f°¢) > k+ 1.

Nous obtenons f¢~¢ € I'y4; et donc

c= inf sup f(U) <sup f(f*°)<c—-e.

U€lk41

Contradiction.

Théoréme 3.6. Si f vérifie (X, K.) pour tout ¢ € R et est bornée inférieure-

ment, alors f a au moins f-catx(X) points critiques.

DEMONSTRATION. Supposons que le nombre de points critiques est fini. Dans le
cas contraire, la conclusion est vérifiée. Il existe donc b € R tel que K C f°. Par
la Proposition 3.4 et le Théoréme 2.25, on a que f-caty(X) = f-caty(f°). D'ou
ci < bpour i < f-caty(X).

Ensuite, on a que ¢; € R puisque f est bornée inférieurement. Si ¢; € R
alors K. # 0. En effet, si ¢; n’est pas une valeur critique de f alors, puisque
K N f~}(B) est compact pour tout B compact de R, il existe a < ¢; < & tel que
[a, @] ne contient pas de valeur critique.

Soit V € I'; N f*. La Proposition 3.4 implique qu'’il existe n: X x [0,1] — X
telle que

f(n(f41) <a.

De plus, par le Théoreme 2.9, on a que n(V, 1) € I';. Nous avons donc
¢ <sup f(n(V,1)) <a <

ce qui est contradictoire. La conclusion découle du Lemme 3.5. |
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3.3. LE CAS DE LA f-CATEGORIE TRONQUEE

La catégorie tronquée nous permettra d’obtenir un résultat analogue au Théo-
reme 3.6, mais pour des fonctionnelles qui ne sont pas bornées inférieurement.
Mentionnons qu’il n’existe pas de version classique de ce résultat dans la littéra-

ture.

Théoréeme 3.7. Soit f € C(X,R). Supposons que f satisfait D(X, K.) pour tout
c € R. Alors
f-catty(X) < card K.

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que card K < oo.
Si K = 0, la Proposition 3.4 implique que m/ (X, X) = 0 pour tout € > 0 et donc
f-cattx(X) = 0.

Supposons que les valeurs critiques sont {ci,...,cc} avec ¢; < ¢;y1 . 1l existe
€ > 0 tel que ¢;41 — & > ¢; + €. Soit d tel que —% < ¢; — €. Supposons que
Ke, = {y{,...,ym,}- Pour ¢ = 1,...,my, considérons V!, un voisinage de y}
f,0)-contractile. Posons Vi = |Ji2, V;!. Puisque f satisfait 2(X, K.) pour tout
¢, il existe € < € et une déformation 7, : X x[0,1] — X telle que f(m(z,t)) < f(z)
et m(fr\ V4,1) C f1¢. Puisque [¢; + €,¢1 + €] et —%, ¢1 — €] ne contiennent
pas de valeurs critiques, par les Propositions 2.16 et 3.4, puisque V; est composé

de m; voisinages (f, §)-contractiles, on obtient que
mf (£, X) < mf (£, X) +nf(V1, X)
<ml (£, X) +my < md(FY%, X) +my = card K.

Le méme argument et la Proposition 3.4 impliquent que pour V5 défini simi-

lairement a Vi,

mi(frE, X) < mi(FE\ Vo, X) + nd (Va, X)

AN

mi (¢, X) + card Ky < ml(f9%%, X) + card K,

< card K, + card K.



On procede de cette fagon pour s = 1,. ..,k pour obtenir que
ml(f*¢, X) < card K., + ... + card K.,.

Finalement, puisque f satisfait 2(X, K.) et que [cx + &, 00) ne contient pas
de valeurs critiques, la Proposition 3.4, implique que mg (X,X) < mg (fee*e, X)),
et ce, pour tout d assez petit. Par conséquent, f-catty(X) < card K. |

3.4. LE CAS DE LA f-CATEGORIE RELATIVE

A Timage de la Section 3.2, nous allons garantir ’existence de points critiques
a ’aide d’'un procédé mini-max sur une classe d’ensembles bien choisie. Le fait
d’utiliser la f-catégorie relative nous permettra de circonscrire les valeurs critiques

dans un intervalle.

Théoreme 3.8. Soit f € C(X,R). Supposons qu’il existe a,b et B C X avec
B C f et f-caty«(B) = k < co. Si f satisfait D(X, K,.) pour tout ¢ € [a,b]

alors f posséde au moins k points critiques dans f~([a, b]).

DEMONSTRATION. Posons Z = {j € N | j < k}. Pour j € Z, posons

[y ={AC X|f-caty +(A) > j}
et

cj = Aiglf] sup f(A).

Puisque f-caty ;«(f*) = 0, on a que f-caty ;«(A) > 1 entraine nécessairement
que sup f(A) > a. De plus, puisque B € I'; pour j € T et que B C f°, on a que
a < ¢; < b pour tout j.

On peut supposer que f~![a,b] contient un nombre fini de points critiques.
Dans le cas contraire, la conclusion est déja vérifiée.

Sic =...=c¢, = a, alors card(K,) > p. Sinon, supposons que card K, < p.

Soit £ > 0 tel que [a, a + €] ne contient que a comme valeur critique. Soit U € T,

tel que sup f(U) < a+¢. Il existe € > 0 tel que pour tout € < &, n/ (U, X, f¢) > p.
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Puisque f est continue et que X est localement contractile, pour chaque y € K, il

yE€Ka %
Puisque f satisfait 2(X, K.,), il existe &’ < € et une déformationn : X x[0,1] — X
telle que n(f(z,t)) < f(z) et n(f*+'\V,1) C fo Nous avons donc que 7(f*,t) C
f® et donc n;f(f““',X, f¢) < card K,. Puisque [a + €', a + €] ne contient pas de

existe un voisinage ¥, de y qui est (f, €)-contractile vers y. Posons V = |

valeurs critiques et U C f%*¢ par la Proposition 3.4, on a
nﬁf(U,X,f“) < nﬁ(f““',X,f“) <card K, < p.

Contradiction.

Supposons maintenant que ¢ = ¢jq41 = ... = ¢j4, > a. Si ¢ < b, puisque le
nombre de valeurs critiques est fini, il existe £ > 0 tel que [c — &,c+ €] \ {c} ne
contient pas de valeurs critiques. Remarquons que f°t* € I';;,. En particulier,
f-caty ja(f¥) > j + p. Il existe alors €' < £ tel que n/,(f*%, X) = a > j +p.
Puisque f est continue et que X est localement contractile, un argument similaire

au cas précédent nous assure qu’il existe £ < €’ tel que

nl,(F5, X, f°°) < card K... (3.1)

E,

Puisque c—€ < ¢, f-caty ;«(f°) = r < j. Il existe donc ” < ¢’ tel que pour

tout € < &’ ng(fC‘E,X, f*) =r<jetdonc
nl, (5, X, £%) < 5. (3.2)

En combinant les équations (3.1) et (3.2), on trouve que nl,(ft¢, X, f°) <
j + card K. D’ou card K. > p.

Si ¢j41 = b, puisque f-caty(B) = k et B C f*, pour tout p € N tel que
p < k—j,onaenfait c = cjy1 = ... = ¢j1p. Comme précédemment, on peut
remarquer que f° € [';,,. Puisque f-caty ,«(f%) = k > j + p, il existe ¢ tel
que pour tout € < €, nf(f% X, f*) > j + p. Par continuité et puisque I’espace
est localement contractile, le méme argument implique que ng,( fo.X, f9)<i+
card K. D’ol card K, > p. En combinant les trois cas précédents, on déduit que

card K > f-caty ;o(B). [
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Proposition 3.9. Soita < b & R. Soit f: X — R une fonctionnelle continue
satisfaisant D(X, K.) pour tout c € [a,b] et n’ayant pas de valeurs critiques dans

[a,b]. Alors pour tout B C X, f-caty ;«(B) = f-caty ;+(B).

DEMONSTRATION. Puisque [a,b] ne contient pas de points critiques et que f

satisfait 2(X, K.), par la Proposition 3.4, il existe une déformation
n: X x[0,1] - X

telle que f(n(z,t)) < f(z) et n(f°,1) C f°. Supposons que nf (B, X, f*) = k < oo.
Il existe donc Uy, ...,U; donnés & la Définition 2.19 tels que B C Uf:o U;,
Ui, ..., U satisfont (CR2) et Uy satisfait (CR3). Considérons 7: X x [0,1] — X
définie par 7(z,t) = n*no(z,t) ol 7o est donnée par (CR3). Puisque f(no(z,t)) <
f(z) et que f(n(z,t)) < f(z), on a que f(7j(z,t)) < f(z). Par conséquent, il est
clair que A(f°,t) C f°. Finalement, puisque 19(Up, 1) C fb et que n(f°,1) C f,
on a bien que 7(Uy, 1) C f*. Cette déformation satisfait bien toutes les conditions
pour permettre & Uy de remplir (CR3). Donc, nf(B, X, f¢) < k.

Inversement, puisque pour toute déformation 7 telle que f(n(z,t)) < f(z),
on a que N(f°,t) C f° et que f¢* C f° par la Proposition 2.28, on a que
f-caty (B) < f-caty ;o(B). De plus, on obtient de cette derniére inégalité que
si f-caty »(B) = oo alors f-caty ja(B) = o0. [

En imposant une autre propriété de déformation, on peut permettre inf f(P) =

sup f(B) dans le Théoréme 2.32.

Définition 3.10. Soit c € R et f : X — R. Nous dirons que f satisfait @(X, K,)
si pour tout € > 0, pour tout p > 0 et pour tout voisinage ¥ de K., il existe

e € (0,€) et une déformation 7 : X x [0,1] — X telle que

(1) n(z,t) = z pour tout (z,t) € X x {0} U {z | f(z) > c+£&} x[0,1];
(2) f(n(=z,t)) = f(z,t) pour tout (z,t) € X x [0,1];

(3) d(n(z,t),z) < p;

(4) n(

1) n({e| fla) 2 c— e\, 1) C | fla)=c+e)
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Remarque 3.11. Soit K, Pensemble des points critiques de — f. Si K_. = K., alors
f vérifie @(X , K,) si et seulement si —f vérifie 2(X, K_.). Dans les applications,
cette condition sera obtenue en appliquant un lemme de déformation & la fonc-
tion —f. En effet, dans les contextes spécifiques, on a en général que les points
critiques de f et de —f coincident et que, si f satisfait les hypothéses du lemme

de déformation, — f les satisfait aussi.

Proposition 3.12. Soit A et P des fermés de X. Supposons que (B, A) enlace
(Q, P) avec

sup f(A) < a=inf f(Q) <sup f(B) =inf f(P)=b< 00

et dist(A, Q) > 0 st inf f(Q) = sup(A).
Supposons également que f satisfait 2(X, K.) et _@(X, K.) pour tout ¢ € |a, b].
Alors KyNP # 0 ou f-caty 1(B) > 1.

DEMONSTRATION. Si K, NP = {), il existe un voisinage de K}, tel que VNP = 0.
Puisque f satisfait @(X , K3), il existe € > 0 et une déformation n: X x[0,1] — X
tels que

n{z | fz) 2b—e}\V,1) S {z | f(z) 2 b+e}
avec dist(z, n(z,t)) < 4, ot d = dist(4, Q) si d > 0. Ainsi, puisque P C X \ f>~,
on a que inf f(n(P,1)) > b+ e. Considérons P = n(P,1) et Q = Q Un(P,[0,1]).
Par construction, (B, A) enlace (Q, P) et

sup f(A) < inf f(Q) < sup f(B) < inf f(P).
11 suffit d’appliquer le Théoréme 2.32 pour obtenir f-caty 4(B) > 1. [ |

Pour le prochain résultat, nous allons considérer des ensembles fermés A et @

tels que ANQ =0,
['={UC X|f-caty .(U) > 1,A C U, (U, A) enlace (Q,0)} et

c= lljléfrsup f(U).
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Remarquons qu’en vertu de la Proposition 2.30, I’ensemble I" est non-vide lors-

qu’on a que (B, A) enlace (Q,0). En effet, B € I.

Théoréme 3.13. Supposons que (B, A) enlace (Q,0) avec
sup f(A) <a=inf f(Q) <sup f(B) =b< o et dist(A4,Q) =k > 0.

Si f satisfait 2(X, K.), on a que K. # (. De plus, si c = a, alors K.NQ # 0.

DEMONSTRATION. Premier cas, si ¢ > a. Supposons K, = (. Soit £ tel que
a<c—€g<cavecE<Ek.

Puisque f satisfait 2(X, K.), il existe 7 et ¢ tels que

n(f,1) C foe

Soit U € I tel que sup f(U) < ¢+ €. On a que n(U,1) € T. En effet, n garde A

fixe, car sup f(A) < ¢ — &. Ce qui conduit & la contradiction suivante :
c<sup f(n(U,1)) <c—ce.
Deuxiéme cas, si a = ¢. Supposons K. NQ = 0. On a que
a = Inf sup f(U) = inf sup f(UNQ)
car
_ > S —a
a = inf sup f(U) 2 inf sup f(UNQ) 2 inf f(Q) =a
Soit £ < £ tel que Boy(K.) NQ = 0.
Puisque f satisfait 2(X, K.), il existe n et € < € tel que n(f+t\ Bs(K,),1) C

fe e et dist(n(z,t),z) < E.
Soit A la fonction d’Urysohn

0 z€A
Az) =

Considérons la nouvelle déformation 7(z,t) = n(z, A(z)t). Grace a la fonction

d’Urysohn, 1 € Nj(A). Donc, f-caty 1(n(U,1)) > 1 pour tout U € I'. D’on
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(U, 1) € T pour tout U € I". Soit U € I tel que sup(U N Q) < ¢+ €. Pour tout
z € U tel que 7(z,1) € Q, on a
T ¢ BE(I{C),
z ¢ B:(A).

Donc si z € B(Q), on a nécessairement A(z) =1 et z € B:(K,) et donc

S BE(Q) =

i(z,1) = n(z,1) C f°.

On a donc sup f(7(U,1) N Q) < ¢ — € ce qui contredit la définition de c. D’ol
K.NnQ #90.
[ |

3.5. CONTEXTES PARTICULIERS

Dans cette section, nous allons présenter différentes notions de points critiques

ou la théorie présentée s’applique.

3.5.1. Cas classique

Le cas classique est évidemment lorsque nous avons un espace de Banach X et
une fonctionnelle f : X — R de classe C'. On note alors K, = {z € X | f'(z) =
0, f(z) = ¢} 'ensemble des points critiques de niveau c. On pourrait également
utiliser cette définition dans le cas oll X est une variété de Finsler de classe C!.
Pour garantir que la condition 2(X, K.) est vérifiée, nous demanderons que f
satisfasse (PS)., permettant ainsi 'application du Théoréme 1.14. Ce théoréme

implique la condition 2(X, K.).

3.5.2. Cas des fonctionnelles continues

Une des notions rencontrées dans la littérature pour développer une théorie
des points critiques pour les fonctionnelles qui ne sont pas C! est la pente faible.
Elle fut introduite par Degiovanni et Marzocchi [20]. Corvellec, Degiovanni et
Marzocchi [17] ont montré qui si f satisfait une condition de type Palais-Smale
au niveau c, alors f vérifie (X, K.) ou K est 'ensemble des points de pente

faible nulle.
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Le lecteur intéressé a d’autres résultats utilisant la pente faible peut consul-
ter [9, 17, 20].

Rappelons d’abord la définition de pente faible d’une fonction continue. Soit

(X,d), un espace métrique.

Définition 3.14. Soit f: X — R, une fonctionnelle continue. La pente faible de
f au point u, notée |df|(u), est le supremum des o dans [0, +00) tel qu'il existe
un voisinage U de u dans X, § > 0 et une fonction continue h : U x [0,6] — X

telle que pour tout v € U et pour tout t € [0, 6], on a
(1) d(h(v,1),v) < ¢,

(2) f(h(v,1)) < f(v) — ot.

Remarque 3.15. Dans le cas ou f € C!, on a que |df|(u) = ||f'(u)|. Le lecteur

intéressé en trouvera la preuve dans [20].

Ainsi, il est naturel de définir les points critiques par
K.={z € X ||df|(z) =0, f(z) = c}.

La condition de Palais-Smale associée est la suivante.

Définition 3.16. Soit (X, d) un espace métrique et f € C(X,R). Nous dirons
que f satisfait la condition de Palais-Smale au niveau c ou plus brievement (PS).
si toute suite (z,) C X telle que f(z,) — cet |df|(z,) — 0 posséde une sous-suite

convergente.

Le lemme de déformation dans ce contexte a été obtenu dans [17]. Il nous
permet de garantir que la condition 2(X, K.) est satisfaite lorsque les hypothéses

suivantes sont vérifiées.

Théoréme 3.17. Soit f : X — R, une fonction continue et soit ¢ € R. Supposons

que X est complet et que f satisfait (PS).. Soit € > 0, U un voisinage de K, et
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p > 0. Alors il existe € > 0 et une déformation n: X x [0,1] — X telle que pour
toutx € X ett € [0,1], on a

(1) d(n(z,t),z) < p;

(2) f(n(z,t) < f(z);

(3) f(z) &lc—¢& c+El=n(z,t)=x;
(4)

4) z € f** = p(z,1) € fUU.

L’approche axiomatique favorisée tout au cours du travail permet donc d’adap-
ter les théorémes a plusieurs contextes. En effet, bien que ces différentes théories
des points critiques soient assez différentes au niveau des définitions, les lemmes
de déformations abouttissent essentiellement aux mémes conclusions. C’est en
utilisant ces similitudes que nous avons pu obtenir une approche unificatrice et

ainsi garantir ’existence de points critiques dans tous ces contextes.



Chapitre 4

f-CATEGORIE LIMITE

4.1. THEORIE ABSTRAITE
Soit X un espace métrique et une famille (X,,) de sous-espaces de X tels que
X={JX. ¢ X1CXCXs...
el
et tels que pour tout n, il existe une rétraction r, : X — X,, continue.Soient A,Y
deux sous-ensembles de X avec Y fermé et soit f: X — R.
Posons A, = ANX,, Y, =Y NX, et f, = f|x,, la restriction de f & X,,.

Remarquons que si X est localement contractile, alors X,, 'est aussi.

Définition 4.1. Dans ce contexte, la f-catégorie relative limite de A dans X

relativement ¢ Y, notée f-cat S, (A), est définie par

f-cat 2, (A) = sup limsupn/*(A,, X,,Yx).

e>0 n—oo

Nous noterons f-catP(A) := f-cat 5 (A4).

Remarque 4.2. Supposons qu'il existe M € N tel que pour tout €, il existe N, tel
que pour tout m > N,

1" (Bm, Xm, Ym) < M,

alors f-cat S, (B) < M. De plus, s'il existe € > 0, M’, N € N tels que
ni"(Bn. Xn,Y,) > M’

pour tout n > N, alors f-cat S (B) > M.
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Proposition 4.3. Soit f : X — R et soient A,Y C X, deux fermés. Alors

f-caty (A) = k € N si et seulement s’il existe € et (m;) tels que Ve < g,
(1) ndm (Am,, Xm,, Ym,) = k quand m; — oo ;

(2) il existe N. tel que pour tout n > N, nf*(A,, X,,, Y,) < k.

DEMONSTRATION. On a que f-catgS, (4A) = k € N si et seulement s'il existe

€ > 0 tel que pour tout € < g,

lim sup ngt"‘(An,Xn, Y,) = limsupni*(A,, X, Ya) = k.

n—00 n—00
Donc, il existe N tel que pour tout n > Ne, sup,,s, ™ (Am, Xm, Ym) = k, car

nfm(Am, Xm, Ym) € N. D’autre part, il existe une suite (m;) telle que
1™ (Ame, Xomps Yon) = k.

Or nf"" (Am,, Xom,, Ym,) < n{m‘(Am:,Xml, Y.,) = k pour tout m; > N.. n

Théoréeme 4.4. Soit A, B,Y des sous-ensembles de X avec Y fermé. Alors la

f-catégorie relative limite satisfait les propriétés suivantes :
(a) f-cats(Y)=0;
(b) si A C B alors f-caty,(A) < f-catd, (B);
(c) f-cat3 (AU B) < f-cat s (A) + f-cat? (B);

(d) si, pour tout n > M, il existe une déformation
T (X, Yn) X [0,1] — (X,, Ys)

telle que f(n(z,t)) < f(z) et mu(An,1) € Bn, alors f-cat,(A) <
f-catd, (B);

(e) si (X', Y') sont des sous-ensembles fermés de (X,Y) et que pour tout n >
M, il existe une rétraction r,, : (X,,Y,) — (X),Y,) telles que fo(rn(z)) <

fn(z) pour tout x € Xy, alors f-cat, (A) > f-caty, (A') dés que A" C
ANnX'.
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DEMONSTRATION. Etant donné la Définition 4.1, il suffit d’utiliser le Lemme 2.24

pour obtenir les résultats.

Proposition 4.5. Soit f : X — R et soient Y' CY. Supposons que pour toute
famille de déformations {nm : Xm x [0,1] — X} satisfaisant f(nm(z,t)) < f(z)
pour tout (z,t) € X,, X [0,1], il existe M € N tel que pour tout m > M, on a
N (Y, t) C Y, alors pour tout sous-ensemble B de X,

f-cat (B) < f-catd, (B).

DEMONSTRATION. Supposons que f-cat &,/ (B) = k < oo. il existe donc € tel
que pour tout € < £, il existe N, avec Vm > N, nf™(Bpm, X, Y,) < k. Soit
N = max{M, N.}. Pour tout m > N/, par le méme argument que dans la preuve
de la Proposition 2.28, on a que nf™ (B, X;n, Yin) < nf™ (B, X, Y?) < k. Par
la Remarque 4.2, on obtient f-cat, (B) < k. n

Nous pouvons également adapter la preuve de la Proposition 2.27 pour obtenir

la proposition suivante.

Proposition 4.6. Soit des fermés Y, X' Y’ de X tels que (X',Y') C (X,Y).
Supposons qu’il existe M tel que pour tout n > M, (X.,Y) est un rétracte de dé-

nt n
formation de (X,,Y,) compatible avec f c’est-da-dire qu’il existe une déformation

Mn @ Xn X [0,1] = X, telle que
(7 (X, 1), 10(Y)1)) = (X7, Y5),
M (z,t) = z pour tout x € X, et fn(n.(z,t) < fu(z), alors
f-caty (A) = f-caty (ANX)

pour tout A C X tel que n,(A,,1) C A, pour tout n > M.
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Comme dans le cas de la f-catégorie relative, la f-catégorie limite relative
nous permet de donner une borne inférieure au nombre de points critiques de la

fonctionnelle.

Nous devons évidemment introduire le pendant de la condition 2(X, K..) pour

ce contexte.

Définition 4.7. Soit c € Ret f : X — R. Nous dirons que f satisfait 2*(X, K,)
si pour tout £ et pour tout voisinage ¥ de K, il existe € € (0,€) et N € N tels
que pour tout n > N, il existe une déformation 7, : X, x [0,1] — X, telle que
(1) na(z,t) = z pour tout (z,t) € X, x {0} U f¢ x [0, 1],
(2) fa(mn(z,t)) < fa(z,t) pour tout (z,t) € X, x [0, 1],

(3) ma(fts\7,1) C fi=.

Encore une fois, on peut déduire un résultat de déformation d’intervalle non

critique de cette propriété de déformation.

Proposition 4.8. Soit f: X - R, € >0, a < b € R. Supposons que pour tout
c€ [a,b], K. =0 et que f satisfait 2*(X, K.). Alors il existe N € N tel que pour
tout n > N, il existe une famille de déformations n, : X, x [0,1] — X,, telle que

(1) ma(f2, 1) C f5

(2) ma(f2,t) C f2 pour tout t € [0,1];

(3) Mn(z,t) = = pour tout (z,t) € f2¢ x [0,1];

(

4) f(m(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X, x [0,1].

DEMONSTRATION. Soit ¢ € [a,b]. Puisque f satisfait 2*(X, K_), il existe N,
et €. < € tels que pour tout n > N, il existe n¢ : X, x [0,1] — X, tel que
Mn(f(z,t)) < f(z), no(fr¥e,1) € fi7%. De plus, on a que 7;(z,t) = = pour

tout © € ¢ — €. Puisque [a, b] est compact et que {(c —ec,c+¢c)} forme un

c€[a,b]
recouvrement ouvert de [a, b], il existe un sous-recouvrement fini. Donc, il existe



63

c1<cy<...<ck, & =6, N=max{N,,..., N} tels que
k
[G,, b] g U(Ci — &4, C; + €i).
i=1

Pour n > N, notons également 7} la déformation correspondant & ¢;. Donc, on a
que c; —€; < a, ¢ —€; < ¢j1+€j_1 et b < ¢+ €. Considérons n, = nl *n? %
...+ k. Puisque fa*' 79 C T et que ni(f2 77, 1) C 77, on obtient que
i (f2t T 1) C f27Y. Dot g, (f8, 1) C f2. Finalement, puisque f(ni(z,t)) <

f(z) pour chaque 3, il est clair que f(n.(z,t)) < f(z) et que n(f&,t) C f2. N
Pour la suite, nous allons poser
T; = {U C X|f-cat 3, (U) > i},
¢ = Ulglf sup f(U).

Nous pourrons ainsi relier les points critiques a la catégorie limite.

Proposition 4.9. Soit f € C(X,R) avec X localement contractile. Supposons

que
Cjy1 = ... = Cjym = C.

Si ¢ n’est pas un point d’accumulation de K, que sup f(Y) < ¢ et que f satisfait
2*(X, K.) alors card(K.) > m.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire c’est-a-dire
card K. =p < m. (4.1)
Puisque ¢ n’est pas un point d’accumulation de K, il existe £ tel que
[c—¢&c+ &)\ {c}

ne contient pas de valeur critique et Y C f¢¢. Il existe U C f*¢ tel que U €

['jim- On a donc f-cat s, (U) > j + m. Il existe donc € tel que

limsup nf" (U, X,,,Y,) > 7 +m

n—oo
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pour tout £ < €.

Soit § < €. Puisque X est localement contractile et que f est continue, pour
tout y € K, il existe un voisinage fermé V, de y qui est (f,d)-contractile. De
plus, il est possible de prendre les V, de telle sorte que si X, NV, # 0, alors
V, N X, est (f,d)-contractile dans X,,, c’est-a-dire qu’il existe une déformation
40 Vy N X, x [0,1] — X, avec 74(V, N Xy, 1) = 22 € V, N X, et f(7¥(z,1)) <
f(z) +6.

Donc,

ng"(V;, N Xn, Xn, Yn) < 1 pour tout y € K. (4.2)

Soit V' = ,ck, Vo Puisque f satisfait 2*(X, K.), il existe e < € et N; € N

tels que pour tout n > Ny, il existe 7, : X, % [0, 1] — X, satisfaisant

Tn(fat\V,1) C 775, (4.3)
fa(iin(z,1)) < fala), (4.4)
fin(z,t) =2 Y(z,t) € X, x {0}UY, x [0,1], (4.5)

car Y, C fc ¢

Notons ng"(f¢, Xy, Yn) = ra. Si 7, < 00, on peut écrire
fif=AfUATU...UAT
avec

Mo ZXn X [0, ].] — Xn ’l’]o(Ag, 1) C Yn,

1 A? X [0, 1] — Xn nl(A?’ 1) = gl,n’

Mra ZA?H X [Oa 1] - Xn nrn(A:’ 1) = ?}Tmn'

Pour n > Ny, posons g,(z) = 7,(z, 1). Considérons

O =g (A}, i=0,...,7,.
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Par (4.3), on a que fi**\V C OfU...UO} . Les ensembles
{07 i=0,...,m}U{V, |y € K.}

forment un recouvrement de f<**, nous obtenons grace aux inégalités (4.1) et (4.2)

que
nfr (fES, X, Vo) S ndn (FEF5\V, X, Yo) + 00 (V, X, Y,) <7+ (4.6)

Puisque [c+¢, c+£] ne contient pas de valeurs critiques, par la Proposition 4.8,
il existe Ny > N; tel que pour tout n > Ny, il existe 7, : X, X [0,1] — X,
satisfaisant
falfin(z,1)) < f(z) (4.7)
n(frt6,1) C fote (4.8)
Le Lemme 2.24(2)(5) implique nf" (f*€, X,,, Y,,) < nl*(fc+¢, X,,,Y,) pour tout
n > Ny. En particulier, puisque U C f°*° il découle de 1'équation (4.6) que
15" (Uns Xy Ya) < 7o+ p = 0" (£, X0, Ya) +p

pour tout n > Ny. On déduit que

J+m < limsup ng* (Un, Xn, Yo) < p + limsup ng™(fr ¢, X, Ya)
n—oo n—oo
pour tout § < €.
L’inégalité (4.1) implique que f-cat S, (f¢~°) > j + 1 c’est-a-dire f¢~¢ € I'j44

et donc ¢ < ¢ — € qui est clairement une contradiction. |
Théoréeme 4.10. Supposons que X est localement contractile et que f € C(X,R).
Supposons qu’il existe a < b € R et B C f* tels que

f-cata(B) =k € NU {oo}.

Si f satisfait 9*(X, K.) pour tout ¢ € [a,b], alors f posséde au moins k points

critiques dans f[a, b].
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DEMONSTRATION. Supposons que le nombre de points critiques dans f~![a, b]

soit fini. Dans le cas contraire, la conclusion est déja vérifiée. Posons

I={jeN|j< f-cat % (B)}.

oo

Puisque f-cat % (f%) =0, on a que f-catg.(U) > 1 entraine que sup f(U) > a.

De plus, puisque B C f* et que B € T'; pour j € Z, on a que c; <bpourjel
Sici=...=c¢, =apourunp € T alors card K, > p. En effet, supposons que

card K, = j < p. Il existe € > 0 tel que [a, a + ] ne contient que a comme valeur

critique. Puisque ¢; = ... = ¢, il existe U tel que
f-cat"a(U) > pet sup f(U) <a+é.

Il existe é tel que pour tout € < &, limsupn/~(U,, X,,,Y,) > p. Soit § < &.
Puisque f est continue et que X est localg;:nt contractile, pour tout y € K, il
existe un voisinage V, de y qui est (f, §)-contractile.

Posons V' = UyeKa Vy. Puisque card K, = j et que pour tout y € K,, V, est
(f,8)-contractile, on a que ny"(V N X,, X,,Y,) < 7.

Puisque f satisfait 2*(X, K.), il existe N et £ > 0 tels que pour tout n > N,
il existe une déformation 7, : X, x [0,1] — X, telle que 7,(f%,t) C f° et
ma(feT\ V,1) C f* Puisque [a + €,a + &] ne contient pas de points critiques,
il existe N; > N tel que pour tout n > N, il existe une autre déformation
fin : Xn % [0,1] — X, telle que 7,(f2,t) C f2 et 7,(f2+5,1) C f**5. Donc,

lim sup ng"* (Un, Xn, fr) < limsupni™ (U, \ V, Xa, f2) + limsupng™(V N X, X,,)

n—oo n—oo n—0o0

< limsupnz*(f5, Xn, fr) + limsup ny* (V N X, X,.)

n—oeo n—oo

<p.

Contradiction.

Sicj41 = b, puisque f-cat &, (B) =k et B C f®, pour tout p € N tels que p <
k—j,onaen fait ¢ = ¢j41 = ... = ¢j4p. Supposons que card K, = m < p. Comme
précédemment, on peut remarquer que f° € [';,,. Puisque f -cat g% A =k>
j +p, il existe € tel que pour tout ¢ < ¢, limsupnf"(f?, X, ) > 7+ p. Soit

n—oo
d < €. Par continuité et puisque ’espace est localement contractile, pour y € K.,



67

il existe encore un voisinage V, qui est (f, d)-contractile. En posant encore une
fois V = Uye k., Vi, 1l existe € > 0 et N tels que pour tout n > N, il existe une
déformation 7, : X, x [0,1] — X, telle que f(n.(z,t)) < f(z) et n.(f2\V,1) C
fi¢. En utilisant les mémes arguments, on aboutit & une contradiction.
Finalement, si on a que ¢; €]a, b, il suffit d’appliquer la Proposition 4.9 pour

avoir la conclusion. |

Pour ce qui suit, nous allons nous mettre dans la méme situation que pour
la Conjecture 2.38. Soit X = X; & X, un espace de Banach et V une variété
riemannienne compacte. Lorsque X, est de dimension finie pour tout n, nous
avons une situation d’enlacement du type ((B; N X,) x V(51 N X,) x V) enlace
((Ba N X,) x V,(S2N X,) x V) pour tout n. Si

sup f(S1 x V) <a<inf f(By x V) <sup f(B; x V) <inf f(S; x V)
et que I'inégalité (2.1) est vérifiée, nous pourrons déduire ’existence de

].].m Sup Ca‘t(BlﬂXn)xV,(SlﬁXn)XV((Bl ﬂ Xn) X V)

n—00

points critiques.

Théoréme 4.11. Soit X = X; & X,, un espace de Banach et soit

(Xn) = (Xn,l @ Xn,2)

une famille de sous-espaces de dimension finie telle que X = |Jio, X,.. Posons
M, =(B1NX,) etY,=(S1NX,). Soit V une variété riemannienne compacte.
Soit f: X xV — R continue. Supposons que l’inégalité (2.1) est vérifiée et que

sup f(S1 x V) <a <inf f(By x V) <sup f(B; x V) < b < inf f(S x V)

alors

f-cates, o( By x V) > limsup caty, xv.v,xv (Mn x V).

n—oo
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DEMONSTRATION. Si f-cat g2, «(Bi x V) < o0, il existe £ > 0 tel que pour tout

€ < E,

limsupnf*(M, x V, X, x V, f*N (X, x V) = k.

n—oo

En utilisant I'inégalité (2.1), on montre
i (M, x V, X, x V, £ 0 (X x V)) > catu, xv.v, xv (M X V).
D’ou la conclusion. |

Finalement, pour le prochain résultat, nous allons considérer des enlacements

(Bn, An) avec (Qn, P,) dans X, pour n assez grand. Notons

[ ={UCX|f-cat,(U)>1,ACU,

(UNX,, AN X,) enlace (@, P) via N;(A) pour n assez grand}

et

c= brégsupf(U).

Théoréme 4.12. Supposons que (BNX,, ANX,) enlace (QNX,, PNX,) dans

X, avec

sup f(A) < a = inf f(Q) < sup f(B) = b < inf f(P),

avec dist(A, Q) > 0 si sup f(A) = a. Si f satisfait D*(X, K.), on a que K. # 0.
De plus, si c = a, alors K,NQ # 0.

DEMONSTRATION. Premier cas, si ¢ > a. Supposons K, = . Soit £ tel que
a<c—tg<c+é&<inff(P).
Puisque f satisfait 2*(X, K.), il existe € < € et N tels que pour tout n > N,

il existe 1, tel que
M(fate,1) C fi*.

Soit U € T" tel que sup f(U) < c+e. Remarquons que puisque pour n assez grand
(Un, Ay,) enlace (Q, P) via N¢(A,), (1.(Un, 1), A,) enlace aussi (Q, P) et donc
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(f5¢, Ay) enlace (@, P) via Nf(A,). De plus, en vertu du Théoreme 4.4,
1< frcat (V) < f-cat 7 () < freat & (F7°).

Donc f¢=¢ € T, ce qui est contradictoire.

Deuxiéme cas, si a = c. Supposons K, N Q = (. On a que
a = inf sup f(U) = inf sup f(UN Q)
car
_ . > i _
a = inf sup f(U) 2 inf sup f(UNQ) > inf f(Q) = a.

Soit £ < $HAQ) te] que By(K,) N Q = .

Puisque f satisfait 2*(X, K.), il existe € < £ et N tels que pour tout n > N,
il existe 7, tel que 17, (fS¢ \ Be(K,),1) C fo¢ et dist(n,(z,t),z) < E.

Soit A la fonction d’Urysohn

0 z€A,

1 z & B:(A).

Az) =

Considérons la nouvelle déformation 7j,(z,t) = n,(z, A\(z)t). Grace & la fonction
d’Urysohn, 7, € A}, (A). Comme précédemment, on trouve que si U € I' N fete,
pour n assez grand, (7,(Un, 1), A,) enlace (@, P) via Nj(A,). Or, par construc-
tion, M,(Un,1) N Q = 0. En effet, pour tout z € U tel que #,(z,1) € Q pour un
certain n, on a

z & Be(Ke),

Donc si z € B(Q), on a nécessairement A(z) =1 et = € Be(K.) et donc

z € B:(Q) =

n(z, 1) = ma(z,1) C f°.
On a donc sup(7,(U,,1) N Q) < ¢ — €, ce qui est contradictoire. [ |

Le résultat précédent va en général s’appliquer dans le cas o A = f2 pour un
certain niveau a. On pourrait également trouver des bornes intéressantes sur les
points critiques lorsque nous sommes dans le contexte de la Proposition 4.5, c’est-

a-dire lorsque f* C A et que n,(An,t) C A, pour toute famille de déformations
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{mn} satisfaisant f(nm(z,t)) < f(z) pour tout (z,t) € X x [0,1]. Pour plus de

détails sur un argument de ce type, le lecteur pourra consulter [59)].

4.2. CAS PARTICULIER

Soit X un espace de Banach et une famille (X,,) de sous-espaces fermés de X
telle que

X=JX. e X1CX:CX;...
ieN
Soit f : X — R une fonctionnelle de classe C*. Si f satisfait la condition (PS)?,
par le Théoréme 1.18, f satisfait la condition 2*(X, K.). De plus, puisque nous
sommes dans un espace de Banach, X est localement contractile. Nous pouvons

donc appliquer la f-catégorie limite dans ce contexte.



Chapitre 5

THEORIE DES POINTS
ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES

La notion de point asymptotiquement critique a été introduite en 2001 par
Marino et Mugnai [41] dans le but d’aborder les problémes de rebonds élastiques
avec une approche variationnelle. Contrairement au Chapitre 4, la suite de fonc-
tionnelles (h,), n’est pas nécessairement la restriction d’une fonctionnelle h &
un sous-espace de X. Nous imposons cependant aux fonctionnelles (h,), d’étre
définies sur le méme espace que h. Le role de la fonctionnelle i est trés limité
puisque nous nous intéressons principalement au comportement asymptotique de
la suite des fonctionnelles (h,),. En fait, la suite de fonctionnelles (h,), pourrait

ne pas converger vers A.

5.1. THEORIE ABSTRAITE

5.1.1. Définitions

Soit (h,)n une suite de fonctionnelles définies sur un espace métrique X et
considérons une fonctionnelle h : X — R. Supposons que les fonctionnelles h,
sont continues. Nous allons encore une fois adopter une approche abstraite pour
dégager les caractéristiques essentielles de la théorie. Ainsi, pour ¢ € R, soit AK,
un compact de X que nous appellerons l'ensemble des points critiques asympto-

tiques de niveau ¢ pour le couple ((hn), h). Nous noterons AK = | J .z AK..
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Définition 5.1. Soit c € Ret h : X — R et une famille A, : X — R. Posons
H = ((hn)n, h). Nous dirons que H satisfait 2*(X, AK,) si pour tout £ et pour
tout voisinage ¥ de AK,, il existe € € (0,€) et N € N tels que pour tout n > N,

il existe une déformation 7, : X x [0,1] — X telle que
(1) Nu(z,t) = z pour tout (z,t) € X x {0} UhS® x [0,1],
(2) hn(mn(z,t)) < hu(z,t) pour tout (z,t) € X x [0, 1],

(3) ma(hte \ 7, 1) C he.

En utilisant les mémes idées que pour la preuve de la Proposition 4.8, nous

obtenons la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soient h,,h : X — R, € > 0, a < b € R et posons H =
((hn)n, h). Supposons que pour tout ¢ € [a,b], AK. = @ et que H satisfait
2*(X, AK.). Alors il existe N € N tel que pour tout n > N, il existe une fa-
mille de déformations n, : X x [0,1] — X telle que

5.1.2. La H-catégorie

Nous allons étendre la définition de catégorie au contexte asymptotique en
s’inspirant de ce qui a été fait au Chapitre 4. Puisque la définition est trés proche

de la. f-catégorie limite, plusieurs résultats resteront vraies dans ce contexte.

Définition 5.3. Soient A = (A,), et Y = (Y,)n, deux familles d’ensembles
fermés de X et H = ((hn)n, h). La H-catégorie asymptotique relative de A dans

X relativement a ), notée H-cat o, (A), est définie par

H-cat 2,(A) = sup limsupn(4,, X,Y,)

e>0 n-—o0o
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oll n» est défini & la Définition 2.19.

Remarque 5.4. Supposons qu’il existe M € N tel que pour tout ¢, il existe N, tel

que pour tout m > IV,
nhm (A, X, Y) < M,

alors H-cat &, (A) < M.

Théoréme 5.5. Soit A= (A,),B=(B,),Y = (Y,) des suites de sous-ensembles
de X et M € N. Alors la H-catégorie asymptotique relative satisfait les propriétés

suivantes :
(a) H-cat2, (V) =0;
(b) si pour tout n > M, A, C B, alors H-cat3,(A) < H-cat 2, (B) ;
(c) H-caty, (AU B) < H-catd,(A) + H-cat 2, (B) ;

(d) si, pour tout n > M, il existe une déformation
nn . (X'naYn) X [07 1] E— (Xn, Yn)

telle que f(nu(z,t)) < f(z) et ma(An,1) C Bn, alors H-caty,(A) <
H-cat 2, (B).

Nous devrons remplacer le fait que X est localement contractile par une
condition sur la famille de fonctionnelles qui permettra d’avoir un équivalent
du Lemme 3.2 dans ce contexte.

Ainsi, nous dirons que H satisfait (%) si la condition suivante est vérifiée.

(¥€) Pour tout u € AK et pour tout € > 0, il existe V un voisinage de u et N,
tel que V est (hn, €)-contractile dans X pour tout n > N..

Ainsi, nous avons tous les ingrédients pour relier la H-catégorie avec les points
asymptotiquement critiques du couple ((h, )., h). Auparavant, nous aurons besoin

d’un théoréme. Pour a € R, nous noterons H* = (h%),.
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Théoreme 5.6. Soient a et b, des nombres réels tels que a < b et sotent cy,. .., cy
les seuls niveauz critiques de ((hp)n, h) dans [a,b] ota<c; <co<...<c <.

Supposons que H satisfait (€) et 2*(X, AK.) pour tout ¢ € |a, b]. Alors

k
H-cat . (H®) < Z card AK.,.

i=1

DEMONSTRATION. Supposons que k < oo et card AK, < oo pour tout 3. Dans

le cas contraire, la conclusion est trivialement vérifiée. Considérons
a=a; <c¢ <a2<02...<ck§ak+1=b.

Soit € > 0. Puisque la condition (%) est satisfaite, pour chaque y € AK,, il
existe N, et V, un voisinage de y qui est (h,,£)-contractile pour tout n > N,.
Puisque qu’on a que AK,, est fini, on peut choisir N, qui fonctionne pour chaque
yeAK,.,i=1,...,k.

Considérons V; = Uy6 AKe, Vy. Puisque H satisfait 2*(X, AK,,), il existe
Ny > N et € avec ¢; + € < as tels que pour tout n > N, il existe une dé-
formation 7, : X x [0,1] — X telle que h,(7,(z,t)) < hn(z) et n, (R \V,1) C
her=¢. Puisque h,(n.(z,t)) < ha(z), on a que n,(h2,t) C h® et donc, par le
Lemme 2.24,(3) et (5), on a que

ng” (R %, X, he) < mgm(Ri8, X, hy) + 0 (Vi X)), (5.1)

Soit ¢; — € < a ou alors il n’y a pas de valeurs asymptotiquement critiques entre
a et ¢; — €. Puisqu’il n’y a pas non plus de valeurs asymptotiquement critiques

entre ¢, + € et ay, par la Proposition 5.2 et ’équation (5.1), on obtient
nt(he2, X, h%) < nfr (B2, X, ) + nf*(V}, X) < card K..,. (5.2)

Par la méme argumentation que plus haut, il existe N, tel que pour tout

n > Ny, on obtient que

nt (he®, X, h%) < ni(h2, X, h2) + card K., < card K, + card IK,. (5.3)
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On répete 'argument k fois pour obtenir que pour tout n > Ni
ntr (b1, X, h2) < card K., + ... 4 card K, . (5.4)
Puisque € est arbitraire, on obtient par la Remarque 5.4 que
H-cat 5 (H®) < card K., + ... +card K, .
[ |

Des résultats analogues aux Propositions 4.5 et 4.6 ainsi qu’aux Théoréemes 4.11

et 4.12 peuvent étre obtenus sans difficulté.

5.2. THEORIE DES POINTS ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES

Les définitions introduites précédemment sont conformes avec le travail de
Marino et Mugnai [40, 41, 45]. Soit (hy,), une suite de fonctionnelles définies sur un
espace de Banach X et considérons une fonctionnelle h : X — R. Supposons que
les fonctionnelles h, sont de classe C!. Dans ce contexte, les auteurs définissent

dans [41] les points critiques asymptotiques de la fagon suivante.

Définition 5.7. On dit que x € X est un point asymptotiquement critique pour
le couple ((hn)n, h) 8’1l existe une suite strictement croissante d’entiers (ny); dans

N et une suite (ug)r dans X tels que
B (ue) =0, wx—u et hy (u) — h(u).

Nous disons également que h(u) est une valeur asymptotiquement critique pour
le couple ((h,)n, h). Nous noterons AK, ensemble des points asymptotiquement,

critiques pour le couple ((hy)n, k) de niveau c.

Notons qu’il n’est pas nécessaire d’'imposer que u soit un point critique de h.
En fait, nous pourrions compléetement éliminer la présence de h de la définition.
Dans ce cas, il faudrait ajouter comme hypothése que pour chaque u satisfaisant
la définition modifiée, la limite (h,, (ux))r ne dépend pas de (ny)r et (ug).

Introduisons maintenant le pendant de la condition de (P.S). dans ce contexte.

Les auteurs choisissent d’utiliser la notation V(h,, i; ¢) pour parler de la condition
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suivante. J'utiliserai plutét la notation ss-(P.S)} introduite par Perreault [49] pour
insister sur la parenté avec la condition de Palais-Smale et sur le fait qu’on n’exige

que l'existence d'une sous-suite convergente.

Définition 5.8. Soit ¢ € R. On dit que le couple ((hy)n, h) satisfait la condition
ss-(PS)% si pour toute suite strictement croissante (ng); dans N et toute suite

(ur)r de X telles que

hn, (ur) — ¢, hi(ug) — 0,

il existe une sous-suite (k;); dans N et il existe u € X tels que uy, — uet h(u) = c.

Ces définitions ont permis & Marino et Mugnai de présenter les trois résultats

suivants. Le lecteur intéressé pourra aussi trouver leurs démonstrations dans [49].

Proposition 5.9. Soit ¢ € R et supposons que le couple ((hn)n, h) satisfait
ss-(PS)%. Alors AK, est compact.

Nous avons de plus un lemme de déformation adapté a ce contexte qui nous
permettra d’appliquer le méme genre d’argument qu’'au Chapitre 4 et d’obtenir

des résultats de multiplicité pour les points asymptotiquement critiques.

Proposition 5.10. Soient c € R, € > 0. Considérons A, un voisinage ouvert de
AK.. Supposons que le couple ((hn)n, h) satisfait ss-(PS)%. Alors il existe € €]0, &

et il existe N € N tels que pour tout n > N, il existe des déformations continues
M X x[0,1] = X
satisfaisant
(a) no(z,t) =z sit=0 ousiz & h,'([c— 2¢,c+ 2€]);

(6) ha(nn(z,t)) < ha(z) ;

(c) mu(hiTE\ A1) C R85

(d) |z —ma(z, t)]| <&
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De plus, on peut en déduire le lemme d’intervalle non critique suivant.

Proposition 5.11. Soient a,b € R avec a < b. Supposons que Uintervalle [a, b]
ne contient pas de valeurs asymptotiquement critiques pour le couple ((hn)n, h).
Supposons aussi que le couple ((hn)n, h) satisfait la condition ss-(PS): pour tout
c € [a,b]. Alors, pour tout p > 0, il existe v > 0, € €]0, p[ et m € N tels que pour

tout n > m, il existe des déformations continues
M X x[0,1] — X
satisfarsant
(a) [lu—7n(u, DIl <,
(b) An(nn(u, 1)) < hn(w);
(c) si hp(u) <b, alors hy(na(u,1)) < a
)

(d) siu¢ h'(Ja—2¢,b+2€)) ou sit=0, alors n,(u,t) =
Dans ce cas particulier, le Théoreme 5.6 conduit au résultat suivant.

Théoreme 5.12. Soit H = ((h,), h) et soient a et b, des nombres réels tels que
a < b. Supposons que H vérifie (€) et ss-(PS)% pour tout c € [a,b]. Alors

H-cat S« (H?) < card{AK, | a < c < b}.

Remarque 5.13. Si la famille (h,) est équicontinue aux points de AK alors H
vérifie (¥).



Chapitre 6

F-CATEGORIE AVEC F MULTIVOQUE

Dans ce chapitre, nous introduisons des notions de catégories assujetties &
une fonction multivoque F' : X — R U {oo}. Ces notions nous permettront de
fournir une borne inférieure au nombre de points critiques de F similaire & ce que
nous avons obtenu au Chapitre 3. A 'image des autres chapitres, nous allons tout
d’abord présenter une théorie avec une approche abstraite dans X et ensuite dans
le graphe de F'. Cette derniére notion pourra étre appliquée en utilisant la notion

de points critiques pour les fonctionnelles multivoques qui est due & Frigon [26].

6.1. THEORIE ABSTRAITE DANS X

Soit X un espace métrique et soit F': X — RU {co} une fonctionnelle multi-
voque. Pour ¢ € R, notons K. C F~1(c) C X, un compact que nous appellerons

l’ensemble des points critiques de niveau c. Notons K = | __p K., ’ensemble des

ceR
points critiques de F.
Nous aurons besoin d’un équivalent de la condition 2(X, K.) dans le contexte

multivoque.

Définition 6.1. Nous dirons que F' satisfait la condition ////@(X , K.) si pour
tout €, p > 0 et pour tout voisinage ¥ de K_, il existe € < £ et une déformation
n:X x[0,1] — X telle que

(1) n(z,t) =z sit=0o0u F(z) C (—o0,c — &

(2) F(n(z,t)) S (—oo,sup F(z)],

(3) d(n(z,1),z) < p,
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(4) siz g Vet F(z) C(—o0,c+¢], F(n(z,1)) C (—o0,c — g].

De la méme fagon qu’au Chapitre 3, on montre le résultat suivant sur un

intervalle non critique.

Proposition 6.2 (intervalle non critique). Sotent F : X — R U {00}, £ > 0,
a €R,beRU{oo} avec a < b . Supposons que pour tout c € [a,b], K. = 0 et
que F' satisfait ///@(X, K.). Alors il eziste une déformationn: X x [0,1] —» X
telle que

(1) F(n(z,1)) € (—o0,a] si F(z) C (—o0,b];

(2) F(n(z,t)) € (—o0,a] si F(z) € (—00,a];

(3) n(z,t) =z si F(z) C (—o0,a —&];

(4) F(n(z,1)) € (—o0,sup F(z)].

2

4

Encore une fois, nous aurons besoin d’avoir une condition de contractilité dans

I’espace.

Définition 6.3. Nous dirons que U C X est (F,e)-contractile dans X s’il existe
Z € X et une déformation n : X x [0,1] — X telle que F(n(z,t)) C ¢ +
(—00, 5up F()], 1(z,0) = © et n(z,1) = 2

Finalement, nous aurons ici aussi besoin d’une définition intermédiaire pour

pouvoir définir la F-catégorie pour une fonctionnelle multivoque.

Définition 6.4. Soient X un espace métrique, Y C B un fermé de X et € > 0.
Soit F' : X — R U {oo}, une fonctionnelle multivoque. Notons nf'(B, X,Y) le
plus petit n € NU {0} tel qu'il existe Ay, ..., A, des fermés de X vérifiant

(mCR1) B C U, A

(mCR2) pour i =1,...,n, A; est (F,¢e)-contractile dans X,

(mCR3) il existe 1o : X x [0,1] — X continue telle que
(MCR3a) no(z,0) =z
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(MCR3b) mo(Y,t) C Y,
(MCR3c) n0(4o,1) €Y
(MCR3d) F(n(z,t)) € (—o0,sup F(z)].

Comme précédemment, nous allons définir la F-catégorie a 'aide de la défi-

nition précédente.

Définition 6.5. On définit la F-catégorie de B dans X relativement 4 Y par

F-catyy(B) =supn! (B, X,Y).

e>0

En suivant les mémes étapes que pour la preuve du Théoréme 2.25, on obtient

que la F-caty ,(A) possede les propriétés suivantes.

Théoreme 6.6. Soit F': X — R, une fonction multivoque et A. B,Y C X avec

Y fermé. Nous avons alors les propriétés suivantes :
1) F-catyy(A) < F-caty(A);
2) si A C B alors F-catx y(A) < F-caty(B);

(

(

(3) F-catyy(AUB) < F-catyy(A) + F-caty(B);

(4) si F-caty(B) < o0, alors F-caty(A\ B) > F-catyy(A) — F-caty(B);
(

5) soitn : X x [0,1] — X est une déformation satisfaisant n(Y,t) C Y et
F(n(z,t)) C (—oo,sup F(z)]. Alors F-catx(A) < F-catx(m(U,1)).

Nous allons encore une fois caractériser les points critiques de la fonctionnelle

avec la famille suivante. Posons
[i={UC X | F-catx(U) > i}

et

¢ = jof sup sup F(z).

Lemme 6.7. Supposons que X est localement contractile, que ¢ = cxp1 = ... =

Ckem € R, que F vérifie /%(X, K.), que la fonction sup F'(z) est continue pour
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tout x € K, et que ¢ n’est pas un point d’accumulation des valeurs critiques de

F. Alors card K, > m.

DEMONSTRATION. Supposons que card K, = p < m. Puisque ¢ n’est pas un point
d’accumulation des valeurs critiques de F, il existe £ > 0 tel que [c—&, c+&]\{c} ne
contient pas de valeurs critiques. Soit U € I'j4., tel que sup,¢ysup F(z) < c+&.
Il existe donc & tel que pour tout & < & nf(B,X) > k + m. Puisque X est
localement contractile et que sup F'(y) est continue pour chaque y € K. NU, il
existe un voisinage ¥, de y qui est (F,d)-contractile vers y. Considérons V =
Uyex, %- Puisque F satisfait ////@(X , K.), il existe € < § et une déformation
n: X x[0,1] — X telle que pour tout z ¢ ¥ satisfaisant F'(z) C (—o0,c + €],
on a F(n(z,1)) C (—oo,c—¢€]. Posons B={z € U\ ¥ | F(z) C (—o0,c+ €]}
Puisque nf'(#, X) < p, on obtient que nf (B, X) > k + 1. Par conséquent, par
le Théoreme 6.6, n¥'(n(B,1),X) > n¥(B,X) > 1 et donc (B, 1) € T'ty;. Mais
sug sup F'(z) < c—e ce qui constitue une contradiction avec la définition dec. W
z€

Théoreme 6.8. Supposons que F' vérifie ///[\@(X, K.) pour tout ¢ € R et qu’elle
est bornée inférieurement. Supposons qu’il existe B C X tel que F(B) est borné.

Alors F' a au moins F -catx(B) points critiques.

DEMONSTRATION. Supposons que le nombre de points critiques est fini. Dans le
cas contraire, la conclusion est vérifiée. Par hypothése, B € I';, 1 < F-caty(B).
D’oli ¢; < b pour i < F-caty(B).

Ensuite, on a que ¢; € R puisque F est bornée inférieurement. Ensuite, si
c; € R alors K, # 0. En effet, si ¢; n’est pas une valeur critique de F alors,
puisque K., est fini, il existe a < ¢; < @ tel que [a, @] ne contient pas de valeur

critique.
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Soit V' € I'; tel que sup f(V) < a. Puisque F satisfait ////\@(X , K, ), il existe
n: X x[0,1] — X telle que pour tout z tel que F(z) C (—o0,dl,

F(n(z,1)) < a.
De plus, par le Théoreme 6.6, on a que n(V,1) € I';. Nous avons donc
¢; < sup infF(z)<a<g

zem(V,1)

ce qui est clairement une contradiction. La conclusion découle du Lemme 6.7. W

6.2. THEORIE ABSTRAITE DANS graphF

Les hypothéses qui ont été nécessaires dans la Section 6.1 pour garantir que la
F'-catégorie soit une borne inférieure pour le nombre de points critiques sont trés
restrictives. Elles ne sont vérifiées que dans un nombre tres limité d’exemples et
causent une perte d’information importante. A I'image des travaux de Frigon [26]
sur les fonctions multivoques, nous allons présenter ici une autre notion de caté-
gorie assujettie a la fonction F' dans le graphe de F' plutét que sur son domaine
qui permettra d’obtenir plus d’information sur la fonctionnelle.

Soit X un espace métrique et soit dy la métrique de X. Soit F' : X — RU{oo}

une fonctionnelle multivoque. Le graphe de F' est défini par
graphF = {(u,b) e X xR |be F(u)} C X xR.

Introduisons une métrique d sur graphF en posant

d((u, ), (v,0)) = V/(dx (u, v))? + [l - b]>

Dans le cas ot F' est une fonction a graphe fermé, 1’espace métrique graphF est
complet avec cette métrique.

Dans le contexte multivoque, il est naturel de s’attendre & ce qu'un méme
point critique puisse avoir plusieurs valeurs critiques. Ainsi, ’ensemble des points
critiques doit étre considéré comme la projection d’un sous-ensemble de graphF
afin d’obtenir le plus d’information possible.

Pour ¢ € R, notons K. C F!(c) C X, un compact que nous appellerons

Pensemble des points critiques de niveau c. Nous dirons également que (z,c) est
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un couple critique si x € K.. Notons K = UceR K., ’ensemble des points critiques
de F'.

Dans le méme esprit que ce qu’on a vu précédemment, nous noterons, pour
une fonction multivoque, F* = graphF N (X x (—o0, al).
Nous aurons également besoin d’un équivalent de la condition 2(X, K,.) dans

ce contexte multivoque.

Définition 6.9. Nous dirons que F satisfait la condition .#2(X, K_) si pour tout
g, p > 0 et pour tout voisinage ¥ de K, x {c}, il existe € < £ et une déformation
n = (m,n2) : graphF x [0,1] — graphF telle que

1) n((z,c),t) = (z,c) pour tout ((z,c),t) € graphF x {0} U F°¢ x [0, 1].
2((z, ¢),t) < ¢ pour tout ((z,c),t) € graphF x [0,1],

) n
3) d(n((z,c), 1), (z,c)) < p,
4) n(Fere\ #,1) C Fee.

En fait, si on considére la fonction univoque ¥ : graphF — R définie par
Yr(z,c) = ¢, F satisfait la condition #9(X, K,) si et seulement si ¥ satis-
fait 2(graphF, K. x {c}). Par conséquent, on peut facilement adapter la Pro-
position 3.4 pour obtenir un théoreme d’intervalle non critique dans le contexte

multivoque.

Proposition 6.10 (intervalle non critique). Soient F: X — RU{oc0}, & >0, a €
R, b € RU{oo} aveca < b . Supposons que pour tout ¢ € [a,b], K. = 0 et que F sa-
tisfait AD(X, K.). Alors il existe une déformation n : graphF x [0,1] — graphF
telle que

(1) 77(Fb’ 1) cF° 5
(2) n(F*,t) C F* pour tout t € [0,1];
(3) n((z,c),t) = (z,¢) pour tout ((z,¢c),t) € F*~¢ x [0,1];

(4) m2((z,¢), t) < ¢ pour tout ((z,c),t) € graphF x [0,1].
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Définition 6.11. Nous dirons qu'un ensemble U C graphF est (F, €)-contractile
dans graphF §'il existe (g, ¢) € graphF et une déformation

n = (m,m) : graphF x (0,1} — graphF

telle que 75((z, ¢), 1) < c + ¢, n((z, ¢),0) = (2, ) et n((z,c), 1) = (7, ).

Définition 6.12. Soient X un espace métrique, € > 0 et soit F': X — RU{oo},
une fonctionnelle multivoque. Soit Y un fermé de graphF. Pour B C graphF,
notons NF (B, X,Y) le plus petit n € N U {0} tel qu'il existe Ay,..., A, des
fermés de graphF' vérifiant
(MCR1) B C Ui, 4,
(MCR2) pouri =1,...,n,ilexiste (z;,b;) € graphF tel que A; est (F, €)-contractile
vers (z;,b;) dans graphF.
(MCR3) il existe 7° = (n9,79) : graphF x [0,1] — graphF continue telle que
(MCR3a) 7°((z, ), 0) = (z,c) pour tout (z,c) € graphF,
(MCR3b

) m°(
) °(Y,t) CY pour tout t € [0, 1],
(MCR3c) n°(Ag,1) C Y,

) n3(

(MCR3d) 75((z,¢),t)) < ¢ pour tout ((z,¢),t) € graphF x [0, 1].

Définition 6.13. Pour B C graphF, on définit la F'-Catégorie multivoque de B

dans X relativement a Y par

F-Catyy(B) =sup NS (B, X,Y).

>0

Remarque 6.14. Si on réinterprete ’écriture de la F-Catégorie multivoque en

terme de Gr, on obtient que

F-Catx,y(B) = gF_Ca’tgraphF,Y(B)‘

Comme conséquence directe de la Remarque 6.14, on a que ’ensemble des ré-
sultats obtenus au Chapitres 2 et 3 peuvent se réinterpréter en terme de catégorie

multivoque. Nous présentons ici les plus importants.
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Théoréme 6.15. Soit F' : X — R, une fonction multivoque & graphe fermé et

A,B,Y C graphF avec Y fermé. Nous avons alors les propriétés suivantes :
(1) F-Catx v(A) < F-Caty(A);
(2) si AC B alors F-Catyy(A) < F-Caty(B),
(3) F-Catyy(AUB) < F-Catyxy(A) + F-Catx(B);
(4) si F'-Caty(B) < 00, alors F'- Caty y (A\B) > F - Catx y(A)—F -Caty(B) ;
(5) sin = (m,me) : graphF x[0,1] — graphF est une déformation satisfaisant

n(Y,t) C Y, m((z,b),t) < b pour tout ((z,b),t) € graphF x [0,1], alors
F-Caty y(A) < F-Catyy(n(A,1)).

Les points critiques de la fonctionnelle multivoque F' sont encore reliés a la

F-catégorie multivoque.

Théoréme 6.16. Soit F: X — RU {oo}, une fonctionnelle multivoque telle que
graphF est localement contractile. Supposons qu’il existe a,b € R et B C F® qvec
F-Caty pe(B) = k < 00. Si F satisfait #D(X, K.) pour tout ¢ € [a,b], alors F

a au moins k points critiques de niveau entre a et b.

6.3. THEORIE DES POINTS CRITIQUES POUR LES FONCTIONNELLES

MULTIVOQUES

Dans [26], Frigon a étendu la notion de pente faible présentée & la Section 3.5.2
aux fonctions multivoques & graphe fermé, permettant ainsi de développer une

théorie des points critiques pour ces fonctionnelles.

Définition 6.17. Soit F': X — RU{o0}, une fonctionnelle multivoque & graphe
fermé et soit (u, c) € graphF. La pente faible de F' au point (u, c), notée |dF|(u, c),
est le supremum des o dans [0, +00) tel qu'il existe un voisinage U de (u, ¢) (dans
graphF), § > 0 et une fonction continue h = (hy, hs) : U x [0,8] — graphF telle
que pour tout (v,b) € U et pour tout ¢ € [0,6], on a

(1) d(h((v,b),t), (v,b)) < tvV/1+ 02,
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(2) ha((v,b),t) <b—ot.

Définition 6.18. On dira que u est un point critiqgue de F' au niveau csi c € F(z)

et |dF|(u,c) = 0. Ainsi, 'ensemble des points critiques est
K = {z € X | 3c € F(z) avec |dF|(z,c) = 0}.

Nous noterons K, I’ensemble des points critiques de F' au niveau c¢. Nous

dirons que c est une valeur critique de F si K. # ().

Soit Gp : graphF — R la fonction définie précédemment. Nous disons que
(u, c) est un point critique de Gr si la pente faible de Gp au point (u, c) est nulle
(voir la Définition 3.14). Les points critiques de F et de % sont liés comme

I’énonce la proposition suivante :

Proposition 6.19. Soit F': X — R une fonctionnelle multivoque et 9 définie
comme ci-dessus. Alors u est un point critique de niveau ¢ pour F si et seulement

st (u, ¢) est un point critique de Yp.

DEMONSTRATION. Soit (u,c) € graphF. Tout d’abord, montrons que

|dZr|(u, ¢) < |dF|(u, c). (6.1)

St |d¥9r|(u,c) = 0, c’est clair. Supposons que |d¥r|(u,c) > 0. Il existe donc
0 < 0 < |d¥9F|(u, c) satisfaisant la Définition 3.14. Donc, il existe § > 0, U un voi-
sinage dans graphF et h une déformation tels que ¥r(h((v,b),t)) = ho((v,b),t) <
Gr(v,b) — ot = b—ot et d(h((v,b),), (v,b)) < t < tv/1+ ¢2. On trouve donc que
o < |dF|(u, c) et ce pour tout 0 < o < |d¥r|(u, c).

Montrons maintenant que

|dF|(u,c)
V1+ ([dF|(u,c))

= < |[d9r|(u, c). (6.2)
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Encore une fois, si |dF|(u,c) = 0, la conclusion est trivialement vérifiée. Si-
non, il existe 0 < o < |dF|(u,c) satisfaisant la Définition 6.17. Il existe donc
0 > 0, U un voisinage dans graphF et h. Construisons une nouvelle déformation

h : graphF x [0,8] — graphF en posant A{(v,b),t) = h((v,b), ==). Par les
V1+o2

propriétés de h, on trouve que Gp(h((v,b),t)) = ha((v,b), 7=5) < b+ —0 ==

et d(ﬁ((v,b),ﬁ),(v,b)) < Jf.tm‘/1+‘72 = t. Par conséquent, on trouve
7= < |d¥r|(u, c) et ce, pour tout o < |dF|(u, c).

En combinant les équations (6.1) et (6.2), on trouve que |[dF|(u,c) = 0 si et

seulement si |d¥r|(u,c) = 0. [ |

Définition 6.20. Soit F': X — RU{oo} , une fonctionnelle multivoque & graphe
fermé et soit ¢ € R. La fonction F satisfait la condition de Palais-Smale au niveau
¢ (notée (PS),) si toute suite (u,) dans X pour laquelle il existe ¢, € F(u,) avec

¢ — c et |dF|(un, ¢n) — 0, posséde une sous-suite convergente.

Présentons maintenant le théoreme de déformation dans ce contexte qui per-

mettra de vérifier que la condition .#2(X, K.) est vérifiée :

Théoréme 6.21 (Théoreme de déformation). Soient X un espace métrique com-
plet, F : X — RU{oo} une fonctionnelle multivoque & graphe fermé et soit ¢ € R.
Supposons que F satisfait (PS).. Alors, poureo >0, U C E x R un voisinage
invariant de K. x {c} (U peut étre vide si K. est vide) et A > 0 donnés, il existe
0 < € < gg et une fonction continue n = (ny,n2) : graphF x [0,1} — graphF tels

que
(1) d(n((v, b), 1), (v, b)) < At;
(2) 772((’0’ b)7 t) <b;
(3) si(v,b) € graphF \ (X X (¢ — €0, c+ €0)), alors n((v,b),t) = (v,b);

(4) n((graphF N X x (—oo,c+€])\U,1) C X x (—o0,c —€].

Ce théoreme de déformation permet de garantir que si ' : X — R est une

fonctionnelle multivoque a graphe fermé qui satisfait (PS)., alors elle satisfait la
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Fi1G. 6.1. Points critiques de fonctions multivoques

condition #2(X, K.). Par conséquent nous pourrons appliquer le Théoréme 6.16
avec cette théorie des points critiques. Dans certains cas particuliers, le Théo-
reme 6.8 s’appliquera également.

Considérons par exemple la fonction multivoque F': R — R définie par

4

- T <0,
[0, 1] z =0,

4

—rz+1 0<zx<l,

rz—1 T > 1.

\

On obtient F-Catg(graphF') = 2 (voir Figure 6.1). On remarque que (0, 0), (0,1)
et (1,0) sont des couples critiques de F'. Si on considere plutét F' : R — R définie

par

—x Tz <0,

z+1 >0,

on obtient que F-Catg(graphF) = 2. Encore une fois, on constate la présence des
couples critiques (0,0) et (0,1).

De plus, le fait de travailler dans le graphe de F' permet de voir des points
critiques que nous n’aurions pas pu voir avec la premiere approche. Considérons
par exemple la Figure 6.2. Dans cet exemple, (0,¢;) et (0,cs) sont des couples
critiques. La premiere approche nous aurait donné seulement la valeur critique

Co.
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(O, CQ)

(0, Cl)

F1G. 6.2. Points critiques de fonctions multivoques 2

6.4. LE CAS SEMI-CONTINU INFERIEUREMENT

La théorie présentée ci-dessus permet d’introduire une approche pour trai-
ter le cas des fonctionnelles qui sont semi-continues inférieurement. Considérons
f: X — RU {400}, une fonction semi-continue inférieurement. Introduisons une
nouvelle fonction multivoque F' en posant F(u) = {c € R | f(u) < ¢}. On
peut ainsi définir la pente faible de f en posant |df|(u) = |dF|(u, f(u)). Posons
D(f) = {z € X | f(z) € R}.

Définition 6.22. On dit que u € D(f) est un point critique (inférieur) de f si
|df|(u) = 0. On dit que ¢ € R est une valeur critique inférieure s'il existe un point

critique inférieur u de f tel que f(u) = c.

A cause de ce qui précéde, on a que u € D(f) est un point critique de f si
et seulement si (u, f(u)) est un couple critique de F'. Ainsi, le fait de connaitre
les points critiques de F' nous permet de connaitre les points critiques de f. Par
contre, rien ne garantit que tous les points critiques de F' sont des points critiques

de f. Par exemple, considérons la fonction f : R — R telle que

r+1 z<0,
f(z) =

T z > 0.
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Dans ce cas, 0 est un point critique pour la fonction F' ayant les valeurs critiques

0 et 1 mais 0 est la seule valeur critique inférieure de f.

(a) La fonction f (b) La fonction F

F1G. 6.3. Points critiques d’une fonction semi-continue inférieurement

Nous pourrons quand méme, dans certains cas particuliers, obtenir les points

critiques de f a partir de ceux de F, par exemple, si on suppose que

inf{|dF|(u,c) | f(u) <c} > 0. (6.3)

Proposition 6.23. Soit f : X — R, une fonction semi-continue inférieurement
et F, la fonction multivoque définie par F'(u) = {c | f(u) < c}. Supposons que
graphF est localement contractile, que la condition (6.3) est vérifiée et qu’il existe
a,b € R et BC F® avec F-Caty ra(B) =k < 0co. Si F satisfait (PS). pour tout

c € [a,b], alors f a au moins k points critiques.



Chapitre 7

APPLICATION AUX EQUATIONS
HAMILTONIENNES

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a un probléme Hamiltonien rap-
pelant ceux qui ont intéressés plusieurs auteurs. Mentionnons entre autres Bartsch

et Szulkin [4, 59] ainsi que Li et Willem [30] qui ont fortement inspiré notre travail.

7.1. FORMULATION DU PROBLEME ET THEOREME PRINCIPAL

Tout au long du chapitre, pour z € R?", nous utiliserons p pour désigner les
N premiéres coordonnées de z et g pour les N suivantes. Ainsi, z = (p,q). En

calquant sur ce modele, nous noterons

VH(tvp’ q) = (VPH(t7 p) q)’ qu(tap7 Q))

_ <3H (t,p,9) 0H(t,p,q) 0H(t,p,q) OH (t,p,q))
opp 77 Opn T O; 7 Ogn '

Considérons le probléme

u(t) = 0 u(t) + JVH(t,u(t)), (%)
B(t) 0

ot u(t) = (up(t), uy(t)) € RN xRY, u(t) = u(t+27) pour tout ¢, H € CH(RxR?),
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est la matrice symplectique usuelle et B : R — My ol My est l'espace des
matrices N x N et B(t) est autoadjointe pour tout t. Supposons que H est 27-
périodique en ¢. Nous sommes intéressés a trouver des solutions 2w-périodiques
de (*). Considérons I’espace L?(S?, R?") des fonctions de carré intégrable définies
sur le cercle & valeur dans R?". Chaque fonction u € L?(S!, R?M) peut s’écrire en

série de Fourier

Z a(k)ei*t

keZ
ol U(k) = 5= [5 u(t)e ™" dt est le k-ieme coefficient de Fourier.

Définissons 1’espace de Sobolev fractionnaire

SO+ ak)P < oo}

H'?(ST,R?N) = {u € L*(5',R*V)
keZ

muni de la norme

1/2
lully2 == (Z(l + k2)1/2|a(k)|2) :

kezZ
Cet espace est un espace de Hilbert lorsque muni du produit scalaire associé

a la norme

w-v="> (1+ k) ?u(k)o (k).
kez
Voici une propriété de cet espace qui sera cruciale dans la suite.

Théoréme 7.1. Pour chaque a € [1,00), HY2(S!,R?M) est plongé de maniére
compacte dans L*(SY,R?N). En particulier, il existe une constante v, > 0 telle

que pour chaque u € HY?(S' R?N),

[ullze < vallull2-

Pour plus de détails sur cet espace et pour la preuve de ce théoréme, le lecteur
pourra consulter [1, 31, 43].

Les conditions suivantes seront utilisées tout au long du chapitre :

(H1) B : R — My est continue, 2m-périodique et B(t) est une matrice auto-

adjointe V x N inversible;

(H2) H € CY(R x R?M R) est 2n-périodique en ¢ et en ¢
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(H3) il existe des constantes aj,as > 0 et r > 1 telles que
IVH(t,p,@)|I" < a1+ asp - V,H(¢, p, q);
(H4) il existe R > 0 et p > 2 telles que pour tout (p, q) avec ||p|| > R on a
0 <puH(t,p,q) <p-V,H(tp,q);
(H5) V,H(t,p,q) est borné;
(H6) lim H(t,p,q+v)— H(t,0,v)

(p.g)—0 I(p, 9)I2
Des variations de ces conditions apparraissent en particulier dans le travail de Li

= 0 uniformément en ¢ et en v.

et Willem [30] ainsi que dans celui de Rabinowitz [2, 50].

On dit que u € HY?(S!, R?") est une solution faible du probleme (x) si

Ju-v+Au-v+VH(tu) - vdt=0
S1

pour tout v € HY2(S!, R?V).

Voici maintenant le théoréeme principal de ce chapitre.

Théoréme 7.2. Supposons que les conditions (H1)- (H6) sont satisfaites et que
linégalité (2.1) est vérifiée. Alors le probléme (%) a au moins une solution faible

u € HY2(SY,R?N). De plus, il eziste Ao > 0 tel que si pour € = S*x{0} x [0, 27]",
max{H(t,p,q) | (t,p,q) € O} —min{H(¢t,p,q) | (t,p,q) € O} < \o (7.1)

alors le probléme (x) a au moins N + 1 orbites de solutions faibles périodiques

distinctes.

7.2. RESULTATS TECHNIQUES

Afin de démontrer le Théoreme 7.2, nous aurons besoin d’étudier les propriétés

des fonctions J, H et B.
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Remarque 7.3. Pour la suite du chapitre, les constantes nécessaires dans les
preuves seront notées ci, ¢, ... La numérotation des constantes reprendra a c;

au début de chaque preuve.

Lemme 7.4. Sous l’hypothése (H2), les fonctions H et V,H sont bornées sur
R x [k, k]N x RN, pour tout k > 0.

DEMONSTRATION. Puisque H est périodique en t et en g, les valeurs extremales
de H sur Rx [k, k]¥ xRY sont les mémes que celles sur [0, 27] x [k, k] x [0, 2]V

qui est compact. Puisque H est continue, il existe une constante c; telle que
‘H(tapa q)’ S C1.

Puisque ||V,H (t,p, q)|| est aussi une fonction continue périodique en t et en g, la

meéme argumentation fonctionne. Il existe donc une constante ¢, telle que
”VPH(tvpa Dl < co.

Lemme 7.5. Supposons que (H3) est vérifié et notons s = ﬁ (ot r est donné
par (H3)). Alors il existe az,aqy > 0 tels que |[VH(t,p,q)|| < asz + ad4||p]|® pour
tout (t,p,q) € R2N+1,

DEMONSTRATION. Par (H3), on a que
IVH(t,p, )" < a1+ asp- V,H(t,p,q) < a1 + ao|lpll||V,H(E, p, 9.
Si [|[VH(t,p,q)|| > a1, on a alors que

IVH(E, p, 9l < (1 + aollpIDIIVH(E, v, )]



95

et donc, [VH(t,p,q)|”~" < 1+ ay||p||. En prenant la racine de chaque c6té, nous

obtenons

1 1
IVH(E, p, )|l < (14 azllpll)™ < a5 + aallp|=. (7.2)

En effet, si ||p|| > az, on a

1

=1 .
2l

1 1
u+@mwh=Q—+@)
Il

1 =1 1
<(2+a) ol
az
1
— adllp|7.
Si, par contre, nous avons que ||p|| < ay, nous obtenons

1 1
(1+asflpl)™= < (1+a3)™".

Le cas ou | VH(t,p,q)|| < a; est trivial. Donc, il existe des constantes a3 et aq

telles que [[VH(z,p, q)|| < a5 + alp[| 7. -

Lemme 7.6. Supposons que (H2), (H3) et (H6) sont satisfaites. Alors pour

tout € > 0, 4l existe c. > 0 tel que
H(t,p,q+ 2mz) — H(t,0,212)| < ell(p, )| + cell(p, Q)1

pour tout (t,p,q) € R2N*! et z € ZV.

DEMONSTRATION. Soit M(a) = H(t, ap,aq+ 272). On a

M(a) = VH(t, ap,aq + 272) - (p, q).
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Donc, par le Lemme 7.5,

IA(1) = A(0)| = /0 V(H(t,ap,aq + 27z) - (p,q) da

1
< / IVEH(t, ap, aq + 272 | (7, )| da
0
1
S/ (as + aallap|l®) |1(p, 9)|| da (7.3)
0
1
< / 030, )| + adlal’| (5, @) dax
0
= as|(p, 9)|| +—||(p, gl

Soit € > 0. Par I'hypothese (H6), il existe une constante R, telle que pour
|(p, )|l < Re, on a |H(t,p,q+ 27z) — H(t,0,272)| < €||(p, q)||*>. Supposons que
l(p, q)|| = Re. Par I’équation (7.3), nous avons que

|H(t,p,q + 27z) — H(t,0,272)| < as|(p, 9)|| 41 (m, @)|I°*
as s+1
5= + D, q)
<||<p,q>ns s+1) Ie. o)l
< s+l
(3 +52) 1.0l

En posant ¢ = (£ + nous obtenons

s+1)

|H(t,p,q + 27z) — H(t,0,2rz)| < ell(p, 9)|I> + cell(p, @) ||°F*.

Lemme 7.7. Sous les hypothéses (H2) et (H4), il eziste des constantes as, ag > 0

telles que

H(t') b, q) 2 a'5||p”u — Gg pour tout (t)pa q) € R2N+1

ot p est donné par (H{).



DEMONSTRATION. Supposons que ||p|| > R. Considérons, pour a > R,

gla) = H (t,a”%”,q) .

Par (H4),
' . p b
gle) =Vl (o ma) - o
S Ha oP
o ?
=§g(a)

Donc, puisque g(e) > 0 pour a > R, en intégrant, nous obtenons

In(g(a)) — In(g(R)) = /R gg'((;v)) da > /I:g da =Ino” — In R*.

En prenant I’exponentielle, on obtient

23

g(e) 2 =

En choisissant a = ||p||, '’équation (7.5) devient

_ R
H(t,p,q) > R H(t, ﬁ,q)llpll“-
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(7.4)

(7.5)

(7.6)

Puisque H est 2m-périodique en ¢ et en ¢ et par (H4), il existe une constante

¢1 > 0 telle que H(t N ||,q) > ¢1R* pour tout (t,p,q) € R?V*1. En combinant

avec 1’équation (7.6), on obtient que

H(tvpv Q) 2 Cl'lp”#

pour tout (¢,p,q) € R2V+1 avec ||p|| > R.

(7.7)

D’un autre c6té, si ||p|| < R, par le Lemme 7.4, il existe une constante c, telle

que H(t,p,q) > —co. En combinant avec 1’équation (7.7), nous obtenons

H(t,p,q) 2 allpll* — c2 — i R = as|Ip|l* -

Lemme 7.8. Supposons que H satisfait (H2), (H3) et (H{). Alors, s = -+ > 1.
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DEMONSTRATION. Soit (p,0) € R?*M. Considérons A(a) = H(t,ap,0). Puisque

XN(a) = V,H(t,ap,0) - p et par le Lemme 7.5, on a que

H(t,p,0) — H(t.0,0) = A(1) — A(0) = /1 V,H(t, ap,0) - p da

1
< / IV, H(t, ap, 0)|[p]| da

1 (7.8)
< [ @+ aolpl) o] do
= azlp|l + c|plI*+".
Puisque H est périodique en ¢, il existe une constante cy telle que
H(t,p,0) — H(t,0,0) > H(t,p,0) — co. (7.9)

En combinant les équations (7.8), (7.9) et le résultat du Lemme 7.7, nous obtenons
as||pll* — cs < H(t,p,0) — ez < azllp|| + cal|pl|*+
avec c3 = ag + co. Donc, avec ¢y = ¢y + 3,
aslp]l + eallpl|**! — as|lpl|* + ¢4 2 0.

Puisque as > 0 et que cette inégalité doit étre vraie pour tout p, pour p assez

grand on doit avoir s+ 1> u > 2. D’ol1 s > 1. | |

Puisque nous nous intéressons aux solutions 2m-périodiques du probleme (x)

et puisque B et H sont 27m-périodiques en t, nous pouvons identifier [0,27] & S*.

Lemme 7.9. Supposons que H satisfait (H2) et (H4). Alors il existe une constante
k > 0 telle que

dt + k

up(t) - VpH(t, u(t))
[ H@uw) s /S 1 ;

pour tout u = (up, u,) € HYV2(S!, R?N).

DEMONSTRATION. Par le Lemme 7.4, il existe c; et co tel que ||p|[||V,H (¢, p, q)|| <
c1/21 et |H(t,p, q)| < co/2m pour tout (¢,p,q) € R x [-R, R] x RV,



Soit u = (u,,u,) € HY/2(S*,R?M). Notons
A={tes \ lup(®)ll < B},

Par ce qui précede,
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/ Up - VpH (2, up(t), ug(t)) dt < / lupl[[[ Vo H (2, up(£), uq ()] dt < c1,  (7.10)
A A

/ H(t, uy(t), ug(£) dt’ <o
A
Par (H4),
/ up - VpH(t, u) dt > / pH(t,u) dt.
En combinant (7.10), (7.11) et (7.12), on obtient

-V, H(t
/H(t’u)dt+ H(t,u)dt§c2+/ w
A Ac e /,L

cepy [T
st 1 A

S/ up - VpH(t, u) dt ey CL.
St K L

dt

Nous obtenons bien que

H(t,u) dts/ U Ve (bu) by g

st st H

pour tout v € HY2(S! R?N).

(7.11)

(7.12)

up - Vo H(t, u) @t
"

n

B(t
Définissons A : S — M, par A(t) = Q ) et considérons la fonction-
0 O
nelle f : H/2(S',R?N) — R définie par
1
flu) == JiL-u+Au-udt+/ H(t,u) dt
2 Sl S1
1
= ofuu) + ¥(u)
ou a(u,v) fSl JUu-v+ Au-vdt et Y(u f51 (t,u) dt. La fonctionnelle f est

bien définie. En effet, pour u € HY/?(S, RzN), par la définition de H'/2(S!, R?V),
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on obtient facilement que a(u,u) € R. Ensuite, pour € > 0, en utilisant le Théo-
reme 7.1 et le Lemme 7.6, on obtient
l H(t, u, u,) dt‘ < ‘ H(t,u,,u,) — H(t0,0) dt‘ + ] H{(t,0, 0)’ dt
sl St Sl

< ellullz2 + cellullfi + a7

< yoellull?s + srcellull3! + ar

et donc [g, H(t, up, ug) dt € R.

Proposition 7.10. L’application L : H/2(S' R?N) — (HY2(S',R?MN))* définie
par L(u) = Ji+ Au+ VH(t,u) c’est-d-dire

L(u)(v) = /Sl(Ju+Au+ VH(tu)) vdt

est continue.
Pour pouvoir prouver ce théoréme, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 7.11. Supposons que (H3) est vérifiée et soit s, la constante donnée par

le Lemme 7.5. Alors la fonction h : L**(SY,R*) — L%(S',R%N) définie par

h)(t) = VH(t, ¢(t))

est continue.

DEMONSTRATION. Soit ¢, — ¢ dans L?(S?, R*") et considérons {£,}, une sous-
suite de {¢,} telle que &,(z) — ¢(z) presque partout dans S'. Il existe une
sous-suite {1} de {&,} telle que |[¢)j41 — ¥;]|z2s < 277, V5 > 1. Posons

9(z) = llgs ()| + Z [%541(2) — 9;()]l.

On a clairement que ||»(z)|| < g(z) presque partout dans S* et donc ||¢(z)]| <

g(x) presque partout dans S*.
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Pour u € L*(SY,R), par (H3), on a que ||A(u)®)|? < (a + b||lu(t)||)? <
&+ bl|lu(t)||?. Do h(u) € L2(S!, R).

Puisque ||A(yn) () — R(#)()]|? < 4(a + b|g]|>) € L(S', R), par le Théoréme

de convergence dominée, h(v,) — h(¢p) dans L?(S!, R). Puisque qu’on a ca pour

toute sous-suite {£,} de {¢»}, on obtient que h(d,) — h(¢) dans L?(S*,R). W

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.10. Puisque HY2(S!,R?M) C L2 il
est clair que L(u)(v) € R pour tout v € HY2(S!, R?V). Soit u dans H'/?(S, R2N).

On a alors

| Ji + Aul|(g1/2)- = sup “/ (JiH—Au) ‘v dtH
S1

oll1/2=1

< sup e S [El(@(k))B0E) + collull e ol e,

lolli2=1 2z

< allufli + ealluli2,

et donc, par le Théoreme 7.1, on obtient que u +— Ji + Au est continue. Finale-
ment, on conclut grace au Lemme 7.11 que L est continue.

Théoréme 7.12. La fonctionnelle f est de classe C! et

(f'(u),v) = L)) = [ Ju-v+ Au-v+ VH(t,u) dt
Sl

pour tout u,v € HY/?(S, R?N).
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DEMONSTRATION. Soient u,v € HY2(S!, R*). Posons A(a) = f(u + av) et
remarquons que
, d (1 S
MN(a) = — —/ J(u+ av) - (u+av) + Alu + av) - (u+ av) dt
da\ 2 Sl

+ [ H(t,u+ av) dt)

S1

:i 1/ Ji-ut+Av-utalJu-v+Jv-u+Au-v+ Av-u
da 2 Sl

+a2(J®-v+Av-v> dt + H(t,u+av)dt>

Sl

=%</ Ju-v+J1')-u+Au-U+Av-u+2a<J®-v+Av-v> dt)
Sl
+ | VH(t,u+ av)-vdi.
Sl

En évaluant en o« = 0, on obtient

X(O)z%(/ Ju-v+J1)-u+Au-v+Av-udt> + [ VH(t,u) -vdt
St S1

= [ Ji-v+Au-vdt+ | VH(t,u) vdt
st st

puisque B est auto-adjointe et par intégration par partie en utilisant le fait que

u, v sont dans H/2(S', R?M). Donc
N(0) = (Ju+ Au+ VH(t,u),v) 2 = (L{u), v) 2.
En vertu de la Proposition 7.10, L est continue. Donc f est différentiable au sens

de Fréchet et f' = L. [ |

7.3. FORMULATION EQUIVALENTE DU PROBLEME ET CONDITION
(PS)e

On remarque que les solutions faibles du probléme (*) correspondent précisé-

ment aux points critiques de la fonctionnelle f.
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Considérons les deux opérateurs T, S € L (HY?(S',R?M)) définis par
(Tu,v)12= [ Ju-vdt, (Su,v)ipe= | Au-vdt Yu,ve HY?*(S'R¥).
St s1
On a que T est autoadjoint et I'hypothése (H1) garantit que S l'est aussi.
Puisque linclusion de HY2(S!, R?M) dans L?(S',R?") est continue et com-
pacte, 'opérateur S est compact. On a donc que les points d’accumulation du
spectre de I'opérateur T + S sont les mémes que ceux du spectre de T (voir[51]).
Puisque les valeurs propres de T ne s’accumulent qu’en +o00, on pourra noter les

valeurs propres de T' + S par
...S/\_QS)\_1<O<)\1S)\2S...

Le lecteur intéressé pourra consulter [34, 35, 50, 51] pour plus de détails. Notons
{e+;} les vecteurs propres de T' + S correspondant respectivement & {)i;} et
définissons X+ = span{e;, ey, ...}, X~ =span{e_j,e_s,...} et X° = ker(T + S).
Nous obtenons ainsi une décomposition de H/2(S', R?M) = X+ @ X° @ X~ avec
dim X® < oo et dim X = dim X~ = oo. De plus, nous pouvons introduire un

nouveau produit scalaire (-, ) en posant, pour u = ut+ul+u-etv = v++v0+v“,
(w,v) = (T + S)u™, v )12 — (T + S)u™,v7 )12 + (W, 0%)10.

Ce produit scalaire induit une norme équivalente sur H'/ 2(SY, R*™) que nous

continuerons de noter || - ||, On trouve donc que, dans cette nouvelle norme,
/51 (Jii+ Au) - wdt = (T + Sy o = [ 2 — w2, (7.13)
On peut remarquer que
(T + 5)(u),v) = a(u,v)

et donc, par la décomposition spectrale, pour v = u* + u® + u~, a(u,vt) =
a(ut,vt) pour tout v+ € X*et a(u,v™) = a{u™,v™) pour tout v~ € X~.

Par la périodicité de B et de H donné en (H1) et (H2), on a que

f(up, ug + 272) = f(uy, u,) pour tout z € ZV.
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En effet,

1 .
f(upa Uqg + 2mz) = 2 / ‘](up’ Ug) - (up, Uq + 27 z)
S1

+ A(up, uq + 212) - (up, uqg + 272) dt

+/ H(t,up, uqg + 2m2) dit
s1
1 S .
= —~/ I (T, Bq) - (Up, Uq) + Tp - 272
2 Js,

+ A(up, ug) - | (up, ug) + (0, 27rz)] dt + H(t, up, ug) dt

Sl

puisque u, est périodique. Il s’ensuit que f'(up, uq + 272) = f'(up, ug).

Grace & cette particularité, a chaque solution (@,,%,) correspond en fait une
orbite de solutions (&, G, + 27ZYN).

Introduisons la relation d’équivalence ~ sur X définie par z ~ 2/ & z — 2’ =
27z o z € ZN. Notons [2°] la classe d’équivalence de z°, V = {[z°] | z° € X°} et
X = X*®X~. On remarque qu’on peut identifier V = R"/27Z" au tore TV de
dimension N. Nous avons ainsi une fonction 7 : H/2(S!, R?N) — X x V définie
par 7(z + z°) = (z, [z°]). Définissons ¢ : X x V — R par ¢(z, [z°]) = f(z + z°).
Puisque f est 27 périodique, ¢ est bien définie.

f
H1/2(SI,R2N) 1; R

-

-

l .
PR

X xV

Pour chaque z + z° de HY/2(S!, R*N), 7 induit une correspondance 7’ entre
les plans tangents H'/?(S",R¥) = T, ,,0(HY2(S*,R?N)) et T(, faop (X x V). On
obtient donc que pour tout v € H2(SY R?N), f'(z + 2% = ¢/(z, [z°]) (7' (v)).
Nous avons donc une correspondance entre les orbites de points critiques de f et

les points critiques de ¢. Pour plus de détails, consultez [55].
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Afin de s’assurer que ¢ vérifie la propriété de déformation 2*(X, K.) pour
tout ¢ € R, il suffit, en vertu du Théoreme 1.18, de vérifier que ¢ satisfait la

condition de Palais-Smale étoile au niveau c.

Théoreme 7.13. Soit X} = span{es,...,e,} et X = span{e 1,...,e_,}. Si
H satisfait (H1)- (H6) alors la fonction ¢ : X x V — R satisfait la condition
(PS): pour tout ¢ € R.

DEMONSTRATION. Soit ¢, la restriction de ¢ & (XF®X ) xV et f,, larestriction
de f & X;F @ X,; ® X°. Encore une fois, il existe une correspondance entre les
plans tangents T{; ;o)) (X} @ X)X V) et T, 40(X;} & X, ®X°) qui entraine que
@h,(Tn, [28]) — O si et seulement si f,(up) — 0 olt u, = 2, + 20 et z, = =} 4+ 2.

Considérons (z,) = (¢} + z,,[z?]) € (X* & X ) x V une suite telle que
2z € (XFT X)XV, ¢(zn) — cet ¢l (2,) — 0.

Nous allons étudier la suite (u,) = (z;7 + 7, +z2) en prenant le représentant
0 dans [0, 27V,

Nous devons montrer que (z,) posséde une sous-suite convergente. Pour ce
faire, nous allons montrer que (u, ) posséde une sous-suite convergente et la conclu-
sion découlera de la continuité de la correspondance .

Pour cette démonstration, nous adopterons la notation u,(t) = (u2(t), ul(t))
plutot que la notation usuelle pour éviter la confusion.

Par la compacité de [0, 27", la suite (z°) posséde une sous-suite convergeant
vers z°. En particulier, (z2) est bornée.

Puisque ¢(z,, [22]) — c et f(z, + 22) = ¢(zn, [2°]), pour n assez grand,
c+1> flu,) >c—1

et donc

1—c>—f(uy) (7.14)

De plus, puisque f/(u,) — 0, il existe NV tel que pour tout n > N,

' (wn)ll 12y < 1 (7.15)
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En utilisant les équations (7.14) et (7.15), on obtient, pour n assez grand,

L et flunlle 2 5 (o) ) = f()

= / VH( un) -t H(t,u,) dt
" 2

(7.16)

En vertu de (H5), la suite (VqH (¢, un)) est bornée et donc

1/2 1/2
/S1 ul -V, H(t, un) dt‘ < </51 (ul)? dt) ( . V H(t,u,)? dt)

< eifludllze, (7.17)

car u, € L? .

D’autre part, le Lemme 7.9 implique que

P.\V. H n 1
L= Gn) ) ar> (1 1) [ Vo) de— k (118)
. 2 g

2 Iz
En combinant (7.16), (7.17), (7.18) et 'hypothese (H3), on déduit
1 1
1—c+ [[unllie > / (— — —) ub - Vo H(t,u,) dt — k — c1||ulllre
st \2 p
2 el VH(E, un)||7- — k1 — cafludl]z2 (7.19)

— i) ou encore, par le Théoreme 7.1,

avec ¢y = i(%

1—c+ (1+cs)lunllije = |l VH(E, un)||7r — K- (7.20)

Posons 7'/, ’exposant conjugué de r. Puisque
(Falun) ) = alum,a) + [ af - VH0)
=a(z},z}) + /S1 z} - VH(t, u,) dt,

on obtient, grace aux équations (7.15) et (7.20),
olaf ) = {falua).af) = [ ot VH )

<Nz llye + Nl o IV H (2, )| e

1
<Nzt e + callz e (1 + J[unllize) + cs

(7.21)

< ol + ¢
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De la méme fagon, pour z;;,

(F'(un),25) = aler,z5) + / 27 - VH(t, un) dt.
Sl
D’ou
—a(zg,75) = —(f(wn),25) + / 2o - VH(t,w) di
Sl
< ezl + ozl IVEE, un) -

(7.22)

< Nz e + callzs 2 (1 + [[unllifs) + cs

< collunllhY" + ¢r

Puisque, par 'équation (7.13), |lu.|?, = a(z],z}) — a(z;, z;) + ||z, on
obtient, grace aux équations (7.21), (7.22) et du fait que la suite (z°) est bornée,
que

lunll}e < 2esllunlli” + o

Puisque 7 > 1, on obtient que la suite (u,) est bornée. Puisque H/?(S' R?N)
est un espace de Hilbert, la boule fermée est faiblement compacte. Donc la suite
(un) posséde une sous-suite, que nous noterons encore (u,), faiblement conver-
gente dans H'/2(S',R?M) c’est-a-dire u, — u = z* + 2z~ + z° On a donc que
(f'(un), zE — %) — (f'(u), zF — %) — 0, car f'(un) — 0 et = — z*.

Puisque u, — u dans HY2(S',R?M) et que l'inclusion de H'/2(S', R?") dans
L*(S',R?M) est compacte pour tout o > 1, on sait que (u,) posséde une sous-
suite convergente dans L?(S,R?N) et dans L?(S, R?") que nous continuerons
de noter (u,). On a donc par le Lemme 7.11 que |VH(t,u,) —~ VH(t,u)|2 — O.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

/ (VH(t,un) ~ VH(t, u)) . (z: . :v+) dt — 0.
Sl
Remarquons que

<f'(un) — f'(u), z* — aci> = a(Un, 2= — 2F) — a(u, 2T — )+

/ (VH(t,w,) — VH(E, ) - (25 — 2) dt
Sl

n

= a(zE — %, 2 — 2F) +/ (VH(t,u,) — VH(t,u)) - (zF — 2F) dt.
sl
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Donc, par ce qui précede,

a(zy — 2%, 75 — 2%) = (f'(ua), 27 — %) = (f'(u), 25y — %)

_ /S1 (VH(t, u,) — VH(, u)) : (x,f — xf) dt —0. (7.23)

Puisque a(z — z*, 25 — z*) = £||z¥ — z%||?,, on obtient que ¥ — z* et

donc u, — u fortement dans H'/?(S' R?V). [ |

7.4. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Afin de démontrer le Théoréeme 7.2, nous voulons d’abord vérifier que ¢ vérifie

des inégalités appropriées sur des paires d’ensembles qui s’enlacent.

Théoréme 7.14. Il eziste deuz constantes R™ et R~ , vg € V et A > 0 tels que

les ensembles

B ={ze X" ||z|.. < R*}
St = {x eXxt | ||37||1/2 = R+}

B ={ze X" |lzl.. <R}

S"={ze X ||zl.=R"}
satisfont
sup (S~ x V) < inf ¢(B* x {wo}) < supp(B~ x V) < inf #(ST x {vg}). (7.24)
De plus, si linégalité (7.1) est vérifiée, alors

sup¢(S™ x V) <inf¢(B* x V) <supp(B~ x V) <inf@(ST x V). (7.25)
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DEMONSTRATION. Soit (z7,v) € X~ x V et 2° € X° tel que v = [2°]. Nous

avons donc, par le Théoréme 7.1 et le Lemme 7.6,

d)(x',v):%-l- H(t,2=+2°% — H(t,2°) dt + | H(t,z°) dt
St g1
_l= “"2 H(t,z~ +12°% ~ H(t,z°) dt + | H(t,z°) dt
2 Sl Sl

< ‘—” ||1/2 / ” —“2 dt-{-CE/ ”CE “s-}—l dt+¢( )

~|lz ‘II _ _
= ———L tellz7|}: +ellz |5 + é(v)

(7.26)

—llz ‘II _
< ——— L tenls I + vl + ¢(v)

1
= (—5 +ev2 + ceVorllz™ ”1/2 Mz~ “1/2 $(v).

Puisque, par le Lemme 7.8, s > 1, pour ¢ assez petit, il existe R~ et kg > 0 une

constante tels que, par I’équation (7.26), on a

d(z7,v) < —ko + ¢(v) < @(v) Ve~ e S7,Yv eV,

(7.27)
d(z7,v) < ¢(v) V- e B-,VveV.
De méme, par le Théoreme 7.1,
+ ot
ozt v) = W + | H(t,zt+1°% — H(t, 2% dt+ | H(t,2°) dt
S1 Sl
||$+||1/2 + 112 +||s+1
> - II |* dt - ce Hr 15+ dt + ¢(v)
Ilzv+|| . 7.28
= T a3 - cEnx*nLtL +¢(0) (728)
lz* 12,

=z 5 - 725||$+||1/2 'Ys+lcs||$+||f7;1 + ¢(U)

1
= (5 = Y€ — '7s+lc€”$+”1/2 )||$+||1/2 + ¢(U)

Pour € et R* assez petits, il existe une constante k; telle que, par I’équa-
tion (7.28),
p(zt,v) >k + d(v) > p(v)  Vat € ST, VweV

(7.29)
d(zt,v) > ¢(v) Vet € Bt v e V.
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Ainsi, si
sup ¢(v) — inf ¢(v) < A = min{ko, k1 }, (7.30)
veV veV

en combinant (7.27), (7.29) et (7.30), nous obtenons

¢(z,v1) > Inf (V) > - XA +supd(V) > ko — A + d(z, v0)
V(zT,v1) € Bt x V,¥(z7,1) € S~ x V,
¢(z*,v1) > k1 +inf §(V) > by — A +sup (V) > k1 — A+ ¢(z7, g)

V(zt,v1) € St x V,¥(z™,1) € B~ x V.
Donc
supp(S™ x V) <inf (B x V) < sup (B~ x V) < inf (ST x V).
D’un autre coté, si '’équation (7.30) n’est pas vérifiée, en choisissant v tel que

#(vo) = max ¢(v). (7.31)

veV

en combinant (7.27), (7.29) et (7.31), nous obtenons

d(zt,v0) > d(wo) > d(v) > —ko + d(v) > ¢(z7,v)
YveV,Vzt € BY Vo~ € 5™,
d(x™,v0) > k1 > p(vo) > (v) > ¢(z7,v)

Vv e V,Vzt € St Vo~ e B™.

D’ou
sup $(S~ x V) < inf ¢(B* x {vo}) < supp(B~ x V) < inf #(ST x {wo}).

Nous sommes maintenant préts & démontrer le théoréme principal de ce cha-

pitre.
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(8- NX,) xV X, xV

.

n

X xV

it

(STNX,) xV

Fig. 7.1. Situation d’enlacement

PREUVE DU THEOREME 7.2. Supposons card(K) < oc. Dans le cas contraire,
la conclusion est vérifiée.

Puisque ¢ satisfait (P.S)} pour tout ¢ et que ¢ € C'(X x V,R), par le Théo-
reme 1.18, ¢ satisfait 2*(X x V, K.). Puisque pour tout n € N,

(B"NX,) x V, (S~ NX,) x V) enlace (BTN X,) x {vw}, (ST N X,) x {w}),

ou vy est donné au Théoreme 7.14, en appliquant le Théoréme 4.12, on trouve
que card K > 1.

Si la condition (7.1) est vérifiée pour A donné par le Théoreme 7.14, il existe
acRtelque S~ xV C (¢*°N((B~ @ B*) x V)) avec ¢* N (B x V) = 0. Nous
sommes précisément dans la situation décrite au Théoréme 4.11. Puisque V est

le tore de dimension N, par la Proposition 1.12, on a

Ca‘tl.'B_an)xV,(S‘an)xV((B_ N Xn) X V) >N +1.
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Par les Théorémes 4.10 et 4.11, nous obtenons que f-cat %, . (B™xV) > N+1

et
card({K. | c € [sup¢(S™ x V), sup (B~ x V)]}) > N + 1.

Le probleme (*) a donc au moins N + 1 orbites distinctes de solutions.

Nous avons donc obtenu que le probléme (%) a toujours au moins une solution
faible périodique. De plus, dans le cas ou (7.1) est vérifiée, nous avons obtenu

qu’il existe au moins N + 1 solutions faibles périodiques distinctes.



CONCLUSION

Dans cette these, nous avons développé plusieurs notions de catégories assu-
jetties a une fonctionnelle f, permettant de traiter un grand nombre de situations,
du moins d’un point de vue théorique. L’amélioration des bornes obtenues pour
le nombre de points critiques d’une fonctionnelle est notable dans plusieurs cas.

Un des problémes fondamentaux pour cette théorie est la difficulté & calculer
explicitement la f-catégorie. Il n’y a pas a s’en étonner, car 1’évaluation de la
catégorie de Lusternik-Schnirelman est également ardue. Dans ce cas, les outils
de topologie algébrique comme le cuplength sont utilisés pour fournir des bornes
inférieures sur la catégorie. Il serait souhaitable de développer des méthodes per-
mettant de trouver des bornes inférieures pour la f-catégorie et améliorer celle
fournie par le cuplength.

Du point de vue des applications, on peut espérer que l'application de la
f-catégorie pourra conduire a de nombreux nouveaux résultats de multiplicité. En
effet, comme mentionné dans I'introduction, lorsque les fonctions sont définies sur
un espace vectoriel, la catégorie classique ne permet pas d’obtenir des résultats de
multiplicité. Des applications au probleme de plaques accrochées tel que présenté
par Marino et Mugnai [41] peuvent aussi étre envisagées. Dans ces situations, la

f-catégorie asymptotique pourrait étre d’'une grande utilité.
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