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RÉSUMÉ

Dans ce travail nous déterminons dans un premier temps les équations différentielles

invariantes par rapport aux groupes de Lie dans le plan complexe ou réel. La classifica

tion de ces groupes a été donnée par Sophus Lie dans le cas complexe et par A.Gonzales

Lopez, N.Kamran et P.Olver dans le cas réel. Dans un cadre d’intêrets physique nous

voulons ensuite déterminer les schémas discrets invariants pour les mêmes groupes.

Mots clés : prolongation, algèbre de Lie, équation différentielle invariante, groupes de

symétries, équation aux différences finies.



ABSTRACT

The work that we present here is firstly a search for ordinary differential equations in

variant under Lie groups acting on the complex or real plane. The classification of these

groups is known since the work of Sophus Lie in the complex case and since the work

of A.Gonzales-Lopez, N.Kamran and P.Olver for the real case. After that we construct

difference schemes invariant under the same groups and approximating the formed inva

riant equations.

Keywords prolongation, Lie algebra, symmetry group, ordinary differential equation,

point symmetry, difference schemes.
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INTRODUCTION

La théorie des groupes de Lie fut premièrement appliquée à la transformation des

ensemble-solution de systèmes d’équations différentielles’1213141. Au cours des années,

cette théorie est devenu un outil puissant pour classer les équations différentielles et

les résoudre. Les techniques développées sont décrites dans plusieurs références51617.

Pour les équations différentielles, il y a deux applications qui prévalent en physique.

Dans la première les équations sont déjà connues et on utilise la théorie des groupes

pour les résoudre. Dans la seconde les symétries précèdent les équations, c’est-à-dire

que les symétries d’un problème sont connues et on les utilise afin d’élaborer un modèle

théorique. La classification d’équations aux différences finies selon les groupes de Lie

est beaucoup plus récentes811. Dans cet ouvrage, nous utiliserons le même point de vue

que dans l’article de O.Gat’°1, c’est-à-dire que nous considérons un groupe de symétries

et son algèbre de Lie a priori donnés et nous en déduisons une équation différentielle

invariante. Nous cherchons dans un second temps un schéma , c’est-à-dire une équation

aux différences finies munie d’un maillage ayant le même groupe de symétries et cette

algèbre. Nous considérons alors des équations différentielles du quatrième ordre de la

forme:

y”(x) = w(x, y, y’, y”, y”) (1)

L’algèbre de Lie L du groupe de symétries de l’équation (1) est réalisée par des champs

de vecteurs de la forme

X = (x,y) + (x,y)—,a= 1,•• ,m. (2)
ôx ô))

S. Lie a montré que pour une équation différentielle ordinaire d’ordre n3, la dimension

de L est au plus n+3. Pour le modèle discret, on le représente par deux équations, soient:



(voir Kozlov,Dorodnitsyn,Wintemitz 2000),

E1 (Xii_2, X,,_1, X,1, X,11, X,2, Yn—2, Yn—i , Yn+i , Y+2) = 0, (3)

E2(x_2, X11_1, X, Xn+i, Xn+2, Yn—2, Yn—l ,y,, Y+i, y,,+2) = 0, (4)

telles que
ô(E1,E7) ô(E,E2)

det 0,det 0; (5)
ô(Xn_2, Yn—2) 8(X,,+2, Yn+2)

Lorsque les pas h du schéma aux diférences finies tendent vers 0, l’équation (3) doit

tendre vers une équation différentielle du quatrième ordre, alors que l’équation (4) tend

vers l’identité 0=0.

Nous avons aussi la motivation sur le plan physique que l’espace-temps est peut-être

discret aux échelles de la longueur de Planck et du temps de Planck, ce qui impliquerait

une physique discrète. Même si l’espace-temps est continu, beaucoup de phénomènes

physiques sont discrets et décrits par les équations à différences.

Une autre motivation est le désir de discrétiser les équations différentielles en préser

vant leurs symétries afin d’améliorer les méthodes numériques1111.
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CHAPITRE 1

EXPOSITION DES MÉTHODES POUR DÉTERMINER LES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE QUATRE INVARIANTES ET DES SCHÉMA

D’ÉQUATIONS A DIFFÉRENCES FINIES INVARIANTS

On cherche premièrement les équations différentielles invariantes. La théorie des

prolongations51 impose:

8E 8E 18E 28E 8E 8E
pr4XaE(x, y, y’, y”, y”, y”) = —+7—+7)—+77 —+77—+J1—— O,

où

(1)_ ‘
— xTkY ,

= D’’ — , pour n 2.

En utilisant la méthode des characténstiques, on obtient un ensemble d’invariants

{Ii, IkL où le nombre d’invariants k est donné par:

k = dim(AJ) — rang(Z), (1.1)

où M est une sous-variété de l’espace des jets, M {(x,y,y’,y”,y”,y”)}. La matrice Z

est
(1) (2) (3) (4)4g1

(1) (2) (3) (4)
Ifl ‘lin ‘lin 11,n ‘lin

Nous étudions ensuite les schémas invariants en fonction des éléments du stencil

nécessaire pour des équations du quatrième ordre.
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y

(x,?+2, Yn+2)
(x,?+l , Yn±i)

(x,?_2y,_2)
—

I I I
X

Le pas entre chaque points du maillage est donné par:

ha_1 = x_i —

li,, = x,, —
(1.2)

11,1+1 = Xfl+ 1 — Xn,

= X,2 — X,j.

Les formules pour les dérivées premières sont alors:

(n_l) = YIhi — Yn—2

Ïz,1_1

= Yn Yn—1 (1.3)

(n+1) — Yn-+- 1 — Yn
yx I

It,,+i

(n+2) = Yn+2 — Yn+J
Ïz,12
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Les formules des dérivées secondes sont

(n) (n-1)
(n) — Y — Y —

_______________

(Yn — Yn— 1 Yn— I — Yn—2
—

— lin_1 + h,, h,, Ïz,,_i

,- (,,+1) (n)\
y(•fl+l) = —

-1 (1.4)
h,, + tz+

(,,+2) (÷1)
,(n+2) = 2 (Yx — Yx )

Ïi + /Z,,+2

Les dérivées de troisième ordre sont données par:

2 f (,,+1) (,,)
(i+1) —

-, Yx — Yr) (1 5)
XXX

— h,,_1 + h,, + Ït,,1’

2 1 (,,+2) — (i+1)
—

-,
ytx Yxx

XXX
— h,, + h,,1 + h,,2

Finalement, la dérivée d’ordre 4 est donnée par:

A f (,,+2) (i+1)-
(i,÷2) — •‘• YXXX — )‘ _‘ 1 6Yxxx-t h,,_1 + h,, + 11,1±1 + h,,2

La formule pour la quatrième prolongation des équations aux différences finies est

donné par:
n+2

pr4X = Z((xj,Yj) + a(Xj,Yj)) (1.7)

ô ô ô
= a,,,—2 + ni + (1.8)

ôx,,_2 ôx,,_1 ôx,,

ô ô ô
+ y,+2 + 7k,,,— +



ô ô ô ô
+ 1lcr,n + l?n,,,+l + 1]a,i,+2

ô)’,, 8Yn+i ôYn+2

OÙ = (x,,, y,,). En appliquant la méthode des caractéristiques à la dernière équa

tion on trouve un certain nombre d’invariants. Ce nombre r est donnée par:

r = dinï(M) — rang(Z), (1.9)

où lvi Ç {(x,,_2, X,,_1, X,,, X,,, x,,2, Y,—2 Y7—i , )‘n+l, Y,z+2)} et Z est donnée par

l,n—2 171,n—2 ‘1,n—1 11 l,n—l l n 171,11 1 ,n+ I ‘7i,,,+i ‘l ,n+2 1]I,,,+2

n,j,—2 1J,,,,,,—2 ln,n— 1 17,,,,,,_ I ‘in,,,, n,,n+ 1 17,,,,,, + I ,n,n+2 17,,,,,, +2

Le nombre de ligne de Z est egal a la dimension de la base de l’algèbre {X,,, o =

1,... ,,n.}.
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CHAPITRE 2

ÉQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 1 ET 2

2.1 Analyse des équations différentielles et des schémas invariants pour un groupe

de dimension 1.

Pour commencer, on utilise le champ de vecteurs,

ô
D1,1 : X1 = ô,, où ô, = —.

ôy

C’est le groupe des translations en une dimension.Nous cherchons l’équation différen

tielle invariante de ce groupe de symétries. Soit E(x, y, y’, y”, y”, y”)=O une équation

différentielle ordinaire du quatrième ordre. La méthode pour trouver les invariants passe

par la théorie des prolongations et impose

pr4X1E = O

/9E
S-. — = O

ô))

Comme
,

4, , ,, n’apparaissent pas dans la dernière équation, ceci im

plique que l’on trouve cinq invariants soient:

t,, t,,,

11=x, ‘2Y ,
I4)’

,
I5))

On remarque que le nombre d’invariants correspond bien à celui que prédit la formule

(1.1). La base des invariants est donc,

, ,, ,,, ,,,,{x,y,y,y ‘y



$

et l’équation différentielle invariante est alors,

,,,, , ,, ,,,

y = f (x, y, y ,
y ) (2.1)

Par le changement de variable u=y’, l’équation différentielle invariante devient

u” = F’ (x, ii, tt’, u” ) (2.2)

et on a donc réduit l’équation différentielle d’ordre 4 à une équation différentielle d’ordre

3. Vérifions maintenant quel est le système d’équations aux différences finies invariants

pour ce même groupe de symétries en une dimension. On trouve premièrement les inva

riants à l’aide de la quatrième prolongation discrète du champ de vecteurs X1,

pr4Xi E(x,1_2, X,1, X, X,+1, X,2, Yn—2, Yn—î, Yn, Yn+I, Yn+2) = 0 (2.3)

8E 8E 8E 8E 8E
+ +—+ + O (2.4)

8Yn—2 ôy,1_ 8Yn 8Yn+1 8Yn+2

Comme e—, 8X+2
n’apparaisent pas dans l’équation, on a donc trouvé

cinq invariants soient:

‘t = X,_2, ‘2 = X_j, 13 = X, 14 = X,1, 15 X,.

La méthode des caractéristiques appliquée à l’équation (2.4) nous donne

dy,1_1 = dY = dy,11 = dy+2, (2.5)

ce qui représente 4 équations intégrables. Comme l’équation (1.9) prédit neuf invariants,

nous avons déjà les cinq invariants I où i=1,2,3,4,5 et les quatres autres proviennent de
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l’intégration des équations (2.5). Ceci mènent aux invariants:

‘6 = Yn—i — Yn—2, 17 = Yn — Yn—i, ‘8 = Yn+1 — Yn, 19 = Yn+2 — Yn+i

On peut alors écrire une base pour les invariants comme

Xn_2, X11_1, X,1, X,1, X12, Yn—l — Yn—2, — Y,i—1, Yn+l Y,z, Yn+2 — Y,+i

On peut réecrire cette base d’une façon plus pratique en fonction des équations (1.2) à

(1.6), soit

(n—I)
+ +

(u,+l)
+

(n+2) y + +
y2) y(I) +

(n±2)
(,,+2)

Ii,,, h+1, 11,1+2,
4 ‘ 3 ‘ 2 ‘ Yxxxx

Cette base est obtenue par les transformations suivantes:

(ii—1) — ‘6 (n) — 17 (ii+1) — ‘8 (i,+2) — 19

— ‘2 — ‘i — 3 — ‘2’ — I — J — J — 14’

,—
(n) (n—l)’, ,- (11+1) — (n),

,

(n+2) (,i+l)

(n) — — Yx J (n+l) — ‘Yx Yx ) (,i+2) — — Yx
yxx — , yxx — j j , yxx — j T

3 I

(n+1) — (n)- 2’ (n+2) — (,z+t)
(,,+l) — ‘Yxx YxxJ (,,+2) — 1Yxx Ycx

y_txx — r j xxx
— ï ï

‘4’I ‘5’2

A t (,i+2) (,i+ 1)
— tyxxx — Yxxx

JXXXX ï T
‘5 —

Le schéma invariant le plus général est alors exprimé par:

(,z+2) f (,,—I)
+ +

(n+l)
+

i+2) + 5I) +
+2) (n+l)

+ 2)

= R’
4 ‘ 3 ‘ 2

(2.6)
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( (n—1) (n) (n+Ï) (,z+2) (n) (n+1) (n+2) (n+l) (,i+2)
) +)) +)7 +) Yxx +) Yxxx +Yvrx

Il,,+2 = h1 G x,1, “lll , Ïtn,
4 3 2

(2.7)

Dans la limite où les h tendent vers zéro, l’équation (2.6) tend vers (2.1) et (2.7) tend

vers l’équation 0=0. Autrement dit,

limH = F(x,y’,y”,y”).
h1—40

et (2.7) tend vers l’égalité 0=0 à la condition que

0< IlimGI< 00.
Il—4O

Lors des prochains cas, nous ne discuterons pas de ces limites, mais elles doivent donner

des résultats semblables.

2.2 Analyse des équations différentielles et des schémas invariants pour un groupe

de dimension 2.

Il existe quatre réalisations inéquivalentes des algèbres de Lie de dimension 2. On a

premièrement le cas,

D2,1 : X1 = 8x X2 =

Nous cherchons l’équation différentielle invariante pour ce groupe de symétries (des

translations). Premièrement nous avons que

pr4XiE = = 0,
ôx

ce qui donne les invariants:

F IF! FI!!

‘I Y, ‘2Y ‘3Y’ ‘4Y ‘5Y
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On a alors pour la quatrième prolongation du champ de vecteurs X2

pr4X2E(Ii,.. . ,15) = Z(p42Ij)
=

= o.

Ceci donne les invariants,

I
=

Y Ç2 = Y’ ç53 =
Y 4 = Y,

La base des invariants est alors,

{y I

ce qui nous donne pour équation différentielle invariante

y” = F(y’, y”, y”) (2.8)

que l’on peut réduire à une équation du troisième ordre en faisant le changement de

vanaible u=y’. On a alors

u” = F(u, u’, u”). (2.9)

Comme cette équation est invariante par rapport à 8, (translations en x) on peut encore

réduire à l’ordre deux par une transformation d’hodographe51. On cherche maintenant

le schéma invariant sous ce même groupe de symétries. La prolongation discrète de X1

s’écrit alors,

8E 8E 8E 8E 8E
pr X1E = + + + + = 0, (2.10)

ôXfl_2 8x,1 8x,, 8x,+1 8x,12

et comme -— -—, , --, -— n’apparaissent pas on a déjà les invariants:
0Yn—2 8Yn—l 8Yn 8Yn+1 a)+2

Ii = Y,1—2 ‘ ‘2 = Yn—l , 13 = Y,z , 14 = Yn+i ,

j5 = Yn+2.
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Avec la méthode des caractéristiques, l’équation (2.10) donne,

dx,_2 = = clx,, = =

et on a les invariants,

‘6 = ut 1n—2 I] = X, 1$ = X1 X11, 19 = X7 —

La prolongation de X2 donne:

8E 8E 8E 8E 8E 8E

pr4X2E(Iy, ..., 19) = (pr(4)X2Ij) - =
+ + + +

0.

(2.11)

Comme f, -,

n’apparaissent pas dans l’équation on a les invariants

= X,, — X,,_2, Çb7 = X — X,,.1, Ç53 = X+1 — X, Ç54 = X,,2 — X,1.

Ensuite en appliquant la méthode des caractéristiques à l’équation (2.11),

dli = dl2 dl3 = dl4 = dl5

ce qui donne les invariants,

‘75 = Yn— I — Yn—2, Ç’6 = — Y— I, Ç57 = Yn+ 1 — Y,,’ 8 = Yn+2 — Yn+ 1

Nous trouvons comme base des invariants,

X,,_1 — X,,_2 , X,, — X,, ,
X,,j — X,, , X,,+2 — X,,

, Y,,— I , Y,, Y,,— I , Y,± I Yn , Y,,+2 —Y,, +



13

On peut réecrire cette base comme,

t
(n—1) (n) (,i+1) (n+2) (n) (11+1) (n+2) (n+1) f,i+2)

J h
+y +y +)) Yxx±Yxx +Yx )‘ (n+2)

1n i+1 , 1n+2, 4 3 2
‘

que l’on a obtenue avec les relations suivantes:

y(fl_l) = (n) = y(n+l) = yOl+2)

(n) — 2(y’
— (n_l))

(n+1) = 2(v’’ — V(n))
(,i+2) = 2cv’2

— (n+l))

— 1 + 2 2 +
‘

3 + 4

2f (n+ I) (n) 2f (n+2) (n+ 1)

(n+1) — -‘.Yxx — Yi (n+2) — aYxx —

—

I + 2 + 3 — 2 + 3 + 4

Al (n+1) (n)

(,z+2) — — Yxxx
xxxx

—

Le schéma invariant est donc,

/ (n—l) (n) (n+ t) (n+2) (n) (n+ 1) (,z+2) Qt+ I) (n+2)

(n+2) t Yx +Vr +3 +Yv Yxx +Yxx +Yxx Yxxx +Yxxt

= , h,,, h,,+1 4 ‘ 3 ‘ 2
(2.12)

/
(n—1) (n) (n± 1) (n+2) (n) ,(n+ I) (n+2) (n+ 1) (n+2)

Yx +Yx + +)1 )1,,- +y Yxxx +Yvtx

h,,2 = Ïz,,1 G h_ ,
h,,, h11 t, 4 ‘ 3 ‘ 2

(2.13)

* Étudions maintenant le cas,

D2,2 : X1 = ô,, X2 = x ô,.

Ici, l’algèbre est abélienne comme D2,1, mais pour D2,2 les deux vecteurs de base sont “li

néairement connectés”, c’est-à-dire linéairement dépendant avec les poids qui dépendent

du point (x,y). On cherche a savoir l’équation différentielle du quatrième ordre qui est

invariante sous ce groupe de symétries. On procède par la prolongation du champ de
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vecteurs X1 qui s’annule,

pr4X1E = = O.

Ceci donne les invariants

II = X, ‘2 = Y’ 13 = Y’ 14 = Y’ 15 = Y.

Nous reprenons la prolongation pour X2, mais en fonction des invariants,

pr4X2 E(11,..., 15) = Z(w(4)X21i)
= ô12

= O

Comme
,

814’
n’apparaissent pas dans la dernière équation, nous avons les

invariants:

I = X, = ç53 =
)Y çb4 =

Nous trouvons alors comme base des invariants,

,, ,,, ,,,,

{x,y,y ,y }.

et l’équation différentielle invariante est

y” = F( x, y”, y”), (2.14)

que l’on peut réduire à une équation différentielle d’ordre 2 en posant u=y”. On obtient

alors

u” = f( x, u, u’). (2.15)

On cherche maintenant le schéma invariant sous le même groupe de symétries. Nous

exigeons pr4X1E = O et on retrouve les mêmes invariants que dans le cas de D1,1,

soient:

Ij = X,, ‘2 = X_j, 13 = X,1, 14 = X,,1, 15 = X,,+,,
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16 = Yn—1 — Yn—2, 17 = Yn Yn—1, 18 = Y,+i Yn’ 19 = Yn+2 Yn±l

Pour le deuxième champ de vecteurs on a la condition,

pr4X2E(11, ..., 19) = (pr(4)X7Ij)
=

8E 8E 8E 8E

(x_ — xi_2)y + (X,? — x,,_1)— + (x+ — x,,)--- + (X,,÷2 — x,,÷1)— = 0. (2.16)

On retrouve deja cinq invariants soient I jusqu’à 15, car
. f- n’apparaissent

pas dans la dernière équation. Ensuite en appliquant la méthode des caractéristiques à

l’équation (2.16), on obtient:

dl6 = dl-1 = cil8 = dl9

Xv_i — X,,_2 X,, — X,,_1 X,,1 — X,, x,, — x,,

On peut intègrer directement et on obtient les invariants:

i = (X,, — xv_i )(y,,_i — Y—2) — (x,,_1 — x,,_)(y,,
—

= (x,,+1 — x,3(y,,
— Y,,—i) — (x,, — x,,1 )(y,,+j

—
y,,),

Çb3 = (x,,+, — x,,+1)(y,,+1
— y) — (x,,+1 — x,,)(y,,+7

— Yn±i).

La base pour les invariants est donc,

{i, ‘2, 13, 14, 15, 1, Çb2, Çb3}.

Une base plus pratique est:

ç y + yI) + (n±2) (n+l) + 2)
(î,+2)

h,,, h+1, hn+2,
‘ 2 ‘
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que l’on a obtenu par les relations,

(n) = —2 y(fl+l) = —22

(‘2 —

11)(13
—

11)(13
— ‘2) (13 — 12)(14 — 12)(14 13)

‘
(n+ 1) (n) 2 t (,i+2) (n± 1)

(,i+2) ‘Y3 (n±1) —
— Yxx ) (n+2) —

— Yxx

—

141j —

(n+2) — (n+1)
\Yxxx Yxxx

J x_v_vx ï T
15

—

Le modèle discret est alors,

y) = F(Xn h1, lin,
+t1

(n±l) +x2))
(2.17)

hn+2 = l,i+1 G (xii lia_i, 11,1,

+
)4fl+1) ÷ (n±2) y(fl±l)

±
O1+2))

(2.1$)

.%Etudions maintenant le cas,

D2,3 X1 = ô, X2 = X0,, + yô.

Ici, l’algèbre n’est pas abélienne, mais résoluble. Les champs de vecteurs X1 et X2 ne

sont pas linéairement connectés. On cherche l’équation différentielle invariante sous ce

groupe de symétries. La quatrième prolongation de X1 nous donne les mêmes invariants

que D1,1, soient:

Il = X, 1 = Y 13 = Y’ 14 = Y’ 15 = y”

En appliquant la quatrième prolongation à X2, on obtient:

pr4X2 E(11,..., 1) = (pr(4)X7Ij) = O



17

8E ,, 8E ,,, 8E ,,,, 8E
=‘ x -ç— y --

—

2y -— — 3 y ---
= O

011 013 014 015

Puisque n’apparaît pas dans la dernière équation, nous avons l’invariant:

‘2 = y.

La méthode des caractéristiques nous donne,

dl1 — dl3 — dl4 — dl5

Ij — 13 — 214 — 315

Ceci nous donne les invariants,

2 ,,, 3 ,,,,

q!1=xy, 2xy , cb3=xy

La base pour les invariants est alors donnée par,

, ,, 2 ,,, 3 ,,,,

{y,xy,xy ,xy },

et l’équation différentielle invariante est:

y” = F(y’, xy” x2y”). (2.19)

On peut réduire cette équation d’un ordre par le changement de coordonnées u=y’, on

obtient

= F(u, xii’ x2u”). (2.20)

De plus, la dernière équation est invariante par rapport à xô et on peut réduire à l’ordre

2. On cherche maintenant le schéma invariant sous le même groupe de symétries. Le

calcul des invariants par la prolongation de X1 nous donne les résultats obtenus pour
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D1,1, soient

1 = X,,_2, ‘2 = X,,_1, 13 = X,, 14 = X1, 15 = X17.

16 = Yn—i Yn—2, 17 = Yn Yn—1, ‘8 = Y+i —

19 = Yn+2 — )‘n+l.

Nous utilisons ensuite la quatrième prolongation de X2 pour obtenir

pr4%E(1i, ...,19) = (pr(4)X2Ij) =

8E 8E 8E 8E 8E
X_2— + X,1_1— + X,,— + X,j— + X,,2—+

811 812 813 814 815

(Yn—ï — Yn_2)y + (y,, — Yn—i) + (y,,,y — yn) + (Yn+2 yn±i) = O.

Par la méthode des caractéristiques, on obtient,

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl8 — dl9

— ‘2 — 13 — 14 — 15 — 16 — 17 — 18 — 19

Ce qui donne les invariants:

Xn2 Xn_l X,, X,,

= , Çb2 = —,
=
,

4 =

X,,1 X,, X,,j X,,2

Yn— I — Yn—2 — Yn— I — Yn+ I —

= ,Çb6 ‘7 —

Yn—l — Yn—2 Y,, — Yn—i Yn+i — Y,, Yn+2 — Yn+I

Ainsi une base pour les invariants est

{‘Pi, ‘3, 4, 955, 956e 957, 958}.

Cependant une base plus pratique est

(n—I) (,,) (n+I) (,z+)
h,, h,,1 h,+2 )), + y + Y + Yx —

X,, ‘ x,, ‘ x,, ‘ x,, ‘ 4



n
(n) (n+1) (n+2) (11+1) (,i+2)

-
y +V 2 +) 3 (n+2)

X,1 ( ), .t,, (
j-,,

)‘ Xn Yvxx

que l’on a obtenue par les transformations suivantes

_1 h+2

—
‘

—

(n—I) —

________________

(n) y(fl+I) =

(1-1»2345’
yx

(12)3456 (1—3»4567’

19

9_L ‘
(n+1) (n)-.

(ii+I) — —‘Y3Yx — Yx ) (n+2)

x,lyxx —
, xnyxx

1—2g53

— 2341+2)
—

vD)

— l—Ç3q54

Le modèle discret est alors,

(n±2) — 1
F(J!,

i
(n—l)

+ +
(n±I)

+

yxxxx — —x x,, x,,’ x,, ‘ 4

(n+ 1) (n+2)

/
Yxxx + Yxxx

2

( hn.i h,, 11,1+1 y + y +
y(n+I)

+ n+2)(n—1)

hn+2 = hn+ G , —‘

x,, x,, x,, ‘ 4

(n) (iz±l) (,z+2)
Yxx + )1, + y,t

x,,_1( ),

(2.21)

(n) (n-i-1) (n+2)
Yxx + V + Yxx

x,,( ),

•Etudions maintenant le cas,

(n-i-1) (n+2)
2 Yx.vx +

x,,(
2

(2.22)

xn xn

1

1l,I+1

xn

1

- 1),

1

(u+2) —

yx

1 ,‘
(n) (n—1)

__________

(n) — — Yx
xnyxx

— 1I2

‘ (n+I) =
Ç Yx

(n+1) (n)
3cb3(x,,y — xy) ‘ (n+7), x;;

3 (n+2) —

Xn Yxxxx —

(,i+2) (n+ 1)
3Ç534(X,lyX — xnyxx )

‘234

2 (,i+2) 7 (n+l)
4çb3 Çb4 (X,,Ytxx — X)-r )

1 —

D2,4 X1 = ô,, X2 = ‘ô.
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L’algèbre D2,4 est isomorphe à D2,3, mais les champs de vecteurs X1 et X2 sont li

néairement connectés. Les algèbres ne sont donc pas équivalente. On cherche l’EDO

du quatrième ordre invariante sous ce groupe de transformations. Nous devons avoir,

prt4XiE = , = O et les invariants sont ceux trouvés pour le cas D1,1

I = X, ‘2 = Y’ 13 = ‘ 14 = y’ 15 =

Nous avons ensuite que,

pr4X2E(1i, ..., 1) =
(pr(4)Xlj)

= O

8E 8E 8E 8E
=y’-j- +y”y +Y”y- +y”y = 0 (2.23)

Puisque n’apparaît pas dans l’équation on a que,

= X.

La méthode des caractéristiques donne pour l’équation (2.4):

dl2 — dl3 — dl4 — dl5

‘2 — 13 — 14 — 15

qui donne les invariants

1 I,,,

Ç52 = , Ç63 = — , 4 = —,
y y y’

La base des invariants est donc,

v1 yIf

{x, —, —, —}
y’ y’ y’
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et l’équation différentielle invariante est

F, I!

y” y’ F(x, , ). (2.24)
y y’

On peut réduire cette équation à une équation différentielle du troisième ordre en posant

u=y’, on obtient
, ,,

ii” = u F(x, —, ——). (2.25)
u u

Comme la dernière équation est invariante par rapport à uô,, nous pouvons en réduire

l’ordre pour avoir une équation du deuxième ordre. On cherche maintenant le schéma

invariant sous le même groupe de symétries. Nous exigeons que pr4X1E = O et nous

obtenons les mêmes invariants que pour le cas D, soient

li = X112 ‘2 = X,,1, 13 = X,,, 14 = X,,1, 15

‘6 = Yn—i — Yn—2’ 17 = y,, — Yn—i, 1$ Yn+i — Y’ 19 = Yn+2 — Yn+i

Nous exigeons ensuite

pr4X2E(Ii, “.‘ 19) = (21) =

8E 8E 8E 8E
(Yn—i — Yn_2)y + (y,,

— y,,—i)y + Cv,,+i — y,,)-1— + (y,,+2
— +i)y = O.

Puisque f, ,
, n’apparaissent pas dans l’équation, on a les invariants

11 = X,_2, ‘2 = X,,_1, 13 = Xii, 14 = X,,+1, 15 = X,,2.

La méthode des caractéristiques nous donne,

UI6 — dl7 — dl8 — dl9

‘6 17 —1$ 19



Apres intégration, nous avons les invariants,

Yn—1 — Yn—2 Yn — Yn— I Yn+ I —

, ,

— Yn—I Yn+I — Yn Yn+2 — Y11+i

Nous avons alors comme base pour les invariants,

{I, 12, 13, 14, 15, I, 3},

et en la réecrivant de façon plus pratique, on a

(n) (ni- I) (n+2) (ni-1) (ni-2) (ni-2)
1 Yxx Yxx

+
Yxx 1(YXXX

+
Yxxx Yxxxx

{X,,_1, h,1, h,,, h+1, 1Z,,+2,
3

+

Yx Yx yx Yx Yx(n) (n) 2 ‘)
),

que l’on a obtenue par les transformations suivantes:

(n) (ii±1)
— 2

(1 —

(13
— ‘2 Yxx 2 1 13

—
12)

— 1),
(n)

13 ‘2 — ‘1 14 12
((J4

13

(iii-I) (n)
y(n+2)

— 2(13
— ‘2) 1 1 3 (YXX — Yxx

(n) = 14 — J (n)
Yx — (15 — 13) 23(15 — 14)

— 2(14
—

Yx 1 Yv Yx(n)

(ni-2) (n+2) (n+I) (n+2) ,, (ni-2) (n+I)

y_xxx — 3 y_x_x

y_x_x

y_x_xx_x — y y_x_x_x

(n)
— 15 ‘2

(n) (n) (n)
— 15 — J (n) — (n)

Y_x — Yx Yx Yx Y_x Y_x

Le schéma invariant est alors,

(n) (ii+1) (ni-2) (ni-1) (ni-2)
1 Y_x_x Yxx Yxx 1 Yxxx Yxx (2.26)(ni-2)

— (n)F ‘nb h, h,,i-1,
— _x Yx Iyi_x_x_x — Y (n) (n) (n) ‘ (n) (n) g

(n) (ni-1) (ni-2) (11+1) (n+2)
1 y_x_x

y_x_x

YXX ) ). (2.27)+ +
uni-2 = h,,i-1 G (11 hp_1, jhii /t,t+i,

-. Y_x /(n) (n) ‘ 2( y1) (n) I

Comme nous pouvons le voir la discrétisation standard sur maillage uniforme est

invariante pour tous les groupes de dimension 1 et 2.
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CHAPITRE 3

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET SCHÉMAS INVARIANTS SOUS UN

GROUPE DE DIMENSION 3

Dans ce chapitre nous traitons les seize groupe de symétries de dimension 3 de l’ar

ticle de V.Dorodnitsyn, R.Kozlov et P.Winternitz. De plus, nous traitons un groupe sup

plémentaire qui a été omis par ces derniers lors de la classification. Nous débutons par

le groupe,

D3,1 : X1 = ô, X2 = ô, X3 = x 8).

Nous cherchons premièrement l’équation différentielle invariante sous ce groupe de sy

métries. Nous avons que, pr4X1E = pr4X2E O et nous pouvons nous baser sur le cas

D2,1 qui nous donnait,

f Ff ff! ffl

Ii Y, ‘2 Y ‘3Y ,I4=Y

Ensuite, nous imposons,

pr4X2E(Ii, ..., 14) =
(pr(4)X3Ij) =

= O.

Comme
, ,

al
n’apparaissent pas dans la dernière équation, on a comme invariants,

— f, —
,,, — ,,,,

Ç5i Y , 2 Y ,3 —Y

Ceci nous donne comme base pour les invariants,

,, f,, fff

{Y ‘Y Y
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et l’équation différentielle invariante est:

flF f, UI

y = F(y ,y ). (3.1)

On peut ainsi réduire l’ordre de 2 en posant u=y” et on obtient

u” = F(u, u’). (3.2)

De plus, la dernière équation peut être réduite à l’ordre un, car elle est invariante par

rapport à Ôx. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant sous ce même

groupe. En imposant pr4X1E prt4X2E = O, nous retrouvons les mêmes invariants

que pour D2,1, soient

I = X_1 X,1_2 , ‘2 = X,1 — X,,_1, 13 = X,,1 — X, 14 = X,,2 — X,,1,

15 = Yn—i Y,1—2 ‘6 = Yn Y,—i 17 = Yn+i Yn, 18 = Yn+2 Yn+i

Ensuite nous imposons que

pr4X3E(1t, .., I) = (pr(4)X3Ij) =

(x,,_t — x,,_2) + (x,, — x,,_1) + (x,,+j — x,,) + (X,,÷2 — x,,+1) = 0. (3.3)

Comme
I’

n’apparaissent pas dans la dernière équation, nous obtenons les

invariants,

11 = X_i — X,,_2 ‘2 = X — X,,_1, 13 = X,,1 — X,,, 14 = X7 — X,,1,



25

dl5 — dl6 — dl7 — cil8

11 — 12 — 13 — 14

{

h,,,

(n) (,i+1) (,z+2) (ni-1) (,i+2))) + )). + )). Yxv + Yxxx (,x+2)
Itn+7,

‘ 2
‘

que l’on a obtenue par les transformations

(n+2) — —23
, yxx —

1314(13 +14)

2t (n-i-2) (n+1)

_______________

(n+2) — -Yxx — Yxx

—
1 + 13 + 14

A f (n-i-2) (n+ I)
(n-i-2) —

‘-t-k_Vxxx — Yxxx
Yxxx

Nous pouvons reformuler l’équation (3.3) en fonction des invariants et on obtient,

8E 8E 8E 8E
Ii— + 12— + 13 + 14 = O.

815 816 817 818

Par la méthode des caractéristiques, la dernière équation donne,

qui s’intègrent pour donner les invariants,

j = (x,, — x,,_j)(y,,_1
— Yn—2) — (x,,_j — x,,2)(y,,

—

= (x,,+1 — x,,)(y,,
— y,,—i) — (x,1 — x,,_1 )Cv,,+i —

Ç53 = (x,,+2 — x,,+1)(y,,1 — y,,) — (x,,+1 — x,,)(y,,+2 — y,,+i).

Nous avons alors comme base des invariants,

{Il, 12, 13, 14, 1, ‘2 31

Une base plus pratique est

—2q5i (n+1) — —22(n) —

_______________________ _______________________

yxx —Yxx
— 1112(11 + 12) 1213(12 + 13)

-, (,+1) (n)
(i+1) — Oxx — Yxx)

Yxxx —

11 + ‘2 + 13

Il + ‘2 + 13 + 14
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Le schéma invariant est donc

= f(h_i h,,, Ï+1,
+2) (n+l) ±2)) (3.4)

Ïtu+2 = Ït, G (ïli h,,, ‘n+1,
+

+
± (35)

À Étudions le cas,

D32 X1 = 8), X2 = x 8,, X3 = ô + y 0,.

Premièrement nous avons pr’4’XiE pr4X2E = O ce qui nous donne les invariants

calculés pour 12,2,

II = X, ‘2 =
Y, 13 = Y 14 =

Nous demandons ensuite que

pr4%E(1i, ..., 14) = Zpr4)X3Ii) = o

__

8E 8E 8E 8E
+ y•• — +

v1
+ )“ = O.

81 812 813 814

La méthode des caractéristiques appliquée à la dernière équation nous donne,

cil1 dl7 — dl3 — (114

1 — 12 — 13 — 14

Les constantes d’intégration nous donnent les invariants soient,

-V,,
I = —, 2 = E =

e- e
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La base des invariants est alors,

f y,, y1

l ex’ ex’ ex

et l’équation différentielle invariante est

/ F,

y” = ex F ( , ). (3.6)
\ex e- /

On peut réduire l’ordre de la dernière équation différentielle par le changement de coor

données u=y” qui donne

u” = ex f
(u uF)

(3.7)
e- ex

De plus, la dernière équation est invariante par rapport à ô + uô,, et on peut la réduire

à l’ordre un. On cherche maintenant le schéma invariant sous ce groupe de symétries.

Nous demandons premièrement que pr4XiE = pr4X2E = O et nous retrouvons les

invariants calculés pour le cas discret D2,2,

li = ‘2 = X1_, 13 = X,1, 14 = X,,j, 15 = X,,2,

‘6 = (Xn — x,,_1)(y,,_1
— Yn—2) — (x,,_j — x,,_2)(,y,,

— y,,—i),

17 = (x,,+1 — x,,)(,y,,
— y,,—i) — (x,, — x,,_j)(,y,,+j

—

1 = (x,,+2 — x,,+1)(,y,,+1 — y,,) — (x,,1 — x,,)(y,,+2
— y,1+i).

Nous exigeons alors que

pr4%E(I1,...,I8) =
(pr(4)X3lj)

= o

8E 8E 8E 8E 8E
+ + + + —+

8I 812 813 814 815
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— xl?) + y_ (x,, — x,1_2) + y,1(x — x,1_1
816

(3.8)

(x,,
—

x,1+1) + y,,(x,,+1 — x,1_1) + Y,+i (x,1_1 —

— x,1+7) + y,,+i (x,1÷ — x,,) + Y,i+2(xn — x,1±û] =

8E 8E 8E 8E 8E 8E 8E 8E
= O.

81 812 813 814 815 816 817 818

On appréhende la dernière équation par la méthode des caractéristiques et on obtient,

cil1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl8

1 11 1 1 16 1 18

Les constantes d’intégration de la dernière équation nous délivrent les invariants,

Xn1 — X,z2, 2 = X,, — X_i, 3 X,1 — X,,, = X,2 — X,,1,

= e” [(x,, — x,,_1)(y,,_1
— Yn—2) — (x,,_1

— x,,_2)Cv,, — yn_j )],

= ex [(x,,+j — x,,)(y,, — y,,— i) — (x,, — x,,_ i )(y,1 — y)J,

b7 = e’ [(x,+2 — x,,+i)Cv,,+i —
y,,) — (x,,+1

— x,,)Cy,,+7
— y+i)J,

Une base pour les invariants est

{‘Pi ‘3, 4, 5, ç57}.

On peut réecrire cette base d’une façon plus pratique,

-x y
+ (n+l) + (n+2)

-y Yxxx
+

-v (,,+2)
, hfl, 11,1+1 , e

‘

, e
-

2
e

‘
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où nous avons utilisé les transformations suivantes,

e’ (u) — —25
e’

,(n+1) — —26
e_X (,+2) — —27

12(1 + 2) — 23(2 + 3)
yXX

— + 4)

et
=

(e_y_e_xfly), y2)
=

(e_Xy2)_e_xfly)

1+Ç2+3

e_X ,(n+2) —

e’
(n+2)

— e_x1 (n+ 1)
Yxxxx

— 1 + 2 + 3 +
XXX

Le schéma invariant est donc

(n) (n+I) (iz+2) (n-i-1) (ii+2)

= « F (hn_i h, e_xu(YXX
+ Yxx + YXX ) e_xfl(YXXX

± YXXX )) (3.9)

(n) (n+ 1) (ii+2) (n± t) (rz+2)

Ïl,t+2 = Ïz,+ G (ï11_l ïi, h,,1, e_Xl(YXX
+ )‘XX + Yxx

,

e_J(XX
+ Yxxx )) (3.10)

Â Étudions maintenant le cas,

D3,3 X1 = ô, X2 = ô, X3 = y 8,.

Pour trouver l’équation différentielle invariante sous ce groupe, nous imposons pr4Xi E =

pr4X2E = O et nous avons les invariants calculés en D2,1,

F, Fif

11 Y’ ‘2 Y’ 13 Y’ 14 Y

Nous utilisons ensuite l’annulation de la quatrième prolongation calculé par rapport aux

invariants,

pr4X3E(Ii,...,I4) = Z(pr4X3lj) =

8E ,, 8E ,,, 8E ,,,, 8E
+ ‘ + Y + V = O



30

pour trouver par la méthode des caractéristiques,

dl1 — dl2 — (113 — dl4

11 — 1 — 13 — 14

L’intégration des dernières équations nous donne les invariants, soient

=

_, Ç2 =

:__,

=

y y’ y’

Une base obtenue pour les invariants est alors,

f __

y,,,,

ly’’ y’’ y’

et l’équation différentielle invariante est

/y1 ytF \
y”

=

y’ F(—, —. (3.11)
\y yj

Nous pouvons réduire l’ordre de l’équation différentielle par la transfonnation u=y’ qui

donne
/ f “\

u” = it F(_
_).

(3.12)
u u

De plus, la dernière équation est invariante par rapport à ô et uô,1, donc on peut en

core réduire de deux ordre. Nous cherchons ensuite le schéma invariant sous ce même

groupe de Lie de symétries. L’annulation de la quatrième prolongation des deux premiers

champs de vecteurs nous donne les invariants du cas discret D2,1,

Ii = X,,_j X,1_2 ‘2 = X11 — X,1_1, 13
=

— X, 14 X,7 — X,1j,

15
= Yn—i Yn—2, 16

= Yn Yn—I, 17 Yn+i Yn, ‘8
= Yn+2 Yn+i•
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Nous demandons ensuite que

pr4X3E(Ii, ..., 1) = Z(p4)X3Ij)
=

(V,1-] Yn-2) + n Yn-i) + CVn+i _yn) + = 0. (3.13)

Puisque , etf, n’apparaissent pas dans l’équation, nous obtenons les invariants,

I X11_ — X,,_2 , ‘2 = X,,
— Xn_1, 13 = X,,1 — X,,, 14 X,,.7 — X,,1.

La méthode des caractéristiques appliqué à l’équation (3.3) donne,

dl5 — dl6 — dl7
— (118

15
— ‘6 — 17 — 18

Ceci nous conduit aux invariants,

1
— “‘ — Y,—2 — Yn — Y—i — —

Yn — Yn—i Yn+1 — Y Yn+2 — Yn+1

Nous trouvons alors une base pour les invanants,soit

{Ii, ‘2, 13, 14, q5, Ç52,

Cette base peut être réecrite de façon plus pratique comme,

f 1 / (n) (,z+ I) (,i+t) 1 , 1) ,(,,+2) \ (iz+2)
I I Yxx I I Yxxx Yxxx Yxxxx

Ïz,,_1, hfl 11,1+1, k,+2, + (n) +
(Il)

‘ 2 y(’l)
+

Qi) ) ‘ y(fl)

où nous avons utilisé les transformations,

y 2 ( t 12
(n+ 1) 2 ‘2

(n) = l1+12 yQl) = I2+l3I21
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(r,+2) (îz+1) (n+l) (n)
Yxx 2 2 Yxxx Yxx

(n)
— 13+14 I423 ‘32

‘
— 11±12±13 (n) yl)

(n+2) (n+2) (n+ I) (n+2) (,i+2) (n+ 1)

Yxxx Yxx Yxx Yxxxx Yxxx Yxxx

— ‘2 + 13 + 14 y(n) — (1z) ‘ y(fl)
— Ii + ‘2 + 13 + 14 yl) y(fl)

Le schéma invariant est alors,

1
(n) (n+ I) (n+2) (n+ 1) (z+2)

y = yl) F (hn_i h,,, Ïz,,÷1, + (n)
+ ) (Y

+ )) (3.14)

1 (n) (,z+ 1) (,,+2)
,‘

(n+ I) (i+2) \

JZ2 = h,,±1 G (h11. li,,, li,,+y,
+

+ Yxx ) (Yx + Ym )) (3.15)
Yx Yx Yx Yx Yx

A Étudions maintenant le cas,

D3,4 X1 = ô,, X2 = xÔ1,, X3 = y ô.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr4XiE = pr4X2E = O et nous avons alors les

invariants calculés en D2,2,

t, I!I fItt

11 X, ‘2=Y ‘3Y ‘

Nous exigeons que

4

pr4X3 E(11, ‘2, 13, 14) = (pr(4)X3Ij) = O

,, 8E ,,, 8E ,,,, 8E
y —+y —±y —=0 (3.16)

812 813 814

Puisque n’apparaît pas dans cette équation, on a l’invariant I = x. La méthode des
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caractéristiques appliquée à l’équation (3.4) donne

dl7 — (113 — dl4

12 — 13 — 14

et en intégrant, on trouve les invariants,

=
, 2 =

Nous pouvons alors formuler une base, soit

t- y,,,
x , —

L. y” y”

et l’équation différentielle invariante est

/ “\

y” = y” F(x, ) (3.17)
\ y”,

Nous pouvons réduire de 2 l’ordre de l’équation différentielle par la transformation

u=y2 qui donne

u” = tt F (x r-).
(3.18)

La dernière équation est invariante par rapport à nô,, et nous pouvons ainsi la réduire à

l’ordre un. Nous cherchons ensuite le modèle d’équations aux différences finies invariant

sous D3,4. En exigeant que prt4X1E = pr4X2E = O, on obtient les invariants calculés

pour le cas discret D2,2,

= X,,_2, ‘2 = X,,_1, 13 = X, 14 X,,4, 15 = X,,2,

16 = (x — x,,1 )(y—i — Yn—2) — (x_1 — x,,2)(j,, — yn—i),

17 = (x,,+1 — x,3(ji,, — y,1—i) — (x — xv_1 )(v+ — y,,),
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18 = (x,,+7 — x,,1 )Cv,,±i
— Y,,) — (x,,+1 — x,, )Cv,,+2 — Yn+ I).

Nous exigeons ensuite que

pr4X3 E(11, ..., J) = O

0E 0E
+ 17 — + 1$ — = O

817 81$

(x,,
—

x_ )Cv—1 — Yn—2) — (x,,_1
—

xn_2)(y,,
—

y— D
b1=

(x,,±1 — x,,)(y,,
— Y,,—i) — (x,, — x,,_1 )(y,,+1 — y,,)

(x,,+1 — x,,)(y,,
— yi,—i) — (x,, — x,,_1 )(y,,+i — y,,)

=

.-.• — x,,) + y,, (x,, — x,,_2) + y,,(x,,_2 — x,,_1 )]

0E
un—1 (x,, — x,,+1) + y,,(x,,+j — x,,_1) + y,+1 (x,,1 — x,,)J—+

817

— x,,+2) + y,,+1(x,,+2 — x,,) + y,,+2(x,, — x,,+1)] = O.

La dernière équation peut se récrire comme

‘6 —
(3.19)

816

Puisque f, f, , et 815 n’apparaissent pas dans cette équation, on a les invariants,

Ii = X_7, ‘2 = X,,_j, 13 = X,, 14 = 15 =

Par la méthode des caractéristiques, l’équation (3.19) donne

dl6 — dl7 — dl8

‘6 — 17 — 18

qui nous mène aux invariants,

(X,,÷2 — x,,+1
— y,,) — (x+i — x,,),,+2

— Y,+z )
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On a ainsi comme base pour les invariants,

{Ii, ‘2, 13, 14, 15, ?‘l, 2}

Cette base peut être récrite de façon plus pratique comme,

f / (n+ 1) ,(n+2) \ (,i+2)
j 1 j Yxv Yvxx I Yx,vx
Xfl, “u1 h, 1n+b ltfl+,

(n+1)
+

(n+J))’ (n+1)

où nous avons utilisé les transformations

y(n±Î) 3 ( (14 — 13)(14
— I2)”

(n±2)
— 3 ((14

— 12)U3 — 12) 1

14—11 (‘2— I1)(13 Ii)) 15 ‘2 (15 — 13)(15 —14) 2 )‘

(ii+2) / (u+2) (u+1)
4 I_•,)

J xxxx
—

J XX — - XXX

(n+l)
— 15

—

I \y(n+1) y(n+l)

On a alors comme schéma invariant,

/ / (n+1) (ii+2) \\
= y(fl+Î) F(xn lin-1, h,?,

YxXX + Yxxx)) (3.20)
Yxx Yxx

1 (n+ 1) (,z+2)

lz,12 = h,,1 G (xn li,,_i, h,1, h,,+1, (Yl)
+ (3.21)

À Étudions maintenant le cas,

D3,5: X1 =ô,,, X-, =x8,, X3 =(1—a)xÔ+yÔ,oùa1.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que prt4X1E = pr4X2E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D22,

f,, lFf!
‘t = X, ‘2 = )‘ , 13 = y , 14 = Y



36

Nous exigeons ensuite que

pr4X3 E(11, ..., 1) = (pr(4)X3Ij)
= O

:.‘ (1 + (2a— l)y” + (3a—2)y” + (4a—3)y” = 0 (3.22)

En appliquant la méthode des caractéristiques à cette équation, nous obtenons

dl1 — dl2 — dl3 — dl4

(1—a)li — (2a—1)12 — (3a—2)13 — (4a—3)l4

et l’intégration de ces équations nous donne les invariants

= xl_2dty/f(l_a), 2 = X, 3
= X’V».

Une base pour les invariants est

{x1_21yF(1_a), xiy”, x’y”}

et l’équation différentielle invariante est

y” = xt F (x1_21y1), xi’y”) (3.23)

Nous pouvons réduire l’ordre de la dernière équation différentielle par la transformation

u
= y” qui donne l’équation

u” = x F (x1_21u1_a, x’u’) (3.24)

Déterminons maintenant le schéma du système d’équations aux différences finies inva

riant sous le même groupe de symétries. En exigeant que pr4XjE = pr4X2E = 0, on
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obtient les invariants calculés pour le cas discret D2,2,

Ii = X,_2, ‘2 = X,1, 13 = X,1, 14 = 15 = X,2,

‘6 = (x,, — x,_1)(y,,_1
— Yn—2) — (x_ — x,1_2)(y,,

—

17 = (x,,+1 — x,1)(,y,,
—

— (x,, — x,1_1)(y,1+1
—

y,1),

1 = (x,,+2 — x,1+1)(y,1+1 — y,,) — (x,,+1 — x,,)(y,,+2
—

Nous exigeons ensuite que

pr4X3 E(11,
..., ‘8) =

(p4)X3Ij) = O

8E 8E 8E 8E 8E
(1 — a) xn_2- + x,,.j + X1y + X1 + xn+2y +

[(1 — a)[x,,_2(y,,
— y1—) + X,il

—
y,,) + X,,1_1

— Yn_2)J+

y,,_2(x,i — x,,) + y,,j (x,, — x,,_2) + y,,(x,,_2
— )]

[(1 — a)[x,,_1(y,,+1 — y,,) + x,,(y,,_1
— y,1+i) + x,,+1(y,, — y,,_i)]+

y,,_1(x,, — x,,+1) + y,,(x,,+j — x,,_1) + y,,±1(x,,_i — x,,)j+
817

[(1 — a)[x,,(y,,+2
— y,+i) + X,,+ (y,,

— Yn+2) + X,,+2(y,,+1 — y,,)j+

y,,(x,, — Xn+2) + y,,+1(x,,+2 — x,,) + y,,+2(x,, — x,,+1)] = O.

Nous pouvons récrire cette équation comme

8E 8E 8E 8E 8E
(1—a)1l-——+12-——+13—+14-——+15-——+

8I 812 813 814 815

(2—a)16 T+(2_Ct)I7 = O.
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La méthode des caractéristiques appliqué à la dernière équation donne

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl3

(1 — a)11 — (1 — a)12 — (1 — a)13 — (1 — a)14 — (1 — a)15 — (2 — a)’6 — (2— a)17 — (2 — a)Ig

qui conduit aux invariants

Xn_2 X,1
I = Ç2 = , ‘3 = , 4 =

X,?_l X,1 X,,÷1 Xfl2

= ra—2 [(x,, — x,,_1 ),,—i — Yn—2) — (x,,_1 — x,,_2),,
— Y1—i )]

= —2
[(x+i — x,,),, — y,,) — (x,, — x,,_1 ),+i

—

= 2

[(X,,+2 — x,,1 ),+i — y,,) — (x,,+1 — x,, )‘,+2 — y1+i)]

Nous avons alors une base des invariants donnée par

{i, 3, ç54, çb5, 7}.

Nous pouvons récrire cette base de façon plus pratique comme

{!Z± .-- (Xi_2 )1_a
+ x2’(

7)l1
+

x,, x,, x,, x,, 3

(x,y1) + x,’y}

que l’on a obtenue par les transformations

h,, hn+I 1 ‘in+2 1 ( 1
—=(1—)7, __1, =—j——1

X,, X,, X,, 3 X,, 13 \ 14

(_2)_a)
=

l X1. + h)1a (1)1_a
(;:)1_a
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(—2)’
= 1—a 1—ci 1—ci’

(+±i
(_‘ —ain ( /1,1+1

X,, X,, J \ X,, / X,1 /

(—2)’
= 1—a

(+lI*2)

(hn+i) (±2)10’1—a

X11 X0 X,1

I I-.
T7ï (,,+t)

—

______________

I -

t(
1—2a (n+1))1_ci /

1_2a((n)l_a Ix, YXXX
‘++±‘[

(YXX ) ‘-‘X’

X1 X,1 X,1

73 3 1 1 1
i—, (n+2)

—

_________________

I (Xt_2a(V1i+2))t_a — (_2a(p(11+tht_T i
‘-‘XX I J I’X,7 Y —

+ Iin+i +
h02 [ ‘-‘XX /

X,, X1 X11

(n+2) — 4 [(x23y(h1+2))1)
— (X2_3a(V1))I)T1

Z ‘—‘ XXXx,, YXXXX
— + + +

U XXX

X7 X1 X11 X,,

Le schéma invariant est donc

(n+2)
YXXXX = x’ F , —,

(11,1—I

h h1 1 l—2a

,, ,, ,, ,
(r,, + + x—22))1),

“-‘XX /

(n+l)
+

(n+2) I1 ( 2—3,, 2-3,,

— X,, YXXX II (3.25)
2 ‘/

= 1l,,+1 G(!L:1, L
.,, ,, ,,

+ + X_2c(V(nt+2)1_‘z XX /
‘ j’

— i_ (n+1)
+

n+2) I
î, XXX

(3.26)
2t

• Étudions maintenant le cas,

D3,6 X1 = 8, X-, = xâ,, X3 = (1+x2)ôX+(x+b)yô,.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr4XiE = pr4X2E = O et nous avons alors les

invariants calculés en D22,

11 = X, ‘2 = y”, 13 = y”, 14 = y”. (3.27)
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Nous exigeons que

4
ÔE

pr’4X3 E(11,..., 14) Z(pr(4)X311) -j-y =
i= I

__

7ôE
.‘ (1 +r)+(b—3x)y”+(—3y”+(b—5x

“

811
)y )j—+(—8y”+(b—7x)y”)— = O

En appliquant la méthode des caractéristiques et en utilisant l’équation (3.27), nous ob

tenons
dl1 dl2 (113 (114

1 + 1 = (b — 311)12 (b — 511)13 — 312 = (b
— 711)14 — 813

Nous obtenons alors les invariants

= b arctcm(x) — tn(1 + x2) —

= e
arctan(x)[3(1

+ x2)4y1f + (1 + x2)y],

= e arcn(x)[12(1 + x2)yF + 8(1 + )xy” + (1 +

Nous avons ainsi la base {i, q3} pour les invariants et l’équation différentielle inva

riante est
b arctan(x)—12x2y” “ + e

F(1,2). (3.28)
y = —

___ ___

(1 + 2)2 (1 + x2) (1 + x2)3

En posant u=y”, on peut réduire la dernière équation à l’ordre 2,

—l2x2it 8xu’ e’ arctan(x)

u = —

______________ ________________

(1 +x2)2 (1 +x2) + (1 +x2
7F(,). (3.29)

Le calcul du schéma invariant n’est pas évident et nous le cessons ainsi.

Â Étudions maintenant le cas,

D3,7 t X1 = ô, X2 = ô, X3 = x ô + y ô’.
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On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr4XiE = pr4X2E = O et nous avons alors les

invariants calculés en D21,

11 = Y’ ‘2 = Y’ 13 = y, 14 =
y”.

Nous exigeons que

pr4X3 E(11, ..., 14) =
(pr(4)X3)

= o

y — 2y” — 3y” = 0 (3.30)

Puisque . n’apparaît pas dans la dernière équation, c’est un invariant et I = y’. En

appliquant la méthode des caractéristiques à l’équation (3.30), on obtient

dl2 — dl3 — dl4

‘2 — 213 — 314rn

L’intégration nous donne les invariants

yf yIf, Ç2
=

Nous trouvons alors comme base pour les invariants,

f’ , y!

et l’équation invariante est
‘‘‘

y” = y”3 F(’ ). (3.31)

Nous pouvons réduire l’ordre de la dernière équation différentielle par la transformation
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u=y’ qui donne l’équation

u” = t’3 F (, ). (3.32)

Or cet équation est invariante par rapport à 8. et x8. On peut alors réduire l’équation

(3.32) à une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est

invariant sous ce même groupe. En imposant pr4XiE = pr4X2E = O, nous retrouvons

les mêmes invariants que pour D21, soient

I X, — X,1_2 ‘2 = X — X,1, 13 = Xi — X,1, 14 = Xn+2 — X11,

15 = Yn—i — Yn—2, 16 = Yn — Yn—l, 17 = Yn+i — Yu’ 18 Yn+2 — Yn+1

Ensuite nous imposons que

pr4X3E(Ii,..,ls) = (pr(4)X3Ij)
=

0E 8E 8E 8E 0E
— x,,_2)— + (x,, — x,,_1)-1— + (x,,+1 — x,,)— + (x,,+2 — x,,1)— + (j’ —

(y,, y,_i) + (y,,+1 —y,,) + (Yn+2 yn+i) = O.

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl8

1112 13 14 15 ‘6 17 18

Cette équation engendre les invariants

— X+i —

1 = , Ç5 = , ‘3 =
— X,,_1 X,,1 — X,, X+2 — X+i

X,,÷2 — X,,
— Y,—2 Yn — Yn—i Yn+i — Y,,

= , 5 = ‘P6 = ‘ ‘P7 =
— Yn—2 — Yn—i Yn+l Yn+2 — Yn+i



Ainsi, une base pour les invariants est

que l’on a obtenue par les transformations suivantes,

1 1(n—1) —

_______________

(it) —

_______________

yx — yx —

1234 q2q3t4q55

1 1(n+ 1) —

__________________

(,t+2) —

__________________

yx
— 3456 — 4567

— x,1_2) = 2(yt) —

22(1
+

—— x,,_2) =yxx 1 +

(n+2)

__________________

(x,, — x,_2)
= 223(1 + 1)(l÷2) (n+1))

—yx1 +

(n-t-1) x,1_2)2
= 32(1 + çbi)

J ‘- xx — Yxx ),(x,1 —

_____________________

1 + 2 + l2
—

2 323(1+1)
— x,1_2) = (x,1 — x,t_2)(v(1t+2) — (n+1)

xx Yxx ),1 + t3 + 23

(n-t-2) (x,, — x,1_2)3 =
423(1 + b1)

(x,, — Xn_2’2(Y
(11+1))

)
—1 + tt3 + t1)23 + ib2;b3

(,,+2)
Yxxxx
(n+l)-3

S_yvx J

— 4 ( i 1
21

-

- X,7)2 2345 - 1234)

t) (n—l)
= 2iCv Yx )

1+1

(n) (n—l)
= — y; )

1 + tl
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{i, ‘2 3, 4, 5, Ç7)•

Toutefois une base plus pratique est

y?h,+1, yh,1+2,

(n) (n+l ) (n+2)(u-1)
.yx +

4

/ (n+l) (,t+2) \ (n+2)

‘ j Yxxx
+

Yxxx Yxxxx
2 r (1t)-2 r (n)’ j ‘ ,

\ \Yxx) kYxx) / tjxx)

(u— I)(n) (u—1) 2(Jt)
— )

y?h,+1
= 2iCv.

— Yx ) (n)

___________

Yxx h,+2 =
2(1 + i) 23(1 +
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Le schéma invariant est alors

(n—f) (n) (n+ t) (n+2)
= (y) F(yh,, Ïln+l,YX Yx Yx Y)

(ii+1) (n+2)
Yxxx + ), (3.33)

2 Cv(!)2 y)2)

(n—I) (n) (n+1) (iz±2)

= Jz÷1 G(h1t yh,1, Y + Yx +Yx + Yx

(n+ 1) (,i+2)
(Yxx + ), (334)

2 \((‘))2 (y(’l))2)

Â Étudions maintenant le cas,

D3,8 X1 = ô, X2 = ô,, X3 = x 8 + (x + y) 8).

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr4XiE = pr4X2E = O et nous avons alors les

invariants calculés en D2,1,

IF ,F!

11 Y, ‘2 Y’ 13 Y 14 Y

Nous exigeons que

pr4X3 E(11,..., 14) = (pr(4)X3Ij) = O

___

,, ,,, ,,,,ÔE
,.

——y ——2y ——3y — = O
011 812 013 014

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

du — du2 — dl3 — dl4

1 — ‘2 213 314
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L’intégration nous donne les invariants

i = e”y”, 2 = e2’y”, =

Nous trouvons alors comme base pour les invariants,

e’y”, e2”, e3”y”

et l’équation invariante est

y” = e3” F (eY’y”, e2Y’y!I). (335)

Nous pouvons réduire l’ordre de la dernière équation différentielle par la transformation

u=y’ qui donne l’équation

u” = e3’ F (euu, e2uu!). (3.36)

Or, la dernière équation est invariante par rapport à ô et x8 + 8, et on peut réduire à

une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant

sous ce même groupe. En imposant pr4X1 E = pr4X2E = O, nous retrouvons les mêmes

invariants que pour D2,1, soient

Il = — Xv_2 ‘2 = X — X,1_1, 13 X, — X,,, 14 Xn+2 — X1,

15 = y,,1 — Y,1—2 ‘6 — y,_j, 17 = y,,+i — y,,, 1$ = y,,+2
—

Ensuite nous imposons que

pr4X3E(li, .., 18) = (pr(4)X3Ij)
=
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0E 0E 0E 0E 0E
(x,1 —x,1_2)—+(x,2—x,1_1)—+(x,1+1 x7z)j+(xii+2x1i+l )—+(x,1_1 +y11_1—x,1_2—y,1_2)—+

0E 0E 0E
(X,, +y,, — x,,_1 —y,—1)-E— + (x,,+1 +y11+j — x,, —y,,)---— + (x11+, +y11+2 — X,,1 y+i)- = O.

UI6 UI7 u18

En appliquant la méthode des caractéristiques à l’équation (3.8), on obtient

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — (/15 — (116 — dl7 — dl8

Il — 12 — 13 — 14 — 11 + 15 — 12 + 16 — 13 + 17 — 14 + 18

Cette équation engendre les invariants

— — xn_1 — X11

I = ‘ ‘2 = =
X,, — X,,_1 X,, — X,, X,,2 — X111

)‘p—1 )‘,,—2 YnY,,_ Yn* I ‘fl )‘,1+2-Y,,+ I

e j ‘n—Z e “ — I e I —‘n e ‘i+2 -‘n+ I

q55 = ,q56
X,I_l — X,,_2 X11 — X11_1 X,,1 — X,, X,2 — 1,1+1

Ainsi, une base pour les invariants est

{i 2, 3, 4, ‘p5, 56, Ç5-}.

On a toutefois une base plus pratique exprimée par

! (ye) + y 1)evY +
y(n+2)eY))

e3x eYx e’ e’

1
(y(n±1)e2v + y(fl+2)e2YO) ,

ye3)0}

que l’on a obtenue par les transformations suivantes:

y(1I)eY’)
= 25

In (_5 y(n±I)eV”1
= 225

ln (6 y(fl+2)e)’)
= 223çb5

In t—-—
1 + i \14J 1 + 2 \2Ç5)

,x
+ 3

(,i+1) e23 — 325 ( (n+1)
e”

— (n)
e’’ ‘

— 1 + 2 + I 2
yxx
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fn+2) 2y” — 3q23 5 ( (n+ 1)V))

)e
— + 3 + 23

y(n+2)e3Y
4235 t (fl±2)e2Y’ — y(I+l)e2Yyxxx1 + + Çb23 + 1Ç523 J

— Qi lin — 1 h1 — 1 Ït,,+2 — 1

e5’ &‘

Le schéma invariant est donc

(,i+2) _3y) f(E. h h1
- (ye’ + y(fl1)eY) + y(n+2)eY),= e () (n)’ (n)’

eYx eYx eYr

1 (y(n±i) + y(fl+2)e2Y))) (337)

t ha_1 h,, h,,1 1 (ye»
+ y(fl+1)eY’) +

y(n+2)eY)
hn+2 h,,÷1 G

e)’v eYx

1 yn+i2 + y(fl+2)e2Yj) (3.3$)
2

À Étudions maintenant le cas,

D3,9 X1 = ôx, X2 = 8y X3 = xÔ+ô.,oùkO,,1,2.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr4X1E = pr4X2E = O et nous avons alors les

invariants calculés en

r !flI

Il = ))‘, 12 )“, 13 = )‘ , 14 =

Nous exigeons que

4
8E

pr4X3 E(11, ..., 14) = (prX3I) = O
1=1
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(k— +(k—2)y” +(k—3)y” +(k—4)y” = O

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl1 — dl2 — dl3 — dl4

(k—1)11 — (k—2)17 (k—3)13 (k—4)14

L’intégration nous donne les invariants

t, t,, t,,,

i = Ç52 = Ç53 =
y’T y’T

Nous avons alors comme base des invariants

f )7U )/fl y/f!

k—2 ‘ ,k—3 ‘
y’)rT

yï
yk-i

et l’équation différentielle invariante est

f ,, I,,

=
. (3.39)

y’k1 y =t

Nous pouvons réduire l’ordre de la dernière équation différentielle par la transformation

u=y’ qui donne l’équation

u” = u F(—- -T-). (3.40)
Uk-1 jjk-I

Or cet équation est invariante par rapport à ô, et xô,, +
(‘k

3)uôl, et on peut réduire à

une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant

sous ce même groupe. En imposant pr4X1E = pr4X2E = O, nous retrouvons les mêmes

invariants que pour D2,1, soient

I = X,_j
— X_2 ‘2 = X, — X,1_1, 13 = Xj — X,, 14 = X,2 — X,1,
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15 = Yn—l Yn—2, ‘6 = Yn Y—i 17 = Yn+i Yn, 1s = Yn+2 Y+i•

Ensuite nous imposons que

pr4X3E(1i, .., 18) = Z(w(4)X31j) =

8E 8E 8E 8E 8E
(x,,_1 — X,,2)— + (x,, — x_i)-j— + (x,,1

—
x,,)7— + (x+2 — x±)— + k(_y,,_1

k(y
—

+ k(y,,÷1
— y,,) + k(y,,+2 — y,+i) = O.

En appliquant la méthode des caractéristiques à la dernière équation, on obtient

dl1 — dl2 dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl8

11 — 12 — 13 — 14 — k15 — k16 — k17 — k1

Cette équation engendre les invariants

—
X,,_2 X,, — X,, X11

—

I = ‘ ‘‘2 = ‘ =
X11 — X_i X,,+i — X,, X,1+2 Xp

Yn—1 — Yn—2 — — Yn—i — Yn+i — — Yn+2 — Yn+1
k’’ — k6

— k’ —

(x,,_1 — x,,_2) (x,, — x,,_1) (x,,±1 — x,,) (x,,2 — x,,+1)

Ainsi, une base pour les invariants est

{i, 3, 4, 5, Ç5, 7}-

On a toutefois une base plus pratique exprimée par

, j1k— 1 j k—1 I I
‘

(n) (,+1) (z+2)

J n1 ,,+1 n+2
—

Yxx
+ +

‘I(n—1)’
Y’ Y’’ Y’’

,(n)z2

1 (;+1) (,z±2) (,i+2)
Yxxx I

____________

+ uÂ3)’ (y)E
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que l’on a obtenue par les transformations suivantes

___

- 2i t5
KEI

—

y(fl+l)
— 2çbi2 ( 6

—

____

- 1 + 2 (2)k1 e-i) b)

y(fl+2)
— 2123 ( Çc7

—

_______\

- 1 + I23Y1 (2)1) 5)

±l)
- 312 (5 ( x+1)

____

— 1+ 2 + 1q52 b’) —

_____

(ii+2) / \ ( (n+2) (n+ t)

_________

3ç5i23 I I YXX Yxx

((fl))E — 1+ + k) l))E
—

_____

(,i+2) / \ t (n+2) (it+1)
Yxxxx 4tÇ23 j Yxxx Yxxx

____

-

1 + + 23 + 123 çb’) -

____

j k—t 1k—1 1 11k—1
I —

________

— 11+1 — n+2 —

_______________________

(n-l) — ‘ (n-l)
—

(n-l) — 4(17)kl’ (n-l) —

Le schéma invariant est donc

/ j
k—1 hk_l 1 ( (n) (n+l) (n+2)

(,i+2) = (,(n))j FI’ n—l

______

ii+l Yxx
+ +

xxxx X ‘Oz—l)’
y’’ y’ Cv) »l))z (,(n))

( (n+ 1) (,i+2)
1 Yxxx Yxxx (3 41
2 ((1Z))

j k—1 z k—l j k—l i (n) (n+ 1) (n+2)
( 1n—l 1n 1n+1 ‘ YXX Yxx Yxx

1Z,2 = hn+i G1)
(n_l)’ (n-l)’

+
k2

+

f (n+ 1) (i+2) \
Yxx + 1). (3.42)

2ij\y”)) (y’))k)
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• Étudions maintenant le cas,

D3,10 : X1 = 8, X2 = 8,, X3 (kx + y) 8 + (ky — x) ô.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de sy

métries. Nous demandons que prt4XiE = pr14X2E = 0 et nous avons alors les invariants

calculés en D2,1,

f, ,,, I,,,

il Y, ‘2 Y 13 Y’ 14 Y

Nous exigeons que

pr4X3 E(11;..., 14) = Z(pr(4)X3) = 0

== (1+yf2)+(k+3yF)yf1 +(3yf12+2(k+2yF)yhI) +(i0y”y”+(3k+5y’)y”) = O

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl1 — dl2 — dl3 —
(114

1 + 1 — (k + 311)12 — 3I + 2(k + 211)13 — 101213 + (3k + 511)14

L’intégration nous donne les invariants

= k arctan’) + ln(1 + y’2) — ln”),

[(1 + y’2)y” — 3yfytF2 Je_2k arctan(v’)

(1 +y’2)3

— [(1 + y’2)2y” — lOy’y”y”(l + y’2) + lSyf2yfI3]e3L arCtanfy’)

9

(1 +y’2)3

Nous obtenons alors {b1,b2,3) comme base des invariants et l’équation différentielle
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invariante est

10 ‘ “ “ 15 ‘2 «3 -

= (1± y,2) — (1 ± y’2)2
+ e3TO’)(1 + y’2 )iF(1, 2). (3.43)

En posant, u=y’ nous pouvons réduire l’ordre de la dernière équation différentielle,

F ! 7 3

u” + e arctan(u)(1 + u2)F( ). (3.44)

Nous arrêtons le calcul du schéma ici car il n’est pas évident.

• Étudions maintenant le cas,

D3,11: Xi = ôx, X2 2XÔr+yÔv, X3 = X2ôx+Xyô,.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de

symétries. Nous demandons que pr4XiE = O et nous avons alors les invariants calculés

en D2,1,
F FF ,‘!t FUI

‘1 Y’ ‘2Y I3, I4 ,
I5

Nous exigeons ensuite que

pr4X2 E(11,..., 15) = (pr(4)X) = O

8E , 8E ,, 8E ,,, 8E ,,,, 8E
y ---

—
y --

— 3y -— — 5y -- — 7y --- = O
oh 012 013 014 015

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5

— ‘2 — 313 — 514
—

7b
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ce qui nous donne, une fois intégrer, les invariants

= Y)” cr2 = Y3Y” 3 = Y5Y” 4 =

Nous exigeons ensuite que la quatrième prolongation du troisième champ de vecteurs

s’annule, soit

pr4X3 E(ai,..., = (pr(4)X3j)
= O

6a,

__

0E 8E 8E
— 3y5y” — $y7y” = 0 (3.45)

ôa’1

Comme
-

n’apparaît pas, nous avons l’invariant

= Y3Y”.

En divisant l’équation (3.9) par y2, nous trouvons

— 3y3y”
— $y5y” = 0 (3.46)

ÔQ’3 8a4

et par la méthode des caractéristiques nous avons

______

—

_______

1
— 3y3y” —

Ceci nous mènent aux invariants

= y5y” + 3y4y’y”, = y7y” + 12y5y’2y” + $y6y’y”.

La base d’invariants est ainsi

{y3y”, )‘5y” + 3y4y’y”, y7y” + 12y5y’2y” + $y6y’y”}
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et l’équation différentielle invariante est

12 2 ,, 8 1Ff y
=

— 2 —

+ —7F(çbi, Çb2). (3.47)
y y y

Toutefois nous arrêtons ici pour le calcul du schéma.

• Étudions maintenant le cas,

D3,12 : Xj = 8, X2 = x8+y8,, X3 = (x2—y2)ô+2xy8.

On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de

Lie de symétries. Nous demandons que pr4XiE = O et nous avons alors les invariants

calculés en D2,1,

= Y, a2 = )“, Q3 = y”, a4 = ““‘, a = y”.

Nous exigeons ensuite que

pr4X2 E(a1,..., a5) =
(pr(4)X2aj)

= o

8E ,, 8E ,,, 8E ,,,., 8E
y——y ——2y ——3y = 0 (3.48)

8a’1 8a3 8a4 ôa’5

On a déjà l’invariant ‘t = y’, car
&r2

n’apparaît pas dans l’équation (3.12) et en appliquant

la méthode des caractéristiques on obtient

da1 — da’3 — dQ4 — dcï5

— Q3 — 2a4 3a

En intégrant les dernières équations on trouve les invariants

‘2 = YY” 13 = Y2Y” 14 = y3y”.
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Nous annulons ensuite la quatrième prolongation du champ X3 pour la base des invariants

I trouvés précédemment et nous troctvons l’équation

pr4X3 E(11,..., 14) = (prf4)X31j)
= 0

ÔE ÔE
:. 2y(l + y’2) — + 2yy’(l + y’2 + 3yy”) +

2y2(6y’2y” + 3vy”2 + 4y’y”) +

2y3(9y”2 + 7y’2y” + lOyy”y”
—

2y” + 5yy’y”) =

En divisant la dernière équation par 2y et en la remaniant, on obtient

(1 +1f) +I(1 +I +312) +

(6lI2 + 3l + 4113) +

(7I13 + 51)14 + 9I + 101213 — 213) = 0

En appliquant la méthode des caractéristiques on a

dl1 — dl2 — dl3 — dl4

1 + 1 —
I(l + I + 312) — 61I2 + 3I + 41I3 — 71I3 + 51)14 + 91 + 101213 213

Ceci nous amène aux invariants

1 + y’2 + yy” y2”(1 + y’2) — 3y’y”2)
I = 2 = 7) 3

(l+y’2) (l+y)

=
9(51 —y’(9 + lOy3y”y” +y2y”) +y’2(19$ + 315yy” + 69y2y”2 + 15y3y”3)—

(1 +y’2)2

y’3 (36+1 Oy3y”y”+2y2y”)+y’4(2$8+297yy” +27v2y”2)—y’5 (54+y2y”)+y’6 (1 86+93yy”)—36y’7 +
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45’8—9y’9+ 11 lyy”+42y2y”2— 1 +

9y’3y2y”2 + y’4(27 + l$yy” — 3y2y”) + 9y’6 + l8yy” + 9y2y”2
—

3y2yFF_

ln(1 + y2)[24 + y’2(96 + 72yy”) + y’4(144 + 72yy”) + y’6(96 + 24yy”) + 24y’8 + 24yy”]_

arctanCv’)[18 + v’2(72 + 54v”) + y’4(108 + 54yy”) + y’6(72 + 18V)”) + 1$y’8 + l8yy”]+

y3y”(l + y2)2)

Nous avons alors une base pour les invariants, soit

{b1, 2, 3)

et l’équation différentielle invariante est

= y3 (Ï ±y’2)2
(s I—y’(9 + lOy3y”y” +y2y”) +y’2 (198 + 315yy” + 69y2y”2 +1 5y3y”3 )—

y’3 (36+1 Oy3y”y” +2y2y”)+y’4(28 8+297yy” +27y2y”2)—y’5 (54+y2y”)+y’6 (Ï 86+93yy”)—

36y’7 +45y’8 —9y’9+ 11 lyy”+42y2y”2 — + y’2arcsinh(y’) [9+9y2y’y”2 +y’2 (27+36yy”+9y2y”2—

,,, ,3 7 ‘‘7 4 ,, ‘ ,,, ‘6 ,‘ 7 ,,‘ ‘ ,,, ,7

6yy ) +9y yy - +y (27 + l8yy —3yy ) +9y + 1 8yy + 9yy —3yy ] — ln( 1+y
- ) [24+

y’2 (96+72yy”)+y’4( 144+72yy”)+y’6(96+24yy”)+24y’8 +24yy”] —arctan(y’) [1 8+y’2 (72+54yy”)+

(1 + ‘2

y’4(108 + 54yy”) +y’6(72 + l8yy”) + 18y’8 + 18yy”])
+ y

F(1,2) (3.49)

Nous cessons ici le calcul pour ce qui est du schéma.

• Étudions maintenant le cas,

2
D3,13 X1 = ô. + ô, X2 = x ô + y ô,,, X3 = x ô + y ô.
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On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr1XiE = O et nous avons alors les invariants,

= Y — X, a2 = Y, 3 = Y 4 = Y” 5 = Y”.

Nous exigeons ensuite que

pr4X2 E(1,..., a) = Z(prX2j) = o

<==> (y—x) --—y” --—2y” --—3y” -- = 0 (3.50)
8Q3 ôa’4 ôa5

De la dernière équation, on a déjà l’invariant I = y’, car n’apparaît pas dans cette

équation et en appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

da1 — do3 — da4 —

— — 2a’4 3a’5

En intégrant les dernières équations on trouve les invariants

‘2 = (y — x)y”, 13 = (y
—

x)2y”, 14 = (y — x)3y”.

Nous exigeons ensuite que

pr4X3 E(11, . .., 14) = Z(pr4X3Ij) = O

.‘.‘ 2(y — x)y’ + (y — x)[3y”(y — x) + 2y’(y’ — 1)] +

2(y — x)2[2(y — x)y” + 3y”(y’ — 1)] +

(y — x)3[5(y — x)y” + 4(2y’ — 3)y” + 6y”2] = O
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En divisant par (y-x), on peut récrire la dernière équation comme

2I + [312 + 211(11 — 1)] + [413 + 6I2(II — 1)J

[514 + 413(211 — 3) + 6l] = O

Par la méthode des caractéristiques, on obtient

dl1 — dl2 — dl3 — UI4

211 — 312 + 211(11 — 1) — 413 + 612(11 — 1) — 514 + 413(1J — 3) + 61

Ceci nous mène aux invariants

= (y—x)y”—2v’(1+y’)

V’4

= 3( — x)2y”
—

6Cv — x)(1 + y’)y” + 6y’(l + 4y’ + y’2))’

= — x)3y” — 4 — x)2(3 + 2y’)y” + 6 — x)y”(36 + 24y’ + 6y’2—

Cv — x)y”) — 24v’(l + 9y’ + 9y’2 + y’3)]

et l’équation différentielle invariante est

4(3 + 2Y)” 6
y”(36 + 24y’ + 6y’2 — — x)y”)+

(y—x) Cv—x)

“4’ ,

(y— x)3
(1 + 9y’ + 9y’2 + y’3) +

(y
)3F(l 2) (3.5 1)

Toutefois nous arrêtons le calcul ici pour ce qui est du schéma.

Étudions maintenant le cas,

t X1 = 8y, X2 = V ô,, X3 = y2 Ô,.
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On cherche l’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de sy

métries. Nous demandons que pr4XiE = pr4X2E = O et nous retrouvons les invariants

calculés pour le cas continu D2,4, soient

y,,
11=x, ‘2=, 13=, 14=—.

y’ y’ y’

Nous exigeons ensuite que

pr4X3E(Ii, ..,14) = (pr(4)X31j)
= O

0E 0E 6y”2 0E
2y’— + 6y”— + ($y” + —)—— = 0. (3.52)

012 013 y 014

Comme f- n’apparaît pas dans cette équation, on a dejà l’invariant ç =x et en divisant

l’équation 3.14 par 2y’, on trouve

0E 3v” 0E 4V” 3y”2 0E
— + ——-- + (— + —)— = 0.
012 y’ 013 i))’

}‘2 014

En appliquant la méthode des caractéristiques à la dernière équation, on trouve

dl, dl3 dl4

T — 312 413 +3I

Ceci nous mène aux invariants
y” 3y”2

Ç53 = —(32-T + 3 + 12- + 24e
32 y y y i

Nous avons alors la base {i, b3} et l’équation différentielle invariante est

1
«2

y” = ——(3 + 12y” + 24) + 2) (3.53)
32 y
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En posant u=y’, nous pouvons réduire la dernière équation différentielle et nous obtenons

u” = —(3 + l2ti’ + 24h) + ueF(x, ). (3.54)

Nous arrêtons le calcul ici pour ce qui est du schéma.

Â Étudions maintenant le cas,

D3,16 : X1 = ô, X2 = x 8, X3 = (x) 8, où “(x) 0.

Nous cherchons l’équation différentielle invariante pour ce groupe de Lie de dimension

3. Le calcul de pr4XiE = O donne les invariants,

, ,, I,I11=x, ‘2Y ‘3Y ‘ ‘4Y ‘ ‘5Y

Le calcul de pr4X2E = O donne les invariants

- 2
=

3 Y’” Q4
=

Y

Ensuite nous calculons pr4X3E = 0.

pr4X3 E(ai,..., a4) =
(pr(4)X3aj)

= O

8E 8E 8E
“(x)— + “(x)— + “(x)—

0a2 8c’3 8Q4

Par la méthode des caractéristiques on trouve les invariants,

Pi = x P2 = çb”(x)y” — “(x)y”, p = b”(x)y” —
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et l’équation différentielle invariante est

,f/!fF(

I,,, Y - JY
=

+ ()F(XP2). (3.55)

On cherche ensuite le schéma invariant pour ce même groupe de symétries. Les cal

culs de prt4XiE = pr4X2E = O mène aux invariants du cas discret de D22 soient,

I = X11..2, ‘2 = Xn_i, 13 = X,1, 14 = X,j, 15 = X,2

‘6 = (x,, — Xfl_t)(Yfl_l — Yn—2) — (x,,_1 — x,,_2)(y,,
—

17 = (x,,1 — x,,)(y,,
— Yn—i) — (X,, — x,,_1)(y,,+1 — y,,),

‘8 = (x,,+2 — x,,+1)(y,,+1 — y,,) — (x,,1 — x,,)(y,,+2
— y,,±i).

Ensuite nous calculons pr4X3E = O.

pr4X3 E(11,..., ‘8) = Z(pr4X3Ij) = O

[((x,,i) — (x,,_2))(x,, — x,,j) — ((x,,) — (x,,1))(x,,_1 — x,,_2)]+

— (x,1 ))(X,,+i — x,,)
—

((X,,+1) — (x,,))(x,, — x,1)]+ (3.56)

[((X,,1) — (X,,))(X,,+2 — X,,+1) — ((x,,+2) — (X,,+1))(x,,+1 — x,,)]

Puisque
, -, ,

8!
n’apparafssent pas dans la dernière équation, on a les inva

riants:

= X,,_2, Q’2 = X,,_1, Q’3 = X,,, Q’4 = Q’5 = Xfl.f2

En posant

A = ((x,,_1) — (X,,_2))(x,, — X,,i) — ((X,,) — (x,,_1 ))(x,,_j — x,,_2),
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B = ((x,) — (x,1_1 ))(x,1+1 — x,1) — ((x,+1) — — x,1_1),

C = (çb(x,1+j)
— — x,1+1)

—
((x,1÷2) — (x,+1 ))(x,,+j — x,1).

et en appliquant la méthode des caractéristiques à l’équation (3.16), on a

dl6 — dl7 — dl8

ABC

ce qui mène aux invariants

AI7 — 316, a’7 AI8 — CI5.

On a donc une base pour les invariants:

{a1, a3, a6, Q7}.

Toutefois une base plus pratique est

i z z z ï ,(n) (ii+ 1) — ,(n+1) (n) ,(n+1) (,i+2) — ,1(n+2) (n+ 1)IXn, l, 1n+2, Vxx Yxxx Yxxx Yx LPxx Yxxxx Yxxxx Yxx

que l’on a obtenue par les transformations suivantes:

(n) (n+1) — (n+1) = 12a6(x,, — x,1_2)’ (x+i —
x

XX XXX YXX
(x_i — x,1_2)(x,1 — x,1_1)2(x,1+1 — x,?)(xfl+1 — x,1_2)

40 f

,(n+l) (n+2),(,z+2) (,z+1) —

___________________________

Q7X112 — X,1_1j iX,2 — X,,)

YXX YXXXX YXXXX
— / \ f ‘ f / ‘f

— X,,_2)iX,, — X,,_2) iX,,_1 — X,,_2nX,, — X,,_j )IX,,1 — — X,,j

_______________________f

1 1

— (x,,_1 — x,,_2)(x,, — x,,_1 )2(x,,+1 — x,,) (x,,+1 — x,,_1 )(x,,+2 — x,,_1 )
+

(Xi — x,,_2)(x,,+1 — x,,_1)

Le schéma invariant est donc

(,i+2) (ii+1)

YXXXX
= XXXXYXX +

—- F(x,,, Ïz,, /z,,+1, Ç YX — XXX Y) (3.57)
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ÏZ,2 = 11,1+1 G(x,,, h,,1, h,,, Jt,,y, n) y(fl±l) — (n±1) v) (3.5$)

À Étudions maintenant le cas,

D3,17: X1 = Ô, X2 = x8., X3 = —x0,.--y8,,,.

Nous cherchons premièrement l’équation différentielle invariante du quatrième ordre.

Nous exigeons alors que pr4XiE = pr4X2E = O et nous retrouvons les invariants

calculés en D22 soient

11 X, ‘2
=

Y 13 = Y”, 14 =

Nous imposon ensuite que

pr4X3 E(11,..., 14) = (pr(4)X31j)
= O

8E 8E 8E 8E
.-- —Xi— + Y”y + 2Y”— + 3Y”— = O.

La méthode des caractéristiques appliquée à la dernière équation donne

dl1 dl2 t113 dl4

11 — 12 — 213 — 314

et ceci mène aux invariants

= XV, 2 X2))”, a3 = x3y”.

L’équation différentielle invariante est donc

y” = F(”, x2y”) (3.59)
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En posant u=y”, on peut réduire la dernière équation à

u” = f(xu, x2u’) (3.60)

Or cette équation est invariante par rapport à x8—u8, et on peut la réduire à une équation

dci premier ordre. On cherche ensuite le schéma invariant pour le même groupe. Nous

demandons que pr4XjE = pr4X2E = O et nous retrouvons les invariants calculés en

D22 soient

I = ‘2 = X,1_1, 13 = X, 14 = X1, 15 = X,2,

‘6 = (x,, — x,11)(y,1i
— Yn—2) — (x,7_1 — x,12)(y,1 —

17 = (x,?+l — x,)(y, — y11_1) — (x,,
—

x,,_i)(y,1+j —

18 = (x,,+2 —
x,1+1 )(y,1+i

— Y,i) — (x,1÷1 — x,1 )(y,1+ — y,,+ t).

Nous demandons ensuite que

pr4X3 E(11,..., 18) = Z(pr4X3Ij) = O

0E 0E 0E 8E 0E
—X,1_2——

—
— X,1— — X,— — X,t2—

811 812 013 814 015

— y,1—i) + x,,_1 n — Yn—2) + Xn_2,,_i
—

+2[x,,+1 ,,—i — y,,) +
— Yn—i) + X,,i

— Yn+i) 01

—

+ — y,,) + x,,,,+i
— y+2)1 = O

On peut récrire la dernière équation comme

0E 8E 0E 0E 0E 0E 0E 0E
I + 13 + 13 + 14 + 15 + 216— + 217— + 21g— = 0.

01 012 813 014 815 016 017 81$
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Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl1 — dl2 — dl3 — dl4 — dl5 — dl6 — dl7 — dl3

‘1 — ‘2 — 13 — 14 — 15
— 216 — 217

— 218

Ceci mène aux invariants

X,1_1 X,, X,,j X,,2
= =

, = =

X,,_2 Xv_j X,, X,,

= [(x,, — x,,_1),11
— y,—2) — (x,1_j — x,,_2),1

—

X,’

= [(x,,+1 — x,,),,
— y,,—i) — (x,, — x,,_1),,+1 — y,,)],

X,,

= [(X,,÷3 — x,,+2),,+2
— y,,+i) — (x,,+2 — X,,±1),,+3

—

X,,

On a ainsi une base donnée par

{ai, a2, a5, a6, Œ7}

On a toutefois une base plus pratique donnée par

{1 -(X,,y? + + X,,y72), (xy’ + Xy2), X_1yg7}
X,, X,, X,, X,, 3 2

que l’on a obtenue par les transformations suivantes,

(,t)
— —2aau5

X,,y —

(a1 — —
1)(aia2 — Ï)

(,,+1) —
—2aa6

ta’2 — 1)(a’3 — 1)(a’2a3 — 1)

(,,+2) — —2a7
—

— 1)(u — — 1)



2 (n+1) — 31a2 (n+1)
— x,,y),xxx —

— 1
(Xu

a1 ‘2’3

3cï72 (n+2) —

— 1
—X,,Yxxt — — ‘xx

Q’(E3Œ4 —

(n+2) — 41a2
(x2 (n+2) 2 (n+ 1)

— ).flXXXX
— 12a3a4 — 1

Le schéma invariant est donc

7

y(fl+2) = .__

-, + y) +
y(fl+2)) Ji(Il+1) “ (n+2»Ç\ (3.61)

2 ,trx + 1)xJ’.x,t
\ x,, x,, x,, 3 xx

ha_1 ‘Jl h+1 X
+

(it+1) (11+2)) (,z+1)
+

2 (,i+2)
Ïl,,+2 = h,,+1 G( —,

, Yx + Yxx iYxxx )j (3.62)
,, ,, ,, 2 xxx

Nous concluons ce chapitre en soulignant que pour des groupes de symétries de dimen

sion 3, l’obtention d’un schéma approximant une équation différentielle n’est pas tout le

temps évidente et plusieurs cas reste non résolu.
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CHAPITRE 4

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET SCHÉMA INVARIANTS SOUS uri
GROUPE DE DIMENSION 4 ET 5.

4.1 Équations différentielles et schéma invariants sous un groupe de dimension 4.

Vue la complexité des calculs pour les groupes de dimension quatre, nous traitons

certains cas de l’article de O.Gat’°1 pour lesquels nous pouvons obtenir le schéma inva

riant. Nous avons le groupe,

D4,3 : X1 = 8, X2 = ô, X3 = x ô,, X4 = x ô, + ay ôy.

Nous cherchons l’équation différentielle invariante pour ce groupe. Nous demandons

que pr’4XjE = pr4X2E = pr4X3E = O et nous obtenons les invariants pour le cas D31

soient
F,,,

‘iY ‘2Y , I3=Y

On exige ensuite que

pr4X4E(Ii,I2,I3) = Z(prX4Ij) = o

(a — 2)y” + (a — 3)y” + (a — 4)y” = O

En utilisant la méthode des caractéristiques on obtient

dl1 — dl2 — dl3

(a — 2)I — (a
— 3)12 — (a — 4)13
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et celà mène aux invariants

et a2=

_____

-

yFI(a_3) yU(a_4)

Nous avons alors la base
j,”(a—2) flfl(a_2)

y!’(3)’ yF(a_4)

et l’équation différentielle invariante est

(u—4)

y” = y”iE35 G(ai) (4.1)

Nous voulons déterminer le schéma invariant pour ce groupe de symétries, alors nous

demandons que pr4X1E pr4X2E pr4’X3E = O et nous obtenons les invariants

pour le cas D3,1

Il X,, — X,,_2 , ‘2 = X,, — X,,_1, 13 = X, — X,,, 14 = X,, X,,1,

15 = (x,, — x,,_1 )(y_ — Yn—2) — (x_j — x,.2)(y,,
— Yn—i),

16 (x+ — x,,)Cy,, —
— (x — x,,_i)(y+

— y,,),

17 = (x,,+2 — xn+i)(yn±i — y,,) — (x,,÷1
— x,,)Cv,,+,

— y,1+i).

Ensuite, nous demandons que

pr4X4E(1i, ..., 17) = Z(pr4X4J) = o

ÔE 8E 8E 8E
(x,,_1 — x,,2)— + (x,, — x,,.1)— + (x,,1 — x,,)— + (x,,+2 — x+i)y+

8E
(1 + a)[(X,, — x,,_1)(y,,_1

— Y,1—2) — (x,,_1 — x,,_2)(y’,, —

UI)
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(1 + u) [(x+i — 1n — y,,— i) — (x,, — x,,_1 )O+ i —

+

(1 + a){(x,,+2 — — y,,) — (x,,±1 — x,,)Cv,,÷2
— y,1+i)] = O.

Nous pouvons récrire la dernière équation comme

8E 8E 8E 8E 8E 8E 8E
JJ +I7 +13— +I4 +(1 +a)I5---— +(1 +a)I6— +(1 +a)17-— = O

Par la méthode des caractéristiques, on a

dl1 — dl2 — (113 — dl4 — dl5 — (116 — dl7

‘1 — ‘2 — 13 — 14 — (Ï +a)15 — (1 +a)16 — (Ï +a)17

Ceci nous donne les invariants

n— I — — -n— I ‘n+ I —

Xfl
— Xn_1 Xflf 1 — Xfl — X17

= (x,, — x,,1 )_(a+1)
[(i,, — x,,_1 ),i—i — Yn—2) — (x,,1 — x,,2),, — y i)],

= ,, — x,,_1)’[(x,,+1 — x,,),,
— y,,_i) — (x,, — x,,1),,+1 — y,,)],

(x,, — xv_i )_(a+1) [(x,,2 — x,,1 ),+i — y,,) — (Xn+l — x,,)(y,,+2 — yn+i )],

et nous avons une base pour les invariants donnés par

{ a2, 6}-

Nous avons toutefois une base plus pratique donnée par

î 1 , (7l+I)a—2 t (fl+2)_2 , (il+2)’,a_2

J L± 112—a (n) 112—a (iz+1) ;12a (,+2) ‘( LYxxx J + ) ‘Yxxxx )

h , , y
2 »?+l))a_3 )‘ (y(fl+I))(1_4
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que l’on a obtenue par les transformations

—2a4
YXX —

(x — X,,_l)2_a (11+1)
— —LtF5

(x,, — x,1_1
)2_a (n) —

____________

_________

yXx —

a’1(l+a1) 1+a2

7—a (11±2)
— 23’6 3a

__________________
_________________________

2—a (11+1) (n)
(x,1—x_1)

—

, (X,,X,_l)3a ,(1l+1) =
- (X—x_y) Cv —y)’

— XXXÏ + (Y 1 + a2 + Q’U2

(X,, — X,,_l)3_a (11+2) — 3a2a3
— (x,, — X,,_l2a((hl+2) (11+1))

J Xx — yXx
1 + 03 + ‘2’3

a—2 a—2
3—a (11+1)1 3—a (11+2)1

)a_2 — [(x,, — x,,_j) )a_2 [(xn — x,,_1) Yxxx J(11+1) Yxxx J (ii+2)

(n+I))a_3
— t a3’ (n±U)a3 =

[(X1l

x 2—a (,z+1)(Yxx
[(x11 — X,,_i)2_a (11+1)]

yXX — n—1, Yxx

4a’,a3
(x 41 (‘±

—
(x,, — x,,1 )3_a(y(n±2) — (îî±1)

XXX YXXX ),— x,,1) YXAXX
— 1 + + a2a3 + 23

a—2
4—a (11+2)1

— — x,,_i) j(i±2)

(,i+1)
(y

)a_4 —
a—4

— x1)2 Yxx J
Le schéma invariant est donné par

(ii+1) a—2 (iz+2)

(ii+2) — y(n±1))ïE G(h y(fl) 2—a (,i+1) i2-a (n+2) 1 ((Yxxx ) + XXX
)a_2

(4.2)
XX’ li YXX ‘ (lt+l))a3 ))yXXXX —

(YxX

h,, = C h,, (4.3)

Â Étudions maintenant le cas,

D4,6: X1 = ô, X2 = ô.,, X3 =yô.,,, X4=xÔ.

Nous cherchons premièrement l’équation différentielle invariante du quatrième ordre.

Nous exigeons alors que pr4X1E = pr’4X2E = pr4X3E = O et nous retrouvons les
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invariants calculés en D3,3 soient

y’•
11 = —, 17 = , 13 =

y’ = y’ y’

On demande ensuite que

pr4X4E(Ii,I2,l3) = Z(pr(4)X4) = o

S,. --2--3— =0.
))“ 811 y’ 812 y’ 813

En appliquant la méthode des caractéristiques à la dernière équation on trouve

dl1 — dl2 — dl3

l
—

21 — 313

et ceci nous mène aux invariants

y
y2

a1 = =

y”2 y”3

Nous avons alors la base

f y’ y” y’2 y”
‘1 y”2 ‘ y”3

et l’équation différentielle invariante est

,3
/

,

y” = —- G(
2 ) (4.4)

y’ y”

Or cet équation est invariante par rapport à 8, xô et y8., et nous pouvons la réduire à

une équation du premier ordre. Nous cherchons maintenant le schéma invariant sous le

même groupe de symétries. Nous demandons que pr4Xi E = pr4X2E = pr4X3E = O
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et nous retrouvons les invariants calculés pour le cas discret D3,3,

Ii = X,_j — X,?_2, ‘2 X,1 — X,,_1, 13 = X,,1 — X,,, 14 = X,,7 — X,,1

Yn—i — Yn—2 — Yn—i — Yn+i — Yn
15 ‘6 , 17

Yn — Yn—1 Yn+1 — Yn Yn+2 — Yn+i

Nous demandons ensuite que

pr4X4E(Ii, ..., 17) = (pr(4)X4Ij) = O

== (x,,_1 — x,,_2) + (x,, — x,,_1) + (x,,+ï — x,,) + (x,,+2 — x,,+1) = 0 (4.5)

Comme 81
ne figure pas dans la dernière équation, 15, 16,17 sont invariants. En

suite nous appliquons la méthode des invariants à l’équation 4.1 et nous obtenons

dl1 — dl2 — dl3

11 — ‘2 — 13

Ceci nous mène aux invariants

X,,_1 — Xv_2 X,, — X,,_1 X,,1 — X,,
= , a3 =

X,, — X_i X+i — X,, X,H.2 — X+i

et nous avons une base pour les invariants donnée par

{15, ‘6, 17, 1, a2, a3}.

Nous avons toutefois une base plus pratique donnée par

(n) (n+ 1) (,,+2) (n—1) (n+ 1) (,,+2) (n— 1)2 (,,+2)
“n—1 Yxx Yxx Yxx Yx xxx Yxxx x ) Yxxxx{—, h,,—-, h,,

1
h

_____

(j’ + ), (j’

h,, y’ 2O)2
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que l’on a obtenue par les transformations suivantes

(n)
Yxx — 2 (Q1

(x,, — x,,_1) 1 j,(n—1) —

Yx 1+a1 15 J

(n+ 1)
Yxx 2a2 /1a2 a1\

(x,, — x,,_1)
(n—1) = + a715I6 —yx =

(n+2)
Yxx — 2a2cï3(a’1a2a3

(x,, — x,,1) (n—1)
— 1 + \ ‘51617 J’Yx

(n+1) (n)

__________ ____________

yxx yxx(x,, — x,,_1 (,i+1) — 3a2
((x,, — x,,_1)

(n—1)
— (x,, — x,,_1)

(n_1))’(n—1) XXX
— 1 + 2 + 1a2 \Yx Yx Yx

(,i+2) (n+ 1)
(x,, — x,,_1)2 (n+2) — 3a2a3 t Yxx Yxx

(x,, — x,,_1)
(n—1) — (Xn — x,,_i)

(n_1))’(ii1) YXXX
— 1 + a + a2a3 Yx YxYx

(iz+1) (n—1) (n) —2
Yxxx Yx t Yxx \ (x,, — x,_1)2 (n+1)

= (x,, — x,,_1)
(ii—1)) (n—1) YXXX(n)

Yxx)2 y y

(,z+2) (n—1) (n) —2
Yxxx Yx t Yxx \ (x,, — x,,_1)2 (n+2)= (x,, — x,,_1)

(n_1)) (n 1) YXXX(n)
(Yxx)2 Yx Yx

(,i+2) (u+ 1)
(x,, — x,,1)3 4o2a3 /

2yXXX 2y ‘

_____________

(n+2) ((x, — x,,1) — (xn — x,,_1) (n— 1)’(n—1) 1 + + a23 + a1a23 \ Yx Yx

(,i+2) (n—1) 2 (n)
X ) t Yxx

)—3

(x,, — x,,_1)3 (ri+2)= (x,, — x,,1)
(n—1) (n—1) YXXX(n)(y )3 y y

Le schéma invariant est alors

(n) 3 (n) (n+ 1) (,i+2) (n—1) (n+ 1) (,z+2)

(,i+2) — YXX) y y YXX y (y +yXX. )‘
YXXXX

— (n—1))2
G(h, h,,

n—1
h,, ,t—1

, (4.6)
YX X X

2(y)2 /

h,, = C h,,_1 (4.7)
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4.2 Équation différentielle invariante pour un groupe de dimension 5.

Nous calculons ensuite certains cas de dimension 5 pour la classification de A.Gonzalez

Lopez, N.Kamran, PJ. O1ver’21. Étudions le cas 5 du tableau 1

X1 = Ô-, X2 =ô, X3 =xÔ—y8, X4=yô,X5 =x9.

Nous demandons premièrement que pr4XiE = pr4X2E = O et nous obtenons les

invariants du cas D21, soient

f Ff fF!

‘iY’ ‘2Y ‘ ‘3Y ‘tY

Nous demandons ensuite que

pr4X3E(Ii,I2,I3,I4) = (pr(4)X3Ij) O

___

,ÔE ,,ÔE ,,,ÔE ,,,,8E
—2y

—

3y
—

4y
—

Sy = O.

Par la méthode des caractéristiques, on obtient

11I
— “2 — d13 — d14

2I 312 — 413 — 514

et ceci nous mène aux invariants

V,,
V’’’

= =
,

€Y3 = —s—.

On exige ensuite que

pr4X5E(ai,2,3) = Z(pr4X5aj) = o



75

—3y” 8E 2y” 8E 5)” 0E
- — ———— — = o.

2v’i 0a1 y’3 8a, 2v’ (y3

On peut récrire la dernière équation comme

3 8E 8E 5 8E
—a1-——+2a,--——+—a3-—— = O
2 8a’1 8cr 2 8a3

et en appliquant la méthode des caractéristiques on a,

cia1 = cia2 = cia3

a1 2a2 (3

ce qui nous mène aux invariants

p,, F,,,

131=—7, /32=—-.

y3 y

Finalement on doit avoir

pr4X4E(Bi,/32) = (pr(4)X4flj)
= O

,, 8E lOy” 8E
—3y 3——

___—

= O.
8/3k y’ 8132

En divisant la dernière équation par —3y”, on peut récrire la dernière équation comme

8E 10 8E
= 0.

8/3 3 8B

En appliquant la méthode des caractéristiques on a

—

1
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que l’on intègre directement pour trouver l’invariant

5 2
)/fl 5 VFF2

y = ,B2
- =

__

-3 y” 3y”

La base des invariants est donc formée du seul invariant y et l’équation différentielle

invariante est
5 ,n2

y” = cy” + —, où c est une constante. (4.8)
3 y’

On peut la réduire par le changement de variable u=y” à

u” = cu + —. (4.9)
3u

Nous pouvons résoudre la dernière équation et nous obtenons comme solution générale

ex2 9 2
u(x)

=
—— + tx + e) , où d et e sont les constantes d’intégration. (4.10)

• Étudions le cas 15 du tableau 1[121, son algèbre est donnée par:

xi = ô, X2 = ôy, X3 = X ô, X4 = ‘ ôy, X5 = X2 ô.

Nous demandons premièrement que pr4XiE = pr4X2E = O et nous obtenons les

invariants du cas D21, soient

, ,, ,,,

‘iY ‘2Y ‘ ‘3Y ‘ ‘4Y

Ensuite nous demandons que

pr4X3E(Ii,I2,I3,I4) =
(pr(4)X3Ij)

= O

___

,ÔE ,,ÔE ,,ÔE ,,,,ÔE
.‘ —y 2iT — 2y — 3y — 4y = 0.
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En appliquant la méthode des caractéristiques nous obtenons

dl1 — dl2 — dl3 — dl4

I
— 212 — 313 — 414

ce qui nous mène aux invariants

y,,
= = =

y’ y’ y’

Nous exigeons ensuite que

pr4X4E(j, 3)
= (pr(4)X4aj)

= O
8a,

y” 8E 2y” 8E 3y” 8E
— — = O.

y’2 ô€ïi y’3 8a2 }4 8Q3

On peut récrire la dernière équation comme

8E 8E 8E
a1—+2a’2——+3a’3-— = O.

8a1 8a’2 8a3

En appliquant la méthode des caractéristiques on trouve

da1 — da2 da3

—
2a2 — 3a3

ce qui nous mène aux invariants

, ,,, 2 nu

= /32
=

On demande finalement que

pr4X5E(/3i,/32) =
(pr(4)X5/3j)

= O
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(YY
— 6L) + (6YY —

_____

= o.
y”3 y” ô,8i y”4 y”3 8,82

En multipliant la dernière équation par ‘, on obtient

(4/3 — 6j31) + (6/31,62 — 126) =

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient l’invariant

— /32 — 6fli + 6
—

y’2y”
—

6y’y”y” + 6y”3

— (2/3i — 3)
—

(2yyflF — 3yu2)

et l’équation différentielle invariante est

-, ,, F,, FF3

y” = -(2y’y” — 3y”2) +
6

— 6--, où c est une constante. (4.11)
y y y

que l’on peut réduire à l’équation

-, / F3

u” = -(2uu” — 3u’2)
+

— 6-- (4.12)

en posant u=y’.

• Étudions le cas 24 du tableau 1[12], son algèbre est donnée par:

X1 = , X2 = ô, X3 = x ô,, X4 = x2 8,, X5 = x 8 + ay ô,.

On demande premièrement que pr4XiE = pr4X2E = O et nous obtenons les invariants

du cas D2,1, soient

Ii = Y’ ‘2 = y’ 13 = y, 14 = y.

En second lieu nous exigeons que

pr4X3E(Ii,I2,I3,I4) = Z(pr4X3Ij) = = o.
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Comme
, , f n’apparaissent pas dans la dernière équation on trouve les trois inva

riants
F, 1FF FfFJ1=y, J2=y , J3=y

Troisièment on demande que

pr4X3E(Ji,J2,J3) = Z(pr()X3Jj) = 2 = o.

Comme
-,

n’apparaissent pas dans la dernière équation, on trouve les invariants

= y”, K2 = y’”’

Finalement on exige que

pr4X3E(Ki, K2) = (pr(4)X3Kj)
£

= o.

8E 8E
‘.‘.

(o — 3)y”- + (a — 4)”—-— = O.

En appliquant la méthode des caractéristiques à la dernière équation, on a

__________________

—

___________________

(a
—

3)y”
— (€ — 4)y”

Ceci mène à l’invariant

Y = y”r4)

et l’équation différentielle invariante est

y” = c y”f-, où c est une constante. (4.13)
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En posant u=y”, cette équation peut-être réduite à l’équation du premier ordre

u’ = cu-. (4.14)

Nous pouvons résoudre la dernière équation et nous obtenons comme solution générale

fcx+ad—3d\3
u(x) = I I , ou d est la constante d’intégration. (4.15)

\ a—3 J

•Etudions le cas 25 du tableau 1[121, le groupe symétrie est donné par

X1 = ô, r2 = 8,, X3 = x ô, X4 = x2 ô, X5 = x ô + (3y + x3) ô,.

En se basant sur le cas précédent, l’analyse des quatre premier champs de vecteurs nous

donne les invariants

I — Ï —

i — Y , ‘2
— Y

On exige ensuite que

prt4X5E(Ii,I2) = Z(prX5Ij) = 0.

Ceci nous amène à l’équation

38E ,,,,ÔE
—

19I 812 —

et en appliquant la méthode des caractéristiques on a

dl1 — dl2

3
—



On trouve alors que l’invariant est

a =

et l’équation différentielle invariante est

y =ce . (4.16)

En faisant le changement de variable u=y”, on peut réduire l’équation à

u’ = ce (4.17)

qui se solution avec

u(x) = _31n( ) (4.18)
c(x + d)

Après avoir calculé quelques cas provenant de 1’ article de A.Gonzalez-Lopez, N.Kamran,

P.J. Olver, nous ne parvenons toujours pas à trouver de modèle discret approximant les

équations différentielles invariantes pour les groupes de dimension 5.



CONCLUSION

Depuis les années 1890, la théorie des groupes de Lie s’applique aux équations diffé

rentielles. ELle fait réflèter les symétries d’une équation. Sophus Lie avait comme objectif

de trouver tous les équations pour une algèbre de symétries donnée et vice versa. Il ac

compli une classification implicite des groupes de symétries des équations différentielles

ordinaires dans le cas de variables complexes. Dans un premier temps nous avons utilisé

cette classification pour calculer les équations différentielles invariantes pour une algèbre

de symétries donnée. Pour ce faire nous avons utilisé la théorie des prolongations et les

calculs se font très bien dans tous les cas. Parallèlement nous voulions trouver les sché

mas discrets invariants pour les mêmes symétries, ce que nous avons réussi dans les cas

à une ou deux dimension. Pour ce qui est des dimensions supérieures, il arrive qu’il soit

possible de les trouver, mais certains cas sont tout simplement trop complexes. Ensuite,

nous utilisons la classification à A.Gonzalez-Lopez, N.Kamran, P.J. Olver pour le cas

réel et des groupes de dimension 5. Encore une fois on peut calculer relativement bien

les équations différentielles invariantes, mais les schémas sont trop difficile à obtenir.

Les schémas donnés ici ne sont pas les plus généraux. Dans le cas de calculs numé

riques il faut faire un choix, le maillage uniforme n’est pas nécessairement le meilleur

choix. Les schémas numériques deviennent très intéressants quand on ne peut intégrer

analytiquement et explicitement.

Il est aussi intéressant de noter l’article de A.Bourlioux, C.Cyr-Gagnon, P.Wintemitz”1

dans lequel ils traitent numériquement des schémas du deuxième et troisième ordre.

Ils montrent que leurs méthodes numériques pour résoudre ces schémas approximant

des équations différentielles donnent de meilleurs résultats que pour certaines méthodes

standards. Ils montrent par exemple que pour des solutions avec singularité, leurs mé

thodes de calcul permet d’avoir des résultats au-delà la singularité, ce que les méthodes

standards ne permettent pas. Nous espérons donc amener des résultats pouvant aider à

poursuivre ce travail.
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