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RESUME

Dans ce travail nous déterminons dans un premier temps les équations différentielles
invariantes par rapport aux groupes de Lie dans le plan complexe ou réel. La classifica-
tion de ces groupes a été donnée par Sophus Lie dans le cas complexe et par A.Gonzales-
Lopez, N.Kamran et P.Olver dans le cas réel. Dans un cadre d’int€rets physique nous

voulons ensuite déterminer les schémas discrets invariants pour les mémes groupes.

Mots clés : prolongation, algébre de Lie, équation différentielle invariante, groupes de

symeétries, équation aux différences finies.



ABSTRACT

The work that we present here is firstly a search for ordinary differential equations in-
variant under Lie groups acting on the complex or real plane. The classification of these
groups is known since the work of Sophus Lie in the complex case and since the work
of A.Gonzales-Lopez, N.Kamran and P.Olver for the real case. After that we construct
difference schemes invariant under the same groups and approximating the formed inva-

riant equations.

Keywords : prolongation, Lie algebra, symmetry group, ordinary differential equation,

point symmetry, difference schemes.
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INTRODUCTION

La théorie des groupes de Lie fut premiérement appliquée a la transformation des
ensemble-solution de systémes d’équations différentielles!" 114 Au cours des années,
cette théorie est devenu un outil puissant pour classer les équations différentielles et
les résoudre. Les techniques développées sont décrites dans plusieurs références®! €117,
Pour les équations différentielles, il y a deux applications qui prévalent en physique.
Dans la premiére les équations sont déja connues et on utilise la théorie des groupes
pour les résoudre. Dans la seconde les symétries précédent les équations, c’est-a-dire
que les symétries d’un probléme sont connues et on les utilise afin d’élaborer un modele
théorique. La classification d’équations aux différences finies selon les groupes de Lie
est beaucoup plus récentes® ). Dans cet ouvrage, nous utiliserons le méme point de vue
que dans I’article de O.Gat!'%, c’est-2-dire que nous considérons un groupe de symétries
et son algébre de Lie a priori donnés et nous en déduisons une équation différentielle
invariante. Nous cherchons dans un second temps un schéma , c’est-a-dire une équation
aux différences finies munie d’un maillage ayant le méme groupe de symétries et cette
algébre. Nous considérons alors des équations différentielles du quatriéme ordre de la

forme :

yllll(x) — w(x, y, yl,yll’ylll) (1)

L’algebre de Lie L du groupe de symétries de I’équation (1) est réalisée par des champs

de vecteurs de la forme :
a d
Xar = fa(x,)’)’_ + Ua(x,}’)_ & = 1"" , . (2)
0x dy

S. Lie a montré que pour une équation différentielle ordinaire d’ordre n>3, la dimension
q

de L est au plus n+3. Pour le modéle discret, on le représente par deux équations, soient :



(voir Kozlov,Dorodnitsyn,Winternitz 2000),

E] (xn—Zv Xn—1s Xn> Xna1s> Xnt2s Yn=2> Yn-1» Yns Yn+ls yu+2) = 0’ (3)
EZ(xn—27 X1 Xn> Xnals Xnt2s Yn=2> Yu-1> Yus Yn+l» yn+2) = 0’ (4)
telles que
dE E ANELE
d I_L_z)_ £0 det—(—li £0; (5)

e ’
a(xn—Z, yn—-Z) a(xn+21 yn+2)
Lorsque les pas i; du schéma aux diférences finies tendent vers 0, I’équation (3) doit
tendre vers une équation différentielle du quatrieme ordre, alors que 1’équation (4) tend

vers I’identité 0=0.

Nous avons aussi la motivation sur le plan physique que 1’espace-temps est peut-étre
discret aux échelles de la longueur de Planck et du temps de Planck, ce qui impliquerait
une physique discréte. Méme si I’espace-temps est continu, beaucoup de phénomenes

physiques sont discrets et décrits par les équations a différences.

Une autre motivation est le désir de discrétiser les équations différentielles en préser-

vant leurs symétries afin d’améliorer les méthodes numériques'''l.



CHAPITRE 1

EXPOSITION DES METHODES POUR DETERMINER LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES D’ORDRE QUATRE INVARIANTES ET DES SCHEMA
D’EQUATIONS A DIFFERENCES FINIES INVARIANTS

On cherche premiérement les équations différentielles invariantes. La théorie des
prolongationsl® impose :
OE OFE OE OFE OFE
Mm% o2 %% @

III/) - f 6E+ +
sy - aax Ne ay P ay, a ayn a ay/// a aynn ’

’ ——

prOX.E(x, .Y,y .y

77511) = Dxna —y,Dx‘faa

) — Dxng"” -y"D.&,, pourn>2.

(¢4

En utilisant la méthode des charactéristiques, on obtient un ensemble d’invariants

{I,- -, I}, ou le nombre d’invariants k est donné par :
k = dim(M) - rang(Z), (1.1

ot M est une sous-variété de I’espace des jets, M ~ {(x,y,y’,y”,y”,y"")}. La matrice Z

est:

2 3 4
s m o7 P P 5@

(0)] (2) (3) (]
fm T M T M N

Nous étudions ensuite les schémas invariants en fonction des éléments du stencil

nécessaire pour des équations du quatriéme ordre.



y
T (x,,+2, yn+2)
(xn+]syn+l).__.--'°
T . .e"” ’
4 . o
(xn—l ’ yn—l) e " (xm yn)
4 )
+4 .'..
(-xn—Z, yn—Z)
X
Le pas entre chaque points du maillage est donné par :
hn—l = Xp—1 — X2,
hn = Xn — Xn-1, (12)
hn+1 = Xpal — Xps
Rusa = Xna2 = Xper-
Les formules pour les dérivées premiéres sont alors :
=1y _ Yno1 = Yn2
* hn—l ’
oy _ Yn = Yn-1
P =, (1.3)
hll

(n+l1) _ Yu+1 — Yn
* hn+l

2

(+2) _ Ymr2 7 Ynrl
X _ -
hn+2



Les formules des dérivées secondes sont :

’ n—1
) _ }’Sc’) y(\r' : _ 2 Yn = Yn-1 _ Yn-1 —yn—Z)

o W hn—l + hn hn hn—l '

(n+1) _ (n
y(n+l) — 2 (yx )
a hn + hn+1

(n+2) (n+1)
y(n+2) 2 (y )
o hn+1 + hn+2

, (1.4)

Les dérivées de troisiéme ordre sont données par :

(n+l) (n)
(n+1) _ 3 (y

x| = (1.5)
o hn—l + hn + hn+l
(n+2) (n+1)
y(n+2) (y )
. hn + hn+] + hn+2
Finalement, la dérivée d’ordre 4 est donnée par :
4 (y(n.+2) y(u+1
( +2) _ XXX XXX
S (1.6)

hn—l + hn + hn+1 + hn+2

La formule pour la quatriéme prolongation des équations aux différences finies est

donné par :

n+2 a 6
PrO%e = ) Gali )z = + Ml )5 0) (1.7)

i=n-2 ay

0 0 0

a,n— a,n— + an_+ 18
§ 2 Xn-2 f l xn 1 é: ’ axn ( )

¢ 9 + ¢, __6_ + +

an+l X1 a,n+2 ax“+2 Nan-2 6yn—2



0 N 0 N 0 N 0
Non-t o Noen 77— Nan+sl 77— a.n+2 5
: 0 6}’11 . 5)’n+1 a2 0 n+2

n-1
olt &, = &(xy, yu)- En appliquant la méthode des caractéristiques a la derniére équa-

tion on trouve un certain nombre d’invariants. Ce nombre r est donnée par :
r = dim(M) — rang(Z), (1.9)
Ol\-l M c {(-xn—Z, Xn—1s Xns Xn+1s Xn+2> Yn=25 Yn-15>Yn> Yn+1» yn+2)} et Z est donnée Par :

fl,n—Z Mun-2 é:l,n—l nl,n—l ‘_f,:l,n Tll,n §1,11+1 Tll,n+1 fl,n+2 nl,n+2

fm,n—Z Nimn-2 fm,n—l -1 fm,n Ninn fm,n+1 Mim,n+t fm,n+2 Ninne2

Le nombre de ligne de Z est egal a la dimension de la base de 'algebre {X,,a =

1,---,ml}.



CHAPITRE 2

EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 1 ET 2

2.1 Analyse des équations différentielles et des schémas invariants pour un groupe

de dimension 1.

Pour commencer, on utilise le champ de vecteurs,

0
D1'1 . X1 = 6),, ou 6), = a—y

C’est le groupe des translations en une dimension.Nous cherchons I’équation différen-

273

tielle invariante de ce groupe de symétries. Soit E(x, y, ¥, y”, ¥, y””)=0 une équation
différentielle ordinaire du quatriéme ordre. La méthode pour trouver les invariants passe

par la théorie des prolongations et impose

pr9XE=0
= H_E =0.
dy

OE JE OE 9E OE - : NS -
Comme 3¢, 55, 57> gypm> 3y 1 apparaissent pas dans la derniére équation, cect im

plique que I’on trouve cinq invariants soient :

e

L=x, L=y, L=y’ L=y", Is=y

On remarque que le nombre d’invariants correspond bien a celui que prédit la formule

(1.1). La base des invariants est donc,

IIII}

{x’ yl’ yll’ leI, y



et I’équation différentielle invariante est alors,

11z

y" = Fx ¥,y y") 2.1)
Par le changement de variable u=y’, I’équation différentielle invariante devient
W = F(x, u, v, u’ 2.2)

et on a donc réduit I’équation différentielle d’ordre 4 a une équation différentielle d’ordre
3. Vérifions maintenant quel est le systéme d’équations aux différences finies invariants
pour ce méme groupe de symétries en une dimension. On trouve premierement les inva-

riants 2 1’aide de la quatriéme prolongation discréte du champ de vecteurs Xj,

4
Pr( )Xl E(xn—Z, Xp—15>Xns Xn+1s Xn42s Yn=2> Yn~1>Yn» Yn+ls yn+2) =0 (23)

OE +(9E +6_E+ 6E+6E
5}’,;-2 5}’"—1 5}’;; 5}’"+1 ayn+2

=0 (2.4)

OE dE  9E _OE JE
Comme Bxn—p’ Oxy-1’ Oxp’ Oxns1’ Oxny2

n’apparaisent pas dans 1’équation, on a donc trouvé

cing invariants soient :

Iy = x,-2, L = x,, 13 =Xy 14 = Xps1, Is = xp42.

La méthode des caractéristiques appliquée a I’équation (2.4) nous donne

dyn—Z = dyn—l = dyn = dyn+l = dyn+2, (25)

ce qui représente 4 équations intégrables. Comme !’équation (1.9) prédit neuf invariants,

nous avons déja les cinq invariants /; ot i=1,2,3,4,5 et les quatres autres proviennent de



I'intégration des équations (2.5). Ceci meénent aux invariants :
Is = Yu1 = Yn-2, L=y = Y1, I3 =Yut1 = Yns Iy = yn42 — Yna1-
On peut alors écrire une base pour les invariants comme

{xn~2’ Xn=1> Xns Xn+ls Xp+2s Yu=1 = Yn=2s Yn = Yn-1» Yo+l = Yu> Yn+2 _yn+l}-

On peut réecrire cette base d’une fagon plus pratique en fonction des équations (1.2) a

(1.6), soit :
(n—1) (n) (n+1 (n+2 (1) +1 2 +1 +2
PR 0 400§ R D S iR M T S R S A PP
Xns hn-—l, hm hn+1’ n+2, > s » Yxxxx
4 3 2
Cette base est obtenue par les transformations suivantes :
y(n—l) — Is y(n) - b y(n+l) — Iy y(n+2) — Iy
* IZ—I’ u 13—‘12, o 14—13’ * 15—14’

n) (n-1) (n+1) (n) (n+2) (n+1)
w2 205" =) ey J 208 T mYe) ey 206 T — e )

Yax = 13 _ I] ’ xx = 14 _ IZ s xx IS — 13 B
(n+1) (1) (n+2) (n+1)
(n+1) _ 3(}’;}( - y.\",l\‘) (n+2) _ 3(}{\”4’\' - y.\f,l\
XXX 14 _ Il ’ xXxx 15 — 12 P
(n+2) (n+1)
(n+2) _ 4(}’;1): - y\fl\\ )
xxxx 15 _ Il

Le schéma invariant le plus général est alors exprimé par :

(n—1) (n)

s +yy (n+1) (n+2) (n) (n+1) (n+2) (n+1 (n+2)

4y 0D D ) ) 0Dy )

n+2) _
y,(\:xx_\:) =H Xns hn—h h", h'n+l,

4 ’ 3 ’ 2
(2.6)
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PO 4y 0D (D )y O DDy
4 ’ 3 : 2
2.7

(n+1) (n+2) (n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
hn+2 = hn+1 G(xln hn—l, hm hn+la )

Dans la limite ou les &; tendent vers zéro, 1’équation (2.6) tend vers (2.1) et (2.7) tend

vers I’équation 0=0. Autrement dit,

IimH = F(x,y,y",y").

h,—0

et (2.7) tend vers I’égalité 0=0 a la condition que
0 <|limGJ < co.
hi—0

Lors des prochains cas, nous ne discuterons pas de ces limites, mais elles doivent donner

des résultats semblables.

2.2 Analyse des équations différentielles et des schémas invariants pour un groupe

de dimension 2.

Il existe quatre réalisations inéquivalentes des algebres de Lie de dimension 2. On a
premicrement le cas,

D2‘1 . Xl = c')x, X2 = 8y.

Nous cherchons 1’équation différentielle invariante pour ce groupe de symétries (des

translations). Premiérement nous avons que

oF
pr(4)X1E = — =0,
dx
ce qui donne les invariants :
Il =%y 12 - y” 13 - }’", 14 - y”,9 15 - y”"
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On a alors pour la quatrieme prolongation du champ de vecteurs X :

oE OE

5
DX,E(L, ..., I5) = DX,1; - i
pro X, E(L 5) ;(pr 2 )61,- al,

Ceci donne les invariants,

11’

=Y, ¢2=Y", ¢d3=Y", ¢a=Y",
La base des invariants est alors,

177 }

{yl , yll , ylll , y

ce qui nous donne pour équation différentielle invariante

yIIII = F(yl, yll’ ylll) (2.8)

que I’on peut réduire a une équation du troisiéme ordre en faisant le changement de
varialble u=y'". On a alors

u"” = F(u, v, u"). (2.9)

Comme cette équation est invariante par rapport a d, (translations en X) on peut encore
réduire 4 I’ordre deux par une transformation d’hodographe®. On cherche maintenant
le schéma invariant sous ce méme groupe de symétries. La prolongation discréte de X,

s’écrit alors,

oE OE OFE OE OFE
DX E = + + — =0 2.10
pr 1 axn--Z axn—l axn * axn+1 " a-xn+2 ’ ( )

JE JdE J9E _OF JE

et comme Oyn-2” Oyn-1’ E, On+1” Oyus2

n’apparaissent pas, on a déja les invariants :

Il =Yn-2, 12 =Yn-1» 13 =Yn> I4 = Yn+l s 15 = Yn+2-
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Avec la méthode des caractéristiques, I’équation (2.10) donne,

dxn—Z = dxn—l :dxn :dxn+l :dxn+2

et on a les invariants,

!6 = Xp-1 — Xn-2> Jf7 = Xy — Xn-1» 18 = Xp+1 — Xns 19 = Xp32 — Xl

La prolongation de X; donne :

9E OE OE _OE OE _

9
OE
GX,E(l, ... I) = XD w= = 77 vt 3 Y3 T alL
prYXGEL, - 1) Z_;(Pr 2 )61,- al, * oL NPT T T eI
(2.11)

Comme §7, o, o, 92 y’apparaissent pas dans I’équation on a les invariants

¢1 = Xp-1 — Xp-25 ¢2 = Xp — Xn-1» ¢3 = Xp+l — Xn> ¢4 = Xp+2 — Xn+l-

Ensuite en appliquant la méthode des caractéristiques a 1’équation (2.11),

dl] = dlz = dI3 = dl4 = dIs

ce qui donne les invariants,

¢5 = Yn-1 = V-2 ¢6 = Yn— Yn-1» ¢7 = Yuti — Yn» ¢8 = yn+2—)’n+l-

Nous trouvons comme base des invariants,

{xn—l—-xn—Z » Xn—Xn-1 > Xn+1—Xn > Xps2 = Xn+1 » yn—l—yn > ))n_yn—l > yn+l—yn ’ yn+2-yn+]}-
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On peut réecrire cette base comme,

(n—1) (n) (n+1) (n+2) () +1) +2 +1 +2
POV y® g D Dy 4 Dy R

4 3 ’ 2 ’

{hn—h hm hn+17 hn+29

que 1’on a obtenue avec les relations suivantes :

n—-1) _ ¢5 (ny _ ¢6 (n+l) _ ?l (n+2) _ ¢8
Yx - - - Yx - -

- y, PEEE) 2 ? b
¢ " ¢ " ¢3 Pa
(n) (n-1) (n+1) (n) (n+2) (n+1)
y(") - 2(yXl - yX ) y(n+]) — Z(yxl - yx' ) y(n+2) = 2(yX” - y;' )
= ¢+ ¢ * gty ¢3+ds
(n+1) 1) (n+2) (n+1)
y(,,+1) — 3(y,vx _yxx) y(n+2) — 3(}’;; —y;jt )
XXX ¢1 + ¢2 + ¢3 XXX ¢2 + ¢3 + ¢4
(n+1) (
n+2) _ 4(y\'fvx -y \!;c)x

y'xx - .
. ¢y + ¢+ d3+ P

Le schéma invariant est donc,

(n+2)
Yoxxx }

(n-1) (n) (n+1) (n+2) (n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2
T N TR k.0 b M Y D DD 4
yxxxx - F 1—15 fps Tln+ls s ,
4 3 2
2.12)
(n-1) () (n+1) (n+2) (n) (n+1) (n+2) (n+1 +2
_ P b (b L M I I Dt R reoey
hn+2 - hn+l G hn—lv ne fn+ls 4 s 3 5 D)

(2.13)

» Etudions maintenant le cas,
Dz,z . X] = (9y, Xz = x0,.

Ici, I’algebre est abélienne comme D5, mais pour Dz 2 les deux vecteurs de base sont ’li-
néairement connectés”, ¢’est-a-dire linéairement dépendant avec les poids qui dépendent
du point (x,y). On cherche a savoir I’équation différentielle du quatriéme ordre qui est

invariante sous ce groupe de symétries. On procede par la prolongation du champ de

|
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vecteurs X; qui s’annule,

OFE
prX,E = — = 0.
Ay
Ceci donne les invariants :

rrrr

L =x, L=y, L=y, L =Y", =Yy

Nous reprenons la prolongation pour X,, mais en fonction des invariants,

0E  OE
==

5
@x, E(,..., Is) = WX, I,
prPX, E(Ly 5) ;(P" L 1) : TA

Comme gf—], g—f;, gf;, g—,"; n’apparaissent pas dans la derniére équation, nous avons les

invariants :

¢l — x, ¢2 - yll’ ¢3 — ylll, ¢4 — leII.

Nous trouvons alors comme base des invariants,

14 IIII}

{x, yn’ y/r , y
et ’équation différentielle invariante est
leII - F( x’ yll, yl/l)’ (2.14)

que I’on peut réduire a une équation différentielle d’ordre 2 en posant u=y"’. On obtient

alors

' = F(x, u, u). (2.15)

On cherche maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries. Nous
exigeons pr(4)X1E — 0 et on retrouve les mémes invariants que dans le cas de Dy,
soient :

I} = X2, L = X1, I = x,, Iy = X1, Is = X442,
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16 = Yu-1 — Yn-2» I7 =Yn — Yn-15 18 = VYol — Yns I‘) =Yns2 — Yn+1-

Pour le deuxiéme champ de vecteurs on a la condition,

9
oE
4) _ (4) . _
prYXE(Ly, ..., Iy) = i;(Pr XoI) a

OE OE OE OFE

(-xn—l —x”_Z)Ei; + (xn _xrx—l)a_b' + (-xn+l —x")—a_l_g + (xn+2—-xn+1)6_19 = 0. (216)

. . - . : - ’s JE O9E QE JE OE .» .
On retrouve deja cing invariants soient I} jusqu’a Is, car 317 817 ols>aly> dls n’apparaissent

pas dans la dernicre équation. Ensuite en appliquant la méthode des caractéristiques a

1’équation (2.16), on obtient :

dl dl; dlg dly

Xp-1 — Xn-2 Xp — Xp-1 Xpat — Xn Xp+2 — Xn+l

On peut intégrer directement et on obtient les invariants :
é = (x, — xn—l)(yn—l - yn—2) - (X1 — -xn—Z)(yn - yn—])’

¢2 = (-xn+1 - xn)(yn - yn—]) - (xn - xn—l)(yn+1 - }’n)v
¢3 = (xn+2 - xrr+l)(yrl+l - yu) - (xn+l - xil)(Yn+2 - yn+l)-

La base pour les invariants est donc,

(i, b, I, Is, Is, ¢1, ¢2, ¢3}-

Une base plus pratique est :

(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
h I h h. y.\'X + y'\‘.\' + yx.\' yxxx + yxxx (IH‘Z)
Xns Np—1s My Mnsls Mnt2s 3 s ) s Yixxx (2
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que I’on a obtenu par les relations,

(1) —2¢1 (n+1) _2¢2
y,\'.\f = s y.‘fx = ?
(I, — 1)) — 1D — 1) (I — L) — L)Us — I3)
(n_+2) — —2¢3 y(n+_1) — 3()’(;-'\'“) - yg,'\-)) (n+.2) — 30’%:2) - )’g.lvﬂ))
= (Is — I)(Is — B)(Is — L) ™ I -1 e I-h ’
(n+2) — 4()’(‘"\1:2) - }’(\n\tl ))
XXX IS — Il *

Le modgle discret est alors,

(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
+ + +
Y2 = Flxu b1y Bus Busts Yos Yo HYux | Yow e | (2.17)
3 2
(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
Yer T Yxx Y y + Y,
hn+2 = hn+l G(x,,, hn—h hrn hn+1, : ‘3 = s = ) i . (218)

aFEtudions maintenant le cas,
D2,33 X, = a,, X, = xa_\. + yc’)y

Ici, I’algebre n’est pas abélienne, mais résoluble. Les champs de vecteurs X, et X; ne
sont pas linéairement connectés. On cherche 1’équation différentielle invariante sous ce
groupe de symétries. La quatriéme prolongation de X, nous donne les mémes invariants

que Dy 1, soient :
Il — x’ 12 - yl, 13 = yll, 14 — yl’l, I5 — yHII.

En appliquant la quatrieme prolongation & X, on obtient :

5
OE
@ _ C)) ) — =
pr Xz E(I[,..., IS) - ;(pr XZI') al, =0
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E  , OE OE OE

144 rrre

e OB 98 gy 3y = =0
*a, ~ 7 an Yoo, T 7Y als

Puisque % n’apparait pas dans la derniére équation, nous avons I’invariant :
12 = y’.

La méthode des caractéristiques nous donne,

4_{‘_ dI3 dI4 dIS

L - L 2L 3
Ceci nous donne les invariants,

2.1

¢ = xy', ¢ =Xy, ¢33 = XY

La base pour les invariants est alors donnée par,

{yr’ xyu’ x2yu/’ fy”"},

et I’équation différentielle invariante est :
rrrr 1 4 " 14
y" = F0L w 2y"). (2.19)

On peut réduire cette équation d’un ordre par le changement de coordonnées u=y’, on
obtient

1
u’ = ;3_F (u, xu’ ¥u’). (2.20)

De plus, la derniére équation est invariante par rapport a xd, et on peut réduire a I’ordre
2. On cherche maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries. Le

calcul des invariants par la prolongation de X, nous donne les résultats obtenus pour



D, 3, soient

Il = Xp-2» 12 = Xp-1» 13 = Xn, 14 = Xu+ls IS = Xn+2-

16 =VYn-1— Yn-25 I7 = ¥VYu — Yn-1> 18 = Yol — Vns I9 = Vn+2 — Yu+1-

Nous utilisons ensuite la quatriéme prolongation de X, pour obtenir

9

OE

@) — 4) N =
prYXEWL, . 1) = ,E:](pr XoI) o

. OE 6E+xaE+x OE OF
n— n— n n x}l
251 VoL, ol ™oL, " T als

OE OF OE OE
(yn—l - }’:;—2)51‘6‘ + (yn - yn—l)éf; + (yn+1 - y;z)51—8 + 0’:1+2 - }’n+1)-6-1—9 =0

Par la méthode des caractéristiques, on obtient,

Xp-2 Xn-1 Xn Xn+1
¢1=——,¢2=——,¢3= , 04 = —
Xn—-1 Xn Xn+1 Xn+2
Xn+2 Yn-1— Vu-2 Yn — Yn-1 Yns+t — Yn
ps = ——— 6 = ol MRy = ——— s = T -
Yn-1— Yu-2 Yn— Yn-1 Yn+l — Vn Yn+2 — Y+l
Ainsi une base pour les invariants est :
{¢1’ ¢2’ ¢3, ¢4’ ¢5a ¢6s ¢7’ ¢8}
Cependant une base plus pratique est
(n+2)

(n-1 ( (n+1
ot B Bae Bas Yx D4y ) +ys

Xy Xy Xp  Xn 4

b4

18
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(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
x ()’ XX + Yix + Yxx Yaxxx + y \”\\ .X} (n+2)
n 3 )’ n ( 2 )’ n y xxxx ? }

que ’on a obtenue par les transformations suivantes :

h,,_] h,, h, +1 1 h 2 11
Mot (g = l-gy = — -1, = (=D,
Xn Xn Xn ¢3 Xn ¢3 ¢4 )
y(n-—l) — 1 y(n) — 1 y(n+l) _ 1
X * X > X - ’
(1 = $1)20304¢s (1 = ¢2)p3dadsds (1 = ¢3)pagsPep
y(n+2) — 1 X y(") — 2@21) - yf\!'—l))
* (1 — pa)pspsdrds’ 1 —¢1¢2
n+1 n n n
X y(n+l) _ 2¢3(yft o yft )) n+2) _ 2¢3¢4(yi ) )’(\ +l))
1Y x. - s An - ’
* 1 - ¢2¢3 = 1 — ¢34
xz y(,,+1) - 3¢3(xny¥;c+l) - xnyg,'\')) y(n+2) - 3¢3¢4(xny¥,'t+2) - xnyg,;ﬂ))
n J xxx 1 _ ¢]¢2¢3 ? n 7 xXxx 1 _ ¢2¢3¢4 *
N A3 a2y = x2yin)
n XXXX 1 _ ¢l¢2¢3¢4 -
Le modéle discret est alors,
o 2 L F(hn—l B B Yo 40 D D (yi'? + Y+ yi'l”))
on T3t X T X 4 Pt 3 ’
(n+1) (n+2)
v T Vixx
"(yxx. . YVxxx )) (2.21)
(T T B YO gy g D D) 4y 4y
n+2 — fn+l X, ’ x,’ X, s 4 ,xn( 3 ),
(n+1) (n+2)
XX + XXX
2 Jor — 2o 5 Yar )) (2.22)

¢Etudions maintenant le cas,

D2_4 . X1 = 6y, X2 = yc‘)y.
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L’algébre D;4 est isomorphe & D53, mais les champs de vecteurs X; et X; sont li-

néairement connectés. Les algebres ne sont donc pas équivalente. On cherche ’EDO

du quatriéme ordre invariante sous ce groupe de transformations. Nous devons avoir,

aE

prYX\E = % = Oetles invariants sont ceux trouvés pour le cas Dy :

dy

!

L=x, L=y, L=y, L=y", Is=Yy

Nous avons ensuite que,
2 OE
@) _ ®y.71. —
prYXE(,, ... Is) = él(pr X1 -

0E  , OE

<=> / + 17 aE 117t aE
y ol y

— + — +
TR AR 2
Puisque g—fl n’apparait pas dans 1’équation on a que,

¢1=x.

La méthode des caractéristiques donne pour ’équation (2.4) :

dl, dl; dly dls
L I L I’
qui donne les invariants
yll yIII yIIII
b= =, ¢ = 7, = —/
y y y
La base des invariants est donc,
yll ylll i
{x9 ) ) y—'}

0

(2.23)
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et I’équation différentielle invariante est
o _ ’ y
y" =y Fix, =, =) (2.24)

On peut réduire cette équation a une équation différentielle du troisiéme ordre en posant

u=y’, on obtient

’

W= uF L, (2.25)
U U

Comme la derniére équation est invariante par rapport a ud, nous pouvons en réduire
I’ordre pour avoir une équation du deuxiéme ordre. On cherche maintenant le schéma
invariant sous le méme groupe de symétries. Nous exigeons que pr®X,E = 0etnous

obtenons les mémes invariants que pour le cas Dy 5, soient
I} = Xp-2, I, = X1, I3 = xy, Iy = Xps1, Is = X442,

Is = Y1 — Yu-2» L = Yn = Yn-1» I3 = Yne1 = Yno Iy = Yn+2 — Yn+l-
Nous exigeons ensuite

9
OFE
4) — § ) hani
pr XzE(Il,...,Ig) = .:l(pr XzI,) 8[, =

!

OE oF OE OE
(yn—l - }’n—z)a—lg + (yn - yn—l)a_l; + (yn+l - yn)gl_g + (yn+2 - y,1+1)éi)' =0

Puisque gl—“:, g,E;, ZT";, %"i, g,%, n’apparaissent pas dans I’équation, on a les invariants

Iy = x2, L = xp, I = x, Iy = Xy, IS = Xp42-

La méthode des caractéristiques nous donne,

dly, _dh _dly _dl
I, L It Iy



Apres intégration, nous avons les invariants,

-1 = Yn-2 n "~ Yn— n+l T Vn
¢l — Yn-1 n ) ¢2 — Yy y l’ ¢3 — Yn+1 y
Yn — Yn-1 Vel — Yn

Yn+2 = Yu+l ‘
Nous avons alors comme base pour les invariants,
i, L, L, L, Is, $1, ¢2, ¢3},
et en la réecrivant de fagon plus pratique, on a

1 y(r"r) yff,':l) y(n.+2) 1 y(n+1) (n+2) (n+2)
{xn—la hn—l, hm hn+1, hn+2, 5(— + : =

XX yXXX yx.\'.YX
+ - )’ _( XXX + ), }
YO I P T2y

Yo Ty

que I’on a obtenue par les transformations suivantes :

(n)

(r 2 L-1L ) 2 1 L-1
e = (- g Ty = (—(2=2)- D,
yo L-1 L -1 Vs Li-L ¢ Is—15
Yo 20— h) 1 ot Yoo _ 3 (yf:.':” W )
i Us— b)) ¢ap3s —1a)  $2(la—13)7 HP ILi—1 07
Y 3 e yﬁ!.’\-”)) Yo _ 3 Ve yﬂ'}?”)
N A A TR I e TR
Le schéma invariant est alors,
1 (n? (n.+1) (r;+2) 1 ({H‘:l) (:1:6-2)
L A Uk ) @26
Yx Yx Yx Yx Yx
1 Er") gm-l) (n+2) 1 (n+1) (n+‘2)
hn+2 = hn+lG (xm hn—h hm hn+la _(y = + Yax Yux Yooux + =

n n n )7 —( n n )) . (2.27)
NN O T TR AN T

Comme nous pouvons le voir la discrétisation standard sur maillage uniforme est

invariante pour tous les groupes de dimension let2.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SCHEMAS INVARIANTS SOUS UN
GROUPE DE DIMENSION 3

Dans ce chapitre nous traitons les seize groupe de symétries de dimension 3 de I’ar-
ticle de V.Dorodnitsyn, R.Kozlov et P.Wintemitz. De plus, nous traitons un groupe sup-
plémentaire qui a été omis par ces derniers lors de la classification. Nous débutons par
le groupe,

D3.1 : Xl = a,\‘7 XZ = 6y, X3 = xay.

Nous cherchons premiérement I’équation différentielle invariante sous ce groupe de sy-
métries. Nous avons que, prX,E = prX,E = 0 et nous pouvons nous baser sur le cas

D, qui nous donnait,

1117

L =Y,L=yY ,L=Y",1L=y"

Ensuite, nous imposons,

4
0E _ OE
DXE(L, ... In) = E @X3l) — = — = 0.
prVXaE(L, ... 1s) H(Pr 3 )61,- oI,

OE OE OE

Comme 7., 557 51

n’apparaissent pas dans la derniére équation, on a comme invariants,

’” 1" _ rrr
¢1 =Yy ¢2 =Yy » ¢3 =Yy .
Ceci nous donne comme base pour les invariants,

IIII}

{y" , ylll , y
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et I’équation différentielle invariante est :
Yy o= FO" LY. 3.1
On peut ainsi réduire I’ordre de 2 en posant u=y” et on obtient
u' = F(u, u). (3.2)

De plus, la demniére équation peut étre réduite a ’ordre un, car elle est invariante par
rapport & dx. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant sous ce méme
groupe. En imposant prX,E = prX,E = 0, nous retrouvons les mémes invariants

que pour D, 1, soient
Il = Xp-1 — Xp-2 5 I2 = Xp— Xu-1, 13 = X+l — Xns I4 = Xp42 ~ Xutls

IS = Yn-1 — Yn-2» I6 = Yn— Yn-1, 17 = Yo+l — Yo 18 = Yn+2 7 Yn+l-

Ensuite nous imposons que

8
JE
4) — (4) . —
proX:EW, .. Iy) = EI(P" X1) o -

OE OE O0E OF
(xn—l - xn—Z)as— + (-xn - xn—l)glz + (xn+l - x”)a_l-/ + (xn+2 - an)ng =0. (33)

OE QE JE JE oo - S &auati
Comme 75, 51 51> o1 I apparaissent pas dans la derniére équation, nous obtenons les

invariants,

Il = Xp-1 — Xp-2 12 = Xn — Xn-1» I3 = Xa+l — Xy 14 = Xp+2 — Xp+ls



Nous pouvons reformuler I’équation (3.3) en fonction des invariants et on obtient,

OE _OE _OE  OE
L=+ ho— + e + I .
Vo1, " a1, oL ‘ol =0

Par la méthode des caractéristiques, la derniére équation donne,

dls _dls _dl, _ dlg
L L L L

qui s’intégrent pour donner les invariants,

¢l = (xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (xn—l - xn—Z)(yn - yn—l)7

¢2 = (xn+l - xn)(y" - yn—]) - (xn - xn—l)(yn«l—l - }’n)s
¢3 = (xn+2 - xn+l)(yn+l - yn) - (xn+] - -xn)(yn+2 - yn+1)-

Nous avons alors comme base des invariants,

(L, L, I3, L1, $1, ¢2, ¢3)

Une base plus pratique est

(1) +1 +2 1 2
W Y 4+ 0D 4y D 4y e
hn—l; ns Mnsls hn+2’ ’ s Jxxxx
3 2
que I’on a obtenue par les transformations
) — —2¢ (n+l) _ —2¢» (n+2) _ —2¢3
¥ LLIL+L)" ™™ LLL+L) ™ LL(+1L)’
(n+1) (n) (n+2) _ (n+ 1)
(+l) 30k —Yx) w2 _ 3(Vxx )
o L+L+L W7 L+L+1,
(n+2) _ +1
(n+2) _ (y\’lj\'\‘ E\!L\ ))
y\XY\‘

a Il+12+13+14

25
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Le schéma invariant est donc

(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
v T Vi + y, vt Vier
YD = Flhacr, by by, 22T dxe Pl ) 3
3 2
(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
SV Ve : +
hn+2 = hu+1 G(hn—l, hm hll+l’ Yo ym3 Yes » Yoo 5 — ) (35)

A Etudions le cas,

D3'2 X = o, , X, = Xay, X; = ax + yay.

Premiérement nous avons pr'®X,E = prX,E = 0 ce qui nous donne les invariants
calculés pour D55,

17

L =x, L=y, L=Y' L=

rrre

Nous demandons ensuite que
: O
(4) - § O] ) — =
pr X3E(I],...,I4) = L (pr X3I,) 61, =0

OE 0E ,,0E ,, OE
-— + — = 0.

44

= —+ +y" —
o, 7Y oL " e Y 6l

La méthode des caractéristiques appliquée a la derniere équation nous donne,

dl, _dhL _dl; _dl,

1 L L I

Les constantes d’intégration nous donnent les invariants soient,




La base des invariants est alors,

44 17 rrrr
Y'Yy
e’ et et

et I’équation différentielle invariante est

y" o= e“F(y—, Y ) (3.6)

eX e.\'

On peut réduire 1’ordre de la derniére équation différentielle par le changement de coor-

données u=y” qui donne

e*’ e*

W= exF(i ”—'). (.7)

De plus, la derniére équation est invariante par rapport a d, + ud, et on peut la réduire
a I’ordre un. On cherche maintenant le schéma invariant sous ce groupe de symétries.
Nous demandons premiérement que prX,E = prX,E = 0 et nous retrouvons les

invariants calculés pour le cas discret D55,
L =x0, Lh=x01, B=x, ILi=xp, Is=2Xu2,

16 = (xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (xn-l - xn—Z)(yn - yn-l)’
17 - (xn+1 - xn)(yn - yn—l) - (xn - xn—l)(yn+l - yn)7
18 = (xn+2 - xn+l)(yn+1 - yn) - (xn+l - -xn)(ylH-Z - yn+l)~

Nous exigeons alors que

8
OE
“@ = OXal) o =
prXsE(l, ..., Iy) = ;(pr X1 o, 0

O OE OF OE E
o, oI, oL ol Ols
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OF
D’n—Z(xn—l _xn) + yn—l(xn _-xn—Z) + yn(-xn—Z Xn- l)]51—+ (38)
6

0
[yn—l(xn - xn+l) + yn(xn-*-l - xn-—l) + yn+1(-xn—1 - xn)]bT"’
7

OF
[yn(xn+1 - xn+2) + yn+l(xn+2 - xn) + yn+2(xn - xn+])]6_l- =
8

6E BE 8E 6E oE +l J0E ’ OE Tl oE 0
ET A T T A AR T A AR TR
On appréhende la derniére équation par la méthode des caractéristiques et on obtient,

dl, dh, dI, dl, dlIs dly dl, dlg

1 1 1 1 1 I, L I

Les constantes d’intégration de la derniére équation nous délivrent les invariants,
¢1 = Xp—1 — Xp-2, ¢2 = Xp— Xp-1, ¢3 = Xu+l — Xy ¢4 = Xn+2 — Xn+l»

¢5 =e™ [(xn - xu—l)(yn—l - yn—2) - (xn—l - xn—2)(yn - yn—l)],
¢6 = € ‘" (-xn+l xn)(yn yn—l) - (xn _xn—l)(yn+1 _yn)],

¢7 =e™ [(-xn+2 - xn+1)(yn+l - yn) - (X,,+1 - xn)(yn+2 - )’n+1)],

Une base pour les invariants est

(1, &2, @3, Pa, b5, D6s D7)

On peut réecrire cette base d’une fagon plus pratique,

(n) y(n+l) + y(v”:-Z) (n+1) (n+2) }

—xp Vxx + —xy Y Xxx + Vxxx — Xy +2
{hn—l, hm hn+1a h,,+2, e 3 » ) ’__2'__, " y(‘"“x)



ol nous avons utilisé les transformations suivantes,

e y(,,) — —2¢5 e y(n+l) — _2¢6 e y(n+2) — _2¢7
’ xx ’ 3 »
* $192(d1 + ¢2) * b293(d2 + $3) * $304(d3 + Pa)
e—,\',, y(n+l) — 3 ( e—-x,,y(n-}-l)_ e—x,,y(n)) e—x,, y(n+2) - 3 ( e—_\',,y(n+2)_ e—_\',,y
XXX ¢1 + ¢2 + ¢3 Rey xx/? XXX ¢2 + ¢3 + ¢4 XX XY
e——x,, y(n+2) - 4 ( e—.\',,y(n+2) _ e—x,,y(n+1))
XXXX ¢| + ¢2 + ¢3 + ¢4 XXX XXX
Le schéma invariant est donc
(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
+ + . R
YD = e F(h,._l, e e G )) (3.9)
(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
- x TV TV B
By = Pusi G(h,,_l, s gty (T, (X—z—y—)) (3.10)

A Etudions maintenant le cas,
Diz : X, = 6,, Xo =0,, X3 = y0,

Pour trouver I’équation différentielle invariante sous ce groupe, nous imposons prYX\E =

pr®X,E = 0 et nous avons les invariants calculés en D, 4,
Il - yl, 12 - y’/’ 13 — leI’ 14 = yl’l’

Nous utilisons ensuite I’annulation de la quatriéme prolongation calculé par rapport aux

invariants,

4

oE
(4) — 4) . —
prXsE(L, ..., 1g) = i;(pr X31) —61,- =

IaE r aE ({4s aE {444 aE
Yoty o=+ +y"

= =0
al, ETA oL Y ol
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pour trouver par la méthode des caractéristiques,

a, _dh _dL _dl,

L, L L L

L’intégration des derniéres équations nous donne les invariants, soient

y’ y y
¢ = =, $2 = 7 3 =
y y y
Une base obtenue pour les invariants est alors,
{)i yIII yllll}
yl ? yl ’ y/
et ’équation différentielle invariante est
Y=y F(X— o ) (3.11)
y oy

Nous pouvons réduire I’ordre de I’équation différentielle par la transformation u=y’ qui
donne
U

W = uF(“—, —). (.12)

u u

De plus, la derniére équation est invariante par rapport a d, et ud,, donc on peut en-
core réduire de deux ordre. Nous cherchons ensuite le schéma invariant sous ce méme
groupe de Lie de symétries. L’ annulation de la quatriéme prolongation des deux premiers

champs de vecteurs nous donne les invariants du cas discret D21,
Il = Xp-1 — Xp-2 > IZ = Xp — Xp-1s 13 = Xp+t — Xns I4 = Xu+2 T Xasls

15 = Yn-1 — Yn-2» 16 = Yn— Yn-1, I7 = Yo+l = Yns 18 = Yn+2 — Ynsl-
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Nous demandons ensuite que

8
OE
(4) — } (4) N =
pr X3E(I],...,Ig) = i=1(pr X3I,) 6[, =

oE OFE OE OE
(yn—l - yn—Z)a—Is + (yn - yn—l)'a—lg + (yn+l - yn)gﬁ + (yn+2 - yn+l)a—18 =0. (313)

Puisque &7, SE e182, & n’apparaissent pas dans I’équation, nous obtenons les invariants,

Il = Xp-1 — Xp-2 L = x,—x-1, 13 = Xp+l — Xns I4 = Xp+2 < Xpsl-

La méthode des caractéristiques appliqué a I’équation (3.3) donne,

dls _dls _dh _dly

Is I I Iy
Ceci nous conduit aux invariants,

VYn-1 — Yn-2 Yn = Yn-1 Yu+l = Yn
A gy, = T, 3 = AL NINCACE

& = , )
Yn = Yn-1 Yu+1 = Yn Yn+2 = Yu+l

Nous trouvons alors une base pour les invariants,soit
L, L, L, L, ¢1, ¢2, ¢3}.

Cette base peut étre réecrite de fagon plus pratique comme,

(n) (n+1) (n+1) +1) (n+2) (n+2)
P T LD A AT Yo, Y| Yoo
1n—15 My Mpsls Mps2s 3 y(n) ) w |’ ) ) w I’ )
X

Yx Yx Yx Yx Yx

ol nous avons utilisé les transformations,

o 2 (g (k) =2 2 (ko
ym o L+h "\n)) oy L+ L \¢, ’




a2 L L\ Y 3 Yy

YO T L+ L\Lags Léa) YO h+h+B\ 0 Y]

2 2 1 2 2 1
W 3 D S W o 4 S e
N A A D A O S AT

Le schéma invariant est alors,
LR D SRV 1Dy
Yo =W F(h,,_n, hus Buers 5(%+ ) 3T T )] G
Yx x Yx Yx Yx
1 (f’) (n.+ 1) ({x.+2) 1 (n+_ 1) (n+2)
hn+2 = hn+1 G(hn—lv hm hll+lv 5(% + yx?") )A:”_)' s 5 y-\’«::) + &% (315)
Yx Yx Yx Yx Yx

A Etudions maintenant le cas,

D3,4 . X] = 6_v, Xz = x0 s X3 =y8y.

On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr’X,E

invariants calculés en D55,

Nous exigeons que

= prX,E = 0 et nous avons alors les

777

4
O
" _ @x.1) 25 =
prO%s By, by Iy 1) = ) (pr¥%I) 50 = 0

= y’ oF +
y ol y

| OE

i=1

oL

+ yllll__ = O

OE
.16
oL, (3.16)

Puisque gTE, n’apparait pas dans cette équation, on a I’invariant /; = x. La méthode des
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caractéristiques appliquée a I’équation (3.4) donne

dl, dlI; _ dl,
L L I
et en intégrant, on trouve les invariants,
_ ylll B yllll
¢1 - y//’ ¢2 - yu

Nous pouvons alors formuler une base, soit

{x’ yT.’ yn}
y y

et I’équation différentielle invariante est

Y=y F(x, yy—) 3.17)

Nous pouvons réduire de 2 ’ordre de ’équation différentielle par la transformation
u=y® qui donne

’

W = uF(x, ”—). (3.18)

u
La derniére équation est invariante par rapport a ud, et nous pouvons ainsi la réduire a
1’ordre un. Nous cherchons ensuite le modéle d’équations aux différences finies invariant
sous D3 4. En exigeant que prX,E = pr»X;E = 0, on obtient les invariants calculés

pour le cas discret D3,
I = xp2, I =Xy, L=x,, Ii=xu, Is=Xu0

16 (xn - xn—l)(yn--l - yn—Z) - (xn—l - xn—Z)(yn - yn—])7

L = (xn+1 - xll)(yll _yn—l) - (X,, - xn~1)()’n+] _yn),
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18 = (xn+2 - -xn+l)(yn+l - yn) - (xn+l - xn)()’n+2 _yn+l)-

Nous exigeons ensuite que

8
OE
) = Xl 5 =
pr'Xs E(Ly, ..., Is) = ;(pr 1) o, 0

0
— b’n--Z(xn—l - X,,) + yn—l(xn - xn—Z) + yn(xn—Z - xn—l)]'aT"'
6

3]
b’n—l(xn - xn+l) + yn(xn+l - xn—l) + yn+l(xn—-l - xn)]a_l"l'

OFE
B Xn+2) + Y1 (Xna2 = Xn) + Yus2(Xn — xn+l)]a_l— =0
8

La derniére équation peut se récrire comme

0E OE oE
I — + I = .
5 Bl + 17 5 oL + Iy — a1, 0 (3.19)

dE 9E QJE aEetgg

Puisque 3, 555 35> ar,

n’apparaissent pas dans cette équation, on a les invariants,
L =X 2, hL=xo1, L=x, Li=Xu, Is=2Xu,

Par la méthode des caractéristiques, 1’équation (3.19) donne

dls _dl, _ dk
I, L L’

qui nous meéne aux invariants,

(xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (-xn—l - xn—Z)(yn - yn—l)
(le-] - xn)(yn - yn—l) - (xn - xn—l)(yn+1 - yn)

?

¢ =

— (xn+l - xn)(yn - yn—-l) - (xn = Xn- 1)(yn+1 - yn)
(xn+2 xn+1)(yn+1 yn - xn+l -xn)(yn+2 yn+l).




On a ainsi comme base pour les invariants,

{Ila IZs I3s 149 153 ¢17 ¢2}

Cette base peut étre récrite de fagon plus pratique comme,

(n+1) (n+2) +2
X, h h,, h h l Yarxx + Yiex y.(r,.'\'.\'x)
wo Tnmle T Tl Ty 2y y(”+1) > (n+1)
XX Xx

XX

ol nous avons utilisé€ les transformations

Yo _ 3 (1_ ¢1(14—13>(14—12)) Yoo _ 3 ((14—12)(13—12) 1 _1)
o P | (L-1)I=1)) Yo s =L \(s — LYIs — L) ¢, ’
Yo _ _4 (yi'}f:” ~ y.(JLI”)

AR CR NS S

On a alors comme schéma invariant,

1 y(n+ 1) y(n+2)
2 1 X. X
YD = YD F xRty By ety 5 | oo + (3.20)
2 (n+1) (n+1)
Yxx Yxx
1 y(n+ 1) y(n+2)
XXX xxx
hn+2 = hn+l G Xns hn—l’ hm hn+ls 5\ o+ D) + D) (321)
2 XX xx

A Etudions maintenant le cas,

D3,5 X, = 6y, X, = x0 , X3 = (l—a)x6‘r+y6y, oua#l.

On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons que pr'X,E = prX,E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D55,

L=x L=y, L=y L=y
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Nous exigeons ensuite que

oE
4) —- (4) : —
proXs E(Ly, ..., 1) = iél (prVXsI) —C')I =0

i

OFE OFE OE OFE
_ 2 . 1 14 3 _ 2 111 4 _ rrer — .
= a)x—al1 + (2a- 1)y _312 + (Ba-2)y _(913 + (4a-3)y —614 0 (3.22)

En appliquant la méthode des caractéristiques a cette équation, nous obtenons

d,  d,  dy dl
1-a)l, Qa-DL @Ga-2); (4a-3)I;

et I’intégration de ces équations nous donne les invariants
g1 = XY gy = Y, gy = ATy
Une base pour les invariants est
{xl-—Zayu(l—a)’ x%ym’ x%yﬂﬁ}
et I’équation différentielle invariante est

yn// — xi‘li':'{-,:i F(xl_z"y"(l_a), x%y"') (3.23)

Nous pouvons réduire 1’ordre de la derni¢re équation différentielle par la transformation

u = y” qui donne I’équation
4u=3 —2a,l-a _Z3u
u' = xiu F(xl Zayl-a xTa u') (3.24)

Déterminons maintenant le schéma du systéme d’équations aux différences finies inva-

riant sous le méme groupe de symétries. En exigeant que pr'X|E = pr'2,E = 0, on



obtient les invariants calculés pour le cas discret D, 3,

Il = Xn-2, L = x,y, 13 = X, 14 = Xn+l1, IS = Xu+2,

16 (xn - xn—l)(yn—l - yn—2) - (xn—l - xn—-Z)(yn - yn—l),
I7 = (xn+l - xn)(yn - yn—l) - (X,, Xn— 1)(yn+l yn
18 = (xn+2 - xn+l)(yn+l - yn) - (xn+1 - xn)(yn+2 - yn+l)-

Nous exigeons ensuite que
: OE
@X3 E(LL, ..., Is) = E @X3L) — =0
prXs E(I, 8) i=1(pr 3 )51i

— (l-a)|x + X aE+xaE+ aE+ OF +
- n-2"ay n—-1757 n Xn Xn
2ol Y A TR TA

[(1 = &)[xu-20n = Yu-1) + Xuot Oz = Yn) + X1 = Yu-2)1+
Yn-2(Xu-1 = X)) + Y1 (Xn = Xp-2) + Yu(X—2 — xn—l)]a—l+
[(1 = &)1 Q1 = V) + Xt = Y1) + X1 On = Yu-) 1+
V-1 = Xne1) + Yu(nar = Xum1) + Yot (X1 — x")]c')T+

[(1 - a)[xn(yn+2 - yn+l) + xn+l(yn - yn+2) + x11+2(yn+1 - yn)]+

OE
yn(xn+l - xn+2) + yn+l(xn+2 - -xn) + yn+2(xn - x"+])]6_1 = 0.
8

Nous pouvons récrire cette équation comme

OE _OE OE OE  OE
l—a) 1+ L, v 2 4 I
(L-a)\hgm+ b+ hap + Lgm+Isg -1+

E
(2-a)l é—- +(2- a)I7 (9E + 2-a)s Zf = 0.
8



La méthode des caractéristiques appliqué a la derniére équation donne

dI, d, dr dl,  dls _ dl dr,
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dly

O-aol, (-ab (-aoL (-aL U-a @-al @-ak
qui conduit aux invariants

Xpn-2 Xn—1 X Xn+1
¢1 = s ¢2 = s ¢3 = 4 =

b 2
Xn-1 Xn Xn+1 Xn+2

¢5 = xz—Z [(xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (-xn—l - xn—Z)(yn - yn—l)]l_a’
¢6 = Xﬁ_z[(x,,.*.] - xn)(yn - yn—l) - (xn xn—l)(yn+1 yn ]1 “
¢7 = x:zl—Z [(xn+2 - -xn+1)(yn+] - yn) - (xn+1 - xn)(yn+2 - yn+l)]l_a-

Nous avons alors une base des invariants donnée par

{¢1’ ¢29 ¢3, ¢4’ ¢59 ¢6’ ¢7}

Nous pouvons récrire cette base de fagon plus pratique comme

{hn—l , llli’ h’"+| , h"+2 ( 1-2a (y(n))l a 11 2a(y(n+l))l—a l 2a(y(n+2))l—a)
Xn Xn Xn xn
1

—u +1 —u 2 u 2
3 (55D 552)., £ FH0)

que 1’on a obtenue par les transformations

hn— h'n hn 1 hn 1 1
——1=(1—¢1)¢2, —=1-¢,, —ﬂ=——l —Q:——(——l),
Xn Xn Xn ¢3 Xn ¢3

(=2)0 s

I-a l-a l-a
e ) () ()
(xn + Xn Xn Xn

x,]| —2a (y(n))l—a —

T 2-a)l
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1-
l 20(y(11+1))1-a — (_2)( R ¢6
(hi_*_h,,_n)l_“ (hl)l_a(_h_rn_l)l_a,
Xp n An Xn
(=2)0 $7

l Za(y(n+2)) —a _

_ _ __
(hn+l 4 Hne2 hn+7 )1 a (hn+1 )l a (hu+2 )l a
Xy Xn Xn Xn

2-3q 3 1
T () 1-2a/, (n+1)\1-a)i-« 1-2a,. (mM\1-a\T-«
x" y“‘ - lipy hy () [( (y ) ) - ( (y ) ) ]
-t t+t--
Xn Xn Xn
(n+2) __ 3 1-2a,_ (n+2)\1 TL 1-2a,_(n+1)\1 IL
_,, n+ a . (n+ -a as. (n+ —a\1-a
y xxx o Iy [ + [y [(x (y ) ) ( (y ) ) ]7
Xn Xn Xn
(n+2) 4 3 (n+2)41 IL 3 (n+1)y1 T'l—
_,, n+2) _ -3a,_(n+ —a\i-a =3ag, (n+ —-a
xn ynxx = ey + Tt + [ N Tines [(xﬁ (yxxx ) ) - (Xﬁ (yxxx ) ) ]

Xn

Le schéma invariant est donc

yfc’;:i) _ x:—l"—‘:‘% F(hn—l hn hn+1 %( 1- 2a(y(n))l—a l 2a(y(n+1))l—a l 2(1())(n+2))1—a)1
Xn xn
1 _u (n+1) I3 -u (n+2)
5 x’l y,\x\' + ‘xll yxx\‘ (3-25)
h 1 hn hn+1 1
h =K G n— iy = 1-2a/, (n)\l-a 1 2a/. (n+1) l—a l 2ar (n+2)\l-a ,
w2 = P ( et c 3 (e 0% Ou)-e)
1 ZT,, (n+1) 1 ,, (n+2)
5 Yiex - T X0 Yyxx (326)

m Ftudions maintenant le cas,
Dig : X; =0,, X2 = x0,, X3 = (1+) 8, + (x +b)yd,.

On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons que pr'¥X,E = prX,E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D52,

L=x L=y, L=y" L=jy". (3.27)
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Nous exigeons que
: O
4 - E (4) i —
pr X3 E(Il,..., 14) = i:](pr X3I,) 61, =0

o _

oF oE oE
1 - - 3 r . _3 44 b _ 5 17 —_ _ 1t _ 1117 —
= ( +x2)611+(b x)y 612+( V' +( xX)y )613+( 8y +(b-Tx)y )614 0

En appliquant la méthode des caractéristiques et en utilisant I’équation (3.27), nous ob-

tenons
dl, dl, dl3 dl,

I+2 (-3  (b-5h-3L (b7l -85

Nous obtenons alors les invariants
3 17
¢, = b arctan(x) — Eln(l +x%) — In(y"),

§r = PO+ D) x4 (1+ 2y,
¢y = et mB[12(1 + 3212y + 8(1+ D)ixy” + (1 + D)8y,

Nous avons ainsi la base {¢;, ¢, ¢3} pour les invariants et I’équation différentielle inva-

riante est
—-12 x2yﬂ 8 xy"’ eb arctan(x)

rrrr = _ + F , . 3.2
(1 + x2)2 (1 + x2) (1 + xz)% (¢| ¢2) ( 8)

En posant u=y”, on peut réduire la derniére équation a I’ordre 2,

3 __12x2u Sxu’ N ebarcmn(x)
T A+x22 1+ (1 + )

44

F(¢1, ¢7). (3.29)

Le calcul du schéma invariant n’est pas évident et nous le cessons ainsi.

A Etudions maintenant le cas,

D3 : Xy = 0:, X =0y, X3 = x9,+y9,.
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On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons que pr»X,E = pr'X,E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D, 5,

Nous exigeons que

4
OF
4 — § C)) ) — —
pr X3 E([l,..., 14) = izl(pr X3I,) (91, =0

OFE OFE OF
_ 4 - 2 177 - 3 IIII_ — 0 3.30
= Yo Y a7 an (5:30)

Puisque 3715; n’apparait pas dans la derniére équation, c’est un invariant et I; = y’. En

appliquant la méthode des caractéristiques a I’équation (3.30), on obtient

dh, dl; _dl,
L 2, 3l

L’intégration nous donne les invariants

Y Y

¢ = S5, ¢ =
72

Nous trouvons alors comme base pour les invariants,
177 21
;Y y
Y yHZ ’ yu3

" = y°F (y’, ;—2) (3:31)

et I’équation invariante est

Nous pouvons réduire 1’ordre de la dernieére équation différentielle par la transformation
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u=y’ qui donne I’équation

W = P F( uw 2 ) (3.32)

u12

Or cet équation est invariante par rapport a d, et xd,. On peut alors réduire 1’équation
(3.32) a une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est
invariant sous ce méme groupe. En imposant pr'YX,E = pr'X, E = 0, nous retrouvons

les mémes invariants que pour D, 1, soient
Il = Xp-1 — Xp-2 12 = Xy — Xp-1, 13 = Xpsl — Xns I4 = Xn+2 — Xn+ls

IS = Yn-1 — Yn-2» I6 = Yu~— Yn-1» I7 = Yu+l — Yus 18 = Yu+2 — Yn+t-

Ensuite nous imposons que

8
oF
O] - Dy, 7. —
proXsE(L, . Iy) = gl(pr X31;) a

0 OF E OE
(xn 1 — Xn- 2) I +(xn Xn— 1) +(xu+l x")gl—; +(xn+2 xn+1) (yn | yrt—Z)aT+

oE
(y = Y- l) (}'n+1 yn) +(y,,+z y,,+1)5i— = 0.
8

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

d, _dh, _dl

dly _dly _dls _dls _dlL _ dlg
I, L L I, I Is L L’

Cette équation engendre les invariants

_ Xn—1 — Xp=2 _ Xn — Xp-1 _ Xn+1 — Xp
o= ——, = ———, ¢33 = ——,
Xn — Xp-1 Xn+l — Xp Xn+2 — Xn+l
Xn42 = Xn+l Yn-t — Y2 Yn — Yn-1 Yu+1 = Yn
pop = ———, ¢s = T/, ¢ = ———, ¢1 = ————

Yn-1 = Yn-2 Yn = Yn-1 Yn+1 = Yu Yu+2 = Yn+il ’
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Ainsi, une base pour les invariants est

{01, ¢2, 93, G4, &5, ¢, P7).

Toutefois une base plus pratique est

(n—1) (n) (n+1) (n+2)
Y + Y+, +;
{yft',l\')hn—ly ygf\')hm y(”)h-n+]a y(")hn+2, : 4 : - 5
(n+1) (n+2) (n+2)
1 Yo | Yrer | Yrewr
(n) + (mya |’ mya |
(y (y.\'x ) (yXX )
que I’on a obtenue par les transformations suivantes,
(n—1) - —1_ (n) - ; (n+l) _ _L_ (n+2) __ 1

Vs 1020304 Vx b2930a0s’ Ve o7 P3Padsds Yo T Padspedr

yfr,,lr)(xn - xn—2) = 2(}’21) ("—l))
2¢(1 + ¢1)
(n+1) _ — (n+1) (n)
Yix (xn xn—2) 1+ ¢2 (y
2¢:¢5(1 + ¢1)
(n+2) _ — (n+2) _ | (n+1)
yx\' (xn -xn—-2) l+ ¢3 (yx }’X ),
" 3¢2(1 + ¢1) n "
)’i‘:])(xn - ?Cn—:z)2 m( xn-z)(y( D }’fn)
32¢3(1 + ¢1)
(n+2) _ 2 _ (1+2) (n+1)
y,m (xn xn—2) 1+ ¢3 T ¢2¢3( n xn—Z)(y ~ Vix )
4 1+
yf\"\:;i)(x" - X,,_2)3 ¢2¢3( ¢1) (xn xn~2)2()’(::22) yf\:l\::l))
L+ ¢35 + ¢ad3 + d1¢293
-1
Yoo _ [ 4 ( 1 1 )Zl
(G YD () — x,0)? \$2030adbs  D1dad3da ’
y(”)h _ 2¢](y¥x) _ y¥1~1)) y(")h _ 2(_)’,(:1) _ yin—l))

xx'tn 1 + ¢1 b xx'*n 1 + ¢l 2

2 (\{x) _ (‘!1—1)) 2 gz) (n 1)

y.(\:,,l\‘)hn+l - ¢1(y‘ y L] (")] n+2 - )

$2(1 + ¢1) ¢203(1 + 1)
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Le schéma invariant est alors

y(\!,'\::%) = fv’«’\)):‘ F(y,(\f.lv)hn—lv yg_l\-)hm y,(\f,lv)h"’rl’ yg{'—]) - y‘(‘{l) +4y¥1+l) . y-(\!MZ) ’
)
xx xx
By = huut G(yﬁf,?hn_l, y.(v',lv)hm yﬁf,’c)h,m, }'gl_l) + }’fr”) +4)’.(\{I+1) + yﬁ"ﬂ) ,
=5 -

A Ftudions maintenant le cas,
D3,3 X = d., X; = d,, X5 = x6X+(x+y)6y.

On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons que pr'®X,E = prX,E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D5,

=~
Il
\<\
hen
1]
<
. N
eg
|

X
U3
=
|

N

3

Nous exigeons que
& OE
G — 4) ) — =
proX; E(Ly,..., L) = i§=l (prXsly) a - 0

6E 44 aE 117 aE _ 1177 aE — O

= — -y —
or, Y a8, 2 & Y G

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl, _ dh, _ dL _ dl
1 L 2L 3l
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L’intégration nous donne les invariants

¢ = &Y, b = ¥y, ¢y = 7y
Nous trouvons alors comme base pour les invariants,
le)"y”, ez)"y"" e3)"yllu
et I’équation invariante est

yun — 6—3)" F(e)"y", ez)”y"')_ (335)

Nous pouvons réduire I’ordre de la derniére équation différentielle par la transformation

u=y" qui donne I’équation
w” = e™F (e“u', ez”u"). (3.36)

Or, la derniére équation est invariante par rapport a d, et xd, + d, et on peut réduire a
une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant
sous ce méme groupe. En imposant pr X, E = pr'X,E = 0, nous retrouvons les mémes

invariants que pour D3, soient
I] = Xp-1 — Xn-2, 12 = Xp— Xn-1, 13 = Xp+l — X 14 = Xp+2 — Xn+lo

15 = Yn-1 ~ Yn-2> 16 = Yn— Yu-1» 17 = Yn+l — Yao 18 = Yn+2 7 Ynsal-

Ensuite nous imposons que

8
oF
(4) _ (4) ) =
proXsE(L, .., Ig) = ZI(P” Xil;) a -

!
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E OFE OE 6E
(xn 1 xn—Z) +(-xn Xn— l) +(xn+l xn) I +(xn+2 xn+1) +(xn 1FYn—1— X2 yn—Z)
5
oFE or OFE
(X,, + Vn — X1 —yn—l)a_IG' + (xn+l + Vet — Xy _'yn)a_l7 + (xn+2 + V42 = Xn+l —yn+l)a_18 = 0.
En appliquant la méthode des caractéristiques a I’équation (3.8), on obtient
dl, dhL, dh, _dl, dls _ dl; _ dh _ dl
I L I I L+ Ig+16—13+17_14+13.
Cette équation engendre les invariants
¢] — Xn-1 — xn—Z, ¢2 — Xp = Xp-1 i ¢3 — Xp+l — X ,
Xn = Xn—1 Xpel = Xp Xn42 — Xn+l
Yn=1"Yn~2 yn=Yp-1 Yne1=¥n Y42 -¥n+1
€ *n-1"%n-2 € n~*n-1 € “ne1~%n € *n+2 " n+l
¢4 = ¢5 = ¢6 = T ¢7 -
Xn-1 — Xp-2 Xp = Xp-1 Xnsl — X Xn+2 — X+l

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢l’ ¢2’ ¢3’ ¢4’ ¢5’ ¢6? ¢7}

On a toutefois une base plus pratique exprimée par

hn—l hn hn+1 hn+2 1 (n)eyyl) + (n+1)
me w  wm m? Yix
Y ¥ ¥ 3

()
e}'\' + y("+2)eyr )
evx erx erx eYx

1 ( 1) 2 Y De 2y ) (1+2) e3y(")}

2 XXX y XXXX

que 1’on a obtenue par les transformations suivantes :

(,,) _2¢L1n (ﬂ) , y(n+l)ey(") 2¢2¢5 2% 1n (ﬂ) ; yf\f;+2)ey¥l) _ 2¢2¢3¢5 In ( ¢7 ) ,

Yux€ L+¢1 \¢14a 1+¢, \¢20s 1+ ¢ P36
i’;;l)ez Ol 3¢2¢5 ( ("iﬂ)ey"") y(\'?ey(‘")),
T 1+ ¢y + i
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y({,f,z)ezygn _ _ 3¢2$3¢5 (y(f’ 42 _ y("?“”e-"-("'))

XXX 1 + ¢3 + ¢2¢3 X XX ?
y(n+2)e3y.(‘") — 4¢2¢3¢5 (y(n+2)62y_(,") _ y(11+1)62y¥'))
XXXX 1+ ¢3 + ¢2 ¢3 + ¢l ¢2 ¢3 XXX xxx ’

E _ ﬁ hn _ 1 hn+1 _ 1 hn+2 _ 1

o B oV 9 oV g’ o Gadips

Le schéma invariant est donc

1) 3 F(h"-l hn s l(croey‘;" 4 D +y(n+2)ey‘;"),

y X - ny ? ny ? n Py y ¢
XXxx ey& ) ey.(‘ )] ey& ) 2 3 XX XX Xx
1 (n+1) 2)’5\,") (n+2) 2),(‘_") 3
5 xx € t Yy € ( 37)
Buey hy, hy 1 ) ) )
= M 1 M 2
h"+2 = h"+1 G( y(n) ’ y(") ’ y(n) ? —:); (y(tl,l\:)ey + y(tl;‘- )ey + yf\f;*' )e)’x )’
erx erx erx
1 (n+1) 2y(") (n+2) 2y(")
5 D 4 e (3.38)

A Etudions maintenant le cas,
. 1
D3,91X1 =6x, X2=6y, X3=x6x+ky6y,ouk¢0,§,1,2.

On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons que pr'X|E = pr»X,E = 0 et nous avons alors les

invariants calculés en D, 1,
4 44 17 rrrr
I] =Yy, 12 =Yy, 13 =Yy, 14 =y .

Nous exigeons que

4
oE
4) — (4) . _
prXs E(I, ..., Iy) = igl(pr X3Ip) —[‘)I,- =0
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OE oE oE oF
k_l I__ k_2 17 N k_3 177 _ k_4 IIII__ —
= ( )y ol +( )y oL, +( )y oL +( )y o, 0

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

d,  dhL  d _ dl
k-DIL (k=2 (k=35 (k=D

L’intégration nous donne les invariants

y y
¢ = k27 ¢ = k=3 ¢ = =
y =1 y k=1 Y E
Nous avons alors comme base des invariants
yll yIII yIIII
GE yE yE
et ’équation différentielle invariante est
b_d 43 14
leII — ylm F yk-z , yk_3 . (3.39)
yE YA

Nous pouvons réduire 1’ordre de la derniere équation différentielle par la transformation

u=y’ qui donne I’équation

’ 17

W= b F(”f— %) (3.40)
Ukt pkl

p . . . N (k=1) 1
Or cet équation est invariante par rapport a d, et xd, + rr—;u0, et on peut réduire 2
une équation du premier ordre. On cherche ensuite le schéma d’ordre 4, qui est invariant
sous ce méme groupe. En imposant pr¥ X, E = pr¥X,E = 0, nous retrouvons les mémes

invariants que pour D, , soient

Il = Xp-1 — Xp-2, IZ = Xp — Xp—1» 13 = Xp+l — Xns 14 = Xp+2 ~ Xptls
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IS = Yu-1 — Yu-2» 16 = Yn~ Yn-1» 17 = Yo+l 7 Yu» 18 = Yu+2 ~ Yn+l-

Ensuite nous imposons que

8
oE

(4) — 4) . _

prXs3E(, . L) = §(P” XsI;) o

i=1

OF OE OF OFE OF
(xn—l - x””2)51—|— + (X,, - x”_l)a_lz + (xn+l - xn)"a'l—3 + (xn+2 - xn+l)a—14' + k(yn—l _yn—2)'675+
oE oE OE
k n = Yn-1)4a7 +k n+l = Yn) 5y k n+2 — JVn — = 0.
On =Y 1)316 Vu+1 )’)617 + k(Vns2 }’+1)al8

En appliquant la méthode des caractéristiques a la derniére équation, on obtient

dh _di_dly_dly _dls_dls _dly _dly

I, L I, I,  kIs kly kI klg

Cette équation engendre les invariants

Xn-1 — Xp-2 Xn — Xp-1 X+l — Xp

= ——— pp= —— $ =

Y
Xn — Xp-1 Xn+l — Xn Xn+2 — Xn+l

¢4 _ Yu-1 — Yn-2

_ Yn = Yn-1
B (xn—l - xn—Z)k’ ¢5

Yu+l — Yn
n n—

Yna2 = Ynsl
n+l — An

(xn+2 - xn+1)k .

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢l’ ¢2’ ¢3a ¢4’ ¢5’ ¢6? ¢7}

On a toutefois une base plus pratique exprimée par

k-1 k-1 k-1 k-1 (1) (n+1) (n+2)
{ hn—l hn hn+l hn+2 _‘L ( y;fv yr"\’ + yx',l\' )
=1 (-1’ -1’ _(n-1)’ k=2 k=2 2
YT DT T 3 oI E ofhE oi)E
(n+1 (n+2) +2)
T e e Ve }
2LME  oME ) o)E
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que I’on a obtenue par les transformations suivantes

=

W 2 (¢5 _ﬂ(g&ﬁ)r
OMB T+ gt T gs |

—fta

YD _2¢1¢2( b ¢ )(cb’;")%

(yg'))% T 1+ ¢ (912! ¢t )\ ¢s
Y 2oty ( b b )(qsf-' )r
() 1+ ¢35 \(g19203)"  (d12)" 1)\ &5 ’

1
Ve ___ 3919 (¢5 )l‘_'( AR )
OME T 1+g+ g \¢!) \oMHE  oME)

1
Yo 3¢162¢s (¢5 )m( AR A )

G L+ @3+ dogy \ gt GME M)
1
Yeox  _ 416205 (¢5 )f‘( Yeu _ Yim )
GUEL 1+ @3+ $ads + $1d263 \H! GME M)
Y 1 B I o o 1

you=b ¢ yoh N Gagt! YD RO D Yy  Pa(pr1agpa)

Le schéma invariant est donc

k-1 k-1 k-1 () (n+1) (n+2)
y("+2) — (y("))k:—l-—‘l‘ F( h"—l hn hn+l _!_ y;jt yx'.'\ y,\',l\‘
R ¥ N e R R I D D
1 2
L, "
2 (n)\ k=3 (n) k=3 . )
Ox )& O )F

k-1 - k-1 1 2
h B R 1( yo . yorb oy )

P2 = haa G( (,’:::)’ =1y’ (:t;)’ 3 () =2 (1) K=2 ()~ k=2
Y Yx = x O x)F xR

L | e ) 342
28 o8 ) '



m Ftudions maintenant le cas,
Dy : Xj = 0vy Xo =0y, X3 = (kx +y) 0, + (ky — x) 0,.

On cherche 1’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de sy-
métries. Nous demandons que prYX|E = pr¥X,E = 0 et nous avons alors les invariants

calculésen Dy,
Il = y, 12 — yll, 13 — ylll, I4 — yllll.

Nous exigeons que

4
OF
4) . — 4) N2 =
proXs E(Iy;.. ., L) = iél(pr X)) ol =0

6 O0E
= (1+y'2)——+(k+3y »’ +(3y"2+2(k+2y )y"') +(10y"y"’+(3k+5y’)y"")51— =0
4
En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl, dl, dl; dly

1+ (k+3IDL 30 +2k+2DDk ~ 10L1; + Gk + 51l

L’intégration nous donne les invariants
’ 3 2 1’7
¢ = karctan(y’) + Eln(l +y%) = In(y"),

_ [y =3y y Pt
T (L+y?) !

[(1 + y12)2y///1 _ loy/ynylu(l + yr2) + 15y12yn3]e—-3k arctan(y’)
(L+y?)} '

Nous obtenons alors {¢1, ¢, $3} comme base des invariants et I’équation différentielle

¢ =
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invariante est

e 10yyy" 15y
T o(+y?) 1 +y??

+ et (| 1 y2)3F(gy, o). (3.43)

En posant, u=y’ nous pouvons réduire I’ordre de la derniére équation différentielle,

7z 10uu’u” 15u2Ll’3 : 3 Ay
T d+ ) - ) + e3/~arctan(u)(1 + u2)zF(¢1’ ). (3.44)

Nous arrétons le calcul du schéma ici car il n’est pas évident.

m Ftudions maintenant le cas,
D3,11 Xy = de, Xo = 2x6x+y6y, X; = x26x+xy6y.

On cherche 1’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de
symétries. Nous demandons que pr'¥X; E = 0 et nous avons alors les invariants calculés
€n Dzyl,

L=y, L=y, k=Y, I4= y”, Is = y".

Nous exigeons ensuite que

5
OFE
@ - By 7. —
prX, E4y, ..., Is) = i;(pr ).€90)] o 0

OE _,0E _, , OF 8E _ ,, OE

=> __—I—_ II____ III__7 _____O
Yor, Y an, "> oL Y an T L

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

dl, _ dh _ db _ dL _ _dls

, L 3L 5L 7Is
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ce qui nous donne, une fois intégrer, les invariants

3. 5.1 T e

o =y, a =yy, az=yy , a =YYy

Nous exigeons ensuite que la quatriéme prolongation du troisiéme champ de vecteurs

s’annule, soit

4
OFE
pr(4)X3 E(al9- KR} a4) = Z(pr(4)X3a’i) a— =0
i=1 @i
OFE OE OE
= Y — -3y — -8y — =0 3.45
Y aa Y ey Y ba, (3.45)
Comme gﬁ n’apparait pas, nous avons I’invariant
¢1 — y3yn.

En divisant I’équation (3.9) par y?, nous trouvons

oFE OE OE
-3 3.0 -8 5., =0 .
e, VY Bas YY" 3 (3.46)

et par la méthode des caractéristiques nous avons

do das day

1 - 3y3y// - 8y5yui :

Ceci nous ménent aux invariants

S, T

¢ =YY

3y, g3 = YY"+ 120y + 8)0yy

La base d’invariants est ainsi

4 1 1t Y

BRY", YY"+ 3y Y+ 1277+ 8y Y )
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et I’équation différentielle invariante est

o 12 72,07 8 7 1
yr = -2 Y L R, 4). (3.47)
y y y

Toutefois nous arrétons ici pour le calcul du schéma.

m Etudions maintenant le cas,
D3y 0 X =0c, X = x0,+y0,, X3 = (xz—y2)3x+2xy6y.

On cherche ’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de
Lie de symétries. Nous demandons que pr' X, E = 0 et nous avons alors les invariants

calculés en D, 4,

' 4 171 reer

a =Yy, a =Yy, a4 =y, @ =Yy, & =Y

Nous exigeons ensuite que

5
OF
4) — C)) ) — =
pr¥% Ei, ..., as) = ;](pr Xo) 5= = 0
OE OFE OFE OE
: : — Il__2 III__3 IIII___ — 0 3'48
Y 6(11 Y 6043 4 60’4 y 6a/5 ( )
Onadéjal’invariant I} = y', car gfl n’apparait pas dans I’équation (3.12) et en appliquant
la méthode des caractéristiques on obtient
da/l _ da3 _ da4 _ das
(¢4 B (04} B 2(1'4 - 305'

En intégrant les derniéres équations on trouve les invariants

IZ — yyr/, 13 — yzym’ 14 — y3y////-
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Nous annulons ensuite la quatriéme prolongation du champ X3 pour la base des invariants

I, trouvés précédemment et nous trouvons I’équation

4
OE
4) — 4) ) -
prXs E(Ly, ..., It) = iél(pr X31) o 0

oE 7))
= (1 +y?) — + 2y’ (L +y*+3p") — +
y(1+y )al1 yy'(1+y yy)al2
OE
2y2(6y/2yu +3yy/r2 +4yy/y1n) 5_1_ +
3

17 7 117 "1 177 11 aE
2y° 9y + T2y + 10yy"y" — 2y + 5yy'y )51—4 =0

En divisant la derniére équation par 2y et en la remaniant, on obtient

OE OE
1+ = +1L(+PP+3L) —
( 1)311 l( 1 2)612'*‘

E
(6°L, + 301 + 41, 15) °F ,
ol

2 OE
(1L + 5111y + 9L, + 10615 — 215) o = 0
4
En appliquant la méthode des caractéristiques on a
dl, dl, dly dl,

1+ 112 B 11(1 +I% + 312) - 611212 + 31% +41,15 - 71%13 + 51114 + 91% + 10L1; — 213

Ceci nous améne aux invariants

1 = LayP ey o Yo +y?) = 3yy”?)
(1 + yIZ)% ’ (1 + y12)3 ’
1
¢3 = (—1——2)9-(51 —y’(9 + 10y3yllyﬂl +y2y1n) +yr2(198 + 315)’)’” + 69y2y"2 + 15}’3)’"3)—
+y'°)z

yr3(36+1Oy3ynylu+2y2yur)+yl4(288+297yyu+27y2y112)_y15(54+y2y/ll)+y16(186+93yy//)_36y17+
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45y -9y +111yy" +42y%y'"*~ V1+y? arcsinh(y’)[9+9y2y’y"2 +y2(27+36yy" +9y*y' ? —6y*y" )+
9y )2y + y(27 + 18yy” = 3y*y"") + 9y + 18yy” + 9y*y"? — 3y2y"']—
In(1 + y’z)[24 +Y2(96 + T2yy") + Y4 (144 + T2yy") + y8(96 + 24yy”) + 24y + 24yy"]—
arctan(y’)[18 +Y2(72 + 54yy”) + y* (108 + 54yy”") + y'8(72 + 18yy”) + 18y + 18yy"]+
Py +y?Y)

Nous avons alors une base pour les invariants, soit

{¢1’ ¢27 ¢3}

et I’équation différentielle invariante est

-1
o= 51—y (9+10y%y"Y " YY) +y (198 +315yy” +69y° Y +15y°y" )~
y y3(1+y,2)2( ¥( Y'Yy +y Y )+ y( yy Yy y'y")

Y3(36+10y° "y +2y%y")+y" (288+297yy" +27y%y 2)—y > (54+y"y " )+y"*(186+93yy" )~

36y +45y8-9y7+111yy” +42y%y"2— /1 + yZarcsinh(y )[9+9y*y'y 2 +y*(2T+36yy” +9y*y"* —

6y2y"')+9y'3y2y"2 +y'4(27+ 1 8yy"—3y2y"')+9y'6+ 18yy” +9y2y"2—3y2y'"]—lr1(1 +y'2)[24+

y’2(96+72yy")+y’4(144+72yy")+y'6(96+24yy")+24y'8+24yy"]—arctan(y’)[18+y’2(72+54yy”)+
4 ’7 16 17 78 7 (1 + yIZ)%

y*(108 + 54yy”) + ¥y (72 + 18yy”) + 18y"™ + 18yy ]) + —TF(¢1,¢2) (3.49)

Nous cessons ici le calcul pour ce qui est du schéma.

m Etudions maintenant le cas,

D3_13 X = 0,+0,, X5 = x0,+y0d,, X3 = xzax-{-yza),_
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On cherche I’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de Lie

de symétries. Nous demandons que pr(4)X E = 0 et nous avons alors les invariants,

’ 4 1 rrer

a =y—Xx, a =y, a3 =Yy, @ =Yy, @ =Y

Nous exigeons ensuite que

5
OE
pr(4)X2 E(ai,..., @s) = ;(pr(“)Xzai) 6_0’, =0
O OE OF o
= y—x) — -y — =2 — =3y — =0 (3.50)
aal 60’3 60’4 605

De la derniére équation, on a déja I'invariant I} = y/, car g—E n’apparait pas dans cette
L7}

équation et en appliquant la méthode des caractéristiques on obtient

da, da; da4 das

a; as 20, 3as

En intégrant les derniéres équations on trouve les invariants

IZ — (y_x)yn, 13 — (y_x)z III’ 14 — (y__x)3y////.

Nous exigeons ensuite que

4
oE
(4) — (4) . _
priXs E(L, ..., Iy) = ’él(pr XsI) _C')I,- =0

, OF " Vs OE
= 20 -0y 7 +0-0BY'0-0+20 - D] o +
al, al,
OE
2(y _ x)2[2(y _ x)yur + 3y//(yl _ 1)] 67 +
3
' OFE
O = %[5 = x)y"" + 42y = 3)y" +6y"] a - Y
4
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En divisant par (y-x), on peut récrire la derniere équation comme

OFE OE OE
20, — + [3L + 21, (I, — 1)] — I - 1] —
L ar + 3L +21,(I; - 1)] oL, + [45; + 61,(1, — 1)] 613+

oE
(5L + 4,21, - 3) + 6] — = 0
ol
Par la méthode des caractéristiques, on obtient
dl dl, dl; dl,

—2_11_ T 3L 420 - 1) T 4L+ 6L(I, - 1) - 5Ly +45(1; —3) + 6I§'
Ceci nous méne aux invariants

O-xpy"=-2y1+y)
y'i ’

&=

1 144 7 17 7’ '4 7/
¢y = ﬁ(@—X)zy’ —6(y— 01 +Y)y +6y' (1 +4y +y?),
1
¢3 = —[(y — XY — 4y — 0’ G + 2y )" + 6(y — x)y"(36 + 24y’ + 6y —
Yz
(- X)) =24y (1L + 9y + 9y +y?)]

et I’équation différentielle invariante est

4B+ 6
ST o-n -2

rrr’

(36 + 24y + 6y2 — (y — x)y" )+

24y’ yi
0= O- 7

Toutefois nous arrétons le calcul ici pour ce qui est du schéma.

F(¢1, $2) (3.51)

(1+9y +9y? +y*) +

m Etudions maintenant le cas,

Dyis : X1 =0y, X, =yo,, X3=)’25y-
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On cherche 1’équation différentielle ordinaire d’ordre 4 invariante sous ce groupe de sy-
métries. Nous demandons que prX,E = prX,E = 0 et nous retrouvons les invariants

calculés pour le cas continu D, 4, soient

Li=x, h=—=, h=—, L=

Nous exigeons ensuite que

4
JE
(4) — E 4) . —
pr X3E(I],..,I4) = (pr X3I,) aI =0

i=1 i

E 12
Ia_ + 6yll_a_E + (8yl’l + 6y 6E

A L > o = O (3.52)

Comme g—f; n’apparait pas dans cette équation, on a deja I’invariant ¢, =x et en divisant

I’équation 3.14 par 2y, on trouve

OE 3y OE
oL,

4" 3:/26E
L LY

= — = 0.
y 6k y o y? )014

En appliquant la méthode des caractéristiques a la derniére €quation, on trouve

dl, _dl; __ dlL

1 3L 4L +30

Ceci nous méne aux invariants

yn/ 3y112
$r == -
y 2y12
1 171y 17 72 NG
b5 = -—(32y 34120+ 24%)547
320y y y

Nous avons alors la base {¢;, @2, ¢3} et I’équation différentielle invariante est

1 712 ",Il
y'"’ = —3—2(3 + 12}1” + 24yy—) + y’e47F(X, ¢2) (353)

4
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En posant u=y’, nous pouvons réduire la derniére équation différentielle et nous obtenons

1 2
W= (3 12+ 24%) + ue* F(x, 85). (3.54)
U

Nous arrétons le calcul ici pour ce qui est du schéma.

A Etudions maintenant le cas,
D3,16 . Xl =0 . X2 = xc')y, X3 = ¢(x) c')y, ou ¢”(x)¢0.

Nous cherchons I’équation différentielle invariante pour ce groupe de Lie de dimension

3. Le calcul de prX; E = 0 donne les invariants,

I, = x, L= y', 13 — yn’ I, = y”,, IS — leH.
Le calcul de pr™X,E = 0 donne les invariants

_ o o _
=X, =y, 3=y , a4=Y

Ensuite nous calculons pr'X;E = 0.
: O
pr9%; E(ay, ..., as) = Z(Pr(4)X3ai) 9 0
i=1 @i
l44 aE nr 6E 1 6E
o — + — + —
¢"(x) 3, ¢ (x) 3, ¢ (x) o

Par 1a méthode des caractéristiques on trouve les invariants,

pl — x, p2 — ¢Il(x)ylll _ ¢Ill(x)yll, p3 — ¢Il(x)yllll — ¢Illl(x)yll
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et I’équation différentielle invariante est

7117 ¢,I,’ (x)y,’ 1
- F(x, 02). 3.55
70 + e (x,02) (3.55)

On cherche ensuite le schéma invariant pour ce méme groupe de symétries. Les cal-

culs de prX,E = prX,E = 0 méne aux invariants du cas discret de D, soient,

Il = Xp-2, 12 = Xu-1> I3 = Xn, I4 = Xn+l» IS = Xp42

16 (-xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (xn—-l - xn—Z)(yn - yn—l)’
I7 = (xn+l - xn)(yn - yn—l) - (-xn - xn—l)(yn+l - )’n),
Iy = (xn+2 - xn+1)(}’n+1 - yn) - (xn+l - -xn)(yn+2 - yn+])-

Ensuite nous calculons prX;E = 0.

8
OE
(4) - E 4) . _
pr X3 E(I],..., Ig) = - (pr X3I,) al, = 0

0E
— [(¢(xn—-l) - ¢(xn—2))(xn - xn—l) - (¢(xn) - ¢(xn—l))(xn—l - xu—Z)]a_I6+

OE
[(¢(xn) - ¢(xn-l))(xn+l - X,,) - (¢(xn+l) - ¢(xn))(xn - xn—l)]a_b"*' (356)

OE
[(¢(-xn+1) - ¢(x,,))(x,,+2 - xn+1) - (¢(xn+2) - ¢(xn+l))(xn+l - xn)]é?;

Puisque g,’i;, gl—";, 3—153, g,—ﬁ, g—lEs n’apparaissent pas dans la derniére équation, on a les inva-

riants :

Ay = Xp_2, @2 = Xy}, A3 = Xy, Ag = Xpi), QA5 = Xpyo

En posant

A= (¢(xn—l) - ¢(xn—2))(-xn - Xp1) — (¢(xn) - ¢(xn-—l))(xn-l - xn—-?_)’
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B = (¢(-xn) - ¢(xn—l))(xn+l = Xn) — (¢(xn+l) - ¢(xn))(xn = Xu-1)s

C= (¢(xn+l) - ¢(xn))(xu+2 - xn+l) - (¢(xn+2) - ¢(xn+1))(xn+l - xn)-

et en appliquant la méthode des caractéristiques a 1’équation (3.16), on a

dls _ dh _ dls
A B C

ce qui meéne aux invariants
Qg = AI7 - BIG, a7 = AIg - CIS
On a donc une base pour les invariants :
{a), @2, 3, a4, @s, ag, a7).

Toutefois une base plus pratique est

+1 +1) _ (n) +1 +2 +2 +1
{Xns P15 Py 15 P2, ¢(‘n\) y.(t’,‘rx = ¢fr',‘vx ) y;;’ (\',’\ ) y.(t’,’\'xx) - ¢gjt.\'x) yg:’,lv )}

que I’on a obtenue par les transformations suivantes :

¢(n) y(n+1) _ ¢(n+1) y(n) _ 12“6(xn - xn—2)_1(xn+l - xn—l)_]
o o . (-xn—l - xn—Z)(xn - xn—l)z(xnﬂ - xn)(xn+1 - -xn—Z)

0 gD o = 8 (02 ) oz )
(xn = Xu2)(Xne2 — Xn2) L (Xt = X0-2) (X0 = Xo1)(Xntt — X )(Xna2 — Xna1)
a6 1 1
(Gt = X)X = X1 P (Xt — xn)((xn+1 = Xuo1)(Xns2 — xn-1)+ (Xne1 — Xn-2)(Xns1 — xn—l))]

Le schéma invariant est donc

¢(n+2) y(n+1)
2 XX A 1 1
y(t,l\.“:.‘\:) = = (")vx + (”) F(.x", hn—-l E Iln’ h’ll+l ? ¢(”) (”+ ) - ¢(”+ ) y'(t"‘-)) (3.57)

XX y Xxx XXX
XX XX
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hn+2 = hn+] G(-xln hn—]a hm hn+1a ¢(t,? yf\,,’\:l) - ¢(n+l) y(\'?) (358)

XXX

A Etudions maintenant le cas,
D3,17 . X] = 6,, X2 = xay, X3 = —xax—y(?_v.

Nous cherchons premiérement I’équation différentielle invariante du quatriéme ordre.
Nous exigeons alors que pr'»X;E = pr'»X,E = 0 et nous retrouvons les invariants

calculés en D, , soient

1117

L=x, L=y L=y" L=y

Nous imposon ensuite que

4
OE
4 — § 4 ) — =
br X3 E(Il,..., 14) = i=1(pr X3I,) 611 =0

<=> _xa_E + Ila_E + 2 /IIaE + 3 IIIIaE — 0
Yo T Y e T e, T

La méthode des caractéristiques appliquée a la derniére équation donne

dl, _dhL _dh _dl
L, L 2L 3l

et ceci meéne aux invariants
C¥1 — xyn’ @ = x2yn/, a3 — x3ynu.
L’équation différentielle invariante est donc

rrrr 1 144 117
" = SFO,xY") (3.59)
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En posant u=y”, on peut réduire la dernic¢re équation a
7 l 4
u’ = —3F(xu, Xu') (3.60)
x

Or cette équation est invariante par rapport a xd,—ud, et on peut la réduire a une équation
du premier ordre. On cherche ensuite le schéma invariant pour le méme groupe. Nous
demandons que prX,E = prX,E = 0 et nous retrouvons les invariants calculés en
D, , soient

I =xp2, Lh=x01, L=x, Ii=Xu1, Is= X0,
Is = (6= Xu-1)On-1 = Yn-2) — (Xu-1 = X02)Yn = Y-1),
I = (X1 = X)On = Yu-1) — X = X0 1)t — Yu)s
Iy = (2 = Xue)Onet = Yu) — K1 = X0)Yna2 = Ye1)-

Nous demandons ensuite que
: OF
4) — § 4) ) — =
pr X3 E(I],..., Ig) = L (pr X3I,) 61, =0

— —x OF OE X OE B OF oE
—Xn-277 — Xn-177 — Xngy T Xn+l a7 T Xu2 55
28l ‘o, "o, ™'an, "ol

OE
+2[xn(yn—2 - yn—]) + xn—l(yn - yn—Z) + xn—Z(yu—] - }41)]376
OF
oL,

oF
+2[xn+2(yn - yn+1) + xn+1(yn+2 - yn) + xn(yn+l - yn+2)]ﬁ =0
8

+2[xn+l(yn—l - yn) + xn(yn+1 - yn—l) + xn—l(yn - yn+1)]

On peut récrire la derniere équation comme

OFE OE OFE OE OFE OFE OE )
L—+hL—+L—+L—+Is— +2l—+2[,— + 2 — = 0.
Yar, " fan, " Corn, " tar, ol %l “on - ol
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Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dly _di_dly_dl_dls_di; _dl; _dly

I, L J L, I 2y 2L 2l

Ceci méne aux invariants

X _ X _ Xn+l _ Xne2
a) = , a2 = , a3 = s g = 3
Xn-2 Xn—-1 Xn Xn+1

1
as = ;[(xn - xn—l)(yn—l - }’n—z) - (xll—l - x"-Z)(y" - y"_l)]’

1
ag = ;2'[(xn+l - xn)(yn - yn—l) - (xn - xn—l)(yn+l - yn)]’

n

1
a7 = F[(xn+3 - xn+2)(yn+2 - yn+l) - (xn+2 - xn+1)(yn+3 - yn+2)]-
n

On a ainsi une base donnée par
{ah a, a3, a4, a5, Ag, a7}
On a toutefois une base plus pratique donnée par

hn—l hn hn+1 hn+2 1 1
(n) +1) +2 +1 2 2
{ L 2 Sy i+ mye ), SO + i), xa,_IYS!iIx)}

’ ’ > q xx xXxx xxx r
Xp  Xu  Xn Xy 3

que I’on a obtenue par les transformations suivantes,

Xy = 2oy
ny xx (al - 1)(a2 — 1)(0’102 - 1)7
Xyt = —2050’6
ny xx (a,2 —_ 1)(0'3 - 1)(0’20'3 - 1)’
—2a
x4 = ;

as(as — 1)(aq — )(@3as — 1)



x2y(n+l) 3aia; (n+1) )y,

N | XnYxx T AnYxx
By = 3a, Gy — x,y ),
T mapay— 1 o
(n+2) _ 4a ) (1+2) n+l
YD = ——————(y? = xyih).

aaa3a4 — 1

Le schéma invariant est donc

XXX XXx

(n+2) iF(h"_l ﬂ Ry Xn

xZ
(n) (n+1) (n+2) __ll (n+1) (n+2)
XXXX X, ? x"’ X, ? 3 (y + y y\x 2 (y + x2y ) (361)

hn— hll hll -xn ‘xz
Buvs = hpot G(—‘, iy (y"" ‘"“’+y§:;+2>),§(y<"“>+x2 ly‘:;t”)) (3.62)

xll xll x'l e "
Nous concluons ce chapitre en soulignant que pour des groupes de symétries de dimen-

sion 3, I’obtention d’un schéma approximant une équation différentielle n’est pas tout le

temps évidente et plusieurs cas reste non résolu.
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CHAPITRE 4

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SCHEMA INVARIANTS SOUS UN
GROUPE DE DIMENSION 4 ET 5.

4.1 Equations différentielles et schéma invariants sous un groupe de dimension 4.

Vue la complexité des calculs pour les groupes de dimension quatre, nous traitons
certains cas de Iarticle de O.Gat!'”! pour lesquels nous pouvons obtenir le schéma inva-

riant. Nous avons le groupe,
D4,3 : X1 = Bx, X2 = ay, X3 = xc?y, X4 = xax + ayay.

Nous cherchons 1’équation différentielle invariante pour ce groupe. Nous demandons
ue prYX,E = prX,E = prX;E = 0 et nous obtenons les invariants pour le cas D3
que p p p p ,

soient

’ 1077

L=y, L=y" L=y

On exige ensuite que

3
OE
” _ @y, 1) = =
prX4E(L, I, I3) = ;(P" Xuli) o, 0

44 aE (444 aE e aE
= (@-2) g0 +@= 3y gr+ @- g =0

En utilisant la méthode des caractéristiques on obtient

dl] _ d12 _ dl3
(@a-2I,  (@-3)L (a-4)
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et cela méne aux invariants

r11(a=2) tr1r(a—2)

Y et ap =

yu(a—3)

ay = —-——y”(a_4) .

Nous avons alors la base

yn/(a—Z) ynu(a—Z)
yn(a—3) ’ yu(a—4)

et I’équation différentielle invariante est

(a—4)

Y =y Gla) @.1)

Nous voulons déterminer le schéma invariant pour ce groupe de symétries, alors nous
demandons que prX,E = prXGE = prX;E = 0 et nous obtenons les invariants

pour le cas D31
Il = Xp-1 — Xp-2, IZ = Xn — Xn-1, 13 = Xp+l — Xn» 14 = Xp+2 — Xn+lo

Is = (-xn - xn—l)(yn—l - yn—Z) - (xn—l - xn—Z)(yn - yn—l),
16 = (xn+1 - xn)(yn - yn—l) - (-xn - xn—l)(yn+l - yn)a
L = (xn+2 - xn+1)(yn+] - yn) - (xn+1 - xn)(yn+2 - yn+l)-

Ensuite, nous demandons que

;
OE
(4) — 4) . —
pr X, E(L, .. ) = él(pr XuI) oL - 0

— (x X, )_c')E +(x, —x )_6E + (x X, )—aE +( )—E+
n-1 " An~- n— An— n+l = An n+2 — Xn
1 2 ol 1 oL, +1 ol Xn+2 +1 ol,

oE
(1 + a)[(xn - xn—l)(yn—l - yn-Z) - (xn—l - -xn—2)(y:1 - )’n—l)]gg"'
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(1 + a)[(xn+1 - xn)(yn - yn—l) - (xn - xn—l)(yn+l yn)] 616

oE
(1 + a)[(xn+2 - xn+1)(yn+l - yn) - (xn+l - xn)(yn+2 - yn+1)]E =

Nous pouvons récrire la dernicre équation comme

oE oE oF oE oFE oE 5]
1 + 1 +1 +1 1 Is— 1 I— 1 I
1(911 2612 3613 ¥ +( +a)58 + (1 +a)ls—— +( "”61)7017 0

Par la méthode des caractéristiques, on a

dl, _dh, dly _dl, _ dIs dl, dl

L L L L (+al (+al (+ab
Ceci nous donne les invariants

Xp—-1 — Xp-2 Xn — Xp-1 X+l — Xy
oGyy=———, =777, G3=
Xn = Xp-i Xn+l = Xp Xn+2 = Xp+l

a4 = (xn - xll—l)_(a+1)[('xll - -xn—l)(yn—l - yn—2) - (-xn—l - xn—Z)(yn - yn—l)],
s = (xn - xn—l)—(a+1)[(xn+l - -xn)(yn - yn-l) - (xn - xn—l)(yn+l - yn)]’
g = (xn - xn—l)—(aﬂ)[(xn+2 - xn+1)(yn+l - yn) - (-xn+l - x)z)(yiz+2 - yn+l)],

et nous avons une base pour les invariants donnés par
{ay, @2, @3, a4, @5, a6

Nous avons toutefois une base plus pratique donnée par

(n+1)\a-2 (n+2)\g-2 (n+2)\a-2
h‘ll—l ] 2—a (”) I 2—-a (,H—]) hZ—a (n+2) - (yX.\’X )a + (y.\'XX )a (yxxx.\' )a
P Ly Yixo Iy Yee 2 (n+1)yg-3 YN _a
n (yxx )a— (Y.rx )a—
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que I’on a obtenue par les transformations :

2
(x _ 2—a (n) _ —204 _ 2-a (n+]) _ —20205
n xn—l) xx = » (X,, xn—l) xx -
«a ](1 + 1) 1+a,
—2a3d’a 3
2—a . (n¥2) _ 7273 6 3—-a . (n+l) _ a3 2—as (n+1) ()
(xn_-xn—l) xx - 1+ a; ) (xn—xn—l) Yier = 1+ ay + a1, (xn_xn—l) ()’,\-x “Yix ),

3apa
- 5 203 2 2 I
(= Xy )7 YD) = m(xn = X)) — yUED),

a-2 a-2
- (n+1 - 2
(n+1)\a—2 (xn - xn—l)3 a yx,,ltx ) (n+2)ya-2 (xn - xn—l)3 a }'(;ﬁ )
O )77 29

XXX XXX

(+lyyg—3 a-3’ (+Dyg-3 a-3’
— +1 : - 1
(yxx ) [(xn - xn—l)z a4 )’Ec'; )] (yu ) [(xn - xn—l)2 a yf\’,l: )]
dara
4—a (n+2) __ 253 3-ag, (n+2) (n+1)
(X — Xu—1) Yiexx = 1+ a3 + @yas + @, 0003 (X0 = Xu-1) (yx,lrx = Vixx )
a-2
- +2
(y('1+2))a—2 [(xn - xn—l)4 a y.(t'.'txx)]
XXXX _
(n+D\g—g a—4"
(yxx ) [(xll - x"_l)Z—a yfv’r])]

Le schéma invariant est donné par

a4

2 IR 2— 2- 1 2- 2
D = (yDyem G(’ln D Y R ALY T

y XXXX xx?

1 (D)2 4 (yU2ye-2
) *2‘( (y(’;‘*l))a—B )) “4.2)

hy = C hyoy (4.3)

A Etudions maintenant le cas,
Dy : X} = 0x, Xo = 0y, X3 = y0y, X4=x0,.

Nous cherchons premiérement 1I’équation différentielle invariante du quatriéme ordre.

Nous exigeons alors que prX|E = pr®X,E = pr'»X;E = 0 et nous retrouvons les
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invariants calculés en Ds 3 soient

On demande ensuite que

3
oE
@) _ @y T _
prX4E(ly, I, ) = E (proXul;) o 0

i=1

yll aE 2yllla—E' B yIIII aE B

— =0.
y ol y 6L y 0l

En appliquant la méthode des caractéristiques a la dernieére équation on trouve

dal, 3 dl, B dl;
I, 2L 3L
et ceci nous meéne aux invariants
A7 12 e
yy yoy
a = 2 @ = 3
y y

Nous avons alors la base

yl y/u y/2 y/n/
yu2 ’ yn3

et I’équation différentielle invariante est

773 Y
yn// — y G(y y ) (44)

Or cet équation est invariante par rapport a d,, xd, et yd, et nous pouvons la réduire a
une équation du premier ordre. Nous cherchons maintenant le schéma invariant sous le

méme groupe de symétries. Nous demandons que pr'X,E = prX,E = prXGE = 0



et nous retrouvons les invariants calcul€s pour le cas discret Ds 3,

Il = Xp-1 — Xp-2, 12 = Xp— Xu-1» 13 = Xp+l — Xns I4 = Xp+2 — Xatl
Yn-1 = Yn-2 Yn — Yn-1 Y+l — Yu
Is=——, Igy=—"—, 1 = ———.
Yn = Yu-1 Yu+1 — Ya Y2 = Yu+l

Nous demandons ensuite que

;
oE
(4) — 4) . _
proXaE(L, .. Ip) = ié](pr X4Iy) —81 =0

i

oE oF OF OF
— (-xn—l - xn—Z)a_Il' + (xn - xn—l)'a—l‘z' + (xn+1 - x")6_13 + (-xn+2 - xn+1)5}: =0 (45)

Comme ZE, 2, & ne figure pas dans la derniére équation, s, I, I; sont invariants. En-

suite nous appliquons la méthode des invariants & I’équation 4.1 et nous obtenons

dl, dI, dIL
I I L’
Ceci nous meéne aux invariants
Xn—1 — Xp=2 _ Xp = Xp-1 _ Xn+l — Xn
al = — az = -, a3 = ————
Xn — Xp-1 Xn+l — Xp Xn+2 ~ X+l

et nous avons une base pour les invariants donnée par

{I5, 1. I, @y, a3, a3)}.

Nous avons toutefois une base plus pratique donnée par

(n+1) (n+2) (n=1),_ (n+1 (n+2) (n—1)\2 _ (n+2)
{h,,_] oy L D yly Uy e }
] n -1 n 1 ? n -1 )
I 20/ Oy
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que I’on a obtenue par les transformations suivantes :

()

y\r 2 (a'l )

n — Xn— = 1 »
(X - X )y(\”\H) = 20’2 ((110/2 — 9_1)

" nl y(\f' D 1+ an\ Ll Is

(n+2) )
(x, — x 1))’n _ 0 (010’2&3 _ a’laz)

" " y(‘" D 1+ a3\ Islgl; L5l

+1
(xn — x,l—])z (n+1) _ 3a, ((x X )y("; ) 2 )’Er'? )
- v n — An~1 n — An-l ’
yf:l )] XXX 1+a,2 +aa; y&n 19} yft,, 1)
+2 +1
(xn _xn—l)2 (n+2) _ 3a,as (n+2) (n+1)

((x,, - .xn_l)y‘(\‘:_l) - (-xn Xn— l)y(‘:: 1))
y Yx

X

yi"_l) xexo 1+ asz + a3

(n+1) (n-1) ) -
yx’,ltx y." ( —x ) y;j\’ Z(xn - xn—l)z (n+1)
(y(n))z Xn n-1 y(vn 1) (n—-1) Yixx "
(n+2)_ (n—-1) —
y;jrx )yx" _ ((X —x ) yf\’"r) ) Z(x" - xn—l)z (n+2)
) - n n=1"4,71) (n-1) xxx ?
Oxx )? Yx 4
(n+2) (n+1
(xn - xn—l)3 y(,,+2) _ 40(20'3 ((x x )zyt,:rx (x x )2 yt"n ))
L. ) — - XY S — — X1 ,
i"_l) o 1 + a3 + yas + a1ara3 " n yg,"_l) " " yg:' D
(n+2),_( 1) )
yx':cxv (y - _ ( —x ) yfv’j\’ } (x" - xll—1)3 (n+2)
I ) B
Le schéma invariant est alors
() () (n+1) (n+2) (n=1), (n+1) (n+2
oy _ OW o Yo o Y Y HEDeE" i) “46)
xxxx (n— ]) n—1? "M g1 " p-1 (n)\2 :
oY "y Vi Vs 2(yxx)

hn = Chn—l (47)
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4.2 Equation différentielle invariante pour un groupe de dimension 5.

Nous calculons ensuite certains cas de dimension 5 pour la classification de A.Gonzalez-

= x0,.

Lopez, N.Kamran, P.J. Olver!'?. Etudions le cas 5 du tableau 1 .
a.\', X2 = ays X3 = xa,\‘ - yayv X4=an7 X5

X1 =
Nous demandons premiérement que pr'X;E = prX,E = 0 et nous obtenons les

invariants du cas D, , soient
4 r” 1’ 2777
L=y, L=y, L=y", IL=y"".

Nous demandons ensuite que
: OE
4 - 4 ; —
proX:E(L, b, I3, 1) = i§=l (pr'Xs1;) o - 0
J0E OE OFE OE
_2 4 - 3 14 _4 24 — 5 1117 — 0
A T AR T AR A T AR TA

Par la méthode des caractéristiques, on obtient
dly dI, dI; _dl
2, 3L, 4L 5l

et ceci nous méne aux invariants
yll ylll yllll

a = —5, @y = y @3 =
y 3 y’z y 3

On exige ensuite que
OE
—_— =0
da:

1

3
pr9XsE(en, aze3) = ) (proXse)
i=1
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_3yll aE 2ylfl 6E SyI/,’ 6E
2y3 Oy y? By 2y's O -

On peut récrire la derniére équation comme

écra—E+ aa—E-+5a/ OF _ 0
2 1(9, 260.’2 380’3—

et en appliquant la méthode des caractéristiques on a,

da) da, das

30, 3
5a1 2a; 2a3

ce qui nous mene aux invariants

Finalement on doit avoir

prOX.ERB,B) = Z(pr“)m B -

. 330 _10y"OE _
Y Ty ops

.. 5N A . 2 s 5N < .
En divisant la derniére équation par —3y"’3, on peut récrire la derniére équation comme

6E 10 OE
= — 4 — = 0.
B 358,

En appliquant la méthode des caractéristiques on a

B _
TN
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que I’on intégre directement pour trouver I’invariant

yIII/ 5 y

5
II3

5
04 =.32—§.3f:

La base des invariants est donc formée du seul invariant y et I’équation différentielle

invariante est

5 112
22 "3

=cy'3 + =
y Y 3

—, 0l C est une constante. (4.8)
y

On peut la réduire par le changement de variable u=y” a

5 72
. 5%7’ (4.9)

Nous pouvons résoudre la derniére équation et nous obtenons comme solution générale

22 24\
u(x) = ( - CT + §dx + ge) i , oudet e sont les constantes d’intégration. (4.10)

m Etudions le cas 15 du tableau 11'?!; son algébre est donnée par :
Xl = 6x, XZ = ay, X3 = xax, X4=y6y’ X5 = xzax.

Nous demandons premiérement que pr»XE = pr’X,E = 0 et nous obtenons les

invariants du cas D, soient

1117

L=y, L=y’ L=y", L=y

Ensuite nous demandons que

1l
(e}

4
OoF
4) — 4 N
prXzE(y, I, I3, 1) = E (prXs1;) o,

i=]

) OE OE E
’ 2 4 — 3ylll__ _ 4ylllla_

= e a7 an ol



En appliquant la méthode des caractéristiques nous obtenons

dl, dL, dl; _dl,
I, 2L 31 4l

ce qui nous mene aux invariants

Nous exigeons ensuite que

3
JdF
4) — C ) — =
prXoE(ay, az, a3) = E (pr¥ Xaa;) 32, - 0

i=1

<=:>_y_(9E_2y 6E_3y OFE -0
y?oa, y? omy y* das

On peut récrire la derniére équation comme

OE OFE OE
01£+202E+3a3£ = 0.

En appliquant la méthode des caractéristiques on trouve

day da, do

(03] 20’2 30’3
ce qui nous meéne aux invariants
Iz 12,0001
B = yy By = Yy
= yll2 ’ 2 = y//3

On demande finalement que

3

=0
9B;

2
prOXsE@,B) = ) (prXsh)
i=1
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ylzylll _ _)_6_E_ ( yl3yuu /2 77 6E B
y//3 /I aﬁ 2 113 aﬂz

En multipliant la derniére équation par ’y—, on obtient

—

oE
(4ﬂ%—6ﬁ1>5/71+(6ﬁlﬁz 126 )? =

En appliquant la méthode des caractéristiques on obtient I’invariant

B ﬁZ _ 6ﬁ1 + 6 B yIZ 22 6yr H 177 + 6yu3
(21 - 3): @y - 3y"2>%

et I’équation différentielle invariante est

rr 117

y" = > (2y’ " _ 3y 6L - 6y , ol c est une constante.
Y

que I’on peut réduire a 1’équation

u” /3

_ 6—
u u?

C 3 u'u
W= —Quu” - 3u?)? +6
u

en posant u=y’.

m Etudions le cas 24 du tableau 112, son algebre est donnée par :

X = c?x, X; = 6y, X3 = xc')y, X4=x26y, X5 = xﬁx+cxy6y.

78

4.11)

(4.12)

On demande premiérement que prX,E = prX,E = 0 et nous obtenons les invariants

du cas D, ;, soient
rrr

L=y, L=y, L=y" ILL=y

En second lieu nous exigeons que

4
oE oE
DOXELL L, I, L) = D) — = — = 0.
prXsE(L, I, I3, 1y) Z(Pr )61 o, 0
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JE JE OJE

aL> 51,7 o1, M apparaissent pas dans la derniére équation on trouve les trois inva-

Comme

riants

J] — yll, J2 — leI’ J3 — leII.

Troisiement on demande que

3
OFE oE
4) — (4) — —
rYX3E(, 2, J3) = rXsJ; = = 0.
proXsE(, J2, J3) ’E:l(P 3J1) a7, a7
Comme £F, 25 n’apparaissent pas dans la derniére équation, on trouve les invariants

Kl - ylll’ K2 — yIIII.
Finalement on exige que

2
OFE
prPX:E(K, Ky) = E (prYX:K) — = 0.
-

: 3K,
rer OE e 22
4=>(a/—3)y 6_1<1+(a_4)y 6_I<2=0

En appliquant la méthode des caractéristiques a la derniére équation, on a

dy/l/ _ dyuu
(a, _ 3)y/// (a, _ 4)}’"" :

Ceci meéne a I’invariant
rrrr(@=3)

Y

Y = y/n(ar—4)

et I’équation différentielle invariante est

rrrr (a-4)

Yy = ¢y, oll ¢ est une constante. (4.13)
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En posant u=y’”’, cette équation peut-€tre réduite a I’équation du premier ordre

(a-4)

u' = C Y3, (414)

Nous pouvons résoudre la dernieére équation et nous obtenons comme solution générale

cx+ad-3d

a-3
3 ) , oud est la constante d’intégration. (4.15)
a —

u() =
mEtudions le cas 25 du tableau 11'?], le groupe symétrie est donné par
X, =0,, X,, =0y, X3 = x0,, X4=x20,, Xs = x9,+@By+x) 0,

En se basant sur le cas précédent, I’analyse des quatre premier champs de vecteurs nous
donne les invariants

I] — ylll’ 12 — yllll

On exige ensuite que
: OF
C)) — E 4 ) — =
1424 XsE(I],Iz) = i:l(pr XSI,) 61, = 0.

Ceci nous amene a I’équation

oF J0E

3 L _

oI, oh

et en appliquant la méthode des caractéristiques on a



On trouve alors que I’invariant est

et I’équation différentielle invariante est
y" = ce'y'T". (4.16)
En faisant le changement de variable u=y”’, on peut réduire I'équation a
u' = ce’3 4.17)

qui se solution avec

u(x) = —31n( (4.18)

)
cx+d)
Aprés avoir calculé quelques cas provenant de I’article de A.Gonzalez-Lopez, N.Kamran,
P.J. Olver, nous ne parvenons toujours pas  trouver de modéle discret approximant les

équations différentielles invariantes pour les groupes de dimension 5.



CONCLUSION

Depuis les années 1890, la théorie des groupes de Lie s’applique aux équations diffé-
rentielles. Elle fait réfléter les symétries d’une équation. Sophus Lie avait comme objectif
de trouver tous les équations pour une algebre de symétries donnée et vice versa. Il ac-
compli une classification implicite des groupes de symétries des équations différentielles
ordinaires dans le cas de variables complexes. Dans un premier temps nous avons utilisé
cette classification pour calculer les équations différentielles invariantes pour une algebre
de symétries donnée. Pour ce faire nous avons utilisé la théorie des prolongations et les
calculs se font trés bien dans tous les cas. Parallélement nous voulions trouver les sché-
mas discrets invariants pour les mémes symétries, ce que nous avons réussi dans les cas
3 une ou deux dimension. Pour ce qui est des dimensions supérieures, il arrive qu’il soit
possible de les trouver, mais certains cas sont tout simplement trop complexes. Ensuite,
nous utilisons la classification a A.Gonzalez-Lopez, N.Kamran, P.J. Olver pour le cas
réel et des groupes de dimension 5. Encore une fois on peut calculer relativement bien
les équations différentielles invariantes, mais les schémas sont trop difficile a obtenir.
Les schémas donnés ici ne sont pas les plus généraux. Dans le cas de calculs numé-
riques il faut faire un choix, le maillage uniforme n’est pas nécessairement le meilleur
choix. Les schémas numériques deviennent trés intéressants quand on ne peut intégrer
analytiquement et explicitement.

Tl est aussi intéressant de noter I’article de A.Bourlioux, C.Cyr-Gagnon, P.Winternitz!!!!
dans lequel ils traitent numériquement des schémas du deuxiéme et troisiéme ordre.
IIs montrent que leurs méthodes numériques pour résoudre ces schémas approximant
des équations différentielles donnent de meilleurs résultats que pour certaines méthodes
standards. Ils montrent par exemple que pour des solutions avec singularité, leurs mé-
thodes de calcul permet d’avoir des résultats au-dela la singularité, ce que les méthodes
standards ne permettent pas. Nous espérons donc amener des résultats pouvant aider a

poursuivre ce travail.
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