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RESUME

Ce mémoire porte sur une méthode d’approximation connue en mécanique quan-
tique, qui sert & estimer 1’état quantique d’un systéme pour lequel on ne peut
résoudre 'équation de Schridinger : I’ approzimation adiabatique.

Plus précisément, dans ce mémoire, nous considérons un nouveau développe-
ment servant 4 écrire ’état quantique d’un systéme comme une série ; un développe-
ment permettant une interprétation nouvelle et élégante des termes le constituant.
L’étude de la convergence de ce nouveau développement nous améne & considérer
les conditions de validité de 'approximation adiabatique. Entre autres, nous pou-
vons observer le réle du temps sur la validité de ’approximation adiabatique et en
conclure que celle-ci n’est valide que pour une certaine durée de temps. Mais la
durée de temps pendant laquelle I'approximation adiabatique est valide varie selon
la lenteur avec laquelle le systéme sous étude évolue; et ce d’une fagon qui respecte
'idée de ’approximation adiabatique.

Egalement, nous commentons une récente controverse portant sur la conception
"conventionnelle" (i.e. habituelle, acceptée) de 'approximation adiabatique. Plus
précisément, certains chercheurs ont récemment remis en question la validité du
critére "standard" supposé nous indiquer s’il est correct d’utiliser 'approximation
adiabatique pour estimer I’état quantique du systéme qu’on étudie. Nous analysons
leur argument en nous placant dans le cadre d’un systéme concret, ce qui nous
permet de comprendre certaines subtilités du lien qui unit le critére "standard" et

I’approximation adiabatique.

Mots-clés : physique théorique des particules, mécanique quantique, théoréme

adiabatique, approximation adiabatique.



ABSTRACT

In this thesis we study a well-established approximation method in quantum me-
chanics used to estimate the quantum state of a system for which we cannot solve
the Schridinger equation: the adiabatic approzimation.

More precisely, we consider a new way to write the quantum state of a system
as an expansion that yields a new, intuitive and elegant interpretation. The study
of the convergence of this expansion allows us to investigate under which circum-
stances the use of the adiabatic approximation is justified. Among other things,
we can observe the influence of the duration of the time evolution of the system
on the validity of the adiabatic approximation, from which we conclude that it is
not valid for all time, but only for a certain limited time interval. Nevertheless,
the time duration for which the adiabatic approximation is valid varies with the
slowness of the time evolution, in a way which agrees with our intuitive notion of
the adiabatic approximation.

Also, we comment on a recent controversy about the conventional approach to
the adiabatic approximation. More precisely, some researchers have claimed that
a "standard" criterion of validity of the adiabatic approximation is in fact insuffi-
cient, concluding that the adiabatic theorem has an "inconsistency". We analyse
their argument in the context of a concrete system, allowing us to understand the
subtleties of the connection between the "standard" criterion and the adiabatic ap-

proximation (the connection being less direct than claimed by these researchers).

keywords: theoretical particle physics, quantum mechanics, adiabatic theo-

rem, adiabatic approximation.
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INTRODUCTION

En mécanique quantique, la dynamique des systémes fermés est gouvernée par

I’équation de Schrédinger :

o d .
ih—¥) = H(t) [4) (1)

ou H (t) est le Hamiltonien du systéme et 1), vecteur dans un espace de Hilbert,
représente 1’état quantique du systéme. La résolution de cette équation nous donne
I'état du systéme |i(t)), 'objet d’intérét en mécanique quantique qui nous sert a
prédire les résultats possibles lors d’une mesure (au temps t) d’une observable ainsi
que les probabilités relatives associées & ces résultats. Dans un contexte général, le
Hamiltonien H (t) est un opérateur qui peut dépendre du temps ¢, et I’équation de
Schrédinger peut s’avérer trés difficile a résoudre. En fait, avec un Hamiltonien qui
dépend du temps, il existe trés peu de systémes réels pour lesquels on peut résoudre
exactement ’équation. Par contre, dans certains cas, on peut utiliser des méthodes
d’approximation pour trouver I’état |1(t)). Deux d’entre elles sont la théorie des
perturbations et ’approximation soudaine (lors d’un changement brusque du Ha-
miltonien, sur une courte durée). Ce mémoire, quant a lui, porte sur une autre de
ces méthodes : ’approrimation adiabatique.

Dans certains cas (i.e. pour certains systémes), on peut utiliser ’approximation
adiabatique afin d’estimer I’état quantique du systéme : [¢(t)). L’expression "dans
certains cas" sous-entend qu’il existe un critére pour discriminer les systémes pour
lesquels on peut utiliser I’approximation adiabatique des autres systémes pour les-
quels on ne peut pas. Au premier chapitre de ce mémoire, nous présenterons un por-
trait de I’approximation adiabatique et nous commenterons une récente controverse
sur le critere "standard" supposé nous indiquer si on peut utiliser 'approximation
adiabatique pour approximer I’équation de Schrodinger.

Le reste du mémoire constitue une étude sur les conditions de validité de I’ap-

proximation adiabatique. Plus précisément, notre analyse sera faite en considérant



de fagon indépendante 'effet (sur la validité de I’approximation adiabatique) de la
durée de l'intervalle de temps sur lequel on considére le systéme. Pour ce faire nous
procéderons comme suit :

Au chapitre 2, nous présenterons un développement qui constitue une nouvelle
fagon d’écrire ’état quantique |1(t)) d’un systéme. Il s’avére que ce nouveau dé-
veloppement constitue un outil trés utile pour étudier les conditions de validité de
I’approximation adiabatique.

En effet, au chapitre 3, nous étudierons les conditions sous lesquelles le dévelop-
pement présenté au chapitre 2 converge. Cette étude de convergence nous permettra
du méme coup d’observer les conditions de validité de I'approxmation adiabatique
et, entre autres, le réle joué par la durée de l'intervalle de temps considéré dans
cette histoire.

Nous finirons, au chapitre 4, par vérifier nos conclusions en étudiant un systéme
concret pour lequel on peut résoudre exactement 1’équation de Schrodinger : un
objet de spin-1/2 plongé dans un champ magnétique homogéne tournant autour

d’un axe fixe.
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CHAPITRE 1

DU THEOREME ADIABATIQUE A L’APPROXIMATION
ADIABATIQUE

L’approximation adiabatique est basée sur une propriété des systémes quan-
tiques nommeée a toutes fins pratiques : le théoréme adiabatique. Le théoréme adia-
batique est parfois attribué a Paul Ehrenfest, mais la premiére preuve du théoréme
dans le cadre de la mécanique quantique moderne fut donnée par Max Born et
Vladimir Fock en 1928 [1]. Qualitativement, ce théoréme stipule que : pour un
systéeme fermé dont le Hamiltonien varie infiniment lentement ("varie infiniment
lentement” devra étre précisé quantitativement), l’évolution de l’état du systéme
dans le temps préserve les sous-espaces spectrauz associés a chaque valeur propre
du Hamiltonien. Autrement dit, un état du systéme appartenant initialement (&
t = 0) & un sous-espace spectral associé a une certaine valeur propre du Hamil-
tonien évoluera vers un état appartenant au sous-espace correspondant au temps
t.

Mathématiquement, le théoréme s’exprime comme suit.! Considérons un sys-
téme décrit par un Hamiltonien H(t) variant infiniment lentement. Cette condition
peut s’écrire comme ceci. Soit H(s), un Hamiltonien sans dimension, fonction d’un
paramétre sans dimension s. Cet Hamiltonien sans dimension est relié au Hamil-

tonien du systéme de la facon suivante :
H(t)= EH(t/T) (1.1)

ou E est une constante non nulle ayant des dimensions d’énergie et 7' un paramétre
ayant des unités de temps. (Notons les "chapeaux" et les tildes qui différencient les
fonctions.) Ici, le paramétre T est relié a I’échelle de temps sur laquelle 'opérateur

change ou, autrement dit, & la "vitesse" avec laquelle 'opérateur H(t) change dans

'Nous suivons Pargument de A. Messiah ici [2].



le temps. En prenant la limite T — oo, on arrive & représenter un Hamiltonien
H(t) variant "infiniment lentement".

Maintenant, voici Ey(t), Es(t),. .., E;(t), ..., ’ensemble des valeurs propres ins-
tantanées (au temps t) du Hamiltonien du systéme H(t) et Py(2), Py(2), .. ., Pi(t), ...
les projecteurs vers les sous-espaces associés. (Quoi que pas nécessaire, nous faisons
ici 'hypothése d’un spectre discret pour simplifier.) A ces quantités, on peut asso-
cier respectivement les quantités sans dimension €,(t/T), e2(t/T), . ..,€;(t/T), ...,
et Py(t/T), Py(t/T),..., P;(t/T),..., ou €j(t/T) = E;(t)/E. Si on peut faire les
deux hypothéses suivantes :

1) les valeurs propres €;(s) demeurent distinctes sur tout l'intervalle et,

2) les dérivées dP;(s)/ds et d*P;(s)/ds® existent et sont continues sur l'inter-

valle, alors, le théoréme adiabatique s’exprime comme suit? :

Jim 0(¢/T)P;(0) = By(¢/T) Jim 0(¢/T). (12

ou U(t/T) est opérateur d’évolution associé au Hamiltonien sans dimension H (t/T').

Donc, si le systéme est initialement dans un état propre |0(0)) (qui n’est pas
nécessairement 1’état fondamental) d’un tel Hamiltonien, associé & la valeur propre
Ey(0), le théoréme adiabatique nous indique qu’il évoluera au temps t vers ’état
|0(¢)) associé & la valeur propre FEy(t) qui se déduisent par continuité & partir de
|0(0)) et Eo(0). On peut dire que |0(¢)) et Fo(t) sont les homologues de |0(0)) et
E4(0) par rapport au spectre.

2Une preuve rigoureuse de ceci se trouve dans [2].



1.1 Vers Papproximation adiabatique

Quoique trés puissant, le théoréme adiabatique en tant que tel est trés peu utile
car aucun systéme réel ne varie infiniment lentement. Par contre, si le Hamiltonien
du systéme varie suffisamment lentement, il est possible d’approximer 1’évolution
de I'état dans le sens du théoréme adiabatique : c’est 'approximation adiabatique

(voir la figure 1.1).

E(t)

0 - t
[w(0)> =10(0)> \W(T)> = |0(T)>

F1G. 1.1 - Illustration de ’approximation adiabatique. Si on commence dans un état
initial |1(0)) = |0(0)) associé a I’énergie Ey(0) et que le Hamiltonien du systéme
varie suffisamment lentement, alors 1’état du systéme évoluera (4 une phase prés)
au temps T vers 'état |¢(T)) =~ |0(T")) associé a Iénergie Eo(T') qui se déduit de
Ey(0) par continuité.

On peut considérer I’approximation adiabatique de la fagon suivante. Exprimons



Pétat d’un systéme au temps ¢ comme? :
() = 3 am(t)e™ o Fn ) m (1)) (1.3)

ou [m(t)) sont les états propres orthonormés du Hamiltonien H(t), E,,(t) les valeurs
propres et a,,(t) des coefficients & déterminer. Pour simplifier les explications, nous
ferons 'hypothése d’un spectre discret et non-dégénéré. On considére également
un Hamiltonien qui évolue trés lentement afin de se placer dans le contexte d’une
évolution adiabatique. Physiquement, on considére comme évoluant lentement les
systémes pour lesquels le temps caractéristique de changement du Hamiltonien dans
le temps est beaucoup plus grand que l'inverse de la fréquence de Bohr entre deux
niveaux. Une fagon de comprendre ceci est qu’un Hamiltonien ayant, par exemple,
une fréquence de changement comparable & la fréquence de Bohr entre deux niveaux
pourrait engendrer une résonance quant a la probabilité de transition entre ces deux
niveaux. (On peut penser a ceci en termes de théorie des perturbations.)
On peut maintenant utiliser la liberté dans le choix de la phase des états propres
pour imposer :
(m(t)|m(t)) =0V m,t (1.4)

ol |r(t)) = 4 |m(t)). Si ensuite on insére I'état [4)(t)) dans 'équation de Schré-

dinger et qu’on frappe des deux cotés avec (n(t)|, on trouve :

() = — 3 am(t) (n(t)] rn(t)) e o & (Bmlt)=Bu(t) (1.5)

m#n

qu’on peut intégrer de 0 & ¢ pour obtenir :
t ; tl " 7 "
an(t) = an(0) — > / dt’ an(t') (n(t)| m(t')) e~ Jo & EnED=E) (3 )
0

Si on était initialement (& ¢ = 0) dans un état propre du Hamiltonien, disons |0(0))

3Pour le reste de ce mémoire, nous travaillerons avec les unités naturelles # = 1.



A
)

(qui n’est pas nécessairement ’état fondamental), alors a,,(0) = &,,0 (ot & est le

delta de Kronecker) et on obtient :

3 ; t, 1 " "
an(t) = 6o — Y /0 dt' am(t) (n(t)|(t)) e Jo & Eml)=En(t)), (1.7)

Cette équation intégrale n’est évidemment pas satisfaisante car on a a,(t) en fonc-
tion des a,,(t) qu’'on ne connait pas et qu’on essaie justement de résoudre. Par
contre, il existe une facon d’approximer a,(t). Il s’agit d’obtenir une solution itéra-
tive en remplagant les a,,(t) dans (1.7) par la forme obtenue pour a,(t) dans cette

méme équation et de recommencer le processus. On peut obtenir la solution ordre

par ordre :
a’gto}(t) = 5710 (18)
¢ . et " "
a(t) = —/ dt' (n(t')|0(t)) e~ Jo @’ (Bolt")=En(t")
0
¢ et " "
a@t) = — % [ dt a(¢) n(t) () o 4 En)=E)
0

m#n

Qualitativement, si les termes deviennent de plus en plus petits, on aura un dé-
veloppement perturbatif et on pourra calculer notre solution jusqu’a I’ordre désiré
et couper le reste de la série. Pour un Hamiltonien qui évolue trés lentement, on
s’attend intuitivement a ce que les états propres |m(t)) changent trés lentement et
donc que (n(t')| m(t')) <« 1 pour n # m (et pour toute la période de temps o ’on
considére le systéme?). Ainsi, un terme d’ordre j contiendra j facteurs d’espéce
(n(t")| m(t')) et on peut s’attendre a ce que, grossierement, les termes deviennent
de plus en plus petits et que la série converge. Plus précisément, si on regarde

par exemple le terme de premier ordre pour n # 0, on voit qu’on peut le réécrire

4Cette question sera adressée plus en détails au chapitre 3.



comme .

_ b (n(t’)|0(t')) __d_ —i Otl " (Eo(t")—En(t"))
a.’(t) “/o dt i(Eo(t') — En(t)) dt'(e Jo e ) (1.9)

qu’on peut intégrer par parties pour obtenir :

ceth " t t . pt! " " d
a,sll) (t) — [Fno(tl) e—-l fO dt UOn(t ):| — / dtl 6—1‘ f()t dt wOn[.t )@Fno(tl) (1.10)
0 0

ot Fro(t') = (228N 5) et won(t”) = Fo(t”) — Ea(t"). Si on pense & Foo(t')
comme une fonction & peu prés constante dans le temps ou, du moins, qui varie
trés lentement (et ce parce que H(t) varie trés lentement), alors £ Foo(t') est ex-
trémement petit ; et il est bien connu que pour une fonction complexe g(t) continue

sur son intervalle d’intégration [a, ] :

b b
Aamﬂslmmm« (111)

Les états et valeurs propres étant continus par hypothése et Eo(t") # E,(t"), (n #

0), il s’ensuit que :

ot m d
e—zfo dt"’ won(t )@Fno(t/)l

L . l, 1 1 t
/Wf%“W“iMM’S/“
0 0

ar
i

- / dt’
0

Si Fno(t') varie suffisamment lentement, le deuxiéme terme dans (1.10) sera né-

a4
dt

F, (t')‘. (1.12)

gligeable par rapport au premier et on voit que |a{"(t)] ~ O(|F|). Le terme de
premier ordre sera négligeable si |Fi,o(t')| < 1 et, de fagon plus générale, les termes

d’ordres supérieurs seront négligeables si :

(n(@")|(t'))
Em (tl) - En (tl)

| Frm (8)] =

( <1Vn,mt. (1.13)



Dans de pareilles circonstances, on a une évolution adiabatique :
(1)) = e Jo % B o (1)) = 0@ () | = 1, (1.14)

qui est reconnue comme |’approximation adiabatique.

L’inégalité (1.13) est, quant a elle, reconnue comme étant le critére "standard"
pour vérifier le degré d’adiabaticité ou, en d’autres mots, la lenteur de 1’évolution
du systéme; information capitale pour savoir si on peut utiliser 'approximation

adiabatique pour estimer I’état du systéme étudié.

1.2 Précisions sur 1’utilisation du critére

Il y a quelque temps, certaines personnes [9-11] ont travaillé sur ou commenté
une "défectuosité" dans le critére (1.13) qui s’avére étre, aprés analyse, une restric-
tion quant a ’utilisation de cette expression comme critére pour vérifier le degré
d’adiabaticité ou encore la lenteur du Hamiltonien du systéme. Voici 'argument de
quelques-uns d’entre eux (D.M. Tong, K. Singh, L.C. Kwek & C.H. Oh, voir [11])
présenté dans un contexte général.

Tong et al. considérent deux systémes, a et b, décrits respectivement par les

Hamiltoniens H°(t) et H°(t) qui sont reliés par la transformation :
Hb(t) = —U°T () Heo(t)Ue(t), (1.15)

out U%(t) est 'opérateur d’évolution du systéme a. On fait I’hypothése que le sys-
téme a respecte l'inégalité (1.13), équation & laquelle nous référerons maintenant
comme étant le critére a priori. Les auteurs de [11] démontrent ensuite que si le
systéme a respecte le critére a priori, alors, automatiquement, étant donné le lien
qui les unis, le systéme b le respecte aussi.

Pour que le critére a priori soit adéquat, on doit avoir I'implication suivante.

Pour un systéme décrit par H(t) et initialement dans |0(0)) qui est état propre de
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H(0), alors :
critére a priori satisfait par le systéme =  [(0(t)|¥(¢)) | =~ 1. (1.16)

pour un t > 0 (o |1)(t)) est (comme toujours) ’état du systéme au temps t).
Nous référerons au coté droit de (1.16) comme étant le critére a posteriori (qui est
nul autre que I’approximation adiabatique). On donne le nom de critére a priori
a l'inégalité (1.13) car cette inégalité se veut un critére pour déterminer si on
peut utiliser ’approximation adiabatique (pour estimer ’état du systéme) dans
une situation ou l'on est incapable de résoudre I'équation de Schrodinger. Le coté
droit de (1.16), quant a lui, est appelé le critére a posterior:i car on ne peut le
vérifier qu’aprés avoir résolu ’équation de Schrédinger. Bien entendu, si on peut
résoudre I’équation de Schrédinger, I'approximation adiabatique devient inutile car
on a dés lors accés & I’état exact. Par contre, dans cette analyse, il sera ultimement
question de systémes pour lesquels on peut résoudre ’équation de Schrodinger ; et
donc, on pourra "vérifier" le critére a posterior: pour ces systémes et la véracité de
I'implication (1.16).

Or, pour en revenir a I'argument de Tong et al., ils démontrent que si les critéres
a priori et a posteriori sont satisfaits par le systéme a, le systéme b, quant & lui,
peut ne pas respecter le critére a posteriori malgré le fait qu’il respecte le critére
a priori. En d’autres mots, le sytéme b peut respecter le critére (1.13) mais ne pas
évoluer de fagcon adiabatique (comme l'indique ’équation (1.16)).

Le fait le plus important & noter ici est que le critére (1.13) ne s’applique pas
de fagon pertinente & n’importe quel systéme. On ne peut pas appliquer le critére
machinalement au systéme sous étude pour en déduire, si le critére est satisfait,
qu’on peut utiliser ’approximation adiabatique pour estimer 1’état du systéme.
Lors de la dérivation du critére mathématique (1.13), le Hamiltonien du systéme
était déja considéré comme étant un Hamiltonien qui évolue lentement. Et cela
s’avére étre d’une grande importance dans la dérivation du critére.

Ce qui est important pour se placer dans 'esprit d’un systéme qui évolue len-
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tement, c’est que le temps caractéristique de changement du Hamiltonien 7 soit
beaucoup plus grand que I'inverse de 1'énergie caractéristique E du spectre (1'ordre
de grandeur de I’énergie entre deux niveaux consécutifs du spectre). De cette fa-
¢on, la variation du Hamiltonien ne pourra pas provoquer de résonance quant a
la probabilité de transition entre deux niveaux, (on peut penser & ceci comme on
le fait dans la théorie des perturbations dépendantes du temps). Dans ce cas, on
a un systéme qui évolue lentement et un critére @ priori respecté impliquera une
évolution adiabatique.

Le point amené par Tong et al. est sans contredit une restriction importante
quant a I'utilisation de (1.13) comme critére pour savoir si on peut utiliser I’approxi-
mation adiabatique. Mais voyons cela plus en détails en se placant dans le cadre

d’une situation concréte. Cela nous permettra d’analyser ce qui se passe réellement.

1.3 Analyse d’un exemple concret

Voici le méme argument placé dans le contexte d’un des rares systémes réels
dépendant du temps dont I’équation de Schrédinger se résout exactement : une par-
ticule de spin-1/2 plongée dans un champ magnétique homogéne tournant autour
d’un axe fixe.

Le Hamiltonien d’un tel systéme s’écrit :

A

H(t) = —§ - B(t) (1.17)

ou S est le vecteur de spin, B(t) le champ magnétique et v une constante (non-
nulle) propre a la particule physique étudiée. Si la magnitude du champ magnétique
est constante dans le temps (ce qui sera le cas dans cet exemple), alors B(t) s’écrit
comme B(t) = Bi(t) ot B est la grandeur du champ et #(t) un vecteur unitaire
pointant dans la direction du champ. Avec ceci, le Hamiltonien devient :

3 wo

H(t) = =35 -9(t) (1.18)
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ol wg = 7B est une constante qui s’avére étre la fréquence de Bohr liée aux deux
états propres du systéme et & un vecteur contenant les matrices de Pauli. Comme
tout juste mentionné, ce systéme posséde (& un t donné) deux états propres de
valeur propre £% et qui correspondent physiquement au spin aligné et anti-aligné
avec le champ magnétique.

Sans perdre de généralité, nous pouvons définir :
¥(t) = (sin @ cos wt,sin @ sin wt,cos 6) (1.19)

qui correspond a un champ magnétique incliné d’un angle 6 par rapport a Z et
tournant a fréquence w autour de 'axe 2. A t = 0, le champ magnétique est dans

le plan zOz (voir la figure 1.2).

Z

ot

B, (1)

FiG. 1.2 - Champ magnétique homogéne tournant autour d’un axe fixe. Initiale-
ment, le champ magnétique est dans le plan z0y (pour 8 # 0).
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Avec ceci, le Hamiltonien devient :

~

H(t) = —% (0, sin 6 cos wt + oy, sin @ sin wt + o, cos ). (1.20)

On peut maintenant résoudre ’équation aux valeurs propres H(t) [p(t)) = E(t) |o(t))
pour trouver les états propres d’énergie au temps ¢t. Dans la base naturelle de o,,

|£),, les états propres s’écrivent :

St A cwt 0
|—(t)) = ez cos§ |+)z+617 sin§ ]—)z — E_(t)= _%

o E+(t)=+%9 (1.21)

v 0 w 0
l+(t)) = —e**sin 5 |+), + % cos 3 |—),
et on remarque que les énergies propres du systémes ne dépendent pas du temps.
On peut également, comme nous I’avons déja dit, résoudre ’équation de Schro-

dinger pour trouver I’opérateur d’évolution U(t) du systéme :

iiU(t) = H(t)U(t). (1.22)

Pour ce faire, notons tout d’abord que, grice aux relations de commutation des

matrices de Pauli, [%, %] =4 €k, On peut écrire :

5072
o gy . _jwty Oz wt
= cos wt+ L sin wt = e 2% Zet20"
2 2 2
o O . —ily Oz ;0
72 cos 0 + ?I sinf = e ’2“1'—236’2"!'. (1.23)

Ceci nous permet de réécrire le Hamiltonien comme :

swit

H(t) = —wp (6—17@6—1'%%) % (ei%"”ei%‘“) . (1.24)

wt

En posant ensuite la forme U(t) = e *2% W (t) et en insérant dans (1.22), on

arrive 4 une équation de Schrédinger pour W (t) avec 1’équivalent d’un Hamiltonien
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constant :

d - .
i%W(t) = — {(wp cos @ +w)% + (wp sin 9)% W (t) (1.25)

L — v
'

~

H., ind. du temps

qu’on sait résoudre :
I/i/(t) - ei%‘[a; cos 3+05sin f] (126)

oll w cos ff = (wp cos O +w), w sin §=wp sin f et w= \/w§+2w0w cos 0 + w?.

On obtient finalement ’opérateur d’évolution :

. s wt

U(t) _ e—z—i—azei%‘[az cos f+ozsin ﬁ]’ (127)

et ceci termine la présentation générale de la situation.

Maintenant, revenons & l’argument de Tong et al. Nous considérerons donc
deux systeémes, a et b; et nous dénoterons d’un indice a les objets et quantités
appartenant au systéme a et d’un indice b ceux qui appartiennent au systéme b.
Le systéme a est décrit par le Hamiltonien H%(t) = —2G - *(t) avec U°(t) =
(sin €, cos w,t,sin 6, sin w,t,cos 6,). L’opérateur d’évolution est, comme exprimé
en (1.27) :

Ua(t) — ¢ 180z o1 Tf [0z cos fatozsin fa] (1.28)

Si on vérifie 'expression (1.13) pour le systéme a, on trouve :

w, sin 6,

‘ (+e®) ") | _ |1+ ) | <1 (1.29)

Ea(t) — E4(t)| |E(t) — E=(t)

2(.()0

On peut donc prendre : |(w,/wp) sin 6, < 1 comme étant le critére a priori. Le

critére a posteriori (coté droit de (1.16)) pour un état initial [)*(0)) = |+*(0)) est
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quant & lui :

@9 @) = [+ @) O (e )+a(0)>\=J1—<i"—“—g—:ﬁ) sin? %2 1,
(1.30)

qui revient & : ’(wa/wa) sin 6, sin 2t

satisfait. Maintenant, pour que le critére a priori soit adéquat, on voudrait que :

W, Sin G, wysin 8, . wyt
_ 2 sin —

<1 =

< 1. (1.31)

Wo Wa

Pour que cette implication s’impose & un ¢ quelconque, il faut que |w,| > |wol. Or,

étant donné que w, = \/wg + 2wow, cos B, + w?, ceci n’est pas garanti. Effective-
ment, on peut prendre wp > 0 qui est I'échelle d’énergie du systeme et 0 < 6, < 7
(si ce n’est pas le cas, on peut réarranger notre systéme d’axes pour que ce soit le
cas). Par contre, on ne peut pas exiger w, > 0 si on veut rester dans un cas géné-
ral. Autrement dit, on ne peut pas imposer une direction a la rotation du champ
magnétique. Pourquoi cela? On aurait tendance & penser qu’il n’y a pas d’impor-
tance a accorder au sens de rotation du champ magnétique. Surprenamment, le
signe de w, a une importance pour la vérification de "implication (1.31). Avec la

définition de w,, il est clair que :
we >0 = We > Wo, (1.32)

et, donc, si w, > wp, alors un systéme qui satisfait le critére a priori satisfera
également le critére a posteriori. Par contre, si w, est négatif, alors il est possible
que @, < wy; et dans ces circonstances, il est possible que le critére a priori soit
satisfait, mais non le critére a posteriori. Ce serait le cas par exemple si w, = —wy.
Dans ce cas :

W, = woy/2(1 — cos 6,). (1.33)

Et donc, pour certaines valeurs de 6,, on a w, < wp et I'implication (1.31) n’est

pas nécessairement respectée. Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin.



16

Examinons maintenant le systéme b. Etant donné les lien entre H(¢) et H°(¢)

les deux matrices auront les mémes valeurs prorpes :

det(H(t) — \) = det(=U (&) H*(t)U%(t) — A)

~

det(H®(t) — \) = det(U(¢

= det(—H(t) — ). (1.34)

On sait que pour une matrice diagonalisable A/, il existe une matrice inversible P
et une matrice diagonale D telles que P~'MP = D ol les élements diagonaux de
D sont les valeurs propres de M. Donc, les valeurs propres de H®(t) seront celles de
He4(t), mais avec un signe opposé. Mais comme les valeurs propres de H *(t) sont
+%%, on en conclut que H 5(t) a les mémes valeurs propres.

Egalement, étant donné la forme de U%(t) en (1.28) et celle de H%(t) en (1.24),

alors :
Ho(t) = —U“(@)H(t)U(t) (1.35)
_ _;‘)0 (e—ilzq—t[a; cos fa+0ozsin ﬂa]e—ig—z“-ay) (—Uz) (eig—z‘iayeimT‘”[o'z cos fBa+0ozsin ﬁa]) ]

De la forme de H*(t) en (1.35), on déduit qu’on peut également I’écrire comme :

n w

Hb(t) = —-225 0 (1.36)
ot le vecteur ¥°(t) est le vecteur —2 sur lequel on a effectué d’abord une rotation
d’un angle 6, autour de ’axe y puis une rotation d’un angle w,t autour de ’axe
4 = (cos ;) £+ (sin 3,) &. Donc, dans le systéme b, ’angle d’inclinaison du champ

par rapport & ’axe de rotation est :

8, = arccos|((cos B.) 2+ (sin ,) Z) - (—(cos 0,) 2 — (sin 6,) il]

3 #(0)

= arccos[cos(—f,; + 0,)] = 0o — fa (1.37)
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et la fréquence de rotation du champ magnétique est w, = —w, (le signe négatif

vient du fait qu'on veut 0 < 6, < 7 ; voir la figure 1.3).

FiG. 1.3 - Direction du champ magnétique homogéne tournant autour d’un axe
fixe dans le systéme b. Le vecteur #°(¢) tourne autour de l'axe —u (qui est dans
le plan zOz) avec une fréquence négative. On a effectué une rotation du systéme
d’axes de 7 autour de I’axe y pour faciliter la visualisation de la situation.

La grande similarité entre les deux systémes nous permet de deviner tout de
suite les expressions des critéres a priori et a posteriori pour le systéme b. Aprés
tout, ces quantités ne devraient pas dépendre du systéme d’axes utilisé et les ex-
pressions devraient ressembler & celles du systéme a. De (1.29) et (1.30), on déduit
que les expressions pour les critéres a priori et a posteriori du systéme b sont

respectivement, :

wy sin Gy wpsin 6, . wyt
_ sin

<1 et

< 1. (1.38)

Wo Wy

Si, afin de faire maintenant le lien entre les critéres des deux systémes, on réécrit

les expressions (1.38) en termes des quantités appartenant au systéme a, on obtient
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pour le critére a priori :

W, sin(f, — fa) _ |wa(sin Pa 08 O — sin Ga cos ) (1.39)
wo wo
w, sin 6,
T T e
< 1 (1.40)

qui est la méme expression que pour le systéme a. Donc, comme dit dans la présen-
tation de I'argument dans un cadre général a la section précédente, si le systéme a
satisfait le critére a priori, alors, automatiquement, le systéme b le satisfait aussi.

Maintenant, on veut réécrire ’expression du critére a posteriori pour le systéme
b en termes des quantités du systéme a. Si on développe w,, on s’aper¢oit que

Wy = W,. Avec ceci, le critére a posteriori du systéme b devient :

|sin 6,| < 1. (1.41)

En observant les expressions pour les critéres des deux systémes, on s’apercoit
que si w, <K wyp et sin §, ~ 1, alors le systéme a respecte les critéres a priori et
a posteriori ; mais le systéme b, quant & lui, respecte le critére a priori, mais non
le critére a posteriori (comme présenté a la section précédente). Ceci laisse donc
croire qu’un critére a priori respecté ne garantit pas une évolution adiabatique
du systéme. En fait, la démonstration de ceci par 'argument de Tong et al. est
assez marquante! Par contre, il faut se rappeller que, quand nous avions dérivé
le critére a priori (voir (1.13)), nous nous étions déja placés dans le cadre d’un
systéme qui évolue lentement dans le temps. Intuitivement, on peut penser & un
systéme qui évolue lentement comme un systéme pour lequel I'échelle de temps
caractéristique de changement du Hamiltonien dans le temps 7 est beaucoup plus
grande que l'inverse de I’échelle d’énergie caractéristique E. Voyons ce qui en est
pour nos deux systémes sous les conditions délicates w, < wyg et sin 6, ~ 1.

On peut prendre comme échelle de temps caractéristique de changement dans
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le temps des Hamiltoniens H(t) et H®(t) linverse des fréquences de rotations
des champs magnétiques, soient 7, = 1/w, et 7, = 1/wj respectivement. L’échelle
d’énergie caractéristique E étant évidemment wy pour les deux systémes. Sous les
conditions w, < wp et sin f, ~ 1, on a donc 1/wy K 1/w, et w, = wy pour le
systeme a ; qui respecte bien notre idée d’un systéme qui évolue lentement dans le
temps. D’ailleurs, le systéme a respecte les critére a priori et a posteriori.

Pour le systéme b, on se rappelle d’abord ’expression de son angle d’inclinaison :

6, = 6, — 3, avec (B, = arcsin(“2 sin 6,). Si w, < wy, étant donné la définition de
Wa

Wa, (W = \/wg + 2wow, cos 8, + w?2), alors on a w, = wp. Dans ce cas, [, =~ 0, et
on en déduit que 8, < 1 (voir la figure 1.3). Ceci veut dire que le champ magnétique
dans le systéme b est trés trés prés de son axe de rotation. De plus, étant donné
que wp = —1,, et que, sous w, K wp, ON a w, = wy, alors w, =~ —wg. L’échelle
de temps |7| est de I'ordre de grandeur de I’énergie caractéristique wq et donc, le
systéme b ne respecte pas notre idée intuitive d’un systéme qui évolue lentement !
En fait, le systéme b n’évolue pas lentement (car |wy| ~ wp), mais il change trés
peu de fagon absolue (car 6, < 1).

L’expression du critére a priori pour le systéme b est la suivante :

in 6
DI &1, (1.42)

Wo

que nous nous permettrons de réécrire ici comme :

1 N

(—) - variation absolue de H®(t)| < 1. (1.43)
o/~ ~ .

H,—b-/ sin ab

Qu’est-ce que cela nous dit ? En fait, c’est que le critére a priori |-E(""T((::;—-—'—_'%5%I—()Z—,5} < 1,

contient une partie qui est influencée par la variation absolue du Hamiltonien ; ce
qui n’a rien & voir avec la "vitesse" de son évolution dans le temps. Autrement dit,

le critére a priori ne discrimine pas les systémes évoluant lentement des systémes
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variant rapidement, mais peu de fagon absolue. Dans le cas du systéme b, E1, ~ 1,
mais le Hamiltonien H*(t) ne variant que trés peu de fagon absolue (8, < 1) fait
en sorte que le critére a priori est satisfait.

Il faudrait donc s’assurer que le systéme qu’on étudie respecte bel et bien 'idée

d’une évolution lente :

’(%)’ <1 (1.44)

avant d’utiliser le critére a priori.

1.4 En terminant le portrait de I’approximation adiabatique

En terminant, il n’est pas impertinent de noter que la plupart de la littérature
portant sur ’approximation adiabatique ne fait pas de différence explicite entre
théoréme adiabatique et approximation adiabatique et on utilise I’un ou I'autre des
deux termes (I’approximation adiabatique découlant directectement du théoréme
adiabatique comme nous 1’avons vu).

Le théoréme adiabatique (ou l’approximation adiabatique) a de nombreuses
applications en physique. Les plus fameuses sont la transition de Landau-Zener,
liée & la théorie des croisements de niveaux d’énergie dans les molécules ("theory of
energy levels crossings") [12], le théoréme de Gell-Mann-Low en théorie quantique
des champs [13] ainsi que la phase de Berry [14].

Plus récemment, un nouveau paradigme de calcul quantique (effectué par un
ordinateur quantique) basé directement sur I’aproximation adiabatique a été pro-
posé [15]. Comme ce domaine est en pleine effervescence; ’intérét pour 'approxi-

mation adiabatique a explosé de nouveau.



CHAPITRE 2

UN NOUVEAU DEVELOPPEMENT PERTURBATIF POUR
ETUDIER L’APPROXIMATION ADIABATIQUE

Il'y a quelque temps (hiver 2006), R. MacKenzie, H. Paquette et E. Marcotte [16]
ont développé une nouvelle facon d’exprimer ’état quantique d’un objet sous I'in-
fluence d’un Hamiltonien H (t) qui dépend du temps; et ce développement s’avére
eétre treés utile pout étudier 'approximation adiabatique. Une dérivation de ce dé-

veloppement est présentée ici.!

2.1 Présentation du développement

On considére encore ici un systéme décrit par un Hamiltonien H (t) ayant des
états propres instantanés |n(t)) et des valeurs valeurs propres E,(t). Comme au
chapitre précédent, nous nous concentrerons sur des systémes ayant un spectre
discret et non-dégénéré en tout temps. Egalement, nous utiliserons la liberté dans

le choix de la phase des états propres pour imposer :
(n(t)|n(t)) =0V n,t. (2.1)

On commence dans un état initial |¢(0)) = |0(0)) qui est état propre d’énergie,
mais qui n'est pas nécessairement 1’état fondamental du spectre. L’état & un temps
T ultérieur est donc : |¢(T)) = U(T)|0(0)) ou U(T) est opérateur d’évolution

dans le temps du systéme qu’on trouve en résolvant 1’équation de Schrodinger :

U(T) = T exp (4 /0 "t far(t)) (2.2)

o T est I'opérateur d’ordre dans le temps. La premiére étape de la dérivation

du développement perturbatif est de discrétiser 'intervalle de temps [0,7] en le

'Nous suivrons 'argument original [16].
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divisant en N intervalles de temps ¢ = T'/N. Nous définissons ensuite : t; = je
qui correspond au temps du commencement du j-iéme intervalle. Par définition de

U(t), on peut écrire :

~

U(T) = UNﬁN—l T 0201 (2'3)
ou Uk est ’opérateur d’évolution entre les temps #;_; et # :

ti

Up = Texp <—z dt I:I(t)> . (2.4)

ti—1

Aprés un temps t;, on a l’état :

(1)) = U110(0))
=th m(t1)| U1 10(0))

= Z |m tl 1 m0 (25)

ou |m(t1)) sont les états propres du Hamiltonien au temps t; et :

(2o = (m(t)| Fexp (=i [ dt 7(2)) 1000)). (2.6

Nous ferons maintenant quelques approximations pour évaluer (U;)mo (qui devien-
dront des expressions exactes dans une certaine limite). Premiérement, nous écri-

rons le Hamiltonien comme :

= 3 Ea(O)Palt) = 3 Ealt) In(t)) (n(1)]. (2.7)

n

Dans la limite N — 0o, ¢ — 0 avec T fixe, on peut faire des développements de

Taylor autour de t = 0 pour nos objets et les tronquer :

In(t)) = [n(0)) +t|n(0)) +
E.(t) = E,(0)+tE,(0)+
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(n(t)] (n(0)| + t (n(0)| + - - -
(m(t)] = (m(0)| +t ((0)] +- - (2.8)

On obtient ainsi pour U;, au premier ordre en € :

~

0 =~ 1—i/6dtﬁt +0(62)
~ 1-—zeZ|n (n(0)] + O(€?). (2.9)

On peut enfin calculer notre élément de matrice jusqu’au premier ordre en utilisant

(2.7),(2.8) et (2.9) dans (2.6) :
(U1)mo = €706, + € (1(0)] 0(0)) + O(€?). (2.10)
Avec ceci, on obtient enfin I’état au temps #; :

(1)) = e PO 10(t)) + 2;‘0 (m(0)]0(0)) Im(t1)) + O(€?). (2.11)
A T'ordre zéro, on a ’état [0(¢;)) (qui se déduit par continuité & partir de |0(0))),
avec une phase dynamique. Au premier ordre, I’état est une combinaison linéaire
d’états qui appartiennent au sous-espace spectral complémentaire a celui dans le-
quel est |0(t1)). La prochaine étape est de recommencer le processus pour chaque
intervalle de temps, remplagant Ul — Uk et t; — tr. On obtient finalement ’état

aprés un temps 7T :

=222 Imn(T))

my my mp
-1

L (e P i) m 1) + O(E) - (2:12)
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A Tordre zéro (& 'ordre €®), on a une somme de produits de fonctions delta et

d’exponentielles imaginaires :

N-1
@ND =35 S5 jma(T)) H0 I e (2.13)
mpy m2 My j=

Dans la limite ot N — 00, € — 0 avec T fixe, ce terme devient :
©0) _ _—i [T dtEo(t)
[%(T))™ =e "o 0(T)) (2.14)

ot le "(0)" sur le ket indique que c’est la contribution & I’ordre zéro. A cet ordre,
on a l'état |0(T")) qui se déduit par continuité a partir de |0(0)), multiplié par le
facteur de phase dynamique. C’est le terme d’évolution adiabatique typique. S’il
n’y avait que ce terme, on dirait que : [’état a évolué de fagon adiabatique sur la
période de temps considérée. Par contre, ici, on doit tenir compte des termes aux
autres ordres.

Au premier ordre (~ €'), on prend N — 1 fonctions delta dans le produit (équa-

tion (2.12)) et un terme de forme e (h;41(¢;)| m;(t;)) :

N-1
(@)Y =3 3D Ima(T)) (H 5mj+1,m]€—i€EmJ(t])) € {riveq (B) | M (te))-

k=0 mn ma my Jj#k
(2.15)

Dans la limite ot N — 00, € — 0 avec T fixe, ce terme devient :

W(T)HD = 3 |m(T)) /OTdtl & e Wm0 () 0(e) et 4O, (2.16)
ms#0

Au premier ordre, donc, on a une combinaison linéaire d’états appartenant au

sous-espace complémentaire de |0(7)). On peut donc dire que ce terme est lié a

une "transition" relativement au spectre. En fait, la fagon d’interpréter 'intégrant

dans 1’équation (2.16) est la suivante : comme on part dans I’état [0(0)), il y a

évolution adiabatique de 1'état de t = 0 a4 t = t; (i.e. e* s 4By Au temps #,

il y a une transition vers I’état |m(t;)) (i.e. (rn(t1)| 0(¢1))); ensuite cet état évolue
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T
—i[ dtEn.(t e, "
1‘[‘1 ( )). Comme en réalité la transition

adiabatiquement jusqu'a t = T (i.e. e
peut se produire & n’importe quel temps de I'intervalle, on doit intégrer le temps
de transition sur l'intervalle.

A Dordre zéro, il n’y a pas de transition, rien qu’une évolution adiabatique.
Au premier ordre, il y a une seule transition avec des évolutions adiabatiques. On
peut s’attendre & ce qu’il y ait deux transitions dans le terme de deuxiéme ordre.
Comme de fait, a I'ordre €2, on garde deux termes de type € (r;1(t;)| m;(¢;)) et

N — 2 fonctions delta. On peut deviner la forme du terme au deuxiéme ordre :

WIND = 5 @) [ty [ e a5 () )

m#n n#0
—1 12 n . —_ t 5
e B () () et o 4B, (2.17)

On interpréte 'intégrant de la facon suivante : il y a évolution adiabatique a partir
de I'état initial jusqu’au temps ;. A t = t;, il y a une transition vers 'état |n(t;)). Il
y a ensuite une évolution adiabatique jusqu’au temps to(> t1), suivi d’une transition
vers I’état |m(t2)) qui est elle-méme suivie d’une évolution adiabatique jusqu’a
t = T. Encore une fois, les temps auxquels surviennent les transitions sons intégrés
(avec la condition to > t;) et I'état intermédiaire |n) est sommé sur tout le spectre
excepté 1’état initial (pour qu’il y ait bien transition). On peut donc donner un

sens physique aux expressions dans l'intégrant :
ysiq p g

. t
—i [, 2 dt En(t)

e — évolution adiabatique de 1’état |n(t)) entre t = t; et t = to,

(m(t')|n(t')) — transition a t =t de I'état |n(t')) vers létat |m(t')). (2.18)

Et avec cette interprétation, on comprend que I'ordre des termes dans le développe-
ment est 1ié au nombre de transitions survenues durant I’évolution sur I'intervalle de
temps [0, T|. Plus précisément, le terme d’ordre k de la série regroupe les processus
durant lesquels se produisent & transitions.

Il existe également une représentation diagrammatique pour les expressions dans
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(2.18) (comme pour les diagrammes de Feynman ot & chaque morceau qui constitue

les diagrammes est associé une expression algébrique) :

n R e—ifontEn(t)
m
o, = )@ (2.19)

ou il est sous-entendu que la fléche du temps va de gauche a droite. Avec ces "piéces
de base", on peut trouver la représentation diagrammatique des termes déja trouvés

en (2.14),(2.16) et (2.17) et deviner celle des autres termes, de sorte que :

W(T)) = (TN + @)Y + [p(T)H® + -

w(T) = 0+ 0 + 0 | +- (2.20)

ou il est sous-entendu que les temps auxquels arrivent les transitions sont intégrés
sur l'intervalle et les états intermédiaires n et finaux m sont sommeés. Avec la
représentation diagrammatique, il est facile d’écrire I’expression algébrique pour
|1[1(T))(k) 4 n’importe quel ordre.

On peut terminer cette section en rappelant que 'approximation adiabatique

en termes de ce nouveau développement, s’écrit comme :
. rT
(D)) = (D) = e o 450 o(T)). (2.21)

2.2 Lien avec le développement conventionnel

Si on se rappelle la présentation de ’approximation adiabatique faite au cha-
pitre précédent, nous avions également une fagon d’écrire ’état quantique d’un
objet comme un développement perturbatif. De plus, 'ordre des termes dans ce

développement était, comme pour le présent développement présenté dans ce cha-
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pitre, un indicateur du nombre d’expressions de types (n1(t)| no(t)) présentes dans
ces termes. On peut donc se demander & quel point les deux développements sont
différents. En fait, si on regarde attentivement, on peut se rendre compte que les
deux développements sont équivalents!

En effet, si on regarde le terme d’ordre zéro du développement présenté au cha-
pitre précédent (que nous appellerons dorénavant le développement conventionnel),

nous avons (voir les équations (1.3) et (1.8)) :

D = T a@E)e P 1))
= Dbmoe™ b E m(t))
- —1f 4 Bolt') |0(¢)) , (2.22)
pour un état initial |0(0)). Ceci revient exactement au terme d’ordre zéro dans le

nouveau développement présenté dans ce chapitre (voir (2.14)). On peut également

regarder le terme de premier ordre du développement conventionnel :

WD = 3 aD@)e o @ B Im 1))
t . ceth L, S0 (8 — B, (£ ; td”E "
= S () )] 0)) € 1 EER D ) gt Bl )

- (/ gt 7 o Bn) 1y ()lo<t'>>e—ifo"d“’E°“”>) m(®).  (2.23)

m#0

ol on s’est servi du fait que :

1) 0= 2 (mOI0E) & (mlE)| o) = — ()] 0(e)
) (0)]0(0) =0
3) e+1fo dt'" Em(t") i [ dt" En(t") _ —if; At Em (8 (2.24)

quand t' est ensuite intégré de 0 A t. Ce terme correspond exactement & ce que

nous avions trouvé pour la correction de premier ordre dans notre développement
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(voir (2.16)). Par un procédé similaire, on peut montrer que les termes d’ordres
supérieurs du développement conventionnel et ceux du développement présenté
dans ce chapitre sont équivalents. L’avantage du nouveau développement réside
en le fait qu’il permet une interprétation physique plus facile et trés élégante de
chaque terme ainsi qu’une représentation diagrammatique qui permet d’écrire les

termes de la série & n’importe quel ordre sans aucune difficulté.

2.3 En résumé

Nous venons done, dans ce chapitre, d’exprimer ’état quantique d’un objet (dé-
crit par H(t) et initialement dans un état propre d’énergie) comme une série dont
les termes regroupent les processus selon le nombre de transitions qu’a subit le
systéme pendant 'intervalle de temps considéré. Ainsi, le terme d’ordre zéro repré-
sente le processus pendant lequel aucune transition se produit. Le terme de premier
ordre regroupe les proccesus pour lesquels le systéme subit une seule transition ; et
ainsi de suite. Nous verrons maintenant que la convergence de ce développement
est fortement influencée par le degré d’adiabaticité du systéme (i.e. la lenteur du

systéme) ainsi que par la longueur de l'intervalle de temps [0, 7).



CHAPITRE 3

LA CONVERGENCE DU DEVELOPPEMENT ET L’INFLUENCE
DU TEMPS SUR L’APPROXIMATION ADIABATIQUE

Nous venons de voir au chapitre précédent que 1’état quantique d’un objet au
temps T' peut étre écrit comme un développement dont ’ordre des termes est lié au
nombre de transitions qu’a subit le systéme pendant 'intervalle de temps considéré.
Mais ce développement, quoique trés élégant, reste effectivement utile que si les
termes deviennent de plus en plus petits, de fagon & ce qu’on puisse tronquer la
série aprés avoir calculé le nombre de termes désiré. Autrement dit, il est important
de se pencher sur la convergence de la série que constitue le développement présenté
au chapitre précédent.

Dans ce chapitre, nous allons donc nous concentrer sur une analyse de la conver-
gence de la série trouvée au chapitre précédent. Cette analyse pourra sembler
quelque peu "rugueuse" & premiére vue car, pour étudier la convergence de la série,
nous nous contenterons d’estimer 1'ordre de grandeur des termes de cette série et de
regarder sous quelles conditions il y a convergence. Par contre, cette méthode aura
I’avantage de conserver un caractére général et elle mettra clairement en évidence,
sans artifices secondaires, le lien qui unit le degré d’adiabaticité du systéme étudié,
la longueur de l'intervalle [0, T (i.e la durée de ’expérience) et la convergence de
la série.

Plus précisément, la plupart de la littérature traitant sur ’approximation adia-
batique ne semble pas impliquer indépendamment la durée de I'intervalle de temps
considéré dans leur analyse. Ici, nous le ferons, et en étudiant sous quelles condi-
tions le développement présenté au chapitre précédent converge, on pourra du méme
coup étudier la validité de ’approximation adiabatique et le role joué par le degré

d’adiabaticité du systéme ainsi que la durée de l'intervalle [0, T} dans cette histoire.
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Ceci est dii au fait que 'approximation adiabatique peut s’écrire comme :
. T
W(T)) = [(T) O = e o 5o |o(T)). (3.1)

La grandeur des termes d’ordres supérieurs dans la série nous renseigne donc sur
la validité de 'approximation adiabatique.

Donc, le développement présenté au dernier chapitre n’est pas qu’une autre
fagon d’écrire ’état quantique d’un systéme; il s’averera qu’il constitue également

une fenétre par laquelle on peut sonder la validité de I’approximation adiabatique.

3.1 Description du type de systéme analysé

Nous allons, comme au chapitre précédent, considérer ici un systéme décrit
par un Hamiltonien H(t) ayant des états propres instantanés |n(t)) et des valeurs
propres E,(t). Par contre, nous ferons ici I’hypothése qu’il est possible d’écrire ce

Hamiltonien comme :
H(t) = Eh(t/7) (3.2)

ou E est I’énergie caractéristique du systéme (et donc, ici, 'ordre de grandeur
des énergies également) et 7 représente ’échelle de temps caractéristique de chan-
gement du Hamiltonien dans le temps. En termes de la variable sans dimension
s = t/7, la relation entre les états propres et valeurs propres d’énergie H(t) [n(t)) =
E,.(t) |n(t)) devient :

h(s) [2(s)) = en(s) [(s)) (3.3)

ot €,(s) = E,(s)/E représente les énergies propres sans dimension. Nous travaillons
dans ce chapitre avec des quantités sans dimension car cela facilitera la mise en évi-
dence du role du degré d’adiabaticité du systéme sur la convergence de notre série.
Le fait qu’on puisse déterminer une échelle de temps caractéristique de changement

du Hamiltonien dans le temps 7 implique pour les états que :

| (m/(s)|7(s))| ~ O(1) (pour n # m car (A'(s)|A(s)) =0V n,s), (3.4)
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N —d
ot (/(s)| = % (h(s)|.
Egalement, nous ferons ici deux hypothéses supplémentaires. La premiére étant

que le spectre d’énergie du systéme posséde la propriété suivante :
len(s) —€m(s)| > 1 V setn#m, (3.5)

ce qui revient & dire que la différence entre deux niveaux d’énergie est d’au moins
I’énergie caractéristique E, mais de ’ordre de 'unité. La deuxiéme hypothése étant
que les quantités impliquées dans (3.4) et (3.5), soient (/(s)|7(s)) et €,(s) pos-
sédent des dérivées définies et finies V s, m, n.

Les Hamiltoniens possédant les caractéristiques tout juste présentées seront dits
Hamiltoniens génériques.

Au chapitre précédent, nous avons vu qu’on pouvait exprimer I’état quantique

d’un systéme au temps T" qui était initialement dans ’état |0(0)) comme :

[(T)) = (TN + (TN + [$(T) + - (3.6)
ou
|¢(T))(0) _ e—ifontE'o(t) 10(T)) (3.7
) = 3 |m(T))/Tdt1 e_lf:thm(‘) (m(tl)]O(tlne—-ifol‘dLEo(L)
m#0 0
[(T)® =

avec la restriction que (mm(t)| m(t)) =0V m, t.

En termes des quantités sans dimension, cela devient :

~

[965)) =[5 + o)™ + b)) +--- (3.8)
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ol
HEN® = e i) -
1/;(5)>(1) _ Z (S)) /OS ds, e—iz\fj ds €mn(s) (7 (51)] 0(s1))e A 1 ds eo(s)
mz#0
b)) =

avec A = E7. Cette quantité, A, est trés importante car elle représente le degré
d’adiabaticité du systéme. Plus A est grand, plus le systéme respecte notre idée

intuitive d’un systéme qui évolue lentement.

3.2 Analyse de la convergence du développement

Nous sommes maintenant prét a discuter de la convergence de la série. D’em-
blée, une chose est digne de mention. Dans notre analyse, nous considérons trois
échelles de temps indépendantes. Soient E~!, I'inverse de I’énergie caractéristique
du systéme; 7, 'échelle de temps caractéristique de changement du Hamiltonien
dans le temps et T' (qu’on notera S = T'/7 en termes de variables sans dimension)
qui représente le temps de durée de I’expérience. Dans la littérature portant sur
P'approximation adiabatique, la plupart des travaux considérent T' = 7. Pour gar-
der un caractére plus général, nous faisons ici la distinction afin considérer la durée
de l'intervalle de temps de facon indépendante.

Si nous regardons les termes de la série (3.6), on voit que le terme d’ordre k
posséde k facteurs de type (rn(t)|n(t)). Pour un Hamiltonien qui varie lentement,
on s’attend & ce que de tels facteurs soient petits et on pourrait s’attendre a ce que
la série converge. Mais il faut faire attention car ces facteurs sont intégrés k fois
sur une période de temps qui peut compenser pour leur petitesse.

Pour un cas non-adiabatique, (A ~ 1), on peut estimer 1’ordre de grandeur des
termes de la série. Les intégrants étant des fonctions lentes du temps de ’ordre de

I'unité, on estime I’ordre de grandeur du terme d’ordre k£ (qui contient k intégrales
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sur le temps) comme étant :
H|¢3(S)>"‘)“ ~ §F = (T/7)~. (3.10)

C’est donc dire que, grossiérement, d’aprés cette analyse dimensionnelle, les termes
d’ordres supérieurs (K > 1) deviennent importants (i.e. de méme grandeur que
1%(5))® qui est de I'ordre de I'unité) lorsque T ~ 7. Autrement dit, ’estimé de ces
termes d’ordres supérieurs qui contiennent les termes de transitions nous indique
qu’aprés un temps 7' ~ 7, il y a une probabilité non négligeable que ’état ait fait
une transition dans le spectre. Nous appellerons ce temps, le temps de dépeuplement
de I’état initial.

Voyons maintenant ce qui se passe pour un cas adiabatique, c’est-a-dire pour

A > 1. Pour ce faire, nous allons réécrire 1’état ‘1/3(.5’)> comme :
- i\ Sd
() = e o 420l $™ 4,,.(5) 1iu(S)) - (3.11)
Etant donné I’équation (3.8), on peut écrire A,,(S) comme :
An(S) = AD(S) + AD(S) + AD(S) + .. ., (3.12)
de sorte que l'ordre des termes soit compris dans les A®)(S) :

[5(5))" = e s ale) 5 405 frn(S)) (3.13)

Il s’agit donc maintenant d’estimer ’ordre de grandeur des A*)(S) pour obtenir
P’ordre de grandeur des termes de notre série (car ®(4(S)[4(S))® = 3, |A$,’;') (S)’z)

Une observation clé qu’on peut faire est la suivante. Si ’on regarde I’expansion
trouvée sous sa forme diagrammatique (équation (2.20)), il est clair qu’un terme
d’ordre k comme A%*)(S) est constitué du terme d’ordre k — 1 pour un certain état
final n au temps s', (A*~Y(s")) , suivi d’une transition supplémentaire au temps

s’ vers ’état final m ainsi que d’une évolution adiabatique (dans 'état m) de s’
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jusqu’au temps S. Ceci est di au fait que 'ordre des termes dans la série regroupe
les processus selon le nombre de transitions qu’a subit le systéme durant I'intervalle

de temps [0, 5] :

T
0 .S
AD(S) — L _s1_ § (3.14)
AD (s2)

Nous pouvons donc, sachant comment traduire en expressions algébriques les
processus physiques (voir (2.18)), trouver une relation entre deux ordres consécutifs

de la série :

S N ! 8
AB(S) = [ ds’ e (| )y AL D (), (3.15)
— Jo
ol Ymo(S, sk) = fsi ds (em(s) — €o(s)), (M| n)s = (' (s)|7(s)) et n couvrant tout
le spectre. Ceci sera trés utile pour estimer 'ordre de grandeur des A®)(S). Ega-
lement, sachant ’expression du terme d’ordre zéro de (3.8), on peut trouver par

comparaison avec (3.13), que :
AQ(S) = bpno. (3.16)

Nous notons au passage que ’expression (3.15) est valide pour k& > 1 seulement.
Nous allons maintenant, afin de voir si on peut trouver une formule générale
pour l'ordre de grandeur des termes de la série, estimer ’ordre de grandeur de
quelques termes et les équations (3.15) et (3.16) seront le point de départ de nos
calculs. AQQ(S) étant évidemment de I’ordre de I’unité, on peut tout de suite estimer

I'ordre de grandeur du terme de premier ordre (avec l'aide de (3.15) et (3.16)) :

S .
AQ(S) = B [ dsyem oS (| )y, AP (51
n Y0

S . o
AD(S) = [ dsye oS () ), (3.17)
0
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Tout d’abord, selon la définition de v,;(s1, s2), on peut réécrire AN (S) comme :

. S ) A
Auo(8) = e mo®) [ sy ¥immolen | 0),, (3.18)

>

~v”

I

ol Ymo(s') = J& ds (em(s) — eo(s)) et ((’|0) = 0. On peut également réécrire I'inté-

grale I; dans (3.18) comme :

—_ 1 s d ‘+"L/\ 7n0(5)
.[1 = X/O dSl d_Sl (6 g ! ) GmO(Sl) (319)
olt Gmo(s1) = 2%(')()(_)3115 avec Ymo(s1) = 7= [f5" ds (em(s) — €o(s))] = em(s1) — €o(s1).

(Il est & noter que ¥mo(s) ~ 1 et donc |Go(s)| ~ 1V s.) On se rappelle ensuite
que dans la limite adiabatique, A devient trés grand, et on peut traiter ’exponen-
tielle imaginaire dans I; comme un facteur d’oscillation rapide qui multiplie une
fonction évoluant lentement dans le temps. Si on considére également des temps
suffisamment grands de sorte que AS >> 1, alors pour un certain intervalle de temps,
I’exponentielle imaginaire aura le temps de parcourir plusieurs cycles tandis que la
fonction lente qui la multiplie sera & peu prés constante. On s’attend donc a ce
qu’il y ait certaines annulations et que la valeur de l'intégrale soit plus petite que
pour une intégrale similaire mais dans un cas non-adiabatique (A ~ 1). Avec ceci,

on peut évaluer I par parties pour obtenir :

: w0)s  {('|0)o
I = eFmo(S) _<",1| - = — O(1/)%). 3.20
! iIMmo(S) 1A Ymo(0) (1/X) (3:20)
Comme on veut estimer l'ordre de grandeur des termes de la série, on laissera
tomber le dernier terme; terme qui est négligeable par rapport aux premiers dans

la limite d’un A grand. Avec ceci :

( (10)s ___isqmats) (7] 0>o>
“Ymo(S5) ¥mo(0)
(3.21)
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On voit donc que A(S) est de I'ordre de 1/\. Maintenant, nous allons voir si
A®N(S) ~ O(1/XF).

Si on plonge (3.21) (qui est la partie dominante de A{)(S)) dans (3.15), on peut
estimer I’ordre de grandeur de A®)(S) :

] (@10 e (#1000
A8 s g HImo(S / dsg etArmols2) (p/ 1 py (— %2 g7t mols2) .
(5)= ) 113 mo(sa) #m0(0)
(3.22)
(2)

Ici, par contre, il faut compter deux cas distincts : Ag”(S) et AS;O(S). Pour
Ag;O(S), on se retrouve avec des intégrales similaires & (3.19) qu’on peut approxi-

mer de facon analogue :

_e—i)\')’mO(S) i - . - S
Ag;o(S’) ~ T Z [e+i/\'¥mo(32)Gmn0(32) + g~ PN m(s2) F (32)]
n#m,0
-1 - , - , - _
=37 2 [Grno(S) + €10 Frng(S) — €770 (Gring(0) + Frmno(0))]
n#m,0

(3.23)

0 Grnno(s) = GERILEDD ~ O(1) et Frano(s) = LEBEDR - 0(1),

¥mo(8)¥no(s) Fnm (8)nmo(0)

Pour ASQ)(S), ona:

49(8) = 5 [ dsn @) (L1l - oo E) (g

n#0 Z’YnO(Sg) Z’YnO(O)
DY Z / ( Ol|n 32 <A/| O>sz - e_i’\'VnO(Sz) <0I|ﬁ>sz (ﬁ’/l 0>0> .
Aok Hrno(s2) #m0(0)

Le deuxiéme terme dans cette expression est une intégrale du méme type que
(3.19); et donc le deuxiéme terme sera dominé par une expression de ’ordre de
1/A%. Par contre, si on observe le premier terme, on voit qu’il n’y a pas de facteur
oscillatoire rapide de type e*"(®) dans 'intégrant et donc on ne peut pas utiliser
la méme technique qu’on a utilisé pour l'intégrale (3.19) afin d’estimer son ordre
de grandeur. Mais si on regarde l'intégrant du premier terme, on voit que c’est

une fonction de ’ordre de 'unité, et on peut donc estimer le premier terme comme
b
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étant de l'ordre de S/A. Dans la limite ot A > 1 et AS > 1, donc AP(S) est
dominé par A82)(S) qui est de 'ordre de S/A.

Ceci est intriguant car cela différe de ce que nous aurions pu soupconner, c’est-a-
dire que A®)(S) ~ O(1/A*). Cest parce que mathématiquement, le terme A{?(S)

représenté de fagon diagrammatique par :

0 0 (3.25)

est tel qu’il n’y a pas de facteur d’oscillation rapide dans I’intégrale; et donc on ne
peut avoir ces annulations au cours des cycles d’oscillation. Il faudra donc se méfier

de certains termes dont ceux qui contiennent de tels morceaux :

o

1 (3] (326)
Gt

car ils peuvent étre plus importants que prévu au départ.
Si nous continuons notre analyse de ’ordre de grandeur des termes de notre

série, nous pouvons estimer A®)(S) :

Ag)(s) = g~ A1mo(S) Z /S dso gtirrmo(s2) (m'| ﬁ)szAS?)(S)
n#m,0”0

i

) S ,
+ e MmolS) /0 dsg " ¥m0l2) (1| 1), AP(S) (3.27)

~

T

Pour évaluer T}, on peut remplacer A®)(S) par (3.23) :

T, = e—iz\'ymo(S) Z /S dsy e+i,\'ymo(sg) (ﬁ'LI| ﬁ)sg .
n#m,0 0

(_):_2’1> >° [Gunolsa) + €7l By (s5) — €102 (G (0) + Freo(0))]
n'#n,0

(3.28)
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On voit que si m = 0 ou m = n/, on aura des termes qui ne seront pas multipliés par
un facteur d’oscillation rapide (de type e~*7(*)) et ces termes intégrés attraperont
(comme pour A(()2)(S)) un facteur S. Ces termes seront donc de l'ordre de S/\2
Les autres termes possédant un facteur d’oscillation rapide; ils donneront lieu &
des intégrales de type (3.19) et ces termes seront de I’ordre de 1/\3. Pour estimer

maintenant 75, on remplace Agf)(S ) par son expression trouvée ci-haut :

Ty = e~ H1mol®) ¥~ / ’ dsg eTA1mo(2) (/| ), -
n#m,0 0

! Z /s2 dss M /52 dsg e~ A 0(sa) (0’|Z>33(i’|0)0
Az | Jo “Yi0(83) 0 #10(0)
o(5) o(1/3)

J ~

(3.29)

Le terme de 'ordre de S entre les parenthéses (dans (3.29)) sera multiplié par un
facteur oscillatoire et intégré sur ds, (comme on I'a fait pour (3.19)) pour donner
un terme de l'ordre de S/A%. Le terme de 'ordre de 1/)\ entre les parenthéses,
quant & lui, donnera des termes de 1’ordre de S/A? lors d’une annulation du facteur
d’oscillation (m = 1) et des termes de I'ordre de 1/)* lors de présence d’un facteur
d’oscillation rapide non-nul (m # [). Donc, A®)(S) sera dominé par des termes de
'ordre de S/)? dans la limite d’un X trés grand.

Nous venons donc d’estimer les termes de notre série jusqu’au troisiéme ordre,
et il semble difficile de trouver une formule générale pour ’ordre de grandeur des

termes a un ordre quelconque.

3.3 Analyse reformulée de la convergence du développement

3.3.1 Réécriture des A®¥)(S) en termes des X*)(S)

Une chose qu’on peut remarquer en observant les expressions de A1 (S), AZ)(S)
et A®)(S) calculées a la section précédente est que chacun de ces termes peut

s’écrire comme une somme d’exponentielles de type e~**»°(s) (avec p couvrant tout
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le spectre) multipliées par un facteur qui peut étre considéré comme une fonction
évoluant lentement dans le temps. Autrement dit, en observant les A%¥)(S) calculés

a4 la section précédente, on voit qu’on peut les écrire comme :

AR(S) = 3 XE)(S)e (3:30)
p

avec X,(,fg(S) contenant tous les facteurs évoluant lentement dans le temps et p
couvrant tout le spectre.
Si on réécrit la relation de récurrence (équation (3.15)) en termes des X)) on

mp)
obtient :

. . s y _ .
Z XT(:;(S)f_“W”O[S] = e Hmo(5) Z /0 dsy, e molsk) (| s, Z Xi’;—l)(sk]e—w\'rqo(%l
p n

q

7 ~ s

ARV(S) AE D (sy)

- S )
= e 5 [T om0 (| 2, X V(s (3.31)
0

ng
noq o v

v~

I

On peut maintenant évaluer I'intégrale I dans (3.31). Il faut compter deux cas
distincts, ¢ # m et ¢ = m. Pour ¢ # m, lintégrant de I contient un facteur
d’oscillation rapide e~**%am(sk) non-nul, et comme le reste de I'intégrant est une
fonction lente de si, on peut évaluer cette intégrale comme on a évalué 'intégrale

(3.19) sous les conditions A > 1 et AS > 1:

1( _; (m'|n)s _ (M| Yo o (p
I = = ™o I__2_xk-D(gy _ 1 170 xk-1)(q) ) 3.32
q# /\ ( _Z,qu(S) q ( ) _Z,qu(o) q ( ) ( )
Pour le cas ¢ = m, on se retrouve avec :
o Al (k—1)
L= = || dsi (| e, X 05, D (50), (3.33)

qu’on estime étre de ’ordre de :

Ly = 8 - (| ) s X5 (S), (3.34)
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car on réitére que (7’| A),, X ¥ (s;) est une fonction évoluant lentement dans le
temps.

On obtient donc une relation de récurrence en termes des XT(,’fg :

S X (S)e el »

p

—z)\'yqo(S) (Thllﬁ>5 X(k-—l) S _e—i)\'ymo(S) (ml|’h’)0 X(k—l) 0)
I (@) )

t2e Pamo(S)g . (| 2) s X D(S), (3.35)

qu’on peut réécrire comme :

ZX _1)‘7P0 S) ~
| A)s (k—1) ) —iAyq0(S
Xn $) ) et Yq0(S)
n;nq;ézrn < Z’qu(S) I (5)
1 (M| n)o - »
-+ s XED(S) — = > X ED(0) | emPmolS) (3.36)
E« 3 2 ()

ol on a réorganisé les termes selon les exponentielles et retiré le cas n = m qui,
a cause de la restriction (/m/|m)s = 0 V s,m, donne une contribution nulle a la
somme.

Maintenant arrive un argument crucial. Les exponentielles imaginaires étant des
termes oscillatoires évoluant rapidement dans le temps (pour un cas adiabatique) ;
deux exponentielles ayant des fonctions différentes comme argument oscilleront
de facon fort différente 'une de l’autre (car les deux exponentielles imaginaires
n’auront pas la méme période). Donc, aprés un certain temps, les différentes ex-
ponentielles imaginaires dans (3.36) auront le temps de se distinguer les unes des
autres, et nous pourrons argumenter que les facteurs multipliant une exponentielle
donnée de chaque coté de I’équation (3.36) seront égaux. Autrement dit, le fait que

les exponentielles imaginaires n’oscillent pas avec la méme fréquence nous permet
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de poser :

pour 50 ()= 5 (- sxi (s -3 £ L0 o)
g#m " lgm

n#m
» . 1 (W|R)s
iA1q0(S) . (k) - = (k=1)
pour e D X (S) S En e (S) X (S) (g # m), (3.37)

valides pour A > 1 et AS > 1.

Nous avons donc une relation de récurrence liant les X*) aux X*-1). Etant
donné la définition (3.30), on sait que I'ordre de grandeur des X*)(S) nous ren-
seigne directement sur celle des A%*)(S). En fait, nous sommes & une étape prés de
trouver une expression générale pour l'ordre de grandeur des X(*)(S) a un ordre
quelconque, et donc des A*)(S).

Nous essayerons maintenant d’argumenter que le terme "1 3=, —_(W—QIS%X (k=1)(0)"
est négligeable par rapport & " (/| A)sSXE-D(S)" dans I’ equatlon (3.37). Cet ef-
fort supplémentaire aura le bénéfice d’ouvrir la porte & une conclusion relativement
facile & tirer sur 'ordre de grandeur des X*)(S).

Pour ce faire, nous procéderons un peu comme nous venons tout juste de faire,
c’est-a-dire trouver une relation de récurrence entre les X*) et X*=1 mais cette
fois-ci avec un temps S qui tend vers zéro, (les relations (3.37) n’étant pas valides
pour des temps trés courts). En effet, il faudra passer par 1 pour estimer les X *)(0).
Les termes AX)(S) étant définis (pour & > 1) comme des intégrales sur I’intervalle
[0, S] (voir les termes de (3.8)); et comme A9 (S) = 6,40, on sait que nous avons

la condition initiale :

A®(0) = 00mo, (3.38)
qui revient a :
ZX(") = 8100mo (3.39)

en termes des X * Malheureusement nous ne pouvons utiliser cette condition pour

évaluer le terme "1 ¥ gm _17;&%O)X1(1';~1)(0) dans I’équation (3.37) car les coeffi-

cients des X,(L’;_l)(O) dans la somme dépendent de I'indice g. Il faudra donc trouver
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une fagon d’évaluer les X{5~1)(0) individuellement. C’est ce que nous tenterons de

faire ici.

3.3.2 Estimation de X*)(0)

Si nous revenons & la relation de récurrence générale en terme des X¥) (équation

(3.31)) :

. . S .
3 XE(S)e ) — 1m0l 575 [y e Brme0) (1] ), X 5D 1),
Y n g vy
A ~- g T
AP (s)

(3.40)
on peut tenter d’évaluer I'intégrale I sous les conditions A > 1 et AS < 1 qui nous
permettent de prendre la limite S — 0 tout en restant dans un cas adiabatique.
Sous ces conditions, on couvre seulement qu’un court intervalle de temps, et les
fonctions dites "lentes" sont & peu prés égales a leur valeur initiale. Autrement dit,
on fera les approximations suivantes :

XED(s1) = XE(0)

nq nq

(ml| ﬁ')-sk ~ <ml| 7:">0a (341)

afin d’évaluer I sous les conditions prescrites. Egalement, nous pouvons développer

la fonction g, (sx) en une série de Taylor autour de s = 0 comme ceci :

Yam (8k) = Ygm(0) +Fgm(0)sk + O(s2) + ... (3.42)

Dans la limite ou S est trés petit, si, qui est intégré sur [0, S], sera également petit
et nous remplacerons Yy, (sx) par Ygm(0)sr = (€4(0) — €,(0))s, dans I. Avec tout
ceci nous pouvons finalement évaluer /. Comme précédemment, il faudra distinguer

deux cas, ¢ # m et ¢ = m. Pour ¢ # m, on aura :

S .
Iypm = / dsi e 1m0 (| ), XED(g)
0
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~ (| @)X G0 (0) [ " dsy e Mo O
—iAqm(0)S _ 1)
~1Aqm (0)
(e—i/\'y,,m(S) _ 1)
~iAYqm(0)

_ ot

nq

(| o X 5g(0)

nq

(3.43)

Q

Pour le cas ¢ = m, on aura :

= (/| Aa)eXED(0) - S (3.44)
On peut donc réécrire la relation de récurrence comme suit :

Z X(L) ——u\’ypo(S) ~

sy (& Ao X <o>> 07008

n g#m _Z’qu (O)

w | X(k—l) 0 )
+Z((m’|fz XE-D0). 5+ = Z ".‘?" “(‘)’) ())e‘“\""‘"(s).

>

Aigm o

Ici, maintenant, nous imposerons une restriction qui, sans étre interdite, fera perdre
un peu de généralité a notre analyse. Quand nous avons travaillé sur la relation de
récurrence entre les X(®)(S) et X* () pour A > 1 et AS > 1 (voir équation
(3.36)), nous étions arrivés a un point ot nous pouvions comparer les coefficients
d’une exponentielle imaginaire donnée de chaque c6té de I’égalité. Nous pouvions
faire cela car, aprés un certain temps, les exponentielles imaginaires ayant des ar-
guments différents se distinguent les unes des autres. Ici, clairement, comme nous
considérons le cas ol S est trés petit (et a la limite S — 0), les différentes expo-
nentielles imaginaires n’auront pas le temps de se distinguer les unes des autres

et seront & peu prés égales (car v(0) = 0). Dans ces conditions, ¢a ne va pas de

(3.45)
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soi que les coefficients d’une exponentielle donnée de chaque coté de 1’équation
soient égaux. Par contre, ici, nous 'imposerons. Comme dit plutot, cette restric-
tion n’est pas interdite, mais fait perdre un peu de généralité a notre analyse. Par
ailleurs, quand nous analyserons un cas concret au prochain chapitre, nous verrons
en calculant les A®)(S) pour les quelques premiers ordres que les X *)(0) respectent
naturellement la restriction que nous proposons d’imposer ici. Est-ce une particu-
larité du systéme précis que nous analyserons au prochain chapitre? Ou en va-t-il
de méme pour n’importe quel systéme? La question reste ouverte. Mais pour la
suite de cette analyse, nous ferons cette hypothése.

Si nous imposons donc que les coefficients d’une exponentielle donnée soient

égaux dans (3.45), alors on se retrouve avec ceci :

. / - X(k—l) 0
pour =0+ x®(§) = 3 [ i Ao xr0(0) - 5+ + 3 Lo (0
q;ém ’L’qu(O)

n#Em
| _ 1 (1| A)o X5 (0)
—idro(S) . x(M)(g) = = ng : 3.46
pour e g (S) ;) n;:n ( Z5om(0) (g #m) (3.46)
Si on prend maintenant la limite S — 0, alors on trouve :
A1 X(k 1)(0)
X@0) = 3 I
n§n qgr:n zfqu(o)
m X(k- 1)(0)
X®) = = ( [ Ao Xog ) g #m), 3.47
10 =52 (G @m0
et si on calcule la somme }°, X,(,’fg(O), alors on trouve :
S xB0)=xB 0+ > x®0
p g#m

I’rl,oXk 1) ,'fLOXT(lI;_l)O
=~Z<Z ) <w+z Z( ) (»

n#Em \g#m Zfqu (0) q;ém n#Em Ygm (0)

v

Xx¥).(0) XS,?V,}(O)
=0, (3.48)
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qui respecte bel et bien la condition initiale en (3.39). (La condition (3.39) est
en effet respectée car les relations (3.47) ont été dérivées a partir de (3.40) qui
est valide uniquement pour & > 1. Le cas & = 0 étant donc exclut, la somme
Y XW0)=0VEk>1)

On peut maintenant calculer X()(0) :

o - 13 (3 10ze)

g#m “Yqm (0)

(( | 7)o X{) (0)>

—#¥gm(0)

X00) = 5% (g#m).  (349)

n#m

La condition (3.16) pour k = 0 peut se réécrire en termes des X(?(S) comme :

AQ(S) =0mo = P XSO =60 VS

= X9(8) =6mob0 VS (3.50)

Ceci nous permet donc de calculer X1 (0) :

X0.0) ~ 5(1~ dno)
X0 ~ (05l (a#m) (3.51)

En remettant (3.51) dans (3.47), on peut calculer X(¥(0) et on peut recommencer
le processus pour calculer X *)(0) et se rendre compte que X*)(0) ~ O(1/\%).

Nous avons donc trouvé I’ordre de grandeur des X *)(0) et nous pouvons main-

(m'|)o X(k 1)(0)n et "(Th'|ﬁ)SSX,(ffn_l)(S)"

tenant comparer les termes "t Y Lqtm ~Ham(0)

dans ’équation (3.37). Si nous revenons & I’équation (3.37), nous pouvons calculer

X®(S) pour k=1

Xr(rir)n(s) ~ _(1_6m0)

X0(S) ~ T(1-bno)i (g #m). (3.52)

mq

>l = > =
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Si nous utilisons maintenant les équations (3.37) et (3.52) pour évaluer X($-1(3)

nm

pour £ > 1 et n # m, on pourra déterminer que le terme de plus petit ordre
possible constituant X 1(S) est de I'ordre de (1/A*!) (i.e. on ne peut pas
trouver un terme de plus petit ordre). Avec cela, on peut dire que le terme de
plus petit ordre possible constituant "S - (/| 2)s X*~D(S)" sera de 'ordre de
(S/A¥1) tandis que § 3 .m —(Z;E%)X(k_l)( ) ~ O(1/A*). Donc, dans la limite
d'un A grand, et pour k > 1, on pourra négliger "$ ¥ ., %X“ D(0)" par

rapport & "S- (/| A)s XE-D(S)" dans (3.37). (Bien sir, si S ~ 1/, alors on ne

peut pas faire une telle opération ; mais le terme "S - (/| A)s X 51 (S)" est pris

sous la condition AS > 1.)

3.3.3 La matrice C?

Tout ce travail sur X*)(0) nous permet maintenant de réécrire les relations de

récurrence (équation (3.37)) dérivées pour les X *>1(S) :

pour e~melS) . x(®) (6) ~ ZS mln ) XE-1(8)
0(1)
; . 1 7| 7 .

pour e~w0(S) . x®(gy — = > M X,(l’;_l)(S) (g #m), (3.53)

A n _Z’qu(S)

—_———

o(1)

Si on observe attentivement, on voit que le deuxiéme indice (I'indice de la colonne)
des matrices X (.5) est le méme de chaque coté de I’égalité. Cela devrait nous faire
penser & un produit matriciel. Par contre, étant donné qu’on a deux relations :
une pour X% (S) et une pour X{¥)(S) (pour g # m), il semble que la matrice qui
multiplie X *~1(S) dépende de la colonne de X*)(S). Autrement dit, on pourra

écrire (3.53) comme un produit matriciel un peu spécial :

() = 2 Cra($) X35 70(S) (k>1), (3:54)
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ou la matrice C dépend de l'indice p. On peut facilement trouver la forme de la
matrice CP; et avec la relation de récurrence exprimée comme en (3.54), on peut
trouver l'ordre de grandeur des X*)(S) (et donc des A®)(S)).

En regardant (3.53) et (3.54), on peut voir que, parce que (/| 7M)s = 0, alors
C?.. = 0, et donc on aura zéro sur la diagonale de CP. Maintenant, si p = m, on
devra utiliser la premiére relation de (3.53) ; ce qui veut dire que C?=™ ~ S. Dit plus
explicitement, la p-iéme ligne de la matrice C? est constituée de terme de ’ordre
de S (excepté pour le terme diagonal comme argumenté plus tot). Finalement, si
p # m, on doit utiliser la deuxiéme relation de (3.53) ; ce qui veut dire que toutes les

autres lignes que la p-iéme sont constituées d’éléments de ordre de 1/ (excepté les

termes diagonaux). Avec ceci se termine le portrait de la matrice C? qui ressemble

donc & :

0 A1 Al A=t =1 At

PRI VD St D S D St D S

Pl Xt Xt o Aot A1
D S D S U

CP ~ : (3.55)

s s S S 0 S S

PP D S D S S A1

A1

PREED S D N P R S S S
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Si on revient aux relations (3.52), on peut déduire que :

(3.56)

On posséde maintenant tout ce qu’il faut pour calculer X *>1)(S) sous les conditions

A> 1et AS > 1 car, de (3.54), on trouve :

XWB(S) =Y (Cr. (SN xD(s) (k> 1). (3.57)

n

Voyons maintenant si ¢a marche. On a calculé plus tot A1 (S), A®(S) et A®(S)
(voir (3.21) & (3.29)). Si on prend (3.56) pour calculer A()(S) selon la définition

(3.30) on obtient :
e—i/\‘y,no(S)

1
(1) ~ s
0, (3.58)

qui concorde avec (3.21) pour 'ordre de grandeur (on a gardé dans C? que 'ordre

de grandeur des termes). Maintenant, on peut utiliser notre relation (3.57) pour



calculer X (S) :

0 A Al ALoA!

A0 A Aol

P At At 0 ATL AT

X@(8) ~ D S
s § § S o0 S

DD St D D S P
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é’p
SA~L A2 A2
A2 0 A2
X(Q)(S) ~
AT
0

Si on calcule ensuite A®(S) a partir de ceci, on obtient :

S e"‘i)"YnO(S)
A(Q) S) ~ 2 c
0 ( ) A +n¢0 )\2
—iAvno(S)
(2) €
Am;éO(S) ~ né;nT

0 0 0
At oo
A0 At
/\—1
X()(s)
(3.59)
(3.60)

Ici, il manque un terme proportionnel & e~**mo(5) dans A,(i;o(S ) pour qu’il y ait

concordance parfaite avec ce qu’on avait déja calculé (voir (3.23)). Ceci est dii au

fait qu’on a négligé un terme ~ X*~1(0) dans notre relation de récurrence. Par

contre, ce qui est important ici, c’est 'ordre de grandeur des termes dominants;

et ceci est bien reflété par notre analyse (le terme manquant n’étant pas un terme

dominant). On peut arriver  la méme conclusion pour A®(S).

Maintenant, on peut se demander quelque chose. Est-il possible de trouver une
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formule générale pour I’ordre de grandeur de X*)(S)? La réponse est : oui! Si on
prend la relation (3.57), il est difficile de la trouver. Par contre, si on observe (CP)?,

il sera facile de 'observer :

p
SATL oSATL oSxt oo a2 St L Sat
RPN D) S D S 7 SO )
Pl Sx=t o sx-t o sx-t .0 a2 gt 0 gyt
(CP =P CP 361)
SAL S AL oSxt L0 Sat oSt L Sa
PR N D
SA!
SAtoSat st oo a2 St L Sat

ol on a gardé que le terme dominant pour chaque élément de la matrice. En
observant cette matrice, on peut observer une chose en particulier que CP n’avait
pas : la p-iéme ligne est une ligne uniquement composée de termes ~ O(S/A), qui
est le terme dominant de la matrice (C?)2. Qu’est-ce que cela nous indique? Cela
nous indique qu’il est certain que le ou les éléments dominants de X *~2)(S) seront
multipliés par un facteur S/\ dans :

XW(8) = (Cr.(8))" X&=2(S) (k > 2), (3.62)

mp np
n

(sauf si (CP)? multiplie un X*~2 complétement nul, mais il n’y aura pas de tel
X®=2) Autrement dit, on gagne un facteur S/\ a tous les deux ordres et on peut
donc dire, connaissant 1’ordre de grandeur des X(@(S) et X(V(S) dominants (voir
les équations (3.50) et (3.52)), que :

X®(8) ~ <§) ’ (pour k pair)
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ﬂ
X®(S) ~ % (f-) ’ (pour k impair). (3.63)

Etant donné qu’on connait la relation entre les A®)(S) et les X *)(S) (voir I’équa-

tion (3.30)), on peut donc affirmer, finalement, que :

: S\
A®(S) ~ <X> (pour k pair)
19\ T
AM(S) ~ 3 (X) (pour k impair). (3.64)

On voit avec ces relations que, tout dépendant de la valeur de S (qui représente,
en termes de variables sans dimension, la durée de l'intervalle de temps considéré),
il est possible qu’un A*>9(S) soit de 'ordre de 1'unité (i.e de I’odre de grandeur de
A'9(8)). Dans ce cas la série ne converge plus et il y a une probabilité significative
que I'état du systéme ait subit une transition. Le temps de durée de [’expérience joue
donc un réle sur la probabilité de transition du systéme et comme I'approximation

adiabatique peut s’écrire comme suit :
N S
[W(S)) = [(SH® = e o 2 o)), (3.65)

alors ’approzimation adiabatique n’est pas valide pour tout temps.

Plus précisément, sachant que A®(S) ~ S/, alors A®(S) ~ 1 pour S ~ A
En termes de variables avec dimensions, aprés un temps T ~ E72, il y a une pro-
babilité significative que le systéme ait fait une transition ; et donc I’approximation
adiabatique n’est plus valide.

Par ailleurs, le temps de dépeuplement de 1'état initial est T,y ~ ET% pour
un cas adiabatique (A > 1). On se rappelle qu’on avait déterminé au début du
chapitre que le temps de dépeuplement de I’état initial pour le cas non-adiabatique
(A ~ 1) était de T, _oq ~ 7 (voir équation (3.10)). On trouve donc la relation
Toqg ~ ET7-T, a4 = AT, —qq. Dans la limite d’un A grand, (pour un cas adiabatique),

le temps de dépeuplement est beaucoup plus long que pour un cas non-adiabatique ;
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ce qui va dans le sens (i.e respecte 1'idée) de approximation adiabatique.

3.4 En résumé

Si nous résumons ce que nous avons vu dans ce chapitre (chapitre central de
ce mémoire), nous avons vu que pour certains Hamiltoniens dits génériques, nous
avons pu trouver, (en considérant de fagon indépendante la durée de l'intervalle
de temps considéré [0, T]), 'ordre de grandeur des termes de la série présentée au
chapitre précédent ; et ce & n’importe quel ordre. Une chose que nous avons réalisé
est que le temps de durée de ’expérience a une influence sur la grandeur des termes
de la série, et donc sur la probabilité de transition du systéme. L’approximation
adiabatique n’est donc pas valide pour tout temps. Pour un Hamiltonien donné
qui respecte 1’'idée d’une évolution lente (A > 1), le systéme finira tout de méme
(si on attend assez longtemps) par effectuer une transition dans le spectre. Par
contre, nous avons trouvé que plus le systéme évolue lentement, plus le systéme
restera longtemps dans I'état associé a I’état initial par rapport au spectre, et cela

respecte 1'idée que nous avons de I’approximation adiabatique.



CHAPITRE 4
CAS CONCRET DU SPIN-1/2 DANS UN CHAMP MAGNETIQUE

Dans ce chapitre, nous étudierons un exemple concret de systéme et nous es-
sayerons de vérifier les conclusions trouvées au chapitre précédent. Le systéme que
nous étudierons est, encore une fois, une particule de spin-1/2 dans un champ ma-
gnétique homogéne tournant autour d’un axe fixe. Nous avons déja introduit ce
systéme au premier chapitre au moment de la discussion sur la validité du critére
"standard" pour vérifier la lenteur de I’évolution d’un systéme. Nous ramenons cet
exemple encore une fois car c’est un systéme assez simple et un des seuls systémes

dépendant du temps qui peut se résoudre exactement.

4.1 Présentation du systéme : un rappel

Le Hamiltonien du systéme s’écrit, pour un champ magnétique de grandeur
constante, comme :

H(t) = -2 a(¢), (4.1)

ol wy est une constante, & est un vecteur contenant les matrice de Pauli et ¥(¢) un
vecteur unitaire pointant dans la direction du champ magnétique. Sans perdre de

généralité, on peut définir le vecteur ¥(t) comme étant :
¥(t) = (sin 6 cos wt,sin @ sin wt, cos 6), (4.2)

qui correspond a un champ magnétique incliné d’un angle  par rapport a l’axe z,
tournant autour de ’axe z a fréquence w et qui est initialement dans le plan 2Oz
(voir la figure 4.1).

Ce systéme posséde deux états propres :

L wt o] wt g
-(1) = eFcosg [+),+eFsing |-), © E (1) = =2



()

r”ﬁ

ot

E,Qm

F1G. 4.1 -~ Champ magnétique homogéne tournant autour d’un axe fixe. Initiale-
ment, le champ magnétique est dans le plan z0y (pour 6 # 0).

o Ei(t)=+2 (43)

L wi 9 swi 0
+(t)) = —e*zsinc [+),+€2 cos 5

2 5 |_>z
Comme dit plus toét, nous pouvons résoudre exactement l’équation de Schro-
dinger pour trouver 'opérateur d’évolution du systéme (voir (1.22) & (1.27) pour

la démarche compléte) :

t

U(t) — i ei%‘[a; cos f+0y sin B], (44)

ot w cos f = (wp cos 0+ w), w sin f=wp sin O et w = \/wg + 2wow cos 0 + w?.

4.2 Calcul des A®)(S)

La premiére chose & faire avant de commencer le calcul explicite des A®)(S)

est de passer aux quantités sans dimension. L’échelle de temps caractéristique de

1

changement du Hamiltonien est 7 = w™" et ’énergie caractéristique est £ = wp.
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En définissant :

s=(t/7) = wt, (4.5)

on obtient :

Z(s)) = e—l’%cosg |+>z+ei%sing =), © e_(s)zpj_(s)/Ez_%

<

. . .0 L0 ) ;
’+(s)> = —e—lisin§ |+)z+elicos§ =), « 5+(3)=E+(3)/E=+§,

(4.6)

et on laissera tomber les "chapeaux" sur les états pour alléger I’écriture. On peut
maintenant ajouter une phase globale e*®+(*) 3 nos états propres qui nous permettra
d’imposer :

(m/(s)|m(s)) =0 Vs, m==. (4.7)

cos @
2

L’équation (4.7) nous permet de trouver que a4 (s) = F%£%s, et on peut redéfinir

nos états comme :

-cos 8

. s s 0
|—(S)> = 72 ¢ (6—15 Cosg I+)z+ez§ Si11§ |_)z>

cos ;S 0 ;S 6
[+(s)) = e =%’ (—e_zi sin—2- |+), +e'2 cos o I—)z>. (4.8)

On peut également calculer les quantités :

(~"()] + (5)) = eileos 05 (_Z¥>

()] (o) = vt 0 (), (49)

qui reviendront souvent dans le calcul des A®)(S).
Pour un état initial |)(0)) = |+(0)), on peut maintenant calculer les A*)(S).

En se référant a 1’équation (3.16), on déduit que A(S) = 6,,.. Avec ceci et la
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relation de récurrence (3.15), on peut calculer AQ)(S) :

AN = 0
: 5 )
AD(S) = e—“\v-+(S)/ dsy et=+60) (1] 1), (4.10)
0
I
avec y-+(s) = [y ds' (e (s') — €4 (s')) = —s et A = E7 = “2. On peut maintenant
calculer 'intégrale I, :
Il — /S d81 e—i(/\+cos 0)sy _iSin 4
0 2
sin 8 ()\ 0S
= —2 (T 05 _ 1), 4.11
(A + cos 6) (e ) (411)

Une particularité du systéme de spin-1/2 dans un champ magnétique est qu’on peut
résoudre les intégrales exactement dans les A%®)(S). Quand on avait calculé AX)(S)
dans un cadre général au dernier chapitre, on avait dit approximer 'intégrale (voir
(3.20)) sous les conditions A > 1 et AS > 1. On peut montrer que, dans la limite
d’'un A grand, l'intégrale exacte et 'approximation tendent vers la méme valeur.

L’approximation de ’intégrale trouvée au dernier chapitre était :

I n gt +(8) (—'l+H)s  {('l+)o
25 (5) 4 (0)

% (e—i(,\+cos 0)S _ 1) . (4.12)

Mais, comme on peut développer le facteur (A + cos §)~! comme ceci :

cos 4 cos 6

(A+cos §)~t =211+ 3

)t = "1 - +O(1/A) +..)), (4.13)

dans la limite d’un A grand, (A +cos 6)™' = A! et donc I} = Lppron.

Bref, avec I’expression de I; trouvée, on trouve que :

APS) = 0
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sin @

A(l) — 2 —i(cos 0)S _ ,+iAS) '
(5) (A + cos 6) (e ¢ ) (4.14)

On peut maintenant utiliser la relation de récurrence entre les A*)(S) (voir I'équa-

tion (3.15)) pour calculer les A®>1(S) :

— M) (sin 9)2

A(Q) S) = ( 2 . 2 i(A+cos 0)S
+(5) (A + cos 6) 5 (A + cos 0)2(6 D

AP(5) = o0

AP(5) = o0

A(B)(S) - (%_0) _S(e—i(cos s ei,\s) +92 (¥>3 (eiAS _ gilcos 0)5)
- (A + cos 6)? (A + cos )3

(4.15)

Notre analyse du chapitre dernier nous indique que les termes dominants des

A®)(S) sont de ’ordre de grandeur :

S\
A®(S) ~ (X) (pour k pair)
A®(S) ~ % (§> : (pour k& impair). (4.16)

En regardant (4.14) et (4.15), on voit que nous avons calculé que A@(S) ~ 1,
AM(S) ~ 1/X, AD(S) ~ S/ et A®(S) ~ S/A? qui concordent avec ’équation
(4.16). Ici, comme on a commencé dans un état |1(0)) = |+(0)) et qu’on étudie un
systéme qui n’a que deux niveaux, il faudra attendre un temps (sans dimension) de
Pordre de S ~ A? = (wp/w)? (voir A(_g')(S) dans (4.15)) pour qu’il y ait dépeuplement

de I’état initial. (Bien siir, comme le systéme évolue lentement wp/w > 1.)

4.3 Vérification a partir de I’état exact

Mais, peut-étre la chose la plus intéressante ici, est que I’équation de Schrodinger

pour notre systéme se résout exactement. En observant I’état exact, on devrait
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étre en mesure de retrouver les expressions des A*)(S) calculés plus tot; et ceci
confirmerait que notre analyse est correcte.
Pour vérifier cela, on peut commencer par réécrire l'opérateur d’évolution du

systéme en termes de quantités sans dimension :

U(S) — 6_150:617[6: cos 4oz sin ]
i zs (A cos 0+1) . zs - —i3 (Asin 8 .: zs
e’z [cos (%) +i———=sin (%) ie™'2 (2202 ) sin (5
s tis i : i3 . 0+1) .
jetis (Asin ) gy (28 etis [cos (Z2) — (Ao 0D gipy (zs
z 2 2 T 2

(4.17)

dans la base des états propres de o, ; et ou cos 3 = (’\—Cw, sin B = 5%19 et
T=vVA+2\cos 6+ 1.

On peut maintenant trouver I'état |1(S)) = U(S) [¢(0)) (dans la base |£(S)))
pour un état initial |¥(0)) = [+(0)) :

[p(S)) = TS (cos (?) — i()\_}_zﬂ sin (§>> [+(S9))

2
LS (—‘Z > © sin (?)) -(8).  (4.18)

eB—eB
21

+ <1 . (A+cos §) +;°S 9)> e"'ﬂ 1+(5))

_i(coso)s . 0
e 2 sin ;&S ;z8
+— ( p )[e s — e | [—(S)).

1By =18 .
Sachant que cos f = &%=— et sin § =

ei(=5)S co :
s = 5 |(1- A2 o

, On peut réécrire notre état comme :

o

Maintenant, nous réécrirons certaines expressions comme des séries de Taylor, mais

en gardant tous les termes :

(sin 6)?

_ 2 — 2 1 2 )
z = VAT+2X cos O+ 1= /(A +cos 6)? + (sin 0) (A+C059)\}1+(A+cosg)2
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(sin 0)4

in 6)? 1/ =1\ Oiroos o7
= (A+cos€)<l+%ﬂ)—+§< 1>M+...)

(A + cos 6)2 2 2!
Vit e
1 1 (sin 02 —1/—3Y o
. N P N CLL) e Y e AN A 42
T (/\+cosﬁ)( 2()\+cos6)2+ 2 <2> 2! + ) (420)

Nous réécrirons également les exponentielles commes des série de Taylor en gardant

tous les termes :

. X 9 (sin 0)4
iz iZ_S_ A ) |1 1 (sin 0) 1 (___1 (A+cos O)
¢ crp 2( + cos 6) +2(/\+c050)2+2 2 2!
. 5 9 (sin )4
_ :ti()\-}-c;s 0)S :tzﬁ l (Sln 9) 1 <__1 (A+cos 6)3
¢ e”’p{ 2 120 +cos 6) T2\ 2 R
N e .

et on développe e®* en série de Taylor en gardant tous les termes :

o oy2 _(sin )1
e fa (e ]
. . ,
1 is[1 (sing? 171\ s i
+§{i? 00t oo ) 5(7 L } o (422)
. - )
iz A5

Si on observe I'équation (4.21), on voit que de e**2 sort un facteur e**=". Ceci

nous indique donc qu’on peut réécrire notre état (équation (4.19)) comme :

[$(S)) = (My—e™% + Moy e™ ) [+(9)) + (M__e*™F + M_e™F) |-(5)),
(4.23)
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ou on fait 'identification :

M,_ =3 x¥(s)
k

My =Y X$(S)
k

M, =Y x¥(s)

M__ =S x%(9), (4.24)

en termes de notation déja connue. Ayant déja calculé les A%®)(S) pour notre sys-
téme & la section précédente, on peut donc identifier les X,(,’fg(S) et comparer avec
ce que ’état exact nous dit (en (4.24)).

A Taide de (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22), on arrive 4 identifier que le coefficient
devant €% |+(S)) dans |1(S)) est :

T X% (5) = gileos 05 (1 (sin 6)2 3 (sin 6)*
B 2
k

~

. eP+
2(A+cos )2  8(A+cos 6)4 e ) ¢ (4.25)

(1_(1\::;05 9))

ol
(sin 6)% (sin )4 2
iS | OXFces 8) _ (Atcos 6)3 +
S (sin 6)2 (sin )4 b} 2 3 ..
A - L (A+cos 9) (A+cos 6)3
et =11 — — '
" { 2 [ 2 s } i o1

Maintenant, si on veut comparer ce que I'état exact nous dit avec ce que nous
avons déja calculé, il faut trouver un moyen de savoir quels termes appartiennent
a quel ordre dans les M,,, (équation (4.25) par exemple). Identifier quels termes
appartiennent & quel ordre dans (4.25) peut sembler impossible 4 premiére vue. En
fait, il y a un moyen de le savoir. Il existe une signature (ou encore une trace) de
Pordre auquel appartient chaque terme de (4.25). Pour voir cela, on doit observer les

A®)(S) calculés a la section précédente. Si on observe les équations (4.14) et (4.15),

+...
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on voit qu'on a un facteur "sin " a une certaine puissance aux numérateurs. De
plus, il semble que (pour un A%®)(S) non-nul), A®)(S) soit proportionnel a (sin 6)*.
Ceci n’est pas un hasard. Ceci est di au fait que A%*)(S) contient k facteurs de type
(m'| n), lesquels contiennent chacun un facteur sin 6 (voir I’équation (4.9)). Et ces
facteurs, ({(m'| n)), sont les seules sources de facteurs "sin " aux numeérateurs
de nos A®)(S) (les intégrales de type [5 ds; e “+es Ot ne peuvent que donner
des facteurs (A + cos 0) aux dénominateurs). Donc, pour savoir quel est le terme
dominant d’un X{)(S) (selon I'état exact [1(S))), il s’agira de comparer les termes
proportionnels & (sin 6)* dans M, = ¥ X{£)(S) et de déterminer quel est le terme
dominant. Autrement dit, la puissance du facteur "sin 8" de chaque terme constitue
une signature quant a l'ordre auquel appartiennent ces termes.

Si on regarde ’équation (4.25), on voit qu’on peut seulement avoir des puis-
sances paires du facteur "sin 8" dans les numérateurs. Ceci est bien, car comme
notre systéme n’a que deux niveaux et qu’on commence dans un état initial [¢)(0)) =
|+(0)), alors AY “™*7)($) = 0 qui correspond aux processus ayant un nombre
de transitions impair. De plus, on voit qu'il n’y a pas de terme proportionnel a
(sin6)° = 1, qui concorde avec le fait que X,(,?I),(S) = 0+ 0pt (voir équation (3.50)).
Pour le reste, avec (4.25), on peut trouver que le terme dominant au deuxiéme

ordre est :

ei(cos S (Sill 9)2

. 2, (@)
pour (sin 8)°: X(7(S) = 4 (\+cos )2’

(4.26)
qui correspond bien avec ce que nous avons déja calculé (voir le coefficient de e**°
dans Af)(S); (4.15)). On peut faire de méme pour les autres A,,,. Par exemple,
selon (4.19), (4.20), (4.21) et (4.22) :
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. 1 (sin )2 3 (sin )
x®y=.[1->—"27 2 WY ) A _
Xk: ++(5) 4 (A + cos 6)2 * 16 (A + cos )4 ¢ (4.27)

(.

=

%(1+(,\+czos 9))

ol
eA =
(sin )2 (sin )% 2
=iS | Dres) _ Dremo®
S (sin )2 (sin 6)4 2 2 g R
—1 (A+cos 0) (A+cos 6)3
1+ — A5+
{ 2 ! 2 g T } o

et on trouve que les termes dominants pour les quelques premiers ordres sont :

pour (sin 8)°: X% (5) = 1,
pour (sin 6)* : X@L(S) = 0,
—iS  (sin 9)?
4 (A+cos 0)’
pour (sin 6)*:  X®($) = o, (4.28)

pour (sin 0)2: X (5) =

qui correspondent bien avec ce que nous avions calculé (voir entre autres le terme
sans exponentielle de Af)(S) dans (4.15)).

Egalement, si on considére (4.25) et (4.27) ensemble, on peut essayer de trouver
quel est le terme dominant pour une puissance de "sin 8" donnée ; ce qui correspond
a 'ordre de grandeur de AS{C P air)(S) a un ordre quelconque. En observant bien, on
arrive & déterminer que le terme dominant appartient & Y, XJ(::)_(S ) dans (4.27). 1
s'agit du "1" de "3 (1 + QHCI—‘)“))” (dans (4.27)) qui multiplie le terme d’ordre le
plus bas de é—:‘ dans la série de Taylor de e®-. Pour chaque AT;‘ (i.e. pour chaque

valeur de j), on aura le terme d’ordre le plus bas (i.e ayant le facteur sin 6 A la

+...
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puissance la plus petite possible) :

(sin )2 \ 7

-—_’iS {(A+cos 6)

AF ( 2 2 )

terme d’ordre le plus bas dans — = S 7=0,1,2,..., (4.29)
. ;!

qui nous renseigne sur ordre de grandeur de AY 7*(S) :

(sin 0)2 \ 7
ig (A4cos 8)
2 2
k ir=27
AS_ pair J)(S) _

J!

S S\ 2

J
~ (X) = <X> pour k pair. (4.30)

Ceci est bien en accord avec les conclusions trouvées au chapitre précédent pour le
cas k pair (voir I’équation (4.16)).

On peut faire la méme démarche pour le cas k impair; c’est-a-dire identifier
M_, =3, X(_kl(S) et M__ =3, X(_kl(S) dans I’état exact et vérifier le terme
dominant pour une classe de termes proportionnels & (sin 8)*. On trouve, 14 aussi,
que les A(_k)(S ) calculés a la section précédente sont justes et que les conclusions

tirées au chapitre précédent sont validées.

4.4 Un point délicat

Une derniére chose qu’on peut vérifier est la suivante. Au dernier chapitre, a
la section 3.3.2, lors de la dérivation de ’équation (3.47), il y avait une étape un
peu moins rigoureuse ou l'on égalisait les coefficients d’exponentielles imaginaires
de type e 5 de chaque coté de I’équation dans la limite de petites valeurs de
S. Comme dans ce cas les différentes exponentielles imaginaires n’ont pas le temps
de se distinguer les unes des autres, il n’est pas clair que les coefficients d’une
exponentielle donnée de chaque coété de I’équation soient égaux. Par contre, ici,
nous avons calculé les A®)(S) pour les quelques premiers ordres, et il est dqnc

possible de regarder ce qu’il en est.
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Nous avions, au chapitre précédent, la relation (voir ’équation (3.45)) :

Z X(k —z/\'ypo(S) ~

~ I X(k—l) 0 )
%Z Z <<m|n)o ng ( )) e_lmqo(s)

n g#m _Z'qu(o)

Ao X (k=1)
+Z( Ao XETD(0) - S+ T Z 7] o Xog (O)) g~ Hmol®), (4.31)

q;ém “qm (0)

sous les conditions A > 1 et AS <« 1; et nous égalisions les coefficients d’une

exponentielle donnée pour obtenir :

pour e~ mo(S) . x®) gy S [ (W] A)XEV(0) - S+ ~ Z -
q;gm Z’qu(o)

'|ﬁ>ox,sz-“<o>)

n¥#m
. ] 1 (/| AY X E-1(0)
~olS) . x®) gy = L ng m). 4.32
pour e X (S) 3 n;m ( —em(0) (g #m) (4.32)

Appliquées a notre systéme concret, on obtient, pour k =1 :

' - :
pour e~ ?++(5) Xill(S) e X(_OJ)r(O) S+~ X(_OE(O) =0
2 —_— A S—
0 0
—idy—4(S) (1) .sin 0 (0) 1 (0) —sin 6
pour e "M+ XV(G) = | —4 Xi7(0)-S——-X71(0) | =
0 1
. . "y
pour e+ . xW gy = L[ 27} xO@ gy =g
A 2 S——
0
. 6 i
pour e+ . xW gy = 1 (s x©0) = sin . (4.33)
A\ 2 —_——— 2A
1

Si on observe (4.14) (qui est un calcul exact) sous les conditions A > 1 et
AS < 1, on trouve que (A+cos 6)~! = A71 et e7Hs 95 ~ 1; et donc que la relation
de récurrence (4.32) est effectivement satisfaite. On peut également vérifier que les
cas k = 2 et k = 3 satisfassent également la relation de récurrence (pour des temps

trés petits). (Par ailleurs, pour le cas £ = 3, on trouve un facteur multiplicatif
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(= 2) de différence. Ceci est dii au fait que (4.31) est en fait une approximation.)

On peut maintenant se demander si le fait que la relation (4.32) soit saitsfaite
par notre systéme est une particularité de notre systéme ou est-ce le cas pour tout
systéme ? Est-ce qu’on arriverait & des conclusions différentes pour des systémes qui
ne respecteraient pas I’équation (4.32) (s’il en existe) ? Ces questions sont intéres-
santes et nécessiteraient une étude plus appronfondie. Nous les laisserons ouvertes

dans ce mémoire en étant conscient qu’un certain point délicat reste a vérifier.
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CONCLUSION

Permettons-nous, afin de conclure ce mémoire, de résumer ce que nous avons
vu.

Nous avons commencé par présenter un portrait de ’approximation adiabatique,
dont une dérivation du critére "standard" pour vérifier le degré d’adiabaticité du
systéme sous étude ; information capitale pour savoir si on peut utiliser I’approxi-
mation adiabatique pour estimer 1'état du systéme. Ceci nous a ensuite amené a
commenter une controverse récente entourant le critére "standard" et la validité de
I’approximation adiabatique. Le critére "standard" nous indique si on peut utiliser
I’approximation adiabatique pour estimer I’état d’un systéme qui respecte 'idée
d’un systéme qui évolue lentement. En analysant I’argument de la controverse dans
le cadre d’un systéme concret, nous avons pu observer ce qui se passe réellement.
L’expression du critére "standard" ne discrimine pas les systémes évoluant lente-
ment des systémes évoluant rapidement, mais variant peu de fagon absolue. Donc,
le fait que le critére "standard" soit respecté ne garantit pas qu’il soit correct d’uti-
liser 'approximation adiabatique. Il faut d’abord s’assurer que le systéme respecte
notre idée intuitive d’un systéme qui évolue lentement.

Par la suite, nous avons étudié les conditions de validité de ’approximation
adiabatique. Pour ce faire, nous avons présenté un nouveau développement qui sert
a écrire ’état quantique d’un objet & un temps quelconque. L’ordre des termes
de ce développement est lié au nombre de transitions que le systéme subit durant
I'intervalle de temps considéré.

Par ailleurs, il s’est avéré que ’étude de la convergence de ce développement
soit un tremplin trés utile pour étudier les conditions de validité de I’approximation
adiabatique. En effet, nous avons vu qu’il était possible pour un certain type de
Hamiltoniens (dits génériques) de trouver une formule générale trés simple pour
I'ordre de grandeur des termes du développement; et ce & un ordre quelconque.
(L’ordre de grandeur des termes du développement nous renseigne directement sur

la validité de I'approximation adiabatique.) Nous avons trouvé que la durée de
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I'intervalle de temps sur lequel on considére le systéme influence fortement ’ordre
de grandeur des termes du développement ; et donc la probabilité de transition vers
d’autres états du spectre. Ceci nous indique donc que ’approximation adiabatique
n’est pas valide pour tout temps. Pour un Hamiltonien défini et évoluant lentement,
le systéme finira tout de méme, (si on attend assez longtemps), par effectuer une
transition. Par contre, nous avons également constaté que plus le systéme évolue
lentement, plus le temps de dépeuplement de I’état initial sera long ; ce qui respecte
I'idée de I’approximation adiabatique.

Finalement, nous avons vérifié nos conclusions en étudiant un systéme concret
pour lequel on peut résoudre exactement l’équation de Schrédinger. Nous avons
vu qu’on pouvait retrouver, & partir de I’état exact, les termes du développement
présenté plus tot ainsi que la formule générale pour estimer 'ordre de grandeur des
termes de la série.

Pour terminer, il est & noter qu’un certain point de notre analyse reste quelque
peu délicat. Au chapitre 3, a la section 3.3.2, lors de la dérivation de la formule
générale de I'ordre de grandeur des termes, (formule de laquelle nous tirons directe-
ment nos conclusions), nous avons imposé une restriction qui, pour se répéter, sans
étre interdite, fait perdre un peu de généralité a notre analyse. Par contre, il s’est
avéré que le systéme concret étudié au dernier chapitre respectait naturellement
cette restriction. Il serait intéressant, pour un travail futur, d’éclaircir ce point et
de voir si nos conclusions en seraient changées. Mais pour le présent mémoire, nous

laisserons ce point en suspens quelque part...
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