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RESUME

Nous définissons les états cohérents généralisés ct les états cohérents gaussiens
pour des systémes quantiques n’admettant aucune dégénérescence dans leur spectre
d’énergie. Nous établissons ensuite une méthode générale qui permet de construire
les deux types d’états cohérents dans le cas de systemes quantiques admettant des
dégénérescences. Nous appliquons cette nouvelle construction afin d’obtenir des
états cohérents pour les cas particuliers d’une particule dans une boite quantique en
deux dimensions et du modéle de Jaynes-Cummings. Pour ce faire, nous étudions en
détail le spectre d’énergie de ces deux modeles afin de prédire la présence exacte des
dégénérescences. Nous vérifions ensuite nos résultats afin que les états cohérents,
nouvellement construits, respectent bien les définitions et les propriétés fondamen-
tales des états cohérents connus. Pour le modele de Jaynes-Cummings, nous cal-
culons des valeurs moyennes de certains opérateurs sur nos états cohérents. Enfin,
nous expliquons clairement ce que ce travail apporte de nouveau dans la construc-

tion des états cohérents.

Mots-clés : Physique mathématique, mécanique quantique, états cohérents,

opérateurs de création et d’annihilation, états propres, énergies, dégénérescences.



ABSTRACT

We define generalized coherent states and gaussian coherent states for quantum
systems with no degeneracies in their energy spectrum. Then, we establish a gene-
ral method that permits us to construct both types of coherent states in the case
of quantum systems with degeneracies. We apply this new construction to obtain
the coherent states for the particular cases of a particle in in a quantum box in two
dimensions and the Jaynes-Cummings model. To do that, we study in detail the
energy spectrum of these two models to predict the exact presence of degeneracies.
After, we verify our results to be sure that the newly constructed coherent states
respect the definitions and the fundamental properties of the standard coherent
states. For the Jaynes-Cummings model, we compute the mean value of various
operators in our coherent states. Finally, we explain what has been lcarned about

the construction of coherent states.

Keywords : Mathematical physics, quantum mechanics, coherent states, creation

and annihilation operators, eigenstates, energies, degeneracies.
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Introduction

La construction des états cohérents pour un systéme quantique est un sujet
relativement récent. Les premiers articles qui en traitent sont ccux de Klauder !
ct Glauber @ dans les années soixante. Cependant, ce n’est qu’aprés la publication
de deux livres >4 définissant les états cohérents et leurs applications en physique
et en physique mathématique qu’il y a eu une véritable effervescence autour de ce
sujet. Ces derniéres années, plusicurs papicrs ont été publiés sur la construction
des états cohérents pour des systémes quantiques généraux ou particuliers 514},

Les états cohérents sont généralement introduits & partir de deux définitions
physiques et quatre propriétés mathématiques fondamentales. De tels états sont
biens connus lorsque le spectre d’énergie du systeme est strictement croissant
et n’admet aucune dégénérescence 4. La téiche devient beaucoup plus difficile
lorsque le spectre d’énergie étudié n’est pas strictement croissant et qu’il contient
des dégénérescences. Ronald F. Fox et Mee Hyang Choi ©°! se sont récemment
penchés sur la construction des états cohérents dans le cas de systémes admettant
des dégénérescences dans leur spectre d’énergie. Plus précisément, ils ont construit
des états cohérents gaussiens pour ’exemple d’une particule dans une boite quan-
tique en deux dimensions. Cependant, nous verrons que leurs états ne respectent
pas une des propriétés mathématiques fondamentales des états cohérents. Nous cor-
rigerons donc ce probleme. Il reste aussi beaucoup de travail a faire pour généraliser
cette méthode afin qu’elle soit applicable & tous les systémes quantiques pouvant
admettre des dégénérescences. Nous proposerons dans notre mémoire, une méthode

générale qui permettera de construire des états cohérents pour tout systéme quan-



tique dont on connait parfaitement le spectre d’énergie. Pour construire les états
cohérents d’un systeme physique, il sera donc essentiel de bien analyser le spectre
d’éncrgie du modcle étudié et ses dégénérescences.

L’étude du spectre d’énergie d’'un modele physique particulier est un sujet
extrémement riche qui fait intervenir plusieurs notions fondamentales en mécanique
quantique et particulierement en théoric des nombres. Ce domaine de recherche se
justifie initialement par le fait qu’il est important de bien connaitre le comporte-
ment des énergies d’un tel systéme physique. De plus, cette connaissance nous per-
met de construire des opérateurs de création et d’annihilation et, ultimement, des
états cohérents pour des modeles précis. Nous nous intéresserons particuliérement &
deux modeles physiques : la particule dans une boite quantique en deux dimensions
Bl et le modele de Jaynes-Cummings 3. Dans ce dernier cas, nous présenterons
nos récents résultats qui en décrivent le spectre et prédisent quelles énergics se-
ront dégénérées. Ces résultats ont mis les bases a la construction d’opérateurs

de création et d’annihilation pour le modele de Jaynes-Cummings [6l.

Ensuite,
nous appliquerons la méthode générale de construction des états cohérents, énoncée
précédemment, a ces deux systemes quantiques. Nous regarderons si notre construc-
tion préserve bien les propriétés et les définitions des états cohérents dans ces cas.
Enfin, nous résumerons les nouveaux résultats apportés par ce travail.

Voici comment nous avons divisé ce travail.

Dans le premier chapitre, nous énongons les définitions et les propriétés des
états cohérents. Nous présentons en détails deux types d’états cohérents et sous
quelles conditions on peut les construire. Nous exposons d’abord ce quc sont les
états cohérents généralisés. Nous définissons ensuite les états cohérents gaussiens.

Dans le chapitre 2, nous expliquons les problemes qui se posent lorsque 1’on
veut construire des états cohérents pour des systémes quantiques admettant des
dégénérescences dans leur spectre d’énergie. Nous proposons ensuite une méthode
générale qui permet de construire des états cohérents généralisés et gaussiens pour

des systémes qui peuvent admettre des dégénérescences. Nous vérifions finalement

que cette nouvelle construction répond bien aux définitions et aux propriétés des



états cohérents.

Dans le chapitre 3, nous construisons les deux types d’états cohérents considérés
au chapitre 2 pour le modele physique d’une particule dans unc boite en une ct deux
dimensions. Nous regardons plus particuliérement le cas en deux dimensions puis-
qu’il admet des dégénérescences dans son spectre d’énergie. Nous étudions donc ce
spectre d’énergic dans le but d’identifier les dégénérescences. Ensuite, nous construi-
sons les états cohérents généralisés et gaussiens de ce modele.

Dans le chapitre 4, nous nous attardons au modele de Jaynes-Cummings. Nous
prouvons des résultats qui prédisent le comportement du spectre d’énergie et nous
donnons toutes les dégénérescences possibles.

Dans le chapitre 5, nous nous servons des résultats obtenus au chapitre 4 afin de
construire les états cohérents généralisés pour le modele de Jaynes-Cummings. Nous
calculons ensuite quelques valeurs moyennes d’opérateurs dans ces états cohérents
et regardons graphiquement leur comportement en termes de certains parametres.

Dans le chapitre 6, nous nous servons des résultats obtenus au chapitre 4 et 5
afin de construire les états cohérents gaussiens pour le modeéle de Jaynes-Cummings.

Finalement, nous résumons ce travail en insistant sur ce qu’il a apporté de

nouveau et les questions que nous avons résolues.



Chapitre 1

Définitions et propriétés des états

cohérents

L’¢tude des états cohérents pour un systéme quantique est un sujet riche, mais
encore relativement récent. La construction originale de ces états cohérents a été
faite pour loscillateur harmonique quantique Bl. Différentes généralisations des
¢tats cohérents applicables & plusieurs systémes quantiques ont ensuite ¢été tra-
vaillées 4689 On observe cependant que dans les différentes généralisations pro-
posées, les définitions ne sont pas toujours équivalentes et different parfois des
définitions originales. Cette situation s’explique par le fait que I’on doive adapter
la construction des états cohérents & des systémes quantiques fondamentalement
différents. Dans la prochaine section, nous présentons une généralisation de ces
états basée sur les travaux de Klauder, Skagerstam, Gazeau, Daoud et Hussin
3:5.8] On vérifiera cnsuite cette construction en regardant 'exemple typique de

I'oscillateur harmonique quantique. Finalement, nous regarderons la construction

des états cohérents gaussiens (section 1.2).



1.1 Théorie générale des états cohérents

La construction générale des ¢tats cohérents proposée ici est basée sur quelques
hypotheses de départ. Elle repose principalement sur une généralisation des états
cohérents de 'oscillateur harmonique quantique. Il faut cependant mentionner que
les hypotheses de départ ne sont évidemment pas toutes respectées dans tous les
systemes quantiques. Dans les prochains chapitres, nous étudierons la construction
d’états cohérents pour des cas ol, précisément, certaines hypotheéses de départ ne

sont pas respectées.

1.1.1 Opérateurs de création et d’annihilation pour un

systéme quantique arbitraire
On débute avec des considérations générales sur la construction d’opérateurs
de création et d’annihilation a partir d’un Hamiltonien H donné. Cet Hamiltonien
doit admettre un spectre d’énergie discret, infini et sans dégénérescence. Ce spectre

est noté {F,,n = 0,1,2,...}. Il est tel que I’énergie fondamentale Ey = 0 et les

suivantes sont en ordre croissant, i.e.
Ey=0<E <Ey< ---<E,1<E,<-- (1.1)

Les états propres correspondant & ces énergies sont désignés par |¢,), pour n =

0,1,2,... On suppose qu'’ils sont orthogonaux et complets :
(Umltn) = 6mny D [thn) (Y| =1, (1.2)
n=1

ou I est I'opérateur identité. On a donc

H{pn) = Enlthn), V1. (1.3)

Les opérateurs de création et d’annihilation a® et a~ peuvent alors étre définis



par leur action sur les états propres comme

a+|wn> — (En+1)1/2e—i(En+1_En)a|¢n+l>. (14)
") = (Bp)/ 2 Em By, ). (1.5)

Le facteur exponentiel qui apparait dans ces expressions produit seulement un
facteur de phasc, car o € R, et joucra un réle important dans la stabilité temporelle
des états cohérents (une propriété que l'on étudiera un peu plus loin). Un état
propre arbitraire |1,) peut étre construit & partir de P’état fondamental |1)y) de H

qui satisfait & a”[1p) = 0. On obtient alors

%) = (B(n)) /2 (a*)"|yg), n>0, (1.6)

ou 'on a défini

L’opérateur diagonal N doit obéir a la relation suivante :

Il découle des relations (1.4) et (1.5) que 'hamiltonien H est un opérateur diagonal

qui peut s’écrire en termes de a™ et a~ comme
H=H(N)=a%a". (1.9)

On définit explicitement les opérateurs N, H(N), H(N + 1), H(N — 1), a* et a~
comme

N = Z'n"wn)('lr/)nl’ (1'10)

H(N) = Eultpn)(¥nl, (1.11)



=]

H(N +1) =) Enyi|thn) (¥nl, (1.12)

H(N - 1) = ZEn-l|¢n>(¢n|a (1~13)
n=2
ot = H(N) e HM=HN=DN "y 1) (W, (1.14)
n=0
o= = VH(N +1) HEND=HEN " ) (4, 1]. (1.15)
n=0

Notons aussi que I’ensemble des opérateurs {at,a™, N} satisfait aux relations de
commutation

[N,a*] =a*, [N,a7]=-—a", (1.16)
[a”,a*] = H(N + 1) — H(N). (1.17)

Dans le cas particulier de ’oscillateur harmonique, ’Hamiltonien est linéaire en
N et on retrouve les opérateurs a* et a” habituels. Dans ce cas toujours, I’ensemble
{a*,a~, N} forme une algebre de Heisenberg. Aussi, sous certaines conditions [8.14]
I'Hamiltonien de Jaynes-Cummings satisfait aux conditions (1.1) et la procédure

décrite s’applique aussi. Nous étudierons en détail ce dernier cas dans le chapitre
4.

1.1.2 Construction générale des états cohérents

Nous allons construire ici des états cohérents pour un systéme arbitraire quan-
tique tel que déerit dans la sous-section précédente. Cette section reprend les
résultats de P’article de Hussin et Daoud [®l. Ces états seront notés |z,a), z € C,
a € R (ol a est le paramétre qui apparait dans les équations (1.4) et (1.5)).
Nous demandons qu'ils satisfassent & deux définitions physiques qui sont en fait

équivalentes B! dans le cas de I'oscillateur harmonique quantique.



Définition 1 : Les états cohérents sont des états propres de I'opérateur d’an-
nihilation a~.

Définition 2 : Les états cohérents minimisent la relation d’incertitude d’Hei-
senberg. De fagon générale, ce sont des états qui minimisent l'incertitude 4 la fois
sur X et P, ot X = —(at +a7) et P = Z5(a" —a”). Dans lc cas de l'oscillateur
harmonique, X représente la position et P I'implulsion. Pour cette raison. dans ce
systéme, les états cohérents sont aussi appelés états quasi-classiques 2.

Il existe cependant d’autres constructions qui ne respectent que partiellement
ces définitions physiques [%9. Dans ces cas, les deux définitions physiques ne sont
plus équivalentes. Par exemple, nous verrons que les états cohérents gaussiens ne
sont pas des états propres de l'opérateur d’annihilation. Ce sont des états qui
engendrent une bonne localisation de la particule dans le systéme quantique étudié
5-11] 11 y a un point commun & toutes les définitions d’états cohérents. Ils doivent
respecter quatre propriétés mathématiques fondamentales.

Propriété 1 : Les états cohérents doivent étre continus en z € C, a € R.

Propriété 2 : Ils doivent vérifier la stabilité temporelle ce qui signifie que
l'action de l'opérateur évolution implique un simple changement de parameétre
(e7*HYz,a) = |z,a + t)).

Propriété 3 : Ils doivent vérifier la résolution de 'opérateur identité ce qui
entraine que les états sont complets.

Propriété 4 : Les états cohérents doivent étre de norme 1.

Ces quatre propriétés sont incontournables lorsque 1’on veut construire des états
cohérents pour un systéme quantique donné.

Nous allons donc construire des états cohérents généralisés qui vérifierons les
deux définitions physiques et les quatres propriétés mathématiques énumérées plus
haut. Rappelons que le systéme quantique considéré satisfait aux hypothéses de la
sous-section (1.1.1).

Nous débutons en exigeant que nos états cohérents soient des états propres de

I'opérateur d’annihilation a~. Pour un systéme quantique gouverné par I'Hamilto-



nien H = (1.9), ces états doivent donc vérifier
a” |z, ) = z|z,a). (1.18)

Comme les {|¢,) = (1.6)} forment un ensemble complet orthogonal, on peut ex-

primer |z, @) dans cette base comme

|2,0) = Crlthn). (1.19)

En insérant cette expression dans I’équation (1.18) et cn utilisant I'équation (1.5),

on trouve la relation de récurrence

z AT 1 —F
e 1(Tnt1 L‘n)aCn’

C’n+1 =

p—_
(ST

(En+1

qu’il est aisé de résoudre :

zn

O = B

e"EneCy n >0 (1.20)
ou E(n) = (1.7). Notons que, par convention, on pose E(0) = 1. En insérant
I'équation (1.20) dans (1.19), on obtient une expression de nos états cohérents :

ne—iE,.a

z,a) = C 2—121/)”. 1.21
.0 = G032 i) (1.21)

On pecut fixer la constante Cp en imposant la normalisation de nos états cohérents

(propriété 4). On doit avoir

(z,a|z,0) =1 (1.22)

et donc
I AT 1.23
|Col = (n_o m) : (1.23)

Montrons maintenant que la deuxiéme définition des états cohérents est res-

pectée. Ce sont des états qui doivent minimiser une certaine relation d’incertitude.
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Rappelons que la valeur moyenne et la dispersion d’un certain opérateur Z sur les

états cohérents |z, @) sont respectivement données par

(Z) = (z,0|Z|z,a), AZ= /(2% —(Z)2. (1.24)

On construit ensuite deux opérateurs Hermitiens

X = %(aﬁ +a), P= \%(cﬁ _a), (1.25)

qui satisfont, di a 'équation (1.17), & la relation de commutation
X, Pl =4i(H(N + 1) — H(N)). (1.26)

Nous allons vérifier que nos états cohérents, étant des états propres de ’opérateur

a”, minimisent la relation d’incertitude d’Heisenberg [?3)
1
(AXP(APY = 2(i[X, P])*. (1.27)

Pour ce faire, trouvons ce que vaut explicitement %(z [X , P] >2 et comparons-le avec
(AX)*(AP)2. On a

1, 1 _ _ 1 P 2
Z<Z[X’ P]>2 = Z((z,a|a at —ata |z,a)) =1 [(|C'o Z | n+1) |Z|2] -
mar 3

(1.28)

On doit aussi calculer explicitement (X)2, (X?), (P)? et (P?). On obtient

(X) = =z 0la* +a7lz,0) = —=( + 2)
V2 V2
1

= (X)? =5z + 202"+ 2), (1.29)

(X% = —(z alatat +ata” +a"at +a a |z,0) =
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1 o =z 2n
3 (22 + 22+ |z)* + |Col? 2 %Enﬂ) (1.30)
(P) = é(z.akﬁ —a|z,a) = %(z ~2)

~ (P)2= —%(22 _ 92 + 2%), (1.31)

et finalement
2 1 + 4+ + - - + - -
(P):g(z,al—aa +a"a” +a"a" —a"a|z,0) =

1 —2 2 2 2 — |Z|2n
- —Zz°— C —F, ; 1.32
2( Z°— 2%+ |z|* + |Gyl 2 E(n) +1 ( )

En réunissant les équations (1.29), (1.30), (1.31) ct (1.32), on trouve

(AX)? = (AP)? = %[(wo 2; 2™ n+1) - |z|2]. (1.33)
On peut maintenant comparer les équations (1.33) et (1.28). On en déduit faci-
lement que (AX)?(AP)? = 1(i[X, P]>2. Nos états cohérents minimisent donc la
relation d’incertitude (1.27).

Il reste & montrer que nos états cohérents vérifient bien les trois premiéres
propriétés. D’abord, on peut facilement se convaincre que 1'état |z, @) est continu
cn z et en a.

Regardons ensuite la propriété 2. C’est précisément la présence du facteur de
phase dans les définitions (1.4) et (1.5) qui meéne & la stabilité temporelle de nos
états cohérents. En effet, on a

n,—iEn(a—t)

i = e
e~ |z a) COZ 372 [n) = |z, a + ). (1.34)

n=

On doit maintenant s’assurer que nos états cohérents vérifient la résolution de
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I'opérateur identité. Montrons que

[ [~ dolsawi@ial = 1= ol (13)
—o0 n=0

ol le normalisatcur W (o) et la mesure du(z) doivent étre déterminés. Notons que

I'intégrale dans les complexes doit se faire a Pintérieur du disque {z €C:lz] < R},

ol R est le rayon de convergence de la série correspondant

s 2n
=S Rl wm B 1.36

n—oco

A Textérieur de ce disque, la sommation diverge de méme que l'intégarle. On a

/ du(2) / "~ dolz, Y W(a)(z, of =

-0

Z / du(z |CO|2Z zn /°° W(a)eiE"ae_iE"'ada|¢n'><'¢n|- (1.37)

1
n,n'=0 /))2 —00
Remarquons que de choisir W (a) constant fait diverger l'intégrale lorsque n = m.
De plus, on aimerait obtenir 0 lorsque n # m afin de poursuivre le calcul. On

choisit donc de poser le normalisateur W (a) de telle sorte que l’on ait

o 1 [+
/ W(a)e Ereefrody = lim — ’(E"‘En’)"‘da = - (1.38)

d—oc 20
Soulignons ici que I’équation (1.38) serait fausse dans un cas ol le spectre d’énergie
du systéme quantique admet des dégénérescences. L'équation (1.37) s’écrit main-

tenant comme

Jaute) [ dolesapw@)al =3 [ UG i) (10

—00

n=0

Si on suppose que du(z) dépend uniquement de |z|, on peut poser z = ret?, |Cy|2 =
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h(r?) et écrire

@GP 1 s arde = T [ B
/ En) = E(n)/o /o h(r*)r*rdrdy = E(n)_/o h(w)u™du (1.40)

pour u = r2. On peut faire entrer m dans la fonction h(u) et la résolution de

l'opérateur identité devient donc équivalente & trouver une fonction h(u) qui satis-
fait 2
/ h(u)u"du = E(n). (1.41)
0

Lorsque R — oo, h(u) est la transformée inverse de Mellin de E(n). On doit donc

trouver la fonction h(u) donnée par

1 c+ioco
h(u) —/ E(s)u**Vds, ceR, (1.42)

27 Joioo

ou la fonction F(s) correspond & la prolongation analytique de
E(TL) = EnEn—l Ce El-

Notons que ce calcul requiert une connaissance explicite du spectre d’énergie du
systeme quantique étudié. De plus, la recherche d’une telle fonction se complique
rapidement lorsque E(n) s’éloigne du n! de 'oscillateur harmonique quantique. En
particulier, les résultats ont été trouvés récemment pour un cas précis de 'atome

(18] pour le modeéle de Jaynes-Cummings ! ainsi que pour d’autres

d’hydrogene
systemes quantiques [719:20],

Une conséquence directe de la résolution de 'opérateur identité est que nos
états cohérents sont complets. Pour s’assurer de la complétude de ceux-ci, nous
devons montrer la relation suivante ¥ :

(B(m)z 1 [

AN i iEna —
Corm ‘111—1»10102(13 _(Ddae |z, @) = |vn), (1.43)
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pour tout n € {0,1,2,...}. La partie gauche de ’équation (1.43) nous donne

-
—iE 1«

(S

E Y B 2
—( (n)) lim 1 dae’E”aZz ¢

2t 6500 20 f o — (E(nf))%

W)n’)

V i3

N

(E(n)) = 2" : i(En—F.
= lim — dae'En=Enlaly, ,
Z" nz=o (B(n'))} 2= 20 | 4 )

:<E<n>>%i 2
" n'=0(E

'

St |tnr) = | ), 1.44
Ol = o) (140

en utilisant ’équation (1.38), ce qui assure la complétude de nos états cohérents.
Pour terminer, rappelons ce que donne cette construction dans le cas de Poscil-
lateur harmonique quantique. On peut simplement décaler le spectre d’énergie de

%hw de tclle sorte que I'éncrgic fondamentale soit 0 ct
Hy = H(Ny) = afay = Ny. (1.45)
Les états propres de ’'Hamiltonien générent I’espace de Fock
Fo={n), n=0,1,2,...} (1.46)
et I'opérateur nombre est Ny ol
No|n) = njn). (1.47)

En utilisant les équations (1.4) et (1.5), on peut définir les relations pour aJ et a;

soit

afln) = Vn+1le7™n+1), ag|n) = vne®n - 1). (1.48)

Notons que si I'on pose a = 0, on retrouve les définitions habituelles de a; et ag
pour l'oscillateur harmonique.

Les équations (1.21) et (1.23) nous permettent donc d’écrire les états cohérents
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comme
ine

1 e 2T
|2, &) o = 72V Zwlm- (1.49)

n=0
Nous avons montré de fagon générale que les quatre propriétés mathématiques
sont respectées. Ici, on peut simplement préciser quelle est la mesure h(u) dans la
résolution de 'opérateur identité. On doit d’abord trouver le rayon de convergence

R de la série
T

pr

n=0 V"

—~

On obtient

|
R = lim (n+1) = 00.
n—co 7!

Par ailleurs, 1'équation (1.41) s’écrit
/ h(u)u*du =n! =T(n+1),
0

ce qui donne
h(u) = e™.

Nous venons de présenter une construction générale des états cohérents. Rap-
pelons que cette démarche est applicable a des systéemes quantiques admettant un
spectre d’énergie discret, positif, strictement croissant et tel que 'on puisse définir
des opérateurs de création et d’annihilation. En pratique, plusieurs systémes quan-
tiques admettent des dégénérescences dans leur spectre d’énergie. Aussi, il n’est pas
toujours évident de définir clairement des opérateurs a~ et at pour des systémes
comme le modele de Jaynes Cummings, par exemple [16]. Dans les prochains cha-
pitres, nous étudierons précisément des cas ou1 les hypotheses de départ de la sous-

section (1.1.1) ne sont pas nécessairement respectées.
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1.2 Les états cohérents gaussiens

Nous venons dec présenter une généralisation des états cohérents de loscillateur
harmonique proposée par Hussin et Daoud. Cette construction a 'avantage de
respecter les quatre propriétés mathématiques fondamentales, mais aussi, les deux
définitions physiques équivalentes des états cohérents.

Il existe une autre généralisation qui a été introduite par Fox M! et que nous
allons donner dans cette section. On les appelle des états cohérents gaussiens
géndralisés. Nous verrons que cc ne sont plus des états propres de 'opérateur d’an-
nihilation, mais nous montrerons dans le chapitre 3 qu'ils se comportent presque
comme des états classiques.

Ces états cohérents gaussiens ont été construits a partir d’une approximation des
¢tats cohérents de l'oscillateur harmonique quantique qui a cnsuite été généralisée
a d’autres systemes quantiques. Regardons Porigine de cette construction. A partir
de I'équation (1.49), on trouve que la probabilité d’étre dans I’état |k) des états
cohérents est

k,—z

|(k|z, @) = T

T ou z = |z[°. (1.50)

Il s’agit d’une distribution de Poisson de parametre z. En utilisant '’équation (1.24),

la valeur moyenne de 'opérateur N et le carré de sa dispersion sont les mémes car

on écrit -
ne *z"
(N)y=>" =z (1.51)
n=0 :
Ct o0 2 "
(ANY =Y =’ =z (159
n=0 ’

Notons que si nous avions un spectre d’énergie différent de 1'oscillateur harmonique,
nous n’aurions pas une distribution de Poisson. Les valeurs de (N) et (AN)? se-
raient alors différentes. C’est ce que nous constaterons dans les équations (1.61) et
(1.62). Pour des valeurs de z assez grandes, on peut utiliser le théoréme central

limite * afin d’approximer la probabilité d’obtenir y; < k < yo en agissant avec
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N sur les |z, @)on. On obtient I'intégrale d’une fonction gaussienne continue soit :

Yz 1 _l(y—fN))z
———c 2\ &N / dy, 1.53
/yl ANV2Tm Y (1.53)

avee la normalisation
/ e 2\ N)) dy = ANV2m (1.54)

On cherche cependant a faire une approximation de la probabilité d’étre dans ’état

|k), ou si 'on veut, la probabilité de mesurer & en agissant avec N. On peut écrire

(klz, e ~ [ I ek (1.55)
z,)|" = —————€ 2 :
k—% AN27 v
2 2
1w L () 1 —a(2) (1.56)

AN+ 27 Vorzx

On remplace z par |z|? et on obtient finalement une approximation des états (1.49)

comme

ﬁn_m’_ e e 1.57
\/_II_Z " 37

ou la constante de normalisation s’écrit maintenant comme

|2, @) on

n—|z12)2
=5, (1.58)

Ms

N(|z*) =

e

Il
o

n

Vérifions graphiquement que toutes ces approximations sont bien valables. On
peut trouver la densité de probabilité (|1 (z)|?) d’observer la particule, dans les
états cohérents, en fonction de la position. De ’équation (1.49), celle-ci s’écrit,

pour les états cohérents généralisés, comme



18

2 [ 2" 1 —22
()| = e < ez Hermite n,a:)
(@) > TR n,a]
x(i zmcmia : ! e'_’zﬁHermite[m,m]), (1.59)
= (m)2 7i,/2m(m!)

ou 'on a exprimé les |n) en termes des fonctions mathématiques correspondantes.
Les figures 1.1 et 1.2 montrent cette densité de probabilité en fonction de la position
z de loscillateur harmonique pour @ = 2 et z = 5. La figure 1.2 montre un

agrandissement de 10'° fois 'axe de |¢(z)|?.

|9 ()2

-20 -10 10 20

Fi1G. 1.1 - densité de probabilité en fonction de la position

[p(z)|?
6-1071°
4.1071°
2-1071°
/\MM —
20 10 10 20

F1G. 1.2 - densité de probabilité en fonction de la position
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Si 'on calcule maintenant les états cohérents gaussiens correspondant & z = 5,
a = 2 et que l'on trace |¢(z)|?, on obtient les figures 1.3 et 1.4. Encore une fois. la

deuxieme figurc montre un agrandisscment de 10%° fois Paxe de |[¢(z)|2.

|9 ()

=20 -10 10 20

F1G. 1.3 — densité de probabilité en fonction de la position

lp(z)|?

2]5-107°

2-107°
1]5-107°

1-107°

51010

) L .

20 _10 10 20

F1G. 1.4 - densité de probabilité en fonction de la position

On voit donc que 'approximation gaussienne des états cohérents généralisés est
excellente pour 'oscillateur harmonique. En fait, il faut agrandir 10%° fois I’axe de
l#(z)|? si Pon veut percevoir une différence & 'oeil. Il faut cependant remarquer
que cette approximation gaussienne n’est plus vraie dans le cas ol z est un nombre

complexe puisque (V) et AN dépendent uniquement de |z|.
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Fox a généralisé I'équation (1.57) afin qu’elle soit applicable & d’autres systémes
quantiques. A partir de I’équation (1.21), on trouve que la probabilité d’étre dans

I'état |1) des états cohérents est

|Col?|2**

(welz,o)l” = S

(1.60)

La valeur moyenne de ’'opératcur N ct le carré de sa dispersion sont maintenant

donnés par

o0 nz2n
(N) =1[Col?) % (1.61)
n—=0
" n?|z|? oz ?
(AN)? = |Co| . Bn) —|Col (Z E(n)> : (1.62)

n=0

Nous allons encore unc fois utiliser le théoréme central limite afin d’approximer
la probabilité d’obtenir y; < k < y» en agissant avec N sur les états |z,a). Une
démarche identique a celle présentée précédemment nous donne une approximation
des états (1.21) comme

n—(N )

|z, @) 1M gmEn|p) (1.63)

~ s

ou la constante de normalisation s’écrit maintenant comme

)=Y e S| (1.64)

n=0

Comme pour 'oscillateur harmonique, cette approximation n’est valide que si z est
réel. Le calcul de (N) et AN, donné par les équations (1.61) et (1.62), est cependant
difficile & effectuer lorsque le spectre d’énergie n’est plus proportionnel au n de
'oscillateur harmonique. Pour cette raison, il est utile de regarder individuellement
les états cohérents gaussiens sans passer par une approximation des états cohérents
généralisés. On peut rééerire les équations (1.63) et (1.64) en utilisant la notation

utilisée par Fox 11, Supposons un Hamiltonien H donné, admettant des états



21

propres et énergies qui satisfont les équation (1.3) et (1.1). Les états cohérents

gaussiens sont alors définis par

* n—n 2 .
G0, 0,0) = — s 3 el TNt ) ot (g, G} € R, (165)

N(’I’Lo) n—=0
et -
(n—ng)?
N(ng) =) elm "zt ], (1.66)
n=0
ce qui garantit la normalisation :
(G, 0, o, 01G, g, do,0) = 1. (1.67)

Notons que si on compare cette derniére équation avec les équations (1.63) et
(1.64), on remarque que (N) = ng et AN = 0. Ccs nouveaux paramétres de-
vront étre ajustés pour chaque systéme quantique afin que ces états respectent leur
définition physique. Nous testerons donc plusieurs valeurs de o et ng pour trouver
une combinaison ot la particule est bien localisée dans le systéme quantique étudié.

Assurons-nous maintenant que les états cohérents gaussicns vérifient bien les
quatre propriétés mathématiques fondamentales. L’équation (1.66) assure que ces
états sont normés & l'unité. La stabilité temporelle est évidente en regardant la

définition (1.65). Vérifions maintenant la continuité cn ng. Posons nj, € R tel que
Ing —ng| — 0.
On a alors
<G7 No, ¢07 0|G1 né)a ¢0a U) N 11
<G7 n67 ¢0, UIG7 Ny, ¢01 U) - 11
= ||G,TLO,¢0,U> - |G1n6a¢070>, - 0’ (168)

ce qui garantit la continuité de nos états en ny. La continuité en ¢y se démontre de

la méme facon.
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Il nous reste donc a vérifier que les états cohérents gaussiens satisfont & la

résolution de I'opérateur identité. On doit montrer que

/ d’n,o hm —/ dq)ol\ n0)|G ng,éo, )(G n0,¢0,a| = 1 (169)

d—
—00 OO

ou le normalisateur K(ng) doit étre déterminé. La premiére partie de I’équation
(1.69) donne

n—n, ) (n'—n )2
00 1 el= —4;?—] el™ 7»"—]
dng lim — d<I>0K o) ¢iBnto '1Ln’¢°|¢n)(1/)n,|.
(1.70)
Comme il n’y a aucune dégénérescence du spectre d’énergie, on a
I ~E,)®
- E,—En)Po _ ’. .
(I}I_I;Igo 5% d<I> el = Onn (1.71)
L’équation (1.70) peut donc s’écrire comme
o~ 22
3 / dnoK (n0) gl = S Wbl =1 (L72)
n=0 ( ) n=0
N
e K(ng) = o) (1.73)

V2ro?

Comme précédemment, une conséquence directe de la résolution de 'opérateur
identité est que les états cohérents gaussiens sont complets.

Les états cohérents gaussiens n'ont pas été construits dans le but de satisfaire
a la premiere définition physique des états cohérents. En effet, ils ne sont pas des
états propres de 'opérateur a~.

Cependant, il a été démontré 119 que le fait de préparer un systéme quantique
dans les états cohérents gaussiens augmentent grandement la localisation d’une
particule dans ce systeme. Pour cette raison, on dit que ce sont des états quasi-
classiques. Méme s’ils ne minimisent pas une relation d’incertitude, ils possédent

donc une propriété analogue a la deuxicme définition physique des états cohérents
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généralisés. Nous regarderons en détail cette affirmation dans le chapitre 3.

En résumé, nous avons introduit deux généralisations possibles des états cohé-
rents. Les premiers dits, états cohérents généralisés, respectent en tous points les
deux définitions physiques et les quatres propriétés fondamentales mathématiques
originales des états cohérents de I'oscillateur harmonique quantique. Pour les deuxie-
mes, les états cohérents gaussiens, les quatre propriétés mathématiques fondamen-
tales des états cohérents sont bien vérifiées. Cependant, la premiere définition phy-
sique des états cohérents n’est pas respectée. Nous verrons que, pour les états
cohérents gaussiens, la densité de probabilité d’observer une particule est concentrée
dans un domaine trés restreint. On aura donc une propriété physique analogue &
la deuxiéme définition physique des états cohérents.

On remarque en terminant qu’aucune des deux constructions n’est assez générale
pour inclure le cas de systémes quantiques dont le spectre d’énergic admet des
dégénérescences. Le prochain chapitre propose donc une construction d’états cohé-

rents qui inclut les cas ol le spectre d’énergie admet des dégénérescences.



Chapitre 2

Dégénérescences et construction

des états cohérents

Dans ce chapitre, nous construisons des états cohérents pour des systéemes quan-
tiques dont le spectre d’énergie admet des dégénérescences. Nous verrons d’abord
en quoi celles-ci affectent les états cohérents définis précédemment (section 2.1).
Ensuite, nous donnerons de nouveaux états cohérents généralisés ainsi que des
états cohérents gaussiens qui englobent les cas ol il y a des dégénérescences dans le
spectre d’énergie (section 2.2). Pour ce faire, nous nous inspirerons des travaux de
Fox et de Choi 19, Ils ont construit des états cohérents gaussiens pour ’exemple
d’une particule dans une boite quantique cn deux dimensions (un systéme avec
dégénérescences). Cependant, nous verrons dans le prochain chapitre que leurs
états ne respectent pas la résolution de l'opérateur identité, une des propriétés
mathématiques fondamentales des états cohérents. Notre nouvelle construction cor-
rigera ce probleme pour les états cohérents gaussiens et proposera une méthode

pour construire les états cohérents généralisés.



25
2.1 Problemes causés par les dégénérescences sur

la construction des états cohérents

Nous allons montrer que la préscnce de dégénérescences dans le spectre d’énergie
pose un sérieux probleme lors de la construction des opérateurs de création et d’an-
nihilation ce qui nous empéche de bien construire les états cohérents généralisés.
De plus, nous verrons que les états cohérents gaussiens construits originellement
(chapitre 1) ne respectent pas la résolution de 'opérateur identité (propriété 3) et
ne sont donc pas complets.

Revenons aux hypothéses de départ de la section 1.1.1. Pour construire des états
cohérents généralisés, nous travaillions avec un Hamiltonien H qui admettait un
spectre d’énergie discret, strictement croissant et n’ayant aucune dégénérescence.
Si maintenant, nous relachons cette hypothese, nous pouvons alors avoir un spectre

d’énergie tel que
Ey<XE,<E<---<E,,<E,<--. (2.1)

Comme nous le verrons pour le modeéle de Jaynes-Cummings au chapitre (4), nous
pouvons méme obtenir une spectre d’énergie admettant une partie décroissante
lorsque n augmente. Notons ici que les définitions (1.4) et (1.5) des opérateurs
de création a* et d’annihilation a~ ne peuvent plus s’appliquer puisque nous ne
sommes plus sous les mémes hypothéses de départ qu’a la section 1.1.1. En effet,
une application naive de ces définitions menerait a des problemes physiques im-
portants. Supposons que |1;) et |13) soient des états propres correspondant a la
méme énergie. En agissant avec I'opérateur a™ sur ’état |1)5), on obtiendrait ’état
|1) dont 1’énergie correspondante n’aurait pas diminué. Pire encore, dans le cas
du modele de Jaynes-Cummings, on pourrait faire monter le niveau d’énergie en
agissant avec a~ sur I’état fondamental du systeme. Dans ce chapitre, nous verrons
qu’'un réordonnement des énergies et une redéfinition des ¢tats propres correspon-

dants nous menera vers la construction des états cohérents généralisés avec de bons
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opérateurs d’échelle.

Dans le cas des états cohérents gaussiens, seulement trois des quatre pro-
priétés mathématiques fondamentales sont vérifiées. Montrons que la résolution
de P'opérateur identité n’est plus posible lorsqu’il y a des dégénérescences. Suppo-
sons que l’on puisse quand méme définir les états cohérents gaussiens par I’équation
(1.65). On doit alors montrer 'équation (1.69). La présence de dégénérescences dans
le spectre d’énergie modifie le résultat de ’équation (1.71). Comme on peut avoir

E, = E, pour n # n/, alors
1 [ ,
lim — [ d®ye" B En%o L . (2.2)
_d

C’est précisément cette derniere inégalité qui nous empéche d’écrire directement

que I’équation (1.70) vaut

_ (n—n, )2]
20

© oo l
;/_oo dnoK(no)—WI%)(%I-

Nous sommes donc bloqué dans la résolution de 'opérateur identité ce qui entraine
que les états ne sont pas complets.

Pour ces raisons la construction des états cohérents généralisés et gaussiens
du chapitre 1 n’est donc pas assez générale pour englober les cas ou il y a des
dégénérescences dans le spectre d’énergic.

Nous devons donc généraliser les deux constructions du chapitre 1 afin qu’elles
englobent les nombreux cas oli des dégénérescences se présentent dans le spectre

d’énergie.
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2.2 Généralisation des états cohérents a des
systemes ayant un spectre d’énergie dégénéré

Nous verrons comment il est possible de définir des états cohérents géncéralisés
ainsi que des opérateurs de création et d’annihilation pour le cas général d’un
systeme quantique admettant des dégénérescences. Nous verrons ensuite comment
il cst possible de définir des états cohérents gaussiens qui respectent la résolution de
I'opérateur identité, et ce, méme si le spectre d’énergiec admet des dégénérescences.
Nous allons ici nous inspirer des travaux de Fox et Choi ¥ qui ont proposé des
états cohérents gaussiens pour le modele de la particule dans une boite en deux
dimensions.

Voyons d’abord le cas des états cohérents généralisés présenté a la section (1.1).
Supposons que l'on réordonne le spectre d’énergie dégénéré de telle facon que pg = 0

et que les énergies suivantes soient notées en ordre croissant, i.e.
Pp=0<p1<pr<- < pp1<pp<---, (2.3)

ou cette fois, chaque énergie p, est dégénérée d, fois. Afin de faciliter I’écriture,
on notera d, = 1 pour un état non dégénéré. Choisissons une base orthonormale
associée & chacune de ces énergies, et notons ces états |n, p) 4, ou p prend des valeurs
entieres entre 0 et d, — 1. De plus, pour chaque n, on introduit la phase 7, € R qui
prend ses valeurs entre [0, 27]. A chaque éncrgic p,, on associe alors un seul état

obtenu comme
dn—1

1 .
|TL, d’n)D = \/d_ Z ezpnn|n’ p)d (24)

T p:O

Dans le cas ou il n’y a aucune dégénérescence, cet état se réduit a |n,0)4. Donc,
meéme si on définit une phase 7, pour chaque p,, elle n’a aucune influence sur les
états non dégénérés. On note l'ensemble infini de variables 7, par le vecteur 7.
Dans les chapitres 3 et 4, nous verrons comment on peut réordonner les énergies

afin de satisfaire & (2.3) et définir les états (2.4) pour les exemples de la particule
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dans une boite en deux dimensions ainsi que pour le modéle de Jaynes-Cummings.
On peut. a présent, définir les états cohérents généralisés pour des systémes
quantiques avec dégénérescences par
Z'ne——ipna

|z, 00m) = Co ) Wm, do)p, (2.5)

n=0

ol la constante de normalisation Cj est donnée par

Gl = (i 'Z'Q")_m, (26)

— p(n)

avec p(n) = pipa...pn €t p(0) = 1. On montre donc la normalisation de ces nouveaux

états cohérents en combinant les équations suivantes

dn—-1

1
(7’&, dn|n7 dn)D = d_ Z <n7p|n7p)d = 1) (27)
(n',du|n,d,)p =0 si n#n, (2.8)

avec I’équation (1.22). On en déduit facilement que

<Z7 a’nlzi a?n) = 1' (2'9)

On veut évidemment que ces nouveaux états vérifient les deux définitions phy-
siques. On doit donc trouver des opérateurs de création et d’annihilation qui obé-
issent aux définitions (1.4) et (1.5) lorsqu’on les applique sur les états |n,d,)p.
Comme les énergies p, associées & chacun de ces états propres respectent en tout

point les conditions initiales de la sous-section (1.1.1), on peut écrire

N =) "nn,dn)p(n, dal, (2.10)
n=1
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H(N) = puln, dn)p(n, dul, (2.11)
n=1
H(N +1)= an+1|nvdn>D<n1 dnl, (2.12)
n=1
H(N —1) =Y pniln, du)p(n, dal, (2.13)
n=2

ce qui nous permet de définir

ot = H(N) e HN=HE=D2N " p 41 d 1) p(n, dnl, (2.14)
n=0
o= = VHN +1) #NDHMENn g3 pin+1,dpya|.  (2.15)
n=0

11 est alors facile de voir que les nouveaux états (2.5) vérifient les deux définitions
physiques des états cohérents énoncées au chapitre 1. Il ne reste qu’a s’assurer que
les trois propriétés mathématiques sont respectées.
Ces états cohérents sont encore continus en z € C, a € R et 7, € [0, 27].
Voyons si ces états propres vérifient la stabilité temporelle. Sachant que chaque

état orthonormal |n, p)4 est un état propre de I’'Hamiltonien du systéme, nous avons

00 zne—ipn(a~t) 1 dn—1

ez, a,m) =G eP™n, Yy = |z, — t, 1), 2.16

ce qui assure la stabilité temporelle de nos états.
Il faut maintenant s’assurer que ces nouveaux états vérifient bien la résolution

de 'opérateur identité en montrant que

[e<] s 2 oo dn—1
Jaute) [~ aaw @] [ venddnzcmizanl=1= 3 3 nodinsle
—00 =0 n=0 p=0

(2.17)
ou W(a), U(n;) et la mesure du(z) doivent étre déterminés. Rappelons que l'intégrale

sur les complexes se fait sur le disque {z € C: |z| < R}, ol R est le rayon de conver-
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gence de la série que 1'on obtient en remplagant F(n) par p(n) dans I’équation

(1.36). En utilisant le normalisateur W(a) de I’équation (1.38), on a

oo

Jaute) [ aaw @ [ vimanecomiescoml =

=0

1 [ 0 27
2 N —— . -
|Col /du(Z) Jim /_(D dajl:[o/o U (n;)dn;
dn—1

2, Zhe it pa——
* 2 o) (\/—Ze el )
x i il mﬂ; ( i e~ (i, k[d> (2.18)

0

Chaque p, est dégénéré d, fois, mais comme p, # pn, ¥V n # m, on peut encore
écrire
1 ? i )
'L Pm—pPn)x —
q}l_rgo 5% da = dp,. (2.19)

En utilisant 1'’équation (2.19), on obtient

(=53] [eS) 2 on 1 dn—1 ‘
218)=1CoP Y [T [ venan o (a— > el<"-k>""|n,p><n,k|d) .
n=0 =0 "o

£=0
(2.20)
En posant U(n;) = 5=, on a la relation suivante :
o0 1 2r )
=0 0

De Péquation (2.20), il ne reste donc que

|Co |z|2" Skl
Z/ Z|nP”P|d—ZZ|"P (n, pla,
n=0 " n=0 p=0

21 ,]2n
4:»/ IC"' iz' = 1. (2.22)
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Si on suppose, comme précédemment, que du(z) dépend uniquement de |z|, on peut

poser z = re*?. En utilisant I’équation (1.40), la résolution de ’opérateur identité

devient donc équivalente a trouver une fonction h(u) qui satisfait I'équation
R2

i h(u)u™du = p(n)d,.

(2.23)

Il est donc possible de résoudre 'opérateur identité comme avant
Montrons maintenant que ces états sont complets. Il s’agit donc de vérifier
I’égalité suivante :
1 [ 27
(p(n))z . 1 ! vdn/ i
——— lim — daen*—— dn,e "™z, a,n) =
Corm 455 | o [, 9 |z, ,m) = |n,p)

(2.24)
pour tout n, p € {0,1,2

} o 0 < p <d, —1. La partie de gauche de I’équation
(2.24) nous donne

(p(n))7 | 1 1pna\/_- R
o dm. i | e e

dm—1
ZMmetme
XCO E 1/2\/_ E ezlmmlmk
‘m

(2.25)
On peut encore utiliser 1’équation (2.19) afin d’obtenir un 6,,, qui fait disparaitre

tous les termes o n # m dans la sommation. Donc, de ’équation (2.25), il reste
seulement .
Vi 7 e P —— e |0, kg 2.26
27{' 0 ’r’n \/_ Z € | ( )
mais

2
/ dnnei(k_p)nn — 27r6pk7
0

= (2.26) = |n,p)a.

Regardons maintenant la construction d’états cohérents gaussiens généralisés &

des systémes quantiques admettant des dégénérescences dans leur spectre d’énergie



En s’inspirant de la démarche précédente, on peut écrire

["—4:8’—1

|Gan0-¢070 "7 Z \/T
0

e~ Pn®in d.\p, (2.27)

ol |n,d,)p = (2.4) et N(ng) est toujours défini de facon & assurer la normalisation.
On peut facilement vérifier la continuité en z € C, @ € R et 7, € [0, 2]. De plus,
ces ¢tats vérifient aussi la stabilité temporelle. I1 est important de s’assurer que
ces nouveaux états cohérents gaussiens respectent bien la résolution de I'opérateur

identité. On doit donc regarder ce que vaut

o] 1 27
/ dno Jim d<I>0K (no H/ U (n;)dn; |G, no, ¢o, 0, 0){(G, 10, do, 0, 7.

oo ¢—oo 2P

(2.28)

On pose U(n;) = 5= et on utilise la relation

el i(pn—p, )P0 _
455 / 4o = O
On obtient alors
oo 0o e[_("_;"é]ﬁ] 00 1 o dn—1

(2.28) = dnoK (ng) ——— —/ dn; e’(” K |, pY (n, k|

(2.29)

il ne reste que

oo

<. [ "—z:é”—l doie]
Z/ dnoK no) ( Z |n, p)(n p|d) =1, (2.30)
n=0

(2.31)
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La complétude de ces états cohérents gaussiens découle directement de la résolution

de l'opérateur identité. On peut donc montrer facilement que

n-ng)? ¢ 3 v/ 2m .
\/N(no)e[( 2 lim 1 d@oe”’"q’o—dz/ dnpe”"P™
20 ) 2T 0

b—o00

Im—n |2] dm—1

o0 [—
e 4o . 1 ;
% } : e~iPmbo_—__ E e’k"’"|m, kYa = |n.p)a- (2.32)
m=0 V N(mO) v dm k=0

Dans le prochain chapitre, nous allons construire explicitement ces nouveaux

états dans le cas d’une particule dans une boite quantique en deux dimensions.



Chapitre 3

Exemples d’applications des deux

types d’états cohérents

Nous allons présenter ici deux exemples qui illustrent bien la construction des
états cohérents généralisés ou gaussiens pour un systéme quantique particulier.
Dans le premier cas, nous allons retrouver ces deux types d’états cohérents pour
une particule dans une boite en une dimension (section 3.1 et 3.2). Cet exemple
montrera clairement une application pour un systéme quantique n’admettant au-
cune dégénérescence. Ensuite, nous étudierons un systéme quantique admettant
des dégénérescences. Nous construirons ces deux types d’états cohérents pour une
particule dans une boite en deux dimensions (section 3.3 et 3.4). Pour les états
cohérents gaussiens, nous allons mettre en évidence une propriété analogue a la
définition 2 des états cohérents originaux. Lorsque la particule dans la boite est
représentée par la fonction d’onde des états cohérents gaussiens, clle est trés bien

localisée dans la boite.
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3.1 Construction d’états cohérents gaussiens
pour une particule dans une boite en une di-

mension

Regardons donc ce que sont les états cohérents gaussiens pour une particule
confinée cntre des barricres infinies de potentiel situées en £ = 0 et £ = a. On
retrouvera ici les résultats de Fox et Choi 9. Comme V(z) =0 pour 0 <z < a et

V(z) = oo ailleurs, on peut écrire

H=2F=
2m

ou p est 'opérateur impulsion et m est la masse. La position de la particule sera

décrite par la variable z. L’équation de Schrodinger s’écrit :

2 2
) = Be (@),

2m dxz?

avec comme conditions aux frontieres :
£(0) =0 et &(a) =0.
Les états propres orthonormés du systeme sont donc

In) = €,(z) = \/g sin (), (3.1)

avec les énergies correspondantes
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ot n € N*\ {0} et wyg = in?/2Ma?. On élimine I'énergie E, car son état propre

correspondant est nul. Le produit scalaire est simplement défini comme

(min) = / En(@)Enl(@)dz = B (3.3)

Il n’y a donc aucune dégénérescence possible dans ce spectre d’énergie et on peut
utiliser les équations (1.65) et (1.66) afin de construire les états cohérents gaussiens

de ce systeme. On peut inclure les constantes fiwy dans le ¢y et on obtient

n-n )
|G. 1, b0, ) = Ze[ Ao ), (3.4)
TLO n=1
{(n—n )
ot11'on a toujours N(ng) = > o, e=7 %) On peut réécrire ces états en termes des

fonctions mathématiques représentées par le ket |n). On regardera aussi ’évolution

. . . _iHt
dans le temps en agissant sur ces états avec I'opérateur e~ # . On a donc

S I
Z = ein’o _En'\/jsm mra: (3.5)
\/ 710

ou ¥(z,t) est simplement la fonction d’onde des états cohérents gaussiens associée
a la particule dans la boite et E,, est donnée par 1’équation (3.2).

Nous avons déja démontré dans le chapitrc 1 que ces états respectaicnt les
quatre propriétés mathématiques fondamentales. Cet exemple va nous montrer que
ces états ont aussi une propriété physique trés intéressante.

La densité de probabilité d’observer la particule & une position z et & un temps

t est donnée par

. (n—n )2 . o 1n2th nmTxT
t 2 = = — v o= h 1
(2, 8)* = 9 = = wh e e sin(——)
s [~ {m=n, )2 o, imPugt mnzT
X E elm a7 Jgmimibo TR sin ( - )- (3.6)

m=1
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On peut donc tracer les graphiques de la densité de probabilité d’observer la par-
ticule en fonction de la position x, pour un temps ¢ donné. La figure 3.1 présente
ici quatre courbes ol 'on a posé M = M, (la massc de Vélectron), a = . o = 10,
ng = 10000 et différentes valeurs de ¢ et ¢y entre 0 et Imo- four chacune de ces
quatre courbes, on a fait la sommation de n, m = 9500 a n, m = 10500 ce qui,

pour un choix de ng = 10000, donne une cxcellente approximation de |y (z)|?.

| (2)|?
" A " /\ o
0.5 1 1.5 2 2.5 3

F1G. 3.1 - Quatre courbes de la densité de probabilité en fonction de la position
x tracées, de la gauche vers la droite, au temps et au déphasage (t = ¢9 = 0),

(t:¢0:ﬁ,(t=¢0=5277:))0t(t=¢0=ﬁ)-

16
14
12
10

(0]

N b O

On remarque que lorsque la distribution de probabilité est prés d’un mur (en
z = 0 ct en z = a), les courbes sur la figure 3.1 ont une aire sombre. On voit,
en fait, le résultat d’oscillations tres rapides dans la distribution de probabilité de
présence de la particule. Ce phénomene est causé par les interférences constructives
ct destructives entre la fonction d’onde 9(z,t).es qui est réfléchi par la barriére de
potentiel et la fonction d’onde incidente ¥(z,t);n.. Par contre, lorsque la distribu-
tion de probabilité est loin des murs, elle est simplement décrite par une gaussienne.
Une observation physiquement intéressante dans ces graphiques est que la densité

de probabilité d’observer la particule est bien localisée dans la boite.
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La localisation de la particule dans la boite est relativement bien conservée dans
le temps. Comme on peut le voir sur la figure 3.2, pour un temps avoisinant les
180 secondes. 'amplitude de la densité de probabilité commence & diminuer. Dans
la prochaine section, nous verrons que pour la particule dans une boite en deux
dimensions, I’amplitude de la densité de probabilité commence & diminuer pour un
temps avoisinnant les 500 secondes. Nous obtiendrons donc une localisation plus

stable pour la boite en deux dimensions que pour la boite en une dimension.

() |?
167
14;
12¢
10¢

0.5 1 1.5 2 2.5 3

F1G. 3.2 - Graphique de la densité de probabilité en fonction de la position z au

__ 3108w
temps £ = Sng -

3.2 Construction d’états cohérents généralisés
pour une particule dans une boite en une di-

mension

Il est tres facile de construire des états cohérents généralisés pour un systeme

n’admettant aucune dégénérescence. Le seul travail que nous avons a faire afin de



39

se ramener aux conditions initiales du chapitre 1 est de redéfinir les énergies et
les états propres pour que I’énergie fondamentale commence & zéro. Posons donc
Ei-FEi=uy, BEs—E1=w, Es—E; =us, ..., B, — E1 = Uy, ... et [n) = |Up,_y),
oun e N*T\ {0}

Nous pouvons maintenant adapter les équations ((1.10)-(1.15)) & ce systéme
quantique particulier. On veut que 'opérateur N agissant sur les états propres
|U,»), olt maintenant m € N*, donne la valeur propre m multipliée par ces mémes

états propres. On obtient simplement

N = m|Un) (Unl- (3.7)

Pour 'Hamiltonien, on obtient

H(N) =Y un|Un)(Unl, (3.8)

HN +1) =) thmis|Un) (Unl, (3.9)
m=1

H(N=1) =Y tn1|Un)(Unl. (3.10)

Les opérateurs a* et a~ sont donnés ici par

at = /H(N) e HWM=HW=10N "7 Y (Unl, (3.11)
m=0
a” = VH(N +1) HWVT-HICN "1y (U ya. (3.12)
m=0

En se réferrant & ’équation (1.21) pour nos états cohérents généralisés, on obtient :

Zm e-—iuma

|z, @)14 = Co Z me), (3.13)

m=0
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avec

|Col = (i 5(';:;) o (3.14)

m=0
olt u(m) = uyUs...u,, et par convention u(0) = 1.
Nous avons déja montré au chapitre 1 que de tels états vérifiaient les deux

propriétés physiques et les quatre propriétés mathématiques originales.

3.3 Construction des états cohérents gaussiens
pour une particule dans une boite en deux

dimensions

Nous présenterons ici un excmple ol 'on construit des états cohérents gaus-
siens pour un systeme quantique admettant des dégénérescences dans son spectre
d’énergie. L’Hamiltonien pour une particule dans une boite quantique en deux
dimensions s’écrit.

P2 +p2

H="2_¥.Vy
2m + (x’y)’

ou V(z,y) =0si0<z <aet0<y<a,etV(r,y)=oco ailleurs. Les énergies et

les états propres orthonormés du systéme sont donc respectivement donnés par

W’r? 2 2 2
En,m = ma? (n +m ) = h(’n +m )Ldo (315)
et
2
|n,m) = - sin(?) sin(mwy) ot {n,m} € N+\ {0}. (3.16)

On élimine les énergies Ey 1, E; g et Eyp car leurs états propres correspondants sont

nuls. Encore une fois, le produit scalaire est défini comme

a a ! !
(n',m'|n,m) = / 4 sin(n wm) sin(m:y) sin(n;m) sin(m—;r'y)d:vdy. (3.17)
o Jo

Afin de construire les états cohérents gaussiens pour un tel systéme, il faut bien
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comprendre d’ou proviennent les dégénérescences dans le spectre d’énergie. Il y a
deux types de dégénérescences possibles dans ce probleme.

1°) On peut obtenir la méme énergie simplement en interchangeant n et m. Par
exemple, on a Ey; = Ej. Dans cet exemple, I'énergie Shwy est dégénérée deux
fois.

2°) Une autre possibilité d’obtenir la méme énergic est associée au nombre de
facons qu’a un entier d’étre exprimé comme la somme de deux entiers au carré.
Par exemple, on a E55 = By 7 = E7; = 50hwp. L'énergie 50fiw, est donc dégénérée
trois fois.

C’est Legendre, au début des années 1800 '}, qui a déterminé le nombre de
fois qu’un entier positif ¢ peut étre exprimé comme la somme de deux carrés. Son
résultat s’exprime de la facon suivante : soit D, le nombre de diviseurs de () de la
forme 4k +1 et D, le nombre de diviseurs de @ de la forme 4k+3 ou k € N7, alors
le nombre de représentations de @) comme la somme de deux carrés est 4(D; — Ds).
Notons que, dans cette formule, on calcule la somme de deux carrés dont les entiers
sont positifs, négatifs ou nuls. Pour ce qui nous concerne, il y a moins de cas puisque

n et m sont nécessairement positifs. Par exemple, si Q) = 25, on a
D1 = 3 soit {1,5,25} et D2 = 0.

On a alors 4(D, — D3) = 12 fagons d’exprimer 25 comme la somme de deux carrés
qui sont {(5% + 0%), (0% + 52), ((—5)% + 02), (0% + (—5)?), (3% + 4?), (4% + 3?),
((=3)2 + 4?%), ---, ((-4)* + (=3)%)}. De ces 12 combinaisons, seulement 2 sont
exprimées avec des entiers strictement positifs soit (3% + 42) et (42 + 3%). L’énergie
25hwq est donc dégénérée deux fois.

On va maintenant utiliser le résultat de Legendre afin de trouver le nombre
de fois qu'un entier positif ) peut étre exprimé comme Q = n? + m? ol n et m
€ N*\ {0}. On notera ce nombre d, qui correspond aussi au nombre de fois que
I’énergie Qhwy est dégénérée. Le choix de l'indice g sera justifié plus tard dans le

développement.
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On peut remarquer que pour chaque combinaison d’entiers strictement positifs,
il y a toujours trois autres combinaisons possibles lorsque 'on inclut aussi les entiers
négatifs. Dans I'exemple précédent, on a le cas (3% + 42) auquel on associc les 3
autres cas ((—3)2+42), (3%2+(—4)?) et ((—3)2+(—4)?). Ceci est vrai méme si n=m.
Par exemple, si = 50, on a le cas (n = 5, m = 5) auquel on peut associer les trois
autres cas soit (n = —5, m =5), (n =5, m = —5) et (n = —5, m = —5). Lorsque
@ est un carré parfait, on a toujours 4 cas de la forme ((v/Q)2+0?), ((—v/Q)?+0?),
(04 (vVQ)?) et (024 (—+/@)?). Nous voulons évidemment rejeter ces 4 cas puisque
nos ¢nergies sont libellées en terme d’entiers strictement positifs. On obtient donc

le résultat suivant :

Si @ n’est pas un carré parfait, alors

4(D, — D:-
d, = (1—42 = D, — Ds. (3.18)
Si @ est un carré parfait, alors
4(D, — D3) — 4
d, = (D 4D“) =D, — Ds—1. (3.19)

Il est & noter que, pour un certain @, les formules (3.18) et (3.19) nous per-
mettent de trouver d,, mais il n’y a cependant pas d’équations qui nous permettent
de savoir exactement quels sont les entiers n et m qui causent ces dégénérescences.
Pour cette raison, a mesure que @ augmente, il devient de plus en plus difficile de
trouver les n et m, qui font que @ est dégénéré d, fois.

Nous pouvons maintenant construire les états cohérents gaussiens pour ce sys-
teme. Il s’avere que ’équation (2.27) ne peut pas directement s’appliquer ici. En -
cffet, les énergies sont libellées avec deux indices (n et m) plutét qu’un seul. Ce
probleme est facilement résolu en classant les énergies E, ,, en ordre croissant et
en les rebaptisant avec un seul indice ¢. Voici donc I’explication de I'introduction
de cet indice. On obtient alors Ey; — Eh; = €, E1p — E1; = Eap — Ei1 = e,
Ezo — El,l = €9, E1,3 —Ey) = FE3y - E1,1 = €3, ", E7,4 - E1,1 = E4,7 - E1,1 =



43

Eig—FEi1=FEg1—Ein =€, -, Epnm—FE11=---=¢. -, avec
€ <€ <€ <eE< <€ < . (3.20)

On peut définir un nouvel opérateur H' qui dépend de ’'Hamiltonien du systéme
H comme

H =H — Ey,, (3.21)

de telle sorte que H'|g,d,)p = €,|q,d,)p- Pour chaque ¢,, nous devons & présent
trouver les d, vecteurs propres orthonormés. ot d, est la dégénérescence. Pour cela,
nous allons simplement nous servir des états propres |n,m) du systéme donné par
I'équation (3.16) ct définir de nouveaux états en nous inspirant de la définition

(2.4). Ainsi, on a, par exemple :
Ein—Enn=e¢=10,1)p=11,1),

EBio—E2=E)—E1=¢=|1,2)p= \/—(|1 ,2) + e™(2,1)),

FEog—E11 =€ = |2, 1>D =12,2),

Eis—FEi1=FE3) — E1p=€¢ = 13,2)p = (J1,3) + em3|3 1)). (3.22)

f
Ce travail est fait en annexe (I) pour les trente premiéres énergies €,. On peut donc

écrire les états cohérents gaussiens pour ce systéme en prenant la définition (2.27)

et en 'adaptant & notre spectre d’énergie particulier. On obtient

Ze[ o) e |q. d ) p =

\/ 'I’LO q=0

|G1 no, ¢07 g, 7))

1 n
( [~ 0—4,9)—]“ 1) + el —9—] 3z¢o\/_(|1 2) + ™2, 1))+

v N(no)

-n, 2 N 3—n 2 .
el- it Sido |9 0y 4 e[—%f’—%&%?(ll 8 +em3 1))+ ), (329)

ou l'on a fait entrer hwgy dans le .
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L’évolution dans le temps de ces états s'obtient en agissant sur [n,m) avec
I'opérateur e On peut aussi remplacer les états propres |n, m) par les fonctions
mathématiques correspondantes données par 1'équation (3.16). On peut donc écrire
nos états cohérents en termes d'une fonction mathématique ¥(z,y.t). La densité
de probabilité de trouver la particule & une position (z,y) et & un temps ¢ donné
est simplement |¢(z, y)|2.

Comme il faut réordonner les énergies et trouver les dégénérescences pour cha-
cune, il sera impossible d’effectuer une trés bonne approximation de |4 (z, y)|?. Nous
ne pourrons pas effectuer la sommation de ¢ = 9500 & g = 10500 avec ng = 10000
comme pour le cas en une dimension. Les figures 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 montrent
différentes approximations de |1 (z,y)|? en faisant varier le paramétre o. Pour ces
quatre graphiques, on a fixé a = 7, M = M,, ¢g = 0.01 et ¢ = 0.01. Notons que
ces graphiques auraient été indiscernables a l’ocil si nous avions choisis un temps

0<t <10

[(z, )|

F1G. 3.3 -~ Approximation de la densité de probabilité (¢ = 0 & ¢ = 29) en fonction
de la position de la particule dans la boite pour ng = 15 et o = 3.

La figure 3.3 montre que la particule n’est pas treés bien localisée dans la boite.
En fait, pour ces choix de parameétres, il faut que ¢ > 5 afin que la particule

soit clairement localisée dans la boite. La figure 3.4 montre, en effet, que pour le
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parametre fixé a o = 10, la densité de probabilité est concentrée dans un intervalle

d’espace restreint.

F1G. 3.4 — Approximation de la densité de probabilité (¢ = 0 & ¢ = 29) en fonction
de la position de la particule dans la boite pour ng = 15 et o = 10.

On peut cependant se demander si la particule conservera cette localisation avec
une meilleure approximation de |¢(z,y)|?. Malheureusement, lorsque 1’on somme
sur un plus grand nombre d’énergies, il nous faut augmenter encore plus la valeur de
o afin que la particule soit clairement localisée dans la boite. La figure 3.5 montre
que lorsque 'on somme sur les 57 premiéres énergies, le choix de fixer 0 = 5
implique que la particule n’est pas localisée. En fait, il faut maintenant que o > 12
afin d’avoir une localisation aussi précise que sur la figure 3.4.

La figure 3.4 montre qu’en sommant sur les 57 premiéres énergics, la densité
de probabilité est bien concentrée en fixant ¢ = 15. Il est important de souligner
que cette localisation diminue & mesure que le temps avance et disparait lorsque
t > 600s.

Il y a donc un probleme avec la construction que nous venons de faire. La
particule est moins bien localisée dans la boite lorsque 1’on fait une approximation
plus précise de la densité de probabilité |4 (z,y)|?. Ce probléme s’explique par le

fait que les valeurs de n et m des états propres peuvent étre trés loin du paramétre
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F1G. 3.5 — Approximation de la densité de probabilité (g = 0 & ¢ = 57) en fonction
de la position de la particule dans la boite pour ng = 30 et o = 5.

ng, et ce, pour des valeurs de g pres de ng.

Nous voulons cependant conserver cette propriété physique analogue a la défi-
nition 2 des états cohérents originaux de l'oscillateur harmonique quantique. Une
proposition faite par Fox et Choi [! afin de contourner ce probleme est d’introduire
un facteur gaussicn pour chaque indice n ¢t m de 'énergic E,,,. Chaque E,,,
est maintenant dégénéré d, ., fois. Afin de simplifier I’écriture, on pose d,, = 1
si il n'y a aucune dégénérescence. On peut encore se servir des états propres du
systéme donné par I’équation (3.16) afin d’associer & chaque énergie E, ,,, un état
propre |n,m,d,m)p. Les énergies ne seront maintenant plus en ordre croissant,
mais énumérée avec deux indices m et n. On introduit aussi une phase 7, ., qui

peut prendre des valeurs entre [0, 27]. Voici ce que 'on obtient :

11,1, )p =1,1),
1 )

|1,2,2>D = %(H,Q) + 61771,212’ 1))7
1 ;

|2a L 2)D = ﬁ(p’ 1> + em2'1|112))a
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F1G. 3.6 - Approximation de la densité de probabilité (¢ = 0 & ¢ = 57) en fonction
de la position de la particule dans la boite pour ny = 30 et o = 15.
12,2,1)p =12, 2),
1
V2

1 .
3,1,2)p = —(|3,1) + €™1[1,3)).
13,1,2)p ﬁ(l ) +e™1[1,3))

11,3,2)p = —=(|1,3) + &™2[3,1)),

On peut maintenant écrire ces états cohérents gaussiens corrigés par la méthode

proposée par Fox et Choi comme

1 X = _ (n——n?)2 _ (m—mu)2 T
|G’ Mo, Mo, ¢07 Jvn) =T Z Z 6[ o o ]e iEn,m o |TL, m, dn,m)D
V N(’n‘O) mo) n=1m=1

_ 1 (e[—“—;:eﬁ—%"fﬁle—mmu,lH
N(no,mo)

ng)? mg)? 1 '
e[_(ng)__%f)_]e—mdm%('l’ 2) + e‘ml.2|2, 1))+

-ng)2 —mg)? i .
61—0_409)—_(1_4;20)—13_5@0%('2’ 1) + elm,lll, 2))+

—ng)? —mq)? . ng)? 3-mg)? . .
e[_____g__(24a ) ——20—(246 ) ]e—81¢0|2,2) +e[__9_(l4o ) "—'—?—(346 ! ]e—101¢o 1 (|1,3) +ezm,3|3, 1>)+

2

S
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e[‘“—lll?)—z‘(*%f)—z]e-loi¢°%(|3. 1) 4 e™1[1,3)) + - - ) (3.24)
ol I’ensemble infini de variables 7, ,, est représenté par le vecteur . On a aussi fait
entrer les constantes hiwg de 'énergie E, ,,, dans le ¢o.

Nous devons maintenant vérifier deux choses. Premiérement, il faut s’assurer
que cette nouvelle définition des états cohérents gaussiens nous donne bien une
meilleure localisation dc la particule dans la boite. Deuxiémement, il faut aussi re-
garder si cette nouvelle définition respecte bien les quatre définitions mathématiques
fondamentales des états cohérents. Les figures 3.7 et 3.8 illustrent une approxima-

tion de |¢(z,y)|* pour les cinquante-sept premiéres énergies & différents temps.

Pour ces deux graphiques, on a fix¢é a =7, M = M,, ¢g = 0.01 et ng = my = 4.

[(z, 9]

F1G. 3.7 - Approximation de la densité de probabilité en fonction de la position de
la particule dans la boite pour ¢ = 0.01s.

La figure 3.7 montre que la particule est trés bien localisée. Dans ce cas, il faut
que o > 0.9 afin que la densité de probabilité soit concentrée dans la boite. Ce
résultat est donc unc nette amélioration comparativement au ¢ > 12 que nous
avions obtenu avec la définition précédente. De plus, ce résultat ne varie prati-
quement pas lorsque I'approximation se fait sur les trente premieéres énergies et

plus.
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l(z,y)I2

F1G. 3.8 -~ Approximation de la densité de probabilité en fonction de la position de
la particule dans la boite pour ¢ = 1500s.

La figure 3.8 montre simplement que la localisation de la particule dans la boite
se dissipe dans le temps. En fait, pour ces choix de parametres, lorsque le temps
dépasse les 1000 secondes, la particule n’est plus trés bien localisée dans la boite.

Il y a cependant un gros probléme avec ces nouveaux états cohérents gaussiens
proposés par Fox et Choi. Leur article ! mentionne rapidement que ces nouveaux
états (3.24) conservent les propriétés mathématiques des états cohérents gaussiens
définis précédemment (3.23). Par contre, une analyse plus profonde du probleme
montre que les états donnés par I’équation (3.24) ne respectent plus la résolution

de l'opérateur identité. En effet, on doit trouver K(ng, mo) et U(n ) tels que

d—oo

[os) 00 L]
/ dno / dmo lim i d(I)oK('no, mo)
—00 —00 29 -P

00 27
X H / U(T’l,f)d'r’l,fIGamO,n01¢0a07n><G7m01n0a¢0107n' =I (325)
1,f=0v0

Malheureusement, Nous avons l'inégalité suivante :

1 [ :
lim — / d®geienm=enm)®0 L § 5 . (3.26)
20 /5
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La présence de dégénérescences nous bloque donc lorsque nous tentons de résoudre
I'opérateur identité pour ces nouveaux états.

Il y a présentcment un probleme. L’équation (3.23) nous donne des états
cohérents gaussiens qui respectent les quatre propriétés mathématiques fondamen-
tales, mais qui ne sont pas bien localisés dans la boite. Fox et Choi ont alors modifié
ces états afin qu'’ils soient bicn localisés dans la boite. Ils ont introduit un facteur
gaussien pour chaque indice n et m de 1'énergie E,, ,,. L’équation (3.24) donne I'ex-
pression de ces états modifiés. Cependant, ceux-ci ne respectent plus la propriété 3
des états cohérents. Nous allons donc ajouter notre contribution & cette construc-
tion afin d’obtenir des états cohérents gaussiens qui respectent a la fois les quatres
propriétés mathématiques et dont la densité de probabilité est concentrée dans un
espace restreint de la boite.

En s’inspirant des deux dernicres constructions, on peut définir des états co-
hérents gaussiens qui conservent 1'ordonnement des énergie présent dans 1’équa-
tion (3.23), mais qui préserve aussi I'idée du double facteur gaussien, présent dans

I'équation (3.24). Comme les constantes ng et mg peuvent étre différentes, le fait

(2—11.0)2 _ (1—'!71.())2 (1—11())2 _ (2—m0)2
402 402 402 402

de choisir exp[—

| ou exp[— ], comme facteur gaus-
sien pour ’énergie €;, est arbitraire. Nous allons donc faire une moyenne entre les
deux gaussiennes de fagon a ne pas privilégier un choix ou un autre. De tels états

s’écrivent alors comme

1 ( ‘"9’2 ( _"‘?)2
|G7m0,n0,¢0,0,”7) = —)(6[_ l4° B 140 ]|1a 1>+

N(TLQ, mo

—7n, 2 —m, 2 — 1, 2 — 7L, 2 . .
-;—(CI_ (1469) _( T ?) ] + e[_ (2409) _a o ?) ])6_314,0%('1,2) + etn1,2|2’ 1))+

el- -8 ~sidn)p 9) 1

—n 2 —m 2 —ng)? —mg)? . .
%(e[_(lwg) _ M?) ]+e[_(34”9) _a 40_9)—])6_814’0%“1,3)—|—em1'3|3,1>)+'"), (3.27)



51
ol

do=

—T7 2 —m, 2 T, 2 m 2 - 7N, 2 —m, 2
N(no,mg) = o= 58~ 4 i(e[——g—“,w R

)2 —mm)2 )2 —m)2 )2 —mm2
6[_(2205) —(22" ) ]+ i(e[_(l""ﬁ) —-(3-1“4) ]+6[_(34" ) ~(1“" ) ])2+"' 3 (3.28)

cc qui garantit la normalisation de ces états. On peut facilement montrer qu’ils
vérifient la stabilité temporelle et qu’ils sont continus en {ng, mo, ¢o €t Nnm} €
R. Assurons-nous qu'’ils vérifient bien la résolution de 'opérateur identité. On note
quec dans notre dernicre définition des états cohérents gaussiens (3.27), nous avons
redéfini les énergies en ordre croissant telles que présentées dans ’équation (3.20).

Nous avons donc la relation suivante :

B .
lim — dPgetlen—en)®0 = § .
P—o00 —&®

On pose U(7n,m) = o et il ne reste qu’a trouver K(ng,mo) tel que

x (e‘—“—ZZEﬁ'“;zZ"ﬁ"ﬁlu, 19(1, 1]+
(e TN S ) gy 4 emal2, 1))(1, 2]+ (2, 1))+
e[‘”—éﬁ'ﬁ—%ﬁlp,z)(z, 2|+
HC A E =
x (|1, 3) -+ €m2(3, 1))((1, 3| + e~3(3, 1|) +- - - ): I (3.29)

Comme
2
0

=~ 1
H 5——/ dm’fel(P—k)nn,m = kan
Y3
1.f=0
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la partie gauche de ’équation (3.29) devient

2 )2
/ dno/ dme no,mo)( == 5, 1) (1, 1+

N n07m0)

1 (1-ng)? _ (2-mg)? 2-ng)?  (1-mp)?,, 91
Z(e[——?—14, —Gompl) | -Gl Gomp) 1)2§(|1,2)(1,2| +12,1)(2, 1))+

(2-n9)%2 _ (2-mq)?
el= S5 |9, 9)(2, 2+

A e e I - )
Z(e 4o 40 +e 40 40 ) 5('1,3)(1,3'—*—'3’ 1)(3’1’)+> (330)

On doit maintenant faire un choix judicieux pour K(ng,mg) dans le but d’obtenir

I'opérateur identité. En posant

o0 00 —am2 —mg)21.
K (no,mg) = N(”omo)((/ dno/ dmoe[—%'g)__(l_z"?)_]) 1,101, 1)+
8(/00 dng /00 dmo(e[‘g‘;:nf)_z“m_;;n?ﬁ] 4 e[‘%?ﬁ—(-l%ré’ﬁ]f)—l

o o] o0 —n 2 —m, 2 _
(L2002 + )2+ [~ [ dmoel= S0 Py 2
-0 —00
oo *© _(-np)? _ (3-mg)? _(3-ng)® _a-mg)?i 9. 1
8(/ dno/ dmo(e[ R P ]+e[ 203 207 ]) )

x(|1,3)(1,3|+|3,1)(3,1|)+---), (3.31)

I'équation (3.30) devient simplement Y >° _ |n,m)({n,m| = I.

nm=
On doit aussi s’assurer que nos états cohérents (3.27) donnent une bonne loca-
lisation de la particule dans la boite. Les figures 3.9 et 3.10 illustrent une approxi-
mation de |¢(z,y)|? pour les cinquante-sept premires énergics & différents temps.
Pour ces deux graphiques, on a fixé a =m, M = M., ¢y = 0.01, ng = 6 et mg = 4.
La figure 3.9 montre que la particule est bien localisée. Dans ce cas, il faut que

o > 1 afin que la densité de probabilité soit concentrée dans la boite. On a donc un

graphique qui présente une localisation analogue & celle donnée par la figure 3.7,
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F1G. 3.9 - Approximation de la densité de probabilité en fonction de la position de
la particule dans la boite pour ¢ = 0.01s.

F1G. 3.10 — Approximation de la densité de probabilité en fonction de la position
de la particule dans la boite pour ¢t = 1000s.
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mais dont les états cohérents (3.27) vérifient maintenant les quatre propriétés
mathématiques. De plus, cette approximation est sensiblement la méme si 'on
conscrve les trente premicres énergies et plus. La figure 3.10 montre que la locali-
sation de la particule s'estompe dans le temps. En fait, pour un temps supérieur &

500s, la position de la particule n’est plus trés précise dans la boite.

3.4 Construction des états cohérents généralisés
pour une particule dans une boite en deux

dimensions

Nous allons ici construire des états cohérents généralisés pour une particule dans
une boite en deux dimensions. Nous nous inspirons pour cela de ce que nous avons
fait au chapitre 2 pour le cas d’un systeme général admettant des dégénérescences.
Dans la section précédente, I’équation (3.20) nous donne les énergies en ordre crois-
sant. Leurs états propres correspondants sont donnés par ’équation (3.22). Nous
respectons maintenant les conditions initiales du chapitre 1. On peut donc utiliser
les équations ((2.11)-(2.15)) afin de construire les opérateurs N, H(N), H(N + 1),
H(N —1), a* et a~ pour ce systéme. En se servant des équations (2.5) et (2.6), on
peut écrire les états cohérents généralisés pour la particule dans une boite en deux
dimensions comme

P

|Z, a,n)zd = CO Z Wln, dn)Dy (332)

n=0
ou la constante de normalisation Cy est donnée par
o [P )T
|Col = (; ;(n—)) (3.33)

toujours avec €(n) = €;€s...€, et €(0) = 1.



Chapitre 4

Etude du modéle de

Jaynes-Cummings

Le modele de Jaynes-Cummings 3 décrit interaction entre un champ électro-
magnétique quantifié et un systéme atomique & 2 niveaux (spin %) L’hamiltonien
de ce modele, dans ce que I'on appelle I’approximation des ondes tournantes, s’écrit

de la facon suivante (1:2%1215.21] ;

1 1
H,c = hw(ala + 5)00 + —2—hwoa3 + hg(alo_ +aoy), (4.1)

ou al et a sont les opérateurs de création et d’annihilation habituels de 1’oscil-
lateur harmonique quantique. Les opérateurs (oq,09,03) correspondent sous la
forme matricielle aux matrices de Pauli. L’opérateur unité oy correspond sous
forme matricielle 4 la matrice identité (2x2). Les opérateurs o1 sont définis comme
o+ = 01 £ i09. Les constantes physiques qui apparaissent sont la fréquence modale
du champ électromagnétique (w), la fréquence atomique (wp) et la constante de
couplage (g) entre le champ de radiation et 'atome. Notons que la constante g sera
positive dans les calculs qui suivront.

L’approximation des ondes tournantes que nous utilisons est valable seulement
si

lwo — w|<Kmin(wy, w).
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Si nous introduisons un parametre de décalage e, qui peut étre positif ou négatif,
tel que :
w = wp(l +¢€), (4.2)

alors, par ’approximation des ondes tournantes, on peut écrire :
le]<l et 1+€ = |e|=0.

Nous allons dés lors considérer un nouvel hamiltonien obtenu a partir de H ¢
en divisant par hwg. Il dépendra seulement de deux constantes € et A = wlo Cela
semble raisonnable car, dans une expérience donnée, la fréquence de 'atome est
fixée ct c’est la fréquence du champ de radiation que I'on fait varier. On peut donc

écrire :
H;c
H =<

= 9C _ (1 4 o)(ata+ S)oo + o3 + Malo + acy). (4.3)
ﬁwo 2

2

Ce chapitre est consacré a la description du spectre d’énergie de ce modele. Nous
commencerons par donner les valeurs propres et les fonctions propres de H telles
que bien connu dans la littérature (section 4.1). Nous nous attarderons ensuite sur
les caractéristiques générales du spectre d’énergie (section 4.2). Nous énoncerons
aussi quelques résultats supplémentaires lorsque le parametre de décalage € est nul

(section 4.3) et nous terminerons par un résumé de tous nos résultats (section 4.4).

4.1 Dérivation des énergies et états propres

Notre but sera de construire la matrice infinie correspondant au hamiltonien
H = (4.3) qui agit sur l'espace des états (|0,—), |0,+), |1,-), ... |n,+), |n +

1, - )1 ...) de ].a' fa(;OIl SlllV&nte .
| ) I ’ )
’ 2 ’

H|0,+) = (L+ )10, +) + A[1,-),



HI1, =) = A0, +) + (1 + 3§)|1. )

et, ainsi de suite, de telle sorte que :
Hn,+)=((1+en+1+ g)ln, +) +AvVn+1n+1,-),

Hn+1.—)=An+1n,+)+ (1 +e)(n+1) + §)|n+ 1,-).

Nous obtenons :

(s o o .. 0 0 L)
0 1+5 A ... 0 0
0 A 1+43% ... 0 0
H:
0 0 0 ... I+en+1+% An+1
0 0 0o ... An+1 (I+e)n+1)+5 ...

On peut donc réduire la matrice infinie représentant notre hamiltonien par une

matrice H. (1 x 1) et une série de matrices H, (2x 2),n =0, 1, 2,..., de la fagon

suivante :
(H. 0 0 0 ..
0 H, 0 O
H= 0 O
0 0 . H, ...
on H, = (%) et pour n € N fixé, (4.4)

(I+en+1+4% Avn+1

H, =
An+1 (1+e)(n+1)+5
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Pour chaque n, on peut diagonaliser H, pour trouver les valeurs propres corres-

pondant aux énergies de I’hamiltonien en cherchant la constante b dans :
det(H, —bl) =0.
On obtient donc notre hamiltonien diagonalisé que ’on appelle H,,q :

(1+e)(n+1)—Ar(n+1) 0

Hyg =
0 1+e)(n+1)+Ar(n+1)

avec 7(n) = V0 +n, 6 = (55)* > 0. Les énergies de H = (4.3) sont donc les valeurs

propres :

€5 = % (4.7)
o = (14 +1) + Mo+ 1), 48)
e =(1+e(n+1)—Ar(n+1), neN. (4.9)

On peut aussi trouver les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres

de H = (4.3) en résolvant, pour un n fixé, les systémes :

(Hp — 67_,.;.1]) ol et (H,-— E:I) ’ =

Yn1 0 Yn,2 0

On obtient donc les vecteurs propres suivants :

= |e,y1) =sinp(n + 1)|n,+) + cosp(n + 1)|n + 1, =),
yn,l

In2

Yn 2

= |e}) = cosp(n+1)|n,+) —sinp(n+ 1)|n + 1, =)
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ainsi que
leg) =10, ). (4.12)
On a posé¢
. A/n 5 +Ar(n)
sinp(n) = %,—)—’ cosp(n) = ZRT (4.13)
et

R(n) = \/ (% + )\r(n))2 A% = \/2)\7"(77,) (g n )\'r(n)). (4.14)

L’utilisation de sin ¢(n) et cosy(n) est unc notation commode qui allege grande-

ment les calculs. On peut facilement vérifier que (sin p(n))? + (cos p(n))? = 1.
Mentionnons que les états propres (4.10), (4.11) et (4.12) et les énergies (4.7),

(4.8) ct (4.9) trouvés ici sont en accord avec les travaux de Bérubé 2 ainsi que de

Daoud et Hussin 8!

4.2 Caractéristiques générales du spectre
d’énergie

Nous allons, dans cette section, étudier le comportement du spectre d’énergie,
donné par les équations (4.7), (4.8) et (4.9), en fonction de n, A et €. Celles-ci sont
classées en deux groupes, d'une part celui dénoté {e;; €,,,, n € N} et d’autre
n € N}.

Dans ce qui suit, nous allons donner, de fagon tout-a-fait générale, le compor-

part, celui dénoté {e;

mn?

tement des deux groupes d’énergie.

Proposition 1.1 : Les énergies ¢, sont strictement croissantes avec n.

Preuve : Il suffit pour cela de montrer quee,,; —¢;, >0, V |/ <1, n€ N.

Tout d’abord, montrons que e; —e; > 0. Ce cas est nécessaire car €. n’est pas
) 1 0 0

contenu dans la définition de ¢, ,. On a

_ _ € € €\2
61—60-—(1+€)+/\V6+ —5-—1""2"*‘/\ (ﬁ) +1
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2
Or, 1+§>0 puisque -Igl<<1 ct A (-2%) +1>0 car X>0,

ce qui entraine que

2
ef—e&zl-&—%%—M/(%) +1>0.

Montrons maintenant le cas général e, ., —¢, >0, n€ N\ {0}. On a

e;+1—e;=1+e+/\<\/(%>2+n+l—\/(%)2-%71) >0

car 1+e€>0,A>0et (\/(§)2+n+1—\/(%)2+n> > 0.
Proposition 1.2 : Les énergies € sont strictement croissantes avec n lorsque
A < Ao(€) ot Ag(€) = ((1+€)(3(1 + €) + VB + 16€ + 9¢2))2. Si A > Ag(e), alors le

spectre d’énergie a unc partic décroissante et ensuite croissante. Si A = Ag(€), alors,

on a €f = €7 et le reste du spectre d’énergie est ensuite strictement croissant.

Preuve : Pour étudier la croissance de ¢}, il suffit de trouver pour quelles

n?

valeurs de A, ona €l — ¢ >0,Vne N.

€ — € :(1+6)+/\(\/(%)2+n+1—\/(%)2+n+2). (4.15)

Etudions plus attentivement ’expression (\/ (j)2 +n+1- \/ (%)2 +n+ 2) oll

n € N. Pour cela, on peut poser z = (j)2 + n + 1 et étudier le comportement
de f(z) = v/ —Vz+1 ol z € R*. Cette fonction est strictement croissante sur

z € R*, elle a un minimum qui vaut f(z) = —1 en z = 0 et lim,_,, f(z) = 0. La

fonction \/ (i)2 +n+1-— \/ (ﬁ)2 +n+ 2) est alors strictement croissante et
elle est minimale lorsque n = 0.
Donc pour trouver les valeurs de A pour lesquelles ’équation (4.15) est positive,

V n € N, il suffit de chercher les valeurs de A pour lesquelles cette équation est
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positive avec n = 0. Ainsi, on doit chercher le signe de I’expression
A \/ ) 41 \/ ) 4o
o (V-G

en fonction de A. Comme (\/(5)2 +1- \/(i)2 + 2> < 0, alors

est une fonction de plus en plus petite & mesure que A grandit. On résoud donc

(1+e)+,\(\/(§)2+1—\/(%)2+2> ~0.

En imposant que A doit étre positif, on obtient

I’équation

Xo(e) = (14 €)(3(1 + €) + V8 + 16¢ + 9€2))2. (4.16)
Si 'on fait 'approximation linéaire autour de € = 0, on obtient
Xo(€) = (14 €)(V2+1).
Notons aussi que lorsque ¢ = 0, I’équation (4.16) devient
Xo(0) = V2 +1. (4.17)

Proposition 1.3 : Le spectre d’énergie du modtle de Jaynes-Cummings admet

au plus, des dégénérescences doubles.

Preuve : Comme les énergies €, sont strictement croissantes avec n (proposi-
tion 1.1) et que le spectre d’énergie € n’admet que des dégénérescences doubles
(corollaire immédiat de la proposition 1.2), alors le spectre d’énergie du modele

de Jaynes-Cummings admet au plus, des dégénérescences triples. Supposons qu'il
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puisse y avoir une dégénérescence triple. Elle est donc obligatoirement de la forme

ou n, m et k sont des entiers.
Une condition nécessaire pour qu’une telle dégénérescence soit possible est que
€5 > €5 - On peut réécrire cette derniére condition en utilisant les équations (4.7)

et (4.9) comme

(14¢€) — A (-2%)2+1>%,

1+§>/\,/(%)2+1.

Comme les deux termes de chaque c6té de I'inégalité sont positifs, on peut 1’élever

qui est équivalent a

au carré sans changer 'inégalité. On obtient alors

l+e+< >N (i)2+1
4 2 ’
ou encore

V1i+e> A (4.18)

Des équations (4.18) et (4.16), on peut écrire
A< VI+e<ole) = ((1+€)(3(1+¢)+ VB + 16¢ + 9€2))2.

La proposition 1.2 nous apprend que, sous cette condition, le spectre d’énergic
€} est strictement croissant. On en conclut facilement que, dans ce cas, il ne peut

pas exister de dégénérescence du type €} = € et donc aucune dégénérescence triple

de la forme €5 ou €, ; = €}, = € n’est permise.

ope . -+ _ A2+4e(et) A2te(etl) +
Proposition1.4:Onae =ef<=n=" 5~ -1,V =75~ € N".
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Preuve : Les équations (4.7) et (4.9) nous donnent

o =€ — E—(1+ )( +1)—,\\/(i)2+ +1
€ = €, 5~ €)n X n

XN te(e+1)

= n= e —louné€N. (4.19)

Par exemple, sin = 2, € = % et A = /6, 'équation (4.19) cst vérifiée. On a alors
€y = ef
0 =€

Proposition 1.5 : Soit m et n des entiers positifs, alors €, ; = €, <

(1+e)(m—n)—/\(\/(§)2+n+1+\/(§)2+m+1) = 0.

Preuve : Les équations (4.8) et (4.9) nous donnent

2
€yl = €, (1+e)(n+l)+/\\/(%> +n+l=

(1+e)(m+1)—/\\/(%)2+m+1 (4.20)

< (1+e)(m—mn)—A (\/(%)2+m+1+ (%)2 +n+ 1) =0. (4.21)
Par exemple, pour n = 2, m = 8, ¢ = et A = %m = 1.8987...,
I'équation (4.21) est vérifiée. On aura alors €5 = €.

Mentionnons qu'il aurait été possible de rassembler les deux derniéres propo-
sitions en une seule. Nous avons volontairement omis de le faire pour conserver le
simple signe — de différence entre les deux cotés de 1’équations (4.20).

Proposition 1.6 : Soit m un entier positif # n, alors €f = ¢} <=
(1+€)(m—n)+ A (\/(§)2+n+1 - \/(ﬁ)2+m+1> =0.

Preuve : Puisque m # n, on peut poser sans perte de généralité m > n. De

I'équation (4.9), on peut écrire
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e =¢ <= (1+e)(n+1) A\/ +n+1=

(14 e)(m+1)— \/(%)2+m+1

— (l+e)(m—n)+A (\/(%)2+n+1—\/(%)2+m+1> =0. (4.22)

Par exemple, pour n = 2, m = 6, ¢ = 1 et A = 24/3(30 + V/757) = 6.5677...,

'équation (4.22) est vérifiée. On a alors €] = €.

4.3 Caractéristiques et dégénérescences du
spectre d’énergie pour le cas précis ou ¢ =0

Remarquons maintenant que poser € = 0 est physiquement acceptable puisque
'on peut tres bien faire varier la fréquence du champ de radiation (w) pour qu’elle
corresponde & la fréquence de I’atome (wp) qui elle est fixée. Nous nous intéressons
donc au spectre d’énergie dans ce cas ou il ne reste que le parametre physique A. 1l
peut étre utile d’écrire & nouveau les énergies et les états propres correspondants

dans ce cas. Les énergies s’écrivent alors comme :

e =0, (4.23)
€ppr =N+ 1+ AVn 41, (4.24)
ef=n+1-X/n+1, neN. (4.25)

Les états propres se simplifient sous la forme :

l€nt1) = ?In, +) + gln +1,-), (4.26)

TR . W v
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le5) = 10, —). (4.28)

4.3.1 Identification des dégénérescences pour A\ donné

Proposition 2.1 : Si A est de la forme A = 2vk ot k € N*, alors €} atteint son

minimum pour une valeur entiere de n en ng = % ~— 1. L’état propre correspondant
|e;t) est 1'état fondamental pour la tour d’énergie €.
Preuve : Analysons €} = (4.25) en prolongeant les valeurs discrétes de n au

demi-axe réel. On obtient alors

gz)=(z+1) - AWz +1.

La figure 4.1 illustre la fonction g(z) avec une valeur particuliere de A. Le minimum

35

30}

25

9lx)
3

F1G. 4.1 — Graphique de g(z) pour A = 7.

de g(z) est atteint pour
)\2

Remplagons  par n € N dans 'équation (4.29). On obtient donc

2
no——-%—l <« A=2Vk ot ke N*.
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La figure 4.2 est un exemple qui illustre bien la proposition 2.1.

hd »
4 L L &

! A L \ L A
() 1 2 \ 4 5 6 7 ] 9 0 n
Min

F1G. 4.2 - Graphique du spectre d’énergie €} avec ¢ = 0 et A = 4. Le minimum est
. o 2
atteint pour une valeur entiére de n en ng = 47 -1=3.

Proposition 2.2 : Si A = vk ol k € N*, alors ¢; = €} avecn +1 = 2

Preuve : Des équations (4.23) et (4.25), nous avons

e pt1=X <= A=+vVkoukeN'

€ =€,

car n doit étre un entier positif.

La figure 4.3 illustre un cas ol €5 = €, tel que montré par la proposition 2.2.

Proposition 2.3 : Soit m un entier positif # n, alors ¢}, = ¢f <= X =
vm+1+vn+1,

Preuve : Puisque m # n, on peut poser sans perte de généralité m > n. On

+

peut écrire €} = €} en utilisant 1’équation (4.25) comme

ef =ef = m—n+)\(\/1+n—\/1+m) =0.
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€, ct e

-5

1 ! 1 t 1 s s s L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1w n

F1G. 4.3 — Graphique du spectre d’énergic €} superposé au spectre d’énergie €,
avec € = 0 et A = /7. Dans ce cas, €; = €g .

Si on isole A dans cette derniére équation, on peut écrire € = €} comme

eh=e = A=y/Q@+m+n)+2/TF ) +m)

= /\=\/(\/m+1+\/n+1)2=\/m+1+\/n+1. (4.30)

Un cas particulier de cette proposition apparait lorsque m = n+ 1. On a alors :

=€ <<= A=vVn+2+vVn+1, (4.31)

ce qui correspond & un minimum double & cause de I’allure du spectre {e}, n € N}

(voir figure 4.1). La figure 4.4 illustre un excmple d’un cas particulier ot €},_,, ., =
+

€.

Etudions un dernier cas particulier de cette proposition. Pour m = 0, I’équation
(4.30) devient

& =€ <= n=1)-2).

n

Ce qui ne peut étre réalisé que si A € N \ {0, 1,2}. La figure 4.5 illustre ce cas.
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24

-2

-af .

FIG. 4.4 — Graphique du spectre d’énergie € avece =0 et A=2+v5 =3+ 1+
V4 +1.

Proposition 2.4 : Soit m et n des entiers positifs, alors €,,,; = €}, <= A=

vm+1—+n+1.
Preuve : Des équations (4.24) et (4.25), on obtient

€yl = €, = (m—n)-)\(\/1+n+\/1+m) =0.

m

Si on isole A dans cette derniére équation, on obtient encore une fois une expression

de A en termes de m et n que ’on peut écrire comme

/\=\/(2+m+n)—2\/(1+n)(1+m)

= )\=\/(\/m+1—\/n+1)2=\/m+1—\/n+1. (4.32)

. N _ — +
La figure 4.6 illustre un cas oll €,; = €.
Mentionnons qu’il aurait été possible de rassembler les propositions 2.2 et 2.4
en une seule. Nous avons volontairement omis de le faire pour conserver le simple

signe — de différence entre les équations (4.32) et (4.30).
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1 1
8 10 12 14 16 18 2 n

FiG. 4.5 — Graphique du spectre d’énergie €} avec € = 0 et A = 5. Dans ce cas,

+ _ o+

4.3.2 Calcul du nombre de dégénérescences possibles

Nous avons vu dans la sous-section précédente qu’il est relativement facile de
trouver, lorsque € = 0, un X pour lequel €, ; = €}, ou €}, = €} si m et n sont bien
choisis. En d’autres mots, pour certains choix de m et n, il est facile de trouver
un A tel qu’il y ait des dégénérescences doubles du spectre d’énergie de Jaynes-
Cummings.

Cependant, ce qui est moins évident, c’est de trouver toutes les dégénérescences
doubles possibles pour un A donné. C’est précisément ce que nous allons montrer
en utilisant une méthode qui consiste & étudier les cas particuliers de A entier,
fractionnaire et certains irrationnels.

Proposition 3.1 : Soit A € N*, alors

e;qH:e:;q = mq=(/\+q)2—1, nq=q2—1,

o ¢ € N*. On a donc une infinité de dégénérescences doubles libellées en termes

du parametre q.
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F1G. 4.6 — Graphique du spectre d’énergie €} superposé au spectre d’énergic €,

avece = 0et A = V7 -2 = 6+1 — /3+1 Dans ce cas, il y a donc une

’ 7 2 _ —_ . . . - +
dégénérescence en n = 3 et m = 6, ce qui signifie que €5 = ¢f.

Preuve : L'équation (4.32) de la proposition 2.4 nous donne

€1 =6, < A=vVm+1—vn+1
Comme, par hypothése, A € N*, on a nécessairement vVm +1 € Ntet/n+1¢

N+, c’est-a-dire

m+1=p* n+1=¢q% oup, g N*.

Comme )\ = p — ¢, on en déduit aisément que

€yl =€, < n=q¢"—1 et m=p’—1=(\+¢q)?—1.
La proposition en découle.

La figure 4.7 illustre ce type de dégénérescence.

Proposition 3.2 : Soit A € N™*.

fm(,:f?:q <> mg=A—¢q)’-1et n,=¢"—1,
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+ _ —_
€m = €1
450
- -
4001
* *
asof
» -
300} * *
- +
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F1G. 4.7 - Spectre d’éncrgie pour € = 0 et A = 3 : dégénérescences de type e} =€,
pour (m = 15, n = 0), (m = 24, n = 3), (m = 35, n = 8), (m = 48, n = 15),
(m =63, n=24), (m = 80, n = 35), etc...

ol g € N*, 0 < g < [252] ([] signifie la partie entiére de). On a donc un nombre
fini de dégénérescences de ce type.

Preuve : L’équation (4.30) de la proposition 2.3 nous donne

& =¢ = A=vVm+1+vn+l

On peut poser sans perte de généralité que m > n. On a alors A € NT <

vm+1€e N*tetvn+1e€ N, cest-a-dire
m+1=p* n+1=¢> oup, ge N*.

Comme nous avons A = p + ¢, on obtient les valeurs de m et n pour lesquelles il y
a des dégénérescences :

qu()‘_Q)z_la

nq=q2—1.
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Comme my, ngy > 0 et my > ny, on obtient une contrainte sur les valeurs possibles
A—1
0<g<|—].

Il y a donc exactement [#33] dégénérescences doubles de type €}, = ¢ .

Nq

de ¢ :

La figure 4.8 illustre ce type de dégénérescences.

€m = €'n—{—l

=10

A L . L L ) L
10 20 30 40 50 60 70 80
netm

F1G. 4.8 - Spectre d’énergie pour € = 0 et A = 10 : dégénérescences de type e} = ¢}
pour (m = 35, n = 15), (m =48, n =8), (m =63, n = 3), (m = 80, n =0).

Proposition 3.3 : Si A est un nombre fractionnaire de la forme p/qgoup, g € N+t

et p/q ¢ N, alors il n’y a aucune dégénérescence possible.
Preuve : Les propositions 2.3 et 2.4 stipulent qu’unc dégénérescence est possible

pour des valeurs de A telles que :

A=vVm+1+vn+lou A=vVm+1—vVn+1, m, n €N.

Or, la somme ou la différence de deux racines carrés de nombres entiers ne peut
pas donner un nombre fractionnaire non entier.

Nous avons donc étudié les dégénérescences dans les cas o A € N* et \ est un



73

nombre fractionnaire de la forme p/q ot p. ¢ € N* et p/q ¢ N. Continuons notre
chemin sur la droite des réels et étudions maintenant le cas ott A est irrationnel.
Commencons par un cas particulicr dans ce contexte.

Par exemple, prenons A = /6. Par la proposition 2.3, on peut écrire

€1 =€h = A=vVm+1-vVn+1.

On veut donc écrire v/6 sous la forme v/m + 1 — v/n + 1 pour en extraire toutes les

dégénérescences de la forme e ; = €.
V6=v6(2-1)=+v24—v6 = dégénérescence cn (m =23, n=25)

V6 =V6(3-2)=v63—-v24 = dégénérescence en (m = 62, n = 23)

V6= V6(4 —3) =96 — V63 = dégénérescence en (m =95, n=62)

Dans cet cxemple, il y a donc une infinité de cas ou €, = €. Cet exemple
est en fait un cas particulier de la proposition 3.4 que nous énongons ici de fagon
formelle.

Proposition 3.4 : Si A s’écrit comme A = ky/r avec k, r € N* et r n’est pas

un multiple d'un carré parfait, alors
=€ <= mg=rlk+q)?’-1, n,=r¢ -1,

ol g € N*.

Preuve : Par la proposition 2.4, on sait quc

€1 =6 < A=vVm+1—-+vn+1 (4.33)
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On peut écrire k+/r comme

(k+q)Vr — gvr = /r(k + q)2 = V/rg?. (4.34)

olge N™.
Si I'on réunit les équations (4.33) et (4.34), on obtient les couples (mg,n,)

possibles pour lesquelles €, ., = €,

mg=rk+¢q)? -1, n,=r¢*~1. (4.35)

11 reste maintenant & montrer que ’équation (4.33) donne bien toutes les
dégénérescences possibles de la forme €, , = €},.

Soit o, € N*, on veut montrer que vm +1 = a/T et V/n+1 = B/r est

une condition nécessaire et suffisante pour que

A=kyr=vVm+1—+n+1 (4.36)

Posons m +1 =dm’ et n+ 1 = dn’ ou d est le plus grand commun diviseur entre
m+1 et n+ 1. Donc m/ et n’ sont premiers entre eux. Si on éléve 1'équation (4.36)

au carré, on obtient

m+1-2y/(m+1)(n+1)+n+1=FkK"r (4.37)

Par hypothése, on sait que (m + 1+ n + 1) € N* de méme que (k*r) € N*t.

L’équation (4.37) est vraie

= /(m+1)(n+1)eNt

< Vdm'dn' =dvm'n’' e Nt <= +Vm'n’' e N (4.38)

Donc, I’équation (4.38) et le fait que m' et n' soient premiers entre eux implique
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que

vVm'n e Nt «— Vm/'=a et Vn' =,

ol a ct b € N*. Les quantités m’ et n’ sont donc des carrés parfaits. On peut

maintenant réécrire 1’équation (4.36) comme
Vdm/ — Vdn' = kT (4.39)

— Vda-b)=kVr

k2r

€Nt (4.40)

Il y a deux possibilités pour que I’équation (4.40) soit valide.

1) Soit 7 = s(a — b)?, ou s est un entier positif. Dans ce cas, on obtient
VT =(a—b)y/sola—b>1carm>n. La quantité a — b ne peut étre strictement
supérieure a 1 car, par hypothése, /7 est déja sous la forme simplifiée. Il reste donc

la condition @ — b = 1, alors

Vd = kT

Ce qui nous donne

Vm+ 1 =Vdm' = kayr = avr, Vn+1=Vdn = kbJ/r = BT

2) Soit ﬁ = p?, oll p est un entier positif. L’équation (4.40) nous donne :

d = p°r.

La figure 4.9 illustre ce type de dégénérescences.

Proposition 3.5 : Si A s’écrit comme A = k+/7 avec k, r € NT et r n’est pas

un multiple d’un carré parfait, alors

k-1
G oo mermao1 nmrgio1 e 0<as [51]
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F1G. 4.9 - Spectre d’énergic pour € = 0 ¢t A = /7 : dégénéroscenccs de type
€& = €4y pour (m = 27, n = 6), (m = 62, n = 27), (m = 111, n = 62),
(m =174, n = 111), (m = 251, n = 174), etc...

ou g € N*. Le spectre d’énergie € aura donc [%] dégénérescences doubles.

Preuve : Par la proposition 2.3, on sait que

& =¢ <= A=vm+1+Vn+1. (4.41)

On peut écrire A = k+/r comme
(k— @)Vr +qvr = /r(k — g2 + /r¢, (4.42)
ot ¢ € N*. Si P'on réunit les équations (4.41) et (4.42), on constate que si
mq=r(k—q)* - let n, = r¢® — 1, (4.43)

alors e:;q = e,fq. Or pour respecter les conditions initiales voulant que n > 0 et
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m > n, il faut absolument imposer la condition suivante sur ¢ :

k—1
< | —}.
0<q_[ 5 ]

Il reste maintenant & montrer que ’équation (4.43) donne bien toutes les

dégénérescences possibles de la forme €t = e!. La preuve est similaire & celle
de la proposition 3.4. Soit @, B € N*. on veut montrer que vm + 1 = a/T et
vn+1 = (/7 avec a + 3 = k est une condition nécessaire et suffisante pour que

A=kyr=vm+1++vn+1 (4.44)

Posons m + 1 = dm’ et n+1 = dn’ ou d est le plus grand commun diviseur entre
m+1 et n+1. Donc m’ et n’ sont premiers entre eux. Si 1'on éléve I’équation (4.44)

au carré, on obtient

m+14+2y/(m+1)(n+1)+n+1=Ekr (4.45)

On sait que (m+1+n+1) € N* et aussi que (k2r) € N par hypothése. L’équation
(4.45) est donc valide

< /(m+1(n+1)eN*t

< Vdm/dn'=dvm'n’ e Nt — +Vm'n’e N*. (4.46)

Donc, I’équation (4.46) et le fait que m’ et n’ soient premiers entre eux implique

que

vVm'n e Nt < Vm' =a et Vn' =b,

ol a et b € N*. Les quantités m’ et n’ sont donc des carrés parfaits. On peut



maintenant réécrire I’équation (4.44) comme

Vdm' +Vdn' = k1

— Vda+b)=kr

k*r
(a + b)?

On en déduit , comme pour la preuve de la proposition 2.4 que

= d= e N*.

k? 9
(a+ b)? -

ol p est un entier positif. L’équation (4.48) est respectée
— d=7pr

Dans ce cas, 1’équation (4.47) est donc valide

< Vdm' = ap\/r = ayr et Vdn' = bp\/r = BT,
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(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

ol o, f € N*. En remplacant dn’ et dm' par n + 1 et m + 1 respectivement, on

obtient finalement que

vVm+1=o0yr et Vn+1=3r.

L’équation (4.43) donne donc toutes les dégénérescences possibles de la forme e} =

e} La condition 0 < g < [%5?] nous dit qu’il y a exactement [%51] dégénérescences

doubles de ce type.

Les figures 4.10 et 4.11 illustre ce type de dégénérescences.

Proposition 3.6 : Soit (k, 7, p et s) € Nt oli v # s et 7, s ne sont pas des

carrés parfaits.
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F1G. 4.10 - Spectre d’éncrgie €t avec € = 0 et A = +/72. On a en fait deux
dégénérescences doubles situées en (m =49, n=1), (m =31, n=17).

Si A s’écrit comme A = k+/T + py/s, alors il n’y a qu’une seule dégénérescence

4 P + — ot
double dont I'énergie vaut €, ., |, = €pmp2s1-

Si A s’écrit comme A = k+/T — p+/s, alors il n'y a qu’une seule dégénérescence

€ P

)4 : + _
double dont ’énergie vaut €, .. ;= nep?s

Si A s'écrit comme A\ = k+/7T + p, alors il n’y a qu’une seule dégénérescence
14 : + _ ot
double dont ’énergie vaut € _,, |, = €pp?_1-
Si A s'écrit comme A = k/r — p, alors il n’y a qu’une seule dégénérescence
Y A orrecst + —
double dont I’énergie vaut €mk2r_1 = En_p2-
Si A s’écrit comme A = p + k+/T, alors il n’y a qu'une seule dégénérescence
A4 : + — .+
double dont Iénergie vaut €, _ . , =€ 2. ;.
Si A s’écrit comme A\ = p — k+/r, alors il n’y a qu’une seule dégénérescence
Y2 v + _ —_
double dont P'énergie vaut €, _ . | =€ _a,.

Preuve : De la proposition 2.3, on peut écrire

€ =¢ = A=vVm+1+vn+l1
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FIG. 4.11  Energie dégénérées pour e = 0, A= V72 : €, = ¢, e, = .

et de la proposition 2.4, on peut écrire

€ =€ <= A=vm+l-+vn+1

Montrons d’abord I’existence des dégénérescences. Si A = kv/T +p\/s = Vk2r +
\/st, alors de la proposition 2.3, on déduit que €} = €' pour m = k?r — 1 et
n=7p2s—1 Si\=kr—p/s = Vkir— \/1;2—3, alors de la proposition 2.4, on
déduit que €}, = €., pour (m = k*r — 1, n = p%s — 1)... On peut démontrer
I’existence des dégénérescences des autres cas de la méme fagon.

Il ne reste maintenant qu’a démontrer 'unicité de chacune de ces dégénérescences.

Commengons par étudier le cas ot A = k+/T + py/s = Vk?r + 4/p?s. Montrons que

Vkr+/pls=vVm+1+vVn+1 <= m+1=k%r et n+1=7p.

T 7 7 + . -+ .
Nous aurons alors démontré que €' _,, |, = €,-p2,_; €st bel et bien la seule
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dégénérescence possible dans ce cas. On suppose que

VEZr ++/p’s=vVm+1+vVn+ 1L (4.51)

Posons m + 1 = dm’ et n+ 1 = dn’ ou d est le plus grand commun diviseur entre
m+1et n+1. Alors m' et n’ sont premiers entre eux. Si 'on éléve ’équation (4.51)

au carrc¢, on obtient
k*r + 2kp\/Ts + p*s = dm’ + 2dvVm/n’ + dn/. (4.52)

Il y a donc deux possibilités pour que 1’équation (4.52) soit respectée :
1°) vVm/n’ est entier, alors m’ ¢t n' sont des carrés parfaits puisqu’ils sont
premiers entre eux. On peut donc écrire vVm' = a et Vo' = botla et b € N*.

L’équation (2.28) devient
k*r + 2kp+/rs + p*s = dm’ + 2dab + dn’. (4.53)

Comme (k?r, p?s, dm/, 2dab, dn') € N*, 'équation (4.53) est vraie <= +/7s est
un entier. Cette derniére affirmation est cependant absurde puisque, par hypotheése,
k+/T + p+/s ne peut pas se simplifier davantage. /7 et v/s n’ont donc pas de racine
en commun. 1/Ts n’est pas entier, vm'n’ ne peut donc pas étre un entier.

2°) v/m'n/ n’est pas un entier et de I'équation (4.52), on identifie les parties

entieres et non cntieres de chaque c6té de I’équation. On obtient donc
2kp\/rs = 2dvVm'n!, k*r +p’s =dm' +dn/,
ou encore
Erp’s=(m+1)(n+1), kr+pls=m+1+n+1. (4.54)

On peut simplifier le systéme d’équation (4.54) en posant k?r = e, p’s = f,
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(m+1) =getn+ 1= h. Notons que e, f, g et h sont des entiers positifs. On

obtient donc le systeme d’équations suivant, :

ef=gh, e+ f=g+h. (4.55)

Montrons que le systeme d’équations (4.55) est satisfait <= e = g et f = h. Nous

aurons alors montré que

Vm+1l+vn+1=VEkir++/p?s <= m-+1=Fk* et n+1=7p,
ce qui conclura notre preuve.
Soit e+ f=S5 ct ef =P, (4.56)

montrons qu'il n’existe aucun nombre autre que e et f tel que le systeme d’équation

(4.56) soit respecté. Voici tous les entiers positifs e et f dont la somme donne S :
e=5—-1 f=1
e=S5-2 [f=2.

) oo S—1 _|8-1
jusqu'a e—S—[——2——], f_[_2 ]

Ce qui est équivalent a écrire
e=5—-¢q, f=q V1<g< [%]
Le produit de f et e peut donc s’écrire comme
ef =(5—q) (4.57)

Montrons que le produit ef = (S —q)q est strictement croissant avec q. Nous aurons

alors montré que 'équation (4.55) est vrai <= e = g ¢t f = h. Pour cc faire, il
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suffit de vérifier que

(S-da-(S-@-Ma-n>0 vises [T sy
Mais, on a

(5-q)g—(S-(g-1)g-1)=-29+1+85
Comme la valeur maximale que g peut prendre est [%], on peut donc écrire

-1
—2q+1+SZ—2[ST]+1+SZ—S+1+1+S=2>0,

et I'équation (4.58) est satisfaite.

Nous venons de montrer 1'unicité de la dégénérescence €} = €} lorsque (m =
k*r —1, n = p®s — 1) dans le cas ot A = ky/T + py/s = VE2r + /p?s.

La démonstration de 'unicité de la dégénérescence dans le cas ot A = k+/7 —
Vs = Vi — \/p%s, A = kyr £ p = VE*r £ \/p?, ainsi que A = p+ kT =
\/1? + Vk2r est similaire 2 la preuve du cas précédent. On omettra donc d’écrire
cette preuve. Ceci compléte la preuve de la proposition 3.6.

Proposition 3.7 : Si A # 1 et que ’énergic fondamentale (la plus basse énergie)

est dégénérée, alors c’est la seule dégénérescence possible.

Preuve : On sait que 'énergie fondamentale ne fait jamais partie du groupe
{€r+1}. Les seuls types de dégénérescences possibles pour I'énergic la plus basse
sont donc de la forme ¢ = €} et €} = €}, oin, m € N. Or, des équations

(4.23), (4.25) et (4.17), 0n a
€fond =€ =€, <= A=1c¢et n=0,

ce qui est rejeté par ’hypotheése de départ A # 1. Sous cette condition, le seul

type de dégénérescence possible pour la plus basse énergie est donc de la forme
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€ = €.1. De la proposition 2.3, on a nécécessairement que

& =€hi <= A=vVm+1l+vVm+2

Comme deux entiers consécutifs ne peuvent étre tous deux des carrés parfaits, on
retombe donc sur une valeur de A qui correspond & un des cas de la proposition

3.6. Notre ¢nergie fondamentale est donc la scule & étre dégénérée.

4.4 Résumé des résultats

Il peut étre utile de présenter un sommaire de toutes les propositions que nous
venons d’énoncer et de prouver. Les quatre premiers résultats sont donnés pour
tout décalage e. Nous regarderons ensuite les cas ol € = 0.

Résultat 1.  Les énergies ¢, données par les équations (4.7) et (4.8), sont
strictement croissantes avec n et > 0 (sauf éventuellement pour €; lorsque € < 0).
Pour cette catégorie d’énergie, 'énergie fondamentale est donc €; qui n’est égal &
zéro que si € = 0.

Le comportement du spectre d’énergie €} donné par 1'équation (4.9) dépend de
la valeur du parametre A ce qui donne le résultat suivant :

Résultat 2. Les énergies {¢; '} sont caractérisées par le fait qu'il existe une va-
leur de A que I'on note Ag(€) donnée par Ag(€) = ((14€)(3(14€)+v/8 + 16¢ + 9¢2)2
telle que :

- pour A < Ag(e), les énergies sont strictement croissantes avec n;

- pour A = Ag(e), I'énergie fondamentale est dégénérée, c’est-a-dire e = €} et
les autres énergies sont strictement croissantes avec n;

- pour A > Ag(€), & mesure que n augmente, le spectre a une partie décroissante
et ensuite croissante.

Mentionnons que la valeur critique Ag(€) est une fonction strictement croissante
de € pour € € [—1,1], Ag(—1) = O et tel que A\g(€) = (1 + €)(1 + v/2) pour € — 0.

L’¢énergie fondamentale peut étre négative et dégénérée (par exemple, lorsque A =
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Ao(0), on obtient ¢f =€} = —v/2).

Le comportement du spectre complet d’énergie est donné par le résultat suivant :

Reésultat 3. Lc spectre d’énergic complet admet au plus, des dégénérescences
doubles. Elles peuvent étre du type €}, = € (ceci apparait seulement pour A >
Xo(€)) et/ou €5 =€, m,n, k,| étant différents les uns des autres.

Résultat 4.  On pcut énoncer les propositions 1.4, 1.5 et 1.6 sous la forme

suivante :

(1+e)(l0)+)\<\/(%)2+l+1—\/(?2%)2+l+lo+l> =0

= ¢ =¢,,leN, e NT; (4.59)
A V' ik \/ €\ k‘
(1 + €)(ko) — ,/(ﬁ) +k+ (ﬁ) thtk| =0
= €41 =€, KEN, kg€ N*. (4.60)

Les résultats qui suivent sont maintenant donnés pour un décalage nul (¢ = 0).
Résultat 5. On peut énoncer les propositions 2.2, 2.3 et 2.4 sous la forme

suivante :

A= Vitlh+Vl &= ¢y =61 1, b€ N, (4.61)
Vik+ko—Vk < €, _1=¢, k€N, ke N*.  (4.62)

>
I

En particulier lorsque A = p/r, p,r € N1, on a toujours des dégénérescences.
Dans ce cas, les deux types de dégénérescences apparaissent lorsque A > Ag =
Xo(0) = 1+ +/2. Pour chacun des autres cas oli A est du type (4.61) ou (4.62), il
n’y a qu'un seul type de dégénérescence dans tout le spectre. Si A n’est pas de la
forme (4.61) ou (4.62), il n’y a aucune dégénérescence dans le spectre d’énergie.
C’est le cas, en particulier, si A est un nombre rationnel de la forme 5 oup,gq€ Nt
et B¢ N*.

Résultat 6. Supposons que A = py/r, p, r € N*. Nous avons alors deux cas
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possibles.
1°) X s’écrit comme A = kv/1 avec k, [ € Nt et [ n’est pas un multiple d’un

carré parfait. On obtient ici

k—1
6?(—]‘.,_5)2_1 = 6?‘;2_1, avec O0<s< |: 3 :| ,

ol s € Nt et A > XA = 1+ /2. Le spectre d’énergie €t aura donc [52]
dégénérescences doubles. Si on regarde maintenant le spectre d’énergie complet
du modele de Jaynes-Cummings, on a un nombre infini de dégénérescences du
type :
6;F(k+r1)2—1 = g
ouge NT.
2°) Soit A € N, on a alors

A—1
EZ\_t)z—l = e:;_l, avec O<t< [T] ,

ol t € N* et A > Ao = 1+ /2. Le spectre d’énergie €, aura donc [251]
dégénérescences doubles. Si on regarde maintenant le spectre d’énergic complet du

modele de Jaynes-Cummings, on a ici un nombre infini de dégénérescences du type :

~ ot
€2 = 6(z\+v)2—1’

owv e NT.

Résultat 7. Soit (k, r, pet s) € N ol r # s et 7, s ne sont pas des carrés
parfaits.

Si A s’écrit de 'une des six fagons suivantes : A = k/T+p/s ou A = k\/T—p+/s
oul=kyr+poul=kyr—pould=p+kyrould=p—kyr alorsil n’y
a qu’'une seule dégénérescence double possible dans le spectre complet du modéle
de Jaynes-Cummings. L’énergie correspondante peut facilement étre trouvée en

utilisant le résultat 5. De plus, si A # 1 et que I’énergie fondamentale (la plus basse
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Chapitre 5

Construction des états cohérents
généralisés pour le modele de

Jaynes-Cummings

Nous allons maintenant construire des états cohérents pour le modele de Jaynes-
Cummings. Nous commencerons par fixer ¢ = 0 et nous étudierons tous les cas
types qui peuvent se présenter pour ce modele (section 5.1). Une fois ce travail ter-
miné, nous aurons alors une méthode générale pour construire les états cohérents
du modele de Jaynes-Cummings dans le cas ol € # 0 (section 5.2). Nous utili-
serons ensuite les états cohérents construits a la section 5.1 afin de calculer cer-
taines valcurs moyennes d’opérateurs sur les états cohérents (section 5.3). Nous
calculerons des valeurs moyennes d’opérateurs pour des cas ou le spectre d’énergie
admet des dégénérescences. Nous comparerons nos résultats avec le calcul des va-
leurs moyennes d’opérateurs pour des cas ol le spectre d’énergic n’admet pas de

dégénérescence.
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5.1 Le cas d’un décalage ¢ =0

Nous allons utiliser la premiére construction des états cohérents soit : 1’équation
(1.21) dans le cas ol il n’y a pas de dégénérescences et ’équation (2.5) dans le cas
ou il y a des dégénérescences.

Nous pourrions construire des états cohérents cn considérant le spectre d’énergie
au complet sans distinction des groupes {¢}} et {¢;}. Nous aurions & réordonner
les deux groupes d’énergies ({€)} et {¢.}) en un seul et considérer toutes les
dégénérescences possibles qui peuvent, rappelons-le, constituer en une infinité de
dégénérescences. Cependant, une premieére approche raisonnable est basée sur la
séparation de ces deux groupes d’énergies. Nous choisissons donc, ici, de construire

des états cohérents pour chacun de ces groupes séparément.

5.1.1 Cas d’un spectre d’énergie strictement croissant

Le but de cette section est de construire les états cohérents pour tous les cas ol
le spectre d’énergie de chacun des deux groupes est strictement croissant et n’ad-
met donc aucune dégénérescence. Comme certaines énergies peuvent étre négatives,
nous ne pouvons pas directement appliquer 1'équation (1.21). Ce probléme est faci-
lement résolu en introduisant les spectres d’énergie décalée {X;} et {X,} définis
par

Xt=e—¢eectX, =€, —¢. (5.1)
Les X et X, sont alors positifs strictement croissants et n’admettent aucune

dégénérescence. En s’inspirant des équations, ((1.10)-(1.15)), on peut écrire

o}

N =" mleh)(ek] (52)

m=1
On va aussi définir les trois opérateurs suivants :
(o0}

HE(N*) = Y~ XEeE)(ek], (5.3)

m=1



o0

HEN 1) = Y X2, ) (e, (5.4)

m=1

H* Z _leEN(EE]. (5.5)

Il est important de remarquer ici que H*(N¥) est un opérateur différent de I’ha-
miltonien H;c = (4.1). En fait. lorsque 'on applique ces opérateurs sur les états
propres du systeme, H*(N*) redonne les énergies décalées tandis que H ;¢ redonne
les vraies énergies du modele de Jaynes-Cummings. Cette remarque est valide pour
tous les prochains HT(N*) que nous définirons dans cette section.

Les opérateurs at®) et a=(*) sont donnés ici par

at® = JHE(NE) e —i(HE(N*)-HE(N*-1)) aika-{-l ek, (5.6)

m=0

g — /—Hi(Ni+ 1) P HE(NE+])~HE(NE))ays Z le) (e, .. (5.7)

m=0

Une application directe de 1’équation (1.21) nous donne donc

2n —%
)1 e~ Xt avec || = (Z !;' ) (5.8)

|2, cuy +—C'+2:(XJr
(n)

n=0 (n)

et

MIH

n

> w
|lw,a_)_ = C_ —

=

—iXp o | — — |w™\~
e % |e,) avec |C-| = Z (5.9)

n=0 (n)

(n) —
Comme le spectre d’énergie €, est strictement croissant avec n (proposition

ot I'on a posé X7y = Xy Xa 1. X{ et X5 = 1.

1.1), la construction est donc compléte pour les états |w,a_)_. Nous étudierons
maintenant les états cohérents pour le spectre d’énergie €} qui peut admettre une

partie décroissante ainsi que des dégénérescences.
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5.1.2 Cas d’un spectre d’énergie ¢, qui n’est pas stricte-

ment croissant
5.1.2.1 Cas ol il y a une dégénérescence de ’énergie fondamentale

Regardons d’abord le cas ou il y a une dégénérescence de ’énergie fondamentale
de ce spectre du type €f = € = X = X =0 (cas o1 A = )g) ct oit les énergics
sont par la suite strictement croissantes. On peut alors appliquer la construction
donnée par I'équation (2.5) en posant UF = X7 ;, n € N et en définissant un

ensemble d’états propres dont les énergies ne sont pas dégénérées. On obtient alors

1 .
U = —=(leg) +e™|eM)), [UF) =let1). mo€[0,27], ne N™. (5.10)
V2

On peut facilement trouver les opérateurs nécessaires a la construction des états
cohérents en utilisant les équations ((1.10)-(1.15)). Le nouvel ensemble d’états

cohérents est donc donné par

s n ., el 2n —%
) = Co Y e U, wvee Gl = () L (50
n=0 (U(n)) 2 n= O (")

ott 'on a posé Uy = USU[_;..UT et U§,) = 1.

5.1.2.2 Cas ou il n’y a aucune dégénérescence

Regardons le cas ol il n’y a aucune dégénérescence du type €/ = ¢, mais

ou le spectre d’énergie {€}'} n’est pas strictement croissant (A # I+ lp + V1 et
A > o). A cause de 'allure du spectre, on sait qu’on aura a réarranger un nombre
fini d’énergies pour retrouver un spectre strictement croissant et ainsi définir les
états cohérents comme d’habitude. Par exemple : si A = 3.1, les valeurs de €}
pour n = 0, ... 3 sont données par {—2.100, —2.384, —2.369, —2.200}. En posant

Uf=ef —ef =0,U=¢f —ef, Ut =T — ", U =¢f — ¢ et Ut = ¢t — ¢,
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n > 4. Les nouveaux états propres peuvent alors étre définis comme

) = e, [ud) =1ed). Ius) =€), lud) =leg), |id) =led), n 24 (5.12)

On a qu’a remplacer les états |n,d,)p par |p;}) dans les équations ((2.10)-(2.15))
afin de trouver les opérateurs N*, H*(Nt), HH*(N* + 1), HF(N* — 1), a*™ et

a~ ™). Par cxemple. on a

oo

HH(N%) = UF |uf ) ). (5.13)
n=1
Les états cohérents deviennent donc
_ - z" —iUFay |, +
|2, s )+ = Co Z 1€ |bm)s (5.14)
(U(-n))2

ou |C4], U(”; , et U (0) Sont les mémes qu’en (5.11). Il est important de souligner que
cet exemple illustre un modéle de démarche qui peut étre appliquée & tous les cas

possibles de la sous-section (5.1.2.2).

5.1.2.3 Cas ol il y a des dégénérescences du type ¢/ = ¢/

On sait, d’une part que le spectre n’est pas strictement croissant et qu'il y
a seulement un nombre fini de dégénérescences du type €¢f = €. Ce cas peut

étre résolu en combinant les observations précédentes. Prenons ’exemple oll A =

4:o0nae = e = —3 et les autres énergies ne sont pas dégénérées, mais
doivent étre réordonnées. Les valeurs de e/ pour £k = 0, ... 8 sont données
par {—3,—3.6569, —3.9282, —4, —3.9443, —3.7980, —3.5830, —3.3137, —3}. En po-
sant Uy = €5 —e3 =0, U =¢f —eF, Uy =ef — e, U =7 —€f, U} = ¢f — €,
U =¢f —65, Ui = —e, Uf =€l —el =¢f — e et Ut =€, — €F pour

n > 8, les nouveaux états propres sont alors définis comme
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0,1)p =le3), [L,1)p =lef), [2,1)p =1e3), 13,1)p = &),
4, )p = lef), 15, 1)p =€), 15, 1)p = |ef), 16,1)p = |eF),
7.2 = Z=(e) + I, Indio = lefu) 28 (519
Les opérateurs utiles sont donnés par les équations ((2.10)-(2.15)) et les états
cohérents sont obtenus en remplacant les états |US) par |n,d,)p dans I’équation
(5.11). Encore une fois, cet cxemple illustre une démarche qui peut étre appliquée
a tous les cas possibles de la sous-section (5.1.2.3).

On a déja montré que les équations (1.21) et (2.5) vérifiaient bien les quatres
propriétés mathématiques fondamentales et les deux définitions physiques des états
cohérents. Les applications de ces constructions au cas particulier du modéle de
Jaynes-Cummings les respectent donc également.

Dans cette section, nous nous sommes restreint & la construction d’états cohérents
pour un décalage € = 0. Cependant, nous sommes maintenant en mesure de

construire des états cohérents pour des cas ou € # 0.

5.2 Le cas d’un décalage ¢ # 0

Rappelons que les propositions 1.1 & 1.6 donnent les caractéristiques du spectre
d’énergie lorsque € peut étre différent de 0. Utilisons ces résultats afin de construire

des états cohérents pour ces cas.

5.2.1 Cas d’un spectre d’énergie strictement croissant

Par les propositions 1.1 et 1.3, on sait que les énergies €, sont strictement
croissantes avec n et que le spectre complet du modele de Jaynes-Cummings admet
au plus, des dégénérescences doubles. De plus, par la proposition 1.2, on trouve que

les énergies €] sont strictement croissantes avec n lorsque A < Ag(€) ot Ag(e) =

((1+€)(3(1 + €) + VB + 16e + 9¢2)).
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Comme le groupe d’énergie {€; } est strictement croissant pour tout € et pour
tout A, les états cohérents pour ce groupe d’énergie sont donc toujours donnés par
I'équation (5.9). Si A < Ag(e), alors les états cohérents pour le groupe d’énergic €
sont donnés par 1’équation (5.8). La fagcon d’obtenir ces deux équations est décrite

dans la sous section 5.1.1.

5.2.2 Cas d’un spectre d’énergie ¢/ qui n’est pas stricte-

ment croissant

Comme pour la section précédente, trois cas peuvent se produire.

Cas 1:0na )= Xy(e). Il y a donc une dégénérescence de P’énergic fondamen-
tale. La démarche est alors exactement la méme qu’a la sous-section 5.1.2.1 et les
états cohérents sont donnés par I’équation (5.11).

Cas 2 : Nous regardons le cas ou le spectre {¢!} a une partie décroissante
(A > Xo(€)), mais n’admet aucune dégénérescence. Par la proposition 1.6, si ¢ et
A ne peuvent solutionner ’équation (4.22) pour tout n et m € N (m # m), alors
il n’y a aucune dégénérescence. En calquant la méthode de la sous-section 5.1.2.2,
les états cohérents de ce cas sont donnés par I’équation (5.14).

Cas 3 : Il ne reste qu’a étudier le cas ou il y a des dégénérescences du type
ef = ¢ . Il faut donc que € et )\ soient tels que I’équation (4.22) soit respectée pour
certains m et n. Afin de construire les états cohérents de ce cas, nous reprenons
simplement la méthode décrite dans la sous-section 5.1.2.3. Par exemple, si € =
et A = 14/3(30+ V757) = 6.5677..., alors 'équation (4.22) est vérifiée pour
n = 2 et m = 6 seulement. Les valeurs de €; pour k = 0, ... 10 sont données
par {—5.0725, —6.2916, —6.8784, —7.1379, —7.1880, —7.0896, —6.8784, —6.5781,
—6.2048, —5.7705, —5.2842} et le reste du spectre est strictement croissant. En
posant U =€ef —ef =0, U =ed —ef, Uf =t — ¢, U =€ —€f =€ — €],
Uf = -, Ul =l —e[, U =ef e, Ui =¢f —¢f, Uf =y —f,

U =€t —ef et Ul =€}, — ef pour n > 10, les nouveaux états propres sont
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alors définis comme
0, )p =€), 1L, 1)p =le3), [2.1)p = |eF),

1 .
13,2)p = —=(IeF) + e™lef)),

V2

[4,1)p =1e7), 15, 1)p = lef), 16,1)p = led), |7, 1)p = |e3),
18,1)p = lefo), 19, 1)p = leg), In,du)p = l€5,1), n > 10. (5.16)

Comme pour la sous-section 5.1.2.3, les états cohérents sont obtenus en remplacant
les états |U;}) par |n,d,)p dans I’équation (5.11).

Nous venons de terminer tous les cas types qui peuvent se présenter lorsque ’on
veut construire les états cohérents pour le modele de Jaynes-Cummings dans le cas
ol € # 0. En combinant ces résultats avec ceux de la section précédente pour € = 0,
nous avons donc une méthode parfaitement générale permettant de construire les

états cohérents pour ce modele.

5.3 Valeurs moyennes d’opérateurs sur les états
cohérents généralisés du modele de Jaynes-

Cummings pour ¢ =0

5.3.1 Calcul de (H*(N?*)) sur les états cohérents généralisés

Calculons ce que vaut {H*(N*)) pour différents cas. Il est important de rappeler
que H*(N%) n’est pas directement I’hamiltonien du systéme. C’est un opérateur
qui, agissant sur ses ¢tats propres, donne les énergies redéfinies en ordre croissant
(les XE ou les U¥). On ne calculera donc pas la valeur moyenne de H;c = (4.1)
sur les états cohérents, mais bien (H*(N¥)).

Regardons d’abord le cas le plus simple oli on a un spectre d’énergie {e}}

strictement croissant. Les états cohérents sont alors donnés par les équations (5.8)
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et (5.9). On peut donc écrire

(2 (V)2 ) = (O Z'§X+) Gl |z|22‘z'() . (5.7

n=1

De la méme facon, lorsque l'on calcule (z,a_|H=(N7)|z,a_)_, on obtient aussi
2.

Regardons maintenant le cas ou le spectre d’énergie {¢;}'} a une partie
décroissante et peut admettre des dégénérescences. Dans ce cas, les états cohérents

sont donnés par I’équation (5.11). On a donc

T+ A+ El§ U+ 2|2 = 2> 2
(2,00, HF(NF)|z, ap,m) 4 = |Cy[? Z = |C+["|2] ZF = |z[*.
n=1 (n) (n)

(5.18)
Rappelons que, dans les deux derniéres équations, la constante de normalisation
|C4|? correspond & deux expressions différentes. Des équations (5.17) et (5.18), on
conclut facilement que la valeur moyenne de H*(N?*) sur les états cohérents est
|z|%, et ce, indépendemment du fait qu'il y ait des dégénérescences ou non dans
le spectre d’énergie. On a donc une énergie moyenne continue et méme constante

lorsque 'on fait varier le paramétre A dans les spectres d’énergie {€}} ct {e;}.

5.3.2 Calcul du nombre moyen de photons sur les états

cohérents généralisés

Il est trés important de comprendre que les opérateurs N+ définis par ’équation
(5.2) ne représentent pas le nombre moyen de photon. Il faut donc prendre la
définition originale N = a'al, ot les af et a sont les opérateurs de création et d’an-
nihilation habituels de l'oscillateur harmonique qui sont présents dans I’hamiltonien
H,c = (4.1). Calculons donc (N). pour différents cas.

Pour un spectre d’énergie {e} strictement croissant, les états cohérents sont
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donnés par (5.8) et (5.9). Calculons d’abord

(N)+ =(z,04|N|z, 04 )+ =

X —-n iX,Toz.;. X _m —iX,T,a+
AN Z'e
|c+|2( —<e::|)N( —I—Ie::»). (5.19)
; (X(t,))% mz:;) (X(-'}r-n))i

Comme on sait sculement que N|n,%) = n|n,+), on doit utiliser les équations

(4.26), (4.27) et (4.28) afin de réécrire les états |e}) en termes des états |n, £)
L’équation (5.19) donne donc

C 2 e ZneiX,Ta.{..
(- 2 (41 - (et 1,-D)

o (Xiy)?

2Me"Xmat _ |C4|? & (2n + 1)|2|*"

+
m=0 (m)/? 2 n=0 X(n)

(5.20)

De la méme fagon, on peut calculer (N)_ et on obtient

C_2 —'n.+1 zXn o
(z,a_|N|z,a.) = 1€ ( —|+2 s

(n+l))

({n,+| + (n+1, —|))

o~ e 2 X (20 4 1)] 2|2
X( f—i(mhﬂ +)+(m+ 1)|m+1,—))) = C-| (2n +1)|] -
m=0 (X )

(m+1) 2 = Xan

(5.21)
+ dans le cas ou A = Ag. On utilise les

Regardons maintenant le calcul de (N)

états cohérents (5.11) pour obtenir

<Z’ a+a77|N|Zs a+7"7>+ -

C. |2 1 ; i EneiU{foH.
S (St v+ 2 el

1 + ) o zme——iU,ﬁa.,.
N[ —=(e) +e™™ef)) + Y ——|et )=
(5t + el + 3 e
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Gy, i(2n +3) 2 (5.22)
2 n=1 U(—'*’-") l

en rééerivant les états |e) en termes des |n,+). Rappelons aussi que dans les
équations (5.20) et (5.22), les constantes de normalisation |C,|? sont différentes.
On s’intéresse maintenant au calcul du (V) donné par ’équation (5.20) dans
un cas ot A est légerement inférieur a Ag. On veut le comparer & (N), dans le cas
ou A = Ag donné par ’équation (5.22). Comme lcs états cohérents correspondant a
ces deux valeurs de A sont donnés par des expressions mathématiques différentes,
nous voulons nous assurer que le calcul de (N), ne sera pas affecté par une trop
grande discontinuité lorsque 1'on passcra d’unc valeur de A légerement inféricure &
Ao, & A = Ag. La figure 5.1 montre que les deux valeurs de (V) pour ces deux cas
ne différe pas beaucoup en fonction de |z|. Sur la figure 5.2, on a tracé la différence
entre les (N), pour ces deux cas. On se rend compte que 1'écart entre ces deux

valeurs n’augmente pas lorsque |z| augmente.

(N)+

A=24
100 11
95
90
85
10 20 30 40 50 60 70 =l

FIG. 5.1 — Calcul de {N), pour un cas oti A = 2.4 et un autre ot A = A\g = 1 ++/2
en fonction de |z|.

Si I'on choisit une valeur de A qui tend vers Aq, les deux courbes de la figure 5.1
ne seront pas beaucoup plus rapprochées 'une de 'autre. Cette 1égere discontinuité
est, d’une certaine fagon, le prix a payer pour obtenir une construction compléte des
états cohérents pour le modele de Jaynes-Cummings. Notons que cette discontinuité

est sensiblement la méme lorsque I'on passe d'une valeur de A = Ag & une valeur
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(N4 — (N)tdeg
1

0.8

0.6

|2l

10 20 30 40 50 60 70

F1G. 5.2 - Différence entre le (V). calculé avec A = 2.4 et celui calculé avec A = A
en fonction de |z|.

de A légerement supérieure a .

Calculons maintenant (V) dans le cas ou le spectre d’énergie {€}} n’admet
aucune dégénérescence et n’est pas strictement croissant. Par exemple, choisissons
A = 3.9 et utilisons 1'’équation (5.14) afin de construire les états cohérents de ce
cas. On a choisi cette valeur de A afin de comparer le calcul de (N), avec le cas
ol A = 4 (avec dégénérescences). Mentionnons que la redéfinition des énergies et
des états propres n'est pas identique a 1’équation (5.12) puisque nous n’avons pas
la méme valeur de A. On a ici Ul = ¢f —ed = 0, U = e — ef = 0.0450,
Uf = €f —ed = 0.0793, U = et —eF = 0.2470, U} = € — 7 = 0.2846,
U =€ —ed = 04816, U = ef —ef = 07691, Ui = ¢f —eF = 0.9 et

Ut =€ — el =0.0450, n > 8. Les états propres correspondants sont

lug) = le5), 1) = &), ) = led), |u3) =leg), |ud) = lef),
+

ug) = leg), lud) =let), luf) =€), lun) =ler), n =8, (5.23)

ce qui permet de trouver
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(Z,O{+|N|Z,O{+>+ =

| |10

IC:F (7+5|z|2+9|z|4+11|Z|6+3|z|8+13 psl 2 I14+i(2 " |2n).
2 T T R T P> U

(5 24)

Il ne reste qu’a calculer (V) dans un cas ou le spectre d’énergie {¢;}} n’est

pas strictement croissant et admet un nombre fini de dégénérescences. Prenons

I’exemple ou A = 4. Les énergies, les états propres et les états cohérents pour ce cas

sont donnés par les équations (5.15) et (5.11). Avec un peu de travail, on obtient

(2,04|N|z, 04 )+ =

lz|® .|z
+13
+
Uy  U§

|10

|C4 I [ S O .
7 11
2 +9U +5U++ v

Iz 12 I |14 ©° | |2'n,
H15 -+ —+ ) (2n+3) = ).
(1) (2) (3)

Us Un = Ut

(5.25)
Les états cohérents correspondant a A = 3.9 et & A = 4 sont donnés par des
expressions mathématiques différentes. Comme précédemment, nous voulons nous
assurer que le calcul de (N) ne sera pas affecté par unc trop grande discontinuité
lorsque ’on passera d’une valeur de A légerement inférieure a 4, & A = 4. Comparons
donc les équations (5.24) et (5.25) afin de voir si (N), varie beaucoup pour ces
deux cas. La figure 5.3 montre que le calcul de (V) varie trés peu lorsque 'on
passe d’'une valeur de A = 3.9 & A = 4. La figure 5.4 montre clairement que la
différence entre les deux (N); ne s’accroit pas lorsque |z| augmente.
Encore une fois, ’écart entre les deux (V) se maintient lorsque A tend vers 4.
Cette discontinuité est aussi faible lorsque 'on passe d’une valeur de A = 4 & une

valeur légerement supérieure a 4.
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N
(N)+ A=3.9
100 r—
95
90

10 20 30 40 50 60 70 |2|

F1G. 5.3 - Calcul de (N); pour un cas ou A = 3.9 et un autre oi A = 4 en fonction
de |z|.

(N)4 — (N)+taeg

1

0.8
0.6

10 20 30 40

l2|

F1G. 5.4 - Différence entre le (N), calculé avec A = 3.9 et celui calculé avec A = 4
en fonction de |z|.



Chapitre 6

Construction des états cohérents
gaussiens pour le modele de
Jaynes-Cummings pour tout

décalage ¢

Nous allons maintenant construire des états cohérents gaussiens pour le modeéle
de Jaynes-Cummings en utilisant ce que nous avons trouvé pour les états cohérents
généralisés dans les cas ol nous avons tout d’abord un spectre strictement croissant

(section 6.1) et ensuite un spectre non strictement croissant (section 6.2).

6.1 Cas d’un spectre d’énergie strictement crois-
sant

On sait que le groupe d’énergie {e.} est toujours strictement croissant avec

n. On peut donc redéfinir les énergies comme a la sous-section 5.1.1 et utiliser
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I’équation (1.65) pour écrire ces états cohérents gaussiens comme

oo .
Gy 5,07)- = —ee 3 T e Xt ey o {ng, 45} € R (6.1)
VN(ng) nso
et N(ng) est donné par 1’équation (1.66).
Dans les sections précédentes, nous avons regard¢ en détails les conditions
nécessaires pour que le groupe d’énergie {€} soit strictement croissant. Dans une
telle situation, les états cohérents gaussiens pour ce groupe d’énergie sont donnés

par

1 e (m-nf)?, .
= ———1 el X% |cf) o {n], 7} € R, (6.2)
N(nO) n=0

o N(ng) est donné par 'équation (1.66). Rappelons qu'’il faut choisir ng et o

|G$ 77'o+7 ¢E)'_7 G+)+

afin que la densité de probabilité soit bien localisée en fonction de la position. Le
choix de ces deux valeurs peut varier avec les choix de € et A.

Trouvons l’expression qui représente la densité de probabilité pour chacun des
deux groupes d’énergies. Par exemple, pour {€}}, on peut réécrire 'équation (6.2)
comme

IG,ng, ¢5,0%)+ =
1

2 _mead?
— = Z el=TaFr 1= XA 4] (cosp(n+1)|n,+) —sinp(n+1)|n+1,-)). (6.3)
VN(ng) 2=

Rappelons que |n,+) = |n) X |+) ou |n) correspond aux états propres de l'oscilla-
teur harmonique. On notera les fonctions mathématiques correspondant aux états

propres de ’oscillateur harmonique comme

22
Pn(z) = ——=—==€e"2 Hermite[n, z]. (6.4)
mi4/2"(n!)

En utilisant les équations (6.3) et (6.4), on peut écrire les états cohérents gaussiens
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en termes des fonctions mathématiques p,(z) de la fagon suivante :

1 e DT
et e enla) cosplnt D) — praa(z) sinp(n + 1)),
g ) n=0

(6.5)

L’expression pour la densité de probabilité s’écrit alors comme

1 2 -
@)l = NW)((Ze‘ Tl cosgo(n+1)pn(x>)
0

n=0

X<Z

(m—'n+)2 :
elm T 1 piXmds g w(m + 1)pm(.’L')) '
0

b (n-n$)?

(Z el=Trrr lgmiXi ey sinp(n + 1)Pn+1($))

n=0
i (m-n)?,

(D5 I i + V(@) ) (6.6)
m=0

On peut faire sensiblement le méme raisonnement pour trouver la densité de pro-

babilité pour le groupe d’énergie {e; }. On trouve alors

1 _(0-ng)? X (a=ng)? i a-
@ = g7y ( (7 tmla) + Y e TN conptnlpa))
0

n=1

(0-ng)2 s (m=ng)?,
% (CI—T—QT]pO(z) + Z el= =2 leiXmdo cos w(m)Pm(x)) +

m=1

o0 (n-—n_)2 v — g —
(Z == =i Xn % sin p(n — 1)Pn—1(93)>

n=1
> (mn-ng)? _ _
X (Z el™ 2T leXn% gin p(m — l)pm_l(z))). (6.7)
m=1

Les figures 6.1 et 6.2 montre la densité de probabilité en fonction de la position
z pour chacun des deux groupes d’énergies. Pour tracer ces figures, on a sommé

sur les cinquante premieres énergies ce qui donne une bonne approximation des
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équations (6.6) et (6.7). Pour ces deux figures, on a choisi e =0, A = 1.5, ¢5 =

5
ot =15 et nT = 25. Ces deux derniers choix ont été fait dans le but de restreindre

I’étalement de la densité de probabilité.

()|
1.
1.

N o O 00 N

o O o o

-4 -2 2 4

F1G. 6.1 — Densité de probabilité en fonction de la position z pour le groupe
d’énergie {€'}.

|9 ()2

—
N Oy 00 N

o o o O

3 2 2 4

Fi1G. 6.2 — Densité de probabilité en fonction de la position z pour le groupe
d’énergie {e, }.
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6.2 Cas d’un spectre d’énergie ¢! qui n’est pas

strictement croissant

Comme pour les scctions 5.1.2 et 5.2.2. trois cas peuvent sc produire.
Cas 1 : Il y a une dégénérescence a l'énergie fondamentale. En s’inspirant de
I’équation (2.27), on trouve

n-n ) .
IG,nd, ¢¢, 0% ), = AUl |y, (6.8)

o 0

ou les |U;) et U} sont définis de la méme fagon qu’a la sous-section 5.1.2.1. La

densité de probabilité cst alors donné par

[¥(2)} = <= (aa + bb), (6.9)

1
N(ng)

ou l'on a posé

_nt2
(e[—(—o‘,—;ﬁ’n)—]

0= (S5 (cos () + ¢ cos p@pa))+
> n-nt)? + .+
> EH e cosp(n + Dpa (o))
n=1
et e
el G _
b= (T<sinso<1>p1<x> £ 6™ sin p(2)ps(2))

(n—-n )
Ze[ w2 eV gin p(n + 2)ppga(z ))

n=1
La figure 6.3 montre la densité de probabilité en fonction de la position z pour e = 0
et A = 1 + /2. Pour tracer cette figure, on a sommé sur les cinquante premiéres
énergies ce qui donne une bonne approximation de I’équations (6.9). Pour cette
figure, on a choisi ¢ = Z, 0" =15 et nf = 25. La particule est donc bien localisée

dans le systéme quantique.
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|9 ()|

—

o o O o
. . . . . .
N 1 [e)} [o o} Ll [} 1Y

-4 -2 2 4

Fi1G. 6.3  Densité de probabilité en fonction de la position x pour le groupe
d’énergie {c'}.

Cas 2 : Le spectre d’énergie {¢;'} a une partie décroissante, mais n’admet au-
cunc dégénérescence. On redéfinit d’abord les énergies ct les états propres de la
méme fagon qu’a la sous-section 5.1.2.2. On utilise ensuite ’équation (1.65) afin

construire les états cohérents gaussiens sans dégénérescence. On obtient alors

n—-n )
Gng . 65,07 )+ = Ze‘ TRl ). (6.10)
n=0
Regardons I’exemple particulier de ce cas oi1 € = 0 et A = 3.1. Le réordonnement
des énergies et des états propres est alors exactement le méme qu’a la sous-section
5.1.2.2. Avec un peu de travail, on peut écrire la densité de probabilité comme

()} = (ff +99), (6.11)

1
N(ng)

ou l'on a posé
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(0-nt)?

(1-nt)? o
f= (e[' 47 cos p(2)py (z) + el a7 e VT cos p(3)pa(m)+

(2-nF)2 _ (3-n)? )
el AT eV cos p(4)ps(z) + el w e U cos p(1)po(z)+

N - D LT
> e FH e sl + paa) )

n=4
et
(0—nit)? _(1-nd)? bt
0= (~e T sin p@Ipala) — e TN sin @) -

2-nF)2 (3=ni)?

( . .
e[“sz—]e—lU;%" sin w(4)p4(;1;) — e[_ 4o+2 ]e_’U:;-*bg sin 90(1)]31 (’E)—

N i Sl SR
Ze 7 e sin p(n 4 1)pata () ).
n=4

La figure 6.4 montre la densité de probabilité en fonction de la position z pour

e =0 et A = 3.1. Pour tracer cette figure, on a sommé sur les cinquante premiéres

énergies ce qui donne une bonne approximation de 1’équation (6.11). Pour cette
kis

figure, on a choisi ¢f = Z,0T =15¢et ng = 25. On voit que la particule est bien

localisée dans le systéme quantique.

| ()|

N b O © BN

o O O O

-2 2 4 6

F1G. 6.4 — Densité de probabilité en fonction de la position = pour le groupe
d’énergie {€!}.

Cas 3 : Le spectre d’énergie admet des dégénérescences du type €/ = €. On
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redéfinit alors les énergies et les états propres par la méthode présentée & la sous-
section 5.1.2.3. On utilise ensuite I’équation 2.27 pour construire les états cohérents

gaussicns avece dégénérescences. On trouve

1 e o DL
G0, 85,07 M) = —mm== Y el a1V n ) . (6.12)
N(nO ) n=0
Regardons un exemple particulier de ce cas ot € = 0 et A = 4. Le réordonnement
des éncrgics et des états propres est alors exactement le méme qu’a la sous-section

5.1.2.3. Avec un peu de travail, on peut écrire la densité de probabilité comme

(@)} = N(;,g) (uid + vD), (6.13)

ou l'on a posé

0-nt)2

( (a-nf)?,
u= ((e"ﬁr] cos p(4)ps(z) + el” 5 T cos p(5)pa(z)+

@-nf)?. . @-n$)?, .
e TTA T e U cos o(3)pa(z) + elm T T Je U cos (6)ps () +
(-2 Lo (5-n)? o4y
e[—T&—]e—zU4 &8 coscp(2)p1 (.’E) + e["_oi4,+ ']e—zU5 %0 cos 90(7)p6(m)+

(6—n7)?

elm AU ¢4 cog ©(8)pr(z)+

7—n+)2

( 3 .
o=t 4 %( o(1)po(2) + €™ cos p(9)ps(x))+

00 (n—nt)2 .
3 e THF eV cos p(n + 2)pn (z)

n==8

et
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(1-n)?

(0-nt)?2 .
V= (‘e[_ w7 sin o(4)pa(z) — el w2 le V4 sin o(5)ps () —

(3-n3)?

(2-n$H?. g ;

el= AT 1e=U3' 95 gin p(3)ps(z) — el 177 eV 4 sin o(6)ps(z)—
(4—n+)2 .U+ + (5—"+)2 ‘U+ +

v P AL @(2)pa(z) — elma#7 e VS sin oo(7)po () -

(6-n7)? ; b
el eV sin (8 ps(2)—

(7-n)2

) 1 ;
e[———‘,;fz—]e—z%wa“ﬁ(sin @(1)p1(z) + € sin p(9)po(z))—

e (n-nf)?
Z P L o(n + 2)pn+2(.T,)> .

n=8
La figure 6.5 montre la densité de probabilité en fonction de la position z pour
e = 0 et A = 4. Pour tracer cette figure, on a sommé sur les cinquante premiéres

énergies ce qui donne une bonne approximation de ’équation (6.13). On a encore

unc fois choisi ¢f = 2,0t =15 et nd = 25 afin d’obtenir la localisation de la

particule dans le systéme quantique.

|9 ()|

F1G. 6.5 - Densité de probabilité en fonction de la position = pour le groupe
d’énergie {¢}}.



Conclusion

Nous avons décidé de donner dans cette conclusion une description chronolo-
gique des résultats obtenus qui differe légerement de la présentation de notre tra-
vail, mais qui éclaire notrc processus de recherche et les questions que nous avons
résolues.

Nous avons commencé par analyser le spectre d’énergie du modele de Jaynes-
Cummings spécialement dans le cas ol le décalage ¢ = 0. Nous avons décrit 1'al-
lure du spectre d’énergie et énuméré toutes les dégénérescences possibles. Nous
avons publié ces résultats dans un proceedings 4. Par la suite, nous avons montré
queclques résultats pour les cas ou le décalage € # 0.

Nous voulions ensuite trouver les états cohérents pour le modele de Jaynes-
Cummings. Cependant, nous ne pouvions pas réaliser cette tdche immédiatement
puisqu’il n’existait pas de construction compléte des états cohérents pour des
systéemes quantiques admettant des dégénérescences. Nous avons alors consulté
un article de Daoud et Hussin [ qui ont construit des états cohérents généralisés
pour des systémes quantiques sans dégénérescence. Aussi, nous nous sommes ins-
pirés d’un article de Fox et Choi 1 qui ont construit, avec une petite erreur, des
états cohérents gaussiens pour la particule dans une boite en deux dimensions (avec
dégénérescences). Nous avons finalement établi une méthode générale qui permet de
construire des états cohérents généralisés et gaussiens pour tout systéme quantique,
meéme ceux qui admettent des dégénérescences.

Nous avons ensuite appliqué notre nouvelle méthode générale & un systéme

quantique particulier bien connu : la particule dans une boite en une et deux di-
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mensions. Nous avons d’abord construit les états cohérents gaussiens. Nous avons
comparé ces états avec ceux trouvés par Fox et Choi pour ce méme systeme. Pour
le cas de la particule dans unc boite en une dimension (sans dégénérescence), nous
avons retrouvé exactement les mémes résultats. Par contre, pour le cas de la parti-
cule dans une boite en deux dimensions (avec dégénérescences), nos états cohérents
gaussicns ¢taicnt différents des leurs. Apres s’étre assuré que nos états vérifiaient
bien toutes les définitions physiques et mathématiques des états cohérents gaus-
siens, nous avons compris qu’ils avaient fait une petite erreur dans leur construc-
tion. En cffet, leurs états cohérents gaussicns ne respectent pas la résolution de
I'opérateur identité. Nous avons donc corrigé ce probleme.

A notre connaissance, personne n’avait encore construit les états cohérents
généralisés pour la particule dans une boite en une et deux dimensions. Nous avons
donc utilisé la méthode générale présentée plus haut afin de construire de tels états.
Nous avons ensuite vérifié que ces états respectent en tous points les définitions
physiques et mathématiques des états cohérents généralisés. Nous pensons que ces
résultats pourraient donner lieu a un article ou une lettre.

Nous avons finalement construit les états cohérents généralisés et gaussiens pour
le modéle de Jaynes-Cummings. Une telle tache aurait été impossible sans une
bonne compréhension du spectre d’énergie de ce modele. Nous avons donc utilisé
nos résultats présentés dans le proceedings et ccux trouvés pour tout décalage €
afin d’y arriver. Nous avons ensuite regardé le comportement de quelques valeurs
moyennes d’opérateurs sur les états cohérents généralisés dans le cas d’un décalage
e = 0. Nous avons montré que nos nouveaux états cohérents généralisés ne font
pas changer significativement les valeurs moyennes de quantités physiques lorsque
I'on passe d’'un cas ou il n’y pas de dégénérescence (A = 3.9 et ¢ = 0), & un cas
ou il y a des dégénérescences (A = 4 et ¢ = 0). Nous pensons que ces résultats
sont suffisamment significatifs pour commencer la rédaction d’un autre article & ce

sujet.
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Annexe 1

Redéfinition des états propres pour une particule dans une boite

quantique en deux dimensions

Nous donnons ici, pour les trente premiéres énergies, la correspondance

entre les états redéfinis |n,d,)p et les états propres du systeme. On obtient donc

Eli=e=10,1)p=|1,1),

%I

El,g = E2,1 =€ — |1,2>D (Il 2) +6m1|2 1))
Eyp =€ = [2,1)p =2,2),

E1,3 = E3’1 = €3 == |3, 2>D = (|1 3> + Cm3|3 1))

E23=E32564:> |4,2>DE

El )

(|2 3) + ¢™]3,2)),

(|3 4) + e"™|4, 3)),

Bis=Fs1 =€ =19,2)p = (|1 5) +€e™|5,1)),

E2’5 = E5’2 = €10 — IlO, 2>D = |2 5) + 617710|5 2))
E4‘4 = €11 — |11, 1>D |4 4)

E3’5 = E5’3 = €19 —> |12, 2)D = (|3 5) + 6”712|5 3))

%l



Ei6=FEs1 = €13 =113,2)p = (|1 6) + €316, 1)),

EQG :E62 = €1y == |14,2>D

(|2 6) + e"™1]6,2)),

E4,5 = E5,4 = €15 —> |15, 2>D

E3’6 = E6,3 = €16 — |16, 2)D

S-Sl %\H %I

Ess=FE1=E7=er=|17,3)p =
—(|5 5) + e™M7|7,1) + e2M7|1, 7)),
7

E4,6 = EG,4 = €18 — |18, 2)D = (|4 6> + 6m18|6 4>)

Sl 8-

E217 = E7’2 = €19 =—> Ilg, 2>D (!2 7) + €1n19|7 2))

E3,7 = E7’3 = €90 — l20, 2>D

Sl %l

(|3 7) + €0|7,3)),

E516 = Eﬁ,s = €91 =— |21, 2>D =
Eyr = Ery=FEg=Eg) = €30 = |22,4)p =

1 . . _
—(|4,7) + €™2|7,4) + €¥™2|1, 8) + *2[8, 1)),

V4

Ess = Ego = €33 = [23,2)p = (|2 8) + €%(8,2)),

Sl

E6'6 = €9y = |24, 1) = I6, 6>,

]

Egyg = E83 = €o5 — |25, 2>D

¥

(|3 8) + €8, 3)),

Es7=Fq5 = €36 = |26,2)p (|5 7) 4 €™8|7,5)),

E4‘3 = E84 = €7 — |27, 2)1)

SIH 3IH SIH SI

(|4 8) + €"7(8,4)),

E19=E915628=> |28,2)DE (|1 9)+€"}28|9 1))

(|14, 5) + ™35, 4)),

(13,6) + 6|6, 3)),

(15, 6) + €16, 5)),
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Ee7=Fr6="Fyg=FEgy = €9 = 129,4)p =
1

\/Z(|6, 7) + 7|7, 6) + ¥7(2,9) + €*7°|9, 2)).



