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SOMMAIRE

Dans ce mémoire on étudie le système prédateur-proie de Gause généralisé de

la forme suivante

± TX(l_j)_YP(X)

= y(—d+cp(x))

avec la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

rnx2

ax2 + bx + 1

Le système a sept paramètres où a, c, d, k, m et r sont positifs mais un change

ment d’échelle permet de se ramener à 4 paramètres. On étudie le cas b positif et

négatif. Le chapitre 1 présente une étude préliminaire basée sur les résultats de

Coutu jC]. On enchaîne avec une étude complète de la bifurcation de Hopf dans

le chapitre 2. On donne ensuite une validation numérique dans le chapitre 3. On

calcule numériquement la courbe de la bifurcation de Hopf et la courbe de bifur

cation de la boucle homoclinique. On conclut avec le chapitre 4 où on donne les

diagrammes de bifurcation et une interprétation biologique des comportements

possibles en fonction des paramètres et des conditions initiales.

MOTS CLÉS : Système dynamique, Système prédateur-proie, Fonction de ré

ponse, Bifurcation, Bifurcation de Bogdanov-Takens, Bifurcation de Hopf, Cycles

limites, Boucle homoclinique.



ABSTRACT

Iii this thesis we study a generalised Gause predator-prey system of the fou

wing form

= rx(1_j)_Yp(x)

= y(—d+cp(x))

with a generalised Holling response function of type III

mx2
= a2 + bx + 1•

The system lias seven parameters, where a, c, cl, k, ru and r are positive. A sca

ling allows to reduce t.o 4 parameters. We study the cases where b is positive or

negative. In chapter 1 we give prelirninary results which are based on the work of

Coutu jC]. In chapter 2 we proceed with a complete study of Hopf bifurcation. We

continue with a numerical validation in chapter 3 where we calculate the durve of

the Hopf bifurcation and the curve of homoclinic bifurcation. We conclude with

chapter 4 in which we give the bifurcation diagrams together with a biological

interpretatioll of the behavior of the solution depending on the parameters and

the initial conditions.

KEY WORDS : Dynamical system, Predator-prey system, Response fiinction,

Bifurcation, Bogdanov-Takens bifurcation, Hopf bifurcation, Limit cycles, Homo

clinic orbit.
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INTRODUCTION

On fait l’étude d’un système prédateur-proie dans le but de prédire le com

portement futur des populations de prédateurs et de proies. Elle comprend

(1) l’observation du phénomène,

(2) la formulation du modèle mathématique,

(3) l’analyse du modèle mathématique,

(4) la validation du modèle, avec éventuellement reformulatioll du modèle, si

le modèle e suit pas les observations du phénomène,

(5) la prédiction du phénomène à l’aide du modèle.

Les systèmes prédateur-proie sont souvent observés et formulés par des équipes

multi-disciplinaires. L’analyse mathématique requiert des connaisances en analyse

et/ou en analyse numérique. Depuis le modèle de Lotka-Volterra (1925,1926) il y

a un plus grand intérêt pour l’étude des systèmes prédateur-proie car ils ont une

dynamique riche. On raffine de plus en plus la modélisation des interactions entre

les prédateurs et les proies pour y intégrer des caractéristiques propres à certaines

populations de prédateurs ou de proies. L’étude mathématique théorique est sou

vent faite à l’aide de la théorie des bifurcations, laquelle donne le comportement

de solutions de façon qualitative en fonction des paramètres du modèle et des

conditions initiales. Une étude numérique est souvent donnée pour compléter là

où la théorie ne prédit pas complètement le comportemellt des solutions. Dans

ce mémoire on donne à la fois une étude théorique et une étude numérique d’un

modèle.

Une des raisons principales pour étudier de tels modèles est d’être capable de

prédire le comportement d’un système face à des influences externes, par exemple
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la présence des êtres humains. Le comportement du système qui subit une in

fluence peut être, en général, regroupé en deux catégories selon Bazykin [BAI,
soit

comportement constant en dessous d’un certain seuil: Un système a

ce type de comportement, si son comportement ne change pas en présence

d’influences externes en dessous d’un certain seuil. Si le seul est atteint

le comportement du système change.

comportement contre-intuitif: Ce type de comportement peut-être bien

illustré par l’avertissement de Rosenzweig (1971) qui dit : On doit faire

attention lorsque l’être humain essaie d’enrichir un écosystème avec l’ob

jectif de faire croître une récolte. Il y a une chance que l’enrichissement

ait un effet opposé sur l’écosystème, et entraîne la perte de la récolte. [Rj

Un exemple souvent cité est la remarque de Tener (1965) Le loup peut

vaincre le boeuf musqué mais lorsque le boeuf musqué est en troupeau de

deux à six bêtes le loup va rarement vaincre un boeuf musqué. Le loup a

encore moins de chance lorsque le troilpeau est plus grand. [TJSÏ Dans

ce cas, l’influence externe serait l’enrichissement de l’écosystème avec des

boeufs musqués en vue de recolter plus de loups. Donc un comportement

contre-intuitif est observé lorsque le comportement du système n’est pas

ce que l’on a a priori déterminé dans une étude préliminaire du système.

Ces deux types de comportement du système lorsqu’il subit des influences externes

sont présents dans le modèle étudié dans ce mémoire.

Les systèmes prédateur-proie utilisent souvent deux ou trois variables pour la

modélisation. Un système peut avoir un très grand nombre d’interactions. Est-ce

que le modèle peut bien prédire le comportement du phénomène? Bazykin [BAI

répond à cette question avec les trois affirmations suivantes

(1) Il y a de bonnes raisons de croire que le comportement d’un système

dépend plus de sa non-linéarité que de son nombre de variables.



4

(2) L’analyse d’un système à plusieurs variables près d’un seuil peut être

étudié par un système à moins de vaiab1es.

(3) L’étude à l’aide de deux ou trois variables semble être bien justifiée par

une perspective pratique.

Bazykin [BAI énonce aussi des questions intéressantes à considérer dans l’étude

d’un modèle biologique. On donne les trois plus importantes questions selon Ba

zykin et le modèle que l’on va étudier.

(1) De quelle façon le modèle biologique se comporte t-il lorsqu’il n’y a pas

d’influences externes? Quelles sortes de régimes existellt (stationnaire,

périodique, chaotique)?

(2) De quelle manière le comportement du modèle biologique dépend-il des

conditions initiales?

(3) De quelle façon le modèle réagit-il aux influences environnementales? Quel

est l’effet d’une perturbation sur un intervalle de temps sur le modèle (se

matérialisant par exemple, un changement de position dans le portrait de

phase)? Quel est l’effet d’une influence permanente sur le modèle (par

exemple, un changement des paramètres)?

On va répondre à ces questions dans l’étude de notre modèle.

Dans les sections qui suivent on introduit le système qui est étudié dans ce

mémoire.

0.1. SYs’FÈIvIE DE GAusE GÉNÉRALISÉ

Le système de Gause généralisé [GI, [F801 est donné par

± g(r)
—

yp(r)
(0.1.1)

= y(—d + q(x)).

où x représente la population des proies, y représente la population des pré

dateurs et d est le taux de décès des prédateurs. La fonction g(x) représente le
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g(x) = x(1 — x) Verhiilst, Verhfflst-Pearl, logistique jTHRj

g(x) = x(1 — x°) Bernoulli jTHR]

g(x) Smith, Beverton-Hoit [THR]

g(x) = Ricker jTHR]

g(x) = —xlix Gompertz [THR]
TAB. 0.1. Différents comportements de population.

comportement de la population des proies en absence de prédateurs. Dans la lité-

rature il y a plusieurs fonctiolls qui représentent le comportement des proies. Le

tableau 0.1 donne une liste de possibilités. La fonction p(x) représente la fonction

de réponse des prédateurs en fonction des proies. Le tableail 0.2 donne une liste

de possibilités, il s’agit des fonctions de réponse de Holling. La figure 0.1 donne

des graphes qualitatifs pour les types I, II, IV lorsque a, b, rri sont positifs. La

figure 0.2 donne le graphe qualitatif de type III lorsque a, in sont positifs et b est

positif ou zéro. La figure 0.3 donne le graphe qualitatif de type III lorsque o, in

sont positifs et b est négatif.

La fonction q(x) indique la croissance des prédateurs en fonction de la pro

portion des proies consommées par les prédateurs. En général, la fonction q(x)

est

q(x) = cp(x) (0.1.2)

où la constante e est le ratio du nombre de proies consommées par les prédateurs

sur le nombre de prédateurs nés. Dans un tel système on a linéarité en y. Il existe

d’autres modèles avec comportement noll-lilléaire en y. Un exemple de modèle

généralisé [BA] est le suivant

± 11(x) — B(x,y)
(0.1.3)

= —C(x) + D(x, y).
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Types Fonctions Référence biologique Référence mathématique

I (Lotka-Volterra) p(x) = ac Étudié dans [H]. Étudié dans [BAI.

II (Michaelis- p(x)
=

Étudié dans [HI. Étudié dans [BAI.
Menten)

III p(x)
= 1+ax2 Étudié dans [H]. Étudié dans [F79].

iii générali- p(x) = 1+ax2 Étudié dans [JDTFI. Etudié partiellement
see (sigmoYde) pour b < O dans [Cl et

partiellement pour b O

dans [F791.

IV (Monod- p(x) Étudié dans jSH]. Étudié dans IRXI.
Haldane simplifié)

IV gé- p(x) = 1+bax2 Étudié dans jAJF]. Étudié dans [FWI, fW],
néralisée [RX], [ZC\V1.
(Monod-Haldane)

rLAB 0.2. Types de fonctions de réponses de Holling.

FIG. 0.1. Graphe des différentes fonctions de réponse de Holling.

0.2. LE SYSTÈME ÉTUDIÉ

Le système étudié est le système de Gause généralisé dont la fonction g(x) est

celle de l’équation logistique, soit

g(x)=rx(1-).

Les graphes des différents p(x) apparaissent aux figures 0.1, 0.2, 0.3.

0.1(a) Type I 0.1(b) Type II 0.1(c) Type IV

(0.2.1)



7

La constante k est la capacité de l’environment à supporter les proies et r est le

taux de croissance des proies lorsque la population des prédateurs est nulle. La

fonction de réponse p(x) est une fonction de Holling III généralisée [BAI donnée

par

p(x) = . 0.2.2
ax2 + bx + 1

où rri et a sont des constantes positives et b est une constante positive ou négative.

Leurs rôles respectifs dans le modèle sont discutés dans la section suivante.

0.3. INTERPRÉTATION BIOLOGIQUE DE LA FONCTION DE RÉPONSE

0.3.1. Lorsque b est positif

Jost et al. ont publié en 1973 [JDFTI une étude d’un prédateur d’une espèce

bactérienne et de proies protozoaires. Plus spécifiquement, la prédation de Te

trahymena pyrijormis SIIf Escherichia coti ou Azotobacter vinetaridii en culture

continue, dans un chemostat. Le système qu’ils ont étudié est

1 vbs
5 (5f — s)

— L + s
• 1 vbs upb2
b= —b+

L+s (K1 +b)(K2+b)
(0.3.1)

+p op (K1+b)(K2+b)

où &, iii, L, s, /3, I, K2 sont des paramètres et s, b, p représentent le substrat, les

proies et les prédateurs, respectivement. Ils ont essayé de modéliser les résultats

obtenus à l’aide de la fonction de réponse Holling de type II. Ils ont remarqué que

le modèle ne prédisait pas ce qui était observé, pour les deux raisons suivantes

(1) Le modèle donne des résultats erronés lorsque la densité de proie est basse.

Le taux de prédation ne diminue pa.s assez rapidement.

(2) Le modèle donne aussi des résultats erronés sur la quantité de substrat

(s) de la culture continue.
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L’article de Jost et al. jJDTF] suggère d’utiliser la fonction de Holling de type III

généralisée. Ils dérivent la nouvelle fonction de réponse à l’aide de la follction de

réponse Hollillg de type II. Avec l’hypothèse que les prédateurs ont trois stades

de croissance soient “enfant”, ‘juvénile”, et “adulte”, ils dérivent un nouveau

modèle avec trois types de prédateurs. Ils utilisent une réduction pour revenir

à un modèle avec un seul type de prédateurs, qui combine de manière globale

l’information obtenue pour chacun des stades de croissance. Ils obtiennent la

fonction de réponse des prédateurs suivante

(K1 + x)(K2 + )
(0.3.2)

où, en général, I et ‘2 ne sont ni nécessairement positifs et ni nécessairement

réels. On remarque que ceci est en fait la fonction de réponse de Holling de type III

généralisée. La principale différence entre la fonction de type II et III est que l’une

a une pente positive et l’autre a une pente nulle en x = 0, respectivement. Dans les

deux cas, la fonction p(x) est monotone et on a une asymptote horizontale quand

x est grand. Ils suggèrent aussi une façon de généraliser la fonction pour tenir

compte d’un nombre arbitraire de stades pour les prédateurs. Ils énoncent que les

expérimentations prêchent en faveur du nouveau modèle mais ne permettent pas

de trancher définitivement en sa faveur.

m

xi

FIG. 0.2. La fonction de réponse Holling de type III généralisée

lorsque b = O ou b> 0.

X
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0.3.2. Lorsque b est négatif

On étudie le modèle sous l’hypothèse

b2 — 4a <0, (0.3.3)

i.e. le dénominateur n’a pas de racine positive. On donne une interprétation bio

logique lorsque b est négatif. Cette interprétation utilise l’idée de la défense de

groupe des proies. Cette idée est de plus en plus étudiée (voir [FWI, jRX], tWÏ,

[ZCWI). Pour cette interprétation la fonction de réponse des prédateurs n’est

pas monotone.

La première dérivée de la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

(0.2.2) par rapport à x est

_

x(bx_+_2)
—

. (0.3.4)
(ax2 + bx + 1)2

On remarque qu’il existe deux points critiques, soient x0 = O et x0 . Le

premier point critique est un minimum global et le deuxième est un maximum

global. On continue l’analyse pour trouver les points d’infiection, on détermine la

dérivée seconde de p(x) par rapport à x

—2(abx3 + 3ax2 — 1)
p (x) = 0.3.5

(ax2 + bx + 1)3

À l’aide du discriminant du numérateur par rapport à x,

A = 432a2(—b2 + 4a) (0.3.6)

(où —b2 + 4a> 0, voir (0.3.3)) on observe qu’il y a deux racines positives et une

racine négative. On nomme les racines 4 et x telles que O < x < x,. Voir la

figure 0.3.

On donne une interprétation possible de la fonction de réponse lorsque b est

négatif pour différents niveaux de la population des proies, illustrés sur la figure

0.3.
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(0, xc): La réponse des prédateurs est faible (tangence à x = 0) lorsque la

population des proies est faible. Ceci peut être attribué aux proies qui ont

ue façon de se cacher des prédateurs lorsque leur population est assez

petite.

(xc, xi): La réponse des prédateurs continue de croître.

(.rj, xo): Le taux de croissance de la réponse des prédateurs commence à

diminuer. Ce phénomèlle se produit aussi dans les modèles avec p(x) mo

notone où la fonction de réponse se stabilise, c’est-à-dire la fonction atteint

un plateau, voir la figure 0.1(b) et la figure 0.2.

(z0, a%): La défense de groupe débute lorsque la population des proies z

atteint z0 et la monotonicité de la fonction de réponse est brisée. Donc la

réponse des prédateurs décroit car les proies ont un mécanisme de défense

contre les prédateurs lorsque leur population est assez élevée.

(x’,, œ): La défense de groupe des proies peut être limitée. C’est-à-dire

lorsque la population des proies atteint x0 la défense de groupe commence

et diminue la réponse des prédateurs mais la réponse des prédateurs tend

vers une constante non nulle lorsque la population de proie continue à

L

ni

h---

xi x X0

FIG. 0.3. La fonction de réponse Holling de type III généralisée

lorsque b < 0.

croître.
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On remarque que la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

est différente de celle de Holling de type IV généralisée. Les deux représentent

une défense de groupe. Lorsque la population des proies continue de croître, la

fonction de Holling de type III généralisée tend vers mais la fonction de Holling

de type IV généralisée tend vers 0.

La deuxième remarque porte sur la façon de déterminer les paramètres de

la fonction de réponse. Les trois paramètres peuvent déterminer la courbe de la

manière suivante la position de x0, le maximum de la fonction de réponse M,

et la limite L de la fonction de réponse lorsque la population des proies tend vers

l’infini. Voir la figure 0.3. Voici les paramètres en fonction de z0, M, L

— M
a=

—9
b —r-, (0.3.7)

X0

—ML
z(L —

Dans les chapitres suivants on étudie les deux cas, b positif et b négatif. L’orga

nisation du mémoire est la suivante. Le chapitre 1 présente une étude préliminaire

basée sur les résultats de Coutu [CJ. On enchaîne avec une étude complète de la

bifurcation de Hopf dans le chapitre 2. Ensuite on donne une validation numérique

dans le chapitre 3. On calcule numériquement la courbe de la bifurcation de Hopf

et la courbe de bifurcation de boucle homoclinique. On conclut avec le chapitre

4 où on donne les diagrammes de bifurcation et une interprétation biologique des

comportements possibles en fonction des paramètres.



Chapitre 1

ÉTUDE PRÉLIMINAIRE

Dans ce chapitre on résume plusieurs résultats démontrés par Coutu jCj pour

le cas b < O. On complète avec les résultats correspondants lorsque b est positif.

1.1. SIMPLIFIcATIoN DU SYSTÈME DE SEPT À QUATRE PARAMÈTRES

Le système initial

= rx (i
—

— yp(x) (1.1.1)

= y(—d+cp(x)) (1.1.2)

avec

mx2
p(x) = (1.1.3)

ax2 + bx + 1

a sept paramètres. Coutu [CJ a observé qu’avec une transformation linéaire et

un changement d’échelle sur le temps, il est possible de réduire le nombre de

paramètres à quatre. La transformation linéaire est donnée par

X = (1.1.4)

Y = (1.1.5)

et le changement d’échelle sur le temps

T = crnk2t. (1.1.6)
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On obtient que le système se simplifie â

dX YX2
=PZ(l_X)_x2/3xi

117
dY t X2
= Y_6+X2+/3X+l

où

(,/3,6,p) = (ak2,bk,
crnk2’ cmk2)

(1.1.8)

À partir de maintenant on va limiter notre étude à celle du système

yx2
x = pxtl

—

x) —

__________

ax2 + t3x + 1
2

(1.1.9)
/ X

2cx +/3x+1

1.2. RELATIONS D’ÉQUIVALENCE ENTRE CHAMPS DE VECTEURS

ET DIAGRAMME DE BIFURCATIONS

On s’intéresse â savoir lorsque les portraits de phase sont topologiquement les

mêmes pour des valeurs distinctes des paramètres. Le diagramme de bifurcation

est la partition de l’espace des paramètres en régions où les portraits de phase

sont topologiquement les mêmes. Pour représenter le diagramme de bifurcations

dans l’espace à trois paramètres (cv, /3, 6) on prend des tranches 3 constantes où

on donne le diagramme de bifurcations dans le plan (ce, 6). Les valeurs de /3, soit

appartiennent à des intervalles de valeurs régulières (génériques) ou encore sont

des valeurs de bifurcation. Les valeurs de bifurcation seront celles où se produit

un changement dans le diagramme de bifurcation sur la tranche.

On introduit les concepts d’équivalence topologique, d’équivalence topologique

orbitale, de déploiement, et de codimension. Ces concepts sont utilisés dans ce

mémoire.
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Définition 1.2.1. jKY] Deux champs de vecteurs sont topologiquement équi

valents (resp. topologiquement orbitalement équivalents) si il existe un homéo

morphisme qui envoie tes trajectoires d’une région U d’un champ de vecteurs

sur tes trajectoires d’une région V de l’autre champ de vecteurs en préservant

t’orientation et ta paramétrisation par te temps (resp. mais pas nécessairement ta

paramétrisation par te temps).

Définition 1.2.2. jGS] Soit f(x) un champ de vecteurs de classe CT où r > 1,

et x0 un point singulier. Soit F(x, À) une famille de champs de vecteurs de classe

CT en À U c R’, U ouvert de R’ telle que f(x) F(x, À0). On dit que F(x, À)

est un déploiement (complet) au point singulier x0 si pour toute perturbation

ep(x, e) de classe CT du champ f(x) dans un voisinage de x0 il existe e0 > O, un

voisinage V de x0 et une fonction À: (—e0, e0) — U tel que f(x) + ep(x, e) est

topologiquement orbitatement équivalent à F(x, À(e)) sur V pour e < eo.

Si n est te nombre minimum de paramètres pour avoir un déploiement complet,

alors n est la codimension du point singulier x0 de f(x).

On utilise parfois le terme déploiement complet a lieu de déploiement pour

mettre l’emphase que toutes les perturbations possibles sont atteintes, à équiva

lence près, par les paramètres.

Pour montrer qu’une bifurcation se déploie, on utilise le concept de submer

sion.

Définition 1.2.3. [BWMÏ Une application F: N —* M est une submersion si

pour tout x e N le Jacobien de F évalué en x est surjectif.
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1.3. LEs POINTS SINGULIERS ET LES SURFACES DE BIFURCATION

DES POINTS SINGULIERS

On cherche les points singuliers du système (1.1.9). Il s’agit de résoudre le

système

yx2

3’ (1.3.1)

Il est évident que (O, O) et (1, 0) sont des points singuliers. Les autres points

singuliers sont les solutions de p(x) S avec y = x(1 — x) dans le premier

quadrant. On doit d’une part vérifier le nombre de solutions positives de p(x) = S

et d’autre part vérifier pour lesquelles x(1 — x) > O

(1) Le nombre de solutions réelles de p(x) = S est étudié en regardant le

discriminant A de l’équation quadratique correspondante.

(2) Il est difficile d’étudier le signe de la valeur correspondante de y. Mais elle

ne peut changer de signe qu’en s’annulant (puisqu’elle ne peut passer à

l’infini). Ceci ne peut se faire que si le point traverse l’axe et il ne peut

traverser qu’en (1, 0) (car l’origine est toujours un point simple). On va

donc étudier cette bifurcation.

Dans le cas /3 positif ou nul, on remarque que p’(x) > O pour x > 0. Donc

il existe au plus une solution x0 de p(x0) 6. Si un tel x0 existe, il existe un

troisième point singulier (xo, Yo) où

Yo = xo(1 — xo). (1.3.2)

Il est possible que ce point singulier ne soit pas dans le premier quadrant. On

considère les points singuliers seulement lorsque qu’ils sont dans le premier qua

drant, car on étudie le modèle lorsqu’il y a une interprétation biologique.
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FIG. 1.1. La fonction p(x) lorsque /3 0 ou /3> 0.

Dans le cas /3 négatif, il y a la possibilité de deux autres points singuliers en

plus de ceux sur les axes. C’est-à-dire le modèle a deux, trois ou quatre points

singuliers. À l’aide des graphes (voir la figure 1.1 lorsque /3 > O et la figure 1.2

lorsque /3 < O) de la fonction de réponse on calcule le nombre de points singuliers

du système selon la valeur du paramètre 6.

On définit des surfaces de bifurcation décrivant lorsque le nombre de points

1.1(a) /3 = O

1.1(b) /3 > O

X

singuliers change ce sont des hypersurfaces dans l’espace des paramètres.
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Si: Cette surface représente le passage d’un point singulier par le point (1, 0).

Cette surface est donnée par

1
6=

Donc (1, 0) est un point double lorsque les paramètres sont sur la surface

Si, ou même possiblement un point singulier triple dans le cas /3 négatif.

En plus on remarque qu’en passant par (1, 0), un point singulier change

de quadrant (voir (1.32)). Coutu jC] a vérifié que si

6 (1.3.3)

le point singulier est dans le premier quadrant et lorsque

6>
1

(1.3.4)

le point singulier n’est pas dans le premier quadrant.

Sd: Cette surface représente une surface de paramètres où on a un point

double. Elle n’existe que pour /3 < 0. On remarque que p(x) = 6 si et

seulement si

fIG. 1.2. La fonction p(x) lorsque /3 < 0.

X

(c6— 1)X2+/36X+6=0. (1.3.5)
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La surface Sd correspond à = O où z est le discriminant de (1.3.5),

(1.3.6)

Il s’annule sur la surface 5d définie par

4
6

4_Ø2’

et (1.3.5) a une racine double lorsque 3 < O. On remarque qu’il est possible

d’avoir un point singulier triple à l’intersection de 8d et S. Ceci se produit

pour /3 —2 (voir Coutu (Cl).

Sm: Cette surface représente la frontière des paramètres où le modèle a un

sens biologique. C’est-à-dire lorsque la fonction de réponse Holling de type

III généralisée est bien définie (i.e. le dénominateur de p(x) ne s’annule

pas). La condition est /32
— 4a < O lorsque /3 < O et donc la surface est

définie de la façon suivante

/32
= 4cv.

S: Cette surface que l’on définit représente le cas où l’abscisse d’un point

singulier est . iVlême si ce n’est pas une surface de bifurcation elle nous

sera utile pour l’analyse de la bifurcation de Hopf lorsque /3 est positif.

On nomme la surface Si et on la définit comme ceci
2

Si: S
= 1

c+2/3+4

Sœ: Cette surface représeilte lorsque un point singulier passe à l’infini car

son abscisse devient infinie. Son équation est

1
(1.3.7)

011 résume les positions relatives des surfaces de paramètres à l’aide des figllres

suivantes : la figure 1.3 lorsque [3 est positif et les figures 1.4 et 1.5 lorsque /3

est négatif. De plus, le nombre de points singuliers dans le premier quadrant

est indiqué dans les régions entre les courbes et sur les courbes. Le nombre de
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-- si
s’

2

2

3

FIG. 1.3. Courbes de paramètres et points singuliers lorsque /3> 0.

6
-- si

2
L)m

2

__________

2
‘.

3__

3

1.4(b) 3 = —1

FIG. 1.4. Courbes de paramètres et points singuliers lorsque —1 <

/3<0.

points singuliers inclut la multiciplicité. On voit que dans tOils les cas Sœ n’est

pas pertinente pour le modèle biologique. Elle ne change pas le nombre de points

singuliers dans le premier quadrant. En effet lorsqu’un point (x0, Yo) passe à l’infini

(xr tend vers l’infini), ceci se produit toujours avec yo < 0.

1.4(a) —1 </3 < O
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s

1.5(c) 3 < —2

FIG. 1.5. Courbes de paramètres et points singuliers lorsque j3 < —1.

1.4. TYPE DES POINTS SINGULIERS

On remarque que le linearisé du système (1.1.9) est

2

s

2 2

3

3

3

3

(y

1.5(a) —2 <3 < —1 1.5(b) /3 = —2

(y

2

4.

3

8P(x,y)

Arr
8Q(x,y)

aP(x,y)

aq(x,y)

2 xy(/3x+2)
p px (c2+/3x+1)2

—I

cx2--/3x+1

S + 21

(1.4.1)

xy(/3x+2)
(ax2+/3x+1)2
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1.4.1. Type de l’origine

Si on évalue le linéarisé à l’origine on obtient

p0
A(oo) = (1.4.2)

0 —6

ce qui nous permet de conclure que l’origine est un point de selle car p, 6 > 0.

De plus, ses deux valeurs propres, avec leur vecteur propre respectif, sont p avec

(1, 0) et —6 avec (0, 1). Donc l’origine est un point de selle avec u sous espace

stable qui est l’axe des y et un sous espace instable qui est l’axe des x.

1.4.2. Type du point singulier (1,0)

Si on évalue le linéarisé au point singulier (1, 0) on obtient

A(10)
= _û++1 (1.4.3)

0

où

1
7=—6H- . (1.4.4)

Il y a trois possibilités pour le type du point singulier.

1.4.2.1. Type du point singulier (1, 0), si tes paramètres sont au-dessus de ta

surface S

Si les paramètres sont au-dessus de la surface S, c’est-à-dire 6 > et

1 <o, (1.4.5)

alors les deux valeurs propres du linéarisé sont négatives, soit —p avec le vecteur

propre (1,0) et 7 avec le vecteur propre (—1, (p — 6)(a + /3 + 1) + 1). Le point

singulier est un noeud attractif lorsque les paramètres sont au-dessus de la surface

31.
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1.4.2.2. Type du point singulier (1, 0), si tes paramètres sont sous ta suTface

81

De façon semblable, si les paramètres sont sous la surface S, c’est-à-dire

6< 1 et
c+t3+1

1
>0, (1.4.6)

alors une valeur propre du linéarisé est négative et l’autre positive. La valeur

propre negative est —p avec le vecteur propre (1, 0) et la valellr propre positive

est avec le vecteur propre (—1, (p — 6)(c + f + 1) + 1). Le point singulier est

un point de selle lorsque les paramètres sont sous la surface S1.

1.4.2.3. Étude du point singulier (1, 0), si tes paramètres sont sur la surface

Si

Si les paramètres sont sur la surface 8 ceci implique que 6
=

Alors le

linéarisé au point singulier (1, 0) devient

= [_
—±+]

. (1.4.7)

Donc nous avons une valeur propre qui est zéro. Pour déterminer le type du

point il faut continuer l’analyse. On diagonalise la partie linéaire. On obtient un

système de la forme

X= -pX+o(X,Y)
(1.4.8)

y = Ay2 + o(X, Y2)

avec

A —— 2+/3 149
— p(c+[3+l)3

(détails dans [Cl). Donc le point est un col-noeud attractif. Pour déterminer le

comportement des trajectoires dans son voisinage il faut se ramener sur la variété
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1.6(b) 3=—2 1.6(c) 3=—2—E

FIG. 1.6. Comportement des trajectoires dans le voisinage de (0, 1)

lorsque les paramètres sont sur S et près de 3 = —2.

centre et étudier le coefficient du terme en Y2. Or le terme AY2 de (1.4.8) ne

change pas si on se ramène sur la variété centre.

Lorsque /3> —2, A est négatif et le premier quadrant contient la partie noeud

du col-noeud (1, 0). Lorsque /3 < —2, A est positif et le premier quadrant contient

la partie col (voir la figure 1.6).

Si /3 = —2 on remarque que l’on a un point singulier triple car S et Sd

coïncident. Il suit que le coefficient A est nul. Pour déterminer le type du point

singulier (1, 0) lorsque /3 —2, on doit déterminer le coefficient B de Y3 de

l’équation sous forme normale. On obtient [C]

= (c—i)4p2
(1.4.10)

et on remarque que le coefficient est toujours négatif. On remarque que calculer

B en se mettant sous forme normale est équivalent à se ramener sur la variété

centre. Donc lorsque (1, 0) est un point singulier triple, c’est-à-dire lorsque les

paramètres sont sur la surface S et /3 = —2 on a un noeud attractif. Voir la

figure 1.6.

1.4.3. Type de points singuliers dans le premier quadrant

On veut déterminer le type de points singuliers dans le premier quadrant (ceux

qui ne sont pas sur un des axes).

1.6(a) = —2 +
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E
FIG. 1.7. Diagramme de la bifurcation du col-lloeud (1,0) de co

dimension 2.

Définition 1.4.1. Un point singulier est simple si te déterminant du linéarisé

A ne s’annule pas en ce point. On dit que le point est de type selle (resp. anti-

selle) si le determinant de A(0,0) est négatif (resp. te determinant de A(0,0) est

positif).

On associe au point singulier le type selle ou le type ailti-selle. Un point sin

gulier anti-selle est soit de type centre, foyer ou noeud. La proposition suivante

donne le type du point singulier dans le premier quadrant en fonction du nombre

de points singuliers dans le premier quadrant.

Proposition 1.4.1. S’il y a exactement un point singulier dans le premier qua

drant il est de type anti-selle. S’il y a exactement deux points singuliers dans le

premier quadrant alors le point singulier de gauche est de type anti-selle et celui

de droite est un point de selle.

On n’a pas les outils nécessaires pour démontrer ce résultat mais il sera pos

sible de le démontrer dans le prochain chapitre (voir la Proposition 2.2.3).

.4’
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1.5. ETUDE DU POINT SINGULIER DOUBLE LORSQUE LES PARA

MÈTRES SONT SUR Sd

Le seul moment où 8d est pertinente biologiquement (pertinente dans le pre

mier quadrant) est /3 < —2 [C]. Ailleurs le point double a une coordonnée y < O

et se trouve donc en dehors du premier quadrant. Si les paramètres sont sur la

surface Sd et si /3 < —2 on a un point singulier double dans le premier quadrant.

Le point double est donné explicitement par

(xo,yo)
= (22P(/3±2)) (1.5.1)

Si on évalue le linéarisé A au point double on obtient

p(/3+4) 4

A — j3 j32_4

(xo,yo) —

O O

en utilisant la relation = car les paramètres sont sur la surface 8.

On remarque que le linéarisé a une valeur propre nulle et une non-nulle si /3
—4. Si /3 < —4, on a un col-noeud répulsif car la valeur propre non-nulle est

positive. Si /3> —4 on a un col-noeud attractif car la valeur propre non-nulle est

négative. Pour déterminer le portrait de phase local du point singulier double, il

est nécessaire de continuer l’analyse. On centre le système à l’origine afin de le

diagonaliser. Le changement de variables est le suivant

xi = X
—

Xo

(1.5.3)
Vi Y — Yo•

Ensuite on utilise la matrice suivante

— p(4c—2)(3+4)
4 1

(1.5.4)
0 1
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pour diagonaliser la partie linéaire du système et on obtient

• (/3+4)p
X2 x2+o(r,y)

(1.5.5)
• 8/3(t3+2) 2 2 2

Y2
= p(/3+4)2(4_/32)32

—2x2y2+x2)+ox,y ).

Le coefficient de y donne l’information nécessaire pour déterminer le portrait

de phase local de (xo,yo). Le coefficient est toujours négatif lorsque 3 —4 et

/3 < —2. Le cas /3 = —4 sera discuté dans la prochaine section.

1.6. BIFuRcATIoN DE B0GDAN0v-TAKENs

Lorsque les paramètres sont sur la surface 8d et /3 = —4, on a un point

singulier double (1.5.1) dans le premier quadrant. Si on évalue le linéarisé à ce

point singulier on obtient

O —i—
=

. (1.6.1)
00

On remarque que les deux valeurs propres sont nulles et que < O (car
/32

— 4c < 0). Ceci implique que le linéarisé n’est pas diagonalisable et il y a une

bifurcation de Bogdanov-Takens. On suit l’étude et les calculs de Coutu [Cl dans

cette section. Mais avant de procéder on introduit le théorème de la bifurcation

de Bogdanov-Takens.

Théorème 1.6.1. [KYJ On considère un système x = f(x, )‘) de classe CT où

r > 2 et x = (x, y), de ta forme

i+j=2
(1.6.2)

= boo() +bio()x+bo1()y+ b()xy +o(x,y2)
i+j=2

qui a un point singulier à l’origine avec ses deux valeurs propres associées nuttes

en ,\ ?. Si les conditions suivantes sont satisfaites

BT.O te tinéarisé évalué à l’origine est riitpotent en =
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BT.1 a2o)o) + b1’)0) O,

BT.2 b20(.0) O,

B T. 3 t ‘application

(x, ) I,’ (f(x
,

trace ) , déterminant ))
est une submerszon à t’orzgzne en =

Alors le système x f(x, )) est topotogiquement orbitatement équivalent au sys

tème

x,=Y
(1.6.3)

Y’ ti + Y + X2 + sXY + o(X, Y2)

où s signe(b2o(?.0)(a20(.À0) + b»(.)0))) = +1. De plus, te diagramme de bifur

cation est donné par la figure 1.8 lorsque s = 1. Pour le cas s = —1 on applique

ta transformation

(x2, Y2, t, /1, /-2) (X2, —P2, t, /l, —/12) (1.6.4)

à ta figure 1.8.

La théorie de la bifurcation de Bogdanov-Takens est présentée dans jBRI],

[CLWI, [GHÏ, [KY]. Dans le cas où les conditions BT.1 ou BT.2 ne sont pas

satisfaites on a une bifurcation de codimension supérieure à 2. Le cas b20 (.X0) O,

a2oXo) + b11(À0) = O est appelé bifurcation de Bogdanov-Takens de codimen

sion supérieure. On donne la définition d’une bifurcation de Bogdanov-Takens de

codimension 3.

Définition 1.6.1. [DRSJ Un champ de vecteurs de classe CT où r 5 a une

bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 si il existe un changement de

variables de classe C5 et un changement d’échetle sur le temps qui ramènent le

système à la forme

(1.6.5)
= x2 +x3y+o(x,y4).
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Dans cette section on va remarquer qu’il existe une bifurcation de Bogdanov

Takens de codimension 3. Donc les calculs de changements de variables de la

bifurcation de Bogdanov-Takens seront utiles afin d’étudier la bifurcation de co

dimensioll plus grande.

Pour étudier la bifurcation de Bogdallov-Takens on doit mettre le système

sous la forme suivante

= Y2
(1.6.6)

Y2 Ax + B2y2 + O(X2, y22).

On obtient cette forme en faisant deux changements de variables. Le premier

changement ramène le point singilhier à l’origine en utilisant le changement de

variables (1.5.3). Ensuite par la théorie des formes normales on peut effectuer le

‘H

I

f (0j2), /-2 >0 0,z2), [2<0

FIG. 1.8. Diagramme de la

lorsque s 1.

bifurcation de Bogdanov-Takens
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changement de variables suivant

X2 = X

1 8—c2 16p 16 2
Y2

=
— Yi + — Xi + — Xi + — 4)2X1Y1 (1.6.7)

16(3c
—

16)p —64 4+
( — 4)2

X1 + — 4)2XlYl + o(x1, Yi )

tel qu’on obtient le système de la forme (1.6.6). On remarque que la valeur de

Y2 est le membre de droite de l’équation donnant x. Eu simplifiant on a

A—
- (4)2

(1.6.8)
2p(8 — c)

ce—4

et on remarque que A > O car ci > 4 par la restriction de la surface de paramètres

S. On continue l’analyse avec B,

>0 sic(4,8)

B =0 sic=8 (1.6.9)

<0 sic>8

Si B O et si il existe un déploiement de (1.6.6) on a un système de la forme

suivante

X2 = Y2
(1.6.10)

Y2 1 + 2Y2 + AX + Bx2y2 + o(x2, y22).

par le Théorème 1.6.1. C’est-à-dire, si on suppose qu’il y a un déploiement, la

condition BT.3 du théorème est satisfaite donc on a le système (1.6.10). On peut

en partie supposer un tel déploiement. On peut garantir le déploiement du point

double car il a déjà été étudié dans ce mémoire et garantir le déploiement de la

bifurcation de Hopf car on va l’étudier dans le prochain chapitre. On s’aperçoit

a posteriori que les courbes qui devraient exister dans le déploiement sont bien

présentes puisqu’on les a calculées.
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Le diagramme de bifurcatioll est dollilé par la figure 1.8 dans le cas B >

0. Dans le cas B < O le diagramme de bifurcation est donné en appliquant la

transformation (1.6.4) à la figure 1.8.

Lorsque €E = $ on remarque que le système deviellt

X2 = Y2
(1.6.11)

= AX +o(x2,y22).

et on a une bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension plus grande que

deux. On doit continuer l’analyse pour déterminer si ou a une bifurcation de

Bogdanov-Takens de codimension 3. C’est-à-dire, lorsque les paramètres sont sur

la surface 8d et /3 = —4, o = —8 on veut que le système soit de la forme

= I5

(1.6.12)
y = x + Cxy5 +.

Les calculs viennent de Coutu [Cl. La première étape est de normaliser à 1, le

coefficient de X2 du système (1.6.11) à l’aide du changement de variables suivant

/4 4
(x2, Y2) = (X3, _3). (1.6.13)

\p p j

Ensuite on veut éliminer le terme en xy3, i.e. mettre le système sous la forme

X4 = I4

y4 = x + c30x + c40x + c31xy4 +... (1.6.14)

= f(x4) + y4(c31x + o(x4) + O(y))

ceci ce fait e effectuant le changement de variables suivant

X3 X4 + aX4y4 + bX
(1.6.15)

Y3 X4 + ay + ax + cy4 + d

où

/ l6(l+l2p) 64 64 25G(l+Ï2p)
(a, b, c, d)

—

32 ——i, 33
(1.6.16)
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Le système a maintenant la forme (1.6.14) et les coefficients suivants

t 16 256 1024\
(c30, c40, c31) j———, --—-,

—

2 ) (1.6.17)

Soit

f (x) = x2 + c30x2 + c40x4 + o(x4),

(1.6.18)
F(x)

= J f(z)dz.
o

Finalement on effectue un changement de variables et un changement d’échelle

sur le temps pour obtenir le système de la forme (1.6.12). Le changement de

variables est donné par

X5 = (3F(x4)) = x4 + o(x4)
(1.6.19)

y5 = y

et le changement d’échelle est obtenu e divisant le champ de vecteurs par

(3F(X5))f(X5) = 1+ O(xj). (1.6.20)

On obtient le système de la forme (1.6.12) où

—1024
C = . . (1.6.21)

p2

Le signe de C est donc négatif et un système de cette forme a déja été étudié dans

jDRS] et [CLWI. Le diagramme de bifurcation d’un tel système est connu. S’il

existe un déploiement complet du système (1.6.12) le système est topologiquement

orbitalernent équivalent au système

(1.6.22)
[t + 2Y + [L3Xy + X2

—

x3y.

Les courbes de bifurcation sont données par la figure 1.9 et la description des

courbes de bifurcation est donnée par le tableau 1.1. On remarque que la droite /J3

est le lieu des bifurcations BT et BT séparées par la bifurcation de Bogdanov

Takens de codimension 3. La droite correspond à 8d n {8 = —4}.
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FIG. 1.9. Surfaces de bifurcation de Bogdanov-Takens de codimen

sion 3 par Coutu jCj.

?- bifurcation de Hopf répulsive

7L bifurcation de Hopf attractive

rn+ boucle homo clinique répulsive

37C boucle homoclinique attractive

7i2 bifurcation de Hopf de codimension deux

B?i2 boucle homoclinique de codimension deux

VC double cycle

C intersection entre 7i et B1i

BT+ bifurcation de Bogdanov-Takens avec coefficient de xy positif

BT bifurcation de Bogdanov-Takens avec coefficient de xy négatif

CJV col-noeud répulsif

CJ\f col-noeud attractif
TAB. 1.1. Descriptioll des courbes de bifurcation de la figure 1.9.

Pour pouvoir visualiser les régions ouvertes du diagramme de bifurcation on

remarque que lorsque ,u > O il n’y a pas de point singulier. Donc les bifurcations

BT +
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sont dans les octants oii <O. On prend une sphère de rayon c

SE={tILi,/12,[L3) (1.6.23)

et on l’intersecte avec les surfaces de bifurcation de la figure 1.9. On enlève

un point de la sphère dans la région > O, ce qui permet de représenter le

diagramme de bifurcation sur un plan. Ou obtient le diagramme de bifurcation

représenté par la figure 1.10.

FIG. 1.10. Diagramme de bifurcation et portraits de phase dans le

régions ouvertes pour la bifurcation de Bogdanov-Takens de codi

mension 3.



Chapitre 2

BIFURCATION DE HOPF

Dans ce chapitre on étudie le système

R(x = px(l — x) — + 1
(2.0.1)

S(x, y) = y (— +
+ +

avec le but de décrire les bifurcations de Hopf du modèle. Il y a une bifurcation

de Hopf lorsque 3 < O partiellement étudiée par Coutu jC]. De plus, il existe

une bifurcation de Hopf lorsque /3 > O qui sera étudiée dans l’une des sections

suivantes. Pour étildier la bifurcation de Hopf, on utilise des méthodes ad hoc

et la méthode de Lyapunov. Il est suffisant de réduire le système (2.0.1) à un

système polynomial pour utiliser la méthode de Lyapunov. Ensuite on cherche

à déterminer les constantes de Lyapunov en vue d’établir une borne sur la codi

mension de la bifurcation. Finalement la troisième étape consiste à vérifier que la

famille contient un déploiement complet de la bifurcation de Hopf, quelque soit

sa codimension. On pourra donc conclure à la fin du chapitre le résultat suivant.

Théorème 2.0.2. Le système (2.0.1) a une bifurcation générique de Hop! de

codimension 1 et 2 avec un déptoiement complet loTs que /3 < O et une bifurcation

générique de Hop! de codimension 1 avec un déptoiement complet lorsque /3 > 0.
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2.1. INTRODUCTION DE LA BIFURCATION DE HOPF

La bifurcation de Hopf’ est une bifurcation locale où le point singulier change

de stabilité lorsque deux valeurs propres traversent Faxe imaginaire. Ceci s’accom

pagne généralement de la création ou disparition de solutions périodiques autour

du point singulier.

La bifurcation de Hopf de codimension 1 est généralement appelée tout simple

ment bifurcation de Hopf. S’il y a un déploiement on a la création ou disparition

d’une solution périodique autour du point singulier. On dit que la bifurcation est

générique. La bifurcation de Hopf de codimension n est aussi appelée la bifurca

tion de Hopf généralisée d’ordre n. Si la bifurcation a un déploiement complet

toiltes les combinaisons de O à n solutions périodiques autour du point singulier

sont possibles lorsque les paramètres sont au voisinage de la valeur de bifurcation.

Dans ce cas on dit que la bifurcation de Hopf de codimension n est générique.

On continue, e donnant une idée intuitive du fonctionnement de la bifurcation

de Hopf de codimension 1 et 2. Soit le système planaire

± = f(x, y, ))
(2.1.1)

g(x,y,)

où l’origine est un point singulier tel que ses valeurs propres associées soient

c(?.) + 3(X)i et il existe un À tel que c)o) = O et /)o) O. Il existe un

changement de variables tel que le système a la forme

± = —

/3(À)y + o(x, yD
(2.1.2)

)x + (/\)y + o(x, yD.

On prend \ et on change le système en coordonnées complexes

= io)z + F(z, ). (2.1.3)

1La bifurcation de Hopf est parfois appelée : Hopf-Andronov ou Poincaré-Andronov-Hopf.
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En utilisant la théorie des formes normales et la résonance des valeurs propres

(+t32o)i) il existe un changement de variables

Z Z+ aktZkZl
(2.1.4)

2<k+1<5

qui transforme le système sous la forme

= i/3(\o)Z + + C2Z32 + o(Z, I6). (2.1.5)

Ceci redresse le champ de vecteurs de manière presque symétriqile sous toutes les

rotations. On compose avec un changement en coordonnées polaires et on obtient

Re(Ci)r3 + Re(9)r5 + o(Ir)
• (2.1.6)

O = /3(o) + o(r).

On remarque que Re(C1) détermine la stabilité du point singulier en = À si

Re(Gy) O. C’est le cas de codimension 1. Similairement, Re(C2) détermine la

stabilité du point singulier en = ) si Re(Ci) O et Re(C2) O. C’est le cas

de codimension 2.

On peut montrer qu’il existe un voisinage W de )j, tel que pour ) E W on

peut effectuer les mêmes changements de variables déjà effectués et on obtient le

système

= c\)r + ai(r, )r3 + a2(r, )r5 + o(r6)
(2.1.7)

Si Re(Ci) O alors a.1(T,,\o) = Re(C1) et pour À E on a que ai(r, À) est du

même signe que Re(Ci). En plus, si on inclut la condition générique ‘(À0) O

on a le déploiement de la bifurcation. Cette condition force le point singulier à

changer de stabilité (i.e. les deux valeurs propres traversent l’axe imaginaire), ce

(lui force la création ou la disparition d’une solution périodicue.

Si Re(Ci) O et Re(02) O alors a2(r,Ào) = Re(C2) et pour À E on a

que a2(r, À) est du même signe que Re(C2). En plus, si on inclut une condition
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de généricité l’application ) H-* (n\), Re(C1(À))) est une submersion, on a que

la bifurcation de Hopf de codimension 2 a un déploiement.

Les calculs de Re(Ci) et Re(C2) se font à l’aide d’un logiciel de manipulation

symbolique mais ils sont lourds. Dans ce mémoire on utilisera pour les calculs

une méthode équivalente la méthode des constantes de Lyapunov pour laquelle

les calculs se font plus aisément.

2.2. CoNDITIoNs NÉCESSAIRES POUR UNE BIFURCATION DE HOPF

Dans cette section on dérive plusieurs expressions qui seront utiles pour étudier

la bifurcation de Hopf. Si on suppose que (x0, 110) est un point singulier du système

(2.0.1) qui n’est pas sur l’un des axes, ceci implique les relations suivantes

2

I:
X0

, (2.2.1)
ax + /3x0 + 1

et

pII Yo = ro(1 — xo). (2.2.2)

La relation I est vraie car s’annule en (x0, Yo) (0, 0)

S(xo,yo) = O

Yo(—S +
jxo + ) = 0 (2.2.3)

+ xo + 1

La relation II est vraie car

R(xo,yo) = O

YoX
(2.2.4)

plo(l—Xo)—
QXÔ + /3X0 + 1

et par la substitution de I on obtient

pxo(l
—

Xo)
—

YoÔ = O
(2.2.5)

xo(1 — Xo) Yo•
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On remarque aussi comme Coutu [C] à fait, qu’à partir de II on obtient

________________

62X0
22

(x + /x0 + 1)2
— z3

car

=6
cx + /3x0 + 1

X0
(227)

(cx + 3x0 + 1)2 —

X0

(cx+/3xo+l)2 —

Soit A le linéarisé du système (voir (1.4.1)). Si le linéarisé est évalué à un

point singulier qui n’est pas sur l’un des axes, en utilisant la relation I on obtient

2
xoyoC8xo+2) —x

A
—

— X0 (ax+/3xo+1)2 cx+/3xo+1
(xo,yo)

— xoyo(3xo+2) —6 +
X0

(cx+/3xo+1)2 cx+/3xo+1
(2.2.8)

xoyo(i3xo+2)

___________

—
— (Q%+/3xo+1)2 x+/3xo+

xoyo(/3x0+2) o(oer+/3xo+1)2

Ceci implique que la trace du linéarisé évalué à un point singulier (x yo) qui

n’est pa.s sur l’un des axes est nulle [C], si et seulement si

xoyo(/3x0 + 2)
p

—
2pxo — 0 (2.2.9)

(cx + /3zo + 1)2

et en substituant (2.2.6) on obtient

62yo(/3xo + 2)
p

— 2pzo
—

____________

= 0. (2.2.10)
X0

On continue de simplifier l’expression en substituant II

62pXo(1
—

Xo)(/3X0 + 2)
p—2pxo— 3ç =0 (2.2.11)

X0 V

ce qui implique

— 2z — 6/3x0 — 26 + /36X + 26z0 = 0 (2.2.12)



39

et en substituant I on obtient

2
2 3 O

X0 — LX0 —

_____________

cx + /3x0 + 1
2 2

2
X0

+ t
X0

(2.2.13)
cx+/3Xo+1 cx+/3xo+1

2
X0

x0=0.
cc + !3X0 + 1

On peut ensuite simplifier et isoler le paramètre o,

III
= 1 +

(2.2.14)
— 2x0)

La proposition suivante sera utile pour détermiller pour quelle abscisse du

point singulier des conditions nécessaires pour l’existence d’une bifurcation de

Hopf sont satisfaites.

Proposition 2.2.1. La trace du tinéarisé est seulement nulle en x0 si et

seulement si 3 —4.

DÉMONSTRATION. On suppose que X0 , ce qui implique que Yo = par

(2.2.2). On évalue la trace du linéarisé simplifié (2.2.10) en (xo,yo) = (, On

obtient

—26p( + 2) = 0 (2.2.15)

donc la trace est nulle si et seulement si 3 = —4. D

On veut obtenir une fonction k(X) avec la propriété que le déterminant du

linéarisé est nul si et seulement si h(Xo) O lorsque le linéarisé est évalué à un

point singulier (Xo,yo) qui n’est pas sur l’un des axes (2.2.8). On observe que le

déterminant du linéarisé (2.2.8) évalué au point singulier (x0, Yo) est

déterminant(A(0 Yo))
= Xgyo(X0 + 2)

(2.2.16)
(cX+/3Xo+1)3
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Il est possible de simplifier le déterminant en substituant II et en substituant I

pour obtenir

déterminant(A(0,0)) =
— (—

1)
(2.2.17)

Ce qui est équivalent à

déterminant(A(0,0)) = _62(_1 + xo)(xo/3 + 2)p (2.2.18)

et

h(x) 62(1
— x)(x/3 + 2)p. (2.2.19)

Proposition 2.2.2. Le déterminant du tinéarisé est nut si la trace du tinéarisé

est nutte en x0 = . Ceci ce produit pour t3 = —4. On a ators une bifurcation

Bogdanov- Takens.

DÉMONSTRATION. Si la trace du linéarisé est nulle lorsqu’évaluée en x0

alors 3 = —4 par la Proposition 2.2.1 et le déterminant est donné par la formule

(2.2.17). On observe le facteur (xo/3 + 2) au numérateur du déterminant. Évalué

en (xo,/3) (, —4), le facteur est nul et donc le déterminant est nul. D

On a maintenant les outils nécessaires pour démontrer la Proposition 1.4.1, que

l’on rappelle

Proposition 2.2.3. S’il y a exactement un point singulier dans te premier qua

drant il est de type anti-selle. S’il y a exactement deux points singuliers alors le

point singulier de gauche est de type anti-selle et celui de droite est un point de

selle.

DÉMoNsTRATIoN. À partir de l’analyse faite dans cette section on remarque

que le déterminant s’annule seulement à un certain point siilgulier lorsque les

paramètres sont sur la surface 8 ou la surface 8d• Les surfaces représentent

respectivement, le cas où un point singulier entre ou sort du premier quadrant

par une bifurcation d’un point double et le cas où les deux points singuliers dans le

premier quadrant se confondent et deviennent un point double. Dans les régions
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ouvertes définies par les surfaces S et 8d le déterminant des points singuliers

ne change pas de signe. L’étude locale des bifurcations sur S et 8d et de leurs

déploiement dorme le signe du déterminant du jacobien aux points singuliers

lorsqu’on est au voisinnage de ces surfaces. Ces bifurcations ont été étudiées

dans le chapitre précédent. Alors le type selle ou ailti-selle point singulier change

seulement lorsque le déterminant change de signe, car un point singulier anti-selle

a un determinant positif et un point de selle a un déterminant négatif. Donc on

a le type des points singuliers en fonction du nombre de points singuliers dans le

premier quadrant. D

2.3. ANALYSE DE LA TRACE DU LINÉARISÉ LORSQUE 43 O

Dans cette section on démontre la proposition suivante

Proposition 2.3.1. Il existe une bifurcation de Hopf de codimension au moins

1 torsque 3 0.

Une condition nécessaire pour qu’il existe une bifurcation de Hopf est que le

linéarisé du système (2.0.1) ait des valeures propres imaginaires pures à un point

singulier en un certain paramètre À0 = /3o, o, P0)- Pour que le linéarisé ait

des valeurs propres imaginaires pures, il est nécessaire et suffisant que la trace

du linéarisé au point singulier soit nulle et que le déterminant du linéarisé soit

positif. Alors on analyse la trace et le déterminant de façon semblable à Coutu

[CJ. 011 choisit /3 fixé. Pour chaque valeur de /3 on représente le diagramme de

bifurcation dans le plan (cï, ). On peut ignorer le paramètre p, car on observe

qu’il ne joue aucun rôle dans les équations des bifurcations.

On remarque que (xo, Yo) est ull point singulier si f(xo) O et Yo = xo(1—xo)

où

f(x) (1 — )x2 — /3x — , (2.3.1)
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voir les relations (2.2.3) et II. De plus, la trace du linéarisé est nulle au point

singulier (xo, Yo) si g(xo) = O où

g(x) = —2x3 + (t36 + 1)x2 + 6(2 — /3)x — 25, (2.3.2)

voir la relation (2.2.11). On remarque aussi que le déterminant est nul au point

singulier si h(x) O lorsque f(x) = O où

h(x) = 62(1
— x)(t3x + 2)p, (2.3.3)

voir l’équation (2.2.19). Il faudra déterminer quand le déterminant évalué au

point singulier est positif. On commence par déterminer des conditions pour les

quelles le déterminant au point singulier est nul. On remarque que h(x) = O si

et seulement si z = 1 ou z . Pour obtenir une surface de paramètres on

prend f(1) = O et f () = O. On obtient que les deux surfaces de paramètres

sont S et 8d, respectivement. Mais le cas x = 1 ne nous intéresse pas car c’est le

col-noeud sur l’axe x. On se limite plus tard à analyser la surface 8d•

On cherche aussi les valeurs des paramètres pour lesquelles f(z) et g(z) ont

des racines communes. On introduit un outil algébrique qui aide à déterminer si

deux polynômes ont des racines communes.

Définition 2.3.1. [KAI Soit

7)i(z) =ax+...+a1x+a0

(2.3.4)
= b7zm + ... + bx + b0
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où Pl,P2 e C(x] et a77, bm O, te résultant de pi(x) et p2(x) par rapport à x est

résultant (Pi (x),?2 (x), x)

a71 an_l a71_2 ... a0 O ... O

O a a71_i ... a1 a0 ... O

o ... o a an_l ... a1 a0 (2.3.5)

bm bm_i bm_2 b0 O ... O

O bm bm_i ... b1 b0 O

O ... O bm bm_i b1 b0

où est te déterminant.

Dans ce mémoire les calculs on été effectués avec le logiciel MAPLE.

Proposition 2.3.2. jKAj Soit

pi(x) = anxn + . .. + a1x + a0

an fl(x
— i)

(2.3.6)
p2(x)=bmxm+...+bix+bo

=brnfl(xj)

Où Pi,P e C[x] et an, 13m O. Alors

fl 777

résultallt(p1(x),p2(x),x) abfJfJ(o
—

/3). (2.3.7)
i=1 j=1

Donc te résultant de deux polynômes est nut si et seutement sites deux polynômes

ont une racine en commun.

On prend le résultant des deux polynômes par rapport à x,

résultant(J(x), g(x), x) (—( + /3 + 1)(4 —

(2.3.8)
+

(/32 — /32
+ /3 +

s2)4
+ (—5 + 2/3) + 2
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En regardant les signes des termes constants et dominants on peut savoir combien

on a de racines positives et négatives. Le résultant(f(x),g(x),x) est nul si et

seulement si P(o, /3, 6) = 0 où

P(
— résultant(J(x),g(x),x)

‘‘“ 2

= —( + /3 + 1)(4 — /32)63 (2.3.9)

+(/32_/32+/33+82)62+(_5+2/3)6+1.

L’expression de P(a, /3, 6) est compliquée, c’est un polynôme cubique en 6. Pour

trouver où P(a, /3, 6) s’annule dans l’espace des paramètres il faut continuer notre

analyse.

On introduit la notion de discriminant pour aider à faire l’analyse de P(a, /3, 6) =

0.

Définition 2.3.2. IKAÏ Soit

P(x) = ax +... + a1x + a0 (2.3.10)

où P E C[x], a 0 et P’(x) ta dérivée de P(x) par rapport à x, alors te

discriminant (z) par rapport à x est

= résultant(P(x), P’(x),x) (2.3.11)

Dans ce mémoire les calculs on été effectués avec le logiciel MAPLE.

Proposition 2.3.3. [KA] Soit

P(x) axn +... + a1x + a9

n (2.3.12)
= a fl(x — c)

où P E C[x] et a 0. Alors

= a2 fl (i
— 2

(2.3.13)
1i<in

où A est te discriminant de P(r). En particulier te discriminant est nul si et

seulement si le polynôme a une racine multiple.
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En plus, le discriminant d’un polynôme cubique donne plus d’information sur

ses racines.

Proposition 2.3.4. [KAI Soit

P(x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0 (2.3.14)

où P(x) e C[xl et son discriminant. Si

— > O toutes tes racines sont réelles et distinctes,

—

= O toutes tes racines sont réelles et au moins deux sont égales,

— <O P(x) a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.

Pour connaître le nombre de racines en 6 de P(a, 3, 6) = O, comme P(a, /3, 6)

est cubique en 6, on prend en plus le discriminant de P(a, /3, 6) par rapport à 6

et on le dénote Q(o, /3),

= Q1(a,/3)Q2(a,/3)

Q1(c, /3) = 4(_/33
+ 3cq32 — 32/3

— 27c2 + c3) (2.3.15)

Q2(, /3) (-2 + /3 - /32_ /33)2

On calcule le discriminant de Q1(c,3),

discriminant(Q1(c, /3), c) = _196$3/32(/3 + 4). (2.3.16)

Lorsque /3 > O est fixé Q1(c, /3) = O a seulement une racine réelle par rapport à

c, que l’on appelle c. On a que Q2(Q, /3) = O a aussi seulement une racine réelle

double et on l’appelle c. On procède avec l’analyse en comparant les racines

réelles de Qi et Q2, avec la proposition suivante.

Proposition 2.3.5. Il existe une valeur unique de /3 positive telle que Q1(ci, /3e) =

O et Q2(, /3o) = O ont une racine commune réelle en c, soit /3o 3+• De plus,

pour /3 > 2 la racine réelle positive de Q2 est plus grande que la racine réelle

c* de Q, sauf lorsqu’elles sont identiques.

DÉMoNsTRATIoN. Il suffit de résoudre Q2(Q*, /3) = O pour c* en terme de /3, soit

(2.3.17)
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— Q(a,/3)

FIG. 2.1. La fonction Q(c,/3) lorsque 0< /3 < 2 ou /3 =

On substitue dans Qi(c*, /3) = O et on obtient

—0 2318)
(/3-2)3 -

En résolvant pour /3 la seule solution réelle positive est /3 = 3j/î. C’est une

racine double. On remarque aussi que Qi(c*, /3) > O lorsque /3> 2 et /3
Donc la racine cv* de Q2 est toujours plus graiide que la racine de Q1 sauf

quand elles sont égales. D

Les deux propositions suivantes donnent le nombre de branches de solutions

de P(a, /3, 6) = O par rapport à ci lorsque /3 > O est fixé.

Proposition 2.3.6. Lorsque O < /3 < 2 est fixé /3 = 3+’î, P(o, /3, 6) 0

— a une racine en 6 pour O < c < c,

— a une racine double en 6 pour c = c (a ‘une racine triple lorsque /3 =

3+V’T)
2 1’

— a trois racines en 6 lorsque o < c.

Voir ta figure 2.1.

DÉMoNsTRATIoN. Il suffit d’analyser le disciminant de P(c, /3, 6), c’est-à-dire

Q (o, /3) (car P(ci, /3, 6) est un polynôme cubique en 6). On remarque que Q2(c, /3)

est toujours positif lorsque O < /3 < 2 est fixé. Pour /3 = 3+ï Q2(a, /3) = O a

seulement une racine positive non-nulle c par rapport à c. On remarque aussi
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que le discrimillant (2.3.16) de Qi(c, t3) par rapport à a est toujours négatif

lorsque /3 O. Alors Qi(ci,t3) = O a nue racine ci lorsque /3 est fixé, car Q est

un polynôme d’ordre trois en ci. Ceci implique que P(a, /3, 6) 0 a nue racine sur

l’intervalle O < a < car Q(a, /3) est négatif sur cet intervalle. P(o, /3, 6) = O

a une racine double en c = car Qi(a**,/3) = O. Si /3 = 3+ï ceci implique

que Qi(Q*,/3) = Q2(o**,/3) = O, car c* = a’, dollc on obtient une racine triple.

Finalement, P(ci, /3, 6) = O a trois racines simples lorsque c < c car Q(c, /3) est

positif. D

Proposition 2.3.7. Lorsque /3> 2 est fixé et /3 3+IT P(a, /3, 6) = O

— a une racine en 6 pour O < c < c,

— a une racine double en 6 pour = ci,

— a trois racines en 6 pour cv* < c < c,

— a une racine double en 6 pour =

— a trozs racines en 6 lorsque ci <

Voir ta figure 2.2.

DÉMONSTRATION. Les trois premiers items de la liste sont déja démontrés dans

la démonstration de la Proposition 2.3.6. On remarque que lorsque /3 > 2 est

fixé, Q2(cv, /3) = O a une racine c positive. La racine c est toujours plus grande

que c** par la Proposition 2.3.5 avec l’hypothèse que /3 3+’T• Donc lorsque

I — I

FIG. 2.2. La fonction Q(c,/3) lorsque /3> 2 et /3 2
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Q2(c*, /3) = O on a une racine double. De plus Q2(c, /3) > O avant et après la

racine cv et Qi(c, /3) > O après la racine D

La proposition suivante donne des conditions pour déterminer s’il existe des in

tersections entre certaines surfaces de paramètres et les branches de solutions

P(o, /3, 6) = O.

Proposition 2.3.8. Lorsque /3 > O et ci, 6 > O il y a exactement une intersection

entre S et P(c, /3, 6) = 0, et exactement une intersection entre S. et P(c, /3, 6)

0. Pour /3 fixé, te point d’intersection entre P(c, /3, 6) = 0 et S est donné par

= (/3+1)(/32+3/3+1)
(2.3.19)

/3+3

Le point d’intersection entre P(c, /3, 6) = O et S est donné par

/32 +3/3+ 2. (2.3.20)

DÉMONSTRATION. Si on définit les fonctions suivantes

6(a+/3+ 1)—1
(2.3.21)

k1 (cv, /3, 6) = 6(a + 2/3 + 4) — 1

il suit que ki(c, /3, 6) 0 et k1 (o, /3, 6) = 0 implique que les paramètres sont

sur les surfaces S et Si, respectivement. Donc il suffit de prendre le résultant de

P(o,/3,6) et ki(a,/3,6) par rapport à 6 et le résultant de P(c,/3,6) et k1(ci,/3,6)

par rapport à 6. On obtient que les racines en commun admissibles (ce, 6 > 0)

sont

Si
— (/3+2)(/32+3/3+1)

— /3+3
‘ (2.3.22)

Si/2 /32 + 3/3 + 2,

respectivement. D

Il est important de savoir si les solutions de P(c, /3, 6) = O qui sont dans le premier

quadrant pour des valeurs particulières des paramètres restent dans le premier

quadrant pour les autres valeurs des paramètres.
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-- Si
— Ptc,t3,)=O

Proposition 2.3.9. Lorsque /3> 0 est fixé, si une branche de solution de P(o, i3, S) =

O a un point dans te premier quadrant de t’espace des paramètTes (ce, 6), alors ta

branche est entièrement contenue dans te premier quadrant.

DÉMONSTRATION. On fait l’observation que si P(O, /3, 6) = O il n’y a pas de

solution en /3, 6 telle que 6 > O. De façon similaire il est impossible de résoudre

P(a, /3, 0) 0 en /3 et cv> O. Il suit par le théorème de la valeur intermédiaire qe

les branches de solutions n’intersectent pas la frontière du premier quadrant. D

Les deux propositions suivantes donnent les positions relatives entre les courbes

P(cv,/3,6) = O et 8±.

Proposition 2.3.10. Lorsque O < /3 < 2, tes positions relatives de P(cv, /3, 6) = O

et 8± sont données par ta figure 2.3.

DÉMoNsTRATIoN. Il s’agit de déterminer où se troilvent les racines de P(cv, /3, 6) =

o si cv, /3 sont fixés. Pour cela on cherche les valeurs de cv et /3 pour lesquelles

P(cv, /3, 6) = O a une racine double en S avec changement de signe du discriminant

(i.e. le nombre de racines de passe d’une à trois). Il faut résoudre Q1(cv,/3) = O

lorsque /3 est fixé. La solution étant ‘trop compliquée’, on procède d’une façon

différente. Soit, de résoudre Q1(cv,/3) = O lorsque cv est fixé. On obtient à l’aide

.‘

cvSh/2 cv** cv

FIG. 2.3. Les positions relatives de P(cv, /3, 5) 0 et 8 lorsque

O</3<2.
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du logiciel MAPLE la solution réelle positive est

= —3c + c. (2.3.23)

Ceci suggère la substitution c = a3. Alors

Qi(a,/3) =4(a3 —3a2 t3)(t32 — (2a3 +3a2)/3+a6+3a5+9a4) (2.3.24)

ce qui donne comme unique racine

= —3a2 + a3, (2.3.25)

vu que le discriminant du second facteur est —27a4 <0. On résout P(a3, —3a2 +

a3, 6) = O et on obtient que les solutions sont

—1
= (2.3.26)

— 7a + 2a2)

et

Ï
= (2.3.27)

a2(a2 — 2a + 1)

la dernière étant une racine double. On veut montrer que pour e [0, 2] ces deux

racines sont sous la surface S. Si on choisit a e [3, ] ceci implique que /3 va

atteindre toute valeur sur l’intervalle [0, ], car — 3a2 est strictement croissant

sur l’intervalle [3, ]. Il reste à déterminer si les points sont situés sous S. On

calcule 6 pour le point de la surface S correspondant à (cv, /3) = (a3, —3a2 + a3)

et on soustrait cette valeur, soit , de la racine Sr, ce qui donne

2(a —4a+2)(a+ 1)2
2328‘ —

— a2(3a2 — 6a2 + 4)(2a + 1)(a 4)

et de la même façon avec la racine 6, on obtient

6**_ (a2—a—1)(a—2)2
f23292

— a2(3a2—6a2+4)

On remarque que sur l’intervalle [3, ] les deux expressions obtenues sont po

sitives, donc S est située au dessus des deux racines. Par continuité et par les

Propositions 2.3.9 et 2.3.8 les branches de solutions de P(, /3, 6) = O restent
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6

FIG. 2.4. Les positions relatives de P(c,/3,6) = O et S.

situés sous 8 sauf celle qui l’intersecte (voir la figure 2.4). La Proposition 2.3.6

indique où sont situées les branches de solutions par rapport à c. D

Proposition 2.3.11. Lorsque 3 > 2, tes positions relatives de P(c, ,i3, 6) = O et

8 sont données par ta figure 2..

DÉMoNsTRATION. De façon semblable à la démonstration de la proposition pré

cédente on veut déterminer la position des trois racines en 6 de P(c, j3, 6) = O.

Si/2 fl** * Œ

2.4(a) 2 <j3 <

Œ81/2 a**o* Œ

2.4(b) 3> 3+VT
2

S1/2 c** (y

2 4(c) — 3+’ï
— 2
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On obtient que Q2(ci*(/3),/3) O lorsque /3> 2 est fixé, où

=

(2.3.30)

On évalue

= (2—/3— 36t32+36t33)(2+26/3_/3+3&62+6133)2
(2.3.31)

Alors P(c*(/3), /3, 6) = O si et seulement si

= 3/32(/3 —1)
(2.3.32)

ou

62 /3(/32 +3/3+ 2)
(2.3.33)

la dernière étant une racine double. On remarque que

>6 si/3e(2,j”)

si /3 = 3+/î (2.3.34)

<6 si/3>j

Les points 6 et 6 sont sous S, car l’expression

1
S = (2.3.35)

c +2/3+4

évaluée à o est donnée par

6=
/33

(2.3.36)

Pour n’importe quel /3 > 2, 6 est plus grand que les deux racines 6 et 6.

La branche est sous S par les mêmes arguments que la démonstration de la

proposition précédente. D

Il est important de savoir quelles branches de solutions sont admissibles pour

le système biologique. La proposition suivante indique une branche de solution

qui n’est pas admissible pour le système biologique.
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Proposition 2.3.12. La branche de solution de P(a, t3, 6) = O qui intersecte S

lorsque /3 > O n’est pas admissible pour te système biologique car l’abscisse du

point singutier est négative.

DÉMONSTRATION. On vérifie que la branche de solution qui intersecte la surface

S! n’est pas admissible. On prend un point test, soit à l’intersection des deux

surfaces. On a déterminé lorsque les deux surfaces s’intersectent

6
= 1

(2.3.37)
c+2/3+4

et

— /32 +3/3+ 2. (2.3.38)

Si on substitue (2.3.38) dans (2.3.37), on obtient

Si 1
6 2 = (2.3.39)

/32+5/3+5

Si on substitue 6 681/2 et c a’1/2 dans l’expression f(x) (voir (2.3.1)) et on

résout f(xo) = O afin de déterminer l’abscisse du point singulier, on obtient

1
X0 =

—1
(2.3.40)

Xo=
/3+2

On doit déterminer quel x0 satisfait g(xo) = 0 (i.e. la trace est nulle au point

singulier). On substitue 6 = 651/2 et c = aS1/2 dans g(x) (voir (2.3.2)). On obtient

g
2) — /32+5/3+6’

(2.3.41)

g(/32) =.

Vu que l’abscisse du point singulier qui satisfait g(xo) = O est négative le point

n’est pas admissible. La branche qui intersecte S n’est pas admissible par conti

nuité. En effet, polir que l’abscisse du point singulier change de signe l’abscisse

doit passer soit par 0, soit par l’infini ce qui n’est pas le cas.
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Proposition 2.3.13. Lorsque 3 O, ta branche de solution de P(c, /3, 5) = O

qui n’intersecte pas S. correspond au point singulier d’abscisse x0 <

DÉMONSTRATION. Cela suit directement, car lorsque /3> 0 et x O la fonction

p(x) est strictement monotone stricte. Voir la figure 1.1. D

Proposition 2.3.14. Le déterminant du linéarisé du système est positif sous S.

DÉMONSTRATION. On a déterminé que S et 5d sont les surfaces sur lesquelles le

déterminant du linéarisé est nul. On a aussi vu que les deux surfaces de solutions

sont au-dessus de S1 lorsqu’elles sont situées dans le premier quadrant de l’espace

des paramètres (cv, S) pour les paramètres acceptés pour le système biologique.

Par définition du déterminant on obtient qu’il est positif car les paramètres sont

situés sous la surface S, par la Proposition 2.3.13. D

Proposition 2.3.15. La branche de solution de P(c, /3, 5) = O qui n’intersecte

pas Si lorsque /3 > O est admissible pour te système biologique et la bifurcation

de Hopf.

DÉMoNsTRATION. Pour que les branches de P(o, /3,6) = O soient admissibles

pour la bifurcation de Hopf, il est nécessaire que la trace du linéarisé soit nulle et

que le déterminant soit positif. En vertu de la Proposition 2.3.14, la seule branche

qui peut être admissible pour le système biologique est sous la surface 8±. Alors

le déterminant est positif. Il reste à montrer que la branche qui n’intersecte pas

8 est admissible pour le système biologique et que la trace évaluée au point

singulier correspondant est nulle. On sépare la démonstration en deux cas.

Si /3 e [0, 2] on vérifie la branche en prenant a [3, ], un point de la branche de

solution soit c = a3, /3** donné en (2.3.25) et 5* donné en (2.3.27). On substitue

5 = c = ci3 et /3 = /3** dans l’expression f(x), on résout f(xo) = O pour



déterminer l’abscisse du point singulier. On obtient

1

—i
<.

(2.3.42)

a(a2 — 3a + 1)

On veut déterminer pour laquelle de ces valeurs la trace est nulle. On substitue

donc S = 6, c = a3 et 3 t3 dans l’expression g(x), on évalue aux x0,

t1,\
g ( — J = 0,

\aJ
(2.3.43)

f —1 (a_2)2

a(a2
— 3a+ 1)) = a2(a2

— 3a+ 1)2

Vu que la solution positive est celle qui annule, la trace la branche de solution

est admissible pour le système biologique et admissible pour la bifurcation de

Hopf par continuité (voir Proposition 2.3.12). Il reste à montrer que yo > 0, ceci

découle du fait que O < X < 1 car a e [3, ] et de la relation II en (2.2.2).

Si /3 > 2 on prend un point de la branche de solution, soit /3* donné en (2.3.30)

et S donné en (2.3.32). On substitue S = S, cv = cv dans l’expression f(x), on

résout f(xo) = O pour déterminer la composante x du point singulier. On obtient

1
10 =

(2.3.44)
10 =

De façon similaire on veut déterminer lorsque la trace est nulle, on substitue

5 =
= dans l’expression g(x), on évalue aux 10,

g() =0

(2.3.45)
f j /32_3/3_r

9)
- 4/33(1_/3)

Vu que la composante positive annule la trace, la branche de solution est ad

missible pour le système biologique et admissible pour la bifurcation de Hopf par

continuité. Il reste à montrer que Yo > 0, ceci découle du fait que O < 1 < 1 car
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s’
s’ -- S1

2

—7-i

cz
FIG. 2.5. Le diagramme de ?- lorsque /3 O.

/3> 2 et de la relation II.

D

Ceci complète la démonstration de la Proposition 2.3.1. Il existe une bifurca

tion de Hopf de codimention au moins 1 qui se produit sur la courbe dans la

figure 2.5.

2.4. ANALYSE DE LA TRACE DU LINÉARISÉ LORSQUE j3 < O

Dans cette section on va ajouter des détails aux résultats de Coutu [Cl sur les

surfaces de bifurcation de Hopf, c’est-à-dire les surfaces de bifurcation qui satis

font aux conditions nécessaires de la bifurcation de Hopf et du système biologique.

La proposition suivante est une analyse du discriminant de Qi (voir (2.3.16)) et

de la position de ces racines.

On dénote les racines de Qi(c,/3) = O par cr et cK, * étant la plus petite

des deux.

Proposition 2.4.1. Le polynôme Q(,/3) a

deux racines positives o et %* en c lorsque /3 (—4, 0),

— une racine double ci positive en c pour /3 = —4,

— une racine positive c en c tors que /3 < —4.
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Lorsque /3 est fixé et négatif Q(,/3) O a deux racines et Q2(,,6) = O a

une racine. On procède en comparant les racines c et c de Q et la racine a

(toujours double) de Q2. On a que > O si /3 < —1.

Proposition 2.4.2. Il existe trois valeurs de /3 < O telles que Q(c’/3) = O et

Q2(c, /3o) = O ont une racine commune réelle en ct, soit /3 = —2, —4. De

plus, pour /3 < —1 la racine réelle positive de Q2 est

— O < c < c <(4* lorsque /3 e (—2, —1),
— * = * <(4 pour /3 = —2,
* <c < c4 lorsque /3 E (—4, —2),

= c = $ pour /3 =

***>8pour4>/3

Les propositions suivantes décrivent la position des solutions de P(c, /3, 6) = O

lorsque /3 < O à l’aide du discriminant de Q et Q2 et des propositions ci-dessus.

Proposition 2.4.3. Lorsque —1 </3 < O est fixé, P(c, /3, 6) = O

— a trois racines en 6 lorsque O < c < ct sauf pour c (une racine

négative lorsque 4c < /32),

— a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour a =

— a une racine positive en 6 lorsque c < < (4*

— a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour =

— a trois racines positives en 6 lorsque c <

Voir la figure 2.6.

Proposition 2.4.4. Lorsque /3 = —1, P(o, /3,6) 0

— a trois racines en 6 lorsque O < v < o sauf pour c = Ç (une racine

négative lorsque 4c </32),

— a une racine double positive et une racine simple positive en S pour c =

— a une racine positive en 6 lorsque < < *

— a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour c =

— a trois racines positive en 6 lorsque (4 <

Voir la figure 2. 7.
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2.6(a) La fonction Q(c, /3). 2.6(b) Les branches de solu

tions de P(a, /3, 6) = O.

FIG. 2.6. P(c, 43, ) = O et Q(ci, /3) lorsque —1 <43 < O.

—

••• 8m

2.7(a) La fonction Q(a, /3).

FIG. 2.7. P(ci,[3,S)= O et Q(a,43) lorsque /3=r —1.

Pour les propositions suivantes on a besoill de définir c, soit

(2.4.1)

s/ —
• 8m

— Q(c,/3)
• 5m

cc

/ s

— Q(c,/3)
Ç Ç Ç Ç 8m

2.7(b) Les branches de solu

tions de P(o /3, 6) = O.

Onremarque, quec°°>Osi/3< —1 etqueO<c* <ctœsi/3E(_2,1).
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2.8(a) La fonction Q(c, f3).

FIG. 2.8. P(o, /3,6) = O et Q(a, /3) lorsque —2 < /3 < —1.

Proposition 2.4.5. Lorsque —2 </3 < —1 est fixé, P(c, /3, 6) = O

— a trois racines en 6 lorsque O < c < c, deux racines négatives et une

racine positive, la racine étant double pour c =

— a une racine négative et une racine positive en 6 pour c =

a deux racines positives et une négative en 6 lorsque o°° < c < c sauf

pour a = Ç (une racine positive et deux racines négatives lorsque 4c < /32),

— a une racine simple positive et une racine double positive en 6 pour c =

— a une racine positive en 6 lorsque c < <

— a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour c =

— a trois racines positives en 6 lorsque o <

Voir ta figure 2.8.

La prochaine proposition décrit les branches de solutions lorsque /3 = —2.

Dans ce cas on a que o = =
=

Proposition 2.4.6. Lorsque /3 = —2, P(c, /3, 6) = O

a trois racines en 6 lorsque O < c < (deux racines négatives et une

positive),

—

Sm

—
Q(a,/3)
8m

2.8(b) Les branches de solu

tions de P(a, /3, 5) = O.
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2.9(a) La fonction Q(a,t3).

FIG. 2.9. P(ot3,6) = O et Q(a,/3) lorsque /3 = —2.

- a une racine doubte négative et une racine positive en 6 pour c =

— a une racine positive en 6 lorsque cv < c < c*

— a une racine doubte positive et une racine simpte positive en 6 pour c =

— a trois racines positives en 6 lorsque c <

Voir ta figure 2.9.

Lorsque 3 = —2, on perd la branche à gauche. Ceci découle du fait que le

coefficient du terme cubique de P(c, /3, 6) s’annule lorsque c 1. À

ce point la branche de solution passe à l’infini vu que la distance entre a°° et c

tend vers O lorsque /3 tend vers —2. Or c’est à l’intérieur de l’intervalle (c°°, c*)

que la branche de solution est située.

Proposition 2.4.7. Lorsque —4 < /3 < —2 est fixé, P(o, /3,6) 0

— a trois racines en 6 lorsque O < sauf pour = Ç ou =

• deux racines négatives lorsque c <

• une racine négative lorsque c > °°,

• aucune racine négative lorsque 4c > /32,

— a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour c =

/ — P(a,/3,6) = O
8m

—

8m

2.9(b) Les branches de solu

tions de P(a,
, ) = O.
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— a une racine positive en 6 lorsque o < c < a*

— a une racine simple positive et une racine double positive en 6 pour c = c,

— a une racine positive en 6 lorsque c* < < *

— a une racine double et une racine positive en 6 pour c =

a trois racines positives en 6 lorsque a < c

Voir ta figure 2.10.

Proposition 2.4.8. Lorsque—4 </3<—2 est fixé, le point isotéP deP(a,/3,6) =

O n’est pas admissible pour te système biologique car l’abscisse du point singulier

est complexe.

DÉMONSTRATION. Le point isolé P est situé en c = c et on a une solution

explicite de la racine ci, soit

I

(2.4.2)
/3—2

On veut déterminer pour quelle valeur de 6 on a P. Donc on résout P(o, /3, 6) 0

en 6. On obtient

/3—2
1

— 3/32(1+/3)

(2.4.3)
/3 2

2 /3(/32+3/3+2)

la dernière étant la racine double. Si on substitue 6 = 6 et c = « dans

l’expression f(x) (voir (2.3.1)). On observe que

(/3+4)(/3-2)
discriminant (f (x), x)

= + 1)2(/3 + 2)
(2.4.4)

est négatif sur l’intervalle (—4, —2). Vu que f(x) est une quadratique en x, ceci

implique qu’il n’existe pas de racine réelle. D

Proposition 2.4.9. Lorsque /3 = —4, P(o, /3,6) = O

— a trois racines en 6 lorsque O < < c sauf pour = ou a = Ç,
• deux racines négatives et une positive lorsque c < c°°,

• une racine négative et deux positives lorsque °° < < Ç,
• trois racines positives lorsque c Ç,
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6

— Q(,t3)
s»1

2.10(a) La fonction Q(c, /3).

FIG. 2J0. P(c,/3,6) = O et Q(a,/3) lorsque —4< 3< —2.

— a une racine doubte positive et une racine simple positive en 6 pour =

c = 8

a trois racines positives en 6 lorsque o <

Voir ta figure 2.11.

Lorsque /3 = —4 l’ulle des branches de solutions de P(o, /3, 6) = O est la courbe

8d• On a que les racines de Qi(o, /3) = O et Q2(c, /3) = O sont = 8.

En ce point deux des branches de solutions de P(a, /3, 6) = O sont tangentes l’une

à l’autre. On observe la tangence en localisant P(c, /3, 6) en (a, /3, 6) = (8, —4, i-).
C’est-à-dire on pose

(t /31 6) (8+ A, —4, + D) (2.4.5)

et on obtient

p(I
/31 61) = 144D2 + 18DA + A2 + o(A, D2)

16
(2.4.6)

+ 16D)2 + o(A, D2).

Donc on a tangence des deux branches de solutions. Leur tangente commune a

une pente de —.

—

•
5m

2.10(b) Les branches de solu

tions de P(of3,5) = 0.
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— Q@,t3)
8m

0œ *

— P(a,t3,S)=O

8m

2.11(a) La fonction Q(c,,t3). 2.11(b) Les branches de solu

tions de P(c, /3, S) O.

FIG. 2.11. P(c,/3,6) O et Q(c,/3) lorsque 3 —4.

Proposition 2.4.10. Lorsque /3 < —4 est fixé, P(c, /3,6) = O

— a trois racines en 6 lorsque O < sauf pour = œ et = Ç,
• deux racines négatives et une positive torsque O < c < c°°,

• une racine négative et deux positives lorsque c°° <c < Ç,
• trois racines positives lorsque c > Ç,

— a une racine double positive et une racine simple positive en S pour c =

a trois racines positives en S lorsque a’ < ,

Voir la figure 2.12.

La proposition suivante découle des observations de Coutu [C], et donne un

résumé de l’informatioll pertineilte lorsque /3 < O.

Proposition 2.4.11. [C] Les conditions nécessaires pour que le système biolo

gique ait une bifurcation de HopJ, soit que

— la tTace du tinéarisé est nulle,

— le déterminant du tinéarisé est positif,

— l’abscisse du point singulier fait partie de l’intervalle (0, 1)

sont représentées par ta courbe 7t. Voir ta figure 2.13.



— Q(a,/3)
sin

6
— P(c,/3,S)=O

Sm
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2.12(a) La fonction Q(c,/3). 2.12(b) Les branches de solu

tions de P(c, /3, S) = O.

FIG. 2.12. P(ci,/3,6) = O et Q(c,/3) lorsque t3 < —4.

2.5. RÉDUCTION À UN SYSTÈME POLYNOMIAL

On réduit le système (2.0.1) à un système polynomial avant d’utiliser la mé

thode de Lyapunov. On veut que le point singulier que l’on étudie soit à l’origine.

Alors la première étape est de faire une translation du système pour que le point

singulier soit à l’origine. C’est-à-dire le changement de variables suivant

xi = X — X0

Yi = Y — Yo

(2.5.1)

où (xo, Yo) est le point singulier du système à étudier qui n’est pas situé sur l’un

des axes. Le nouveau système ainsi devient

Soit

= R(xi +xo,y +yo)

= S(xi + Xo, y + yo).

2cx

(2.5.2)

(2.5.3)
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• I

.1

s.
s.

.5 s.
s. s.

• s.

s.
s.

V
.5
•s.

FIG. 2J3. Le diagramme de bifurcation partiel lorsque /3 < O.

pour la deuxième étape on change d’échelle sr le temps en divisant le champ de

vecteurs (2.5.2) par p(xi + xo).

On remarque que p(xO) > O ce qui implique que la reparamétrisation du champ

de vecteurs ne changera ni la forme, ni le sens de parcours des solutions près de

1%

s’

__

6

—7-if

8m

s.

.5
s. s.

s.

Ez:
2.13(a) —3 < /3 < O

S

2.13(b) —4 </3 < —3

S
-- 81

Sd
—7-If

8m
s.

s.
5.

.5
s. s.

2.13(c) /3 = —4 2.13(d) —4 > /3
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l’origine. On obtient le système suivant

$(x1+xo,yi+yo)
R2(x1,yy) =

p(x1 + xo)

= h(xi)
— Yi

R(xi+xo,yi+yo) (2.5.4)
y1 = $2(xi,y1) =

p(x1 + xo)

(yi+yo)( +1
\p(Xi +xo)

où

p(—(x + x0)3 + ( — )(x + xo)2 + ( — 1)(x + x0) + 1)
h(x) =

— Yo• 2.5.5
X + Xo

On coiltinue la rédllction du système avec un deuxième changement de variables,

soit

X2

(2.5.6)
Y2 = y’ — h(x,)

Le système devient alors

2% = R3(x2,y2) =

Y2

dli
Y2 = $3(x2,y2) = y, — -—(r,)x,

(2.5.7)

dli
= 32(x2, Y2 + li(x2)) +

=(h(X2)+Yo)( +1)+y2((Xl)+1_ )p(x2+Xo) dX p(X2+Xo)

où

dh(x)
—

p(—2(X + Xo)3 + ( — )(x + xo)2 — 1)
2

dx (x+x0)

011 change d’échelle sur le temps en multipliant le champ de vecteurs (2.5.7) une

deuxième fois par (x2 + xo)3.
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Puisque x > 0, cette étape ne change pas qualitativement les solutions près de

l’origine. On obtient que le système est orbitalement analytiquement équivalent

a

= R4(x, y2) = R3(x2, y2)(x2 + xo)3

= —y2k(x)
(2.5.9)

= S(x, y2) $3(x2, y2)(x2 + xo)3

= f(x2) + Y2g(x2)

où

k(x) = d0 + d1x + d2x2 + d3x3, (2.5.10)

où

= ()_i (2.5.11)

et

g(x) = b0 + b1x + b2x2 + b3x3 + b4x4, (2.5.12)

où

b0 (—p — p/3x0 + 2px
—

2pxo + 2yox + YoXo + p/3x
—

pcx
—

p/3x)xo

b1 = —3Scx + 3x
—

p —
6 — 8pc — 3p/3x — 26/3x0 + 3pax

b2 = —3p!o + 3pox0 — 36ox0 — 6/ + 3x0 — 12pcix (2.5.13)

b3 = —o/3 + 1 — 8poxo — ci6 + op

b4 = —2cp,

et

f (x) = a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 (2.5.14)
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où

— 2pxo + 3p/3x + 4p/3x06 + 5px5a2
— 4pXo6Q + 8x5ap/3

— 4px6c2 + 4px + 6px — 3px + Sp — 5pxc

+ 3p/326x — 2p5f32x0
—

— 6p/35xa — 4p/x

= —3px0
— 46Paxo + 3p/3x0 + 4pc — 4p3x + p — c5/32p + p32xo

= —p&’32 + p + 6pxoàci + 12pt36xci + 2p/3 — 6pot3xo — 3px0

(2.5.15)
2 3 22 2 3 “ 2+ 3pd xo — l0px0 — 6p x0 + 6pox0 + 1Opx0c — 6p/3x0

— 2pSc + 3Pt3Xo

a4 —p + 2pSc — 2pc/3 + p5/32 — 4p/3x0 + 4xopc + $p&q3z0

— 10pcx — 4p6a2x0 + p/3 + l0pàc2x

a5
—

+ fKà.

Ceci complète la réduction du système (2.0.1) à un système polynomial (2.5.9)

qui est orbitalement analytiquement équivalent à

± = —y(do + d1X + d2x2 + d3x3)
(2.5.16)

= ax + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 + Y(bo + b1x + b2x2 + b3x3 + b4x4).

2.6. LA MÉTHODE DE LYAPuN0v

La théorie générale de la méthode de Lyapunov nous permet d’étudier la

bifurcation de Hopf en étudiant le foyer faible d’un point singulier. Soit (X\)À

une famille de champs de vecteurs sur le plan, de la forme

X(x, y) (d()x
—

y + f(, y, + (x + d(X)y + g(x, y, (2.6.1)

où d, f, g sont des fonctions lisses et ) est un multi-paramètre de dimension p.

La théorie de la méthode de Lyapunov est donnée dans tBLJ, [CCI, [CDI, [GWI.
Le lemme suivant garantit l’existence des Jonctions de Lyap’tznov et les constantes

de Lyapunov.
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Lemme 2.6.1. [CD] Soit une famille (X)À de champs de vecteuTs de ta forme

(2.6.1). It existe une série formelle FÀ,

F(x,y)= (x2+y2)+(x,y,À), (2.6.2)

où F est un polynôme homogène de degré j en z et y,

Fj(x,y,À) = (2.6.3)

et il existe des coefficients VÀ) (appelés constantes de Lyapunov) tels que

XF(x,y) = V(À)(x2 +y2)i+1. (2.6.4)

De plus si FÀ et sont des solutions qui satisfont (2.6.4), tes fonctions .fij et V

sont lisses en À.

Le théorème suivant établit le lien entre les coefficients de Lyapllnov et la

bifurcation de Hopf.

Théorème 2.6.1. [CD] Soit (XÀ)À une famille de champs de vecteurs sur le plan

de la forme (2.6.1) avec les constantes de Lyapunov V, O < i < 1. Si V0(À0) =

= V(À0) = O et V(À0) O et la fonction V := (V0, V1,. . . , Vi_r) est une

submersion à À0, alors la famille (XÀ)À de champs de vecteurs est un déploiement

complet d’une bifurcation générique de Hopf de codirnension 1 à l’origine. De plus

le type (voir ci-dessous) est donné par le signe de V(À0).

Près de l’origine, où les conditions du théorème sont vérifiées le champ de

vecteurs est éqilivalent [CD] à

=

—

+ ((z2 + 2)t + a1_1(À)(x2 + y2)1’ + ... + ao(À)))

(2.6.5)
70 8

X
\0z Oy

La proposition suivante applique le Lemme 2.6.1 au système polynomial (2.5.16).



70

Proposition 2.6.1. Le système (2.5.16) est une famille de champ de vecteurs

avec À = (o, 3, S, p). Il existe une série FÀ,

F(X, Y) = (X2 + Y2) + F(X ) À), (2.6.6)

où F est un polynôme homogène de degré j en X et Y,

(X,À) (2.6.7)

où

x 1 0 X
=

________

Y
(2.6.8)

2d0 2d0

et les coefficients L(À) existent tels que

= Lo(À)(X + Y2) + o(X, Y2), (2.6.9)

et pour toutes valeurs de À telles que L0(À) = O on obtient

= L(À)(X2 + Y2)2 + L2(À)(X2 + Y2)3 + o(X, Y6). (2.6.10)

Les constantes de Lyapunov sont

L0=-,

L1
= b2a1 — b1a2

(2.6.11)
8a1

L2
= 192da

(L’(b2ai — bia2) + L2)

où

L = 21d2d0a — 27da + 3ZdldDa2al — 21a3da1 + bd0a1 — 10da

L2 = 8d0b3d1a + 12db4a — 20db3a9a — 8d0b1a3d1a — 12b1da1a(2.6.12)

+ 20b1da3a2a1

De plus si FÀ et L0, L1, L2 sont des solutions qui satisfont (2.5.16), tes fonctions

J et L0, L1, L2 sont tisses en À.
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DÉMoNsTRATIoN. Le Lemme 2.6.1 garantit l’existence des fonctions et constantes

de Lyapunov en plus de garantir que les constantes sont différentiables. Il est

évident que l’on peut appliquer le lemme à notre système (2.5.16) car il est équi

valent au système

= - -b + 4d0a1Y + F(X, Y)
2

___________

b
(2.6.13)

Y= -b+4doaiX+Y+G(X,Y),

où F(X, Y) et G(X, Y) sont des fonctions polynomiales de degré 2 et plus.

L’équivalence est donnée par la conjugaison avec

1 0
(2.6.14)

_ij J—b+4doai
2d0 2d0

Il suffit de calculer les fonctions et les constantes de Lyapunov. Ceci est un

processus algébrique, donc il est possible de programmer le calcul à l’aide d’un

logiciel de manipulations symboliques. Le calcul a été fait avec MAPLE. D

Pour simplifier la notation on définit l’ensemble suivant

Définition 2.6.1. Z est un ensemble tel que ) = (ce, /3, 6, p) e Z si et seulement

si L0(X) 0.

Ceci complète cette section, dans les sections suivantes on analyse L0, L1 et

L2 pour être capable de borner la codimension de la bifurcation de Hopf à l’aide

du Théorème 2.6.1.

2.7. SIMPLIFIcATIoN ET ANALYSE DES CONSTANTES DE LYAPu

NOV

2.7.1. Simplification et analyse de la constante L0 de Lyapunov

Soit

L0 = (2.7.1)
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la constante L0 de Lyapunov de (2.5.16) avec les coefficients (2.5.11), (2.5.13) et

(2.5.15). On substitue les coefficients dans L0 et on veut simplifier l’expression.

Pour simplifier l’expression on substitue yo avec la relation II ce qui élimine la

dépendance en Yo• Ensuite on substitue 6 avec la relation I ce qui élimine à son

tour la dépendance en 6 et n’introduit pas de nouvelles dépendances. On obtient

L
— —(1 + (t3 — c)x + 2cvxg)pxo

(2 7 2)0
2

Il est évident que L0 O si et seulement si la trace du linéarisé est nulle. Donc

sur les branches de solutions de P(ci,/3,6) = O pour chaque i3, L0() = O. Ceci

implique que l’étude de L0 est la même de celle de P(c, /3, 6) = O qui est faite

dans les premières sections.

2.7.2. Simplification et analyse de la première constante de Lyapu

nov

Soit

L1
= b2a1 — b1a2

(2.7.3)
8e,1

la première constante de Lyapunov de (2.5.16) avec les coefficients (2.5.11),

(2.5.13) et (2.5.15). Une fois calculé, (2.7.3) dépend de c, /3, 6, p, xo, Yo Pour pou

voir analyser le signe et les zéros de L1 on veut simplifier l’équation, et aussi

réduire le nombre de paramètres. Il est important de préciser que l’on analyse

la bifurcation de Hopf, ce qui permet de supposer que le point singilhier (xo, Yo)

n’est pas sur l’un des axes. Donc on simplifie en effectuant trois substitutions

successives de telle sorte que le nombre de paramètres décroisse de un à chaque

substitution. La première substitution est grâce à II où on élimine la dépendance

en Yo La deuxième substitution est donnée par I où on élimine la dépendance

en 6. Finalement la troisième substitution est par III où la dépendance de c est

éliminée. On simplifie l’expression et on obtient

— (2xg/32+(6x+1)/3+6)p
L1 — (2.7.4)

8(/3xo + 2)(—1 + 2x0)
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On remarque que la constante dépend seulement de j3, p, x0 et son sigile est

indépendant de p car p est positif pour le système biologique.

Proposition 2.7.1. Lorsque /3 > O, ta bifurcation de Hopf est an pins de codi

mension 1 et te signe de ta première constante de Lyapunov (L1) est négatif.

DÉMONSTRATION. On observe que le numérateur de L1

(2xi32 + (6x + 1)/3 + 6)p (2.7.5)

est toujours positif ce qui implique par le Théorème 2.6.1 que la bifurcation est

au plus de codimension 1. On observe aussi que le dénominateur

8(/3xo + 2)(—1 + 2x0) (2.7.6)

est négatif car la Proposition 2.3.13 implique x0 < . Donc la constante L1 est

négative.

Lorsque /3 < O, Coutu [Cl a remarqué qu’il existe des valeurs des paramètres où

il y a une bifurcation de Hopf de codimension plus grande que 1. On doit ainsi

continuer l’analyse avec la deuxième constante de Lyapunov, pour déterminer la

codimension lorsque /3 < O. On peut alors déterminer s’il y a la possibilité d’une

bifurcation de Hopf de plus grande codimeilsion.

Proposition 2.7.2. Lorsque /3 < O, L0(À) = O et

(2.7.7)
/3+6

alors Li2) = O. Plus spécifiquement, si /3 e (—6, —4) et Œ = c2 alors ) est sur

une branche de solution de P(c, /3, ) O qui satisfait les conditions nécessaires

de la bifurcation de Hopf de codimension 2 dans le premier quadrant. Voir la

figure 2.1.
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DÉMONSTRATION. Pour démontrer la première partie de l’énoncé il suffit de dé

terminer quand les numérateurs de L0 et L1 ont une racine commune. On obtient

résultant ( numérateur(Lo) , numérateur(L1), x0)
(2.7.8)

= —2(—6 — /3 + j32)3(/3 + 4)(6 + /3)p3

et on obtient que, si Lo2) 0 et

= /3+6
(2.7.9)

alors L1) = 0. Lorsque /3 = —6, numérateur(Lo) et numérateur(L1) s’annulent

en x = 0. Donc /3 = —6 n’est pas une possibilité pour la bifurcation de Hopf de

codimension 2. D

Remarque 2.7.1. Dans te mémoire de Coutu [CJ t’analyse est faite seutement

dans te cas où tes paramètres sont sur ta surface 81. Dans ce cas on a une solution
(2n81, /372flSi) où /32 est ta plus grande racine réelle de ta cubique /33 + 7/32 +

11/3+3=0:

/372flSl —4.866 (2.7.10)

et c/321 est donné par (2.7.7). Note : Dans jCj /32n81 est noté /3*

Il est donc possible que dans le système biologique on ait L0\) L1\) = 0,

il faut étudier la deuxième constante de Lyapunov.

2.7.3. Simplification et analyse de la deuxième constante de Lyapu

nov quand la premième constante de Lyapunov est nulle

Soit

L2
= l92a’2a1 — bia2) + L2). (2.7.11)
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6

FIG. 2.14. Le diagramme de bifurcation pour la bifurcation de

Hopf lorsque L0 = L1 = O.

On a seulement besoin d’étudier L2 lorsque L1 = O ce qui implique b2a1 —b1a2 = O

et

1
L2= (2)

192da2

= (8dob3dia + 12db4a — 2Odb3a2a — 8d0b1a3d1a — 12b1da4a (2.7.12)

+ 2Obida3a2ai)/192da

S
• t

-- 81

—7-1
8m

t2(/3) tt2(/3)

2.14(a) /3 = —4 2.14(b) /32flt </3 < _4

Lx

fl2fli cv

2.14(c) /3 2.14(d) —6 </3 <Ø72fl8i

afn2 (i3)
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où les coefficients sont donnés en (2.5.11), (2.5.13), (2.5.15). De la même façon

que pour la première constante de Lyapunov, on veut simplifier L2. On simplifie

en effectuant trois substitutions successives de façon que le nombre de paramètres

décroisse de un après chaque substitution. La première substitution est grâce à

II et ceci élimine la dépendance en Yo• La deuxième substitution est donnée par

I et ceci élimine la dépendance en 6. La troisième substitution est donnée par III

et la dépendance en ci est éliminée. On obtient que

numérateur(L2) qnumérateur(L1) + numérateur(L) (2.7.13)

où

q= (3px 5P’o + 15px — 13px)/3+4xg —4x —2px

33 2
— PXo + flXo + fl — X0

numérateur(L1) = 2/32x + 6/3x + /3 + 6 (2.7.14)

9 17 47
numérateur(L) = ((5x — x0)/3 + (76x + -- —

--xj — 85x — 12x + 5Ox)/3

+ 39 — 5Txo + 42x — 12x)p

On ne s’intéresse à L2 que lorsque L1 est nulle, alors on suppose que L1 est nulle,

c’est-à-dire que pour simplifier notre équation davantage on utilise

2x/32 + (1 + 6x)/3 + 6 = 0. (2.7.15)

On obtient

L
— (5

—
x0)/32 + (76x + — — 85xg — 12x + 50x)/3

2
— 48x(—1 + xo)3(/3xo + 2)2(_1 + 2x0)

(2 7 16)

+
39—57xo+42x—12xg

48x(—1 + xo)3(/3xo + 2)2(_1 + 2x0)

La prochaine étape consiste à déterminer s’il existe des paramètres ) tels que

L0) = L1) L22) 0. La proposition suivante répond à cette question.

Proposition 2.7.3. Les première et deuxième constantes de Lyapunov ne sont

jamais zéro au même point pour te modèle si L0 = O (i.e. ta trace d’u Ïinéarisé
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est nutte) et te point singulier n’est pas sur l’un des axes. De ptus ta deuxième

constante de Lyapunov est négative torsque L1 = L0 = O.

DÉMONSTRATION. Si on prend le résultant du numérateur de la première et

deuxième constante de Lyapunov par rapport à /3 on obtiellt

résultant (numérateur(L1), numérateur(L2), t3)
(2.7.17)

= —48xo(1 + 2x0 + 12x)(—1 + 2x0)2(—1 + xo)7p4.

Vu que l’on fait l’étude du point singulier qui n’est pas sur l’un des axes, la seule

possibilité de racine en commun est en x0 = . Mais L0 = O implique que la

trace du linéarisé évalué au point singulier avec l’abscisse x0 = est nulle. Par la

Proposition 2.2.2, le déterminant est nu, une contradiction. Donc L1 et L2 n’ont

pas de racines en commun.

Il reste à déterminer le signe de L2, mais, vu que L1 et L2 n’ont pas de racine

en commun, L2 ne change pas de signe lorsque L1 = O (par le théorème de la

valeur intermédiaire). Soit x0 une valeur plus petite que donc valide pour

la bifurcation de Hopf, on substitue x0 dans (2.7.15), et on résout pour 3. On

obtient les deux racines

9

(2.7.18)

/3 = —18

et par la Proposition 2.7.2 on choisit /3 dans l’intervalle (—6, —4), donc /3 = —.

Si on calcule L à (xo /3) = (, —), on obtient

L8 = 81e. (2.7.19)2 16

La deuxième constante de Lyapunov est donc négative lorsque L1’\) = L0(À) =

O. D

Corollaire 2.7.1. Lorsque /3 < O ta bifurcation de Hopf est au plus de codimen

sion 2.
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Coutu [Cl a vu que le signe de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension

3 est un coefficient négatif. Donc la bifurcation de Hopf de codimension 2 qui en

sort est aussi de signe négatif. Ce qui confirme le résultat ci-dessus. Dans la

section suivante on vérifie que l’on a une submersion des constantes de Lyapunov

par rapport à o et 6. Ce qui vérifie que l’on a un déploiement de la bifurcation

de Hopf de la famille de champs de vecteurs (2.0.1).

2.8. ANALYSE DE LA SUBMERSION

Si on démontre que

(cv, /3,6, p) -* Lo(c, 3, 6, p) (2.8.1)

est une submersion lorsque L0(À) = O et L1(.).) O ceci implique par le Théorème

2.6.1 qu’on a le déploiement de la bifurcation de Hopf. On dérive deux expressions

qui seront utiles pour étudier la submersion, soit

_____

—— xo(c,6)26
282

— 2r0(a, 6)c6 — 2xo(c, 6) + 63’

et

6x(c, 6) — — 1 + xo(c, 6)2 + j3xo(c, 6)
2 8 3

86 — 2x0(a, 6)c6 — 2x0(a, 6) + 6/3

Les relations (2.8.2) et (2.8.3) sont obtenues en différentiant implicitement I (voir

(2.2.1)) par c et 6 respectivement et en isolant 8xo(,6) et 8,6) respectivement.

La proposition suivante démontre qu’il existe en fait une submersion lorsque

la trace est nulle.

Proposition 2.8.1. L’application

À = (,/3,6,p) i’ L0 = (2.8.4)

où b0, a1, d0 sont donnés (2.5.11),(.5.13),(2.5.15) est une submersion par rap

port à c et 6 lorsque L0(À) = 0.
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DÉMONSTRATION. Pour montrer la submersion,on montre que et ne sont

jamais simultanément nuls. On prend les dérivées partielles de L0 par rapport à

c et 6, respectivement. Il est important de remarquer que x0 dépend de façon

différentiable de c et 6, donc on substitue x0 = xo(a, 6) et par la suite on dérive

par rapport à c et 6, respectivement. On substitue par la relation (2.8.3)

et j’ par la relation (2.8.2). De plus, on substitue a par la relation III (voir

(2.2.14)), ce qui est permis car on montre la submersion sur le domaine Z, où

À Z si et seulement si L0(À) O. On obtient

— xg(—14x0 + 2xg/3 + 4 — 4/3x + 8x + /3x0)p

— 2(xo + 2)(—1 + 2x0)
(285)

0L0 (—1+x0)2(3x0+2)(3x0+xg,3—1)p
86 — xo(—1+2x0)3

Vu que L0 est lisse ces dérivées partielles sont bien définies. On doit vérifier que

f aL Lo 2 86[/‘0) 1’0)]

a rang 1 lorsque À0 e Z. Le résultant de -(À0) et %(2(À0) par rapport à /3,

permet de vérifier qu’il n’y a pas de racines communes. Alors

/ - /8L0 /3L0
resultant numerateur __(Ào)) ,numerateur __(Ào)) ‘/3)

(2.8.7)

= 2x(—1 + xo)4(—1 + 2x0)4p3

Vu que le point singulier (xo, yo) n’est pas sur l’un des axes, x0 O et xo 1.

On suppose que le résultant est nul, ceci implique que la trace du linéarisé est

nulle en x0 = . Par la Proposition 2.2.2 le déterminant dii linéarisé est nul, une

contradiction. D

Le lemme suivant aide à démontrer que l’application À ‘—f (L0(À), L1(À)) est une

submersion par rapport à c et 6 pour À Z. En effet, à cause de la façon dont

les coefficients de Lyapunov ont été calculés il est difficile de montrer directement

que l’application est une submersion.
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Lemme 2.8.1. jCD] On suppose que V0, V1,. . . n > 1 sont des fonctions

réelles lisses définies sur un voisinage de À E W et V(À0) O pour tout i e

{0, 1,. . . , n}. On définit Z = flJ01 V’(0). Alors l’application

(2.8.8)

est une submersion à À si et seutement si t’apptication

À F—* (V0(À),. . . , V_(À)) (2.8.9)

est une submersion à Ào et la restrzction de V à Z est une submersion à À.

IDÉE DE LA DÉMONSTRATION. On se limite à donner l’idée pour le cas n 1,

puisque c’est le cas que l’on utilise dans ce mémoire. On veut montrer que les

deux vecteurs () (X) pour i = 0, 1, sont linéairement indépendants pour tout

À* tel que VÀ*) = V1(À*) 0. Par l’hypothèse VÀ) = O est une courbe

de niveau de la fonction V0 par le théorème des fonctions implicites. De plus,
(OVO) *) est normal à V0 = O en À”. Si on restreint V1 à V0 O et on montre

que cette application est une submersion par rapport à À en À, ceci garantit

que () (Àj n’est pas normal à Vo = O en À’. Donc les deux vecteurs sont

linéairement indépendants. D

On procède en montrant que l’application À F—* L1(À) restreinte à Z =

{ L(0)} est une submersion.

Proposition 2.8.2. L’application

À = (, , , p) L1
= b2a1—b1a2

(2.8.10)

où a1, a2, b1, b2, d0 sont donnés en (2.5.11), (2.5.13), (2.5.15) est une submersion

par rapport à lorsque L0(À) = L1(À) = 0.

DÉMONsTRATION. La première constante de Lyapunov L1 (2.7.3) a déja été sim

plifiée à l’aide de la supposition L0 = O et la relation III (voir (2.2.14)). On

remarque que L1 ne contient pas d’expression en 1 mais on remarque également
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que x0 dépend de 6, c’est-à-dire x0 = x(6). On calcule la dérivée partielle de L1

par rapport à S. On substitue 8’a° par la relation (2.8.3), et ou obtient

8L1 —1

— 8(/3x0 + 2)(—1 + 2xo)4x

[—24 + (—4x + 4x)/33 + (—18x + l6xg + 1 — 4x)t32 (2.8.11)

+ (—48x0 + 2 + 24x)t3]p(—l + xo)2.

Il s’agit d’évaluer la dérivée partielle lorsque L1 = O et de déterminer si elle est

nulle. On vérifie en prenant le résultant du numérateur de et le numérateur

de L1 pour déterminer si et L1 ont une racine commune. On obtient

t8L1’\
résultant(numérateur ( —--- ) , numérateur(L1), /3)

VU J (2.8.12)

= 864x(—1 + 2x0)4(—1 + xo)6p5.

Il est évident que le résultant est non-nul car le point singulier n’est pas sur

l’un des axes (donc x 1) et x0 . En effet si L0 = O et x = la trace du

linéarisé est nulle et la Proposition 2.2.2 implique que le déterminant du linéarisé

est nul, une contradiction. Alors on a une submersion de L1 par rapport à S

lorsque Lo()s.) = L1() = O. D

À l’aide du Lemme 2.8.1 et des Propositions 2.8.1 et 2.8.2 on peut déduire le

corollaire suivant.

Corollaire 2.8.1. L ‘application

(L0(..\), L1(\)) (2.8.13)

est une submersion par rapport à c et S torsque L0-\) = L1(1\) = O.

2.9. CoNcLusIoN

Tous les résultats nécessaires sont maintenant établis pour pouvoir démontrer

le théorème suivant.
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Théorème 2.0.1. Le système (2.0.1) a une bifurcation générique de Hopf de

codimension 1 et 2 avec un déploiement complet torsque /3 < O et une bifurcation

générique de Hopf de codimension 1 avec un déptoiement complet lorsque /3> 0.

DÉMONSTRATION. Si /3 > O il y a une bifurcation de Hopf de codimension 1.

Cette bifurcation de Hopf est appelée super-critique. C’est-à-dire, le point sin

gulier est stable et, lorsque il y a la création d’un cycle, le cycle est stable et

le point singulier devient instable. Ceci vient du fait que L1 est négatif. Par les

Propositions 2.3.1, 2.7.1, 2.8.1 et le Théorème 2.6.1, l’énoncé du théorème est vrai

lorsque /3 > 0. Si /3 < O il y a une bifurcation de Hopf de codimension 1 et 2.

Cette bifurcation de Hopf a le diagramme de bifurcation de la figure 2.15. Ceci

est déterminé par le signe de L2, qui est négatif lorsque L0 et L1 sont nulles. Par

les Propositions 2.4.11, 2.7.3, le Corollaire 2.8.1 et le Théorème 2.6.1, l’énoncé du

théorème est vrai lorsque /3 < 0. D

Dc
L0=O

II
III

FIG. 2.15. Diagramme de la bifllrcation de Hopf de codimension 2.



Chapitre 3

ÉTUDE ET VALIDATION NUMÉRIQUE DU

DIAGRAMME DE BIFURCATIONS

Dans ce chapitre on valide numériquement les résultats théoriques, en compa

rant notre prévision théorique du diagramme de bifurcations avec le diagramme

de bifurcations numérique. On présente aussi les portraits de phase des champs

de vecteurs pour des choix de paramètres spécialement intéressants. Les dia

grammes de bifurcations pour les valeurs 6, —3.5, —4. —5 de 3 sont calculés 1111-

mériquement. La raisoil principale pour laquelle les simulations numériques sont

effectuées est pour calculer la courbe de bifurcation de boucle homoclinique. Ce

calcul est difficile car la boucle homoclinique est un comportement global. Les

valeurs —3.5, —4, —5 de 3 sont choisies pour calculer la courbe de la bifurcation

de boucle homoclillique avant la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension

3 ((a, 3, ) = (—4,8, à cette bifurcation, et après cette bifurcation. Les dia

grammes de bifurcations sont calculés à l’aide de XPPAUTO qui contient le code

de AUTO pour calculer les surfaces de bifurcation. Les courbes de bifurcation cal

culées à l’aide de XPPAUTO sont la courbe de la bifurcation de Hopf et celle de

la bifurcation de boucle homoclinique. La boucle homoclinique est calculée en

suivant dans l’espace des paramètres une solution périodiqile de grande période.

Les représentations des champs de vectellrs ont été calculées à l’aide du sol

veur ode45 de MATLA3. La représentation des champs de vecteurs est faite en

solutionnant numériquement le système pour des valeurs initiales sur un réseau
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du plan. Les solutions sont calculées pour un intervalle de temps positif et néga

tif. Les périodes du réseau et les intervalles de temps sont choisis de telle sorte

que le flot du système soit facile à visualiser. Les cercles sur le portrait de phase

représentent les points singuliers.

Four toutes les simulations numériques on fixe le paramètre p à

p
=

(3.0.1)

Ce choix est basé sur le fait que lorsque la valeur de p s’approche de 1 ou pius

grand, le champ de vecteurs est presque singulier dans une région. Ceci rend

le calcul numérique difficile car dans un champ de vecteurs singulier la période

d’un cycle limite est beacoup plus grande. Donc, pour maintenir le problème

relativement simple numériquement on choisit un petit p pour obtenir des cycles

limites avec une période raisonnable.

Four chaque valeur de /3 on donne le diagramme de bifurcations numérique.

Sur le diagramme on identifie des points, notés a, b, c, etc., correspondant à

des valeurs des paramètres pour lesquelles on fait tracer le portrait de phase.

On donne un tableau avec les paramètres associés à chaque point et on décrit

le type de chaque point singulier. La colonne du tableau avec l’entête (1, 0)’

réfère au point singulier (1, 0). L’entête ‘p.s. à gauche’ et ‘p.s. à droite’ représente

le point singulier situé dans le premier quadrant qui est à gauche et à droite

respectivement. La dernière colonne donne le nom de la figure qui représente le

portrait de phase du champ de vecteurs.
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3.1. LEcAs/3=6

Le diagramme de bifurcations numérique (figure 3.1) a sa bifurcation de Hopf

(?-) calculée à l’aide de XPPAUTO et la surface 8 calculée à l’aide de MATLAB car

il s’agit d’une surface analytique.

fIG. 3.1. Diagramme de bifurcations numérique (3 = 6).

Le tableau 3.1 donne une description des points choisis dans la figure 3.1 dont

on donne le portrait de phase.

c (1, 0) autre point singulier figure

a 40 0.004 point de selle foyer attractif 3.2(a)

b 80 0.008 point de selle foyer répulsif 3.2(b)

c 120 0.0012 point de selle n’existe pas 3.2(c)

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Œ

TAB. 3.1. Description de certains champs de vecteurs (/3 6).
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Le champ de vecteurs de la figure 3.2(a) a un point singulier dans le premier

quadrant. Ce point est attractif et, numériquement, semble être globalement at

tractif. Les deux points singuliers sur les axes sont des points de selle. La figure

3.2(b) représente le champ de vecteurs une fois que les paramètres ont traversé

la courbe de la bifurcation de Hopf. Le point singulier dans le premier quadrant

devient instable et un cycle limite stable se forme : la bifurcation de Hopf est

super-critique. Numériquement, le cycle limite est globalement attractif. La fi

gure 3.2(c) représente le champ de vecteurs une fois que le point singulier sort du

premier quadrant. Le point de selle (1, 0) devient un noeud attractif et il devient

globalement attractif dans le premier quadrant.



3.2. LE CAS /3 —3.5

Le cas j3 —3.5 a une dynamique plus riche que 3 = 6 car il y a la possibilité

de deux points singuliers dans le premier quadrant. Pour le diagramme de bifur

cations numérique (figure 3.3(a)) les surfaces S et Sd sont calculées à l’aide de

MATLAB car elles sont analytiques et connues. La courbe de la bifurcation de Hopf

(‘N) et la courbe de la bifurcation de boucle homoclinique (B?) sont calculées

87

09

06

07

06

0_5

0.4

03

02

01

0’606

3.2(b) un cycle limite3.2(a) aucun cycle limite

3.2(c) aucun cycle limite

fIG. 3.2. Certains champs de vecteurs (3 = 6).



3.3(a) Diagramme de bifurcations numérique (t3 = —3.5).
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cL

160

6 7-z
----Si ——137-(

8m

—

3.3(b) Diagramme de bifurcations lorsque —4 < /3 < —3.

fIG. 3.3. Diagramme de bifurcations (3 = —3.5) numérique et topologique.

à l’aide de XPPAUTO. On donne le diagramme de bifurcations topologique (figure

3.3(b)) car le diagramme de bifurcations numérique est difficile à visualiser.
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0.0125

0.0124

0.0124

0.0123 -

0.0123

0.01 22

I r I

83.55 83.6 83.65 83.7 83.75 83.8 83.85 83.9 83.95
Cf

FIG. 3.4. Élargissement du diagramme de bifurcations numériqile

(i3 = —3.5).

La figure 3.4 est un élargissement du diagramme de bifurcations numérique

(figure 3.3(a)). L’élargissement illustre le comportement de la courbe de bifurca

tion de boucle homoclinique. On trouve le comportement prédit par Coutu [Cl.
La figure 3.5 est u élargissement du diagramme de bifurcations numérique à l’en

droit où les valeurs particulières des paramètres ont été choisies. Le tableau 3.2

décrit les paramètres choisis pour 3 = —3.5 et le comportement local des points

singuliers.

Ici on prend des points dans l’espace des paramètres avec c, /3, p fixés, où c =

90.9751, et on varie 6. Si S = 0.0113 (figure 3.6(a)) on a un cycle limite attractif,

avec seulement un point singulier clans le premier quadrant. Lorsque le paramètre

6 traverse la surface Si il y a un nouveau point singulier dans le quadrant (voir

la figure 3.6(b)). Celui ci est un point de selle et le point singulier (1, 0) devient



0.0114

0.0114

0.0114

0.0113

0.0113

0.0113

0.0113 I
I I

90.88 90.9 90.92 90.94 90.96 90.98 91 91.02 91.04 91.06 91.08

90

fIG. 3.5. Élargissement du diagramme de bifurcations numérique

(/3 = —3.5).

c 6 (1, 0) p.s. à gauche p.s. à droite figure

a 90.9751 0.0113 point de selle foyer répulsif n’existe pas 3.6(a)

b 90.9751 0.01132 noeud attractif foyer répusiif point de selle 3.6(b)

c 90.9751 0.0113315 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.6(c)

d 90.9751 0.01135 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.6(d)

e 90.9751 0.0113545 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.6(e)
TAB. 3.2. Description de certains champs de vecteurs (/3 = —3.5).

attractif. On remarque que le nouveau point singulier est proche du cycle limite.

Lorsque 6 = 0.0113315 on remarque que l’on est sur la courbe de bifurcation de

boucle homoclinique. Le cycle limite a disparu dans la boucle homoclinique. La

figure 3.6(c) tracée par XPPAUTO montre la boucle homoclinique. Si on augmente

j I j I I I l

xc

b
X
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le paramètre , la boucle homoclinique et le cycle disparaissent et on obtient la

figure 3.6(d). C’est-à-dire on perd le cycle et toutes les solutions convergent vers

le point singulier (1, 0). Si on augmente on devrait éventuellement retrouver le

cycle limite car on a prédit théoriquement qu’un cycle limite doit être présent

pour que le cycle disparaisse dans une autre bifurcation de Hopf. On a en effet

une courbe calculée par XPPAUTO qui prédit numériquement une deuxième courbe

de bifurcation de boucle homoclinique avant la bifurcation de Hopf. Donc, lorsque

S 0.0113545 on a la boucle homoclinique, permettant la naissance d’un cycle

limite (voir la figure 3.6(e)). On remarque que les portraits de phase ressemblent

à ceux que l’on observe dans les perturbations singulières. La section suivante

explore cette remarque.
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01

001

3.6(d) aucun cycle limite

3.6(e) une boucle homoclinique

FIG. 3.6. Certains champs de vecteurs 8 = —3.5).
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3.6(a) un cycle limite 3.6(b) un cycle limite

3.6(c) une boucle homoclinique

DB 06
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3.3. CONDITION D’EXISTENCE DE LA BOUCLE HOMOCLINIQUE DANS

LE CAS LIMITE DE PERTURBATION SINGULIÈRE

Lorsqu’on a des paramètres tels que le champ de vecteurs est près du cas limite

d’une perturbation singulière il est possible d’obtenir une condition algébrique

approximant la condition de l’existence d’une boucle homoclinique. On dit que

notre famille de champ de vecteurs est une perturbation singulière s’il est de la

forme suivante

yx2
x = px(l — x) —

__________

cx2 + /3x + 1

= E(x, c,
, 6)y

(3.3.1)

où e(x,o,/3,6) est très petit pour x E (a—71,b+72) où ‘y’ (O,a) et 72 est assez

grand, et a et b sont définis dans la figure 3.7. Ceci signifie que loin de l’isocline

± = O le champ de vecteurs est presque horizontal comme observé sur la figure

3.9(b). Si on suppose en plus l’existence d’un cycle limite, il suit que le point

y

Ymax

Ymin

FIG. 3.7. Isocline ± = O.

siilgulier qu’il entoure a son abscisse à l’intérieur de l’intervalle (Xmin, Xmax). Le

cycle limite (oscillation de relaxation) a presque toujours la forme suivante (voir

la figure 3.8)

I— ±oI

a
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y I-

Ymax
/

/
/

/
/

TflZfl

a Xmin Xmax b ‘

FIG. 3.8. Cycle limite d’un champ de vecteurs dans le cas limite

de perturbation singulière.

(1) Le cycle limite passe par le point (xj, yj) et se dirige avec très peu de

changement vertical vers le point (b,

(2) À partir du point (b, yrnin) il suit l’isocline ± = O jusqu’au point (Xmax, Yrnax)

(3) Du point (Xmax, Yrnax) il se dirige vers le point (a, avec très peu de

changement vertical.

(4) Finalement le cycle suit encore l’isocline ± O vers le point de départ

Xmjn, Ymin

Lorsqu’un nouveau point singulier entre dans le premier quadrant il passe par le

colnoeud (1, 0). Le nouveau point singulier est un point de selle et suit l’isocline

± = O. Si le champ de vecteurs est singulier et le point de selle est (b, ymjn), on a

une boucle homoclinique. À partir de ce raisonnement on déduit la Proposition

3.3.1.

Proposition 3.3.1. Si te champ de vecteurs est une perturbation singulière (voir

(3.3.1)) et qu’on a une boucle homoctinique à ta limite (lorsque e(x, c, 3, 6) — O)

te point de selle est (b, yrnin)

Il est donc possible d’utiliser la Proposition 3.3.1 pour approximer la courbe

de bifurcation de boucle homoclinique dans l’espace des paramètres.



95

Proposition 3.3.2. Si te champ de vecteurs est une perturbation singulière (voir

(3.3.1)) et il existe une boucle homoctinique, ators à ta limite (tors que e(x, o, t, 6) —*

O) tes paramètres satisfont H(o, /3, 6) 0 où

/3 6) = (6 + 2a5b + 2c5 + 2c4b + + 4/32)S3

+ (2c2/33 — 2c5 — 18a4 — 2c/3 — 16Œ3/3 + 2/323 — 2/32o2)62 (3.3.2)

+(c4+323 + 16c2/3— 2/32c2+/34)6_ 16c2.

DÉMONSTRATION. La première étape est de trouver le minimum local (Xrn, yrnin)

de l’isocline ± = 0. L’équation de isocline est

y(x) = (l — x)(cx2 + /3x + 1)
(3.3.3)

et sa dérivée est

y’(x)
—p(cx3 + ù)x2 + 1)

(3.3.4)

Donc Xmjn est une racine de n(x) = O où

n(x) = ax3 + (/3 — )x2 + 1. (3.3.5)

Soit (xo, yo) le point de selle, ce qui implique f(xo) O (voir (2.3.1)), où

f(x) = —x2 + 6x2 + 6/3x +6. (3.3.6)

Lorsque d(xmjn, xo) = y(Xmjn) — y(xo) = O on a la condition requise pour obtenir

la boucle homoclillique. Donc,

d(xm,n,xo)
= p(xo — — xmjnxo + [3x0x1,1 + €XmjnX + 1)(33_)

xmjnxo

et vu que xmjn x0 on a que d(x,,1,xo) = O si et seulement si

m(xmjn, xo) = — + [3xoxmjn + XmjnX + 1
(3.3.8)

=0.
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À l’aide du résultant on obtient en fonction de Xmjn la condition pour que x0 soit

une racine de m(xj, xo) = O et f(xo) = O, si

résultant(m(xmjn, x0), f(xo), x0) = resi(xmjn). (3.3.9)

De façon semblable on obtient que Xmjn est une racine de n(x) = O et resi(xmjn) =

0,

résultant(resi(xmjn), fl(Xmin) , Xmin) a2H(a /3, S)P(o, /3, 5). (3.3.10)

Le polynôme P(a, /3, 5) = O représente la trace nulle à un point singulier (voir

(2.3.9)). Le polynôme H(, /3, 6) = O représente la condition nécessaire pour l’exis

tence de la boucle homoclinique. En effet dans notre calcul rien n’exclut que

X0 = Xmjn, auquel cas m(xmjn) = O correspond à une bifurcation de Hopf en ce

point. E

On donne deux exemples de champs de vecteurs dont les paramètres sont donnés

dans le tableau 3.3. La figure 3.9(a) est un champ de vectellrs qui semble être

/3 6 p figure

—3.5 90.9751 0.0113545 3.9(a)

—3.5 90.9751 0.01134173 50 3.9(b)
TAB. 3.3. Paramètres desexemp1es de champs de vecteurs.

singulier mais il est évident que ce n’est pas le cas lorsqu’on observe l’isocline

± = O superposé avec les solutions. La figure 3.9(b) est un champ de vecteurs

singulier. Si on y évalue H(, /3, 5) en (, /3, 6) (90.9751, —3.5, 0.01134173) on

obtient que la condition nécessaire H(û, /3, 6) = O est satisfaite.
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>.

3.9(a) champ de vecteurs qui n’a pas de perturbation singulière

1000

500

o

3.9(b) champ de vecteurs de perturbation singulière

FIG. 3.9. Exemples de champs de vecteurs.

X

— —

— Isocline x=oI

0.2 04 06 0.6



98

3.4. LE CAS 3 —4

Dans le diagramme de bifurcations numérique 3 = —4 on retrouve le centre

organisateur du système, la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3

en ci 8, 6 = . Les courbes de bifurcation sont calculées encore une fois à

l’aide de XPPAUTO et MATLAB (voir la figure 3.10(a)). La figure du diagramme de

bifurcations numérique est difficile à interpréter donc on donne aussi le diagramme

de bifurcations topologique (voir la figure 3.10(b)). On remarque, comme prédit

par Coutu [C], que la courbe de la bifurcation de Hopf et celle de la boucle

homoclinique rejoignent le centre organisateur. La figure 3.11 est un élargissement

du diagramme de bifurcations numérique (figure 3.10(a)). Le tableau 3.4 donne

les valeurs des paramètres utilisées pour tracer les portraits de phase des champs

de vecteurs, ainsi que le type local de chaque point singulier. La figure 3.12(a)

6 (1,0) p.s. à gauche p.s. à droite figure

a 9.7 0.16 point de selle foyer attractif point de selle 3.12(a)

b 13 0.16 noeud attractif n’existe pas n’existe pas 3.12(b)

c 11 0.11 point de selle foyer attractif n’existe pas 3.12(c)

d 14.5 0.094 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.12(d)

e 14.6 0.09 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.12(e)

f 14.97 0.08895 noeud attractif foyer répulsif point de selle 3.12(f)
TAB. 3.4. Description de certains champs de vecteurs (3 = —4).

représente un champ de vecteurs lorsque les paramètres sont situés entre S et 8d

et qu’il n’y a pas de cycle limite. On a donc deux points singuliers dans le premier

quadrant. Dans la figure 3.12(b) les paramètres sont au dessus de la surface 8d et

il n’y a pas de point singulier dans le premier quadrant. Numériquement le point

singulier (1, 0) est globalement stable. Dans la figure 3.12(c) les paramètres sont

sous la surface S, il y a seulement un point singulier dans le premier quadrant

qui numériquement semble globalement stable. La figure 3.12(d) représente ce
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s

3.10(a) Diagramme de bifurcations numérique (3 = —4)

Œ

140

3.10(b) Diagramme de bifurcations lorsque /3 = —4.

FIG. 3.10. Diagramme de bifurcations (3 = —4) numérique et topologique.

qui se produit au dessus de la courbe de bifurcation de boucle homoclinique.
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0.17

0.16

0.15

0.14

0.13

.o 0.12

0.11

0.7

0.09

0.08

Le point singulier (1, 0) semble globalement asymptotiquement stable. La figure

3.12(e) représente le champ de vecteurs au dessous de la courbe de bifurcation de

boucle homoclinique. La figure 3.12(f) représente le champ de vecteurs lorsque

les paramètres sont sur la courbe de la bifurcation de boucle homoclinique. Avant

de passer au cas /3 = —5 on explique comment calculer numériquement la boucle

homoclinique de codimension 2 de notre modèle.

9 10 11 12 13 14 15 16
cL

FIG. 3.11. Élargissement du diagramme de bifurcations numérique

(/3=—4).
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000

002
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‘o’

3.12(a) aucun cycle limite 3.12(b) aucun cycle limite

3.12(c) aucun cycle limite 3.12(d) aucun cycle limite

3.12(e) un cycle limite

0 02 04 0-0

3.12(f) une boucle bomoclinique

FIG. 3.12. Certains champs de vecteurs (/3 = —4).
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3.5. CALCUL DE LA BOUCLE HOMOCLINIQUE DE CODIMENSION 2

Dans un voisinage de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 il

existe une courbe de paramètres où il y a ue boucle homoclinique de codimension

2. On a déterminé que pour chaque 3 e (—6, —4) fixé il existe un point dans

l’espace des paramètres tel qu’on a une bifurcation de Hopf de codimension 2

(h2). À partir de 7-i2 la théorie prédit qu’une courbe de bifurcation débute à ce

point, c’est la courbe de bifurcation de double cycles (DC), (i.e. les deux cycles

limites sont confondus). Ceci vient du fait que l’on a un déploiement complet de

la bifurcation de Hopf de codimension 2. On sait que lorsque les paramètres sont

proches de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 il existe un point

dans l’espace des paramètres où on a une bifurcation de boucle homoclinique de

codimension 2 (B7-t2). La courbe DC se termine au point de bifurcation 57i2. On

rapelle que l’on a déterminé le comportement dans l’espace des paramètres de

?12. Le point 2 existe lorsque /3 E (—6, —4) et le paramètre û est déterminé par

û72(/3)

= /3+6
(3.5.1)

Il est difficile de trouver une telle condition pour B7i2 à cause du phénomène

global de la bifurcation de boucle homoclinique. Par contre, la condition pour

déterminer une boucle homoclinique de codimension 2 lorsque une boucle ho

moclinique existe est locale : la trace du point de selle doit être nulle. Soit

(cB72(/3, p), N2(/3, p)) les coordonnées de B?-t2 dans l’espace des paramètres,

on a donc

= 0. (3.5.2)

Proposition 3.5.1. Lors q’ie /3 < —4 et p sont fixés, te point 5H2 dans t’espace

des paramètres est tel que

= 1— /3 < ûl3?2(/3.p) (3.5.3)



103

DÉMONSTRATION. La branche de solution de P(c,,B,à) = O (voir (2.3.9)) qui

représente la trace nulle du point de selle tend à l’infini lorsque a tend vers

cv°°=1/3. D

Conjecture 3.5.1. Lorsque 3 < —4 et p sont fixés, te point B7-t2 dans t’espace

des paramètres est tel que

/3 <2(/3,p) <a*
= /33+/32

(3.5.4)

On peut illustrer la conjecture à l’aide de la figure 3.13. La courbe P8 repré

sente un point de selle dans le premier quadrant lorsque la trace de son linéarisé

est nul. La courbe ?i est celle de la bifllrcation de Hopf. Les deux courbes P8 et

7t sont deux des trois branches de solutions de P(c,t3,ô) = O (voir (2.3.9)). On

a les données suivantes pour 7i2 et (ce, *)

* *
(t33+,32 /3—2

@ (a), (/3)) = /3-2 ‘/3(/3 + 1)(/3 +2)
(3.5.5)

(2(/3),2(5))
= (/36,2(/3)).

Il est possible de calculer numériquement le point B7-t2 de la façon suivante.

On calcule premièrement la courbe de bifurcation de boucle homoclinique avec

l37-t2

8m

P8 ——

“C

N2 c*

FIG. 3.13. Diagramme des courbes P8, fl et BN.
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3 137- 72
4

—4 1 1681 4.2025 8.5055 ‘ 8 5428 i 8 8474400 6100 190

—5 = 6.25 13.7771 14.2857 25

—6 9 20.8609 22.5 n’existe pas

—10 25 62.6862 75 n’existe pas
TAB. 3.5. Calculs numériques de B’H2.

XPPAUTO. À partir des paramètres de cette courbe on calcule le point sur cette

courbe qui minimise la valeur absolue de la trace du linéarisé du point de selle. Ce

point dans l’espace des paramètres est celui qu’on nomme B712. Pour différentes

valeurs de 3 on a déterminé la position du point B?i2. Le tableau 3.5 donne

les résultats numériques. À partir de ces résultats on peut déduire la Conjecture

3.5.2.

Conjecture 3.5.2. Lorsque p fiXe, te po2nt B7(2 dans t’espace des paramètres

avec coordonnées (c152(/3, p), t372(/3, p)) est tet que 137i2(/3. p) — 00 lorsque 3 —*

-00.

3.6. LE CAS t = —5

Dans ce cas il est important de remarquer que la courbe de bifurcation de

boucle homoclinique (B7) croise la courbe de la bifurcation de Hopf (?-t). Une

courbe de bifurcation qu’on n’a pas calculé est la courbe de double cycle (DC) de la

bifurcation de Hopf de codirnension 2. Mais on sait approximativement où elle est

située car on est capable de trouver deux cycles limites. On donne le diagramme

de bifurcations numérique (figure 3.14(a)) calculé avec XPPAUTU mais comme, il

est difficile d’observer les différentes courbes, on donne aussi le diagramme de

bifurcations topologique (figure 3.14(b)). La figure 3.15 est un agrandissement

du diagramme de bifurcations où des valeurs intéressantes des paramètres sont

choisies. Le tableau 3.6 donne la liste des paramètres choisis pour la figure 3.15.



3.14(a) Diagramme de bifurcations numérique (/ = —5).

105

8d

----Si ——B1-
•‘• Sm Dc

3.14(b) Diagramme de bifurcations lorsque J21 /3 < —4.

FIG. 3.14. Diagramme de bifurcations (j3 = —5) numérique et topologique.

La figure 3.16(a) est une boucle homoclinique répulsive et pour bien illustrer

le champ de vecteurs on a calculé les solutions dans un intervalle de temps négatif.

0 20 40 60 80 700 120 140 760
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FIG. 3.15. Élargissement du diagramme de bifurcations numériqile

(/3=—5).

6 (1, 0) p.s. à gauche p.s. à droite figure

a 14.475945 0.112705 noeud attractif foyer attractif point de selle 3.16(a)

b 14.4 0.1142 noeud attractif foyer attractif point de selle 3.16(b)

e 16 0.09138 noeud attractif foyer attractif point de selle 3.16(c)
TAB. 3.6. Description de certains champs de vecteurs (/3 = —5).

De cette façon on observe bien la boucle homoclinique. Dans le champ de vecteurs

représenté par la figure 3.16(b) on a un cycle limite répulsif. Ceci est évident car les

solutions avec condition initiale à l’intérieur du cycle limite convergent vers le foyer

attractif. Si les conditions initiales sont à l’extérieur du cycle limite, les solutions

spiralent pour finalement coiiverger vers le point singulier (1,0). La dernière figure

3.16(c) présente deux cycles limites. Le cycle limite intérieur est répulsif car les

solutions avec valeur initiale à l’intérieur du cycle limite convergent, vers le foyer

ct

14.5 15 15.5 16 16.5 17
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attractif. Les solutions à l’extérieur du cycle intérieur répulsif s’accumulent sur le

cycle limite extérieur.

005

002

001

007

005

003

002

00I

02 04 00 08 I

3.16(a) une boucle homodlinique

06 00

3.16(b) un cycle limite

3.16(c) deux cycles limites

f ic. 3.16. Quelques champs de vecteurs (3 —5).



Chapitre 4

DIAGRAMMES DE BIFURCATIONS ET

INTERPR1TATION BIOLOGIQUE

Dans les premières sections de ce chapitre on donne les diagrammes de bifur

cations. Une partie des diagrammes de bifurcations est conjecturées à partir des

résultats obtenus. Les diagrammes on été initialement conjecturés par Coutu [C]

et sont rectifiés à partir de l’information obtenue dans l’étude de la bifurcation de

Hopf. On donne ensuite une interprétation biologique du système, en répondant

aux questions de Bazykin IBA] énoncées dans le premier chapitre.



4.1. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE /3 O

I

si
71

j:: !1-
7

FiG. 4.1. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

Le cas /3 > O n’a pas été étudié par Coutu mais à l’aide de ses calculs et des

calculs de la bifurcation de Hopf on obtient le diagramme de bifurcations de la

figure 4.1. On sait que la courbe de la bifurcation de Hopf (7) et la courbe S

du col-noeud attractif ne peuvent pas s’intersecter. On peut alors déduire que

lorsque /3> 0 et c — œ les branches de la bifurcation de Hopf tendent vers l’axe

c car S tend vers l’axe c lorsque c —* oc.

109

s

II
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4.2. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —2 <0 <0

I

1S::;
— — j —

7-t s1

FIG. 4.2. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

—2<0<0.

Le cas —2 < /3 < 0 ne diffère presque pas du cas /3 0 sauf dans une restriction

sur les paramètres la restriction garantissant que la fonction de réponse soit bien

définie pour le premier quadrant. Cette restriction étant donnée par la courbe 8m,

on considère seulement les paramètres à la droite de la courbe 8m•

s si
7-if

Sm

II



FIG. 4.3. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

/3=—2.

Le cas /3 = —2 est différent du cas —2 <t3 < O seulement sur S. car nous avons

un point triple en (1, 0). En effet la courbe 8 et la courbe 8d sont confondues,

donc il y a l’existence d’un point triple en (1, 0), qui est attractif.

111

4.3. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE / = —2

6

II

I

___

7-1f

Srn

•17
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Dans le cas —3 < < —2 il y a l’introduction de la nouvelle courbe (Sd),

qui représente un point double dans le premier quadrant, i.e. une bifurcation de

colnoeud attractif. Il n’y a pas d’intersection de la courbe et S donc il n’y

a pas de bifurcation de Hopf en même temps que deux point singuliers dans le

premier quadrant. Ceci implique qu’il semble pas y avoir de boucle homoclinique,

ni de cycle limite lorsqu’on a 2 points singuliers.

4.4. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —3 <6 < —2

FIG. 4.4. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour
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4.5. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —4 <3 < —3

FIG. 4.5. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

—4<<—3.
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Dans le cas —4 < /3 < —3 on a une intersection entre 3i et S. Cette intersec

tion est donnée par

(/31)(/323/31)
(4.5.1)

/3+3

ce qui implique que l’on a une nouvelle région où il y a un cycle limite et deux

points singuliers dans le premier quadrant. On remarque que le point d’intersec

tion vient de l’infini lorsque /3 = —3. La théorie de la bifurcation de Bogdanov

Takens prédit une courbe de paramètres de bifurcation de boucle homoclinique

près de /3 = —4. Ce qui nous mène à poser la question pour quelles valeurs de

/3 < —4 perd-on la courbe de bifurcation de boucle homoclinique? Cette question

posée par Coutu jC] reste ouverte. Numériquement on est capable de calculer

cette courbe de bifurcation pour /3 —3.5. On conjecture que la courbe en forme

de ‘c’ tend vers l’infini lorsque /3 — —3 (i.e. son point extremum à gauche passe

à l’infini par /3 = —3). Ceci vient du fait que la région où la boucle homocliriique

peut exister disparait lorsque /3 = —3.
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4.6. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE / = —4

FIG. 4.6. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

/3=-4.
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Le diagramme de bifurcations suivant est le plus important car il contient

le centre organisateur du système (C). On a la bifurcation de Bogdanov-Takens

de codimension 3 en c = 8, /3 —4 et S = dont le déploiement apparaît à

la figure 1.9. Donc les surfaces 7-e, B?-, DC de même que les courbes ?-(2, B2

et ?i n B7( rejoignent le centre organisateur. Comment ceci se voit-il dans les

tranches? On a que 4 + /3. Donc les tranches /3 constantes correspondent à

des tranches 2 collstantes. Si l’on regarde la tranche 1u2 = O elle nous prédit qu’on

doit voir les courbes 7 et Z3 qui rejoignent la bifurcation de Bogdanov-Takens

de codimension 3. C’est ce qu’on voit sur la tranche /3 = —4 : en effet dans ce cas

on a calculé numériquement la courbe B7-(. De même pour les tranches I-2 < O

(resp. t2 > O) qui correspondent à /3 < —4 (resp. /3> —4).
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4.7. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE fiS12 <fi < 4

Le cas /3S12 < /3 < —4 est l’un des diagrammes de bifurcations avec la

dynamique la plus riche. On a que la courbe de la bifurcation de Hopf (?-) tend

vers l’infini en 6 lorsque c —* Ç. Ce qui force également la bifurcation de boucle

homoclinique (B?-) à être présente entre S et 7i. En effet on ne doit plus avoir de

cycle sur 8d• Sinon ceci impliquerait une contradiction du théorème de réduction

FIG. 4.7. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné

riques pour /3Sifl72 </3 < —4.



bifurcations pour /3812 </3 < 4.

de la variété centre. On donne l’énoncé de ce théorème, plus spécifiquement la

118

FIG. 4.8. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors des

version de oitaivili.
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Théorème 4.7.1. [AVI] Soit v(x, À) une famille de champs de vecteurs en À

W de classe CT où r > 2. Soit x0 un point singulier en À = À0 pour tequet te

tinéarisé du champ de vecteurs évalué à x0 en À À0 est

(4.7.1)

3+) est une matrice carrée avec valeurs propres à parties

négatives, positives). Le champ de vecteurs v(x, À) a ta forme

= B°+o(,y,z F(,y,z,À)

= B_y + o(, y, z) (4.7.2)

= Bz + o(, y, z).

On ajoute l’équation ,S = O. Il existe un voisinage de x0 et un voisinage de À0

sur lequel la variété centre est donné par

(y,z) = (k1(,À),k2(,À)) (4.7.3)

où k1 et k2 sont de classe CT, et le champ de vecteurs (.7.2) est topologi que-

ment équivalent à

F(, k, À), k2(, À), À)

=

ce qui décrit la bifurcation générique du point double. Dans notre cas, pour

obtenir le point double, le point singulier à gauche doit être un noeud répulsif

et le point singillier de droite doit être un point de selle. La courbe B?- doit

où 3° (resp. 3,

réelles nulles (resp.

suivante

(4.7.4)

=z.

Si ou applique le théorème, le système est topologiquement équivalent à

(4.7.5)
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être présente entre 8d et 8 pour que le diagramme de bifurcations se recolle.

Par exemple, la région VIII a un cycle limite et par le théorème de oitavili

il doit exister une région II saris cycle limite avant la courbe de bifurcation 8d•

Numériquement il semble que BN tende vers l’infini lorsque o —* Ç (8m).

On peut appliquer les calculs faits sur la bifurcation de Hopf pour déterminer

la position de la bifurcation de Hopf de codimension 2 (N2) ceci se produit à

l’intersection de la courbe (N) avec

=

(4.7.6)

Les calculs effectués pour la bifurcation de Hopf donnent le déploiement de la

bifurcation de Hopf de codimension 2, donc il existe une courbe de double cycle

(DC). On sait que la courbe (DC) se termine à la bifurcation de boucle homocli

nique de codimension 2 (BN2) pour 3 près de —4. Ceci vient du déploiement de

la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3. On conjecture que cela se

produit encore quand /3 décroît. Le point BN2 dans le diagramme de bifurcations

existe près de /3 = —4 par la théorie de la bifurcation de Bogdanov-Takens de

codimension 3. L’existence de la courbe DC assez loin de N2 est validée numéri

quement. De plus on a donné (voir la section 3.3) des calculs numériques pour la

position de BN2 et une conjecture de sa position.
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4.8. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE /3 /3912

------

----si ——i37-

5m ——— DC

Le cas 3 = /312 change peu topologiquement du cas /312 < /3 < 4. Le

point (N2) est sur la courbe S (N2 se déplace de gauche à droite sur N). On

conjecture pour ce diagramme de bifurcations que la courbe de double cycle (DC)

commence a N2 et se termine à N2.

FIG. 4.9. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné

riques pour /3 /3S1fl32
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z

- p p

f ic. 4.10. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors

des bifurcations pour /3812
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Sd

----Si ——Î37-i

Sm —VC

FIG. 4.11. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné

riques pour —6 < 3 </3S1fl72

Le cas —6 < /3 < /3.912 diffère du cas /3 = en ce que la bifurcation

de Hopf de codimension 2 (7-2) est rendue sous de la surface S. Ceci implique

que maintenant il est possible d’avoir deux cycles limites avec seulement un point

singulier dans le premier quadrant. Donc on a une nouvelle région de paramètres.

On utilise la même conjecture pour la courbe de double cycle (DC) que dans les

4.9. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —6 </3 </3S;2

6
I

VI

VII VIII Ix

cas précédents.
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FIG. 4.12. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors

des bifurcations pour —6 < 3 <
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4.10. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE /3 < —6

FIG. 4.13. Diagramme de bifurcations et portraits de phase gén&

riques pour /3 —6.

On donne le dernier ca.s des diagrammes de bifurcations, soit /3 < —6. La

bifurcation de Hopf de codirnension 2 (‘H2) passe à l’infini lorsque /3 —* —6 ce qui

est évident puisque sa position dans l’espace des paramètres est donnée par

H2(/3)

/3±6’

I
8d

----Si ——B7-
5m VC

VI

vu’

(4.10.1)
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On conjecture que la courbe de double cycle (DC) existe et débute à la bifurcation

de boucle homoclinique de codimension 2 (B7i2) et se termine à l’infini comme

représentée dans le diagramme de bifurcations.
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FIG. 4.14. Diagramme de bifurcations et portrait de phase lors des

bifurcations pour < —6.
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4.11. INTERPRÉTATION BIOLOGIQUE

On donne une interprétation biologique du système en répondant aux ques

tions enoncées par Bazykin [BA], qu’on redonne ici

(1) De quelle façon le modèle biologique se comporte t-il lorque qu’il n’y a

pas d’influence externe? Quelles sortes de régimes existent (stationnaire,

périodique, chaotique)?

(2) De quelle manière le comportement du modèle biologique dépend-il des

conditions initiales?

(3) De quelle façon le modèle réagit-il aux influences environnementales? Quel

est l’effet d’une perturbation instantanée sur le modèle (par exemple, un

changement de position dans le portrait de phase)? Quel est l’effet d’une

influence permanente sur le modèle (par exemple, un changement des pa

ramètres)?

4.15(a)

FIG. 4.15. Champs de vecteurs de type A {REP}.

On répond à la première et deuxième question, avec l’analyse des régions

ouvertes du diagramme de bifurcations. On étudie les régions ouvertes car le

champ de vecteurs ne changera pas topologiquement après une petite perturbation

des paramètres (il sera structurellement stable). Les régimes sont définis pour des

conditions initiales qui ne font pas partie ni d’une variété stable, ni d’une variété

instable, ni d’un cycle limite instable, ce qui implique qu’avec un petit changement

4.15(b)



129

.,ç
FIG. 4.16. Champ de vecteurs de type Q = {REM}.

FIG. 4.17. Champ de vecteurs de type O {RO}.

FIG. 4.18. Champs de vecteurs de type E {REM,REP}.

FIG. 4.19. Champ de vecteurs de type T = {RO, REP}.

des conditions initiales le régime final est le même. Il y trois types de régime final

4.18(a) 4.18(b)

qu’un champ de vecteurs peut posséder
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fIG. 4.20. Champ de vecteurs de type ‘I’ {RO, REM}.

FIG. 4.2 1. Champ de vecteurs de type 1 = {RO, REM, REP}.

REP: (Régime avec Extinction des Prédateurs) Un régime où il existe un

ouvert de conditions initiales pour lesquelles la population des prédateurs

s’éteint et la population des proies atteint un équilibre.

REM: (Régime avec d’Equilibre Mixte) Un régime où il existe un ouvert

de conditions initiales pour lesquelles les populations de prédateurs et de

proies tendent tous deux vers une position d’équilibre stable.

RO: (Régime Oscillatoire) Un régime où il existe un ouvert de conditions

initiales pour lesquelles les populations de prédateurs et de proies tendent

vers un régime oscillatoire stable (cycle limite stable).

Chaque champ de vecteurs générique (i.e. avec ses paramètres dans une des ré

gions ouvertes du diagramme de bifurcations) possède un ou plusieurs des régimes

finaux décrits ci-dessus. Il existe sept combinaisons de régimes finaux qu’un champ

de vecteurs possède

A = {REP}: Il y a deux possibilités de portraits de phase avec ce régime

final. Voir la figure 4.15.
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= {REM}: Il y a une possibilité de portrait de phase avec ce régime final.

Voir la figure 4.16.

e = {RO}: Il y a une possibilité de portrait de phase avec ce régime final.

Voir la figure 4.17.

E {REM, REP}: Il y a deux possibilités de portraits de phase avec un

de ces deux régimes finaux. Voir la figure 4.1$.

T = {RO, REP}: Il y a une possibilité de portrait de phase avec un de ces

deux régimes finaux. Voir la figure 4.19.

= {RO, REM}: Il y a une posibilité de portrait de phase avec un de ces

deux régimes finaux. Voir la figure 4.20.

= {RO, RE]’vi, REP}: Il y a une posibilité de portrait de phase avec un

de ces trois régimes finaux. Voir la figure 4.21.

On trouve une description de chaque régime et plus de détails par Coutu [C]. On

peut voir quel portrait de phase on obtient pour le système avec les paramètres

dans les régions ouvertes des diagrammes de bifurcations, ce qui répond à la

première questioll. À partir des portraits de phase donnés, on peut déterminer

quelle sorte de régime le système possède en fonction des conditions initiales, ce

qui répond à la deuxième question. Ceci répond aussi à la troisième question

car l’effet d’une perturbation instantanée sur le système est un changement de

position dans le portrait de phase qui est e effet un changement de condition

initiale. Pour la deuxième partie de la troisième question on étudie l’effet d’une

influence permanente sur le système. Une influence permanente sur le système

est la même chose qu’un changement des paramètres. Donc pour répondre à la

question on donne les régions ouvertes dans l’espace des paramètres avec le type

de régime dans chaque région ouverte.
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FIG. 4.22. Types de régimes lorsque /3 O.
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FIG. 4.23. Types de régimes lorsque —2 /3 <0.
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EEEEjjjjj
FIG. 4.24. Types de régimes lorsque —3 </3 < —2.
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FIG. 4.25. Types de régimes lorsque —4 <43 < —3.
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Sd

----Si ——l37-

5m iX

C
A

——Bu
5m

6

FIG. 4.26. Types de régimes lorsque 43 = —4.

FIG. 4.27. Types de régimes lorsque 43912 </3 < —4.
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fIG. 4.29. Types de régimes lOrsqlle —6 < /3 <

8d

----Si ——B7-
——— vC

—

T

FIG. 4.30. Types de régimes lorsque /3 < —6.

:B7-LLNS
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8d

----Si ——B7-
5m VC

6

6

6

FIG. 4.28. Types de régimes lorsque /3 =

A
Sd

SI ——

5m VC

111

‘H-



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a étudié le système prédateur-proie de Gause généralisé

de la forme suivante

± = rx(1_)_yp(x)

= y(—d+cp(x))

avec la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

mi2
p(x)rrr

ai2 + bx + 1

Le système a sept paramètres où a, e, d, k, in et T sont positifs et on étudie les

cas b positif et négatif. On se ramène aux quatre paramètres

- J d r(cv, /3, à, p) (ak, bk,

Une étude partielle avait été faite par Coutu [Cl pour le cas b < O. Un diagramme

de bifurcations avait été conjecturé mais il restait des caldllls à effectuer. Le

diagramme de bifurcations est présenté sous forme de tranches /3 constantes. Les

calculs qui restaient étaient les suivants

(1) Déterminer pour quel intervalle de tranches /3 > /3o on a une courbe de

boucle homoclinique. Quelle est la forme de cette courbe de bifurcation

lorsque /3 > /3e?

(2) Compléter les calculs de la bifurcation de Hopf, en particulier vérifier que

la codimension maximum était deux.

(3) Déterminer la signification du point isolé de P(c, /3, 6) = O (équation

(2.3.9)) dans l’espace des paramètres (o, /3, 6) pour le champ de vecteurs.
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(4) Vérifier que la boucle homoclinique n’est pas de codirnension plus grande

que deux.

Le premier item n’a pas été résolu analytiquement mais un calcul numérique a été

donné en /3 = —3.5 garantissant /3 < —3.5. De plus la forme prédite par Coutu

[Cl est validée numériquement en /3 = —3.5. Les calculs de la bifurcation de Hopf

ont été complétés. C’est le résultat principal de ce mémoire la bifurcation de

Hopf est au plus de codimension 2 et a un déploiement complet. Le troisième

item, a été résolu dans la section où on analyse P(a, /3, 6) = O et on détermine

que le point n’est pas un point de bifurcation pour le premier quadrant du champ

de vecteurs. Le dernier item n’a pas été résolu analytiquement, mais on a donné

une conjecture sur la position dans l’espace des paramètres de la boucle homocli

nique de codimension 2 que les simulations numériques tendent à confirmer. On

a conclu avec le chapitre 4 où on a donné les diagrammes de bifurcations et une

interprétation biologique des comportements possibles en fonction des paramètres

et des conditions initiales.
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