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SOMMAIRE

Dans ce mémoire on étudie le systéme prédateur-proie de Gause généralisé de

la forme suivante

T = rI (1 — %) — yp(z)
¥y = y(—d+cp(z))

avec la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

p(z)

Le systéme a sept paramétres ot a, ¢, d, k, m et r sont positifs mais un change-

maz>

=a:z:2+ba:+1'

ment d’échelle permet de se ramener & 4 paramétres. On étudie le cas b positif et
négatif. Le chapitre 1 présente une étude préliminaire basée sur les résultats de
Coutu [C]. On enchaine avec une étude compléte de la bifurcation de Hopf dans
le chapitre 2. On donne ensuite une validation numérique dans le chapitre 3. On
calcule numériquement la courbe de la bifurcation de Hopf et la courbe de bifur-
cation de la boucle homoclinique. On conclut avec le chapitre 4 oit on donne les
diagrammes de bifurcation et une interprétation biologique des comportements

possibles en fonction des paramétres et des conditions initiales.

MOTS CLES : Systéme dynamique, Systéme prédateur-proie, Fonction de ré-
ponse, Bifurcation, Bifurcation de Bogdanov-Takens, Bifurcation de Hopf, Cycles

limites, Boucle homoclinique.



ABSTRACT

In this thesis we study a generalised Gause predator-prey system of the foll-

wing form

T = rx (1 — %) — yp(z)
¥ = y(—d+cp(z))

with a generalised Holling response function of type III

p(z)

The system has seven parameters, where a, ¢, d, k, m and r are positive. A sca-

maz?

=a$2+bx+1'

ling allows to reduce to 4 parameters. We study the cases where b is positive or
negative. In chapter 1 we give preliminary results which are based on the work of
Coutu [C]. In chapter 2 we proceed with a complete study of Hopf bifurcation. We
continue with a numerical validation in chapter 3 where we calculate the curve of
the Hopf bifurcation and the curve of homoclinic bifurcation. We conclude with
chapter 4 in which we give the bifurcation diagrams together with a biological
interpretation of the behavior of the solution depending on the parameters and

the initial conditions.

KEY WORDS : Dynamical system, Predator-prey system, Response function,
Bifurcation, Bogdanov-Takens bifurcation, Hopf bifurcation, Limit cycles, Homo-

clinic orbit.
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INTRODUCTION

On fait 1’étude d’un systéme prédateur-proie dans le but de prédire le com-

portement futur des populations de prédateurs et de proies. Elle comprend
1) Pobservation du phénoméne,

(1)

(2) la formulation du modéle mathématique,

(3) 'analyse du modéle mathématique,

(4) la validation du modéle, avec éventuellement reformulation du modéle, si

le modéle ne suit pas les observations du phénoméne,
(5) la prédiction du phénoméne a 1’aide du modéle.

Les systémes prédateur-proie sont souvent observés et formulés par des équipes
multi-disciplinaires. L’analyse mathématique requiert des connaisances en analyse
et/ou en analyse numérique. Depuis le modéle de Lotka-Volterra (1925,1926) il y
a un plus grand intérét pour ’étude des systémes prédateur-proie car ils ont une
dynamique riche. On raffine de plus en plus la modélisation des interactions entre
les prédateurs et les proies pour y intégrer des caractéristiques propres a certaines
populations de prédateurs ou de proies. L’étude mathématique théorique est sou-
vent faite 4 l'aide de la théorie des bifurcations, laquelle donne le comportement
de solutions de facon qualitative en fonction des paramétres du modéle et des
conditions initiales. Une étude numérique est souvent donnée pour compléter l1a
ou la théorie ne prédit pas complétement le comportement des solutions. Dans
ce mémoire on donne a la fois une étude théorique et une étude numérique d’un
modéle.

Une des raisons principales pour étudier de tels modéles est d’étre capable de

prédire le comportement d’un systéme face a des influences externes, par exemple



la présence des étres humains. Le comportement du systéme qui subit une in-
fluence peut étre, en général, regroupé en deux catégories selon Bazykin [BA],

soit

comportement constant en dessous d’un certain seuil: Un systéme a
ce type de comportement, si son comportement ne change pas en présence
d’influences externes en dessous d’un certain seuil. Si le seuil est atteint

le comportement du systéme change.

comportement contre-intuitif: Ce type de comportement peut-&tre bien
illustré par ’avertissement de Rosenzweig (1971) qui dit : On doit faire
attention lorsque I’étre humain essaie d’enrichir un écosystéme avec I’'ob-
jectif de faire croitre une récolte. Il y a une chance que I’enrichissement
ait un effet opposé sur ’écosystéme, et entraine la perte de la récolte. [R]
Un exemple souvent cité est la remarque de Tener (1965) : Le loup peut
vaincre le boeuf musqué mais lorsque le boeuf musqué est en troupeau de
deux & six bétes le loup va rarement vaincre un boeuf musqué. Le loup a
encore moins de chance lorsque le troupeau est plus grand. [TJS] Dans
ce cas, l'influence externe serait I’enrichissement de I’écosystéme avec des
boeufs musqués en vue de recolter plus de loups. Donc un comportement
contre-intuitif est observé lorsque le comportement du systéme n’est pas

ce que ’on a a priori déterminé dans une étude préliminaire du systéme.

Ces deux types de comportement du systéme lorsqu’il subit des influences externes
sont, présents dans le modéle étudié dans ce mémoire.

Les systémes prédateur-proie utilisent souvent deux ou trois variables pour la
modélisation. Un systéme peut avoir un trés grand nombre d’interactions. Est-ce
que le modeéle peut bien prédire le comportement du phénoméne ? Bazykin [BA]

répond & cette question avec les trois affirmations suivantes :

(1) It y a de bonnes raisons de croire que le comportement d’un systéme

dépend plus de sa non-linéarité que de son nombre de variables.



(2) L’analyse d’un systéme & plusieurs variables prés d’un seuil peut étre

étudié par un systéme a moins de variables.

(3) L’étude a l'aide de deux ou trois variables semble étre bien justifiée par

une perspective pratique.

Bazykin [BA] énonce aussi des questions intéressantes a considérer dans 1’étude
d’un modele biologique. On donne les trois plus importantes questions selon Ba-

zykin et le modéle que I'on va étudier.

(1) De quelle fagon le modéle biologique se comporte t-il lorsqu’il n’y a pas
d’influences externes? Quelles sortes de régimes existent (stationnaire,

périodique, chaotique) ?

(2) De quelle maniére le comportement du modéle biologique dépend-il des

conditions initiales ?

(3) De quelle fagon le modéle réagit-il aux influences environnementales ? Quel
est l'effet d’une perturbation sur un intervalle de temps sur le modéle (se
matérialisant par exemple, un changement de position dans le portrait de
phase) ? Quel est l’effet d’une influence permanente sur le modéle (par

exemple, un changement des paramétres) ?

On va répondre a ces questions dans I’étude de notre modéle.
Dans les sections qui suivent on introduit le systéme qui est étudié dans ce

mémoire.

0.1. SYSTEME DE GAUSE GENERALISE
Le systéme de Gause généralisé [G], [F80] est donné par

T = g(z) — yp(z)
(0.1.1)

¥ =y(—d+q(z)).
ou z représente la population des proies, y représente la population des pré-

dateurs et d est le taux de décés des prédateurs. La fonction g(z) représente le



(z) = z(1 — z) | Verhiilst, Verhiilst-Pearl, logistique [THR]
(z) = z(1 — 1) | Bernoulli [THR|
g(z) = o= Smith, Beverton-Holt [THR]

(z)

(z)

= z2°°2=1 | Ricker [THR)]

z) = —zlnz | Gompertz [THR]
TaB. 0.1. Différents comportements de population.

comportement de la population des proies en absence de prédateurs. Dans la lité-
rature il y a plusieurs fonctions qui représentent le comportement des proies. Le
tableau 0.1 donne une liste de possibilités. La fonction p(x) représente la fonction
de réponse des prédateurs en fonction des proies. Le tableau 0.2 donne une liste
de possibilités, il s’agit des fonctions de réponse de Holling. La figure 0.1 donne
des graphes qualitatifs pour les types I, II, IV lorsque a, b, m sont positifs. La
figure 0.2 donne le graphe qualitatif de type III lorsque a, m sont positifs et b est
positif ou zéro. La figure 0.3 donne le graphe qualitatif de type III lorsque a, m
sont positifs et b est négatif.

La fonction g¢(z) indique la croissance des prédateurs en fonction de la pro-
portion des proies consommeées par les prédateurs. En général, la fonction ¢(z)

est

q(z) = cp(z) (0.1.2)

ou la constante c est le ratio du nombre de proies consommées par les prédateurs
sur le nombre de prédateurs nés. Dans un tel systéme on a linéarité en y. Il existe
d’autres modéles avec comportement non-linéaire en y. Un exemple de modéle
géneéralisé [BA] est le suivant :

z = A(z) — B(z,y)

(0.1.3)
y=—C(z) + D(z,y).



Types Fonctions Référence biologique | Référence mathématique
I (Lotka-Volterra) p(z) = azx Etudié dans [H]. Etudié dans [BA].

1T (Michaelis- | p(z) = 122~ | Etudié dans [H]. Etudié dans [BA].
Menten)

I p(z) = (2= | Etudié dans [H]. Etudié dans [F79].

IIT générali-
sée (sigmoide)

2
P(%) = Tistas

Etudié dans [JDTF].

Etudié
pour b < 0 dans [C] et

partiellement

partiellement pour b > 0
dans [F79].

(Monod-Haldane)

IV (Monod- | p(z) = %5 | Etudié dans [SH]. Etudié dans [RX].
Haldane simplifié)

v gé- | p(z) = 22— | Etudié dans [AJF]. Etudié dans [FW], [W],
néralisée

[RX], [ZCW].

TaAB. 0.2. Types de fonctions de réponses de Holling.

Les graphes des différents p(z) apparaissent auz figures 0.1, 0.2, 0.3.

b

0.1(a) Type I

0.1(b) Type II

0.1(c) Type IV

Fi1G. 0.1. Graphe des différentes fonctions de réponse de Holling.

0.2. LE SYSTEME ETUDIE

Le systéme étudié est le systéme de Gause généralisé dont la fonction g(z) est

celle de I’équation logistique, soit

g(z) = ra(l - 7).

(0.2.1)




La constante k est la capacité de ’environment a supporter les proies et 7 est le
taux de croissance des proies lorsque la population des prédateurs est nulle. La
fonction de réponse p(z) est une fonction de Holling III généralisée [BA| donnée
par

2
p@) = —— 7 (0.2.2)

ol m et a sont des constantes positives et b est une constante positive ou négative.

Leurs roles respectifs dans le modéle sont discutés dans la section suivante.

0.3. INTERPRETATION BIOLOGIQUE DE LA FONCTION DE REPONSE

0.3.1. Lorsque b est positif

Jost et al. ont publié en 1973 [JDFT| une étude d’un prédateur d’une espéce
bactérienne et de proies protozoaires. Plus spécifiquement, la prédation de Te-
trahymena pyriformis sur Escherichia coli ou Azotobacter vinelandiz en culture
continue, dans un chemostat. Le systéme qu’ils ont étudié est

1 vbs
3=5(Sf_3)—,3

L+s
. 1 vbs ppb?
b= — bt 22 3
8" " Txs ‘K +0)(Katb) (0.3.1)
. 1 b2
p=—7p+ s

0 (K1 +b) (K2 +b)
ouf, u, L, sg, B, K1, Ko sont des parameétres et s, b, p représentent le substrat, les
proies et les prédateurs, respectivement. Ils ont essayé de modéliser les résultats
obtenus & ’aide de la fonction de réponse Holling de type II. Ils ont remarqué que

le modéle ne prédisait pas ce qui était observé, pour les deux raisons suivantes :

(1) Le modéle donne des résultats erronés lorsque la densité de proie est basse.

Le taux de prédation ne diminue pas assez rapidement.

(2) Le modéle donne aussi des résultats erronés sur la quantité de substrat

(s) de la culture continue.
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F1G. 0.2. La fonction de réponse Holling de type III généralisée

lorsque b =0 ou b > 0.

L’article de Jost et al. [JDTF] suggére d’utiliser la fonction de Holling de type III
généralisée. Ils dérivent la nouvelle fonction de réponse a I’aide de la fonction de
réponse Holling de type II. Avec '’hypothése que les prédateurs ont trois stades
de croissance soient : “enfant”, “juvénile”, et “adulte”, ils dérivent un nouveau
modéle avec trois types de prédateurs. Ils utilisent une réduction pour revenir
a un modeéle avec un seul type de prédateurs, qui combine de maniére globale
I'information obtenue pour chacun des stades de croissance. Ils obtiennent la
fonction de réponse des prédateurs suivante :
2

WT
(K1 + z)(Ks + )

(0.3.2)

ou, en général, K, et K, ne sont ni nécessairement positifs et ni nécessairement
réels. On remarque que ceci est en fait la fonction de réponse de Holling de type III
généralisée. La principale différence entre la fonction de type II et III est que 'une
a une pente positive et I’autre a une pente nulle en z = 0, respectivement. Dans les
deux cas, la fonction p(z) est monotone et on a une asymptote horizontale quand
z est grand. Ils suggérent aussi une facon de généraliser la fonction pour tenir
compte d’un nombre arbitraire de stades pour les prédateurs. Ils énoncent que les
expérimentations préchent en faveur du nouveau modéle mais ne permettent pas

de trancher définitivement en sa faveur.



0.3.2. Lorsque b est négatif

On étudie le modéle sous ’hypothése
b* —4a <0, (0.3.3)

i.e. le dénominateur n’a pas de racine positive. On donne une interprétation bio-
logique lorsque b est négatif. Cette interprétation utilise ’idée de la défense de
groupe des proies. Cette idée est de plus en plus étudiée (voir [FW], [RX], [W],
[ZCW]). Pour cette interprétation la fonction de réponse des prédateurs n’est

pas monotone.

La premiére dérivée de la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

(0.2.2) par rapport a z est

, z(bz + 2)
T)= . 0.3.4
p(z) (az? 4 bx + 1) ( )
On remarque qu’il existe deux points critiques, soient o = 0 et z9 = -Tz Le

premier point critique est un minimum global et le deuxiéme est un maximum
global. On continue ’analyse pour trouver les points d’inflection, on détermine la

dérivée seconde de p(z) par rapport & z :

_ —2(abz® + 3az® — 1)

"(z) = 0.3.5
p"(z) (22 T bz + 1) (0.3.5)

A T’aide du discriminant du numérateur par rapport a z,
A = 4320*(—b? + 4a) (0.3.6)

(ot —b% +4a > 0, voir (0.3.3)) on observe qu'’il y a deux racines positives et une
racine négative. On nomme les racines z et z telles que 0 < z} < x%. Voir la
figure 0.3.

On donne une interprétation possible de la fonction de réponse lorsque b est
négatif pour différents niveaux de la population des proies, illustrés sur la figure

0.3.
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FIG. 0.3. La fonction de réponse Holling de type III généralisée
lorsque b < 0.

0,z): La réponse des prédateurs est faible (tangence & z = 0) lorsque la
g

population des proies est faible. Ceci peut étre attribué aux proies qui ont

une facon de se cacher des prédateurs lorsque leur population est assez

petite.
(z¢,z%): La réponse des prédateurs continue de croitre.

(z%,z0): Le taux de croissance de la réponse des prédateurs commence &
diminuer. Ce phénomeéne se produit aussi dans les modéles avec p(z) mo-
notone ot la fonction de réponse se stabilise, c’est-a-dire la fonction atteint

un plateau, voir la figure 0.1(b) et la figure 0.2.

(zo,z%): La défense de groupe débute lorsque la population des proies z
atteint z, et la monotonicité de la fonction de réponse est brisée. Donc la
réponse des prédateurs décroit car les proies ont un mécanisme de défense

contre les prédateurs lorsque leur population est assez élevée.

(z4,00): La défense de groupe des proies peut étre limitée. C’est-a-dire
lorsque la population des proies atteint zo la défense de groupe commence
et diminue la réponse des prédateurs mais la réponse des prédateurs tend
vers une constante non nulle lorsque la population de proie continue a

croitre.
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On remarque que la fonction de réponse de Holling de type III généralisée
est différente de celle de Holling de type IV généralisée. Les deux représentent
une défense de groupe. Lorsque la population des proies continue de croitre, la
fonction de Holling de type III généralisée tend vers ** mais la fonction de Holling
de type IV généralisée tend vers 0.

La deuxiéme remarque porte sur la fagon de déterminer les paramétres de
la fonction de réponse. Les trois paramétres peuvent déterminer la courbe de la
maniére suivante : la position de zy, le maximum de la fonction de réponse M,

et la limite L de la fonction de réponse lorsque la population des proies tend vers

I'infini. Voir la figure 0.3. Voici les paramétres en fonction de zy, M, L :

M
-~ zp(L—- M)
—2
e 3.
o~ (0.3.7)
o _—ML
-~ zp(L— M)

Dans les chapitres suivants on étudie les deux cas, b positif et b négatif. L’orga-
nisation du mémoire est la suivante. Le chapitre 1 présente une étude préliminaire
basée sur les résultats de Coutu [C]. On enchaine avec une étude compléte de la
bifurcation de Hopf dans le chapitre 2. Ensuite on donne une validation numérique
dans le chapitre 3. On calcule numériquement la courbe de la bifurcation de Hopf
et la courbe de bifurcation de boucle homoclinique. On conclut avec le chapitre
4 ou on donne les diagrammes de bifurcation et une interprétation biologique des

comportements possibles en fonction des paramétres.



Chapitre 1

ETUDE PRELIMINAIRE

Dans ce chapitre on résume plusieurs résultats démontrés par Coutu [C] pour

le cas b < 0. On compléte avec les résultats correspondants lorsque b est positif.

1.1. SIMPLIFICATION DU SYSTEME DE SEPT A QUATRE PARAMETRES

Le systéme initial

T = rz (1 - Eﬂ) — yp(x) (1.1.1)
¥ = y(—d+cp(x)) (1.1.2)

avec
p(z) = e 1 br 1 (1.1.3)

a sept paramétres. Coutu [C] a observé qu’avec une transformation linéaire et
un changement d’échelle sur le temps, il est possible de réduire le nombre de

paramétres a quatre. La transformation linéaire est donnée par

y = 2 (1.1.5)
= Cky .

et le changement d’échelle sur le temps

T = cmk™t. (1.1.6)
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On obtient que le systéme se simplifie &

dX Y X?
— = pX(1-X)-
ar ~ XX e L
Y _ oy (e — B
7 aX?+pBX +1
ou
(o, 8,6,p) = ak2bkLL (1.1.8)
) b ) ) ) cmk27 cmk2 - bk
A partir de maintenant on va limiter notre étude & celle du systéme :
2
. YT
t=pz(l-z)— —F 7
1
oz’ +fz + (1.1.9)

: 5 z?
y—y(—— +a:v2+,3:1:+1)'

1.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE ENTRE CHAMPS DE VECTEURS

ET DIAGRAMME DE BIFURCATIONS

On s’intéresse a savoir lorsque les portraits de phase sont topologiquement les
mémes pour des valeurs distinctes des paramétres. Le diagramme de bifurcation
est la partition de ’espace des paramétres en régions ou les portraits de phase
sont topologiquement les mémes. Pour représenter le diagramme de bifurcations
dans Pespace & trois paramétres (¢, 3,9) on prend des tranches B constantes ou
on donne le diagramme de bifurcations dans le plan (¢, §). Les valeurs de 3, soit
appartiennent a des intervalles de valeurs réguliéres (génériques) ou encore sont
des valeurs de bifurcation. Les valeurs de bifurcation seront celles ot se produit
un changement dans le diagramme de bifurcation sur la tranche.

On introduit les concepts d’équivalence topologique, d’équivalence topologique
orbitale, de déploiement, et de codimension. Ces concepts sont utilisés dans ce

mémoire.
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Définition 1.2.1. [KY] Deuz champs de vecteurs sont topologiquement équi-
valents (resp. topologiquement orbitalement équivalents) si il eziste un homéo-
morphisme qui envoie les trajectoires d’une région U d’un champ de vecteurs
sur les trajectoires d’une région V de l'autre champ de vecteurs en préservant
lorientation et la paramétrisation par le temps (resp. mais pas nécessairement la
paramétrisation par le temps).

Définition 1.2.2. [GS] Soit f(z) un champ de vecteurs de classe C™ our > 1,
et o un point singulier. Soit F(x, A) une famille de champs de vecteurs de classe
C" en A € U CR™, U ouvert de R™ telle que f(z) = F(z, \o). On dit que F(x, )
est un déploiement (complet) au point singulier zo si pour toute perturbation
ep(z, €) de classe C™ du champ f(x) dans un voisinage de xq il existe €g > 0, un
voisinage V de zg et une fonction A: (—ep,€9) — U tel que f(z) + ep(z,€) est
topologiquement orbitalement équivalent & F(z, A(€)) sur V pour |e| < €.

Sin est le nombre minimum de paramétres pour avoir un déploiement complet,
alors n est la codimension du point singulier zo de f(z).

On utilise parfois le terme déploiement complet au lieu de déploiement pour
mettre I’emphase que toutes les perturbations possibles sont atteintes, & équiva-
lence prés, par les paramétres.

Pour montrer qu’une bifurcation se déploie, on utilise le concept de submer-
sion.

Définition 1.2.3. [BWM] Une application F : N — M est une submersion si

pour tout x € N le Jacobien de F' évalué en = est surjectif.



1.3. LES POINTS SINGULIERS ET LES SURFACES DE BIFURCATION
DES POINTS SINGULIERS
On cherche les points singuliers du systéme (1.1.9). Il s’agit de résoudre le

systéme

yz?

ar? + fr+1

o
0—y<— +a:c2+ﬁa:+1)'

Il est évident que (0,0) et (1,0) sont des points singuliers. Les autres points

0=pz(l—x)—
(1.3.1)

singuliers sont les solutions de p(z) = § avec ¥y = £z(1 — z) dans le premier
quadrant. On doit d’une part vérifier le nombre de solutions positives de p(z) = ¢

et d’autre part vérifier pour lesquelles £2(1 —z) > 0 :

(1) Le nombre de solutions téelles de p(z) = & est étudié en regardant le

discriminant A de I’équation quadratique correspondante.

(2) Tl est difficile d’étudier le signe de la valeur correspondante de y. Mais elle
ne peut changer de signe qu’en s’annulant (puisqu’elle ne peut passer a
I'infini). Ceci ne peut se faire que si le point traverse I'axe z et il ne peut
traverser qu’en (1,0) (car l’origine est toujours un point simple). On va

donc étudier cette bifurcation.

Dans le cas B positif ou nul, on remarque que p’(z) > 0 pour z > 0. Donc
il existe au plus une solution zy de p(zp) = 6. Si un tel z, existe, il existe un

troisiéme point singulier (zg, yo) ot
_bp
Yo = gﬂvo(1 — Tp). (1.3.2)

Il est possible que ce point singulier ne soit pas dans le premier quadrant. On
considére les points singuliers seulement lorsque qu’ils sont dans le premier qua-

drant, car on étudie le modéle lorsqu’il y a une interprétation biologique.
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— p(z)
1
T
1.1(a) =0
P — p(x)
___1
T

1.1(b) >0

F1G. 1.1. La fonction p(z) lorsque 8 =0 ou 8 > 0.

Dans le cas 3 négatif, il y a la possibilité de deux autres points singuliers en
plus de ceux sur les axes. C’est-a-dire le modéle a deux, trois ou quatre points
singuliers. A ’aide des graphes (voir la figure 1.1 lorsque 8 > 0 et la figure 1.2
lorsque 3 < 0) de la fonction de réponse on calcule le nombre de points singuliers
du systéme selon la valeur du paramétre 6.

On définit des surfaces de bifurcation décrivant lorsque le nombre de points

singuliers change : ce sont des hypersurfaces dans ’espace des paramétres.
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— p(z)
1

FiG. 1.2. La fonction p(z) lorsque 3 < 0.

S1: Cette surface représente le passage d’un point singulier par le point (1, 0).
Cette surface est donnée par

1
S 6 = m.
Donc (1,0) est un point double lorsque les paramétres sont sur la surface
S1, ou méme possiblement un point singulier triple dans le cas (3 négatif.
En plus on remarque qu’en passant par (1,0), un point singulier change
de quadrant (voir (1.3.2)). Coutu [C] a vérifié que si

1
d< —— 1.3.
a+pB+1 (1.3.3)

le point singulier est dans le premier quadrant et lorsque

1
60> ——— 1.3.4
a+pB+1 (1.3.4)

le point singulier n’est pas dans le premier quadrant.

Syt Cette surface représente une surface de paramétres ou on a un point
double. Elle n’existe que pour § < 0. On remarque que p(z) = d si et

seulement si

(ad — 1)z° + Béz + 6 = 0. (1.3.5)
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La surface Sy correspond 4 A = 0 ot A est le discriminant de (1.3.5),
A = §(86° — 4ad + 4). (1.3.6)

Il s’annule sur la surface Sy définie par
_4
4o — 52’

et (1.3.5) a une racine double lorsque # < 0. On remarque qu’il est possible

Sd: 60 =

d’avoir un point singulier triple a I'intersection de S, et S;. Ceci se produit

pour 3 = —2 (voir Coutu [C]).

Sm: Cette surface représente la frontiére des paramétres ot le modéle a un
sens biologique. C’est-a-dire lorsque la fonction de réponse Holling de type
III généralisée est bien définie (i.e. le dénominateur de p(z) ne s’annule
pas). La condition est 3% — 4o < 0 lorsque 8 < 0 et donc la surface est

définie de la fagon suivante
Sm : B = 4da.

S 13 Cette surface que I'on définit représente le cas ou 1’abscisse d’un point

singulier est -21- Méme si ce n’est pas une surface de bifurcation elle nous
sera utile pour 'analyse de la bifurcation de Hopf lorsque 3 est positif.
On nomme la surface S 1 et on la définit comme ceci

1

S a+28+4

N

Seo: Cette surface représente lorsque un point singulier passe a l'infini car

son abscisse devient infinie. Son équation est

Soo - i= —. (1.3.7)
a

On résume les positions relatives des surfaces de parameétres a ’aide des figures
suivantes : la figure 1.3 lorsque [ est positif et les figures 1.4 et 1.5 lorsque 3
est négatif. De plus, le nombre de points singuliers dans le premier quadrant

est indiqué dans les régions entre les courbes et sur les courbes. Le nombre de
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F1G. 1.4. Courbes de paramétres et points singuliers lorsque —1 <

B < 0.

points singuliers inclut la multiciplicité. On voit que dans tous les cas S, n’est
pas pertinente pour le modéle biologique. Elle ne change pas le nombre de points
singuliers dans le premier quadrant. En effet lorsqu’un point (zg, yo) passe a I'infini

(zo tend vers l'infini), ceci se produit toujours avec yo < 0.



1.5(c) B < —2

FiG. 1.5. Courbes de paramétres et points singuliers lorsque § < —1.

1.4. TYPE DES POINTS SINGULIERS

On remarque que le linearisé du systéme (1.1.9) est

[0P(zy) 9P(zy)
A= Jz dy
9Q(z,y) 9Q(z.y)
| Oz dy
zy(Bz+2) —x2
— P 2'0'7; T (az®+Bz+1)2 azz+a[:ia:+1
i (az2+px+41)2 az’+fz+1

20

(1.4.1)
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1.4.1. Type de l’origine
Si on évalue le linéarisé a 1’origine on obtient

p O
Ao = 0 s (1.4.2)

ce qui nous permet de conclure que 'origine est un point de selle car p,é > 0.
De plus, ses deux valeurs propres, avec leur vecteur propre respectif, sont p avec
(1,0) et —& avec (0, 1). Donc 'origine est un point de selle avec un sous espace

stable qui est ’axe des y et un sous espace instable qui est ’axe des x.

1.4.2. Type du point singulier (1,0)

Si on évalue le linéarisé au point singulier (1,0) on obtient

1

Ao = o (1.4.3)
Y
ol
1
== — 144
K +a+ﬂ+1 ( )

Il y a trois possibilités pour le type du point singulier.

1.4.2.1. Type du point singulier (1,0), si les paramétres sont au-dessus de la

surface Sy

Si les paramétres sont au-dessus de la surface Sy, c’est-a-dire § > ~ +}, -7 et

1

- <o, 1.4.5
a+pB+1 ( )

y=—0+

alors les deux valeurs propres du linéarisé sont négatives, soit —p avec le vecteur
propre (1,0) et 7 avec le vecteur propre (—1,(p — §)(a+ 3+ 1) + 1). Le point
singulier est un noeud attractif lorsque les paramétres sont au-dessus de la surface

Si.



22

1.4.2.2. Type du point singulier (1,0), si les paramétres sont sous la surface

S

De facon semblable, si les paramétres sont sous la surface S;, c’est-a-dire

o< et

P S
at-f+1
1

-t — >
" a+p+1

0, (1.4.6)

alors une valeur propre du linéarisé est négative et 'autre positive. La valeur
propre negative est —p avec le vecteur propre (1,0) et la valeur propre positive
est v avec le vecteur propre (—1,(p — 6)(a+ § + 1) + 1). Le point singulier est

un point de selle lorsque les paramétres sont sous la surface S;.

1.4.2.3. Etude du point singulier (1,0), si les paramétres sont sur la surface

S1
Si les paramétres sont sur la surface S; ceci implique que § = +}, g Alors le
linéarisé au point singulier (1,0) devient
—p __1
Ao = e (1.4.7)

0

Donc nous avons une valeur propre qui est zéro. Pour déterminer le type du
point il faut continuer I’analyse. On diagonalise la partie linéaire. On obtient un

systéme de la forme

X = —pX +o(|X, Y1)

_ (1.4.8)
Y = AY? + o(|X,Y|2)
avec
— 2+
A = ~ pla+BFI) (1.4.9)

(détails dans [C]). Donc le point est un col-noeud attractif. Pour déterminer le

comportement des trajectoires dans son voisinage il faut se ramener sur la variété
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1.6(a) B=—-2+¢ 1.6(b) 8= -2 16(c) B=-2—¢

F1G. 1.6. Comportement des trajectoires dans le voisinage de (0, 1)

lorsque les paramétres sont sur S; et prés de § = —2.

centre et étudier le coefficient du terme en Y?2. Or le terme AY? de (1.4.8) ne
change pas si on se raméne sur la variété centre.

Lorsque B > —2, A est négatif et le premier quadrant contient la partie noeud
du col-noeud (1, 0). Lorsque 8 < —2, A est positif et le premier quadrant contient
la partie col (voir la figure 1.6).

Si B = —2 on remarque que 'on a un point singulier triple car S; et Sy
coincident. Il suit que le coefficient A est nul. Pour déterminer le type du point
singulier (1,0) lorsque 8 = —2, on doit déterminer le coefficient B de Y3 de
I’équation Y sous forme normale. On obtient [C]

B = —=L1_ (1.4.10)

(a—1)4p?

et on remarque que le coefficient est toujours négatif. On remarque que calculer
B en se mettant sous forme normale est équivalent a4 se ramener sur la variété
centre. Donc lorsque (1,0) est un point singulier triple, c’est-a-dire lorsque les
paramétres sont sur la surface S; et § = —2 on a un noeud attractif. Voir la

figure 1.6.

1.4.3. Type de points singuliers dans le premier quadrant

On veut déterminer le type de points singuliers dans le premier quadrant (ceux

qui ne sont pas sur un des axes).
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F1G. 1.7. Diagramme de la bifurcation du col-noeud (1,0) de co-

dimension 2.

Définition 1.4.1. Un point singulier est simple si le déterminant du linéarisé
A ne s’annule pas en ce point. On dit que le point est de type selle (resp. anti-
selle) si le determinant de A(g,y,) est négatif (resp. le determinant de Az, o) st
positif ).

On associe au point singulier le type selle ou le type anti-selle. Un point sin-

gulier anti-selle est soit de type : centre, foyer ou noeud. La proposition suivante
donne le type du point singulier dans le premier quadrant en fonction du nombre
de points singuliers dans le premier quadrant.
Proposition 1.4.1. Sl y a ezactement un point singulier dans le premier qua-
drant il est de type anti-selle. S’il y a ezactement deuz points singuliers dans le
premier quadrant alors le point singulier de gauche est de type anti-selle et celui
de droite est un point de selle.

On n’a pas les outils nécessaires pour démontrer ce résultat mais il sera pos-

sible de le démontrer dans le prochain chapitre (voir la Proposition 2.2.3).
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1.5. ETUDE DU POINT SINGULIER DOUBLE LORSQUE LES PARA-

METRES SONT SUR &y

Le seul moment ou S, est pertinente biologiquement (pertinente dans le pre-
mier quadrant) est § < —2 [C]. Ailleurs le point double a une coordonnée y < 0
et se trouve donc en dehors du premier quadrant. Si les paramétres sont sur la
surface Sy et si f < —2 on a un point singulier double dans le premier quadrant.

Le point double est donné explicitement par

2 2p(8+2)
)= —=, ——+—= ). 1.5.1
(0, %0) ( 3 g ( )
Si on évalue le linéarisé A au point double on obtient
p(B+4) 24
Awgy = | 7 P (1.5.2)
0 0

en utilisant la relation § = ﬁ car les paramétres sont sur la surface S,.

On remarque que le linéarisé a une valeur propre nulle et une non-nulle si 8 #
—4. Si B < —4, on a un col-noeud répulsif car la valeur propre non-nulle est
positive. Si B > —4 on a un col-noeud attractif car la valeur propre non-nulle est
négative. Pour déterminer le portrait de phase local du point singulier double, il
est nécessaire de continuer ’analyse. On centre le systéme a l'origine afin de le

diagonaliser. Le changement de variables est le suivant

1 =T — X

(1.5.3)
Y1 =Y — Yo-
Ensuite on utilise la matrice suivante
_plda=B2)(B+4) |
P= 18 (1.5.4)

0 1
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pour diagonaliser la partie linéaire du systéme et on obtient

b2 = L2, 1 offz, )
86%(6 +2)

V2= B+ 42 (da - B2

Le coefficient de y2 donne I'information nécessaire pour déterminer le portrait

(1.5.5)

(3 — 222y + 23) + o(|z, y[?).

de phase local de (g, o). Le coefficient est toujours négatif lorsque 3 # —4 et

B < —2. Le cas # = —4 sera discuté dans la prochaine section.

1.6. BIFURCATION DE BOGDANOV-TAKENS

Lorsque les paramétres sont sur la surface S; et § = —4, on a un point
singulier double (1.5.1) dans le premier quadrant. Si on évalue le linéarisé a ce

point singulier on obtient

Alzo o) = . 46" : (1.6.1)

On remarque que les deux valeurs propres sont nulles et que ﬁ < 0 (car
3% — 4a < 0). Ceci implique que le linéarisé n’est pas diagonalisable et il y a une
bifurcation de Bogdanov-Takens. On suit I’étude et les calculs de Coutu [C] dans
cette section. Mais avant de procéder on introduit le théoréme de la bifurcation
de Bogdanov-Takens.

Théoréme 1.6.1. [KY]| On considére un systéme x = f(x,A) de classe C" o1
r>2etx=(z,vy), de la forme
& =ap(N) +aNz+y+ Y ai;(Nz'y +o(z,y/?)
i+j=2

§ = boo(A) + bo(N)z + b Ny + Y bi;(\)z'y + o(|z, y]?)

itj=2

(1.6.2)

qut a un point singulier a l'origine avec ses deux valeurs propres associées nulles

en A = Ag. St les conditions suivantes sont satisfaites :

BT.0 le linéarisé évalué a l'origine est nilpotent en A = Ag,
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BT.1 ago()\o) + b11(/\o) 7é 0,
BT.2 by(Xo) # 0,

BT.3 lapplication

(%, ) ( F(x, \), trace (ﬂa’;ﬂ) , déterminant (8—10(5);—2‘—)))

est une submersion a l'origine en A = ).

Alors le systéme x = f(x,A) est topologiquement orbitalement équivalent au sys-
teme

X' =Y
(1.6.3)
Y =+ peY + X% +sXY + o(|X,Y]?)

ot s = signe(bgo(Ao)(@z0(Ao) + b11(Ao))) = 1. De plus, le diagramme de bifur-
cation est donné par la figure 1.8 lorsque s = 1. Pour le cas s = —1 on applique

la transformation

(m2ay27ta H1, HQ) - (l'?a —Ya, _ta Hi, _ﬂ2) (164)

a la figure 1.8.

La théorie de la bifurcation de Bogdanov-Takens est présentée dans [BRI],
[CLW], [GH], [KY]. Dans le cas ou les conditions BT.1 ou BT.2 ne sont pas
satisfaites on a une bifurcation de codimension supérieure a 2. Le cas bag(Ag) # 0,
ag0(Ao) + b11(Mo) = 0 est appelé bifurcation de Bogdanov-Takens de codimen-
sion supérieure. On donne la définition d’une bifurcation de Bogdanov-Takens de
codimension 3.

Définition 1.6.1. [DRS| Un champ de vecteurs de classe C™ ot 7 > 5 a une
bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 si il eziste un changement de
variables de classe C° et un changement d’échelle sur le temps qui raménent le
systéme a la forme

T=y

| (1.6.5)
§ =z £ 2’y + o]z, y|*).
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=

v

H

B
II ‘/\ H@
fr"(
III"/\ IV (0] (0, p2), 2 >0 | (0, g), pa < 0

Fi1g. 1.8. Diagramme de la bifurcation de Bogdanov-Takens

0 M

lorsque s = 1.

Dans cette section on va remarquer qu’il existe une bifurcation de Bogdanov-
Takens de codimension 3. Donc les calculs de changements de variables de la
bifurcation de Bogdanov-Takens seront utiles afin d’étudier la bifurcation de co-
dimension plus grande.

Pour étudier la bifurcation de Bogdanov-Takens on doit mettre le systéme

sous la forme suivante

Ty = Y2
(1.6.6)
o = Az5 + Broys + 0|12, y2|?).

On obtient cette forme en faisant deux changements de variables. Le premier
changement rameéne le point singulier & l'origine en utilisant le changement de

variables (1.5.3). Ensuite par la théorie des formes normales on peut effectuer le
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changement de variables suivant

T2 =TI
_ 1 +8—a$2+ 16p:v3+—16-——$2
VN T T T m N T g (1.6.7)
16(3a — 16)p —64
(a — 4)2 71 + (T_T)Ex?yl +o(|z1, 1"

tel qu'on obtient le systéme de la forme (1.6.6). On remarque que la valeur de

Yo est le membre de droite de I’équation donnant ;. En simplifiant on a

4p
A= _
(= 4) (1.6.8)
B 2p(8_——4a)

et on remarque que A > 0 car a > 4 par la restriction de la surface de paramétres

Sm. On continue ’analyse avec B,

>0 siac€(4,8)
B{=0 sia=28 (1.6.9)

<0 sia>8

Si B # 0 et si il existe un déploiement de (1.6.6) on a un systéme de la forme
suivante
Ty =Y
(1.6.10)
Yo = W + pays + Az3 + Bzoys + of|z2, y2|?).

par le Théoréme 1.6.1. C’est-a-dire, si on suppose qu’il y a un déploiement, la
condition BT.3 du théoréme est satisfaite donc on a le systéme (1.6.10). On peut
en partie supposer un tel déploiement. On peut garantir le déploiement du point
double car il a déja été étudié dans ce mémoire et garantir le déploiement de la
bifurcation de Hopf car on va I’étudier dans le prochain chapitre. On s’apercoit
a posteriori que les courbes qui devraient exister dans le déploiement sont bien

présentes puisqu’on les a calculées.
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Le diagramme de bifurcation est donné par la figure 1.8 dans le cas B >
0. Dans le cas B < 0 le diagramme de bifurcation est donné en appliquant la
transformation (1.6.4) a la figure 1.8.
Lorsque o = 8 on remarque que le systéme devient
Ty = Y2
(1.6.11)
Y2 = Az3 + o(|z2, y2|).
et on a une bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension plus grande que
deux. On doit continuer I’analyse pour déterminer si on a une bifurcation de
Bogdanov-Takens de codimension 3. C’est-a-dire, lorsque les paramétres sont sur
la surface Sy et = —4, @« = —8 on veut que le systéme soit de la forme

T5 = Ys
(1.6.12)
yb=1i+Czlys +....

Les calculs viennent de Coutu [C]. La premiére étape est de normaliser & 1, le

coefficient de X2 du systéme (1.6.11) a I’aide du changement de variables suivant

4 4
(z2,92) = (—:va,—ya) : (1.6.13)
p P
Ensuite on veut éliminer le terme en z3ys, i.e. mettre le systéme sous la forme
Ty = Ya
Ja = T 3 i 3 1.6.14
Ya = Ty + C30Ty + C40T4 + C1TyYa + . .. (1.6.14)
= f(@4) + yalcnrz] + o(|z4]*) + O(lyal))
ceci ce fait en effectuant le changement de variables suivant

T3 = T4 + T4y + bT)

(1.6.15)
y3=m4+ayf+axi+cmiy4+dz3
ou
6(1+12 4 4 256(1 4+ 12
(a,b,c,d) = _M,_G_,_G_,M ) (1.6.16)
32 302" p? 303
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Le systéme a maintenant la forme (1.6.14) et les coefficients suivants

16 256 1024
(c30, Ca0, €31) = (—7,4—/)2,— e ) . (1.6.17)
Soit
f(.’E) = $2 + 030.'1,'2 + C40£L'4 + 0(|£L'4|),
(1.6.18)

Flz) = / F(2)dz.
0
Finalement on effectue un changement de variables et un changement d’échelle

sur le temps pour obtenir le systéme de la forme (1.6.12). Le changement de

variables est donné par

@5 = (3F(24))3 = 4 + 0(|z4])
(1.6.19)
Ys = Ya

et le changement d’échelle est obtenu en divisant le champ de vecteurs par
(3F(zs)) % f(zs) = 1+ O(|zs)). (1.6.20)

On obtient le systéme de la forme (1.6.12) ou
—1024
2

Le signe de C est donc négatif et un systéme de cette forme a déja été étudié dans

C =

. (1.6.21)

[DRS] et [CLW]. Le diagramme de bifurcation d’un tel systéme est connu. S'’il
existe un déploiement complet du systéme (1.6.12) le systéme est topologiquement
orbitalement équivalent au systéme
T=1y
(1.6.22)
= w1+ oy + pszy + 2 — 2.
Les courbes de bifurcation sont données par la figure 1.9 et la description des
courbes de bifurcation est donnée par le tableau 1.1. On remarque que la droite p3
est le lieu des bifurcations BT ~ et BT séparées par la bifurcation de Bogdanov-

Takens de codimension 3. La droite correspond a Sy N {8 = —4}.
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By T,

BH*Y

FiG. 1.9. Surfaces de bifurcation de Bogdanov-Takens de codimen-

sion 3 par Coutu [C].

H*  bifurcation de Hopf répulsive

H~  bifurcation de Hopf attractive

BH* boucle homoclinique répulsive

BH~™ boucle homoclinique attractive

Ho bifurcation de Hopf de codimension deux

BH, boucle homoclinique de codimension deux

DC  double cycle

C intersection entre H et BH

BT* bifurcation de Bogdanov-Takens avec coefficient de zy positif
BT~ bifurcation de Bogdanov-Takens avec coeflicient de zy négatif
CN*t col-noeud répulsif

CN~ col-noeud attractif
TAB. 1.1. Description des courbes de bifurcation de la figure 1.9.

Pour pouvoir visualiser les régions ouvertes du diagramme de bifurcation on

remarque que lorsque p; > 0 il n’y a pas de point singulier. Donc les bifurcations
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13Y% Vv VI

F1G. 1.10. Diagramme de bifurcation et portraits de phase dans le

régions ouvertes pour la bifurcation de Bogdanov-Takens de codi-

mension 3.

sont dans les octants ot u; < 0. On prend une sphére de rayon €

Se = {(p1, pa, pa) | 13 + pi + 13 = €%} (1.6.23)

et on l'intersecte avec les surfaces de bifurcation de la figure 1.9. On enléve
un point de la sphére dans la région p; > 0, ce qui permet de représenter le
diagramme de bifurcation sur un plan. On obtient le diagramme de bifurcation

représenté par la figure 1.10.



Chapitre 2

BIFURCATION DE HOPF

Dans ce chapitre on étudie le systéme

. yx
5= R(@y) =ps(l-1)— —
1
o jﬁ“ (2.0.1)
T
y=S(z,y) —y<—5 a$2+ﬂx+1>,

avec le but de décrire les bifurcations de Hopf du modéle. Il y a une bifurcation
de Hopf lorsque # < 0 partiellement étudiée par Coutu [C]. De plus, il existe
une bifurcation de Hopf lorsque 8 > 0 qui sera étudiée dans 'une des sections
suivantes. Pour étudier la bifurcation de Hopf, on utilise des méthodes ad hoc
et la méthode de Lyapunov. Il est suffisant de réduire le systéme (2.0.1) & un
systéme polynomial pour utiliser la méthode de Lyapunov. Ensuite on cherche
a déterminer les constantes de Lyapunov en vue d’établir une borne sur la codi-
mension de la bifurcation. Finalement la troisiéme étape consiste a vérifier que la
famille contient un déploiement complet de la bifurcation de Hopf, quelque soit
sa codimension. On pourra donc conclure & la fin du chapitre le résultat suivant.
Théoréme 2.0.2. Le systéeme (2.0.1) a une bifurcation générique de Hopf de
codimension 1 et 2 avec un déploiement complet lorsque 3 < 0 et une bifurcation

générique de Hopf de codimension 1 avec un déploiement complet lorsque 3 > 0.
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2.1. INTRODUCTION DE LA BIFURCATION DE HOPF

La bifurcation de Hopf® est une bifurcation locale ol le point singulier change
de stabilité lorsque deux valeurs propres traversent I’axe imaginaire. Ceci s’accom-
pagne généralement de la création ou disparition de solutions périodiques autour
du point singulier.

La bifurcation de Hopf de codimension 1 est généralement appelée tout simple-
ment bifurcation de Hopf. S’il y a un déploiement on a la création ou disparition
d’une solution périodique autour du point singulier. On dit que la bifurcation est
générique. La bifurcation de Hopf de codimension n est aussi appelée la bifurca-
tion de Hopf généralisée d’ordre n. Si la bifurcation a un déploiement complet
toutes les combinaisons de 0 & n solutions périodiques autour du point singulier
sont possibles lorsque les paramétres sont au voisinage de la valeur de bifurcation.
Dans ce cas on dit que la bifurcation de Hopf de codimension n est générique.

On continue, en donnant une idée intuitive du fonctionnement de la bifurcation

de Hopf de codimension 1 et 2. Soit le systéme planaire

= f(z,y, )

v =g(z,y,)

(2.1.1)

ou l'origine est un point singulier tel que ses valeurs propres associées soient
a(A) £ B(N)i et il existe un Ag tel que a(Xo) = 0 et B()\g) # 0. I existe un

changement de variables tel que le systéme a la forme

T = a(AN)z — BNy + o(|z,y|)

(2.1.2)
¥ = BNz + a(Ny + of|z,y)).
On prend A = )¢ et on change le systéme en coordonnées complexes
z2=1fB(Xo)z + F(z, 2). (2.1.3)

!La bifurcation de Hopf est parfois appelée : Hopf-Andronov ou Poincaré-Andronov-Hopf.
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En utilisant la théorie des formes normales et la résonance des valeurs propres
(£B(Xo)i) il existe un changement de variables

2=Z+ ) auZ'Z (2.1.4)
2<k+I<5

qui transforme le systéme sous la forme
Z =iB(N)Z + C1Z2Z + CLZ32% + o(| Z, Z|°). (2.1.5)

Ceci redresse le champ de vecteurs de maniére presque symétrique sous toutes les
rotations. On compose avec un changement en coordonnées polaires et on obtient

7 = Re(C1)r® + Re(Cy)r® + o(|r|°)
(2.1.6)

0 = B(Xo) + of|r]).

On remarque que Re(C;) détermine la stabilité du point singulier en A\ = )\ si
Re(C1) # 0. Cest le cas de codimension 1. Similairement, Re(C,) détermine la
stabilité du point singulier en A = Ag si Re(C}) = 0 et Re(Cs) # 0. C’est le cas
de codimension 2.

On peut montrer qu’il existe un voisinage W de \g, tel que pour A € W on
peut effectuer les mémes changements de variables déja effectués et on obtient le

systéme
7= a(A)7T + ai(r, \)r® + aqa(r, \)r® + o(|r|°)

, (2.1.7)
0 = B(A) + o(|r]).

Si Re(Ch) # 0 alors ay(r, A\g) = Re(C}) et pour A € W on a que a;(r, \) est du
méme signe que Re(C)). En plus, si on inclut la condition générique o'()\g) # 0
on a le déploiement de la bifurcation. Cette condition force le point singulier a
changer de stabilité (i.e. les deux valeurs propres traversent I’axe imaginaire), ce
qui force la création ou la disparition d’une solution périodique.

Si Re(Cy) = 0 et Re(Cs) # 0 alors aa(r, \g) = Re(C3) et pour A € W on a

que as(r, A) est du méme signe que Re(Cy). En plus, si on inclut une condition
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de généricité : I’application A — (a()), Re(C1(A))) est une submersion, on a que
la bifurcation de Hopf de codimension 2 a un déploiement.

Les calculs de Re(C;) et Re(C») se font a I’aide d’un logiciel de manipulation
symbolique mais ils sont lourds. Dans ce mémoire on utilisera pour les calculs
une méthode équivalente la méthode des constantes de Lyapunov pour laquelle

les calculs se font plus aisément.

2.2. CONDITIONS NECESSAIRES POUR UNE BIFURCATION DE HOPF

Dans cette section on dérive plusieurs expressions qui seront utiles pour étudier
la bifurcation de Hopf. Si on suppose que (zo, ¥o) est un point singulier du systéme

(2.0.1) qui n’est pas sur 'un des axes, ceci implique les relations suivantes :

2
)

I: 0 = 2.21
azd+ Bz + 1’ (2.2.1)
et
. _P
I1: Yo = S:co(l — o). (2.2.2)

La relation I est vraie car y s’annule en (zo,%o) # (0,0)

S($0, yO) =0
2
_ Zo _
Yo(—0 + P By — 7)=0 (2.2.3)

2
)

=4.
azi + fry+ 1

La relation I est vraie car

R(:E07 yO) =0
2 (2.2.4)
YoZyp
1- — =0
peo(l = o) @zl + fro+ 1
et par la substitution de I on obtient
pzo(l — o) — yod =0
(2.2.5)

g.’ro(l = III()) = yo.
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On remarque aussi comme Coutu [C] & fait, qu’a partir de II on obtient

Tg (52

(az+ Bro+ 12 =3 (2.2.6)
car
T3 _s
azi+ fzo +1
% = §? (2.2.7)
(azd + Bzo + 1)2
Zo 5?2

(az2 + B0 +1)2 a3

Soit A le linéarisé du systéme (voir (1.4.1)). Si le linéarisé est évalué a un

point singulier qui n’est pas sur 'un des axes, en utilisant la relation I on obtient

_ __zoyo(Bro+2) —z3
A( )= p = 2pxo (axi+pBzo+1)? a:rg+ﬂgo+1
Fo.wo) zoyo(Bzo+2) ?
5 (a3 +Bzo+1)? —0+ arg+Bro+1 (2 9 8)
i zoyo(Bro+2) —z3 o
_ P— 2p.’L‘0 - (az3+Bzo+1)2 am%+ﬂgo+1
zoyo(Bzo+2)
R (caz:oz-{-[3.1190—}-1)2 0

Ceci implique que la trace du linéarisé évalué & un point singulier (zo,%o) qui
n’est pas sur I'un des axes est nulle [C], si et seulement si

Toyo(BTo + 2)

— 20%0 — =0 229
PR (aad + Bag + 1)2 (229)
et en substituant (2.2.6) on obtient
52 2
p— 2pxo — % = 0. (2.2.10)
0

On continue de simplifier ’expression en substituant II

62/).7)0(1 — Zo)(,ﬁﬂ?o + 2)
z30

p— 2px — =0 (2.2.11)
ce qui implique

T — 233 — BTy — 20 + o2 + 2619 =0 (2.2.12)
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et en substituant I on obtient

2
2 3 Zo
—9or3 — -
To — 4Zo oz + B0 + 1ﬁ$0
2 2
Zo Zo 2
T 2.2.13
am%+ﬂx0+1+ﬁa$§+ﬂmo+1 ot ( )
2
Zo

0.

To =
azd+ fro+1 "
On peut ensuite simplifier et isoler le paramétre «,

1+ Bz2

11 - — - TP%
T 20— 210

(2.2.14)

La proposition suivante sera utile pour déterminer pour quelle abscisse du
point singulier des conditions nécessaires pour l’existence d’une bifurcation de
Hopf sont satisfaites.

Proposition 2.2.1. La trace du linéarisé est seulement nulle en o = % st et
seulement si 3 = —4.

DEMONSTRATION. On suppose que Tp = %, ce qui implique que yo = £ par
(2.2.2). On évalue la trace du linéarisé simplifié (2.2.10) en (zo,%0) = (3, 2). On

2745
obtient
B o _
—26p(-2— +2)=0 (2.2.15)
donc la trace est nulle si et seulement si § = —4. O

On veut obtenir une fonction h(z) avec la propriété que le déterminant du
linéarisé est nul si et seulement si h(zy) = 0 lorsque le linéarisé est évalué a un
point singulier (zo,¥o) qui n’est pas sur I'un des axes (2.2.8). On observe que le
déterminant du linéarisé (2.2.8) évalué au point singulier (zo, o) est

z3yo(Bzo + 2)

déterminant(A, 40)) = (az + Pzo + 1)3
0

(2.2.16)
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Il est possible de simplifier le déterminant en substituant II et en substituant I

pour obtenir

(=1 + zo)(zoB + 2)pzd

déterminant(Az, o)) = — (022 + 208 + 1)2 (2.2.17)
Ce qui est équivalent &
déterminant( Az y0)) = —62(—1 + zo)(zoB + 2)p (2.2.18)
et
h(z) = 6%(1 — z)(zB + 2)p. (2.2.19)

Proposition 2.2.2. Le déterminant du linéarisé est nul si la trace du linéarisé
est nulle en Ty = % Ceci ce produit pour 8 = —4. On a alors une bifurcation

Bogdanov-Takens.

DEMONSTRATION. Si la trace du linéarisé est nulle lorsqu’évaluée en o = %
alors 0 = —4 par la Proposition 2.2.1 et le déterminant est donné par la formule
(2.2.17). On observe le facteur (zo3 + 2) au numérateur du déterminant. Evalué

en (zo, B) = (3, —4), le facteur est nul et donc le déterminant est nul. O

On a maintenant les outils nécessaires pour démontrer la Proposition 1.4.1, que
I’on rappelle

Proposition 2.2.3. Sl y a ezactement un point singulier dans le premier qua-
drant il est de type anti-selle. S’il y a ezactement deuz points singuliers alors le
point singulier de gauche est de type anti-selle et celui de droite est un point de

selle.

DEMONSTRATION. A partir de I’analyse faite dans cette section on remarque
que le déterminant s’annule seulement 4 un certain point singulier lorsque les
paramétres sont sur la surface S; ou la surface S;. Les surfaces représentent
respectivement, le cas ot un point singulier entre ou sort du premier quadrant
par une bifurcation d’un point double et le cas ou les deux points singuliers dans le

premier quadrant se confondent et deviennent un point double. Dans les régions
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ouvertes définies par les surfaces S; et Sy le déterminant des points singuliers
ne change pas de signe. L’étude locale des bifurcations sur S; et S et de leurs
déploiement donne le signe du déterminant du jacobien aux points singuliers
lorsqu’on est au voisinnage de ces surfaces. Ces bifurcations ont été étudiées
dans le chapitre précédent. Alors le type selle ou anti-selle point singulier change
seulement lorsque le déterminant change de signe, car un point singulier anti-selle
a un determinant positif et un point de selle a un déterminant négatif. Donc on
a le type des points singuliers en fonction du nombre de points singuliers dans le

premier quadrant. (]

2.3. ANALYSE DE LA TRACE DU LINEARISE LORSQUE (3 >0

Dans cette section on démontre la proposition suivante
Proposition 2.3.1. Il existe une bifurcation de Hopf de codimension au moins
1 lorsque 3 > 0.

Une condition nécessaire pour qu’il existe une bifurcation de Hopf est que le
linéarisé du systéme (2.0.1) ait des valeures propres imaginaires pures & un point
singulier en un certain paramétre Ao = (apo, fo, 00, po). Pour que le linéarisé ait
des valeurs propres imaginaires pures, il est nécessaire et suffisant que la trace
du linéarisé au point singulier soit nulle et que le déterminant du linéarisé soit
positif. Alors on analyse la trace et le déterminant de fagcon semblable & Coutu
[C]. On choisit g fixé. Pour chaque valeur de 3 on représente le diagramme de
bifurcation dans le plan (e, d). On peut ignorer le paramétre p, car on observe

qu’il ne joue aucun role dans les équations des bifurcations.

On remarque que (zo, yo) est un point singulier si f(zo) = 0 et yo = §zo(1—mo)

ol

f(z) = (1-éa)z® — 6Bz — ¢, (2.3.1)
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voir les relations (2.2.3) et II. De plus, la trace du linéarisé est nulle au point

singulier (zo, o) si g(z¢) = 0 ou
g(z) = —22% 4 (86 + 1)z% + 6(2 — B)x — 26, (2.3.2)

voir la relation (2.2.11). On remarque aussi que le déterminant est nul au point

singulier si A(z) = 0 lorsque f(z) =0 ou
h(z) = 6%(1 — z)(Bz + 2)p, (2.3.3)

voir I’équation (2.2.19). Il faudra déterminer quand le déterminant évalué au
point singulier est positif. On commence par déterminer des conditions pour les-
quelles le déterminant au point singulier est nul. On remarque que h(z) = 0 si
et seulement si x = 1 ou z = _72 Pour obtenir une surface de paramétres on
prend f(1) =0et f (%2) = 0. On obtient que les deux surfaces de paramétres
sont S; et Sy, respectivement. Mais le cas £ = 1 ne nous intéresse pas car c’est le

col-noeud sur ’axe z. On se limite plus tard a analyser la surface Sy.

On cherche aussi les valeurs des paramétres pour lesquelles f(z) et g(z) ont
des racines communes. On introduit un outil algébrique qui aide & déterminer si
deux polynémes ont des racines communes.

Définition 2.3.1. [KA] Soit

p1(z) = a2 + ...+ a1z + ag
(2.3.4)
pz(m) = meL'm +...+ bliE + bo
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ot p1,p2 € Clz] et an, by, # 0, le résultant de pi(x) et pa(z) par rapport @ x est

résultant(p; (z), p2(z), x)

anp Qp-1 Qp—9 ... ag 0 ... 0
0 an Ap—-1 .- ay dg ... 0
_ 0 0 an Qn_1 a; ag (2.3.5)
bn bm-1 bm—a ... b 0 ... O
0 bmw by ... b by ... 0
o ... 0 by bp1 ... b bo
ou | | est le déterminant.
Dans ce mémoire les calculs on été effectués avec le logiciel MAPLE.
Proposition 2.3.2. [KA] Soit
pi(z) = a2+ ...+ a1+ ag
= a, H(m — ;)
= (2.3.6)
pg(.’E) = bmiﬂm + ...+ b1$ + bo
= bm H(:II - B)
j=1
ot py,p2 € Clz] et ap, by, # 0. Alors
résultant(p (z), pa(z), z) = ajbim [ [ [ [ (e — 8))- (2.3.7)
i=1 j=1

Donc le résultant de deuz polyndmes est nul si et seulement si les deuzx polynémes

ont une racine en commun.

On prend le résultant des deux polynoémes par rapport a z,

résultant(f(z), g(z), 1) = (—ala + B+ 1)(4a — 3%))8°
(2.3.8)

+(6° — of* + B° + 8%)6" + (=5 +26)6° + 6°.
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En regardant les signes des termes constants et dominants on peut savoir combien
on a de racines positives et négatives. Le résultant(f(x), g(x),z) est nul si et
seulement si P(a, 3,8) = 0 ot

résultant(f(z), g(z), x)
52
= —afa+ B+ 1)(4a — §2)6° (2.3.9)

P(a,ﬂ,é) =

+ (8% — af? + 32 + 8a?)6? + (—5a + 28)6 + 1.

L’expression de P(«, 3, d) est compliquée, c’est un polyndome cubique en 4. Pour
trouver ou P(a, (3, §) s’annule dans I’espace des paramétres il faut continuer notre
analyse.

On introduit la notion de discriminant pour aider a faire ’analyse de P(a, 3, 6) =
0.
Définition 2.3.2. [KA] Soit

Pz)=a,z"+...+ a1+ ag (2.3.10)

ou P € Clz], an, # 0 et P'(z) la dérivée de P(x) par rapport @ z, alors le

discriminant (A) par rapport ¢  est

n{n—1)

A= T résultant(P(z), P'(z), z) (2.3.11)

Qn
Dans ce mémoire les calculs on été effectués avec le logiciel MAPLE.

Proposition 2.3.3. [KA] Soit

P(z)=anz"+ ...+ a1z + ag

n (2.3.12)
=q, H(z — ;)
i=1
ot P € Clz] et a, # 0. Alors
A=a? [ (-7 (2.3.13)

1<i<j<n
ot A est le discriminant de P(z). En particulier le discriminant est nul si et

seulement si le polyndéme a une racine multiple.
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En plus, le discriminant d’un polynéme cubique donne plus d’information sur
ses racines.

Proposition 2.3.4. [KA] Soit
P(z) = asz® + apz® + a1z + ag (2.3.14)

ou P(z) € C[z] et A son discriminant. Si
- A > 0 toutes les racines sont réelles et distinctes,
- A = 0 toutes les racines sont réelles et au moins deuz sont égales,
A < 0 P(z) a une racine réelle et deuz racines complezes conjuguées.
Pour connaitre le nombre de racines en § de P(a, 3,d) = 0, comme P(q, (3, 6)
est cubique en 4, on prend en plus le discriminant de P(«, 3,4d) par rapport & &

et on le dénote Q(a, 3),

Q(a, ﬂ) = Q1(a, B)Q2(a, B)
Q:1(a, B) = 4(—B* + 3af* — 3aB — 27a” + o) (2.3.15)

Q2(a, B) = (=20 + fa — (% — B%)2

On calcule le discriminant de @:(a, 3),
discriminant (@, (a, 8), a) = —196836%(8 + 4). (2.3.16)

Lorsque B > 0 est fixé Q;(a, 3) = 0 a seulement une racine réelle par rapport a
a, que ’on appelle a**. On a que Q2(a, B) = 0 a aussi seulement une racine réelle
double et on P’appelle a*. On procéde avec I’analyse en comparant les racines
réelles de @, et (J2, avec la proposition suivante.

Proposition 2.3.5. Il eziste une valeur unique de By positive telle que Q1{c, Bo) =

0 et Qa(e, Bo) = 0 ont une racine commune réelle en o, soit fo = % De plus,
pour B > 2 la racine réelle o* positive de Qo est plus grande que la racine réelle

a* de @1, sauf lorsqu’elles sont identiques.

DEMONSTRATION. Il suffit de résoudre @Q»(a*, 3) = 0 pour a* en terme de (3, soit

e ﬂ;i? (2.3.17)
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5

FIG. 2.1. La fonction Q(a, 3) lorsque 0 < 8 < 2 ou f = 33

On substitue dans @, (a*, 8) = 0 et on obtient

BB+4)(B+2)(B-36-1)
G o = 0. (2.3.18)

En résolvant pour 8 la seule solution réelle positive est Gy = 3+2_\/ﬁ C’est une

racine double. On remarque aussi que Q;(a*, 3) > 0 lorsque § > 2 et 3 # 3+2_\/ﬁ
Donc la racine a* de @2 est toujours plus grande que la racine o** de Q}; sauf

quand elles sont égales. ]

Les deux propositions suivantes donnent le nombre de branches de solutions
de P(a, 3,6) = 0 par rapport a « lorsque 3 > 0 est fixé.
Proposition 2.3.6. Lorsque 0 < 3 < 2 est fizé ou § = %, P(a,3,6) =0
a une racine en 6 pour 0 < a < o™,
a une racine double en § pour o = o™ (a une racine triple lorsque B =
),
— a trois racines en § lorsque o™ < a.

Voir la figure 2.1.

DEMONSTRATION. Il suffit d’analyser le disciminant de P(a,S,d), c’est-a-dire
Q(a, B) (car P(a, ,9) est un polynéme cubique en §). On remarque que Q2(c, 3)
est toujours positif lorsque 0 < 8 < 2 est fixé. Pour § = %, Q2(a, ) =0a

seulement une racine positive non-nulle o* par rapport & a. On remarque aussi
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: Vi3
FIG. 2.2. La fonction Q(a, 8) lorsque 3 > 2 et § # 3413,

que le discriminant (2.3.16) de Q;(a, 3) par rapport & a est toujours négatif
lorsque 5 > 0. Alors Q;(e, 8) = 0 a une racine o** lorsque (3 est fixé, car Q; est
un polynéme d’ordre trois en . Ceci implique que P(a, 3,0) = 0 a une racine sur
I'intervalle 0 < a < o**, car Q(a, B) est négatif sur cet intervalle. P(a, 3,d) = 0
a une racine double en a = o** car Q;(a**,5) = 0. Si g = @ ceci implique
que Q1(a*, B) = Q2(a**, ) = 0, car a* = o**, donc on obtient une racine triple.

Finalement, P(a, 3,4) = 0 a trois racines simples lorsque o** < « car Q(a, 3) est

positif. O

Proposition 2.3.7. Lorsque 3 > 2 est fizé et 3 # @, P(e,8,6)=0
- a une racine en § pour 0 < o < a**,
- a une racine double en § pour a = a**,
- a trois racines en § pour o™ < a < a*,
a une racine double en § pour a = a*,
— a trois racines en 6 lorsque a* < a.

Voir la figure 2.2.

DEMONSTRATION. Les trois premiers items de la liste sont déja démontrés dans
la démonstration de la Proposition 2.3.6. On remarque que lorsque 3 > 2 est
fixé, Q2(a, B) = 0 a une racine ¢* positive. La racine o* est toujours plus grande

que o™ par la Proposition 2.3.5 avec ’hypothése que § # % . Donc lorsque
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Q2(a*,8) = 0 on a une racine double. De plus Q2(a,3) > 0 avant et aprés la

racine o* et Q1(a, §) > 0 aprés la racine o**. O

La proposition suivante donne des conditions pour déterminer s’il existe des in-
tersections entre certaines surfaces de paramétres et les branches de solutions
P(a,3,6) =0.

Proposition 2.3.8. Lorsque 3 > 0 et o, > 0 il y a ezactement une intersection
entre S; et P(a, 3,0) = 0, et exactement une intersection entre S% et P(a, 3,6) =

0. Pour B fizé, le point d’intersection entre P(a, 3,6) = 0 et S; est donné par
oSt BB +36+1)

= . 2.3.19
B+3 ( )
Le point d’intersection entre P(a,3,0) =0 et S% est donné par
o’z = %+ 36+ 2. (2.3.20)
DEMONSTRATION. Si on définit les fonctions suivantes
ki(a,B,6) =6(a+B+1) -1
(2.3.21)

k%(a,ﬂ,5)=5(a+2ﬁ+4)—1

il suit que k;(e, 3,6) = 0 et k% (o, 8,8) = 0 implique que les paramétres sont
sur les surfaces S; et S 1, respectivement. Donc il suffit de prendre le résultant de
P(a, B,9) et ki(c, B,0) par rapport 4 § et le résultant de P(q, 3,48) et k%(a,ﬂ, 6)

par rapport & §. On obtient que les racines en commun admissibles (@, > 0)

sont
g5 B2 +36+ D)
p+3 (2.3.22)
o’z = 5243642,
respectivement. g

Il est important de savoir si les solutions de P(«, 3, ) = 0 qui sont dans le premier
quadrant pour des valeurs particuliéres des paramétres restent dans le premier

quadrant pour les autres valeurs des paramétres.
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-- S
\ .| — Plagé=0

a.Sl/2 a** (6
F1G. 2.3. Les positions relatives de P(a,3,8) = 0 et S% lorsque

0<p<2

Proposition 2.3.9. Lorsque 3 > 0 est fizé, si une branche de solution de P(«, 3,6) =
0 a un point dans le premier quadrant de l’espace des paramétres (a, ), alors la

branche est entiérement contenue dans le premier quadrant.

DEMONSTRATION. On fait ’observation que si P(0,3,d) = 0 il n’y a pas de
solution en [, J telle que § > 0. De fagon similaire il est impossible de résoudre
P(a,3,0) = 0en [ et a > 0. Il suit par le théoréme de la valeur intermédiaire que

les branches de solutions n’intersectent pas la frontiére du premier quadrant. [

Les deux propositions suivantes donnent les positions relatives entre les courbes
P(a,B,8) =0cet S%.
Proposition 2.3.10. Lorsque 0 < 3 < 2, les positions relatives de P(a, 3,8) =0

et S 1 sont données par la figure 2.3.

DEMONSTRATION. Ils’agit de déterminer ou se trouvent les racines de P(a, §,6) =
0 si «, B sont fixés. Pour cela on cherche les valeurs de « et [ pour lesquelles
P(a, B3,6) = 0 a une racine double en § avec changement de signe du discriminant
(i.e. le nombre de racines de passe d’une & trois). Il faut résoudre Q;(a,3) = 0
lorsque [ est fixé. La solution étant ‘trop compliquée’, on procede d’une fagon

différente. Soit, de résoudre @Q1(a, 3) = 0 lorsque «a est fixé. On obtient & 'aide
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du logiciel MAPLE la solution réelle positive est
B = -3a53 +a. (2.3.23)
Ceci suggére la substitution a = a3. Alors
Q1(a, B) = 4(a® — 3a* — B)(B* — (20> + 3a®)B + a® + 3a® + 9a*)  (2.3.24)
ce qui donne comme unique racine
B = —3a? + a3, (2.3.25)

vu que le discriminant du second facteur est —27a* < 0. On résout P(a®, —3a®+
a®,8) = 0 et on obtient que les solutions sont

-1

o = a%(—4 — Ta + 2a2)

(2.3.26)

et

1

5** —
27 a2(a2—-2a+1)

(2.3.27)

la derniére étant une racine double. On veut montrer que pour 3 € [0, 2] ces deux
racines sont sous la surface S 1. Si on choisit a € [3, 1] ceci implique que 8** va
atteindre toute valeur sur lintervalle [0, 2], car a® — 3a? est strictement croissant
sur l'intervalle (3, I]. Il reste & déterminer si les points sont situés sous S 1. On
calcule § pour le point de la surface S 1 correspondant & (o, 8) = (a3, —3a2 + a3)

et on soustrait cette valeur, soit §, de la racine 6}*, ce qui donne

2(a®* —4a+2)(a +1)2

o -6 = 2.3.28
! a2(3a? — 6a2 + 4)(2a + 1)(a — 4) ( )
et de la méme facon avec la racine d3*, on obtient
_ 2 -9 2
s 5= @ —a-l@=2) (2.3.29)

a?(3a® — 6a2 +4)
On remarque que sur l'intervalle [3, %] les deux expressions obtenues sont po-
sitives, donc S; est située au dessus des deux racines. Par continuité et par les

Propositions 2.3.9 et 2.3.8 les branches de solutions de P(a,3,d) = 0 restent
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) )
031/2 a*a* 63
2.4(b) § > 3yB
) \\ —
AN | — Pla,s8) =0
. ~

2.4(c) g = 313

F1G. 2.4. Les positions relatives de P(a, 3,0) = 0 et Sy

situés sous Sy sauf celle qui Pintersecte (voir la figure 2.4). La Proposition 2.3.6

indique ou sont situées les branches de solutions par rapport & a. O

Proposition 2.3.11. Lorsque 3 > 2, les positions relatives de P(a, 3,8) = 0 et

S% sont données par la figure 2.4.

DEMONSTRATION. De facon semblable 4 la démonstration de la proposition pré-

cédente on veut déterminer la position des trois racines en ¢ de P(a,3,d) = 0.



52

On obtient que Q2(a*(B), 5) = 0 lorsque B > 2 est fixé, ou

g+ 5
* = . 2.3.
o*(6) = ~5—, (2:3.30)
On évalue
. 2—PB—-368%2+3683)(2+ 208 — B+ 3683% + 633)?
P(a*(8), 5,6) = . P2+ 200 — f+ 3057 +O0T) g 33)
(B-2)
Alors P(a*(f),3,0) = 0 si et seulement si
8 —2
0] = ———— 2.3.32
G- (2:332)
ou
B —2
05 = . 2.3.
(S ) (23.33)
la derniére étant une racine double. On remarque que
>0 sife (2B
01q=10; sif=23yB (2.3.34)
<& sif> /B
Les points 4] et d; sont sous S%, car I’expression
f=— (2.3.35)
T a+20+4 e
évaluée a a* est donnée par
8 —2
0= —. 2.3.
B8 (2.3.36)

Pour n’importe quel § > 2, § est plus grand que les deux racines 07 et 3.
La branche est sous S 1 par les mémes arguments que la démonstration de la

proposition précédente. O

Il est important de savoir quelles branches de solutions sont admissibles pour
le systéme biologique. La proposition suivante indique une branche de solution

qui n’est pas admissible pour le systéme biologique.
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Proposition 2.3.12. La branche de solution de P(a, 3,0) = 0 qui intersecte S%
lorsque B > 0 n’est pas admissible pour le systéme biologique car l’abscisse du

point singulier est négative.

DEMONSTRATION. On vérifie que la branche de solution qui intersecte la surface
S 1 n’est pas admissible. On prend un point test, soit a l'intersection des deux

surfaces. On a déterminé lorsque les deux surfaces s’intersectent

1
et
a®1z = 32 + 38+ 2. (2.3.38)
Si on substitue (2.3.38) dans (2.3.37), on obtient
Sy 1
B%+58+5 ( )

Si on substitue § = §5v2 et a = /2 dans I’expression f(z) (voir (2.3.1)) et on

résout f(xo) = 0 afin de déterminer ’abscisse du point singulier, on obtient

- 1
0= 5>

’ (2.3.40)
Ig = m

On doit déterminer quel zo satisfait g(zo) = 0 (i.e. la trace est nulle au point

singulier). On substitue § = 652 et a = aV/2 dans g(z) (voir (2.3.2)). On obtient
1 B+1

IVNS5 = " misa

2 B%+56+6

-1
9 (m) -

Vu que 'abscisse du point singulier qui satisfait g(xzg) = 0 est négative le point

(2.3.41)

n’est pas admissible. La branche qui intersecte S 1 n’est pas admissible par conti-
nuité. En effet, pour que I'abscisse du point singulier change de signe ’abscisse

doit passer soit par 0, soit par I'infini ce qui n’est pas le cas. (]
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Proposition 2.3.13. Lorsque B > 0, la branche de solution de P(«,(3,6) = 0

qut n'intersecte pas S 1 correspond au point singulier d’abscisse xg < %

DEMONSTRATION. Cela suit directement, car lorsque 3 > 0 et z > 0 la fonction

p(z) est strictement monotone stricte. Voir la figure 1.1. a
Proposition 2.3.14. Le déterminant du linéarisé du systéme est positif sous S 1.

DEMONSTRATION. On a déterminé que S; et Sy sont les surfaces sur lesquelles le
déterminant du linéarisé est nul. On a aussi vu que les deux surfaces de solutions
sont au-dessus de § 1 lorsqu’elles sont situées dans le premier quadrant de ’espace
des paramétres (@, ) pour les paramétres acceptés pour le systéme biologique.
Par définition du déterminant on obtient qu’il est positif car les paramétres sont

situés sous la surface S 1, par la Proposition 2.3.13. (W

Proposition 2.3.15. La branche de solution de P(a,3,8) = 0 qui n'intersecte

pas S% lorsque B > 0 est admissible pour le systéme biologique et la bifurcation

de Hopf.

DEMONSTRATION. Pour que les branches de P(a,3,d) = 0 soient admissibles
pour la bifurcation de Hopf, il est nécessaire que la trace du linéarisé soit nulle et
que le déterminant soit positif. En vertu de la Proposition 2.3.14, la seule branche
qui peut étre admissible pour le systéme biologique est sous la surface S 1. Alors
le déterminant est positif. Il reste & montrer que la branche qui n’intersecte pas
S% est admissible pour le systéme biologique et que la trace évaluée au point
singulier correspondant est nulle. On sépare la démonstration en deux cas.

Si B € [0, 2] on vérifie la branche en prenant a € [3, Z], un point de la branche de
solution soit @ = a®, §** donné en (2.3.25) et 63* donné en (2.3.27). On substitue

§ = &*, a = a® et B = ** dans 'expression f(z), on résout f(zo) = 0 pour
2
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déterminer ’abscisse du point singulier. On obtient

Ig = }'s
v (2.3.42)
To= a(a? —3a+1) <0.

On veut déterminer pour laquelle de ces valeurs la trace est nulle. On substitue

donc § = 65*, & = a3 et B = ** dans 'expression g(z), on évalue aux z,

)

» oy (2.3.43)
g (a(a2 —3a+ 1)) T a?(@®—-3a+1)2

Vu que la solution positive est celle qui annule, la trace la branche de solution
est admissible pour le systéme biologique et admissible pour la bifurcation de
Hopf par continuité (voir Proposition 2.3.12). Il reste & montrer que y, > 0, ceci
découle du fait que 0 < zo < 1 car a € [3,I] et de la relation IT en (2.2.2).

Si 8 > 2 on prend un point de la branche de solution, soit /* donné en (2.3.30)
et 67 donné en (2.3.32). On substitue § = &}, @ = a* dans I'expression f(z), on
résout f(zo) = 0 pour déterminer la composante z du point singulier. On obtient

_1
-5

1
5

De facon similaire on veut déterminer lorsque la trace est nulle, on substitue

(2.3.44)

Tog =

0 = 0}, o = a* dans l’expression g(z), on évalue aux z,

/3)-

~1\ _ p2-36-1
g(%)_ 41— B)

Vu que la composante positive annule la trace, la branche de solution est ad-

(2.3.45)

missible pour le systéme biologique et admissible pour la bifurcation de Hopf par

continuité. ]l reste & montrer que yo > 0, ceci découle du fait que 0 < z5 < 1 car
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F1G. 2.5. Le diagramme de H lorsque 8 > 0.

[ > 2 et de la relation II.
O

Ceci compléte la démonstration de la Proposition 2.3.1. Il existe une bifurca-
tion de Hopf de codimention au moins 1 qui se produit sur la courbe H dans la

figure 2.5.

2.4. ANALYSE DE LA TRACE DU LINEARISE LORSQUE (<0

Dans cette section on va ajouter des détails aux résultats de Coutu [C] sur les
surfaces de bifurcation de Hopf, c’est-a-dire les surfaces de bifurcation qui satis-
font aux conditions nécessaires de la bifurcation de Hopf et du systéme biologique.
La proposition suivante est une analyse du discriminant de @, (voir (2.3.16)) et

de la position de ces racines.

On dénote les racines de @;(a, §) = 0 par af* et a3*, of* étant la plus petite
des deux.
Proposition 2.4.1. Le polynéme Qi(a, ) a

- deuz racines positives af* et a3* en « lorsque 8 € (—4,0),

- une racine double o** positive en o pour § = —4,

une racine positive o™ en « lorsque < —4.
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Lorsque [ est fixé et négatif Q1(c, 3) = 0 a deux racines et Qs(a,8) =0 a
une racine. On procéde en comparant les racines ai* et o3* de @ et la racine o*
(toujours double) de Q5. On a que a* > 0si f < —1.

Proposition 2.4.2. Il existe trois valeurs de By < 0 telles que Q1(a, Bo) = 0 et
Q2(a, Bo) = 0 ont une racine commune réelle en a, soit By = @, —2,—4. De
plus, pour B < —1 la racine réelle positive a* de Q5 est

-0 < o* <af* <aj* lorsque f € (—2,—1),

- af = o] <o pour f= -2,

- af* < a* < a¥* lorsque B € (—4,-2),

- a*=a* =8 pour B = —4,

- a*=a™ > 8 pour —4 > (5.

Les propositions suivantes décrivent la position des solutions de P(ca, 3,4) =0
lorsque # < 0 & ’aide du discriminant de @; et @, et des propositions ci-dessus.
Proposition 2.4.3. Lorsque —1 < 8 < 0 est fizé, P(a,3,0) =0

a trois racines en 0 lorsque 0 < a < ai* sauf pour a = %2 (une racine

négative lorsque 4a < (32),

a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = aof*

’
- a une racine positive en 0 lorsque a}* < a < a3¥,
— a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = o,
a trois racines positives en § lorsque o3* < a.
Voir la figure 2.6.
Proposition 2.4.4. Lorsque f = —1, P(c,3,6) =0

. . 2 .
~ a trois racines en 6 lorsque 0 < a < of* sauf pour a = % (une racine

EE 3
1
négative lorsque 4a < 3?),
a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = a3,
~ a une racine positive en ¢ lorsque of* < a < a¥,
- a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = o*,

- a trois racines positive en § lorsque a3* < a.

Voir la figure 2.7.
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aI*a** [8

2.6(a) La fonction Q(a, 5). 2.6(b) Les branches de solu-
tions de P(a, 3,68) = 0.

FiG. 2.6. P(a,B,4) =0 et Q(a, B) lorsque —1 < B < 0.

* * ¥k * %
i al \/2 .

- Q(a$ﬂ)
v Sm Do
a* a;*a** [4]
2.7(a) La fonction Q{«, ). 2.7(b) Les branches de solu-

tions de P(a, 3,6) = 0.

Fi1G. 2.7. P(a,f,6) =0 et Q(e, ) lorsque g = —1.

Pour les propositions suivantes on a besoin de définir o, soit
a®=—f-1. (2.4.1)

On remarque, que a® >0si f < —let que 0 < a* < a™si f € (—2,—1).
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- Q(a’ ﬂ)
a:ﬁaoo a:{*a;* 4]
2.8(a) La fonction Q(a, §). 2.8(b) Les branches de solu-

tions de P(a,3,8) =0.

FiG. 2.8. P(a,(,0) =0 et Q(a, B) lorsque —2 < # < —1.

Proposition 2.4.5. Lorsque —2 < 8 < —1 est fizé, P(o,3,0) =0
~ a trois racines en § lorsque 0 < a < a™, deuzx racines négatives et une

racine positive, la racine étant double pour a = a*,

a une racine négative et une racine positive en 6 pour a = a*,

a deuz racines positives et une négative en 0 lorsque a® < a < of* sauf
pour o = %2 (une racine positive et deuz racines négatives lorsque 4a < B%),
a une racine simple positive et une racine double positive en § pour a = of*,
— a une racine positive en § lorsque a* < a < af,
- a une racine double positive et une racine simple positive en 6 pour a = o3,
- a trois racines positives en 0 lorsque a3 < a.
Voir la figure 2.8.
La prochaine proposition décrit les branches de solutions lorsque § = —2.
Dans ce cason a que af* =a* =a>* = 1.

Proposition 2.4.6. Lorsque § = -2, P(a,3,0) =0

*k
1

a trois racines en 0 lorsque 0 < a < o (deuz racines négatives et une

positive),
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0 — P(a,5,0)=0
s S
— Q@) ;
m a.*
2.9(a) La fonction Q(a, 5). 2.9(b) Les branches de solu-

tions de P(e, 3,6) = 0.

FI1G. 2.9. P(a,5,6) =0 et Q(a, B) lorsque 8 = —2.

- a une racine double négative et une racine positive en § pour o = o,

~ a une racine positive en 0 lorsque a* < a < a3,

— a une racine double positive et une racine stmple positive en § pour a = al¥,

~ a trois racines positives en § lorsque a}* < a.

Voir la figure 2.9.

Lorsque 3 = —2, on perd la branche & gauche. Ceci découle du fait que le
coefficient du terme cubique de P(a, 3, §) s’annule lorsque a}* = o* = a® = 1. A
ce point la branche de solution passe & I'infini vu que la distance entre a* et aj*
tend vers 0 lorsque (8 tend vers —2. Or c’est & ’intérieur de l'intervalle (a®, a}*)
que la branche de solution est située.

Proposition 2.4.7. Lorsque —4 < 3 < —2 est fizé, P(a,3,6) =0
- a trois racines en § lorsque 0 < a < af* sauf pour o = %2 ou o = a*,
e deur racines négatives lorsque o < a®,
e une racine négative lorsque a > o,
e aucune racine négative lorsque 4a > (32,

- a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = o,
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~ a une racine positive en 0 lorsque ai* < a < o,
— a une racine simple positive et une racine double positive en § pour a = o,
— a une racine positive en 0 lorsque a* < a < a3¥,

- a une racine double et une racine positive en 6 pour o = «

*ok
2

- a trois racines positives en § lorsque a3* < a.
Voir la figure 2.10.
Proposition 2.4.8. Lorsque —4 < 3 < —2 est fizé, le point isolé P de P(a, 3,0) =
0 n’est pas admissible pour le systéme biologique car l’abscisse du point singulier

est compleze.

DEMONSTRATION. Le point isolé P est situé en &« = a* et on a une solution

explicite de la racine o*, soit

AP (2.4.2)
G—2

On veut déterminer pour quelle valeur de é on a P. Donc on résout P(a*, 3,0) = 0

en ¢. On obtient

= P2
2(_
1+ A) (2.4.3)
6= P2
* B2 +36+2)

la derniére étant la racine double. Si on substitue 6 = 67 et « = a* dans

Pexpression f(z) (voir (2.3.1)). On observe que

(B+4)(B—2)
B(B+1)%(B+2)

est négatif sur I'intervalle (—4, —2). Vu que f(z) est une quadratique en z, ceci

discriminant(f(z),z) = (2.4.4)

implique qu’il n’existe pas de racine réelle. ]

Proposition 2.4.9. Lorsque 3 = —4, P(«a,3,6) =0
- a trois racines en ¢ lorsque 0 < a < a* sauf pour a = a® ou a = %2,

e deuz racines négatives et une positive lorsque a < o,

. . . .y 2

e une racine négative et deux positives lorsque a™® < a < %,
. . " 2

e {rois racines positives lorsque a > %,
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aoo a{*a* a;* O
2.10(a) La fonction Q(a, ). 2.10(b) Les branches de solu-

tions de P(w, 3,6) = 0.

Fi1G. 2.10. P(a,B,6) =0 et Q(a, B) lorsque —4 < 8 < —2.

- a une racine double positive et une racine simple positive en § pour a =
a* =8,
- a trois racines positives en § lorsque o* < a.
Vour la figure 2.11.

Lorsque 3 = —4 1'une des branches de solutions de P(c, 3, 6) = 0 est la courbe
Sq- On a que les racines de Q;(a, 8) = 0 et Q2(e, B) = 0 sont a* = af* = a}* = 8.
En ce point deux des branches de solutions de P(«, 3,6) = 0 sont tangentes I’'une
a l'autre. On observe la tangence en localisant P(a, §,6) en (o, 3,9) = (8, —4, 41)

C’est-a-dire on pose
1
(o, 3,0 = (8 + 4,4, + D) (2.4.5)

et on obtient

9
P(a!, B',6") = 144D + 18DA + — A% + o(|4, D|?)
16
9 (2.4.6)
= E(A +16D)? + o(|4, DJ?).
Donc on a tangence des deux branches de solutions. Leur tangente commune a

1
une pente de —q.
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o* a
- Q(a1 ,3)
o Sm
2.11(a) La fonction Q(a, §). 2.11(b) Les branches de solu-

tions de P(a, 3,8) = 0.

Fi1G. 2.11. P(a,,0) =0 et Q(a, B) lorsque 8 = —4.

Proposition 2.4.10. Lorsque 8 < —4 est fizé, P(a,3,0) =0
~ a trois racines en § lorsque 0 < a < a* sauf pour a« = o™ et o = %2,
e deuz racines négatives et une positive lorsque 0 < a < a®,

. » . .. 2
e une racine négative et deux positives lorsque o™ < a < BT,

e {rois racines positives lorsque a > %2,
- a une racine double positive et une racine simple positive en § pour o = a*,
- a trois racines positives en ¢ lorsque o* < «,
Voir la figure 2.12.
La proposition suivante découle des observations de Coutu [C], et donne un
résumé de 'information pertinente lorsque § < 0.
Proposition 2.4.11. [C| Les conditions nécessaires pour que le systéme biolo-
gique ait une bifurcation de Hopf, soit que
la trace du linéarisé est nulle,
le déterminant du linéarisé est positif,
Pabscisse du point singulier fait partie de lintervalle (0, 1)

sont représentées par la courbe H. Voir la figure 2.13.
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a* «a
- Q(a7 ﬂ)
Sm
2.12(a) La fonction Q(a, ). 2.12(b) Les branches de solu-

tions de P(a, 3,6) = 0.

Fi1G. 2.12. P(e,3,6) =0 et Q(a, B) lorsque 8 < —4.

2.5. REDUCTION A UN SYSTEME POLYNOMIAL

On réduit le systéme (2.0.1) & un systéme polynomial avant d’utiliser la mé-
thode de Lyapunov. On veut que le point singulier que I’on étudie soit & 1’origine.
Alors la premiére étape est de faire une translation du systéme pour que le point
singulier soit & ’origine. C’est-a-dire le changement de variables suivant

Ty =T — X
(2.5.1)
NB1=Y—%
ou (xo,yo) est le point singulier du systéme a étudier qui n’est pas situé sur I'un
des axes. Le nouveau systéme ainsi devient

%1 = R(z1 + o, %1 + Yo)
(25.2)

71 = S(z1 + Zo, Y1 + Yo)-

Soit

.'132

= 2.5.3
az?+ Bz +1’ ( )

p(z)
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~ -
~—
- .

2.13(a) -3< 6 <0 2.13(b) -4<8< -3

2.13(c) B = —4 2.13(d) -4 > 8

Fi1G. 2.13. Le diagramme de bifurcation partiel lorsque 8 < 0.

pour la deuxiéme étape on change d’échelle sur le temps en divisant le champ de
vecteurs (2.5.2) par p(x; + zo)-
On remarque que p(zo) > 0 ce qui implique que la reparamétrisation du champ

de vecteurs ne changera ni la forme, ni le sens de parcours des solutions prés de
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I'origine. On obtient le systéme suivant

S(z1 + Zo, y1 + Yo)
p(z1 + o)

Ty = Ro(z1, 1) =

= h(z1) — 01
R(z1 + zo,y1 + Yo) (2.5.4)
p(z1 + Zo)

= (y1 + o) (p(xl_——imo) " 1)

yi = S2($17y1) =

ou

_ p(=a(z + 7o) + (a — B)(z + 20)? + (B — 1)(z + z0) + 1)
T+ Zo

h(z) —7o. (2.5.5)

On continue la réduction du systéme avec un deuxiéme changement de variables,

soit
Iy =TIy
(2.5.6)
Y2 = Y1 — h(z1)
Le systéme devient alors
Ty = R3(Zq,y2) = T1
= —y2
, __dh,
Yg = S3(T2,y2) = U1 — E(xl)xl (2.5.7)
dh
= So(z2,y2 + h(z2)) + yza(ﬂfl)
-0 dh )
= (h(zs) + — 41} + — () +1 - ———
( ( 2) yo) (p(acz +l‘o) ) Y2 (dm( 1) p($2 T Io))
ou
_ 3 _ 2 __
dh(z) _ p(=20(z +30)° + (o — B)(z + 30 — 1) 2.5

dr (z + x0)?

On change d’échelle sur le temps en multipliant le champ de vecteurs (2.5.7) une

deuxiéme fois par (z3 + z¢)*.



67

Puisque 3 > 0, cette étape ne change pas qualitativement les solutions prés de
I’origine. On obtient que le systéme est orbitalement analytiquement équivalent

a

dx
2~ Ralz2,2) = Ra(zz,12) (22 + 20)°
= —y2k(z)
g (2.5.9)
di,; = S4(T2,y2) = S3(z2, y2)(z2 + m0)3
= f(z2) + y29(z2)
ol
k(.’l)) = do + dl.’E + d2£132 + d3.’E3, (2510)
ou
d; = (?)zg"', (2.5.11)
et
9(z) = bo + biz + byz® + byz® + baz?, (2.5.12)
ol

bo = (—p — pBxo + 2px3 — 2pT0 + 2yoTE + YoTo + PBTE — paxi — pBxd)zy

by = —38azi + 325 — p — 6 — 8pazd — 3pPx; — 2680 + 3pax’

by = —3pfBxo + 3pazxy — 30axy — 08 + 3x¢ — 12paa:§ (2.5.13)
bs = —pB+1—8paxg — ad + ap

by = —2ap,

et

f(2) = a1z + a2’ + a52® + agz? + a52° (2.5.14)
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ou
a1 = 2pTo + 3pBz3 + 4pPxod + Sprada’ — dproda + 8z30ap
— 4pzisc’ + dpaz) + 65pazy — 3pzi 4 6p — Sprac
+ 3pB%6x2 — 2p0 3%z — 2036 — 6pBiTEa — 4pfxd
ay = —3pzo — 46pazxy + 3pPTo + 4pda — 4pBzi + p — 6%p + §pFPxg
a3 = —pdf3* + p + 6pzoda + 12pB6z2c -+ 2038 — 6pdafzy — 3pzo
+ 3pd 3%z — 10pazy — 6pda’z: + 6paxi + 10pz3da’ — 6pPx? (2:5:19)
— 2pda + 3pPxy
as = —p +2pda — 2p8aB + pd 2 — 4pBxy + 4zopa + 8pdafzy
— 10paz) — 4péa’zy + pf + 10pda’x?
as = —ap + pas.
Ceci compléte la réduction du systéme (2.0.1) & un systéme polynomial (2.5.9)
qui est orbitalement analytiquement équivalent &

i = —y(do + diz + doz® + d3z®)
(2.5.16)
¥ =17 + aax® + azz® + a4z + a5z’ + y(bo + b1z + box? + b3z + bya?).

2.6. LA METHODE DE LYAPUNOV

La théorie générale de la méthode de Lyapunov nous permet d’étudier la
bifurcation de Hopf en étudiant le foyer faible d’un point singulier. Soit (X)),

une famille de champs de vecteurs sur le plan, de la forme

Xa(@9) = (@02 =y + f@ v g + @+ d0)y + oo Vg (261

ou d, f, g sont des fonctions lisses et A est un multi-paramétre de dimension p.
La théorie de la méthode de Lyapunov est donnée dans [BL], [CC], [CD], [GW].
Le lemme suivant garantit I’existence des fonctions de Lyapunov et les constantes

de Lyapunov.
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Lemme 2.6.1. [CD] Soit une famille (X)), de champs de vecteurs de la forme

(2.6.1). Il existe une série formelle F),

Fy(z,y) = %(zz +1))+ ) Fi(z,y,)), (2.6.2)

j=3
ou Fj est un polyndme homogeéne de degré j en x et y,

J
F}(:L‘7 Y, ’\) = Z f’ij(/\)xiyj—ia (263)

i=0
et il eziste des coefficients V;()\) (appelés constantes de Lyapunov) tels que

o0

XoFx(z,y) = Y Vi(\)(® + 2. (2.6.4)
i=0

De plus si Fy et V; sont des solutions qui satisfont (2.6.4), les fonctions fi; et V;
sont lisses en .

Le théoréme suivant établit le lien entre les coefficients de Lyapunov et la
bifurcation de Hopf.
Théoréme 2.6.1. [CD] Soit (X)), une famille de champs de vecteurs sur le plan
de la forme (2.6.1) avec les constantes de Lyapunov V;, 0 < i < 1. 51 Vo(Xo) =
. =Vii(M) = 0 et Vi(Xo) # 0 et la fonction V = (Vo,V1,...,Vi_1) est une
submersion & Ao, alors la famille (X)), de champs de vecteurs est un déploiement
complet d’une bifurcation générique de Hopf de codimension | a l'origine. De plus
le type Xil) (voir ci-dessous) est donné par le signe de Vi(Xg).

Prés de l'origine, ou les conditions du théoréme sont vérifiées le champ de

vecteurs est équivalent [CD] a

x{ = (x}% - y;_x) £ (@ + ) + a1 M)+ ) T+ +ao(N))

(2.6.5)
X SEQ-F ﬁ
Oz yay '

La proposition suivante applique le Lemme 2.6.1 au systéme polynomial (2.5.16).
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Proposition 2.6.1. Le systéme (2.5.16) est une famille de champ de vecteurs

avec A = (o, 8,0, p). Il existe une série F,
1 12 2 -
FA(X,Y) = 5(X*+Y%) + ) F(X,Y ), (2.6.6)
=3

ou F; est un polyndme homogéne de degré j en X et Y,

Fi(X,Y,)) Z Fii(NXY I (2.6.7)
ol
z 1 0 X
| = |y (2.6.8)
Y 2dp 2dp

et les coefficients L;(\) existent tels que
Ey = Li\)(X2+Y?) +o(|X,Y]?), (2.6.9)
et pour toutes valeurs de X telles que Lo(A\) = 0 on obtient
Fy=LiA) X2+ Y2+ LW (X2+ Y2 +o(| X, Y]5). (2.6.10)

Les constantes de Lyapunov sont

b
LO 507
b2@1 e b1a2
[, =221 - .6.
. ra— (2.6.11)
1 (1) 2)
L2 = 192d(2)a,:1{ (L2 (bgal — blaz) -+ L2 )

otu
LYY = 21dydoa® — 27d%a% + 37dydgasa; — 21azdlay + bdoar — 10d2a2
L = 8dgbsdia? + 12d2bsa? — 20d2bsara? — 8dgbrasdia® — 12byd2asa%(2.6.12)
+ 20b1dga3a2a1

De plus si Fy et Ly, Ly, Ly sont des solutions qui satisfont (2.5.16), les fonctions
fij et Lo, Ly, Ly sont lisses en A.
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DEMONSTRATION. Le Lemme 2.6.1 garantit I’existence des fonctions et constantes
de Lyapunov en plus de garantir que les constantes sont différentiables. Il est
évident que 'on peut appliquer le lemme & notre systéme (2.5.16) car il est équi-

valent au systéme

X = 5’22)( —y/ =B + 4doa,Y + F(X,Y)
Y = /b2 + 4doa, X + 5’291/ +G(X,Y),

ou F(X,Y) et G(X,Y) sont des fonctions polynomiales de degré 2 et plus.

(2.6.13)

L’équivalence est donnée par la conjugaison avec

1 0
P = ﬂ \/:b?,—ﬂ-m: . (2614)
2dp 2dp

Il suffit de calculer les fonctions et les constantes de Lyapunov. Ceci est un
processus algébrique, donc il est possible de programmer le calcul & 'aide d’un

logiciel de manipulations symboliques. Le calcul a été fait avec MAPLE. ([l

Pour simplifier la notation on définit I’ensemble suivant :
Définition 2.6.1. Z est un ensemble tel que A = (, 5,6, p) € Z si et seulement
st Lo(A) = 0.

Ceci compléte cette section, dans les sections suivantes on analyse Lo, L; et
L, pour étre capable de borner la codimension de la bifurcation de Hopf a 1’aide

du Théoréme 2.6.1.

2.7. SIMPLIFICATION ET ANALYSE DES CONSTANTES DE LYAPU-

NOV

2.7.1. Simplification et analyse de la constante Ly de Lyapunov
Soit

Ly=—= (2.7.1)
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la constante Ly de Lyapunov de (2.5.16) avec les coefficients (2.5.11), (2.5.13) et
(2.5.15). On substitue les coefficients dans Lg et on veut simplifier I’expression.
Pour simplifier I’expression on substitue yo avec la relation IT ce qui élimine la
dépendance en yy. Ensuite on substitue ¢ avec la relation I ce qui élimine & son

tour la dépendance en ¢ et n’introduit pas de nouvelles dépendances. On obtient

L= —(1+ (8- a)2x(2) + 2a$8)P$0. (2.7.2)

Il est évident que Lo = 0 si et seulement si la trace du linéarisé est nulle. Donc
sur les branches de solutions de P(a,3,6) = 0 pour chaque 3, Lo(A\) = 0. Ceci
implique que I’étude de Ly est la méme de celle de P(a, 3,5) = 0 qui est faite

dans les premiéres sections.

2.7.2. Simplification et analyse de la premiére constante de Lyapu-

nov

Soit

baay — biasg
Ly=———=< 2.7.3
L= (2.7.3)

la premiére constante de Lyapunov de (2.5.16) avec les coefficients (2.5.11),
(2.5.13) et (2.5.15). Une fois calculé, (2.7.3) dépend de «, 3, 4, p, To, yo. Pour pou-
voir analyser le signe et les zéros de L; on veut simplifier I’équation, et aussi
réduire le nombre de paramétres. Il est important de préciser que I’on analyse
la bifurcation de Hopf, ce qui permet de supposer que le point singulier (zo, yo)
n’est pas sur I'un des axes. Donc on simplifie en effectuant trois substitutions
successives de telle sorte que le nombre de paramétres décroisse de un a chaque
substitution. La premiére substitution est grace a IT out on élimine la dépendance
en yo. La deuxiéme substitution est donnée par I ot on élimine la dépendance
en ¢. Finalement la troisiéme substitution est par III ou la dépendance de « est
éliminée. On simplifie I’expression et on obtient
(2255” + (625 +1)8 +6)p

L= 8(Bzo + 2)(—1 + 2a0)

(2.7.4)
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On remarque que la constante dépend seulement de [, p,zo et son signe est
indépendant de p car p est positif pour le systéme biologique.
Proposition 2.7.1. Lorsque 8 > 0, la bifurcation de Hopf est au plus de codi-

mension 1 et le signe de la premiére constante de Lyapunov (L) est négatif.

DEMONSTRATION. On observe que le numérateur de L,
(2z36% + (622 + 1)B + 6)p (2.7.5)

est toujours positif ce qui implique par le Théoréme 2.6.1 que la bifurcation est

au plus de codimension 1. On observe aussi que le dénominateur
8(Bzo + 2)(—1 + 2x0) (2.7.6)

est négatif car la Proposition 2.3.13 implique zp < % Donc la constante L; est

négative. O

Lorsque 8 < 0, Coutu [C] a remarqué qu’il existe des valeurs des paramétres ou
il y a une bifurcation de Hopf de codimension plus grande que 1. On doit ainsi
continuer 'analyse avec la deuxiéme constante de Lyapunov, pour déterminer la
codimension lorsque # < 0. On peut alors déterminer s’il y a la possibilité d’une
bifurcation de Hopf de plus grande codimension.

Proposition 2.7.2. Lorsque 8 < 0, Lo(A) =0 et

a™(B) = : (2.7.7)

alors Ly(\) = 0. Plus spécifiquement, si 3 € (—6,—4) et @ = o™ alors \ est sur
une branche de solution de P(a, 3,0) = 0 qui satisfait les conditions nécessaires

de la bifurcation de Hopf de codimension 2 dans le premier quadrant. Voir la

figure 2.14.
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DEMONSTRATION. Pour démontrer la premiére partie de I’énoncé il suffit de dé-

terminer quand les numérateurs de Ly et L; ont une racine commune. On obtient

résultant(numérateur(Ly), numérateur(L, ), zo)

(2.7.8)
= —2(—6a ~ aff + F?)*(6 + 4)(6 + B)°
et on obtient que, si Lo(A) =0 et
2

Ha — p 2.79
T B+6 (2.7.9)
alors L1(A) = 0. Lorsque 8 = —6, numérateur(Loy) et numérateur(L,) s’annulent
en z = 0. Donc 8 = —6 n’est pas une possibilité pour la bifurcation de Hopf de
codimension 2. g

Remarque 2.7.1. Dans le mémoire de Coutu [C] l’analyse est faite seulement
dans le cas ou les paramétres sont sur la surface S;. Dans ce cas on a une solution
(aM2nSr gH2081) oy BH2NS1 est [a plus grande racine réelle de la cubique B2 +70%+

118+3=0:
2N 5 —4.866 (2.7.10)

et o251 est donné par (2.7.7). Note : Dans [C] f72"S1 est noté B*.
Il est donc possible que dans le systéme biologique on ait Ly(A) = Li(A) =0,

il faut étudier la deuxiéme constante de Lyapunov.

2.7.3. Simplification et analyse de la deuxiéme constante de Lyapu-

nov quand la premiéme constante de Lyapunov est nulle
Soit

1
192d%a3

Ly (LY (baay — bras) + L. (2.7.11)
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2.14(b) pM2"S1 « B < —4

CL’H2 NS o

2.14(c) B = pH="S 2.14(d) —6 < B < gH=nS:

FiG. 2.14. Le diagramme de bifurcation pour la bifurcation de

Hopf lorsque Ly = L; = 0.

On a seulement besoin d’étudier L, lorsque L, = 0 ce qui implique bya; —bjay =0

et

1 2)

2:—————-

L
192d2a3 2
= (8d0b3d1a:1’ + 12dgb4a? — 20d(2,b3a2a% - 8dob1a3d1a% — 12b1d§a4a§ (2712)

+ 20b,d2azasa,)/192d3a}
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ou les coefficients sont donnés en (2.5.11), (2.5.13), (2.5.15). De la méme fagon
que pour la premiére constante de Lyapunov, on veut simplifier L,. On simplifie
en effectuant trois substitutions successives de fagon que le nombre de paramétres
décroisse de un aprés chaque substitution. La premiére substitution est grace a
IT et ceci élimine la dépendance en yy. La deuxiéme substitution est donnée par
I et ceci élimine la dépendance en §. La troisiéme substitution est donnée par III

et la dépendance en a est éliminée. On obtient que

numérateur(L;) = g numérateur(L,) + numérateur(L3) (2.7.13)
ou
q = (3pz§ — 5pTo + 15px3 — 13p23) B + 433 — 42] — 2p7
—px3+§px +-p— T}
ot 5P%+ 5 0
numérateur(L,) = 26%z] + 608z + 3+ 6 (2.7.14)
. s 2 2 17 47 5 4

numérateur(L3) = ((5z3 — 20)B> + (7623 + — — —1x0 — 85z3 — 1213 + 50z5)0

2 2
+ 39 — 57z + 42x3 — 1223)p

On ne s’intéresse & Ly que lorsque L, est nulle, alors on suppose que L, est nulle,

c’est-a-dire que pour simplifier notre équation davantage on utilise

2238% + (1 + 622)8 +6 = 0. (2.7.15)
On obtient
L - (523 — x0)B* + (765% + & — Two — 85zF — 12z + 50z5)
2 = 48x3(—1 + xo) (Bzo + 2)2(—1 + 2xz0) (2.7.16)
39 — 57z + 4222 — 1223 o
+

48z2(—1 + 10)*(Bzo + 2)2(—1 + 2x0)

La prochaine étape consiste & déterminer s’il existe des paramétres A tels que
Lo(A\) = Ly(X\) = Ly(X) = 0. La proposition suivante répond a cette question.
Proposition 2.7.3. Les premiere et deuziéme constantes de Lyapunov ne sont

jamais zéro au méme point pour le modéle si Ly = 0 (i.e. la trace du linéarisé
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est nulle) et le point singulier n’est pas sur ’'un des azes. De plus la deuziéme

constante de Lyapunov est négative lorsque Ly = Ly = 0.

DEMONSTRATION. Si on prend le résultant du numérateur de la premiére et
deuxiéme constante de Lyapunov par rapport &  on obtient
résultant(numérateur(L, ), numérateur(L,), §)
(2.7.17)
= —48xo(1 + 2x9 + 1223)(—1 + 220)*(—1 + z0)"p*.
Vu que 'on fait ’étude du point singulier qui n’est pas sur I’'un des axes, la seule
possibilité de racine en commun est en xy = % Mais Ly = 0 implique que la
trace du linéarisé évalué au point singulier avec I’abscisse o = % est nulle. Par la
Proposition 2.2.2, le déterminant est nul, une contradiction. Donc L; et L, n’ont
pas de racines en commun.
Il reste & déterminer le signe de Lo, mais, vu que L; et L, n’ont pas de racine

en commun, L, ne change pas de signe lorsque L; = 0 (par le théoréme de la

1

valeur intermédiaire). Soit o = 3

une valeur plus petite que % donc valide pour
la bifurcation de Hopf, on substitue zo dans (2.7.15), et on résout pour 3. On

obtient les deux racines

9
=y (2.7.18)
B =-18

et par la Proposition 2.7.2 on choisit 8 dans l'intervalle (—6, —4), donc 8 = —g.

1

Si on calcule L§ & (2o, 8) = (3, —3), on obtient

-8lp
Li=——. 2.7.19
F= 5 (2.7.19)

La deuxiéme constante de Lyapunov est donc négative lorsque Li(\) = Lo(A) =

0. g

Corollaire 2.7.1. Lorsque 8 < 0 la bifurcation de Hopf est au plus de codimen-

ston 2.
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Coutu [C] a vu que le signe de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension
3 est un coefficient négatif. Donc la bifurcation de Hopf de codimension 2 qui en
sort est aussi de signe négatif. Ce qui confirme le résultat ci-dessus. Dans la
section suivante on vérifie que ’on a une submersion des constantes de Lyapunov
par rapport a a et 6. Ce qui vérifie que I’on a un déploiement de la bifurcation

de Hopf de la famille de champs de vecteurs (2.0.1).

2.8. ANALYSE DE LA SUBMERSION

Si on démontre que

(a, 8,6, p) = Lo(e, B,9, p) (2.8.1)

est une submersion lorsque Lo(A) = 0 et L; () # O ceci implique par le Théoréme
2.6.1 qu’on a le déploiement de la bifurcation de Hopf. On dérive deux expressions

qui seront utiles pour étudier la submersion, soit :

amo(a’ 6) _ xo(a7 6)26 (2 8 2)
da  2zo(a,d)ad — 2zo(c, 6) + 63 e
et
0zo(a,8) 1+ mp(a, 8)*a + Bro(e, 5) (2.8.3)
35  2zo(a, 8)ad — 2z0(a, 6) + 60 e
Les relations (2.8.2) et (2.8.3) sont obtenues en différentiant implicitement I (voir
(2.2.1)) par « et § respectivement et en isolant az(gg,&) et az"ég"‘s) respectivement.

La proposition suivante démontre qu’il existe en fait une submersion lorsque
la trace est nulle.

Proposition 2.8.1. L’application

A= (a,B,6,p) — Lo = b_2° (2.8.4)

ot by, ay, dy sont donnés (2.5.11),(2.5.18),(2.5.15) est une submersion par rap-
port & a et § lorsque Lo(X) = 0.
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DEMONSTRATION. Pour montrer la submersion,on montre que % 3L° et aL" ne sont
jamais simultanément nuls. On prend les dérivées partielles de Ly par rapport a
« et 4, respectivement. Il est important de remarquer que zy dépend de fagon
différentiable de « et §, donc on substitue o = zo(, d) et par la suite on dérive

par rapport a « et §, respectivement. On substitue a“"’(" 8)

azo(a 8)

par la relation (2.8.3)
et par la relation (2.8.2). De plus, on substitue « par la relation IIT (voir
(2.2.14)), ce qui est permis car on montre la submersion sur le domaine Z, ou

A € Z si et seulement si Lo(A) = 0. On obtient

ALy T3(—14xo + 2238 + 4 — 403z3 + 82 + Bzo)p

da 2(Bzo + 2)(—1 + 2z) (2.85)
OLy (=14 z0)*(Bzo +2)(3zo + 236 — 1)p o
aé N xo(—l + 21‘0)3 ’

Vu que Ly est lisse ces dérivées partielles sont bien définies. On doit vérifier que

|%200) %2(00)] (2:8.6)

a rang 1 lorsque A\g € Z. Le résultant de %Q(A ) et ‘941‘1(/\0) par rapport a g,

permet de vérifier qu’il n’y a pas de racines communes. Alors

résultant (numéra.teur (aL (/\0)) ,numérateur (8L (/\0)) ﬂ)
96 Ocx (2.8.7)

= 223(—1 + z)*(—1 + 23)*p°

Vu que le point singulier (zg,yo) n’est pas sur I'un des axes, zy # 0 et zo # 1.
On suppose que le résultant est nul, ceci implique que la trace du linéarisé est
nulle en zo = % Par la Proposition 2.2.2 le déterminant du linéarisé est nul, une

contradiction. O

Le lemme suivant aide & démontrer que Papplication A — (Lg()), L1(\)) est une
submersion par rapport & « et § pour A € Z. En effet, a cause de la fagcon dont
les coeflicients de Lyapunov ont été calculés il est difficile de montrer directement

que I'application est une submersion.
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Lemme 2.8.1. [CD| On suppose que Vo, Vi,...,V,, n > 1 sont des fonctions
réelles lisses définies sur un voisinage de Ao € RP et Vi(No) = 0 pour tout i €

{0,1,...,n}. On définit Z = ﬂ::ol V.;710). Alors l'application
A= (Vo(A), ..., Va(N) (2.8.8)
est une submersion a Ay si et seulement si U’application
A (Vo(A), .oy Vaoi(A) (2.8.9)
est une submersion a g et la restriction de V,, @ Z est une submersion a Ag.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. On se limite & donner 1'idée pour le cas n = 1,
puisque c’est le cas que 1'on utilise dans ce mémoire. On veut montrer que les
deux vecteurs (%K) (A*) pour ¢ = 0, 1, sont linéairement indépendants pour tout
A* tel que Vp(N*) = Vi(A*) = 0. Par hypothése Vp(A\) = 0 est une courbe

de niveau de la fonction V; par le théoréme des fonctions implicites. De plus,

(2%) (A\*) est normal & Vo = 0 en A\*. Si on restreint V; 4 V5 = 0 et on montre

que cette application est une submersion par rapport & A en \*, ceci garantit

que (24) (X*) n’est pas normal & V5 = 0 en A*. Donc les deux vecteurs sont
)Y

linéairement indépendants. O

On procéde en montrant que 'application A — L;(A) restreinte & Z =
{L;'(0)} est une submersion.

Proposition 2.8.2. L’application

baa; — bias

A= (a,B,6,p) — L = (2.8.10)

8&1

0l a1, G2, b1, by, do sont donnés en (2.5.11), (2.5.13), (2.5.15) est une submersion
par rapport & § lorsque Lo(A\) = Li(\) = 0.

DEMONSTRATION. La premiére constante de Lyapunov L; (2.7.3) a déja été sim-
plifiée & ’aide de la supposition Ly = 0 et la relation III (voir (2.2.14)). On

remarque que L; ne contient pas d’expression en ¢ mais on remarque également
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que zo dépend de §, c’est-a-dire o = zo(d). On calcule la dérivée partielle de L;

31‘0(6)

par rapport & 6. On substitue par la relation (2.8.3), et on obtient

0L, _ ~1
96 8(Bxo +2)(~1 + 2z )4z}

[—24 + (—423 + 428)B° + (—1822 + 1623 + 1 — dzp)p*  (2:8.11)

+ (—48zo + 2 + 2422)B)p(—1 + z0)>.

Il s’agit d’évaluer la dérivée partielle lorsque L, = 0 et de déterminer si elle est
nulle. On vérifie en prenant le résultant du numérateur de aﬂ et le numérateur

de L, pour déterminer si Qél et L; ont une racine commune. On obtient

E
= 864z (=1 4 220)*(—1 + z0)%p°.

oL
résultant(numérateur ( 1) ,humérateur(L, ), 3)

(2.8.12)

Il est évident que le résultant est non-nul car le point singulier n’est pas sur
un des axes (donc z # 1) et 29 # 3. En effet si Ly = 0 et © = 3 la trace du
linéarisé est nulle et la Proposition 2.2.2 implique que le déterminant du linéarisé

est nul, une contradiction. Alors on a une submersion de L; par rapport a ¢

lorsque Lo(A) = L1(A) = 0. O

A T'aide du Lemme 2.8.1 et des Propositions 2.8.1 et 2.8.2 on peut déduire le
corollaire suivant.

Corollaire 2.8.1. L’application
A= (Lo(A), Li(A)) (2.8.13)

est une submersion par rapport & a et § lorsque Lo(A\) = Ly()\) = 0.

2.9. CONCLUSION

Tous les résultats nécessaires sont maintenant établis pour pouvoir démontrer

le théoréme suivant.
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FiG. 2.15. Diagramme de la bifurcation de Hopf de codimension 2.

Théoréme 2.0.1. Le systéeme (2.0.1) a une bifurcation générique de Hopf de
codimension 1 et 2 avec un déploiement complet lorsque § < 0 et une bifurcation

générique de Hopf de codimension 1 avec un déploiement complet lorsque § > 0.

DEMONSTRATION. Si 8 > 0 il y a une bifurcation de Hopf de codimension 1.
Cette bifurcation de Hopf est appelée super-critique. C’est-a-dire, le point sin-
gulier est stable et, lorsque il y a la création d’un cycle, le cycle est stable et
le point singulier devient instable. Ceci vient du fait que L; est négatif. Par les
Propositions 2.3.1, 2.7.1, 2.8.1 et le Théoréme 2.6.1, ’énoncé du théoréme est vrai
lorsque § > 0. Si 8 < 0 il y a une bifurcation de Hopf de codimension 1 et 2.
Cette bifurcation de Hopf a le diagramme de bifurcation de la figure 2.15. Ceci
est déterminé par le signe de Lo, qui est négatif lorsque Ly et L; sont nulles. Par
les Propositions 2.4.11, 2.7.3, le Corollaire 2.8.1 et le Théoréme 2.6.1, ’énoncé du

théoréme est vrai lorsque 8 < 0. O



Chapitre 3

ETUDE ET VALIDATION NUMERIQUE DU
DIAGRAMME DE BIFURCATIONS

Dans ce chapitre on valide numériquement les résultats théoriques, en compa-
rant notre prévision théorique du diagramme de bifurcations avec le diagramme
de bifurcations numérique. On présente aussi les portraits de phase des champs
de vecteurs pour des choix de paramétres spécialement intéressants. Les dia-
grammes de bifurcations pour les valeurs 6, —3.5, —4. —5 de ( sont calculés nu-
mériquement. La raison principale pour laquelle les simulations numériques sont
effectuées est pour calculer la courbe de bifurcation de boucle homoclinique. Ce
calcul est difficile car la boucle homoclinique est un comportement global. Les
valeurs —3.5, —4, —5 de ( sont choisies pour calculer la courbe de la bifurcation
de boucle homoclinique avant la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension
3 ((e, 8,6) = (—4,8,1)), & cette bifurcation, et aprés cette bifurcation. Les dia-
grammes de bifurcations sont calculés & 1’aide de XPPAUTO qui contient le code
de AUTO pour calculer les surfaces de bifurcation. Les courbes de bifurcation cal-
culées & ’aide de XPPAUTO sont la courbe de la bifurcation de Hopf et celle de
la bifurcation de boucle homoclinique. La boucle homoclinique est calculée en
suivant dans l'espace des paramétres une solution périodique de grande période.

Les représentations des champs de vecteurs ont été calculées a ’aide du sol-
veur ode45 de MATLAB. La représentation des champs de vecteurs est faite en

solutionnant numériquement le systéme pour des valeurs initiales sur un réseau
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du plan. Les solutions sont calculées pour un intervalle de temps positif et néga-
tif. Les périodes du réseau et les intervalles de temps sont choisis de telle sorte
que le flot du systéme soit facile & visualiser. Les cercles sur le portrait de phase
représentent les points singuliers.

Pour toutes les simulations numeériques on fixe le paramétre p a

_ 1
© 100

Ce choix est basé sur le fait que lorsque la valeur de p s’approche de 1 ou plus

p (3.0.1)

grand, le champ de vecteurs est presque singulier dans une région. Ceci rend
le calcul numérique difficile car dans un champ de vecteurs singulier la période
d’un cycle limite est beacoup plus grande. Donc, pour maintenir le probléme
relativement simple numériquement on choisit un petit p pour obtenir des cycles
limites avec une période raisonnable.

Pour chaque valeur de 8 on donne le diagramme de bifurcations numérique.
Sur le diagramme on identifie des points, notés a, b, ¢, etc., correspondant i
des valeurs des paramétres pour lesquelles on fait tracer le portrait de phase.
On donne un tableau avec les paramétres associés & chaque point et on décrit
le type de chaque point singulier. La colonne du tableau avec ’entéte ‘(1,0)’
référe au point singulier (1,0). L’entéte ‘p.s. & gauche’ et ‘p.s. 4 droite’ représente
le point singulier situé dans le premier quadrant qui est & gauche et a droite
respectivement. La derniére colonne donne le nom de la figure qui représente le

portrait de phase du champ de vecteurs.
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31. LEcAs =6

Le diagramme de bifurcations numérique (figure 3.1) a sa bifurcation de Hopf
(H) calculée & I'aide de XPPAUTO et la surface S; calculée & I'aide de MATLAB car

il s’agit d’une surface analytique.

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0.006

T

T

0.004

0.002

T
1

1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

F1G. 3.1. Diagramme de bifurcations numérique (3 = 6).

Le tableau 3.1 donne une description des points choisis dans la figure 3.1 dont

on donne le portrait de phase.

e 0 (1,0) autre point singulier | figure
a| 40 | 0.004 | point de selle foyer attractif 3.2(a)
b| 80 | 0.008 | point de selle foyer répulsif 3.2(b)

c | 120 | 0.0012 | point de selle n’existe pas 3.2(c
TAB. 3.1. Description de certains champs de vecteurs (3 = 6).
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Le champ de vecteurs de la figure 3.2(a) a un point singulier dans le premier
quadrant. Ce point est attractif et, numériquement, semble étre globalement at-
tractif. Les deux points singuliers sur les axes sont des points de selle. La figure
3.2(b) représente le champ de vecteurs une fois que les paramétres ont traversé
la courbe de la bifurcation de Hopf. Le point singulier dans le premier quadrant
devient instable et un cycle limite stable se forme : la bifurcation de Hopf est
super-critique. Numériquement, le cycle limite est globalement attractif. La fi-
gure 3.2(c) représente le champ de vecteurs une fois que le point singulier sort du
premier quadrant. Le point de selle (1,0) devient un noeud attractif et il devient

globalement attractif dans le premier quadrant.



87

3.2(c) aucun cycle limite

F1G. 3.2. Certains champs de vecteurs (3 = 6).

3.2. LECAS f=-35

Le cas # = —3.5 a une dynamique plus riche que 3 = 6 car il y a la possibilité
de deux points singuliers dans le premier quadrant. Pour le diagramme de bifur-
cations numérique (figure 3.3(a)) les surfaces S; et S; sont calculées 4 I’aide de
MATLAB car elles sont analytiques et connues. La courbe de la bifurcation de Hopf

(H) et la courbe de la bifurcation de boucle homoclinique (BH) sont calculées
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0 20 40 60 80 100 120 140 160

3.3(b) Diagramme de bifurcations lorsque —4 < 8 < —3.

F1G. 3.3. Diagramme de bifurcations (8 = —3.5) numeérique et topologique.

a I'aide de XPPAUTO. On donne le diagramme de bifurcations topologique (figure

3.3(b)) car le diagramme de bifurcations numeérique est difficile & visualiser.
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FIG. 3.4. Elargissement du diagramme de bifurcations numérique

(8= —3.5).

La figure 3.4 est un élargissement du diagramme de bifurcations numeérique
(figure 3.3(a)). L’élargissement illustre le comportement de la courbe de bifurca-
tion de boucle homoclinique. On trouve le comportement prédit par Coutu [C].
La figure 3.5 est un élargissement du diagramme de bifurcations numérique a ’en-
droit ot les valeurs particuliéres des paramétres ont été choisies. Le tableau 3.2
décrit les paramétres choisis pour § = —3.5 et le comportement local des points
singuliers.

Ici on prend des points dans I’espace des paramétres avec a, 3, p fixés, ol o =
90.9751, et on varie 6. Si § = 0.0113 (figure 3.6(a)) on a un cycle limite attractif,
avec seulement un point singulier dans le premier quadrant. Lorsque le paramétre
6 traverse la surface S; il y a un nouveau point singulier dans le quadrant (voir

la figure 3.6(b)). Celui ci est un point de selle et le point singulier (1,0) devient
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- - _8§,
0.0114f -
Sd
BH
—H
0.0114F 4
0.0114f e .
*d
X
0.0113f .
xc
0.0113} xP .
0.0113} \a‘~~§§‘§ 4
00113 i 1 1 1 1 1 1 1
90.88 90.9 90.92 90.94 90.96 9098 91 9102 91.04 91.06 91.08

o

FI1G. 3.5. Elargissement du diagramme de bifurcations numérique

(6= -3.5).

oY ] (1,0) p.s. a gauche | p.s. & droite | figure
a {90.9751 | 0.0113 point de selle | foyer répulsif | n’existe pas | 3.6(a)
b [90.9751 | 0.01132 | noeud attractif | foyer répusilf | point de selle | 3.6(b)
¢ | 90.9751 | 0.0113315 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.6(c)
d [90.9751 | 0.01135 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.6(d)
e | 90.9751 | 0.0113545 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.6(e)

TAB. 3.2. Description de certains champs de vecteurs (5 = —3.5).

attractif. On remarque que le nouveau point singulier est proche du cycle limite.

Lorsque § = 0.0113315 on remarque que l’on est sur la courbe de bifurcation de

boucle homoclinique. Le cycle limite a disparu dans la boucle homoclinique. La

figure 3.6(c) tracée par XPPAUTO montre la boucle homoclinique. Si on augmente
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le paramétre 4, la boucle homoclinique et le cycle disparaissent et on obtient la
figure 3.6(d). C’est-a-dire on perd le cycle et toutes les solutions convergent vers
le point singulier (1,0). Si on augmente ¢ on devrait éventuellement retrouver le
cycle limite car on a prédit théoriquement qu'un cycle limite doit étre présent
pour que le cycle disparaisse dans une autre bifurcation de Hopf. On a en effet
une courbe calculée par XPPAUTO qui prédit numériquement une deuxiéme courbe
de bifurcation de boucle homoclinique avant la bifurcation de Hopf. Donc, lorsque
0 = 0.0113545 on a la boucle homoclinique, permettant la naissance d’un cycle
limite (voir la figure 3.6(e)). On remarque que les portraits de phase ressemblent
a ceux que l'on observe dans les perturbations singuliéres. La section suivante

explore cette remarque.
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3.6(a) un cycle limite 3.6(b) un cycle limite
3.6(c) une boucle homoclinique 3.6(d) aucun cycle limite
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01 \1

| =

02 04 o8 os 1
x

3.6(e) une boucle homoclinique

FiG. 3.6. Certains champs de vecteurs (8 = —3.5).
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3.3. CONDITION D’EXISTENCE DE LA BOUCLE HOMOCLINIQUE DANS

LE CAS LIMITE DE PERTURBATION SINGULIERE

Lorsqu’on a des parameétres tels que le champ de vecteurs est prés du cas limite
d’une perturbation singuliére il est possible d’obtenir une condition algébrique
approximant la condition de I’existence d’'une boucle homoclinique. On dit que
notre famille de champ de vecteurs est une perturbation singuliére s’il est de la
forme suivante :

yz?

&= pr(l—z)— o + Bz +1 (3.3.1)

y = €($7 a’ ﬂ’ 6)y

ou €(z, a, 3,0) est trés petit pour z € (a—y;,b+72) ou 7, € (0, a) et ¥, est assez
grand, et a et b sont définis dans la figure 3.7. Ceci signifie que loin de ’isocline
z = 0 le champ de vecteurs est presque horizontal comme observé sur la figure

3.9(b). Si on suppose en plus I'existence d’un cycle limite, il suit que le point

yma:z:

Ymin

(;: zm.‘in :L‘m'a:c b z
Fi1G. 3.7. Isocline £ = 0.

singulier qu’il entoure a son abscisse & l'intérieur de I'intervalle (Zmin, Tmaz)- Le
cycle limite (oscillation de relaxation) a presque toujours la forme suivante (voir

la figure 3.8) :
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ymaa: i

Ymin

SRR

& ZTmin Tmer bH T
F1G. 3.8. Cycle limite d’'un champ de vecteurs dans le cas limite

de perturbation singuliére.

(1) Le cycle limite passe par le point (Zmin, Ymin) €t se dirige avec trés peu de

changement vertical vers le point (b, Ymin)-
(2) A partir du point (b, ¥mss) il suit I’isocline & = 0 jusqu’au point (Tmazs Ymaz)-

(3) Du point (Zmaz, Ymaz) il se dirige vers le point (a, Ymas) avec trés peu de

changement vertical.

(4) Finalement le cycle suit encore l'isocline z = 0 vers le point de départ

(mmin ) ymin)-

Lorsqu’un nouveau point singulier entre dans le premier quadrant il passe par le
col-noeud (1, 0). Le nouveau point singulier est un point de selle et suit 1'isocline
z = 0. Si le champ de vecteurs est singulier et le point de selle est (b, ymin), On a
une boucle homoclinique. A partir de ce raisonnement on déduit la Proposition
3.3.1.
Proposition 3.3.1. Si le champ de vecteurs est une perturbation singuliére (voir
(8.8.1)) et qu’on a une boucle homoclinique & la limite (lorsque e(z,a, 8,8) — 0)
le point de selle est (b, Ymin )-

I1 est donc possible d’utiliser la Proposition 3.3.1 pour approximer la courbe

de bifurcation de boucle homoclinique dans I’espace des paramétres.
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Proposition 3.3.2. Sile champ de vecteurs est une perturbation singuliére (voir
(3.8.1)) et il existe une boucle homoclinique, alors a la limite (lorsque €(z, o, 3, 8) —

0) les paramétres satisfont H(a, 3,8) = 0 ou
H(a, 3,6) = (a® +20°b + 20° + 2a%b + o + a*3%)83
+ (2028% — 20° — 18a* — 203 — 1603 + 2% — 23%0%)§%(3.3.2)

+ (a* + 320® + 16028 — 26%a% + )6 — 16a2.

DEMONSTRATION. La premiére étape est de trouver le minimum local (Zmin, Ymin)

de l'isocline & = 0. L’équation de isocline est

o(z) = p(1— a:)(ai2 + Bz +1) (3.3.3)

et sa dérivée est

—plaz® + (B — a)z® + 1)

Y (z) = p i (3.3.4)
Donc Z,in est une racine de n(z) = 0 ou
n(z) = az® + (8 — a)z® + 1. (3.3.5)
Soit (o, yo) le point de selle, ce qui implique f(zo) = 0 (voir (2.3.1)), oil
f(z) = —2* + az® + 66z + 0. (3.3.6)

Lorsque d(Zmin, To) = Y(Tmin) — y(zo) = 0 on a la condition requise pour obtenir
la boucle homoclinique. Donc,

P(Io - xmin)(axomfnm — ATminTo + BToTmin + amminl’g + 1)

d(xmin, IO) = (337)
TminTo
et vu que ZTmn 7# Zo on a que d(Zmin, Zo) = 0 si et seulement si
— 2 2
M(Trmin, T0) = AToTpiy, — CTminTo + BLoTmin + CTminTy + 1 ( )
3.3.8

= 0.
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A T’aide du résultant on obtient en fonction de Zmin 1la condition pour que zg soit

une racine de m(Zmin, To) = 0 et f(zo) = 0, si
résultant(m(zmin, Zo), f(zo), Zo) = res1(Tmin)- (3.3.9)

De fagon semblable on obtient que z;, est une racine de n(z) = 0 et res; (Tmin) =

0,
résultant(res: (Tmin), "(Tmin), Tmin) = ¢2H(a, B, 8)P(c, B, d). (3.3.10)

Le polynéme P(a, 3,5) = 0 représente la trace nulle & un point singulier (voir
(2.3.9)). Le polynéme H(a, 8, ) = 0 représente la condition nécessaire pour I’exis-
tence de la boucle homoclinique. En effet dans notre calcul rien n’exclut que
To = Tmin, auquel cas m(Zmin) = 0 correspond & une bifurcation de Hopf en ce

point. O

On donne deux exemples de champs de vecteurs dont les paramétres sont donnés

dans le tableau 3.3. La figure 3.9(a) est un champ de vecteurs qui semble étre

I} e ) p | figure
—3.5[90.9751 | 0.0113545 | -1 | 3.9(a)

100

—3.5(90.9751 | 0.01134173 | 50 | 3.9(b)
TAB. 3.3. Paramétres des exemples de champs de vecteurs.

singulier mais il est évident que ce n’est pas le cas lorsqu’on observe l'isocline
z = 0 superposé avec les solutions. La figure 3.9(b) est un champ de vecteurs
singulier. Si on y évalue H(a, 3,6) en (o, §,0) = (90.9751, —3.5,0.01134173) on

obtient que la condition nécessaire H(a, 3,4) = 0 est satisfaite.
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3.9(b) champ de vecteurs de perturbation singuliére

Fi1G. 3.9. Exemples de champs de vecteurs.
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3.4. LE cAs B =—4

Dans le diagramme de bifurcations numérique 8 = —4 on retrouve le centre
organisateur du systéme, la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3
en =8, 6 = %. Les courbes de bifurcation sont calculées encore une fois a
'aide de XPPAUTO et MATLAB (voir la figure 3.10(a)). La figure du diagramme de
bifurcations numérique est difficile & interpréter donc on donne aussi le diagramme
de bifurcations topologique (voir la figure 3.10(b)). On remarque, comme prédit
par Coutu [C], que la courbe de la bifurcation de Hopf et celle de la boucle
homoclinique rejoignent le centre organisateur. La figure 3.11 est un élargissement
du diagramme de bifurcations numérique (figure 3.10(a)). Le tableau 3.4 donne

les valeurs des paramétres utilisées pour tracer les portraits de phase des champs

de vecteurs, ainsi que le type local de chaque point singulier. La figure 3.12(a)

a ) (1,0) p.s. & gauche | p.s. 4 droite | figure
al| 9.7 0.16 point de selle | foyer attractif | point de selle | 3.12(a)
b| 13 0.16 | noeud attractif | n’existe pas | n’existe pas | 3.12(b)
c| 11 0.11 point de selle | foyer attractif | n’existe pas | 3.12(c)
d| 14.5 | 0.094 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.12(d)
e| 14.6 0.09 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.12(e)
f|14.97 | 0.08895 | noeud attractif | foyer répulsif | point de selle | 3.12(f)

TAB. 3.4. Description de certains champs de vecteurs (8 = —4).

représente un champ de vecteurs lorsque les paramétres sont situés entre S; et Sy
et qu’il n’y a pas de cycle limite. On a donc deux points singuliers dans le premier
quadrant. Dans la figure 3.12(b) les paramétres sont au dessus de la surface Sy et
il n’y a pas de point singulier dans le premier quadrant. Numériquement le point
singulier (1,0) est globalement stable. Dans la figure 3.12(c) les paramétres sont
sous la surface S, il y a seulement un point singulier dans le premier quadrant

qui numériquement semble globalement stable. La figure 3.12(d) représente ce
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025 -
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0.05 -
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3.10(a) Diagramme de bifurcations numérique (3 = —4)

BT+~

3.10(b) Diagramme de bifurcations lorsque 8 = —4.

F1G. 3.10. Diagramme de bifurcations (f = —4) numérique et topologique.

qui se produit au dessus de la courbe de bifurcation de boucle homoclinique.
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FIG. 3.11. Elargissement du diagramme de bifurcations numérique

(6= —4).

Le point singulier (1,0) semble globalement asymptotiquement stable. La figure
3.12(e) représente le champ de vecteurs au dessous de la courbe de bifurcation de
boucle homoclinique. La figure 3.12(f) représente le champ de vecteurs lorsque
les paramétres sont sur la courbe de la bifurcation de boucle homoclinique. Avant
de passer au cas § = —5 on explique comment calculer numériquement la boucle

homoclinique de codimension 2 de notre modéle.
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3.12(a) aucun cycle limite 3.12(b) aucun cycle limite

1@

02 04 o8 oe 1
x

3.12(c) aucun cycle limite 3.12(d) aucun cycle limite

3.12(e) un cycle limite 3.12(f) une boucle homoclinique

F1G. 3.12. Certains champs de vecteurs (8 = —4).
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3.5. CALCUL DE LA BOUCLE HOMOCLINIQUE DE CODIMENSION 2

Dans un voisinage de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 il
existe une courbe de paramétres ou il y a une boucle homoclinique de codimension
2. On a déterminé que pour chaque 3 € (—6,—4) fixé il existe un point dans
I'espace des paramétres tel qu’on a une bifurcation de Hopf de codimension 2
(Hsz). A partir de H, la théorie prédit qu’une courbe de bifurcation débute a ce
point, c’est la courbe de bifurcation de double cycles (DC), (i.e. les deux cycles
limites sont confondus). Ceci vient du fait que I’on a un déploiement complet de
la bifurcation de Hopf de codimension 2. On sait que lorsque les paramétres sont
proches de la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3 il existe un point
dans 'espace des paramétres ou on a une bifurcation de boucle homoclinique de
codimension 2 (BH,). La courbe DC se termine au point de bifurcation BH,. On
rapelle que I'on a déterminé le comportement dans I’espace des paramétres de
H,. Le point H; existe lorsque § € (—6,—4) et le paramétre o est déterminé par

2
2" (0) = 5

=516 (3.5.1)

Il est difficile de trouver une telle condition pour BH, & cause du phénoméne
global de la bifurcation de boucle homoclinique. Par contre, la condition pour
déterminer une boucle homoclinique de codimension 2 lorsque une boucle ho-
moclinique existe est locale : la trace du point de selle doit &tre nulle. Soit
(aP™2(B, p), 68™2(3, p)) les coordonnées de BH, dans I’espace des paramétres,

on a donc

P(a®™2(B, p), B,657(B, p)) = 0. (3.5.2)

Proposition 3.5.1. Lorsque 3 < —4 et p sont fizés, le point BH, dans lespace

des paramétres est tel que

a®=1~f<a"(8,p) (3.5.3)
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6 NN e Sy —— H
' ---—- PS — — BH

58?‘(2 i\'\

6*

52

Fi1G. 3.13. Diagramme des courbes PS, H et BH.

DEMONSTRATION. La branche de solution de P(«,3,d) = 0 (voir (2.3.9)) qui
représente la trace nulle du point de selle tend a l'infini lorsque o tend vers

a®=1-7. [l

Conjecture 3.5.1. Lorsque 3 < —4 et p sont fizés, le point BH, dans ’espace

des paramétres est tel que

2 3., 32
% < aP™2(B,p) < o = 'Bﬂi’g . (3.5.4)

On peut illustrer la conjecture a 1’aide de la figure 3.13. La courbe PS repré-

sente un point de selle dans le premier quadrant lorsque la trace de son linéarisé
est nul. La courbe H est celle de la bifurcation de Hopf. Les deux courbes PS et
H sont deux des trois branches de solutions de P(«, 3,d) = 0 (voir (2.3.9)). On
a les données suivantes pour H, et (a*,d*) :
B+p g2 )
B-2 BB+ DB+

2 2 —_ ﬁ2 2
(@(9).5(6) = (555.5(6))

(a*(8),6"(8)) = (
(3.5.5)

I est possible de calculer numériquement le point BH; de la facon suivante.

On calcule premiérement la courbe de bifurcation de boucle homoclinique avec
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B %2 oBH2 o a2
—4.1| 1380 =4.2025 | 8.5055 | 321 ~ 8.5428 | 181 8 8474
-5 | Z=625 |13.7771| 1% ~ 14.2857 25

—6 9 20.8609 | % ~225 | n’existe pas
—10 25 62.6862 75 n’existe pas

TAB. 3.5. Calculs numériques de BHs.

XPPAUTO. A partir des paramétres de cette courbe on calcule le point sur cette
courbe qui minimise la valeur absolue de la trace du linéarisé du point de selle. Ce
point dans I’espace des parameétres est celui qu’on nomme BH,. Pour différentes
valeurs de 3 on a déterminé la position du point BH,. Le tableau 3.5 donne
les résultats numériques. A partir de ces résultats on peut déduire la Conjecture
3.5.2.

Conjecture 3.5.2. Lorsque p fizé, le point BHy dans ’espace des paramétres
avec coordonnées (o®M2(3, p), 88™2(, p)) est tel que o®M2(B3, p) — oo lorsque B —

—00.

3.6. LE CAS = -5

Dans ce cas il est important de remarquer que la courbe de bifurcation de
boucle homoclinique (BH) croise la courbe de la bifurcation de Hopf (). Une
courbe de bifurcation qu’on n’a pas calculé est la courbe de double cycle (DC) de la
bifurcation de Hopf de codimension 2. Mais on sait approximativement ot elle est
située car on est capable de trouver deux cycles limites. On donne le diagramme
de bifurcations numérique (figure 3.14(a)) calculé avec XPPAUTO mais comme, il
est difficile d’observer les différentes courbes, on donne aussi le diagramme de
bifurcations topologique (figure 3.14(b)). La figure 3.15 est un agrandissement
du diagramme de bifurcations ot des valeurs intéressantes des paramétres sont

choisies. Le tableau 3.6 donne la liste des paramétres choisis pour la figure 3.15.
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0.25

0.15F -

01 -

0.05F

3.14(b) Diagramme de bifurcations lorsque §72N%1 < g < —4.

F1G. 3.14. Diagramme de bifurcations (f = —5) numérique et topologique.

La figure 3.16(a) est une boucle homoclinique répulsive et pour bien illustrer

le champ de vecteurs on a calculé les solutions dans un intervalle de temps négatif.
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Fi1G. 3.15. Elargissement du diagramme de bifurcations numérique

(8= -5).

e ) (1,0) p.s. & gauche | p.s. a droite | figure

a | 14.475945 | 0.112705 | noeud attractif | foyer attractif | point de selle | 3.16(a)

b 144 0.1142 | noeud attractif | foyer attractif | point de selle | 3.16(b)

c 16 0.09138 | noeud attractif | foyer attractif | point de selle | 3.16(c)

TAB. 3.6. Description de certains champs de vecteurs (3 = —5).

De cette fagon on observe bien la boucle homoclinique. Dans le champ de vecteurs
représenté par la figure 3.16(b) on a un cycle limite répulsif. Ceci est évident car les
solutions avec condition initiale & I'intérieur du cycle limite convergent vers le foyer
attractif. Si les conditions initiales sont a I’extérieur du cycle limite, les solutions
spiralent pour finalement converger vers le point singulier (1, 0). La derniére figure
3.16(c) présente deux cycles limites. Le cycle limite intérieur est répulsif car les

solutions avec valeur initiale & 'intérieur du cycle limite convergent vers le foyer
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attractif. Les solutions & I’extérieur du cycle intérieur répulsif s’accumulent sur le

cycle limite extérieur.

\/% .
» Y

02 04 L1:] o8 1
x

3.16(a) une boucle homoclinique

3.16(c) deux cycles limites

F1G. 3.16. Quelques champs de vecteurs (8 = —5).



Chapitre 4

DIAGRAMMES DE BIFURCATIONS ET
INTERPRETATION BIOLOGIQUE

Dans les premiéres sections de ce chapitre on donne les diagrammes de bifur-
cations. Une partie des diagrammes de bifurcations est conjecturées a partir des
résultats obtenus. Les diagrammes on été initialement conjecturés par Coutu [C]
et sont rectifiés a partir de I'information obtenue dans 1’étude de la bifurcation de
Hopf. On donne ensuite une interprétation biologique du systéme, en répondant

aux questions de Bazykin [BA| énoncées dans le premier chapitre.
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4.1. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE B >0

H S

F1G. 4.1. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

B =0.

Le cas B > 0 n’a pas été étudié par Coutu mais a ’aide de ses calculs et des
calculs de la bifurcation de Hopf on obtient le diagramme de bifurcations de la
figure 4.1. On sait que la courbe de la bifurcation de Hopf (H) et la courbe S;
du col-noeud attractif ne peuvent pas s’intersecter. On peut alors déduire que
lorsque 3 > 0 et oz — oo les branches de la bifurcation de Hopf tendent vers 'axe

a car S tend vers ’axe « lorsque o — oo.



4.2. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —2 < 3 <0

H

Sy

F1G. 4.2. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

-2<pB<0.

110

Le cas —2 < 8 < 0 ne différe presque pas du cas 8 > 0 sauf dans une restriction

sur les parameétres : la restriction garantissant que la fonction de réponse soit bien

définie pour le premier quadrant. Cette restriction étant donnée par la courbe S,,,

on considére seulement les paramétres 4 la droite de la courbe S,,.
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4.3. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE (3 = —2

H S1

F1G. 4.3. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

B=-2

Le cas 8 = —2 est différent du cas —2 < 8 < 0 seulement sur S; car nous avons
un point triple en (1,0). En effet la courbe S; et la courbe S; sont confondues,

donc il y a I'existence d’un point triple en (1,0), qui est attractif.
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4.4. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —3 < 3 < —2

' 4}
4 4 »@_: S: A 4 )
Al A I A I
vq \ 4 \ 4 )
A1V A Sy ; A S
'@3
A H
FiG. 4.4. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

-3<p< -2

Dans le cas —3 < # < —2 il y a l'introduction de la nouvelle courbe (Sy),
qui représente un point double dans le premier quadrant, i.e. une bifurcation de
col-noeud attractif. Il n’y a pas d’intersection de la courbe H et S; donc il n’y
a pas de bifurcation de Hopf en méme temps que deux point singuliers dans le
premier quadrant. Ceci implique qu’il semble pas y avoir de boucle homoclinique,

ni de cycle limite lorsqu’on a 2 points singuliers.



4.5. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —4 < 3 < -3

II1

I
A I ;
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48,,11)51—?'{ 181

9

9

'@v
A HNS —B},

7 N
* ’HnSl—B%[

F1G. 4.5. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

-4 < <=3

9

* HNS,

113
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Dans le cas —4 < # < —3 on a une intersection entre H et S;. Cette intersec-

tion est donnée par

(B+1)(B*+36+1)
B+3

ce qui implique que I’on a une nouvelle région ou il y a un cycle limite et deux

as1(B) = (4.5.1)

points singuliers dans le premier quadrant. On remarque que le point d’intersec-
tion vient de I'infini lorsque B = —3. La théorie de la bifurcation de Bogdanov-
Takens prédit une courbe de paramétres de bifurcation de boucle homoclinique
prés de 8 = —4. Ce qui nous méne & poser la question : pour quelles valeurs de
B < —4 perd-on la courbe de bifurcation de boucle homoclinique ? Cette question
posée par Coutu [C] reste ouverte. Numériquement on est capable de calculer
cette courbe de bifurcation pour # = —3.5. On conjecture que la courbe en forme
de ‘c’ tend vers I'infini lorsque # — —3 (i.e. son point extremum a gauche passe
a l'infini par 8 = —3). Ceci vient du fait que la région ou la boucle homoclinique

peut exister disparait lorsque 8 = —3.



4.6. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE (3 = —4

III1

Sd

I
4 VI E

S C *Smﬂsl—Hﬂslht

S\

* Hﬂsl—le

4 BHM 4 BTt

I
A BT- g

A 4 A 4

* C-HNS *

N

HNS; — By

v
9

A HNS

Fi1G. 4.6. Diagramme de bifurcations et portraits de phase pour

B=—4
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Le diagramme de bifurcations suivant est le plus important car il contient
le centre organisateur du systéme (C). On a la bifurcation de Bogdanov-Takens
de codimension 3 en a = 8, B = —4 et § = 41 dont le déploiement apparait a
la figure 1.9. Donc les surfaces H, BH, DC de méme que les courbes Hy, BH,
et H N BH rejoignent le centre organisateur. Comment ceci se voit-il dans les
tranches? On a que py = 4 + 3. Donc les tranches 3 constantes correspondent &
des tranches uy constantes. Si I’on regarde la tranche u, = 0 elle nous prédit qu’on
doit voir les courbes H et BH qui rejoignent la bifurcation de Bogdanov-Takens
de codimension 3. C’est ce qu’on voit sur la tranche 8 = —4 : en effet dans ce cas
on a calculé numériquement la courbe BH. De méme pour les tranches puy < 0

(resp. p2 > 0) qui correspondent & 8 < —4 (resp. B > —4).
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4.7. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE 351" < 8 < —4

0 N\
" BHEN IIT
No v

A 4 A 4 A 4

A 1 4 11 4 III

! (@)Y |\
A1V AV VI

VII VIII

FiG. 4.7. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné-

riques pour B85z < B < —4.

Le cas B5'"2 < B < —4 est I'un des diagrammes de bifurcations avec la
dynamique la plus riche. On a que la courbe de la bifurcation de Hopf (#) tend
vers l'infini en 4 lorsque a — %2. Ce qui force également la bifurcation de boucle
homoclinique (BH) & étre présente entre S; et H. En effet on ne doit plus avoir de

cycle sur §4. Sinon ceci impliquerait une contradiction du théoréme de réduction
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\H- By
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F1G. 4.8. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors des

bifurcations pour 1"z < 3 < —4.

de la variété centre. On donne I’énoncé de ce théoréme, plus spécifiquement la

version de SoSitaisvili.
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Théoréme 4.7.1. [AVI] Soit v(z, \) une famille de champs de vecteurs en \ €
RP de classe C™ ou v > 2. Soit zo un point singulier en A\ = \g pour lequel le
linéarisé du champ de vecteurs évalué a g en A = )\ est
BO
B~ (4.7.1)
B+
ot B® (resp. B~, BY) est une matrice carrée avec valeurs propres & parties

réelles nulles (resp. négatives, positives). Le champ de vecteurs v(z, \) a la forme

suivante
£ = B% +o(|¢,y,2]) = F(£,y,2,))
=B y+o(l¢,y, 2|) (4.7.2)
z=BTz+0(|¢,v, 2|).

On ajoute Uéquation A = 0. Il eziste un voisinage de xo et un voisinage de g

sur lequel la variété centre est donné par

(ya Z) = (kl (Ea )‘)a k2(§: )‘)) (473)

ot k1 et ko sont de classe C™™!, et le champ de vecteurs (4.7.2) est topologique-

ment équivalent a

§ = F(fv kl (£7 /\)7 k2(§a A)7 )‘)

y=-y (4.7.4)

Si on applique le théoréme, le systéme est topologiquement équivalent a

T=1z
(4.7.5)
:_l./ = _y2 + G(Q, /8) 6) + 0(|£L’, y|2)

ce qui décrit la bifurcation générique du point double. Dans notre cas, pour
obtenir le point double, le point singulier a4 gauche doit étre un noeud répulsif

et le point singulier de droite doit étre un point de selle. La courbe BH doit



120

étre présente entre Sy et S; pour que le diagramme de bifurcations se recolle.
Par exemple, la région VIII a un cycle limite et par le théoréme de Sositaigvili
il doit exister une région II sans cycle limite avant la courbe de bifurcation S;.
Numériquement il semble que BH tende vers I'infini lorsque o — %2 (Sm).

On peut appliquer les calculs faits sur la bifurcation de Hopf pour déterminer
la position de la bifurcation de Hopf de codimension 2 (H>) : ceci se produit a
I'intersection de la courbe (H) avec

32
R

Les calculs effectués pour la bifurcation de Hopf donnent le déploiement de la

af2(3) (4.7.6)

bifurcation de Hopf de codimension 2, donc il existe une courbe de double cycle
(DC). On sait que la courbe (DC) se termine a la bifurcation de boucle homocli-
nique de codimension 2 (BH;) pour 3 prés de —4. Ceci vient du déploiement de
la bifurcation de Bogdanov-Takens de codimension 3. On conjecture que cela se
produit encore quand [ décroit. Le point BH, dans le diagramme de bifurcations
existe prés de f = —4 par la théorie de la bifurcation de Bogdanov-Takens de
codimension 3. L’existence de la courbe DC assez loin de H; est validée numéri-
quement. De plus on a donné (voir la section 3.3) des calculs numériques pour la

position de BH, et une conjecture de sa position.
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4.8. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE 3 = 51"z

Sa

N\
- BHEN I I
S : IV ~N

---- & — — BHM

RS |

I A I 4 I
v A I VI t
v VHI

FiG. 4.9. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné-

riques pour 3 = @51z,

Le cas 3 = 351"z change peu topologiquement du cas 51"z < 8 < —4. Le
point (Hz) est sur la courbe S; (H, se déplace de gauche a droite sur ). On
conjecture pour ce diagramme de bifurcations que la courbe de double cycle (DC)

commence a Hs et se termine & BH,.
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i Sq —E_ Sm NS —Ha F:N Hz—le L

Hz — By Apy — BH2 A BH; -HNBH
} 'HﬂB'HBB'H; DC I HNBH ;

BHa

F1G. 4.10. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors

des bifurcations pour 3 = g51"Hz,
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4.9. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE —6 < 3 < 51NHa

ot N\ 5
- BHE~_ III I | _s —_ ZH
L. IV

A 4
Al
Y
A 1V

C@} S || &
Y A 4
A VI A Vil IX

F1G. 4.11. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné-

riques pour —6 < 8 < FS1MHz,

Le cas —6 < B8 < @51z différe du cas § = 851"™2 en ce que la bifurcation
de Hopf de codimension 2 (Hsz) est rendue sous de la surface S,. Ceci implique
que maintenant il est possible d’avoir deux cycles limites avec seulement un point
singulier dans le premier quadrant. Donc on a une nouvelle région de paramétres.
On utilise la méme conjecture pour la courbe de double cycle (DC) que dans les

cas précédents.



Apr  Axn
0 \
BHN
"~ ~ BHa 7

DCNS1 —HNS

i Ay —HNBH i

-

i He — By E

i ’HﬂB’H—-BB-H;

A 4
BHs —DCNSy 4
G| S (:/
HNS 4 H2 A BH>

1=

FI1G. 4.12. Diagramme de bifurcations et portraits de phase lors

des bifurcations pour —6 < 3 < fS1"Hz,
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4.10. DIAGRAMME DE BIFURCATIONS LORSQUE B < —6

4 VII i A VI IX

F1G. 4.13. Diagramme de bifurcations et portraits de phase géné-

riques pour 3 < —6.

On donne le dernier cas des diagrammes de bifurcations, soit 8 < —6. La
bifurcation de Hopf de codimension 2 (H,) passe a l'infini lorsque 3 — —6 ce qui

est évident puisque sa position dans I’espace des paramétres est donnée par

(4.10.1)
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On conjecture que la courbe de double cycle (DC) existe et débute & la bifurcation
de boucle homoclinique de codimension 2 (BH,) et se termine & !'infini comme

représentée dans le diagramme de bifurcations.



H+
— — BH
"~ ——— DC
~ o.—Bsn
“BH~
________ BSI
= By
— S Bpc
(04
HN S — Bs,
HNS — By
A Sq4 Apn — BH2 BHo — HNBH
7 N HNBH — By BHs — DC NS, DCNS) —Bpe
I HNS; t DCNS, BH2

FiG. 4.14. Diagramme de bifurcations et portrait de phase lors des

bifurcations pour g <

—6.
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4.11. INTERPRETATION BIOLOGIQUE

On donne une interprétation biologique du systéme en répondant aux ques-

tions enoncées par Bazykin [BA], qu’on redonne ici :

(1) De quelle fagon le modéle biologique se comporte t-il lorque qu'il n’y a
pas d’influence externe? Quelles sortes de régimes existent (stationnaire,
périodique, chaotique) ?

(2) De quelle maniére le comportement du modéle biologique dépend-il des

conditions initiales ?

(3) De quelle fagon le modéle réagit-il aux influences environnementales ? Quel
est 'effet d’une perturbation instantanée sur le modéle (par exemple, un
changement de position dans le portrait de phase) ? Quel est ’effet d’une
influence permanente sur le modéle (par exemple, un changement des pa-

ramétres) ?

t

4.15(a) 4.15(b)
FIG. 4.15. Champs de vecteurs de type A = { REP}.

On répond & la premiére et deuxiéme question, avec ’analyse des régions
ouvertes du diagramme de bifurcations. On étudie les régions ouvertes car le
champ de vecteurs ne changera pas topologiquement aprés une petite perturbation
des paramétres (il sera structurellement stable). Les régimes sont définis pour des
conditions initiales qui ne font pas partie ni d’une variété stable, ni d’une variété

instable, ni d’un cycle limite instable, ce qui implique qu’avec un petit changement
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F1G. 4.16. Champ de vecteurs de type Q2 = {REM}.

Fi1G. 4.17. Champ de vecteurs de type © = {RO}.

: e T
A

4.18(a) 4.18(b)

F1G. 4.18. Champs de vecteurs de type = = {REM, REP}.

©

Fi1G. 4.19. Champ de vecteurs de type T = { RO, REP}.

des conditions initiales le régime final est le méme. Il y trois types de régime final

qu'un champ de vecteurs peut posséder :
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Fi1G. 4.20. Champ de vecteurs de type ¥ = { RO, REM}.

@
*F FLi—

F1G. 4.21. Champ de vecteurs de type ® = {RO, REM, REP}.

REP: (Régime avec Extinction des Prédateurs) Un régime ot il existe un
ouvert de conditions initiales pour lesquelles la population des prédateurs

s'éteint et la population des proies atteint un équilibre.

REM: (Régime avec d’Equilibre Mixte) Un régime ou il existe un ouvert
de conditions initiales pour lesquelles les populations de prédateurs et de

proies tendent tous deux vers une position d’équilibre stable.

RO: (Régime Oscillatoire) Un régime ou il existe un ouvert de conditions
initiales pour lesquelles les populations de prédateurs et de proies tendent

vers un régime oscillatoire stable (cycle limite stable).

Chaque champ de vecteurs générique (i.e. avec ses paramétres dans une des ré-
gions ouvertes du diagramme de bifurcations) posséde un ou plusieurs des régimes
finaux décrits ci-dessus. Il existe sept combinaisons de régimes finaux qu’un champ

de vecteurs posséde :

A= {REP}: 1l y a deux possibilités de portraits de phase avec ce régime
final. Voir la figure 4.15.
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Q= {REM}: Il y a une possibilité de portrait de phase avec ce régime final.
Voir la figure 4.16.

© = {RO}: Il y a une possibilité de portrait de phase avec ce régime final.
Voir la figure 4.17.

= ={REM,REP}: Il y a deux possibilités de portraits de phase avec un

de ces deux régimes finaux. Voir la figure 4.18.

T = {RO, REP}: 1l y a une possibilité de portrait de phase avec un de ces

deux régimes finaux. Voir la figure 4.19.

¥ = {RO,REM}: 1l y a une posibilité de portrait de phase avec un de ces

deux régimes finaux. Voir la figure 4.20.

® = {RO,REM,REP}: 11 y a une posibilité de portrait de phase avec un

de ces trois régimes finaux. Voir la figure 4.21.

On trouve une description de chaque régime et plus de détails par Coutu [C]. On
peut voir quel portrait de phase on obtient pour le systéme avec les paramétres
dans les régions ouvertes des diagrammes de bifurcations, ce qui répond a la
premiére question. A partir des portraits de phase donnés, on peut déterminer
quelle sorte de régime le systéme posséde en fonction des conditions initiales, ce
qui répond & la deuxiéme question. Ceci répond aussi 4 la troisiéme question
car l’effet d’une perturbation instantanée sur le systéme est un changement de
position dans le portrait de phase qui est en effet un changement de condition
initiale. Pour la deuxiéme partie de la troisiéme question on étudie I’effet d’une
influence permanente sur le systéme. Une influence permanente sur le systéme
est la méme chose qu'un changement des paramétres. Donc pour répondre a la
question on donne les régions ouvertes dans ’espace des paramétres avec le type

de régime dans chaque région ouverte.
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FIG. 4.22. Types de régimes lorsque 8 > 0.

F1G. 4.23. Types de régimes lorsque —2 < 8 < 0.

F1G. 4.24. Types de régimes lorsque —3 < # < —2.



Sa

F1G. 4.25. Types de régimes lorsque —4 < 8 < -3.

BT+

Sa

F1G. 4.27. Types de régimes lorsque 5" < g < —4.
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F1G. 4.30. Types de régimes lorsque § < —6.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a étudié le systéme prédateur-proie de Gause généralisé

de la forme suivante

T = rzx (1 — %) — yp(z)
v = y(—d+cp(z))

avec la fonction de réponse de Holling de type III généralisée

max?

p(z) = ax?+br+1

Le systéme a sept paramétres ou a, ¢, d, k, m et r sont positifs et on étudie les

cas b positif et négatif. On se raméne aux quatre paramétres

(o, 8,6,p) = (ak? bk, 25, —L3).

’ emk?? cmk?

Une étude partielle avait été faite par Coutu [C] pour le cas b < 0. Un diagramme
de bifurcations avait été conjecturé mais il restait des calculs & effectuer. Le
diagramme de bifurcations est présenté sous forme de tranches 3 constantes. Les

calculs qui restaient étaient les suivants :

(1) Déterminer pour quel intervalle de tranches 8 > (B, on a une courbe de
boucle homoclinique. Quelle est la forme de cette courbe de bifurcation

lorsque B > (o ?

(2) Compléter les calculs de la bifurcation de Hopf, en particulier vérifier que
la codimension maximum était deux.

(3) Déterminer la signification du point isolé de P(a,f3,6) = 0 (équation

(2.3.9)) dans I'espace des paramétres (a, 8,9) pour le champ de vecteurs.
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(4) Vérifier que la boucle homoclinique n’est pas de codimension plus grande

que deux.

Le premier item n’a pas été résolu analytiquement mais un calcul numérique a été
donné en 3 = —3.5 garantissant f; < —3.5. De plus la forme prédite par Coutu
[C] est validée numériquement en 3 = —3.5. Les calculs de la bifurcation de Hopf
ont été complétés. C’est le résultat principal de ce mémoire : la bifurcation de
Hopf est au plus de codimension 2 et a un déploiement complet. Le troisiéme
item, a été résolu dans la section ou on analyse P(a,3,d) = 0 et on détermine
que le point n’est pas un point de bifurcation pour le premier quadrant du champ
de vecteurs. Le dernier item n’a pas été résolu analytiquement, mais on a donné
une conjecture sur la position dans I’espace des paramétres de la boucle homocli-
nique de codimension 2 que les simulations numériques tendent a confirmer. On
a conclu avec le chapitre 4 out on a donné les diagrammes de bifurcations et une
interprétation biologique des comportements possibles en fonction des paramétres

et des conditions initiales.
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