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SOMMAIRE

Soit M une variété fermée orientée connexe de dimension m, et considérons la
diagonale A € H,,(MxM). Si H,(M) est libre, ou si on prend ’homologie 2 coefficients
dans un corps, alors on a I’isomorphisme de Kunneth naturel H,(M X M) = H,(M) ®
H.(M). Nous montrons, en utilisant I’homologie de Morse, que la diagonale admet la

décomposition de Kunneth suivante :

A= "bixb,

ol {b;} est une base de H,(M), et {b_,-} est sa base duale par rapport a la forme d’inter-

section, c’est-a-dire b; @ b; = §;.

MOTS CLES : théoréme de Kunneth, homologie de Morse, diagonale, décompo-

sition de Kunneth, intersection
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SUMMARY

Let M be a closed oriented connected manifold of dimension m, and consider the
diagonal A € H,,(M x M). If H.(M) is free, or if we take homology with coefficients in
a field, then there is the natural Kunneth isomorphism H,(M x M) = H,(M) ® H,(M).

We prove, using a Morse theoretical construction, that the diagonal has the following

A=Zb—i><bi,

where {b,} is a basis of H,(M), and {b;} is its dual basis with respect to the intersection

Kunneth decomposition :

form, i.e. b; b; = 6.

KEYWORDS : Kunneth theorem, Morse homology, diagonal, Kunneth decompo-

sition, intersection
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INTRODUCTION

ENONCE DU PROBLEME

Soit M une variété fermée orientée connexe de dimension m, [M] € H,(M) sa
classe fondamentale, et d : M — M X M I’application diagonale. Considérons la classe
diagonale A := d.([M]) € H,(M x M). Le théoréme de Kunneth permet de calculer

H.(M x M), selon cette suite exacte naturelle, qui se scinde :
0 — (H.(M)® H,(M)), aN H,(Mx M) - Tor(H.(M), H.(M));_; = 0.

Dans ce travail, nous nous limitons au cas ot Tor(H.(M), H.(M)). est nul, par
exemple si H.(M) est libre, ou en prenant I’homologie a coefficients dans un corps.

Ainsi, nous avons I’isomorphisme de Kunneth naturel
HMx M) =H.(M)® H.(M).

La diagonale admet alors une décomposition de Kunneth, c’est-a-dire une expres-
sion

A=) axb;, a€ H(M), b; € H, ((M).

Le probléme a résoudre est de trouver une décomposition de Kunneth explicite

de la diagonale.

IDEE DE LA DEMARCHE

L’idée pour résoudre ce probléme est de déformer la diagonale & I’aide d’un flot,
plus particulierement le flot d’une fonction de Morse. Soit f : M — R une fonction

de Morse, p une métrique sur M et {p,} le flot associé au champ -V, f. La diagonale



Fic. 0.1. Déformation de la diagonale

peut &tre déformée continuement en le graphe de ¢,, tel qu’illustré a la figure 0.1. En

homologie, on a donc I’égalité A = [gr(idy)] = [gr(pe)] = [gr(v)] .

Lorsque ¢ tend vers I'infini, cette sous-variété tend vers un cycle décomposé en
produits, tel que souhaité. Nous verrons que cette limite est précisément donnée par le

théoréme d’homologie de Morse.



Chapitre 1

HOMOLOGIE DE MORSE

Nous rappelons dans ce chapitre les notions d’homologie de Morse dont nous au-

rons besoin. On peut se référer notamment a [S] ou a [BH] pour un exposé de la théorie.

1.1. CoMPLEXE DE MORSE

Définition 1.1.1. Une fonction de Morse est une fonction f : M — R au moins C?
dont les points critiques sont non dégénérés, c’est-a-dire ont un Hessien non dégénéré.
L’indice d’un point critique p est le nombre de valeurs propres négatives du Hessien
de f en p, noté ind;(p) ou u(p).

Notation. Crity(f) := {p € Crit(f) | inds(p) = k}

Définition 1.1.2. Soit f une fonction de Morse, p une métrique sur M et {¢,} le flot in-
duit par le champ de vecteurs -V, f. Pour p € Crit(f), on définit la nappe descendante

et la nappe ascendante de p par
I1(p) = {x € M| lim ¢,(x) = p},

Hi(p):=={xe M| m @(x) = p}.

L’indice qui spéficie la fonction sera omis quand le contexte est clair. Notons que ce
sont des disques ouverts plongés dans M, de dimension ind(p) et m — ind;(p) respec-
tivement.

Convention 1.1.3. (1) Pour p € Crity(f), fixons 0,(2(p)) = +1.
(2) Pour p € Crit,(f), fixons €,(D(p)) = O,(M).

(3) Pour 1 < u(p) < m— 1, nous orientons 9(p) de facon arbitraire.
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(4) Nous orientons les nappes ascendantes de sorte que (ﬁpd (p), ﬁp@(p)) =
Op(M).

Définition 1.1.4. On dit que la paire (f,p) est de Morse-Smale si 9(p) intersecte
& (q) transversalement pour toute paire de points critiques p,q € Crit(f). Dans ce
cas, D(p) N L (q) est soit vide, soit une variété de dimension u(p) — u(q).

Notons M(p, q) := (Z(p) N & (g))/R, o1 I’action de R est celle du flot {¢,}. Alors
M(p, q) est soit vide, soit une variété de dimension u(p) — u(gq) — 1, tant que p # q.
Définition 1.1.5. Le complexe de Morse associé a la paire (f,p) est un complexe de

chaines (C.(f), 0), défini de la facon suivante.

Ci(f) = Z(Crity(f)),
9 : C(f) = Cra(f),
apy= Y. np.g)q.

qeCrite_1(f)

Ici n(p,q) est donné par #M(p, g), le nombre de lignes de flot allant de p a ¢,
comptées avec signe. Voici la convention d’orientation que nous utilisons, identique a
celle de [BH].

Convention 1.1.6. Soit y € M(p, q) une ligne de flot. Pour x € y(R), on compléte
-V f(x) a une base positive (=V f(x), B‘;) de T.2(p). Soit B une base positive de
T.9(q), alors (B4, 3;’.) est une base de T.M. On assigne a 7y le signe +1 si cette base
donne l’orientation positive de M, et —1 sinon.

Proposition 1.1.7. 4% = 0.

Il existe plusieurs preuves de ce théoréme. Une d’entre elles consiste 2 montrer que
les coefficients 8 comptent exactement le bord de la compactification de I’espace de
modules des lignes de flots entre deux points critiques ayant une différence d’indice
de 2. Une autre preuve montre plutdt que la différentielle de Morse est identique 2 la
différentielle dans le complexe cellulaire induit par la fonction de Morse. Voir [S] ou

[W] pour des preuves complétes.

1.2. THEOREME D’HOMOLOGIE DE MORSE

Théoréme 1.2.1. Il y a un isomorphisme canonique H,(C.(f)) = H.(M).
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Comme pour le complexe de Morse, ce théoréme a été prouvé de différentes fagons.
Un survol des principales preuves est donné dans [BC], section 2. La preuve que nous
utilisons et résumons ci-apres est celle de [H], qui consiste & montrer que le complexe
de Morse C.(f) est chaine-homotope au complexe singulier de M, noté S ,(M). Tech-
niquement, nous devons nous limiter aux simplexes génériques, c’est-a-dire les sim-
plexes lisses qui intersectent toutes les nappes ascendantes transversalement, et dont
les faces ont aussi cette propriété.

Construisons un morphisme de complexes de chaines Dy : C.(f) — S.(M).
Pour p € Crit(f), Z(p) admet une compactification naturelle Wp), munie d’une fonc-
tion e : Wp) — M qui étend I’inclusion 2(p) «— M. La variété compacte —9;(7) admet
un courant fondamental [Wp)] €S ,,(,,)(Wp)). On définit

Dy(p) := e.[2(p)].

Une preuve pour la compactification des nappes descendantes est faite en détail
dans [BC,], section 2.4.6. Pour un exposé de la théorie des courants, voir [HL] ; nous
n’en utilisons ici qu’un cas trés particulier.

Proposition 1.2.2. Dy est un morphisme de complexes de chaines.

Construisons son inverse homotopique Af : S.(M) — C.(f).

Soit o un i-simplexe générique et p un point critique de f. On note M(c, p) I’espace
de module des lignes de flot y allant de o a p, c’est-a-dire telles que y(0) € o et
'lgzy(t) = p. Alors M(o, p) est une variété de dimension i — u(p). De plus, le flot induit

un isomorphisme, canonique au niveau des orientations :
Tyoyo — Ty,M(o, p) @ T,Z(p).

Nous orientons M(c, p) de sorte que cet isomorphisme préserve 1’orientation. On

peut donc définir

Ap(o) = Z #M(o, p) p.
peCriti(f)
Proposition 1.2.3. A est un morphisme de complexes de chaines.

Proposition 1.2.4. Af o Dy = idc (y).

Proposition 1.2.5. Dy o Ay ~ ids (y, ¢’est-a-dire ils sont chaine-homotopes.



Chapitre 2

OUTILS DE THEORIE DE MORSE

Nous voyons dans ce chapitre quelques constructions utilisant 1’homologie de Morse.
Elles sont traitées dans [S] au chapitre 5, mais dans une formulation différente et moins

explicite que ce qui suit.

2.1. FoNCcTION DE MORSE RENVERSEE

Si f est une fonction de Morse-Smale sur M, alors —f en est une aussi. Nous
trouvons ici la relation entre C.(—f) et C.(f).
Proposition 2.1.1. (1) Crity(—f) = Crit, i (f),

(2) ¢ = ¢l

(3) Pour p € Cril(-f), D-s(p) = Z;(p) .

DEMONSTRATION. (1) d(=f); = —df, s’annule lorsque df, = 0, c’est-a-dire pour
x € Crit(f).
Pour p € Crit(—f), Hess,(—f) = —Hess,(f).

ind_;(p) = nb de valeurs propres négatives de Hess,(—f)
= nb de valeurs propres positives de Hess,(f)

=m — inds(p).



()

d d
a‘ﬁ—s(x)hﬂ = - Zg“;os(x)l.\'=—t

== (=Vflp-(x))
= =V(=f)e-(x)).

(3) En vertu du point précédent, la condition go,_f (%) N p est équivalente a

{——00

ol(x) —p.

Convention 2.1.2. Nous orientons les nappes de ~ f en donnant a 9_¢(p) I’ orientation
de ¢(p) .

Par la convention 1.1.3, O,(&¢(p)) est égal a (1P PG (D:(p)). Notons
que la convention 1.1.3 est encore respectée pour —f, aux points critiques d’indices 0

et m.

Notation. Soit p € Crit;(f).

(1) On note py € Ci(f) et p, € C,_i(—f) les nappes descendante et ascendante de

p, dans les complexes de Morse.

(2) On note pp = Df(ps) € Si(M) et pa = D_y(ps) € S,1(M) les nappes

descendante et ascendante de p, dans les complexes singuliers.

Proposition 2.1.3. Soit 0 : C.(=f) — C.(—f) donné par 8(q,) = Yji(q, p)p. . Soit
p
p € Crity((f) et g € Crity(f). Alors ii(g, p) est donné par (—1)"+@ n(p, q).

DemonsTrATION. Les lignes de flot pour —f qui montent de g & p sont les mémes que
les lignes de flot pour f qui descendent de p a ¢. Il suffit d’appliquer la convention
1.1.6 pour trouver le signe d’une telle ligne .

Soit x € y(R), et (—V f(x), ﬁ_‘i) une base positive de T,2,(p), et (V f(x), Bﬁ) une base
positive de T,.27(q).

Alors (V f(x), B‘{) est une base positive de T, 2_,(g) et B? = (=1 )PXn—u(p) (—V f(x), B‘f)



est une base positive de T ((p).

58—/ ()OM) = (B, BY)
= (-1 )IJ(P)('"—II(P))( gc: , Bf )
= (B, -V f(x), BY)
= (-1)"*P(=V f(x), BS, BY)

= (1" 9V f(x), B2, BY)

= (-1)""Psg () OM).

On en conclut sg_s(y) = (=1)"*@sg(y), et donc

(g, p) = ng—f(')’)

Y

= (=1)"HD %" sgs(y)
Y

= (=1)"* n(p, )

2.1.1. Classe fondamentale

Avec la convention 1.1.3, on peut facilement décrire la classe fondamentale de M
en homologie de Morse.

Proposition 2.1.4. Soit p € Crit|(f). Alors dps = q| — q2 pour certains q,,q; €
Crity(f).

DEMoNsTRATION. Puisque Z¢(p) est un 1-disque plongé dans M, il est constitué d’exac-
tement deux lignes de flot. Celle ou [-V f] = 6(Z((p)) aura le signe +1, et celle ol
[-Vf] = —6(2/(p)) aura le signe —1. Donc dps = q, — q3, ol g, est la limite de la

premiére ligne de flot et ¢, la limite de la deuxiéme. o

Proposition 2.1.5.

[ > po|=M).

peCritm(f)




DEMonsTRATION. Vérifions que Y,  py € C,(f) est un cycle.
peCrity(f)

a[ > pd)= Y. D, g
peCrity(f)

PECritm(f) qeCritin_1(f)

[ n(p, q)] qa -
qeCrity_1(f) \peCrity,(f)

D, M= D (-D'flgp)
peCrity, (f) peCrito(-f)
=—(1-1)=0.
Ainsi, [Df( > pd)} € H,,(M) est un multiple de la classe fondamentale, k[M]

PECrityu(f)
pour un k € Z. On en déduit

[ZlM#MW]
peCrity(f)
= k Z CP p(l ’
peCrity(f)

pour certains ¢, € Z. Puisque C,,(f) ne contient pas de bords, on a 1 = k ¢, pour tous

les p € Crit,,(f), donc k = x1. Par le point 2 de la convention 1.1.3, k = 1, et donc

PR

peCrity(f) PECrity(f)

O

2.1.2. Complexe dual

Considérons C*(f) le complexe dual de C.(f), tel que (C*(f))x = C"*(f).
05NN SeindenpnSo.

Notons qu’avec cette graduation, H(C*(f)) = H" *(C.(f)).
Convention 2.1.6. L’opérateur bord dual 8 : C*(f) — C*(f) est défini ainsi.

Pour a € CX(f), da = (-1)'a0d = (—1)"* g0 4.

La premiére égalité est la convention notamment utilisée dans [B), et sera généralisée
au chapitre 4.

Notation. Pour p, € Ci(f), on note p* € C*(f) la cochaine définie par

ri(qa) = Opq pour tout g € Crit(f).



10

Proposition 2.1.7.

v:iCG(E=H -0

¥(pa) = (-1)PIp*
est un isomorphisme de complexes de chaines.

DEMOoNSTRATION. Soit g, € Ci(—f).

8.0 Wga) = (~1)ag"
— (_1)"'—Iq.1|(_1)lq"l+lqd 00

— (_1)"1—|(1dl(_1)"1—|fld|+1 Z n(p’ q) pd
P
== n(p.q) p*
14

vod(ga) = ) (g, P) V(pa)

p

= D Dn(p.q) (~1)7p
p

== > n(p.q) p*
p

Ainsi, v est un morphisme de complexes. De plus, ¢’est un isomorphisme de modules

en chaque dimension, donc un isomorphisme de complexes. o

Corollaire 2.1.8 (Dualité de Poincaré).

H (M) = H"X(M).

DémonsTraTION. Le morphisme v induit un isomorphisme en homologie

v 1 Hi(Co(=f)) = Hy(C*(f)) = H" *(C.(f)).

En appliquant le théoréme d’homologie de Morse aux deux cdtés, on obtient le résultat.

]
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2.2. SOMME EXTERIEURE DE FONCTIONS

Dans cette section, nous construisons une fonction de Morse sur un produit car-
tésien a partir d’une fonction de Morse sur chaque facteur. Nous étudions ensuite les
propriétés de cette construction.

Définition 2.2.1. Soit M, N deux variétés lisses fermées de dimensions m et n respec-
tivement. Soit f : M — R, g : N — R deux fonctions lisses. La somme extérieure de

[ et g est la fonction
f®g:MxN->R
fegley) = f(x)+g),

c’est-a-dire f @ g = f o p; + g o p,, out p; est la projection sur le i facteur.

Proposition 2.2.2. (1) Crit(f ® g) = Crit(f) x Crit(g).
(2) indsey(p,q) = inds(p) + indy(q).
(3) Si f et g sont de Morse, alors f & g l’est aussi.
(4) o™ =g/ xgf Vi eR
(5) Si f et g sont de Morse-Smale, alors f & g l’est aussi.

DEMONSTRATION. (1) On sait que T\, (M x N) = T.M & T,N par I’'isomorphisme
dpi(xy) @ AP2,xy)-
Soit (x,y) € Crit(f & g), c’est-a-dire d(f @ g)(r) = 0. En particulier,

(dfr o dpl,(x,y) + dgy o de,(.\'.y))(ker de,(x,y)) = df:\'(TxM) = 0

(df\ o dpl,(x,y) + dgy o de.(x.y))(ker dpl,(x.y)) = dgy(TyN) =0.

Donc x et y sont des points critiques de f et g, respectivement.

(2) On al’égalité

Hessqey(f @ 8) (w1, v1), (uz,v2)) = Hess(f)(u1, uz) + Hess,(g)(v1, ) .

On en déduit que

Neg (Hess(x,y)(f ® g)) = Neg (Hess«(f))® Neg (Hessy(g)) )

et donc ind ey (x,y) = inds(x) + ind,(y).
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(3) Soit (x,y) € Crit(f & g). Soit (uy,v;) € T, (M x N) tel que
Hessy)(f @ g) (11, v1), (u2,v2)) = 0V (uz,v2) € Tx)(M X N),
c’est-a-dire
Hess(f)(u1,u2) + Hessy(g)(v,v2) =0 VY u, € T, M, v, € T,N.

En particulier, pour v, = 0, on a Hess,(f)(u,u;) = 0 pour tout u; € T, M.
Alors u; = 0, car Hess,(f) est non dégénéré.
De méme, en posant u; = 0, on conclut v; = 0. Donc Hess.,(f @ g) est non
dégénéré.
(4) Soit a la métrique sur M et B celle sur N. On prend sur M X N la métrique
produit y = pla + p;B. Vérifions que V. (f @ g)(x,y) = (Vo f(x), V58(»)).
d(f 157 g)(x,y) = dfr o dpl.(.\'.y) + dgv o de,(.\‘,y)
= a(Vf(x),-) o dpi(uy + BVED), ) © dpary)
=y ((Vf(x), Vg, - )
Vérifions que ¢/ = ¢/ X ¢f : M x N —> M x N.
d g _ d f d I3
2 X DY) = (Sl (0, —ef o)
= (-Vf (el ).~ Vg (&)
= -V(f 0 8)((¢] x ¢)x.y)).
(5) Soit z = (x,y) € Crit(f & g).
Frar(@) = {(X )1 /% (x,3) T (5,9
ros [y [F® gooyy 2F®
= {16 =5, ) 5y
= o (x) X ().
De méme, Dfe,(2) = D(x) X D, (3).
Soitzy = (x1,y1), 22 = (x2,¥2) € Crit(f @ g).
Hog(21) N Dreg(z2) = (p(x1) X (1)) N (Dy(x2) X D, (y2))
= (& (x1) N Ds(x2)) X (2, (y1) N Dy (y2)).
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Si un des deux facteurs est vide, alors le produit I’est aussi.
Sinon, soit (x,y) € (&f(x1) N Df(x2)) X (&, (y1) N D,(¥2)) ; alors
TivyyDrag(21) + Tinyy Drag(z2) = (Tely(x1) ® Ty g (1)) + (T Dy (x2) ® Ty D (y2))
= (T:;(x1) + T:D(x2)) & (T, 01) + T, 2, (32))
=TM®T,N
= Tiey(M X N).

Donc f @ g est de Morse-Smale.

2.2.1. Complexe de la somme extérieure

Construisons maintenant le complexe de Morse de f @ g a partir des complexes de
fetg.
Convention 2.2.3. Soit X et Y deux variétés orientées. On oriente X X Y en prenant
Olun(X X Y) = (O(X), 6,()).
En particulier, pour z = (x,y) € Crit(f&g), onprend € (Qfeg(x, y)) = (ﬁ (@f(x)) , O (Qg(y))).
Par la convention 1.1.3, on a
(O(rog(x, 7)), O( Doy (x.y))) = O(M x N)
= (O(M), O(N)).
= (O((x)), O(Ds(x)), O(HB)), O(Z,0)))
= (= 1)U OD (G (x)), O ), O(Dy(x)), O(D,(3)))
= (— )" GO (G (a1,(x)), O( (7)), O(Dpog(x,Y))) -

On a donc G(y(x,y)) = (=1)"r9 0= ( G(o7(x)), O((3)))-
Soit z = (x,y) , Z = (¥,y") € Crit(f & g) et v une ligne de flot allant de z 4 7.
Alors p; oy est une ligne de flot allant de x a x’ et p; o y est une ligne de flot allant de

yay’'. On en déduit
inds(x) 2 indp(x') et ind,(y) > ind,(y').

En particulier, si inde,(z) — inde,(z’) = 1, alors il y a deux cas possibles :
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(1) 2" = (p, y), o indy(x) — inds(p) = 1, ou
(2) 7 = (x,q), ol ind,(y) — ind,(q) = 1.
Proposition 2.2.4. (1) Dans les deux cas, M(z,7) est en bijection avec M(x,x') X
MG, Y.
(2) Dans le premier cas, n((x,y), (p,y)) = n(x, p).
(3) Dans le deuxiéme cas, n((x,y), (x, q)) = (1) n(y, q).
DEMONSTRATION. (1) Danslecas 1,on a
M(2,2) = (Dyayg(2) N Fay(2))/R
= ((2:0 x 2,00) 0 ((p) x ) IR
= (2/(0) 0 F(p) x (2,0) N () /R
= ((2:(x) 0 2(p)) x y}) /R
= (2,0 0 (p)) /R) x ()
= M(x, p) X M(y, ).
Les deux derniéres égalités viennent du fait que le flot agit trivialement sur
y € Crit(g). Ainsi la bijection est donnée par
M(z, Z) = M(x, p) x M(3.y)
Y= (proy,p2oy)
La preuve est identique pour le cas 2.

(2) Soit vy une ligne de flot allant de (x, y) a (p, y), et (£,y) € ¥(R),
soit B?(x) = (—V (&), B_‘;(x)) une base positive de TP, (x),
soit B;(y) une base positive de T,Z,(y),
= (B?(x), B? (y)) est une base positive de T ) Pa,(2).

d
alors B I

Mais le long de v, le gradient de g s’annule, donc V(f & g) = V f.
Bjay(@) = (B(x), B{)
= (-V£©), Bix), Biy))
= (-V(f @ &)(& 7). BY(x), B4»)).
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Prenons donc BY, () = (éf(x), B‘{()’)) -

Vérifions maintenant la relation sg e (y) = sgr(p1 0 ¥).

58/05(¥) Oigy(M X N) = (Blgy (), B, (2))
= (=1)=inds ) ids(2) (B, B2(y), BY(x), BLY))
— (_ 1 )(n—indg(y)) inds(p) (__ 1 )(n—ind,,-(y)) (indg(x)-1) ( Baf ( p), B? ( x), BZ (y), Bd (y))
= (B3(p), Bl(x), B2(y), BL(Y))
= sg;(p1 0 y) (G:(M), O,(N))

= 5g87(p1 0 Y) O (M X N)

D, SBrae®

YEM(z,Z')

= Z 5gs(p1 oY)

yeM(z,z')

D, e

TEM(x,p)

n((x,y), (p,y))

= n(x, p)

(3) Soit y une ligne de flot allant de (x,y) a (x, q), et (x,7) € Y(R),
soit B;(x) une base positive de T, Ds(x),
soit BY(y) = (—Vg(n), éz(y)) une base positive de 7,,%,(y),
alors B‘f’egg(z) = (B‘f’(x), Bl (y)) est une base positive de Ty, D e, (2)-
Mais le long de vy, le gradient de f s’annule, donc V(f @ g) = Vg.

B4, (2) = (B4(x), BL»))
= (Bj(x), -V, B{»))
= (1" (=Vg(n), Bix), BY(y))
= (=)™ (< (f @ g)(x, m), BY(x), B(y))
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Prenons donc Bf, (z) = (~1)"® (Bj(x), 3;{()1)) :
Vérifions la relation sge,(y) = (=1)"7™ sg.(ps 0 y).

58ros(¥) Oeyy(M X N) = (B3 (), B, 2))
— (_ 1 )(n—indg(q)) inds(x) (_ 1 )indf(.r) (B?(JC), BZ(Q)7 B?()C), Bd(y))
= (1" (B(x), B}(x), Bi(q). BL))
= (1" sgy(py 0 y) (M), G,(N))

= (“l)i"df(X) sgg(p2 o 7) ﬁ(x,r])(M X N)

nxy), )= Y sgre)

YeEM(z,2")
= ) (=" sg(proy)
yeM(zz')
= ()" N sg,()
TeM(y.q)

— (_l)indf(x) n(y’ q)

Corollaire 2.2.5.

O:C.(ivC.(g) > Cu(f@g)

O(x®y) = (x,y)

est un isomorphisme de complexes de chaines.

DEMoNnsTRATION. Par la proposition 2.2.2, item 2, ® préserve la graduation.
Par I’item 1, @ est un isomorphisme de modules en chaque dimension.

Soit (x,y) € Crit(f & g), inds(x) = i, ind,(y) = j.

oy = ), nxp)E)+ D" n,q)xg).

peCrit,_1(f) qeCrit;1(g)
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ol odxy) = ), nExp @)+ N 9@ xg)

peCrit_(f) qeCrit,_1(g)

= D, AP @ +EDMY N ap,q)(xeq)
peCrit_1(f) qeCrit;_1(g)

= [ D nlxp) p) ®y+(-1)" x [ > a9 q]

peCriti_1(f) qeCritj_1(g)

= (@x)®y+ (- x® (dy)

=0(x®Yy)

=00 ®!(x,y)

Donc @ est un isomorphisme de complexes. m}

2.2.2. Naturalité

L’énoncé 2.2.5 joue en homologie de Morse le role du théoréme de Eilenberg-
Zilber, selon lequel S.(M xN) et S.(M)®S .(N) sont naturellement chaine-homotopes.
Ainsi, en appliquant le théoréme algébrique de Kunneth au complexe produit, on ob-

tient le théoréme géométrique de Kunneth. Pour plus de détails, consulter [B], chapitre

6.1.

Dans notre contexte, les complexes C.(f @ g) et C.(f) ® C.(g) sont méme isomorphes.
En appliquant le théoréme algébrique de Kunneth, ainsi que le théoréme d’homologie

de Morse, on retrouve a nouveau le théoréme géométrique de Kunneth.

Montrons que I’isomorphisme en 2.2.5 est naturel. Rappelons d’abord le théoréme
d’Eilenberg-Zilber.
Théoréme 2.2.6. (1) Le produit cross, X : §,.(M)® S.(N) = S.(M X N) est un

morphisme de complexes, naturel en M et N.

(2) 1l existe un morphisme 6 : S, (M X N) = S.(M)® S .(N) naturel en M et N tel

que 6(x,y) = x® y en dimension 0.

(3) (Théoréeme d’Eilenberg-Zilber) Les morphismes X et @ sont naturellement in-

verses homotopiques I'un de ’autre.
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Convention 2.2.7. Soit f : A, - C. et g : B, — D, deux morphismes de complexes
de chaines. On définit leur produit par (f ® g)(a ® b) := (~1)'WIf(a) ® g(b), oii la
dimension de f est son degré.

Lemme 2.2.8. La convention 2.2.7 est bien définie, c’est-a-dire f®g est un morphismes

de complexes.

DEMONSTRATION.

do(fegla®b)=(-1)"o(f(a)® g(b))
= -D"™[a(f(@) ® g(b) + (1) f(a) ® (s (B))]
= (-1)"Vf(@a) ® g(b) + (-1)"V1f(a) ® g(3b)
(f®g)odaob)=(fog)|daeb+ (-1)a ® 6b|
= (=D)"V\f(9a) ® g(b) + (-1)""\f(a) ® g(3b)
= -1"Vf(@a) ® g(b) + (-1 f(a) © g(3b)

=do(f®g)a®b)

Proposition 2.2.9. Le diagramme

S.(M)®S.(N) =—= S.(M x N)

g
Ar®A, lT DseD, Aoy lT Doy

(U]
C.(f)dCug) —= C.(fog)
(D_l

commute dans les deux sens, c’est-a-dire
(1) Xo(Df®D,) = Dfgg 0@,

(2) Ajogo X = Do (A;®A,).
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DEMONSTRATION. (1) Soit x € Crit(f), y € Crit(g).

Dygy 0 @(x ® y) = Dygu(x,y)
= & [Dja(x. )]
= e (2,00 x 7,00
= e [2,(0) x 2,00
=¥ (|2,)] x [2:0)))
= (" x ). ([2,0) x 2,0)))
-t [70] < [0
= D(x) X Dg(y)

= % (Dy(x) ® Dy(y))

=Xo(Df®Dy)(x®y)
(2) Soit o € §{(M), T € S j(N) des simplexes génériques.

O o (Ar® AN ®T) = ®(Af(0) ® Ay(T))

Z(D[ Z #M(O"P) Pd)®[ Z #M(T’Q)qd]]

peCriti(f) qeCrit (g)

) Z #M(o, p) #M(7, 9) (P4 ® qa)
peCriti(f)
qeCritj(g)

= Z #M(O-, P) #M(T’ q) (P’ C])d

peCriti(f)
qeCritj(g)

(Afeg © XN 0 ®T) = Agge(o- X T)

= D #MExT(p.9) (1.9
(p.q)eCrity, j(fog)

Il suffit de montrer I’égalité #M (o X 7, (p, q)) = #M(0o, p) #M(7, q) lorsque
ind;(p) = i etind,(q) = j, et O sinon.
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t—+o0

Soit @ € M (0 X 7, (p, q)) une ligne de flot telle que a(0) € o X T et a(t) —

(p,q). Posons @; := p;oa,i=1,2.0n a alors

a1(0) € et ay(t) = p

a2(0) € Tet ay () o, q

c’est-a-dire @) € M(a, p) et a; € M(t, g).
Puisque les simplexes sont génériques, on en déduit

dim(p,) = dim(M) —dim(c) =m—i
dim(qa) > dim(N) —dim(t) =n—-j

Ainsi, dim(pp) < i et dim(qp) < j, et ’égalité a lieu puisque dim(pp) +

dim(gp) =i+ j.

Ceci implique que M(o %X 7,(p,q)) — M(o,p) X M(1,q) , a — (a1, a,)
est une bijection. En particulier, cet ensemble est vide sauf lorsque ind,(p) =

dim(o) et ind,(q) = dim(r). Dans ce cas, calculons sg(a).

dip]™ Ouey(0 X T) = (dep] X dF) (Oay0)(0), Ouyor(7))

= (dg! O, (0), dgf Ouyor(T))

=5 (s8@) €,9/(p). sg(2) 6,9(q))
sg(@)sg(@) (6,2/(p), 6,2,(9))

58(a1)58(@2) Gp.0) (2/(P) X Z4())

sg(@1)sg(@2) Op.q)Dree(p> )
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On a donc sg e, (@) = sgr(ay) sgglas) .

D, Sgre@

aeM(oxT(p.q))

D' sgreg (@1,22))

a1€M(o,p)
areM(1,q)

= D sgile) sgy@)

@ EM(o,p)
areM(T.q)

[ >, sgf<a1)][ >, sgg(az))

aeM(o.p) areM(t,q)

#M(ox1,(p,q))

= #M(o, p) #M(1,q) .

Remarque 2.2.10. Cette proposition dit que (p, ¢)p = pp X qp-

Corollaire 2.2.11. L’isomorphisme @ : C.(f)®C.(g) — C.(f®g) en 2.2.5 est naturel.



Chapitre 3

APPLICATION A LA DIAGONALE

Dans I’introduction, nous avons remarqué que pour tout temps f :

A = d.([M])
= (idy X idy). d.([M])
= (¢!, x o). d.((M))
= (97 x @Du(8)

= (g;"*).(A).

Or, la construction dans le théoréme d’homologie de Morse décrit ce qui arrive aux
simplexes lorsqu’on les pousse le long du flot d’une fonction de Morse. Appliquons

ces résultats a la fonction —f @ f sur M x M.

Dans ce chapitre, M et f sont comme précédemment.

3.1. DEcCOMPOSITION DANS LES CHAINES

Proposition 3.1.1.

A=

Z PaXpp|-

peCrit(f)
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DEMONSTRATION. Soit M € S »(M) un cycle dans la classe de [M], et A= d*(M). Alors
[A] = A.

A=D_rer0A_rer(A)
= D_soy 0 A_say ([A])

= [D_ fof © A-fof (A)] :

A_f@f (A) = Z #M (A’ (P, Q)) (P, q)d
(p.@)ECrity(-fof)

= > #M(A(p.9) (g
PECrityi(=f)
qeCriti(f)

t—+co

Soit @ € M(A, (p, 9)) une ligne de flot telle que a(0) € A et a(t) —— (p,q). On a

—+00

@(0) = (x, %), 9/ () = p, 0l () > .

Si p # q, alors indf(p) > ind(q). Or, ind;(p) = inds(q), donc p = g = x € Crit(f).

Dans ce cas, calculons sg_ser(a).

Opp(D) = (M) ® 6,(M)

= (6, (D)), O (D () & (Op( (P)), O(D(p))).

dg7"™ 0, p(R) = dg7"™ (O, (P, 6,(D(p)) & (0, (P)). O D))
= (de” © d]) (01 (p)), 6,(2(p))) ® (G,( (D)), O D))
= dg!, (0, (p))., 6, D(p))) @ dy] (6,( (p), O,(2(p)))
= (0 (p)).0) & (0. 6,(2(p))
= O (o (0) X D(p))

= Op.p)D-1or(D: D)
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Ainsi, sg_es(a) est toujours +1, d’ol I'égalité A_ e, (A) = CZ (f)(P, P)a .
peCrit

-

A =|D_fof

> (p.p)

peCrit(f) ]

=l > ®.p

L peCrit(f)

= Z PaXpPp

LpeCrit(f)

O

Nous avons obtenu une décomposition de la diagonale au niveau des chaines. En
général, celle-ci n’est pas une décomposition de Kunneth, puisque les nappes ascen-

dantes et descendantes ne sont pas des cycles.

3.2. EXEMPLE TRIVIAL : S !

Prenons M = S'. Pour toute fonction de Morse f sur M, tel qu’illustré  la figure

3.1, on peut ordonner ses points critiques de sorte que
Crity(f) = {ay, ..., ai}

Crito(f) = {by, ..., b}

0a;4=big~b;i_14, etdonc 0b;, = a1, — iy -

D’apreés 3.1.1,on a

A=Za,~AXa,-D+Zk:bijbjD

k
i=1 j=1

k

k
=ajp X (Z aip) + (
i=1

bja) X bip
j=1

= A
En effet,

k k
A-A= Z(Gm —aj) Xap + Z bja X (bip — bjp).
i=2

J=2
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bi

“—

Fic. 3.1. Fonction de Morse sur le cercle

Ceci est égal au bord suivant.

Kk k k
G[Z(Z bja) X aiD] = Z [(alA —ajs) X ajp — (Z bja) X (bip — b(i—l)D))

=2 j=i i=2 Jj=i

k k J
= Z(am — ajp) X ajp — Z (bjA X (Z bip - b(i—l)D)]
i=2

j=2 i=2

k k
= Z(am —ajp) X aip — Z bja X (bjp — bip)
=)

i=2

A" = A.

En homologie, A = A’ = [pt] X [M] + [M] X [pt], d’apres 2.1.5.

Remarquons que [p?] € Hy(M) et [M] € H,(M) sont duales I’une de I’autre par rapport

au nombre d’intersection. Nous verrons qu’il s’agit 12 d’un résultat général.



Chapitre 4

MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

Dans ce chapitre, nous trouvons une décomposition de la diagonale en homologie

a partir de la décomposition au niveau des chaines donnée par 3.1.1.

4.1. FoncTeur Hom(-,-)

Définition 4.1.1. Soit C., D. deux complexes de chaines et Hom(C,, D,) l'ensemble
des morphismes de modules gradués. On en fait un complexe de chaines, avec la gra-
duation |f| := deg(f), et la différentielle 8f = do f + (=1)/*1 f o 0.

Remarque 4.1.2. Le signe dans la différentielle provient de la convention suivante :

a(f(x) = @) + DV f(9x).

Définition 4.1.3. Le complexe dual de C. est défini comme le complexe C* := Hom(C,,Z.,).
Ici, le complexe Z., vaut Z. en dimension 0 et 0 ailleurs. Donc (C*)_; = Hom(Cy, Z).
Notation. Pour un module (gradué) C, on note par T(C) son sous-module de torsion.

Proposition 4.1.4. On a une suite exacte courte naturelle de complexes de chaines
0-C"®D, A Hom(C.,D,) - Hom(T(C,), T(D,)) = 0

onpla®a) = (-D"Ma()a et r(f):= flrc,-
Elle se scinde en tant que suite de modules gradués, mais pas naturellement.
Si de plus C, est la somme directe d’un sous-complexe libre et du sous-complexe T(C,),

alors la suite se scinde en tant que suite de complexes.



DEMONSTRATION. (1) ¢ est un morphisme de complexes.

¢ respecte la graduation : |a(- ) af = |a| — (—|a|) = |a] + |a] = |a ® q].

dopla®a)=(-1)"[do (a(-)a) + (-1 *!(a(-) a) 0 6
= (=1 a(-)da + (-1} 0 0 () a .
podla®a)=¢ [6a ®a+(-1)a® aa]
- (_1)|a1+l (_l)laoﬁllala 0d(-)a+ (_l)lal(_l)lallaala(, )da
= (= 1)elatlaltalel o o 5.) g + (= 1) Ml (. ) a

= 0o ¢(a ® a).

(2) r est un morphisme de complexes.

rod(f)=rldo f+ (0" fo
= (80 Pirc.) + (M (f 0 lrc.,
=80 (flrc)) + DM (flre.)) 0 8

= 9o r(f).

(3) ¢ est injectif.
Fixons L, un sous-module libre de C, tel que C, = L. & T(C.), et fixons {b;}
une base de L.. Notons b' € C* la cochaine duale de b;, ¢’est-a-dire b'(b;) = §;;.

Posons

Y : Hom(C.,D.) - C*® D,

f Z(_l)lb’llf(b.)lbi ® f(by).
Alors i est un morphisme de modules gradués.

6" ® f(b)l = 6] + £ (B = =Ibil + bl + |f] = | £1.



28

De plus, ¢ est un scindement, c’est-a-dire ¢ o ¢ = idc-gp,. Soit @ € (C*)_,, et

aeD,.

Yogla®a)=(-1Y"y(a()a)

— (_1)mn Z(_l)lb'lla(b,)albi ® a(b,-)a

— (_l)mn Z (_l)mubi ® a/(bi)a
|b,|=m

- [Z af(b,-)b") ®a
1bil=m

=a®a.

En particulier, ¢ est injectif.

De plus, si d(L.) C L,, alors ¢ est un morphisme de complexes.

doy(f) =D (-3 (b ® f(b,))
= > (~1)PV [ab' @ f(b) + (—1)'b' @D o f(b))]
= ) OV 0 9@ fb) + ) (DY) @b o f(br)
= > =DM 0 g e fb) + ) (-1 @ o f(b).

wod(f)=yldo f+ (-1 fo0d
- Z(_ IR/ Glp @ o f(b) + (- ! Z(_ 1)bIredbipi fodb)

— Z(—l)lb‘"ﬂbi ®d o f(b)+ Z(_l)lb.llfl+lf|+lbi ® f o d(b;).



29

Soit 4 donné par 8(b;) = }.n(b;, b;) b;. Alors
J

DD 000 f(b) = ) (-1 (Z n(b;, b,->bf] ® f(b)

J

ZZ Z =1V n(b;, b)) b ® (b))

i lbjl=lbil+1

=2, 2, COPVa;b) b o (b))
J lbil=1bjl-1

= Zj:(_1)|bj||f|+|f|bj ® f[ Z

[bel=1bj1~1

n(b s bi)bi]

- Z(_1)|b,||f|+|f| b ® fodb,).
j

Ceci prouve I’égalité d o Yy(f) = ¢ o 4(f).

(4) rest surjectif. Définissons

p : Hom(T(C,),T(D.)) —» Hom(C.,D.)
P@lrc.,) =8, p(@I. =0.
Alors p est un morphisme de modules gradués, et par définition, r o p =

idyom(r(c.)T(p.y- En particulier, r est surjectif.

De plus, si d(L,) C L., alors p est un morphisme de complexes :

dop(g) =0d0p(g)+ (-1 p(g) o d
podg)=pldog+ (-1 god)

=00 p(g) + (—1)E*p(g 0 9).

La derniére égalité découle de (3 0 p(g)) Irc.y = do get (o p(g) .. =0.

Avec I’hypothése additionnelle, on a p(god) = p(g)od, puisque (p(g) © d) Irc.y =
godet(p(g)od). =0.

Doncdop =pod.
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(5) im(¢) = ker(r)
(©) Soita®a e C*®D..
rogl@®a) = (=1)™"r(a(-)a)
= (-D)"* (a(-) @) Inc.,

=0 caralrc,)=0.

(2) Soit f € Hom(C,, D.) tel que flr., = 0. Montrons f = ¢ o y/(f).

ou(f)=¢| > (- g £(b,)

= ) () f(b)
=0sur T(C,)et fsurL,
= f.

Donc f € im(¢).

a

Corollaire 4.1.5. Si C, est libre, alors de facon canonique C* ® D, = Hom(C,, D,),

avec ’isomorphisme de complexes ¢, dont I'inverse est \f.

4.2. UNE PREMIERE DECOMPOSITION

Dans cette section, nous appliquons les résultats de la section précédente a notre

probléme. Nous avons

A Z (P Pla € Cu(=f&f) = C.(=/HBC.(f) = C'(NHBC.(f) = Hom(C.(f), C.(f)).

peCrit(f)

Calculons I’image de A par ces isomorphismes. Il faut d’abord régler un détail

technique : le changement de graduation.

A la section 2.1.2, nous avons utilisé de la complexe dual C*(f) en le graduant de

0 a m. Pour respecter la convention 4.1.3, il faudrait plut6t le graduer de —m 2 0.
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Notation. Désormais, on note C*(f) le complexe dual gradué de —m a 0, c’est-a-dire
(C*(f))-r = Hom(Ci(f),Z). On notera C( f) le méme complexe, mais gradué de 0 a
m, ¢’est-a-dire (C*(f))m_i = Hom(C(f), Z).

Lemme 4.2.1.

7: C*(f) = C'(f)
ﬂ'(a') = (_l)mlala
est un isomorphisme de complexes.
DEMONSTRATION.
d o n(a) = (-1)"9a
= (_l)mlal+lal—m+1a 0 d.
o (@) = (-1)™!n(a o §)
— (_1)|a|+l+m(|a|—l)a 0d

- (__1)'"|(1’|+|a|—m+la o .

O

Rappelons aussi que le produit tensoriel de deux morphismes de complexes est dé-

fini en 2.2.7.

Nous avons les morphismes suivants :

A A_fo -1
AeS,(MxM) =5 C.(~f& f) > C.-H e C.(f) -
woid A, n®id . ¢
— C(H & Cf) — C(NH) ® Cu(f) = Hom(C.(f), C.())-
Proposition 4.2.2. L’image de A par ces morphismes est idc,f).

DfmonsTrATION. En 3.1.1 nous avons vu que A fe;f(A) = > (PP
peCrit(f)
(1

(D—l[ Z (p7p)d]= Z DPa ® Py-

peCrit(f) peCrit(f)
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2)
(v@z‘d)[ >, pa®pd]= D, CDiv(py) @ id(p,)
peCrit(f) peCrit(f)
= ), COMplep,
peCrit(f)
3)

( ®id)[ D, b ”'Pd@l’d) > Pl pdy @ p

peCrit(f) peCrit(f)
— Z (_ 1 )m-lpdl(_ 1 )"llpdl(_1)'"("1—|Pd|)pd ® Pd
peCrit(f)
= ), CDrplep,
peCrit(f)

4

¢[ Z (_l)lpdlpd ® Pd] — Z (_l)lpdl(_l)lp"llpalpd(_ ) Pa

peCrit(f) peCrit(f)

D, POpa

peCrit(f)

idc_m .

Rappel. Soit C. un complexe de chaines libre. Une version faible du théoréme des

coefficients universels donne la suite exacte naturelle
0 - Ext(H,,(C.),Z) - H"(C") L& Hom(H,(C.),Z) — 0,

ou (Blal)([c]) = a(c).
En particulier, si H,_,(C,) est libre, alors H'(C,) = Hom(H,(C.),Z), et I’isomor-
phisme 3 est canonique.

Notation. Pour un Z.-module V, on note V' := Hom(V, Z).
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Proposition 4.2.3. Soit C., D, deux complexes de chaines libres tels que H,(C.) soit

libre. On a les isomorphismes de modules gradués

H.(Hom(C.,D.)) %> H.(C' ® D.) 5 H.(C") ® H.(D.) —
Boid ¢
— H,(C.,) ® H.(D.) » Hom(H.(C,), H.(D,)),
ou K est I'isomorphisme de Kunneth. Alors 'image de [f] € H,(Hom(C,,D,)) est
f = HAf).

DEmonsTraTION. En dimension 0, les cycles f € Homg(C., D.) sont les solutions de
do f— fod=0,c’est-a-dire les morphismes de complexes.

Les bords sont les f € Homg(C,, D.) pour lesquels il existe F € Hom,(C., D,) tel que
f=0F =80 F +F o9, c’est-a-dire les morphismes nul-homotopes.

Pour f € Hom(C,, D,) de dimension quelconque, si f est un cycle, alors f envoie les
cycles sur des cycles et les bords sur des bords. Donc H,(f) est bien défini.

Puisque la suite est composée d’isomorphismes, il suffit de vérifier I’énoncé pour f =

a(-)a,ou a € C* eta € D, sont des cycles.
[a(-)a] = [~ @ ]
- (-1)"[e] ® [a]
= (-1)gla] ® [a]
- Blal(-) [al.

Pour [c] € H,(C,)on a

Blal(-)la] ([c]) = Blal((c]) [a]
= a(c)la] = [a(c) a]
= [f(] = fulleD.

Corollaire 4.2.4. Soit {¢;} une base de C, et {[c;]} une base de H,(C.). Alors

[Z(—l)'e'lei ®e;

S > D @ el
Jj
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DémonsTratioN. Dans la proposition 4.2.3, avec D, = C,, on a [id¢,] — idy,.)- En

conséquence,
. K - . 1y
. ([idc.]) = B! ®id) o ¢7' (idu.(c.)) -

En développant le membre de gauche, on obtient

[Z(—l)"’"ei ®e;

K _ . -1/
= (B ®id) o ¢7' (idy.c.))

= (5" ®id) (Z(—l)“'f'[c,-]' ® [c,-])
J

= D) (D@ ;).

Corollaire 4.2.5. Soit {[c;]} une base de H,.(C.(f)). Alors A correspond a
D =Dele @ [e)] € H(C() ® H.(C.(f)).
j

Cette expression nous donne une premiere décomposition de Kunneth de la diago-

nale.

4.3, DECOMPOSITION EN HOMOLOGIE DE MORSE

Proposition 4.3.1. Le diagramme suivant commute :

H.(C.(~f) ® C.(f)) —= H.(C.(~-f)) ® H.C.(F))
(v®id). l l v.®id,

H.(C*(f) ® C.(f)) — HAC*(N)) ® H(C.(f))
(n®id). l 1 n.Qid,

K
H.(C* ()@ C.(f)) —— HAC*(f)) ® H.(C.(f))
DemonsTraTION. Nous avons supposé que H,(C.(f)) =~ H.(M) est libre, donc I’isomor-

phisme de Kunneth est canonique. En particulier, ce diagramme commute. m

H.(C*(f)) ® H.(C.(f)) est muni du produit de Kronecker, c’est-a-dire le produit
d’évaluation ev : H.(C*(f)) ® H(C.(f)) » Z .
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Propesition 4.3.2. Les isomorphismes de ce diagramme induisent le produit

x H(C.-NeH.C.f) > Z

[ Z CpPa Z dqqd]H Z (_l)lpd|cpdp

peCrit(—f) qeCrit(f) peCrit(f)

®

DEMONSTRATION.

|

=evo(m,®id,)o (v, ® id*)(

Z CpPa

peCrit(-f)

®

Z dqqd

qeCrit(f)

|

5

D Coba|®
peCrit(—f) geCrit(f)
=evo(n.® id*)[ D e plel Y dqqu
peCrit(f) 1 LgeCrit(f)
_ ev[[ Z (—l)lp"l(—l)'"("'_'p“l)cppd ® Z (_I)MItMquqd‘]
peCrit(f) 1 LgeCri(f)
- Z (- 1)|Pd|+"1 {pal+m lqal Cpdy6pg
peCrit(f)
qeCrit(f)
_ Z (—l)lp"lcpdp.
peCrit(f)

Proposition 4.3.3. Soit {b; = [c;]} une base de H.(C.(f)), et {b_,-} sa base duale par
rapport au produit y, ¢’est-a-dire y(b; ® b j) = 6;j . Alors

[ D, Pa®pa

peCrit(f)

& Db b,



DeEmonsTrATION. Par le corollaire 4.2.5 et la proposition 4.3.1, nous avons

Z Pa ® Pd

peCrit(f)

K

=('®id.) o (7' ®id,) o K o (n ® id), o (v ® id),

Z Pa® Ppd

peCrit(f)

=('®id.) o (n;' ®id,) (Z(—l)'“"[c"] ® [c,.])

i

=Z(—1)""*’"(—1)’""“'[ Z ¢ (Pa)Pa
i peCrit(f)
- Z[ > dpap.

i pECril|rl| H

= (' ®id.) [Z(—l)’“‘(—1)'"""(—1)"""'“'f"’[c"] ® [c,-]]

® [ci]

® [C,'] .

SOithZ Z dj,qu-
qeCrit(f)
X( D, cpapa
pECril|Ci| (€2

X[ D, papa ]

peCritie ) (f)
D P (payd;, et Osiled # lejl
peCritic ()

= (—1)‘0"c"[ > d,-.,,pd]

pECril|rj|(f)

® [Cj]]

Z dj,qu

qeCrite ) (f)

®

= (-1)Fld(c;)

= (-1l

Onen conclut ’égalité | 3 ci(ps)pa| = (~1)?'b; , et donc la suivante :
peCritc)(f) |

K

D, Pa®pa|= ) (-D"'b®b;.

peCrit(f)
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Nous avons ainsi obtenu une décomposition de Kunneth de la diagonale en homo-

logie de Morse.



Chapitre 5

PRODUIT D’INTERSECTION

Dans ce chapitre, nous exprimons en homologie singuliére la décomposition trou-
vée au chapitre précédent.

Proposition 5.0.4. Le diagramme d’isomorphismes suivant commute :

H(S(M X M)) — > H.(S.(M)®S.(M)) —> H.(S.(M))® H.(S.(M))
l A_jo. 1 (A_s@Aj). l A ®Af.

H.CA~f & f) —= H(C.(~f) ® C.(f) —> H.(C.(~f)) ® H.(C.(f))

DemonsTraTION. Le carré de gauche commute par 2.2.9 ; celui de droite, par la natura-

lit€ de I’isomorphisme de Kunneth. O

Posons I = y o (A_;. ® Ap,) : HA(S.(M)) ® H.(S.(M)) — Z le produit induit en
homologie singuliére.
Proposition 5.0.5. Soit {B;} une base de H.(M), et {B;} sa base duale par rapport au
produit I, ¢’est-a-dire I(B;® Bj) = 6;; . Alors

Ko6.(A)= ) (-1)"B;®B.
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DEmonsTrATION. Par 5.0.4 et 4.3.3,0n a

Ko6.(0)=(AZ[,®A;) o Ko @' 0 A_ser.(A)

1

= (D_s. ® Dy.) (Z(—l)"’" bi® b,-)
- Z(—U"’" D_p.(b) ® Dy (by)
= > (-)*BeB;.
La derniére égalité découle de la définition du produit /. m]

Notation. (1) Pour V, W des sous-variétés transverses de M, on note #(V, W) leur
nombre d’intersection, compté avec la convention que pour x € VNW, (O(V), O (W))
est égal a sg(x)O(M). L’inégalité dim(V) + dim(W) # dim(M) implique alors
#V,.W)=0.

(2) Pour o, v € H,(M), on note #(o, T) leur nombre d’intersection, défini de facon
analogue, en comptant la multiplicité des points d’intersection. Ici aussi, |o| +

|| # dim(M) implique #(o,7) = 0.
Proposition 5.0.6. Pour o,7 € H.(M), I est lié au nombre d’intersection par la

relation (0 ® 1) = (1) #(0, 1) .

DeémonsTraTION. Lorsque |o| + |7] # dim(M),onal(c®T) = #(0,7) =0.

Soit o € H,.(M)ette H]\(M)

I(O’®T)=X[ Z CpPa® Z dqqd]

pECril,,,_k(—f) qurilk(f)
_ k
= > (-I¥ed,
peCrin(f)

#(0,7) = #(D_; 0 A_f(0), Dy 0 Af(7))

=#( D, ePas ), dqqu]

PECrity_i(~f) qeCrin(f)
- 3 ol
pECritg(f)

En effet, lorsque p est différent de g , ps N gp est vide ; de plus, pa N pp = {p}. Par

les conventions 2.1.2 et 1.1.3, on a (6,(p,), €,(pp)) = €,(M), donc on donne a p le
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signe +1. On en déduit I’égalité
I(o®71) = (-1)"#(0, 7).
O

Corollaire 5.0.7. Soit {b;} une base de H,(M), et {b;} sa base duale par rapport au

nombre d’intersection, c’est-a-dire #(E, b;) = 6;j. Alorson a
Ko6.(&) =) bi®b.

Corollaire 5.0.8. Avec la méme notation, on a

A:ZExb,-.

Or, le nombre d’intersection défini précédemment est un cas particulier de la forme
d’intersection, en dimensions complémentaires. Celle-ci est définie comme duale du

produit cup, c’est-a-dire
*: H(M)® Hi(M) — H;,j_n(M)

aeb=D"'"(D®b)U D(a))

ol D : H(M) — H™ (M) est I'inverse de I’isomorphisme de Poincaré défini par

a — a N [M]. Pour plus de détails, consulter [B], chapitre 6.11.

Ainsi, en utilisant I’identification canonique Ho(M) = Z, on peut formuler le résul-

tat de la fagon suivante.

Théoréme 5.0.9. Soit {b;} une base de H,(M), et {_b—i} sa base duale par rapport a la

forme d’intersection, c’est-a-dire b, e b j = 0;j . Alors la diagonale admet la décompo-

A:ZExbi.

sition



CONCLUSION

Tel que souhaité, nous avons trouvé une décomposition de Kunneth de la diagonale
au théoreme 5.0.9. Toutefois, I’énoncé du résultat n’est pas nouveau ; on peut se référer
par exemple a [MS], chapitre 11. La contribution originale de cet ouvrage est d’en
donner une nouvelle preuve, qui consiste a utiliser la théorie de Morse pour obtenir
un objet singulier (sous-variété par morceaux) comme limite d’objets lisses (le graphe
de ¢,). Nous avons aussi donné une nouvelle preuve de la naturalité du produit en
homologie de Morse, a la proposition 2.2.9. Finalement, nous avons explicité en 4.1.4

un lemme algébrique connu et simple, mais jamais détaillé dans la littérature.

PoURQuUOI DECOMPOSER LA DIAGONALE

L’ utilité d’une décomposition de la diagonale provient du fait qu’elle fournit une
décomposition pour les graphes de fonctions.
Proposition. Soit f : M — N une fonction continue, et Ay = Y.a; X b; une décompo-

sition de Kunneth de la diagonale de M. Alors le graphe de f admet la décomposition

[g7(N1 = )" aix fu(b) € Hy(M X N).

i
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DEMONSTRATION.
lgr()] = (idw, f).[M]
= (idy X f) d.[M]

= (idy X [).(Am)

= (idy % f). (Z a; X bi]

=Za,-><ﬁ(b,~).

(GENERALISATION AVEC TORSION

Dans ce travail, nous avons étudié le cas ou H,(M) est libre, ou sinon le cas de
I’homologie a coefficients dans un corps. 11 serait préférable de s’affranchir de cette
hypothése, et étudier les cas satisfaisant T.(H.(M)) # 0. Pour ce faire, remarquons
que les propositions 3.1.1 et 4.2.2 sont encore valables. Par contre, la proposition 4.2.3
devrait €tre modifiée, puisque les morphismes en question ne sont plus des isomor-

phismes.
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