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R1$UM1

Ce mémoire est une étude de la conjecture propriété P. Celle-ci affirme qu’un

contre-exemple à la conjecture de Poincaré ne peut pas être obtenu à l’aide d’une

chirurgie de Dehn le long d’ull noeud dans la 3-sphère 3• Il suit des travaux

de Thurston que les noeuds dans 33 se divisent en trois familles mutuellement

disjointes. Il s’agit des noeuds toriques, des noeuds satellites et des noeuds hy

perboliques. Nous limiterons notre étude de la propriété P aux noeuds toriques

et aux noeuds satellites (voir les chapitres 2 et 3 respectivement).

À l’aide des propriétés de base du groupe fondamental, on montre que les

noeuds toriques satisfont la propriété P. L’approche utilisée pour traiter le cas

des noeuds satellites est attribuée à Litherland (voir [Li] et [L21). On montre

d’abord que les noeuds satellites ayant un nombre de rotation supérieur ou égal

à 3 vérifient la propriété P. Lorsque le nombre de rotation du noeud satellite

considéré est strictement inférieur à , on montre qu’il existe un nombre fini de

pentes de chirurgie pour lesquelles il est possible d’obtenir une variété simplement

connexe. Nous terminons en soulignant les grandes lignes de la preuve de Gordon

et Luecke (voir [GLu1]) du fait que la 3-sphère peut être obtenue par une chirurgie

de Dehn le long d’un noeud non-trivial seulement lorsque la pente de chirurgie est

triviale (voir chapitre 4). Mentionnons qu’en 2004, Kronheimer et Mrowka (voir

[KM]) ont démontré la conjecture propriété P pour tous les noeuds.

L’étude de la propriété P pour les noeuds satellites ayant au moins 2 pour

nombre de rotation est effectuée en exprimant les signatures d’un entrelacs dans

une 3-sphère homologique en termes des signatures de la forme d’intersection

d’un revêtement ramifié. Le cas des noeuds satellites ayant O ou Ï pour nombre

de rotation est traité à l’aide de méthodes combinatoires reliées aux graphes
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d’intersectioll eutre deux surfaces. Ces méthodes sollt eusuite généralisées pour

étudier les chirurgies de Dehu donnant la 3-sphère au chapitre 4. Les notions de

base reliées à la chirurgie de Dehn son introduites au chapitre 1.
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C
ABSTRACT

This thesis is a study of the property P conjecture, which states that a counter

example to the Poincaré conjecture cannot be obtained by a Dehn surgery on a

knot in the 3-sphere $3 I follows from Thurston’s work that knots in $3 divide

into three mutually disjoint families. These are the torus knots, the satellite knots

and the hyperbolic knots. We will limit our study of property P to toms knots

and satellite knots (see chapters 2 and 3 respectively).

With the help of basic properties of the fundamental group, we show that

torus knots satisfy property P. The methods used in the study of satellite knots

are attributed to Litherland (see [Lii and [L2]). We first show that satellite

knots with winding number at least 3 have property P. For satellite knots having

winding number less than 3, we show that there is only a finite number of surgery

slopes for which one may obtain a simply connected manifold. We end with a

survey of the proof of Gordon and Luecke (see [GLu1I) that the 3-sphere can be

obtained by a Dehn surgery along a non-trivial knot only when the surgery siope

considered is trivial (see chapter 4). Note that in 2004, Kronheimer and Mrowka

(see [KM]) have shown that ah knots have property P.

The study of property P for satellite knots having winding number at least

2 is done using an interpretation of the signatures of a link in a homology 3-

sphere in terms of the signatures of the intersection form of a branched cover.

The case of satellite knots having winding number O or 1 is treated with the help

of combinatorial methods linked to the study of intersection graphs between two

surfaces. These methods are generalized in chapter 4 to study Dehn surgeries

that yield the 3-sphere. The notion of Dehn surgery and its basic properties are

introduced in chapter 1.
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INTRODUCTION

La conjecture de Poincaré est l’un des problèmes les plus importants dans

l’étude des 3-variétés. Elle donne un critère permettant de distinguer une 3-variété

fermée, connexe et orientable de la 3-sphère $3• Plus précisément, elle affirme que

toute 3-variété fermée, connexe et simplement connexe doit être homéomorphe à
$3• En considérant le problème de la classification des 3-variétés du point de vue

des scindements de Heegaard, Lickorish (voir tLi1]) a démontré que toute 3-variété

fermée, connexe et orientable peut être obtenue par chirurgie de Dehn le long d’un

entrelacs dans $3• Notons que ce résultat a été démontré indépendamment par

Wallace (voir [Wal). L’opération de chirurgie de Dehn le long d’un entrelacs L

contenu dans 3 s’effectue en deux étapes. On retire d’abord de $3 l’intérieur d’un

voisinage tubulaire V L x D2 de L dans $3 pour obtenir t’extérieur de L, où

D2 est le disque unité dans le plan euclidien R2. On attache ensuite à $3 \ int(V)

une copie de L x D2 à l’aide d’un homéomorphisme L x 8D2—--*8V (voir chapitre

1).

Il suit du théorème de Lickorish que s’il existe un contre-exemple à la conjec

ture de Poincaré, alors celui-ci peut être obtenu par chirurgie de Dehn le long

d’un entrelacs dans $3• Il est donc naturel de considérer les variétés simplement

connexes obtenues par chirurgie de Dehn le long d’un noeud dans $3• C’est ainsi

que Bing et Martin et Gonzales-Acufla ont formulé indépendamment la conjec

ture propriété P, qui affirme que toute chirurgie non-triviale le long d’un noeud

non-trivial dans $3 produit une 3-variété qui n’est pas simplement connexe (voir

chapitre 2).

Il suit des travaux de Thurston qu’un noeud dans $3 doit être soit un noeud

Q torique, soit un noeud satellite ou soit un noeud hyperbolique et que ces trois
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familles de noeuds sont mutuellement disjointes. Un noeud torique est un noeud

O isotope à un noeud contenu dans un tore non-noué plongé dans $3• Un noeud

satellite est un noeud K dont l’extérieur admet u tore essentiel, c’est-à-dire dire

qu’il existe un voisinage tubulaire V de K dans S3 et un tore T plongé dans
33 \ int(V) pour lequel l’homomorphisme 7ry(T)—r1(S3 \ int(V)) induit par

l’inclusion est injectif et tel que T n’est pas isotope à 8V dans 53 \ int(V). Les

noeuds hyperboliques sont ceux dont l’extérieur admet ue métrique hyperbolique

(voir chapitre 1). On peut donc tenter d’étudier la propriété P en considérant

chacune de ces classes de noeuds. Cependant, le cas des noeuds hyperboliques ne

sera pas traité.

Il s’avère que la propriété P pour les noeuds toriques découle du théorème

de Van Kampen. Plus précisément, on obtient une présentation du groupe fonda

mental de l’extérieur d’un noeud torique non-trivial dans 53• On en déduit ensuite

une présentation du groupe fondamental d’une 3-variété résultant d’une chirurgie

de Dehn le long du noeud considéré. Il s’agit ensuite de montrer que pour une

chirurgie de Dehn non-triviale, le groupe fondamental de la 3-variété obtenue se

surjecte sur mi groupe non-trivial (plus précisément sur un groupe triangulaire,

voir chapitre 2).

Le cas des noeuds satellites s’avère plus difficile à traiter. Une décomposi

tion de l’extérieur d’un noeud satellite donnant une hlbolln&T présentation de

son groupe fondamental (c’est-à-dire une présentation faisant intervenir les para

mètres de chirurgie) n’est en général, pas aussi claire que pour les noeuds toriques.

Lorsque le noeud satellite considéré a un nombre de rotation supérieur ou égal à 2,

le problème est ramené à l’étude des signatures d’un entrelacs dans une 3-sphère

homologique, c’est-à-dire une 3-variété fermée ayant les mêmes groupes d’homo

logie que 53 Plus précisément, si K est un noeud dans une 3-sphère homologique

M et que L est un entrelacs dans M \ K, alors L se plonge naturellement dans

toute 3-variété obtenue par chirurgie dans M le long de K. Si W est une 3-sphère

homologique obtenue par chirurgie dans M le long de K, alors la fonction de

signature de L dans W est définie. Le but est alors d’obtenir une bonne approxi

mation de la différence entre la valeur de la fonction de signature de L dans M
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et dans W Cette approximation est obtenue en interprétant les signatures de L

en termes de signatures de la forme d’intersection d’un revêtement ramifié (voir

chapitre 3). Pour le cas des noeuds satellites ayant O ou 1 pour nombre de ro

tation, on utilise des techniques reliées à l’étude des graphes d’intersection entre

deux surfaces (voir chapitre 3).

En supposant que la conjecture de Poincaré est vraie, la conjecture propriété

P affirme alors que seule la chirurgie triviale le long d’un noeud non-trivial dans
3 donne la 3-sphère (à homéomorphisme près). Gordon et Luecke ont démontré

(voir [GLu1]) qu’un noeud dans $3 est déterminé (à isotopie près) par la classe

d’homéomorphisme de son complément dans $3 Pour ce faire, ils ont démontré

que seule la chirurgie triviale le long d’un noeud non-trivial dans 3 donne la

3-sphère. Le chapitre 4 contient la preuve de Gordon et Luecke, en laissant de

côté certains arguments combinatoires. La démarche utilisée est d’abord de sup

poser qu’il existe un noeud non-trivial K admettant une chirurgie non-triviale

donnant 3• On compare ensuite les graphes d’intersection associés à deux sur

faces contenues dans deux copies de 33 Ces copies correspondent respectivement

à la chirurgie triviale le long de K et à une chirurgie non-triviale le long de K

donnant À l’aide de la théorie de Cerf (voir [Ce2]), on choisit ces surfaces

de manière à ce que les graphes associés ne contiennent pas de boucles triviales.

Par un argument combinatoire, les graphes considérés doivent contenir des sous-

graphes distingués dont l’existence entraîne que le groupe abélien H1(33) a son

sous-groupe de torsion non-trivial, ce qui est absurde. On conclut que seule la

chirurgie triviale le long de K peut donner $3

Mentionnons qu’en 2004, Kronheimer et Mrowka (voir [KMI) ont démontré

la conjecture propriété P pour tous les noeuds en utilisant des outils liés à la

théorie de jauge, à la géométrie symplectique, à la géométrie de contact et aux

feuilletages.

Nous terminons cette introduction en résumant la structure du mémoire. Au

chapitre 1, nous présentons les éléments de la théorie des noeuds et les propriétés

de base de la chirurgie de Dehn nécessaires pour aborder le problème de la pro

priété P. Plutôt que de considérer la théorie des noeuds classiques dans $3, nous
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étudions les propriétés des noeuds dans une 3-sphère homologique. Malgré qu’il

s’agisse d’une généralisation directe du cas classique dans $3,
nous ne connaissons

pas de référence traitant des noeuds dans une 3-sphère homologique. La présen

tation du sujet est en grande partie inspirée des textes de Rolfsen et Lickorish

(voir FR011 et [Li2]).

Le chapitre 2 introduit la conjecture propriété P et son lien avec le problème

du complément. De plus, on y démontre que tout noeud torique non-trivial vérifie

la propriété P. Les idées présentées sont en majeure partie tirées du livre de Burde

et Zieschang (voir [Bu]).

Le chapitre 3 est une étude de la propriété P pour les noeuds satellites. La

démarche utilisée est due à Litherland (voir [Lii et [L21). Ce chapitre contient

une généralisation de la construction de Kauffman (voir [K21) des revêtements

ramifiés au cas des couples m—spéciaux (voir proposition 3.2.26) pour laquelle

nous ne connaissons pas de référence. À l’aide des suggestions de Steven Boyer,

nous proposons une preuve du théorème 3.2.43 différente de celle suggérée par

Litherland dans [Li].

Le chapitre 4 contient un résumé de la preuve de Gordon et Luecke (voir

[GLu1]) du fait que seule la chirurgie triviale le long d’un noeud non-trivial dans
$3 produit la 3-sphère.
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Chapitre 1

CHIRURGIE DE DEHN

Ce chapitre a pour but d’introduire la notion de chirurgie de Dehn le long d’un

entrelacs dans une 3-variété. Pollr ce faire, la première section présente les résul

tats nécessaires de la théorie des noeuds. Ce n’est qu’à la deuxième section que

la chirurgie de Dehn et ses propriétés élémentaires sont exposées. Les preuves de

plusieurs faits (par exemple, l’existence de diagrammes ptanaires pour les noends

dociles) ont été omises. Toutefois, celles-ci sont contenues dans les livres de Rolf

sen [Rolj et Lickorish [Li2j.

1.1. INTRODUCTION À LA THÉORIE DES NOEUDS

1.1.1. Définitions et notation

Nous noterons R72 l’espace euclidien de dimension n, D’2 le disque unité centré

à l’origine dans R’2 et S’2 la sphère unité centrée à l’origine dans R72+l. L’intervalle

[0, 1] C R sera noté I. Nous supposerons que R’2 est contenu dans R72+l via

l’inclusion naturelle R’2__÷R72+l : (x1,. . . , x72) H-+ (x1, . . . , x, 0). Selon le contexte,

désignera un isomorphisme, un homéomorphisme ou un difféomorphisme et

désignera une équivalence d’homotopie.

Définition 1.1.1. Soit X nn espace topotogiqne. Un sons-ensemble L de X (muni

de ta topologie induite) admettant la décomposition en composantes connexes par

arcs L — L U. U Lk est un entrelacs si chaque composante L de L est homéo

morphe à une sphère $‘2• Un entrelacs à une composante (k = 1) est appelé un

noeud.
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Nous ne considérerons que les entrelacs dits classiques, c’est-à-dire pour les

quels n1 = = n = 1. Ils seront étudiés à isotopie ou équivalence près (voir les

définitions suivantes).

Noeud de trèfle Figure huit Entrelacs de Hopf Entrelacs de
Whitehead

FIG. 1J. Exemples de noeuds et d’entrelacs.

Définition 1.1.2. Deux entrelacs L L1 U•• •UL et L’ = L U •UL dans un

espace topologique X sont dits équivalents, noté L ‘-s-i L’, si n = m et s ‘il existe

un koméomorphisme f : XX, tel que f(L) = L, pour tout i = 1,. . . ,n. La

classe d’équivalence d’un entrelacs est appellée le type de cet entrelacs.

Un noeud K C X est dit trivial s’il existe D C X tel que D D2 et 8D = K.

Définition 1.1.3. Deux homéomorphismes f,g : X—--X sont dits isotopes s’il

existe une fonction continue H : X x I—X satisfaisant

(1) H est un homéomorphisme, Vt E I;

(2) H0 = f et H1 = g,

où H : X—X t x i—÷ H(x, t), Vt E I. Dans ce cas, on dit que la fonction H

est une isotopie entre f et g.

Définition 1.1.4. Deux entrelacs L = L1 •UL et L’ = LU• UL dans un

espace topologique X sont dits isotopes si n = m et s ‘il existe un homéomorphisme

f : X—--X isotope à l’identité tel que f(L) = L, pour tout i = 1, . . . ,n.

Considérons le cas où X est la 3-sphère $3 munie d’une orientation quel

conque. Un homéomorphisme f : $3_$3 isotope à l’identité induit l’identité

en homologie et préserve donc l’orientation de $3 Remarquons que la réciproque

est vraie, c’est-à-dire qu’un homéomorphisme de la 3-sphère dans elle-même pré

servant l’orientation est isotope à l’identité (voir [CelJ). Par conséquent, deux

noeuds J et K dans $3 sont isotopes si et seulement s’il existe un homéomor

phisme f: $3t>$3 préservant l’orientation et pour lequel f(J) = K.
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Pour éliminer certaines pathologies liées à la catégorie topologique, nous ne

considérerons que les entrelacs dits “dociles.”

Définition 1.1.5. Soit L un entretacs dans une n-variété tisse M. On dit que

L est docile s ‘il existe un entrelacs L’, qui est une sous-vaTiété tisse de M, pour

tequel it existe un difféomorphisme M—-÷M envoyant L sur L’. On dit que L est

sauvage si L n’est pas docile.

En particulier, si L est docile et que M3 est orientable, alors un voisinage

tubulaire de L dans M est un D2—fibré trivial sur L. En effet, à isomorphisme

près il n’y a que deux D2—fibrés sur S’: le fibré trivial et un fibré non-orientable.

Le fait que M soit orientable entraîne qu’un voisinage tubulaire de L dans M

doit être trivial.

1.1.2. Diagrammes planaires

Un entrelacs dans R3 est habituellement représenté par un dessin correspon

dant à une projection orthogonale de l’entrelacs dans uii plan donné avec de l’in

formation additionnelle à chaque croisement précisant quel brin passe au dessus

et quel brin passe en dessous.

Définition 1.1.6. Soit L C R3 un entrelacs, P C R3 un plan et n : R3—*P ta

projection orthogonale. On dit que n est régulière par rapport à L sites conditions

suivantes sont vérifiées

(1) ir’(x) n L = 0,1 ou 2, Vx E P;

(2) pour chaque point x E P tel que n’(x) n L 2, la condition suivante

est vérifiée

il existe des voisinages U, et U2 de x1 et x2 (respectivement) dans L,

où {x,, x2} = n’(x) n L, pour lesquels la restriction de n à U est un

plongement (pour i = 1, 2) et n(U,) est transverse à n(U2) dans P.

Le fait suivant justifie la restriction aux entrelacs dociles dans R3 (voir la

section 3.E dans [Roi]).

Proposition 1.1.7. Soit L C R3 un entrelacs docile, P C R3 un plan et n

R3—+P la projection orthogonale. Alors L est isotope à un entrelacs L’ pour

lequel n est régulière.
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1.1.3. Trichotomie de Thurston

Dans cette section, nous définissons trois familles importantes de noeuds dans
53 Il s’agit des noeuds toriques, satellites et hyperboliques. Il s’avère, par les

travaux de Thurston, que ces trois classes forment une partition de l’ensemble

des noeuds dans

Définition 1.1.8. Un espace topologique V est un tore solide si V S’ x D2.

Dans ce cas, l’âme de V est ta courbe simple fermée e C V correspondant à

S’ x {O}. Un tore solide V c X est dit standard si son âme est un noeud trivial

dans X.

Définition 1.1.9. Un noeud K C 53 est dit torique s’il existe un tore solide

standard V C 53 tet que K C 8V

Définition 1.1.10. Soit V C 53 un tore solide standard et K C int(V) un

noeud qui n’est pas isotope (dans V) à l’âme de V et qui ne peut être contenu

dans une S-boule (lisse plongée) dans int(V), où int(V) désigne l’intérieur de V

Soit J C S un noeud non-trivial et V’ S’ x D2 un voisinage tubulaire de J

dans 53• Fixons un homéomorphisme f : V—--*V’ et notons K’ = f(K). On dit

que J est compagnon de K’ et que K’ est satellite de J.

Définition 1.1.11. Un noeud K C 53 est dit hyperbolique si son complément
3 \ K peut être muni d’une métrique riemannienne complète de volume fini et

de courbure sectionnette —1.

Théorème 1.1.12. (Thurston) Un noeud (docile) dans 53 est soit un noeud

torique, soit un noeud satellite ou soit un noeud hyperbolique. De plus, ces trois

familles sont deux à deux disjointes.

FIG. 1.2. Le noeud de trèfle est un noeud torique.
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K’

FIG. 1.3. Un noeud satellite.

Les deux prochains chapitres seront consacrés à l’étude de la propriété P pour

les noeuds toriques et les noeuds satellites. Le cas des noeuds hyperboliques ne

sera pas traité. La prochaine section présente quelques propriétés des courbes

simples fermées dans 51 x S qui seront utiles pour paramétriser les chirurgies le

long d’un noeud dans S (ou plus généralement, dans une 3-sphère homologique).

1.1.4. Courbes sur le tore

Avant de considérer les courbes simples fermées sur le tore, introduisons une

terminologie utile.

Définition 1.1.13. Soit M une variété tisse (possibtement avec bord) et N une

sous-variété de M. On dit que N est proprement plongée dans M si N intersecte

transversalement 6M et N n 3M = 3N.

Définition 1.1.14. Soit Mtm une variété tisse et N” une sous-variété compacte,

connexe, orientée et proprement ptongée dans M. Notons i N—*M l’inclusion.

Si 3N = 0, on définit alors [N]1 = i([N]) e H(M) où [N] est la classe fonda

mentale de N. Si 8N 0, on définit alors [N, 3N]M = i([N, 8N]) H(M, 3M)

où [N, 0N] est la classe fondamentale de N.

Remarquons que dans le cas où M est sans bord, N est proprement plongée

V

dans M si et seulement si N est sans bord.
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Tout au long de cette section, T désignera un tore, c’est-à-dire un espace ho

méomorphe à S’ x S’. Soit K un noeud orienté dans T. On note H,(T)/{±1} l’en

semble des paires ± où E H,(T). On définit alors CK = +[K]T E H1(T)/{+1}.

Puisque deux orientations de K ne diffèrent que par un signe, 0K est bien défini.

Soit m et t les noeuds dans T S’ x S’ correspondant à S’ x {1} et {1} x S’

respectivement. Orientons rri et 1 et notons i’ [mIT et ) = [lIT. Rappelons que

{i, )} est une ba.se de H,(T).

La proposition suivante caractérise les classes dans H, (T) Z Z pouvant

être représentées par un noeud orienté (voir le théorème C.2 du chapitre 2 dans

[Roli pour une preuve).

Proposition 1.1.15. Soit = a1u + b). E II,(T) où a, b e Z. Alors, il existe un

noeud K dans T tel que CK = ± si et seulement si = O ou pgcd(a, b) = 1.

Remarque 1.1.16. Soit K un noeud orienté dans T pour lequel OK est non-

nul. Notons [KIT = a + b,\, où pgcd(a, b) = 1 (par ta proposition précédente).

Puisque a et b sont relativement premiers, it existe des entiers p et q pour lesquels

qa — pb = 1. La matrice suivante appartient alors à 5L2(Z)

(a p

q

Ainsi, {c3} est une base de PI,(T) Z Z, où c = [K]T et = pp, + q).

On voit donc qu’un noeud orienté dans T qui n’est pas nul-homologue (dans T)

représente une classe d’homologie faisant partie d’une base de H,(T).

Considérons maintenant les classes d’isotopie de noeuds sur Ull tore. Soit K et

K’ deux noeuds orientés isotopes dans T et h un homéomorphisme de T isotope à

l’identité pour lequel h(K) = K’. Considérons le diagramme commutatif suivant

Ji =1
H,(T) - H,(T)

h.
H,(K) H,(K’)

Q
où les flèches verticales sont induites par les inclusions. On en déduit que [KIT

est égal à signe près à [K’]T, c’est-à-dire que Ciç est égal à CK’• La réciproque est
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vraie, c’est-à-dire deux noeuds orientés homologues dans T sont isotopes (voir le

théorème C.16 du chapitre 2 dans [Roli pour une preuve). On a donc

Proposition 1.1.17. Soit K et K’ deux noeuds dans T. Alors, K et K’ sont

isotopes dans T si et seulement si C1< = CK’.

Considérons maintenant les noeuds sur le tore T $1 x 51 à équivalence

près. Dans la définition suivante, le cercle $1 est vu comme sous-ensemble du

plan complexe C.

Définition 1.1.18. L’homéomorphisme km : T—--*T : (z1, z2) F—* (ziz2, z2) est

appellé twist méridionnel. On appelle twist longitudinal l’homéomorphisme h

T—T: (zi,z2) I” (zi,ziz2).

Notons que lim et h1 induisent des isomorphismes de H1 (T) ayant pour ma

trices (dans la base {i, )})

/1 1\ ti o
(hm)*= I I et (h1)= I

\O 1] \1 1

Définition 1.1.19. Un noeud K dans T est dit inessentiel (dans T) si K borde

un disque dans T. Le noeud K est dit essentiel (dans T) dans le cas contraire.

Par définition, un noeud équivalent à un noeud inessentiel est inessentiel. Par

conséquent, un noeud essentiel et un noeud inessentiel rie sont pas de même type.

Il s’avère que la propriété de border un disque dans T caractérise un noeud dans

T à équivalence près. La proposition suivante est démontrée à la section C. 15 du

chapitre 2 dans [Roi].

Proposition 1.1.20. Soit J et K deux noeuds dans T. Alors, J et K sont équi

valents si et seulement si à ta fois J et K sont essentiels ou à la fois J et K

sont inessentiels. De plus, si J et K sont essentiels, alors il existe un homéomor

phisme (T, J)—--*(T, K) isotope à une composition finie de twists longitudinaux

et méridionnets.

Les faits suivants sont des conséquences immédiates des propositions 1.1.17

et 1.1.20.

Corollaire 1.1.21. Soit K un noeud essentiel dans T. Alors, le complément de

K dans T est homéomorphe à 1 x R.
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DÉMONSTRATION. Rappelons que le noeud in correspond à 1 x {1} dans T
51 x S. Puisque les noeuds in et K sont essentiels dans T, la proposition 1.1.20

nous donne un homéomorphisme h T—--*T envoyant K sur in. Les compléments

T \ K et T \ in sont donc homéomorphes. Or, T \ in est homéomorphe à S’ x
(51 \ {1}) S’ x R.

D

Corollaire 1.1.22. Soit J et K deux noeuds essentiels et disjoints dans T. Alors

J et K sont isotopes dans T. De plus, il existe un anneau A 1
x I dans T tel

que 011 = J U K.

DÉMONSTRATION. Rappelons que i-n désigne la courbe S’ x {1} dans T et que 1

désigne la courbe {1} x 51
Orientons T, in et t de manière à ce que le nombre

d’intersection m t dans T soit +1. Orientons J et K et notons [J]T = a,u + b)

et [K]T = cu + dÀ où u est représentée par i-n et À est représentée par 1. En

utilisant que u . À = 1 et t = À = 0, on obtient que le nombre d’intersection

(algébrique) [J] . [K] est donné par le déterminant

a e

bd

Puisque J et m sont essentiels, il existe un homéomorphisme f T—--*T envoyant

J sur in. Notons K’ l’image de K par f. Les noeuds J et K étant disjoints, ils suit

que in et K’ le sont aussi. Par conséquent, le nombre d’intersection in K’ est nul.

Puisque K et K’ sont équivalents et que K est essentiel, K’ est aussi essentiel. Le

fait que K’ est essentiel et que t. [K’] est nul entraînent que K’ est homologue à

signe près à in dans T. Par la proposition 1.1.17, i-n et K’ sont isotopes dans T.

En précomposant cette isotopie avec f on obtient une isotopie entre J et K.

Considérons le revêtement p S x R—*T défini par p(e°, t) = (e’°, eit). Ce

revêtement réalise le sous-groupe Z x {0} c Z x Z ?r,(T) engendré par la classe

d’homotopie représentée par in. Par définition, les noeuds in et K’ se relèvent

par rapport àp en des noeuds dans S’ z R R2 \ {0} C R2. Soit fi et k des
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relèvements de m et K’ respectivement. Rappelons qu’un noeud dans R2 sépare

R2 en deux composantes, l’une bornée et l’autre non-bornée. Puisque ru et k
sont disjoints et ne sont pas nuls-homotopes dans R2 \ {O}. il suit que soit ïui

est contenu dans la composante bornée de R2 \ k ou soit k est contenu clans la

composante bornée de R2 \ fir. Par le théorème de Schdnfiies (voir [Roil), il existe

un anneau À C R2 \ {O} avec 3À = rur u k.
On peut choisir u et k de manière à ce que int(À) ne contienne pas de

relèvements de m et K’ Dans ce cas, Â sera contenu dans un domaine fondamental

pour l’action du groupe d’automorphismes du revêtement Aut(p) Z sur R2\{O}.

Par conséquent, la restriction p t À—*T est un plongement et A = p(À) est un

anneau dans T avec 8A = m U K’. L’anneau cherché est alors f -‘(A).

D

1.1.5. Méridiens et longitudes

Dans cette section nous définissons deux classes d’isotopie distinguées de

noeuds sur le bord d’un tore solide plongé dans une 3-sphère homotogique (voir

la définition plus loin). Ces classes d’isotopie seront utiles pour paramétrer (à

homéomorphisme près) les variétés obtenues par chirurgie de Dehn le long d’un

entrelacs dans une 3-sphère homologique.

Définition 1.1.23. Un noeud essentiel m dans le bord d’un tore solide V est

appelé méridien de V (ou méridien de l’âme K de V) si m est nul-homologue

dans V.

Supposons sans perdre de généralité que V = S’ x D2 et notons p. (respective

ment )) la classe de H,(8V) représentée par le noeud {1} x 8D2 (respectivement

S’ x {1}) muni d’une orientation quelconque. Si n-i est un méridien orienté de V,

alors [mjav = ap. + b.) H,(8V), où pgcd(a, b) = 1, car in est essentiel. Rappe

ions que H, (V) Z est engendré par la classe représentée par le noeud orienté

S’ x {1}. De plus, le noeud {1} x 0D2 borde un disque dans V et est donc nul-

homologue dans V. Puisque n-i est nul-homologue dans V, b = O et par conséquent

a = +1. On a donc que [m]av = +p.. Il suit donc que deux méridiens de V sont

isotopes dans V.
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Proposition 1.1.24. Soit i-n un ‘noeud essentiel dans te bord d’un tore solide

V Alors, m est un méridien de V si et seutement si i-n borde un disque (lisse)

proprement plongé dans V.

DÉMONSTRATION. Le fait qu’un méridien de V borde un disque proprement

plongé dans V découle du fait que deux méridiens de V sont isotopes dans 8V,

qu’une telle isotopie peut être prolongée sur V et qu’il existe un méridien de V

bordant un disque proprement plongé dans V.

Mentionnons toutefois la propriété géométrique suivante des 3-variétés avec

bord. Pour une démonstration, voir [Roi] corollaire A.2, chapitre 4.

Lemme 1.1.25. (Dehn) Soit M une 3-variété avec bord et e C 8M une courbe

simple fermée nutte-homotope dans M. Alors, e borde un disque proprement plongé

dans M.

Le fait qu’un méridien de V borde un disque proprement plongé dans V est

donc aussi une conséquence du lemme de Dehn (et du fait que ‘ru1 est abélien).

Réciproquement, si m est une courbe simple fermée essentielle dans 0V bordant

un disque dans V, alors m est nulle-homologue dans V et est donc un méridien

de V.

D

Définition 1.1.26. Soit t un noeud dans le bord d’un tore solide V. On dit que

t est une longitude de V (ou une longitude de t’me K de V) si t représente un

générateur de H1(V).

On remarque que coiltrairement aux méridiens de V, il existe une infinité de

classes d’isotopie de longitudes dans 8V. Supposons comme précédemment que

V = x D2 et notons i (respectivement )) la classe de H1 (8V) représentée par le

noeud {1} x 8D2 (respectivement 1 x {1}) muni d’une orientation quelconque. Si

t est une longitude orientée de V, alors il existe un entier n pour lequel [l]v n+

car t représente un générateur de H1(V). De plus, pour un entier n’, la classe

n’,u + ) E 111(8V) est représentée par un noeud dans 8V (car pgcd(n’, +1) = 1)

et ce noeud représente un générateur de H1(V). Il y a donc une bijection (bien

définie) entre l’ensemble des classes d’isotopie (dans 8V) de longitudes de V et
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l’ensemble {+(ku + eÀ)k e Z, e e {+1} } C H1(8V)/{+1}. Remarquons aussi

que les classes de H1(0V) représentées respectivement par un méridien et une

longitude (orientés) quelconques forment une base de H1 (8V).

La proposition suivante caractérise les homéomorphismes de 8V dans lui-

même pouvant se prolonger en un homéomorphisme de V (voir la section E du

chapitre 2 dails [Roi]).

Proposition 1.1.27. Soit V un tore solide et f 0V——0V un homéomorphisme.

Les énoncés suivants sont équivalents

(1) La fonction f se prolonge en un homéomorphisme de V

(2) FOUT tout méridien m de V, f(m) est aussi un méridien de V

Il suit de cette proposition qu’une longitude et l’âme d’un tore solide V co

bordent un anneau contenu dans V.

Corollaire 1.1.28. Soit K l’îme du tore solide V et t une tongitude de V. Alors,

il existe un anneau A dans V tel que 8A = K U t.

DÉMoNsTRATIoN. Par définition, V $1 x D2 et I est inclus naturellement dans

D2. Considérons l’anneau A0 C V correspondant à $1 x I C 51 x D2. Notons que

0A0 se décompose en KU10, où t est le noeud sur 8V 31 x $1 correspondant à
$1 x {1}. Orientons l et K. Remarquons que 1 est une longitude de V. On alors

l’égalité suivante

[lolov = a,u + b) e H1(8V),

où t est représentée par un méridien orienté de V, \ est représentée par

la longitude t munie d’une orientation quelconque et b est +1. Sans perdre de

généralité (quitte à réorienter t) supposons que b est 1. Un twist méridionnel de

0V, noté km, se prolonge sur V (même formule). On a alors l’égalité

(km)([to]av) =

Il existe alors un homéomorphisme f : 8V—-8V isotope à l’identité qui

envoie h(t0) sur t. Puisque f est isotope à l’identité de 8V, f envoie un mé

ridien de V sur un méridien de V et se prolonge alors en un homéomorphisme

(V, K)—-*(V, K). Ainsi l’anneau A f o h_a(A) a pour bord K U t.
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D

À partir de maintenant, nous nous intéresserons aux longitudes et méridiens

de noeuds contenus dans une 3-sphère homologique.

Définition 1.1.29. Soit Mt une variété fermée et R un anneau commutatif uni

taire. On dit que M est une n-sphère R-homologique si H(M; R) H(S”; R).

Nous nous intéresserons principalement aux 3-sphères homologiques (R = Z).

Remarquons que si M3 est connexe, fermée et orientable, alors H(M) H(S)

si et seulement si H1 (M) = O, par dualité de Poincaré.

Définition 1.1.30. Soit M une 3-sphère homotogique, L C M un entrelacs et

V L x D2 un voisinage tubulaire de L dans M. On appelle l’extérieur de L,

noté E(L), la variété M \ int(V).

Remarquons qu’à homéomorphisme près, E(L) ne dépend pas du choix du voi

sinage tubulaire V. De plus, l’extérieur d’un entrelacs L est une 3-variété connexe

avec bord 8E(L) = E(L) n V = 3V. Le fait que l’inclusion de 3D2 dans D2 \ {O}

soit une équivalence d’homotopie entraîne que E(L) et M \ L ont le même type

d’homotopie.

Proposition 1.1.31. Soit M une 3-sphère homologique et L = L1U . UL C M

un entrelacs. Alors,

O, siq3,

Hq(E(L)) 11Z, si q = 2,

EIL1Z, si q 1.

De plus, H1(E(L)) €z1Z a pour base {ji1,. .
.
,ii,} où ,tj est la classe repré

sentée par un méridien orienté de L.

DÉMoNsTRATIoN. Par la dualité de Poincaré-Lefschetz, H3(E(L)) est isomorphe

à H°(E(L), 3E(L)) = O. La variété M se décompose en E(L) U V, où V est un

Q
voisinage tubulaire de L dans M. Puisque V a le même type d’homotopie que

L, on a que 112(V) 113(V) = O. Le théorème de Mayer-Vietoris et le fait que
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H2(M) = O nous donnent la suite exacte

0H3(M) H2(aV)H2(E(L))o.

Orientons la variété M. On a que 113(M) est isomorphe à Z et que H2(8V)

est isomorphe à De plus, l’image par de la classe fondamentale de M

est la somme des classes fondamentales des composantes de V, c’est-à-dire qu’on

a l’égalité (1) = (1,. . . , 1). Il suit qe H2(E(L)) est isomorphe au quotient de

e=1Z par le sous-groupe engendré par (1,.. ., 1). Par conséquent, H2(E(L)) est

libre (sur Z) et de rang n — 1.

Puisque H1(M) 112(M) = O, le théorème de Mayer-Vietoris donne un

isomorphisme q5: H1(6V)--*H1(E(L)) 111(V). Le fait que 111(8V) et 111(V)

soient libres de rang 2n et n respectivement entraîne que H1(E(L)) est libre de

rang n. Fixons pour chaque j un méridien orienté m de L. Il reste à voir que les

= [m]j forment une base de H1(E(L)). Puisque pour tout j la courbe m

borde un disque dans V on a l’égalité

=

Fixons pour chaque j une longitude orientée l de L. Par définition, 011 a que la

classe [t] dans 111(V) €J1Z a toutes ses coordonnées nulles sauf la i—ième,

qui est 1. En d’autres termes, on a l’égalité

q5([Ïj]v)

où = [tjp(L), pour tout i.

Puisque q5 est un isomorphisme, l’ullion de {q5([m]v)}1 et de {q5([1]v)}1

forme une base de H1(E(L)) H1(V). En particulier les ,uj sont linéairement

indépendants dans H1(E(L)). Il suit des deux égalités précédentes que les

engendrent H1(E(L)).

E

La proposition suivante nous permettra d’associer canoniquement à un noeud

K une longitude de K (à isotopie de 6E(K) près).
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Proposition 1.1.32. Soit K un noeud dans M, une 3-sphère homologique. Alors,

ii existe une unique longitude orientée de K (à isotopie de 0E(K) près) qui est

nutte-homotogue dans E(K).

DÉMONSTRATION. Comme précédemment, on a M = E(K) U V où V est un

voisinage tubulaire de K dans M. Puisque H1(M) = 112(M) = O, le théorème de

Mayer-Vietoris donne un isomorphisme H1(0V)—-÷H1(E(K)) H1(V). Soit

in un méridien orienté de K et t une longitude orientée de K. Par la proposition

précédente, H1(E(K)) Z est engendré par la classe [m]E(K). Par définition,

H1(V) Z est engendré par {llv. On a les égalités suivantes

J «[t]v) = (n[m1E(I),

«[m]V) = ([m]E(K),0)

où n est un entier. Par conséquent, l’image par çb de la classe {tlav — n[m]0v est

(O, [l]). Puisque (O, [t]) appartient à une base de H1(E(K)) H1(V) Z Z

et que est un isomorphisme, il suit que [l1v — n[m]8V appartient à une base

de H1 (8V) Z Z. Ainsi la classe [i]av — n{m]av est représentée par un noeud

orienté t’ dans 8V. Puisque ([l’1ov) est (O, [l]v) la courbe t’ est la longitude

cherchée. Il reste à voir que t’ est unique à isotopie de 8V près. Si t” est une

longitude de K nulle-homologue dans E(K), alors q([t”1av) = +(O, {llv). Le fait

que q soit un isomorphisme implique que t’ et t” sont homologues à signe près

dans 8V (et donc isotopes dans 8V).

D

Nous appellerons une longitude de K qui est nulle-homologue dans l’extérieur

de K une longitude canonique de K, puisqu’elle est unique à isotopie dans 8E(K)

près.

Définition 1.1.33. Soit J et K deux noeuds orientés et disjoints dans une

3-sphère homotogique M. Le nombre d’enlacement de J et K dans M, noté

tkM(J, K), est l’entier n pour lequel on a l’égalité [J]M\K fl,UK H1(M\K)

Z, où K est ta classe représentée par un méridien orienté de K.
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Remarquons que le nombre d’enlacement dépend de l’isomorphisme H1 (M \
K) Z, qui lui dépend de l’orientation d’un méridien de K. Le nombre d’enlace

ment est donc défini à signe près. Pour qu’il n’y ait pas d’ambiguïté de signe, on

fixe une orientation sur M. Cette orientation induit une orientation du voisinage

tubulaire V de K dans M et on prend alors un disque méridionnel D dans V in

tersectant le noeud K transversalement en un seul point de signe +1, c’est-à-dire

tel que le nombre d’intersection K D dans V soit +1. L’orientation de M induit

donc une orientation du méridien 8D de K, ce qui permet de fixer un générateur

de H1 (M \ K) canoniquement. On voit aussi que, par définition, une longitude

FIG. 1.4. Convention de signe pour le nombre d’enlacement.

canonique t d’un noeud K dans une 3-sphère homologique M est caractérisée

parmis toutes les longitudes de K par l’égalité tkM(t, K) = 0. De plus, pour un

entrelacs orienté L = J U K dans la sphère I’vi = S3 orientée selon la règle de

la “main droite,” on peut définir le nombre d’enlacement lk(J, K) à l’aide d’un

diagramme planaire de L. On associe à chaque croisement x, pour lequel J passe

en-dessous de K, un signe et,, à l’aide de la règle de la main droite. Le nombre

d’enlacement tk(J, K) est alors défini par tk(J, K) e. Cette définition et

la définition homologique de 1k dans S3 coïncident (voir [Roi] chapitre 5, section

D).

ÀJ J

c=—1

FIG. 1.5. Nombre d’enlacement dans $3•
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1.1.6. Surfaces de Seifert

Un entrelacs dans une 3-sphère homologique est nul-homologue. Cette section

a pour but de montrer qu’un tel entrelacs borde une surface (lisse) compacte,

orientable et connexe plongée dans la 3-sphère homologique considérée.

Définition 1.1.34. Soit L un entrelacs orienté dans une 3-sphère homotogique

M. Une surface tisse compacte, orientée et connexe F plongée dans M est appelée

surface de Seifert de L (dans M) si 0F = L et t’orientation induite sur 0F par

F coincide avec cette de L.

Théorème 1.1.35. Soit L = L1U• . UL un entretacs orienté dans une 3-sphère

homotogique M. A tors, il existe une surface de Seifert pour L dans M.

DÉMONSTRATION. Par la dualité de Poincaré-Lefschetz et le théorème des coef

ficients universels en cohomologie, on a les isomorphismes suivants

H2(E(L),OE(L)) H’(E(L))

Homz(Hi(E(L)),Z).

Puisque M est une 3-sphère homologique, H1(E(L)) a pour base . . ,

où u est la classe représentée par mi méridien orienté m de L ayant son nombre

d’enlacement avec L égal à 1. Considérons l’homomorphisme f H1 (E(L) ) —+Z

défini par f(j) = 1, pour tout i. Orientons S et identifions ainsi H1(S’) avec Z.

Le lemme suivant nous assure l’existence d’une fonction continue g :

induisant f en homologie, c’est-à-dire telle que g = f.
Lemme 1.1.36. Soit X un complexe CWfini et connexe par arcs. Alors, pour

toute classe e H1(X), il existe une fonction continue g : X—45’ telle que

g*(u) = , où u E H1(S’) est un générateur.

DÉMONSTRATION. Voir le théorème 7.14 dans le livre de Whitehead [W].

D

On peut supposer saiis perdre de généralité que la fonction g E(L)—4$’

est lisse et transverse à {1}, c’est-à-dire que 1 est une valeur régulière de f.
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Par conséquent, la surface F0 = g’(l) est compacte, orientable et proprement

plongée dans E(L). Par définition de F0, on a que le dual de Poincaré de la classe

fondamentale [F0, 0F0] e H2(E(L), 0E(L)), noté D[F0, 0F0], est g e
c’est-à-dire on a l’égalité g* n [E(L), OE(L)] = [F0, 0F0]. Puisque F0 n m =

0F0 n m, on a l’égalité [0F0] = [F0, 0F0] i. Pour chaque j, on obtient alors,

[0F0] . = [F0, 0F0]

=< D[F0, 0F0] U D, [E(L), 0E(L)]>

=< g U [E(L), 0E(L)]>

=< g, D? n [E(L), 0E(L)]>

=< 9,t1>

= g(j)

=1

où Dtj est définie par Dtj n [E(L), 0E(L)] =

Soit V = V1 U U V7 un voisinage tubulaire de L dans M, où le tore solide

V est un voisinage tubulaire de L dans M et les V sont deux à deux disjoints.

L’intersection F0 n V est une union de composantes de 0F0 dans 014. On peut

éliminer chaque courbe de F0 n 14 qui est inessentielle dans 014. En effet, une

composante de F0 n 14 qui est inessentielle dans 014 borde un disque dans 014.

Puisque F0 n 14 a un nombre fini de composantes, 011 choisit une composante C

qui est inessentielle dans 014 et qui est minimale, c’est-à-dire telle que le disque

D C 014 dont le bord est C vérifie int(D) n F0 O.
Soit N(D) D x I un voisinage tubulaire de D dans M tel que N(D) n0V =

D. On élimine le cercle C en coupant F0 le long de D, c’est-à-dire on considère

maintenant la surface F1 = F0 \ (C x I) U D x 01. On a que F1 n V est égal

à (F0 n 14) \ C. On peut répéter le procédé jusqu’à ce que la surface obtenue

intersecte chaque 14 seulement e des courbes essentielles dans 0V. Supposons

donc sans perdre de généralité que pour tout j l’intersection F0 n V est une union

de courbes essentielles dans 014.
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Rappelons que deux courbes simples fermées essentielles et disjointes dans un

tore cobordent un anneau dans ce tore. fixons un indice i et notoils la décom

position en composantes connexes de F0 n 4 par Ci U... U Cm, où les C sont

numérotés de manière à ce que pour tout j il existe un anneau A dans 8Ç dont

le bord est C U C+1 tel que int(A) fl F0 O. Supposons que le nombre de

composantes m de F0 n V est au moins 2. Notons C10 la courbe C0 pour un indice

jo fixé. On a alors que C’ est homologue (à signe près) à Co dans 8V, pour tout

j. Posons, pour chaque j,

fi, si C est homologue à C dans 8,
ci =

sinon.

On a alors l’égalité C = eC m, pour tout j. Il suit que

i=8Fo.m

=Ci.mj

=
eC0 m.

Par conséquent, C0•m est +1 et donc est +1, pour tout j. On a alors que les

C sont des longitudes de L. Puisque 8F0 m est 1, il existe un j pour lequel c =

—c1, car sinon m serait 1. Soit N(A) A x I un voisinage tubulaire de A dans

M tel que N(A)n8V = A. Considérons la surface F0\(8A x I)UA x 81. Cette

surface intersecte 8VÇ en (Fofla14)\(CUC+1). Puisqu’on a éliminé deux courbes

C et C+i d’orientations opposées dans 0V, la surface obtenue est orientable

et son nombre d’intersection avec m est F0 = i. On peut donc répéter

l’argument pour obtenir une surface compacte, orientée et proprement plongée

dans E(L) dont l’intersection avec a pour unique composante la longitude

Co. En procédant de la même manière pour chaque V on obtient une surface

$ compacte, orientée et proprement plongée dans E(L) telle que $ n V est une

longitude l de L, pour tout i. On sait qu’il existe un anneau B $ x I dans

Q
14 ayant pour bord L U l. On pose alors F = $ U U1B. Par construction, le

bord de F est L.
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Puisque nous cherchons une surface connexe dont le bord est l’entrelacs L,

J nous ne nous intéressons qu’aux composantes de F ayant un bord. On peut donc

supposer sans perdre de généralité que toutes les composantes de F ont un bord

(quitte à éliminer les composantes fermées). On a alors que M \ F est connexe

par arcs.

On peut relier l’intérieur de deux composantes de F par un tube 1 x I. Plus

précisément, soit F1 et F2 deux composantes distinctes de F, x1 et x2 des points

dails int(F1) et int(F2) respectivement. Soit e I un arc (lisse) dans M reliant

à x2 tel que int(c) et F sont disjoints. On prend alors un voisinage tubulaire

T e X D2 de c dans M intersectant F en deux disques Oc x D2 contenus

dans int(F1) U int(F2). On attache alors à F1 U F2 le tube e x 3D2 pour obtenir

(F1 U F2) \ (Oc x D2) U e x 3D2 On peut choisir l’arc e de manière à ce que

l’orientation induite sur 0Z = 0F1 U 0F2 par la surface obtenue en attachant

le tube c x 3D2 coïncide avec l’orientation de 0F1 U 0F2. Puisque cette opération

n’affecte pas le bord de F, on obtient une surface de Seifert pour L en répétant

le procédé jusqu’à ce qu’on obtienne une surface connexe.

Mentionnons que pour le cas particulier où M est la sphère 53, on peut

construire une surface de Seifert pour un entrelacs donné à partir d’un diagramme

planaire de cet entrelacs (voir l’algorithme de Seifert dans [Rolj, chapitre 5, sec

tion A.4). On remarque qu’il existe des surfaces de Seifert de genre arbitrairement

grand pour un entrelacs donné (en attachant des “tubes”). Intéressons-nous main

tenant au lien entre deux surfaces de Seifert pour un entrelacs donné.

Définition 1.1.37. Soit F et F’ deux surfaces compactes, connexes, orientables

avec bord dans une 3-sphère homologiq’ue M. On dit que F’ est obtenue de F

par 1-chirurgie s’it existe des disques disjoints D1 et D2 dans int(F) et un tube

T S’ x I dans M avec bord 3D, U 3D2 et tel que int(T) et F sont disjoints

pour lesquels F’ F \ (int(D,) U int(D2)) U T.

L’opération inverse à la 1-chirugie est appelée O-chirurgie.

Définition 1.1.38. Soit F et F’ deux surfaces compactes, connexes, orientables

avec bord dans une 3-sphère homologique M. On dit que F’ est obtenue de F
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par O-chirurgie s ‘il existe une courbe simpte fermée e dans F bordant un disque

D dans M tel que t’intersection D n F = 8D est transverse pour tes quets F’ =

F \ (e x I) U D x 81, où D x I est un voisinage tubulaire de D dans M.

Définition 1.1.39. Soit F et F’ deux surfaces compactes, connexes, orientables

avec bord ptongées dans une S-sphère homotogique M. On dit que F est S-équivalente

à F’ si F peut être obtenue à partir de F’ par une composition finie de O-

chirurgies, 1-chirurgies et isotopies ambiantes dans M.

La théorie de Morse permet de décrire le passage d’ulle surface de Seifert

pour un entrelacs donné à une autre surface de Seifert pour ce même entrelacs.

Les points critiques de la transformation obtenue correspondent à des O-chirurgies

et des L-chirurgies. Pour plus de détails, voir le livre de Kauffmann [Ki].

FIG. 1.6. Une 1—chirurgie le long d’une surface.

FIG. 1.7. Une O—chirurgie le long d’une surface.
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Théorème 1.1.40. Soit L et L’ deux entreÏacs orientés dans une 3-sphère ho-

motogique M et soit F et F’ des surfaces de Seifert pour L et L’ respectivement.

S’il existe une isotopie entre L et L’ préservant l’ordre et l’orientation des com

posantes, alors F et F’ sont S-équivalentes.

Les dernières propositions de cette section traitent du lien entre le nombre

d’enlacement de deux noeuds et leurs surfaces de $eifert.

Proposition 1.1.41. Soit J et K deux noeuds orientés et disjoints dans une

3-sphère homologique M et F une surface de Seife’rt pour K dans M. Alors, le

nombre d’intersection J F est égal au nombre d’enlacement lk(J, K).

DÉMONSTRATION. Notons n le nombre d’enlacement tk(J, K). Par définition, J

est homologue à nmj< dans E(K), où mK est un méridien de K convenablement

orienté. De plus, la convention de signes utilisée pour définir lk(.,.) a pour consé

quence que le nombre d’intersection mK F est 1. Le nombre d’intersection géo

métrique J F est égal au nombre d’intersection algébrique [JIE(K) . [Fo, ÔFO]E(K),

où F0 F n E(K). On a donc les égalité suivantes

J. F = [J1E(I) . [Fa, DFOIE(K)

= n mK F

= n.

D

Proposition 1.1.42. Soit M une 3-sphère homologique et N une -variété com

pacte, connexe et orientable dont le bord est I’I. Soit K et K2 deux noeuds orientés

disjoints dans M et soit F1 et F2 deux surfaces compactes, connexes et orientables

proprement plongées dans un collet C M x I de M dans N. Si F1 et F2 ont

pour bords K1 et K2 respectivement, alors on peut orienter F1 et F2 de manière

à avoir l’égalité suivante

F1 F2 = lkM(Kl,K2).
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DÉMONSTRATION. Sans perdre de généralité on peut supposer que F1 et F2 s’in

tersectent transversalement dans N. 011 sait qu’il existe une surface de Seifert 32

pour K2 dans M. On oriente f1 et F2 de manière à ce que l’orientation induite par

sur K soit l’orientation de K. Le 2-cycle F2 —$2 associé à la surface fermée (et

orientée) S = F2 U 52 représente alors un élément de H2(C) H2(iVI) O. Il suit

que le nombre d’intersection (dans N) F1 $ est nul. On obtient alors que F1 F2

est égal à Fi $2. Puisque F1 fl $2 = 0F1 fl $2, on a que le nombre d’intersection

F1 $2 dans N est égal au nombre d’intersection K1 $2 dans M. Par la proposition

précédente, K1 $2 = tkM(Kl, K2). On a donc les égalités suivantes

F1•F2=F1.$2

=K1•$2

= tkM(Kl, K2).

Corollaire 1.1.43. Le nombre d’enlacement est symétrique, c’est-à-dire que si

K1 et K2 sont deux noeuds orientés et disjoints dans une 3-sphère homotogique

M, alors

tk(K1, K2) = tk(K2, K1).

DÉMONSTRATION. On utilise le fait qu’il existe une 4-variété N compacte, connexe

et orientable dont le bord est M (voir le corollaire du théorème fondamental de

la chirurgie à la section suivante). On prend deux surfaces orientables F1 et F2

compactes, connexes et proprement plongées dans un collet de M dans N dont

les bords sont K1 et K2 respectivement.

On obtient de telles surfaces de la manière suivante. Soit $ et $2 des surfaces

de Seifert pour K1 et K2 respectivement dans M. Fixons un collet (fermé) C

M x I de M dans N et posons, pour i = Ï, 2,

$=0$x[O,e] U $x{e}

où O < e < 1. On peut isotoper les surfaces $ et S dans C (en laissant 051 et

052 fixes) de manière à obtenir deux surfaces lisses et transverses F1 et F2.



28

Puisque N est de dimension 4, le nombre d’intersection f1 F2 est égal au

nombre d’intersection F2 F1. La conclusion voulue découle alors de la proposition

précédente.

D

1.2. CHIRuRGIE DE DEHN

Cette section présente les propriétés de base de la chirurgie de Dehn. Les

références principales sont les textes de Lickorish [Li2] et Rolfsen [Roi] ainsi que

le chapitre 4 du livre [Bol.

1.2.1. Pentes

Définition 1.2.1. Soit M une S-variété compacte, L = L1 U. . . UL un entrelacs

dans int(M) et V = V1U. . .UV un voisinage tubutaire de L dans int(M), où V est

un voisinage tubutaire de L, pour tout i. On dit que la 3-variété W est te résultat

d’une chirurgie de Dehn le long de L dans M s’il existe des homéomorphismes

f --8l/ pour lesquels W = V Uf (M \ int(V)), où f U1f.

On peut s’attendre à ce que la classe d’homéomorphisme de W dépende de

l’homéornorphisme d’attachement f.
Proposition 1.2.2. Soit W et W’ deux 3-variétés compactes avec bord et f, g

8W—-->W’ deux homéomorphismes. Si f est isotope à g, alors W Uf W’ est

homéomorphe ?i W Ug W’.

DÉMoNsTRATIoN. Voir le lemme 12.2 dans [Li21. D

On peut raffiner le résultat précédent dans le cas de la chirurgie de Dehn.

Proposition 1.2.3. Soit M une 3-variété compacte, K un noeud dans int(M), V

un voisinage tubulaire de K dans int(M) et mK un méridien orienté de K. Si f, g

8V—--8V sont deux homéomorphismes tels que tes courbes f(mK) et g(mK) sont

isotopes dans 8V alors VUf (M\int(V)) est homéomorphe à VU (M\int(V)).
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DÉM0NSTRATI0N. Puisque les courbes f(rnK) et g(rrilç) sont isotopes clans 8V,

il suit qu’elles sont homologues (à signe près) dans 0V. Par conséquent, l’homéo

morphisme g’ o f t 8V—--0V envoie un méridien de K sur un méridien de

K. Par la proposition 1.1.27, on peut prolonger g’ o f en un homéomorphisme

h: V---*V. On obtient ainsi un homéomorphisme de V U (M \ int(V)) dans lui-

même défini comme étant l’identité sur M\int(V) et h sur V Par définition de h,

cet hornéomorphisme induit un homéomorphisme bien défini de V Uf (M\int(V))

dans V U9 (M \ int(V)).

Le résultat précédent se généralise naturellement aux entrelacs.

Définition 1.2.4. Soit T S’ x S un toTe. Une pente de T est la classe

d’isotopie d’une courbe simple fermée essentielle dans T.

Si on fixe une base de H1(T), alors l’ensemble des pentes de T, noté P(T), est

en bijection avec l’ensemble des couples +(a, b) E ZZ tels que pgcd(a, b) = 1. En

particulier, P(T) correspond à l’ensemble des droites de pente rationnelle dans

Hi(T;R) R e R. Ainsi, l’ensemble P(T) est en bijection avec Q U {oc} où

oc +. Dans le cas où T est le bord d’un voisinage tubulaire d’un noeud dans

une 3-sphère homologique, il y a une base canonique de II,(T).

1.2.2. Paramétrisation des chirurgies

Soit L = L1 U... U L, un entrelacs dans une 3-sphère homologique orientée

M et V = V1 U. . . U V un voisinage tubulaire de L dans M où V est un voisinage

tubulaire de L. Fixons une orientation sur L. Pour chaque j, choisissons un

méridien m de L et une longitude canonique l de L. Orientons les m et les l

de manière à ce que les conditions suivantes soient satisfaites

dans V,.

Notons la classe [mJav et À la classe [Ïj]OV. Soit f : 8V—-8V un homéomor

phisme tel que f(8V,) = 8V,, pour tout i. Pour chaque i, on peut écrire f(’)
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dans la base {tj, ),} de H1(84). On obtient alors

= +(a +

où pgcd(a, b) 1 et le signe dépend du choix d’une orientation de la courbe de

chirurgie f(m). On élimine l’ambiguïté de signe en considérant la pente associée

Qu{} de 814. On note alors VUf (M\int(V)) par M(L1,. . . ,L,;ri,. . . ,r,)

où r = , pour tout i.

Remarquons que cette notation est biell définie seulement si M(L; r) ne dé

pend pas du choix de l’orientation de L. Changer l’orientation de L change si

multanément les orientations des m et des l (voir les conditions précédentes) et

donc les r ne changent pas. La notation est donc bien définie. Par contre, chan

ger l’orientation de M renverse l’orientation des m (et fait donc changer de signe

lk(.,.)) et laisse fixe l’orientation des t (la convention précédente sur l’orientation

des l ne dépend que de l’orientation de L). Dans ce cas, les r changent tous de

signe. C’est pourquoi au départ on suppose que M est munie d’une orientation

fixée. Dans le cas où M =
$3, on supposera que l’orientation ambiante est donnée

par la règle de la main droite. Dans ce cas, on notera M(L; r) par L(r).

1.2.3. Propriétés et exemples

Exemple 1.2.5. Espaces tenticutaires.

On veut déterminer K(9) pour K le noeud trivial dans 53 et pgcd(a, b) = 1.

Rappelons qu ‘une 3-variété M fermée, connexe et orientable est appelée espace

lenticulaire s’it existe un homéomorphisme f 8(8’ x D2)—-8(S’ X D2) tel

que M = (51 x D2) Uf (51 X D2) De la même manière que pour tes chirurgies

dans une 3-sphère homotogique, on peut paramétrer t’espace lenticutaire M par

E Q U {oo} où pgcd(p,q) 1, f(’) = p + q et et sont les classes

représentées par {1} x 8D2 et $ x {1} respectivement, orientées de manière à

avoir u• +1. On note alors M par LE.

Puisque 53
= 0D4 et que D4 D2 x D2, on obtient que $3

= V1 U V2, où

V, et V2 sont des tores solides standards dans $3 tels que V1 n V2 = 8V1 8V2.

De plus, un méridien de V1 est une longitude canonique de V2 et une longitude
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canonique de V1 est un méridien de V2. La 3-sphère est donc t’espace Ïentc’utare

L0.

Il existe une isotopie de 3 faisant coincider te noeud triviat K avec l’âme de

V1. Orientons K et fixons m un méridien de K et t une longitude de K orientés

selon ta convention précédente. Notons que 3 \ int(V1) est 172. Par conséquent,

K() est obtenu de V1 U V2 en identifiant un méridien de V1 à une courbe simpte

fermée de pente sur 8V2. On obtient alors que K() est homéomorphe à L.

En particulier,

(U){5S2 sia=O,

$ , s a = 1.

Le cas a 1 découle du fait qu’on peut voir L& comme étant te quotient de
53 c C2 par l’action du groupe Z/aZ, noté Z/a, engendrée par r

(z,, z2) ‘— (z1p, z2p’), où p = e27nu/( (voir [Roi] chapitre 9, section B). Pour

a = 1, Lb est 33, car dans ce cas Z/a est le groupe trivial. Puisque l’action

de Z/a sur 3 est proprement discontinue et libre, on a r1 (Lb) Z/a. En

particulier H,(K(.)) est Z/a et donc K() est une 3-sphère homotogique si et

seulement si a est +1.

Pour te cas où a = O, K() est obtenu en identifiant un méridien de V,
51 >< D2 à un méridien de V2 S1 x D2. Pour chaque point x dans S’, on identifie

te bord du disque {x} x D2 dans V1 au bord du disque {x} x D2 dans V2. On obtient

ainsi un $2 fibré orientable sur S’, il suit que K(O) doit être 1 x 52• Il s’avère

que les espaces lenticutaires sont classifiés complètement (voir la section 3 du

chapitre 9 dans [Roi]).

Proposition 1.2.6. Si K est un noeud dans M une 3-sphère homologique et

r E Q U {oo}, alors on a l’isomorphisme suivant

H,(M(K; r)) Z/a.

DÉMONSTRATION. On a M(K; ) = E(K) U V,., où E(K) est l’extérieur de K

dans M et V,. est un tore solide tel que E(K) n V. = 8E(K) = 8V,. et un méridien

de V,. est une courbe de pente dans 8E(K). $it D un disque méridionnel dans
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V,., A D x I un voisinage tubulaire de D dans V,. et B l’adhérence du com

plément de A dans V,.. Remarquons que A et B sont deux 3-boules s’intersectant

en deux disques D x {O, 1}. De plus A intersecte l’extérieur E(K) en 0D X I et

B intersecte E(K) U A en la sphère 8B. L’idée est de faire la chirurgie en deux

étapes. On attache d’abord A à E(K) le long de 6D x I et ensuite on attache B

à E(K) U A le long de 6B. Le théorème de Mayer-Vietoris (en homologie réduite)

pour E(K) U A nous donne la suite exacte suivante

H1(6D)—*H1(E(K))-—J11(E(K) u A)—O.

Il suit que H1(E(K) U A) est isomorphe au quotient de H1(E(K)) Z par le

sous-groupe engendré par la classe représentée par un méridien orienté de V,..

Or, ce méridien est de pente dans 6E(K) et une longitude canonique de K

est nulle-homologue dans E(K). Par conséquent, H1(E(K) UA) est isomorphe à

Z/a. Puisqu’on attache ensuite une 3-boule B le long de son bord à E(K) U A

pour obtenir M(K; r), la suite de Mayer-Vietoris (en homologie réduite) donne

un isomorphisme entre Hi(M(K;r)) et H1(E(K) UA) Z/a.

D

Exemple 1.2.7. L’entrelacs de Hopf.

Soit L = L1 UL2 l’entrelacs de Hopf dans $3 et catculons L(1, 1) (voir la figure

ci-dessous). Soit V1 un voisinage tubulaire de L1 dans E(L2). Dans l’exemple

précédent, on a vu qu’il existe un tore solide V $ x D2 dans $3 dont l’âme

est L2 et tel que $3
= V U V1 et V n V1 = 6V = 6V1. Soit V2 un voisinage

tubulaire de L2 dans int(V). On a alors E(L) = V \ int(V2) $ x 0D2 x I,

où S’ x 3D2 x {O} correspond à 6V2 et S’ x 3D2 x {1} correspond à 6V. On

00
FIG. L8. Chirurgie (1, 1) le long de l’entrelacs de Hopf.

remarque que S’ x {1} x {O} correspond à une longitude de L2 et que S’ x {1} x {1}

correspond à un méridien de L,. De plus, {1} x 3D2 x {O} correspond à un
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méridien de L2 et {1} xOD2 x{1} correspond à une longitude de L1. Les courbes de

chirurgie dans OE(L) représentent toutes deux ta classe [t+À H1(E(L)) ZZ,

où H1(E(L)) a pour base {[i,À}, t est représentée par un méridien orienté de

L1 et À est représentée par une longitude canonique orientée de L1. Soit f
E(L)—--E(L) l’homéomorphisme correspondant à S’ x 3D2 x I—-÷S’ x 3D2 x I:

(z1, z2, t) (z,, zz2, t). On a alors f(i + À) = À. Il suit que la variété L(1, 1)

est homéomorphe à L(O,oc). Or, L(O,oo) est homéomorphe à L,(O), car une

chirurgie oc te tong de L2 correspond à retirer l’intérieur de V2 et à recoller V2 te

tong de 0V2 par l’identité, ce qui ne change pas te type d’homéomorphisme de la

variété de départ. Par l’exempte précédent, L,(O) est 51 x 52 et donc L(1, 1) est

S’xS2.

Remarque 1.2.8. Dans t’exempte précédent, pour montrer que ta variété L(1, 1)

est homéomorphe à L(O, oc), on a utilisé te fait général suivant. Soit L = L,U. .

L,. et L’ = L U. . . U L deux entrelacs dans une 3-sphère homotogique M. Fixons

V = V, U... U V,. un voisinage tubulaire de L et V’ = V( U. .. U V un voisinage

tubulaire de L’, où V est un voisinage tubulaire de L et V’ est un voisinage

tubulaire de L. Supposons qu’il existe un homéomorphisme f : E(L)—--*E(L’) tel

que f = f0/ 04—--*0V’, pour tout i. Soit gj : 3—-*0V un homéomorphisme

envoyant une pente méridionnette de 0V sur ta pente . Posons h :
- - -la fonction definie par h = f o g. Soit t image de la pente merzdionnetle de

01 par h. On a alors un homéomorphisme E(L) U V—-E(L’) U V défini comme

étant f sur E(L) et comme étant l’identité sur V. Par définition des h, cette

fonction induit un homéomorphisme bien défini de M(L; r) dans M(L; r’), où r

et r’ sont tes n-tuplets dont ta i-ième composante est et respectivement.

1.2.3.1. Calcul rationnel et théorème de Kirby

Soit L = L, U ... U L,. un entrelacs dans 33 et r = (i,. .

., ) des pentes de

chirurgie. On sait que si L’ est un entrelacs isotope à L, alors les variétés L(r)

et L’(r) sont homéomorphes. De pius, insérer un noeud disjoint de L avec pente

de chirurgie oc ou supprimer une composante de L avec pente de chirurgie oc ne

change pas le type d’homéomorphisme de la variété L(r).
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Orientons L et supposons que la composante L1 est triviale. Notre but sera

de trouver un entrelacs L’ = L U ... U L dans 3 et un homéomorphisme

E (L) —-E (L’) induisant un hornéomorphisme L (r) —-*L’ (r’) simplifiant (possi

blement) le calcul de L(r).

Puisque le noeud L1 est trivial, E(L1) est. un tore solide. Soit T :

un t-twist méridionnel, c’est-à-dire dans la notation de la section 1, T = k où

km. est un twist méridionnel de E(L1) et t est un entier non-nul. En particulier,

T8V1 est un t-twist longitudinal de 0V1, où les V sont des voisinages tubulaires

des L disjoints deux à deux. Notons L = L1, L = T(L), pour tout i > 2 et

L’ = L U ... U L muni de l’orientation induite par T et l’orientation de L. Po

sons f = TE(L) E(L)—--E(L’). La fonction f envoie un méridien de L1 sur

FIG. 1.9. Twist longitudinal le long d’une composante triviale.

une courbe de pente dans 8V1. De plus, elle envoie une longitude canonique de

L1 sur elle-même. Ainsi, f envoie une courbe de pente r1 = 1 dans 8V1 vers une

courbe de pente r dans 8V1 donnée par

a1
r1 =

a1t + b1
1

Soit T4’ T(V’) pour j > 2. Il existe un disque D C 33 transverse à 8Vj tel

Q
que OD = L1. Il suit que D0 D n E(L1) est un disque méridionnel de E(L1).

On peut supposer sans perdre de généralité que L intersecte transversalement
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Do, pour j > 2. Dans ce cas, si N0 est un voisinage tubulaire de D0 dans E(L1),

alors (N0, N0 n L) est homéomorphe à (Do x I, {xo,..., Xk} X I), où les x sont

des points distincts de D0.

Fixons un indice i > 2. Notons ti (respectivement p) la classe représentée

par un méridien orienté de L (respectivement L). Notons ) la classe représentée

par une longitude canonique orientée 1 de L et ) la classe représentée par une

longitude canonique orientée de L. On a f(t) = et notons fÀj) =

Puisque T ellvoie V sur /7, l’image par r d’une longitude de L est une longitude

de L. On peut donc supposer sans perdre de généralité que /3 est +1. On sait que

oij est égal à tk(f(t), L), car tk, L) = O. Calculons c, à l’aide de la définition

du nombre d’enlacement tk(.,.) dans 3 basée sur les diagrammes planaires. La

figure précédente illustre f(L) n N0 (en gras) et f(t) n No (en fin) pour t = +1.

Notons m le nombre de brins montants de f(L) dans N0 et cl le nombres de

brins descendants de f(L) dans N0. Chaque brin montant contribue (m — d)t au

nombre d’enlacement et chaque brin descendant contribue (cl — rn)t au nombre

d’enlacement. Puisque dans N0, les brins de l et de L ne se croisent pas, les

croisements de f(t) et L à l’extérieur de N0 sont exactement les croisements de

l, et L et contribuent donc O à Ïk(f(t), L), car lk(t, L) = O. Il suit que dj est

(m — d)2t = tk(L, L1)2t. Par conséquent, une courbe de pente r = sur ôl/ est

FIG. 1.10. Calcul des nouveaux coefficients de chirurgie.
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envoyée par f sur une courbe de pente r dans J1/Ç’ donnée par

a + btk(L, L1)2t

= T + tk(L, L1)2t.

On a clone que L(r) et L’(r’) sont homéomorphes. On a démontré la proposi

tion suivante.

Proposition 1.2.9. Soit L = L1 U . . . U L, un entrelacs dans 53 avec la compo

sante L1 triviale et L’ = L1 U L U. . . U L, t ‘image de L par un t-twist méridionnet

de E(L1). Ators L(r) et L’(r’) sont homéomorphes où

= r + tk(L, Li)2t,Vi > 2.

Exemple 1.2.10. Cet exempte illustre te fait qu’une même variété peut être ob

tenue par chirurgie te tong de deux noeuds non-isotopes. Considérons ta chirurgie

+1 te tong du noeud de 8 dans On ajoute d’abord une composante triviale avec

paramètre oo, ce qui ne change pas te type d’homéomorphisme de ta variété obte

nue. On obtient donc une chirurgie +1 te tong d’un noeud de trèfle (voir ta figure

ci-dessous). La variété obtenue est en fait ta S-sphère homotogique de Poincaré

(voir [Roi] chapitre 9, section D,).

—l—Iwt

FIG. 1.11. Un exemple de calcul de Kirby.
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En fait, pour deux entrelacs L et L’ dans 53, Kirby a démoiltré (voir [Ki])

que s’il existe fil homéomorphisme entre L(r) et L’(r’) préservant l’orientation,

alors le couple (L; r) pellt être obtenu du couple (L’; r’) par ne composition finie

d’isotopies, d’insertions et suppressions de composantes avec pente oc et. de twists

le long de composantes triviales tels que décrits précédemment.

1.2.3.2. Théorème fondamentat

Pour ce qui est de l’existence d’une présentation par chirurgie d’une 3-variété

donnée, Lickorish et Wallace ont obtenu le résultat suivant (voir [Li2]) appelé

“théorème fondamental de la chirurgie” par Rolfsen.

Théorème 1.2.11. Toute 3-variété fermée, orientable et connexe peut être obte

nue par chirurgie le long d’un entretacs dans 53 Il existe toujours un tel entretacs

pour lequel chaque composante est triviale et chaque pente de chirurgie est +1.

DÉMONSTRATION. Voir la section I du chapitre 9 dans [Roli.

Corollaire 1.2.12. Toute 3-variété fermée, orientable et connexe est le bord

d’une -variété simplement connexe et orientable.

DÉMONSTRATION. Le lemme suivant fait le lien entre une chirurgie entière (toutes

les pentes de chirurgie sont des entiers) le long d’un entrelacs dans une 3-sphère

homologique M et l’attachement de 2-anses (D2 z D2, 8D2 z D2) au bord d’une

4-variété N telle que N = M.

Lemme 1.2.13. Soit K un noeud dans une 3-sphère homotogique M, N une

.-variété telle que N = M et V un voisinage tubulaire de K dans 8N. Si f
z D2tV est un homéomorphisme tel que la longitude f(8D2 z {1}) est de

pente , alors le bord de la -variété N Uf (D2 z D2) est M(K; n).

Ce lemme se généralise naturellement aux entrelacs.
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DÉMONSTRATION. Posons X = NUf (D2 >< D2) Le bord de X se décompose en

O M \ int(V) U9 (D2 x 3D2) où g = f0D2 x 3D2 32 0D2_+0V. Il suit que

3X est obtenu par chirurgie dans M le long de K. Il reste à voir quelle est la

pente associée à cette chirurgie.

Soit m = 3D2 x {1} un méridien du tore solide D2 x 3D2 Par hypothèse,

l’image par g de la longitude m de 3D2 x D2 est de pente dans 3V. On a donc

que 0X est M(K;n).

D

Soit M une 3-variété fermée, connexe et orientable. Par le théorème fonda

mental de la chirurgie, M s’obtient par chirurgie entière le long d’un entrelacs L

dans 3• Puisqu’il s’agit d’une chirurgie entière et que = 3D4, on obtient

=3X

où pour tout i, r est +1 et X = D4 Uf (UD? x D) et f : U3D x D—3D4

est un plongement tel que pour tout j, f(3D? x {1}) est de pente r dans 3E(L).

M est donc le bord d’une 4-variété orientable. De plus, l’inclusion de {O} U

(D? x {O}) dans D4 U (D? x D?) est une équivalence d’homotopie. Cette inclusion

induit une équivalence d’homotopie entre un bouquet de 2-sphères et X. La 2-

sphère étant simplement connexe, il suit que iri(X) est un produit libre de groupes

triviaux et est donc lui-même trivial. D

FIG. 1.12. Attachement d’une 2-anse à une 4-variété.



Chapitre 2

CONJECTURE PROPRI1TF P ET NOEUDS

TORIQUE$

Dans la première section de ce chapitre, nous définissons la conjecture pro

priété P et établissons un lien entre cette dernière et le “problème du complé

ment.” Nous démontrons ensuite dans la seconde section que les noeuds toriques

(ion-triviaux) vérifient la conjecture propriété P.

Les références principales pour la première section sont le chapitre 4 du livre

[Bol et le livre de Rolfsen [Roli. Les idées de la seconde section sont en majeure

partie tirées du livre de Burde et Zieschang [Bul.

2.1. CONJECTURE PROPRIÉTÉ P

2.1.1. 1noncé de la conjecture

La conjecture de Poincaré affirme que la seule 3-variété fermée simplement

connexe est 3 (à homéomorphisme près). Par le théorème fondamental de la

chirurgie (énoncé au chapitre précédent), s’il existe un contre-exemple à cette

conjecture, alors celui-ci peut être obtenu par chirurgie le long d’un entrelacs

dans 3• Cette constatation nous amène à considérer les 3-variétés simplement

connexes obtenues par chirurgie le long d’un noeud dans $3•

On a vu en étudiant les espaces lenticulaires qu’il existe une infinité de pentes

de chirurgie T le long du noeud trivial K dans $3 pour lesquelles K(r) est sim

plement connexe.
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Conjecture 2.1.1. (La conjecture propriété P) Si K est un noeud non-trivial

dans 33 et r est une pente non-triviale de K, c’est-à-dire r n’est pas ta pente

méridionnelte de K, alors K(r) n’est pas simplement connexe.

Remarquons que si K ( ) est simplement connexe, alors H1 (K ( )) Z/a est

trivial. Dans ce cas, l’entier a doit être +1.

2.1.2. Lien avec le problème du complément

Au début du vingtième sciècle, Tietze a tenté de déterminer si deux noeuds

dans 3 ayant des compléments homéomorphes sont de même type (voir [Tu).

Ce problème est généralement appellé le problème du complément. Au chapitre

4, nous présenterons les méthodes utilisées par Gordon et Luecke pour résoudre

ce problème (voir [GLu1]).

Théorème 2.1.2. (Gordon et Luecke [GLu1]) Si deux noeuds dans 53 ont leurs

compléments homéomorphes, alors ces noeuds sont équivalents.

Edwards a démontré (voir [El) que deux noeuds dans 53 ont leurs complé

ments homéomorphes si et seulement si leurs extérieurs sont homéomorphes. En

décrivant le problème du complément en terme de chirurgies dans 3, nous ver

rons que si la conjecture propriété P est vraie, alors les noeuds dans $3 sont

déterminés par leurs compléments.

Remarquons d’abord qu’un noeud K dans $3 dont l’extérieur est homéo

morphe à l’extérieur du noeud trivial est lui-même trivial. En effet, dans ce cas

E(K) est un tore solide. Un disque méridionnel D de E(K) intersecte le bord

d’un voisinage tubulaire V de K en une courbe simple fermée t nulle-homologue

dans E(K). Cette courbe t est donc une longitude canonique de K. Il existe alors

un anneau A dans V tel que 811 = t U K. Ainsi K borde un disque D U A dans
53 Il suit que K est trivial.

Montrons que s’il existe deux noeuds J et K non-équivalents dans $3 et ayant

leurs extérieurs homéomorphes, alors la conjecture propriété P est fausse. Par la

remarque du paragraphe précédent, les noeuds J et K sont non-triviaux. Soit

h : E(J)—-E(K) un homéomorphisme et notons r l’image par h de la pente

méridionnelle ij de J. La pente r ne peut pas être la pente méridionnelle j<
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de K. En effet, si r = tLK, alors la restriction h8E(J) $ 8E(J)—--8E(K) envoie

O un méridien de J sur un méridien de K. Dans ce cas, h0E(J) se prolonge en un

homéomorphisme V(J)—--V(K), où V(J) et V(K) sont des voisinages tubulaires

de J et K respectivement. Par conséquent, h se prolonge en un homéomorphisme
($3, J)_—*(S3, K), ce qui contredit l’hypothèse que J et K ne sont pas équiva

lents. On obtient donc que r n’est pas la pente ,UK. Remarquons que K(r) est

homéomorphe à J(i) $. Il existe donc une pente non-triviale r du noeud

non-trivial K telle que K(r) est simplement connexe. Le noeud K ne vérifie donc

pas la propriété P. Nous avons ainsi montré que la conjecture propriété P implique

qu’un noeud dans $3 est caractérisé (à équivalence près) par son complément.

Dans la prochaine section, nous verrons que la conjecture propriété P est

vérifiée pour les noeuds toriques (non-triviaux).

2.2. NoEuDs TORIQUES

On rappelle la définition d’un noeud torique dans $3• Nous nous restreignons

aux noeuds toriques essentiels.

Définition 2.2.1. Un noeud K c $3 est dit torique s’il existe un tore solide

standard V C $3 tel que K C 8V et K est essentiel dans 8V. Dans ce cas, si K

est de pente dans 81’Ç alors on dit que K est un noeud torique (a, b) dans 8V.

Pour montrer que la conjecture propriété P est vérifiée pour les noeuds toriques

essentiels, nous calculons d’abord une présentation du groupe fondamental de

l’extérieur d’un noeud torique (a, b) dans

Proposition 2.2.2. Soit V un tore solide standard dans $3 et K C 8V un noeud

torique (a, b) dans 8V. Alors te groupe fondamental de E(K) admet la présentation

ni(E(K)) < x,y xay_b>.

De plus, les éléments XC y_d et xa(xcy_d)_tlb, où aU — bc 1, sont représentés

respectivement par un méridien et une longitude canonique de K.

DÉMONSTRATION. Orientons K et notons V1 = V et V2 = 3 \ int(V1). Puisque

V1 est un tore solide standard, V2 est aussi un tore solide standard. La 3-sphère
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se décompose en V1 U V2 et V1 P V2 8V1 = 0V2. On note T le tore 0V1 = 0V2. Il

suit que E(K) se décompose en W1 U W2, où W V est un tore solide standard

(i = 1, 2), W1 flW2 = T\N et N est un voisinage tubulaire (ouvert) de K dans T.

Puisque K est essentiel dans 0V, T \ N est homéomorphe à K x I. En particulier,

tx

T \ N est connexe par arcs. Le théorème de Van Kampen donne alors

1(W1) * K1(W2)/ «i2(z)ii(z)’»,

où z e rri(T\N) est la classe d’homotopie représentée par le noeud K0 = K x {O}

orienté de manière à être homotope à K dans T, i1 et 2 Sollt les homomorphismes

en homotopie induits par les inclusions respectives de T \ N dans W1 et W2

respectivement.

Soit y e 7r1(W1) la classe représentée par une longitude canonique de W1

et x e r1(w2) la classe représentée par une longitude canonique de W2. Les

longitudes canoniques de W1 et w2 sont orientées de manière à ce que leur nombre

d’enlacement dans $3
soit +1.

Les groupes iri(W1) et iri(W2) admettent alors les présentations < y . > et

x > respectivement. Puisque K0 est de pente dans 8I1 et est de pente

dans 0W2, on a les égalités i1(z) = yb et i2(z) = ra. Puisque rri(T \ N) est

ellgelldré par z, on obtient

FIG. 2.1. L’extérieur d’un noeud torique.

ni(E(K)) < ,y xay_b>.
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Puisque a et b sont relativement premiers, il existe des entiers c et d pour lesquels

aU — bc = 1. Soit o et ) les classes de H1(0V1) représentées respectivement

par un méridien et une longitude canonique de V1 orientés tels que p = +1

dans 0V1. La classe ctio+d)’o dans H1(0V1) est représentée par une courbe simple

fermée orientée J dans 0V1, car c et U sont relativement premiers. Par conséquent

le nombre d’intersection K J dans 0V1 est aU — bc = +1. On peut donc isotoper

J dans 0V1 de manière à ce que J et K s’intersectent transversalement en un

unique point.

Soit D un disque méridionnel de K orienté tel que K . D = +1. Notons

rn le méridien 0D et m l’arc D n I’Vj, pour i = 1, 2. On oriente m1 et m2 de

manière à ce que le chemin rn1’m2 obtenu en concaténant m1 et 7112 soit homotope

à m dans 0D. On peut supposer sans perdre de généralité que J n D est un

arc proprement plongé dans D reliant les points {P, Q} = m1 n m2. Notons J0

le chemin J \ int(J n D) allant de P à Q. On remarque que m est homotope à

w’
J0 J0

w,

FIG. 2.2. Calcul des classes représentées par un méridien et une longitude.

(m2Jo)(J’rn1) dans E(K), où le point de base est le point Q. Or, m2J0 représente

la classe x rri(W2) et J’m1 représente la classe y” 71i(11/i). Il suit que m

représente la classe xcy dans E(K).

Soit lune longitude canonique orientée de K telle que m1 = +1 dans OE(K).

Puisque K0 est homologue à K dans un voisinage tubillaire de K dans $3, il suit

que K0 est une longitude de K. Ainsi, K0 est homotope à tm° dans OE(K),

Q
où p tk(K0, K). Il suit que t est homotope à K0m’ dans OE(K). Or, K0

représente la classe x’ e 111(T’V2). De plus, K0 représente la classe yb

K
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Par conséquent, tk(K0, K) est donné par b tk(y, K) = b a. On conclut que I

représente la classe xa(xcy_()_h.

D

Il s’agit maintenant de déterminer iri(K(r)) à l’aide de la proposition précé

dente, pour K un noeud torique essentiel. On montrera que le groupe iri(K(r))

est trivial seulement lorsque r = ,UK.

Théorème 2.2.3. Soit V c 53 un tore solide standard et K C 8V un noeud

ton que (a, b) non-triviat. Si K(r) est simplement connexe, alors ta pente r est ta

pente méridionnelle uK de K.

DÉMONSTRATION. Par la proposition précédente, 7r1(E(K)) admet la présenta

tion < x,y xcly_b > . Soit r = e Q U {1uK} une pente de K. Calculons

rri(K(r)) à l’aide du théorème de Van Kampen. La variété K(r) se décompose en

E(K) U VÇ., où V est un tore solide tel que OE(K) = OVr = V fl E(K) et le bord

d’un disque méridionnel de Vr est une courbe de pente dans OE(K).

Soit D un disque méridionnel de V. et A D x I un voisinage tubulaire de

D dans 14.. L’intersection E(K) n A correspond à OD x I. Le théorème de Van

Kampen donne alors l’isomorphisme ni(E(K)UA) ‘iri(E(K))/ «7 », où la

classe est représentée par une courbe orientée de de pente r dans OE(K). Notons

B l’adhérence de V \ A. Puique la 3-boule B et son bord 03 sont simplement

connexes, il suit par Van Kampen que le groupe fondamental de K(r) = (E(K) U

A) U B est donné par 7rj(K(r)) ri(E(K) U A) et admet donc la présentation

suivante

ni(K(r)) < x, y xay_b, (xcy_(xa(xcy_d)_ >,

où ad — bc = L

Notons G = ry(K(r)) et H le quotient de G par les relations xa 1 et

= 1. Le groupe H admet la présentation

H < x, y a a_b, (xcy__a >

Puisque K est un noeud torique (a, b) non-trivial, il suit que a 2 et b 2.

De plus, l’égalité ad — bc = 1 entraîne que pgcd(a, e) = pgcd(b, —d) 1. D’où, xc
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et y sont des générateurs du groupe < x, y xIaI, y1 > Le groupe H admet

donc la présentation

H < IaIb, ()IP_abI>,

XC et =

Remarque 2.2.4. Le groupe Ac,/3,-y) =< x,y x°y, (xy)7 > est appetté

groupe triangulaire de paramètre (c’, /3, -y), où c, /3 > 2 et ‘y > O. Géométrique

ment, pour -y > O le groupe (c,/3,-y) correspond aux isométries d’un triangle

ayant pour angles (rr/o, n//3, 7ff-y). Selon que 1/c + 1//3 + 1/-y est égal, stricte

ment suprérieur ou strictement inférieur à 1, le triangle considéré est contenu

dans le plan euclidien, la sphère ou le plan hyperbolique (respectivement).

Par conséquent, /3, ) est non-trivial pour > 2 (voir [Bel). Pour ‘ = 1,

on a ta relation y = x1 et donc /(o,/3,-y) Z/ < cï,/3 > . Dans ce cas,

L(c, /3, y) est trivial si et seulement si c et /3 sont relativement premiers. Pour

-y = O, /(c, /3, y) est isomorphe au produit libre Z/ * Z//3 qui est non-trivial,

car o, /3> 2.

Par la remarque précédente, H est le groupe triangulaire b, p — abq).

On sait que Hi(K(r)) est isomorphe à Z/p et rri(K(r)) se surjecte alors sur Z/p,

via l’homomorphisme d’Hurewicz. Il suit que pour p +1, 7r1(K(r)) se surjecte

sur un groupe non-trivial et est donc non-trivial. On peut donc supposer sans

perdre de généralité que p est 1. Puisqu’on a a, b > 2, il suit que 1 — abq 1.

Si 1 — abq > 2, alors G = 7r1(K(r)) se surjecte sur le groupe non-trivial H,

par la remarque précédente. Dans ce cas, iri(K(r)) est non-trivial.

Traitons maintenant le cas où 1 — abq = 1. Si q = O, alors p est 1 et donc r

est la pente méridionnelle ,uK. Si q O, alors on a l’égalité 1 = abq+e, où e = +1.

Supposons que 7ri(K(r)) est trivial. Dans ce cas, on a l’égalité

1—e
ab=

q

Or, on voit que pour a > 2 et b > 2 cette égalité est impossible. On a donc

montré que pour q O et 1 — abq = 1, la variété K(r) n’est pas simplement

connexe. Il suit de l’analyse précédente que seule la chirurgie triviale sur K donne
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une variété simplement connexe. Remarquons que nous avons montré aussi que

seule la chirurgie triviale sur K donne la 3-sphère. D

Dans le prochain chapitre, nous étudierons la propriété P pour les noeuds

satellites.



Chapitre 3

NOEUDS SATELLITES

Dans ce chapitre, nous démontrons que les noeuds satellites ayant un nombre

de rotation (voir section 3.1) strictement supérieur à 2 satisfont la propriété P.

D’autre part, nous verrons que les noeuds satellites dont le nombre de rotation est

2 admettent au plus une pente de chirurgie non-triviale po’ir laqilelle la variété

obtenue par chirurgie peut être simplement connexe. La dernière section traite

du cas où le nombre de rotation est O ou 1. Dans ce cas, on montre que pour un

noeud satellite K la chirurgie K() n’est pas simplement connexe pour n 6.

La démarche utilisée est due à Litherland. Les références principales sont les

deux articles de Litherland [Li] et [L 21. Mentionnons que Gabai a démontré que

tous les noeuds satellites vérifient la propriété P en utilisant des outils liés aux

feuilletages de codimension un d’une 3-variété (voir [Gal).

3.1. THÉoRÈME PRINCIPAL

Rappelons la définition d’un noeud satellite dans 53•

Définition 3.1.1. Soit J C S un noeud non-trivial et V un voisinage tubulaire

de J dans $3 Un noeud K C int(V) est dit satellite de J si K n’est pas isotope

(dans V) à J et s’il n’existe pas de S-boule lisse B plongée dans l’intérieur de V

telle que K C B C V.

Définition 3.1.2. Soit V c 3 un tore solide et K C int(V) un noeud. Le

nombre de rotation de K dans V, noté wv(K). est l’entier non-négatif n pour

C
lequel la classe de H1(V) représentée par K engendre le sous-groupe nHi(V) de

H1(V), où K est muni d’une orientation quelconque.
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Le but de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.1.3. Soit V c
$3 un tore solide noué, c’est-à-dire que V est un

tore solide dont l’âme est un noeud non-trivial dans 53, et K C int(V) un noeud

sateltite.

(1) Si wv(K) > 3, alors K satisfait ta propriété P.

(2) Si wv(K) 2, alors l’ensemble des pentes r é Q U {ij} de K telles que

K(r) est simplement connexe est strictement contenu dans {iK, +1, —1}.

(3) Si wv(K) = O ou 1, alors K() n’est pas simplement connexe pour n 6.

Nous démontrerons les points (1) et (2) du théorème précédent (à la sec

tion 3.2) en étudiant l’effet d’une chirurgie le long d’un noeud K dans une

3-sphère homologique M SIIf les signatures d’un entrelacs dans M \ K. Le point

(3) sera démontré (à la section 3.3) en étudiant les graphes d’intersection associés

à deux surfaces bien choisies.

3.2. CHIRuRGIE DE DEHN ET SIGNATURES

3.2.1. Plongements fidèles

Dans cette sous-section, nous obtenons une condition suffisante pour qu’une

3-sphère homologique obtellue par chirurgie le long d’un noeud satellite dans $3

ne soit pas simplement connexe.

Définition 3.2.1. Soit V un tore solide contenu dans une 3-sphère homologique

orientée M et h: V—M un plongement. Munissons V et h(V) des orientations

induites par M. On dit que h est fidèle si h : V——+h(V) préserve l’orientation et

si h envoie une longitude canonique de V dans M sur une longitude canonique

de h(V) dans M.

Proposition 3.2.2. Soit V un tore solide contenu dans une 3-sphère homologique

orientée M et h : V—*M un plongement fidèle. Si J et K sont deux noeuds

orientés disjoints dans int(V), alors lkM(J, K) = lkM(h(J), h(K)).

O
DÉMoNsTRATIoN. Soit F une surface de Seifert pour K dans M. On peut sup

poser sans perdre de généralité que F intersecte transversalement 8V dans M.
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Notons F0 la surface F n V. Le nombre d’enlacement tk(J, K) est alors égal au

nombre d’intersection J. F dans M et ce dernier est égal au nombre d’intersection

J. F0 dans V Puisque h préserve l’orientation, h préserve la forme d’intersection

et on obtient ainsi

J. F0 = h(J) h(F0).

Notons que Fo = K U c, où e est une union disjointe de cercles dans V. Puisque

l’entrelacs c est le bord de F \ F0. e est nul-homologue dans M \ int(V). Ainsi la

classe [c] e H1(8V) s’écrit

[c] =

pour un certain entier n, où ). est la classe représentée par une longitude canonique

orientée de V

Puisque l’image par h d’une longitude canonique de V est une longitude ca

nomque de h(V), il suit que la classe h([e]) e H1(8h(V)) s’écrit

h([c]) =

où )..‘ est la classe représentée par une longitude canonique orientée de h(V).

Ainsi, l’entrelacs orienté h(c) c 8h(V) est nul-homologue dans M \ int(h(V)). Il

existe donc une surface orientée compacte et connexe C M \ int(h(V)) avec

= h(c).

Soit $ la surface h(F0) U . Par définition, $ est une surface de Seifert pour

h(K) dans M. De plus, on a les égalités

tk(h(J), h(K)) = h(J) . 3

=h(J).h(F0)

= tk(J, K).

D

La proposition suivante donne une condition suffisante pour laquelle la variété

O
obtenue par chirurgie - le long d’un noeud satellite dans $3 n’est pas simplement

connexe.
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Proposition 3.2.3. Soit V C 53 un tore solide standard, K C int(V) un noeud

et J l’âme du tore sotide complémentaire 3 \ int(V). Notons la variété K()

et notons J,, l’image du ptongement naturel de J dans M,,. Si h V—S3 est

un ptongement fidèle tel que h(V) est noué et (h(K))() est simplement connexe,

alors J,, est trivial dans 1W,,, c’est-à-dire que J,, borde un disque dans M,,.

DÉMoNsTRATIoN. Soit N un voisinage tubulaire de K dans int(V). On a alors

l’homéomorphisme suivant

(h(K)) () (S \ int(h(V))) Uhav I1 (3.2.1)

où W est la variété (V \ int(N)) U N et : 0N---*3N est un homéomorphisme

pour lequel l’image d’un méridien de K est une courbe de pente dans 3N.

Par hypothèse, (h(K))(’) est simplement connexe. Par l’homéomorphisme

donné en 3.2.1 et le lemme suivant, on conclut que soit 53 \ int(h(V)) ou soit W

a un groupe fondamental cyclique infini.

Lemme 3.2.4. Soit M une 3-variété fermée, simplement connexe et soit T un

tore plongé dans M. Si A et B sont les deux composantes connexes de M \ T,

alors ‘‘ri(A) Z ou 7ri(B) Z.

DÉMONsTRATIoN. La variété M se décompose en ÀU et l’intersection Àn est

le tore T. Puisque M est simplement connexe, l’homomorphisme 7r1(T)—ir1(M)

induit par l’inclusion a un noyau non-trivial. Il suit que soit i r1(T)—*ri (À) ou

soit j 7T1(T)—*w1 (B) n’est pas un monomorphisme, où j et j sont les inclusions

de T dans À et respectivement.

Supposons sans perdre de généralité que l’homomorphisme i n’est pas injectif.

Par le lemme suivant, il existe un disque D dans À pour lequel l’intersection

D n T = 3D est transverse et 3D est essentiel dans T.

Lemme 3.2.5. (Papakyriakopoulos) Soit 117 une 3-variété avec bord et une

composante connexe de 3W Si l’homomorphisme ici (E)—*ici(W) induit par l’in

Q
clusion n’est pas injectif, alors il existe un disque D proprement plongé dans W

tel que 3D est une courbe non-triviale homotopiquement dans .
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DEMONSTRATI0N. Voir le théorème A.3 du chapitre 4 dans [Roil. LI

Considérons un voisinage tubulaire N de T U D dans À. Puisque la courbe

3D est non-séparante dans T, on a que N est homéomorphe à (Si x D2)\int(3),

où B est une 3-boule contenue dans l’intérieur de $ x D2. Remarquons que les

composantes connexes du bord de N sont alors T et une 2-sphère S. D’autre

part, le complément de S dans M a pour composantes connexes A’ = À \ N et

B’ = U (N \ S). Les variétés À7 et ont pour intersection S, qui est simplement

connexe. Par le théorème de Van Kampen, on obtient

iri(À7) *

Le fait que M soit simplement connexe entraîne que À7 et le sont aussi. Or, À
se décompose en A7 U N et l’intersection À7 n N est la sphère S. Le théorème de

Van Kampen donne alors un isomorphisme entre le groupe fondamental de À et

le groupe fondamental de N, car À7 est simplement connexe. Puisque la courbe

3D est essentielle dans T, la classe d’homotopie portée par 3D appartient à une

base de 7ri(T) Z Z. Il suit que fri(N) est isomorphe à Z, par Van Kampen.

D

Remarque 3.2.6. Dans ta preuve précédente, nous avons montré que si l’inclu

sion de T dans À n’induit pas un monomorphisme au niveau des groupes fonda

mentaux, alors À s ‘écrit comme une somme connexe entre un tore solide S x D2

et une 3-variété fermée simplement connexe X. On peut montrer qu’alors X doit

avoir le type d’homotopie d’une 3-sphère et qu’ainsi À doit avoir le type d’homo

topie d’un tore solide. Toutefois, nous n’utiliserons pas ce résultat.

La caractérisation suivante du noeud trivial dans 53 nous permettra d’éliminer

le cas où iri(53 \ int(h(V))) est Z.

Lemme 3.2.7. Un noeud K dans 33 est trivial si et seulement si ni(E(K)) est

isomorphe à Z.
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DÉMONSTRATION. Si K est trivial, alors E(K) est un tore solide et ainsi le groupe

‘iry(E(K)) est cyclique infiui.

Supposons que le groupe fondamental de E(K) est isomorphe à Z et montrons

qu’alors K doit être trivial. Dans ce cas, H1(E(K)) est isomorphe à iri(E(K)).

Considérons une longitude canonique Ï de K dans $3• Par définition, la courbe

t est nulle-homologue (et donc nulle-homotope) dans E(K). Le lemme de Dehu

garantit alors l’existence d’un disque D proprement plongé dans E(K) ayant pour

bord t. Or, t et K cobordent un anneau A S’ x I dans un voisinage tubulaire

de K dans 3• On obtient un disque D U A dans $3 ayant pour bord le noeud K,

ce qui implique que K est trivial dans 3•

D

Puisque h(V) est noué dans $3, il suit par le lemme précédent que ir,($3 \
int(h(V))) n’est pas cyclique infini. On conclut donc que rri(W) est isomorphe à

Z. Rappelons que W est obtenu de V en effectuant une chirurgie le long de K.

En substituant h par l’illclusion de V dans $3, l’homéomorphisme 3.2.1 devient

K () ($3 \ int(V)) U,, W

Le lemme suivant nous permettra d’obtenir le disque cherché.

Lemme 3.2.8. Soit X un tore solide dans $3, L un noeud dans int(X) et Y ta

variété (X \ int(U)) Uf U, où U est un voisinage tubutaire de L dans int(X) et

f 8U—--*8U est un homéomorphisme pour tequet t’image d’un méridien de L est

une courbe de pente dans 8U. Si iri(Y) est abélien, ators toute courbe de pente

—% dans 8Y borde un disque proprement plongé dans }Ç où q wx(L). De ptus,

te bord d’un disque proprement ptongé dans Y est soit une courbe non-essentiette

dans 8Y soit une courbe de pente r dans Y.

DÉMONSTRATION. Supposons sans perdre de généralité que X est un tore solide

standard. Si ir,(Y) est abélien, alors H, (Y) est isomorphe à rri(Y). Pour montrer

qu’une courbe e C 3Y de pente borde un disque proprement plongé dans Y,

C
il suffit alors de montrer que cette courbe e est nulle-homologue dans Y, par le

lemme de Dehn.
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Remarquons que X \ int(U) est l’extérieur de l’entrelacs L u L dans $3, où L

O est l’âme de $3 \ int(X). Par conséquent, H1(X \ int(U)) Z Z a pour hase

{ Àx, ,uL}, où est représentée par une longitude de X et PL par un méridien

de L. Notons que q est égal à signe près au nombre d’enlacement tk(L, L). On a

les égalités suivantes

q = wx(L)

= +tk(L, L)

= ±lk(L, L)

où tX e H1(X \ int(U)) est représentée par un méridien de X. Calculons les

coordonnées de ttX et À1 dans la base {)‘x, i1}. Puisque tk(ux, L) est nul (car

un méridien de X borde un disque dans le complément le L), on obtient

= tk(six, L»iL

= +qt e H1(X \ int(U)).

Par défiuition, lk(ÀL, L) est nul. On a donc les égalités

= 1k(L, L)À

= tk(L,L)\x

= +q.\x e H1(X \ int(U)).

On peut maintenant exprimer la classe [e] H1 (X \ int (U)) en termes des classes

[1L et /\L.

r i 2
[C] /X + nq Ax

= +q( + nL).

Or, une courbe simple fermée de pente dans 0U C Y est nulle homologue dans

Y par définition de Y. Par conséquent, la courbe e est nulle-homologue (et donc

nulle-homotope, car ‘îri(Y) est abélien) dans Y. Il suit que e est le bord d’un disque

proprement plongé dans Y.
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Soit D un disque orienté proprement plongé dans Y dont le bord est une

courbe essentielle dans 8Y. Montrons que 0D est alors de pente r dans 0Y. La

variété Y se décompose en (X \ int(U)) U U,.,, où U est un tore solide tel que

U,, n (X \ int(U)) = 0U = 8U et un méridien de U,., est de pente dans 8U.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que D intersecte transversalement

l’âme L7., de U dans Y. L’intersection D n U est alors une union U1D, où les

D sont des disques méridionnels de U deux à deux disjoints. Munissons les D

de l’orientation induite par D. La courbe 8D est homologue à cjm dans

X \ int(U), où cj est le nombre d’intersection L,., D et m = 8D est muni de

l’orientation induite par D. Notons cv la somme c.,. On a donc les égalités

[8D] = cv(u + nÀL)

= cvi1 + cvnq\x e H(X \ int(U)).

Supposons que 8D est de pente dans 8Y. On obtient alors

[8D] = +aq,uL + b,\x e H(X \ int(U)).

On conclut que cv +aq et que +cvnq = b. La courbe 8D est de pente =

dans 8Y.

D

Par le lemme précédent, le fait que rr1 (T’V) Z soit abélien entraîne qu’une

courbe de pente dans 8W borde u disque D proprement plongé dans W, où

q = wv(K). Or, W est l’extérieur de J,., dans K(). De plus, ‘y est une longitude

de J.,.,. Il existe donc un anneau A S’ x I dans 3 \ int(V) tel que 8A = J,., U
.

Le disque cherché est alors D U A.

D

Par la proposition précédente, pour montrer que (h(K))() n’est pas simple

ment connexe pour un certain n, il suffit de montrer que le noeud J,., n’est pas

trivial dans M = K(). Pour ce faire, nous étudierons certains invariants du

G
noeud J,.,. Plus précisément, nous considérerons la fonction signature associée à

J,.1.
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3.2.2. Signature d’un entrelacs dans une 3-sphère homologique

3.2.2.1. Forme de Seifert

La proposition suivante nous permettra d’introduire la forme de Seifert as

sociée à une surface compacte, connexe, orientée et avec bord plongée dans une

3-sphère homologique. Plusieurs invariants des entrelacs peuvent être dérivés à

l’aide de cette forme, notamment la fonction signature associée à un entrelacs.

Tout au long de cette section nous supposerons que les sphères homologiques

considérées sont orientées.

Proposition 3.2.9. Soit F une surface (tisse) avec bord, compacte, orientée et

connexe ptongée dans une 3-sphère homo togique M. Il existe une unique forme

bitinéaire s H;(M\int(F)) x H1(int(F))—÷Z tette que pour toute courbe simpte

fermée orientée a dans M \ int(F) et toute courbe simpte fermée orientée b dans

int(F) on a t’égatité

s([a], [b]) = tk(a, b).

DÉMONSTRATION. Soit V un voisinage tubulaire (fermé) de F dans PvI, c’est-

à-dire que V est un sous-ensemble fermé de M contenant F pour lequel on a

( F) (F x [—1,1], F x {O}).

Notons n le nombre de composantes connexes de 8F. En attachant n disques

disjoints à F le long de 8F on obtient une surface fermée, orientable et connexe

de genre g. Il suit que F s’obtient d’un disque D en y attachant 2g + n — 1 1-anses

x D à l’aide d’un plongement ç: U8D x D—8D. En d’autres termes on

a F D U LD x D. Remarquons qu’en général, les “bandes11 D’ >< D’ de F

seront “tordues” et entrelacées entre elles. On conclut que le voisinage V est un

corps à anses de genre 2g + n — 1, c’est-à-dire que V est obtenu d’une 3-boule B

en attachant le long de 83 2g + n — 1 1-anses D x D?. En d’autres termes on a

V 3 u, UD x D?, où ‘e’: U8D x D?—83 est un plongement. Remarquons

que les inclusions F—*V et ]W \ int(V)—+iVI \ int(F) sont des équivalences

d’hornotopie. La suite de Mayer-Vietoris pour M = V U (M \ int(V)) donne un
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FIG. 3.1. Les représentants des générateurs de H1(F).

isomorphisme y: H1(8V)—--÷H1(V) Hy(M\int(V)), car 112(M) = 111(M) est

trivial.

Considérons la base {[f]}1 de H1(F), où fj est l’union de l’âme D x {O}

de la 1-anse D x D avec un arc proprement plongé dans D reliant les deux

points 8D x {O} (f est munie d’une orientation quelconque). On choisit une

base {[fÇ]}n_l U {[e]}’ de H1(8V) telle que les f et les e sont des

courbes simples fermées orientées dans 8V vérifiant, pour tout i et pour tout j,
les conditions suivantes

(1) f est homologue à f dans V;

(2) e borde un disque proprement plongé D dans V pour lequel f D
=

f f
f,,

2g+I 2g+n-l

o

o

f f,

e e,
e,

FIG. 3.2. La surface 8V.
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Notons k et Ï les inclusions respectives de 8V dans V et dans M\int(V). Puisque

Q la courbe e est nulle-homologue dans 1% on a

v([ei]) = (O,t([e])), Vj.

De plus, on sait que 111(V) a pour ba.se {[f]}. Il suit que, pour tout i, les

coordonnées de k([ffl) dans cette base sont toutes nulles, sauf la i-iéme qui est

1. De plus, le fait que u est un isomorphisme implique que H1(M \ int(V))

H1(Il’I \ int(F)) a pour base les 1([ei]), que nous noterons [ci] pour simplifier la

notation.
On peut maintenant définir la forme bilinéaire cherchée. Soit s H1 (M \

int(F)) x Hi(int(F))—*Z la forme bilinéaire définie par

s([e], [fi]) = tk(e, f)

— Jo, siii

li, sinon.

Par définition s est non-singulière. Il reste à voir que s([a], [b]) est égal au

nombre d’enlacement tk(a, b), pour ci et b deux courbes simples fermée orientées

dans M \ int(F) et int(F) respectivement.

Dans les bases considérées, les classes [ci] et [b] s’écrivent

[ci] = [e] e Hi(M\int(F)) et [b] = [f] E H1(int(F)).

On remarque que H1(M \ f) est engendré par [e] et que pour tout i distinct

de j, e est nulle-homologue dans M \ f. On a donc les égalités suivantes

lk(a, fi) =

Par conséquent, on obtient

lk(a,b) = [cÏk(a,f)

=

= s([a], [b]).

L’unicité de s suit directement de la condition s([a], [b]) = tk(a, b). D
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Définition 3.2.10. Soit F une surface (tisse) avec bord, compacte, orientée et

connexe pionqée dans une 3-sphère homologique M. Soit V F X [—1, 1] un

voisinage tubulaire de F dans M. Posons et i tes ptongements de F dans

M \ F définis par i(x) (x, +1), pour tout x dans F. Si e est une courbe simple

fermée dans F, nous noterons i+(c) par c+. La forme de Seifert de F, notée cx,

est définie par

Hi(int(F)) x Hi(int(F))—Z,

(x,y) s((i)(x),y)

où s est ta forme bilinéaire donnée par la proposition précédente.

Remarquons qu’il y a ambiguité quant à la direction normale positive à la

surface F dans M. Nous conviendrons que le fibré normal VF de F dans M est

orienté de manière à ce que la somme des orientations du fibré tangent TF et du

fibré normal VF donne l’orientation de TFM.

Remarque 3.2.11. Soit a et b deux courbes simples fermées orientées dans

int(F). Les courbes a et a étant homologues dans M\b+, on conclut que tk(a, bj

est égal à tk(a, bj. De plus, b et b sont homologues dans M\a. Ainsi, lk(b, aj

est égal à tk(b, aj. On obtient alors les égalités suivantes

aF([a], [b]) = tk(a, b)

= lk(a, bj

= lk(a,bj.

Exemple 3.2.12. Soit F la surface de Seifert (pour le noeud de trèfle) dans
33 donnée par la figure ci-dessous. Le groupe Hi(int(F)) a pour base les classes

d’homologie représentées par les courbes simples fermées orientées a et b (voir la

figure 3.3). Rappelons que la direction normale positive à F dans 3 est donnée

par ta règle de la main droite. À t’aide de la figure, on voit que la matrice de la

forme de Seifert u de F est

4—’ 1

‘ç O —1
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FIG. 3.3. Une surface de Seifert pour le noeud de trèfle.

Remarque 3.2.13. Si —F est F munie de l’orientation opposée, alors on a

= Par ta remarque précédente, on conclut que UF(X, y) est égal à u—F(y, x),

pour tout x et y dans Hi(int(F)). Ainsi, pour une base fixée de H1(int(F)), la

matrzce -4F de Uf est égale à ta transposée de ta matrice À_F de —F

La forme de Seifert d’une surface F avec bord, connexe, compacte et orientée

dans une 3-sphère homologique ii est reliée à la forme d’intersection t: H1 (F) x

H1(F)—>Z sur F. Fixons une base de 111(F) pour laquelle tous ses éléments

sont représentés par des courbes simples fermées dans int(F). Soit a et b des

courbes simples fermées orientées représentant des éléments de la base de H1 (F)

considérée.

Soit V F x [—1, 1] un voisinage tubulaire de F dans M. Orientons lr et

b+ de manière à ce qu’ils soient homologues à b dans V. Considérons la bande

B = b x [—1, 1] contenue dans V. Orientons la surface B de manière à ce qu’elle

induise l’orientation —b U b+ sur son bord, où —b est b muni de l’orientation

opposée.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que a est transverse à B dans V.

Q
Notons c le nombre d’enlacement lk(a, b+) et choisissons un méridien orienté

de b tel que tk(p, bj = lk(L, bj = 1. Puisque a est homologue à



60

dans M \ (b U bj, on obtient

G
a.brrza.B

=cB+•B

= c car B —1

=tk(a,b)—lk(a,b)

= u([a], [b]) - u([b], [a]).

La matrice de la forme d’intersection t dans la base considérée est donc A — AT,

où A est la matrice de la forme de Seifert de F dans cette base.

Proposition 3.2.14. Soit F une surface de Seifert d’un noeud orienté dans une

3-sphère homotogique M. Si A est ta matrice de ta forme de Seifert associée à F

pour ‘une base quetconque de Hi(int(F)), alors te déterminant de A — AT est 1.

DÉMONSTRATION. Puisque F n’a qu’une composante de bord, on peut choisir

une base {x1, Yi,• .
. ,.x, yg} de H1(int(F)) telle que pour tout i et j on a x y =

ôj, où g est le genre de F. La matrice diagonale par blocs suivante est la matrice

de la forme d’intersection de F dans cette base

01

—1 0

01

—1 0

01

—1 0

Soit A la matrice de la forme de Seifert de F pour une base quelconque de

H1 (int(F)). Puisque la matrice A — AT et la matrice précédente sont égales à

Q
conjuguaison par une matrice de G129(Z) près, on a que det(A — AT) est 1.

D
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3.2.2.2. fonction de signature

Nous débutons en rappelant la définition de la signature d’une forme hermi

tienne stir un espace vectoriel de dimension finie sur C.

Définition 3.2.15. Une fonction f : C” x C”—C est appelée forme hermitienne

sur C’ si elte est linéaire par rapport au premier argument, anti-linéaire par

rapport au second argument et vérifie f(x, y) f(y, x), pour tout x et tout y dans

C”. La matrice A de f dans une base {e} de C” est donnée par = f(e, e).

Remarquons que les entrées diagonales de la matrice d’une forme hermitienne

dans une base quelconque sont toutes réelles.

Théorème 3.2.16. (Sylvester) Si f est une forme hermitienne sur C”, alors il

existe une base B de C” telle que la matrice de f dans la base B, notée A3(f), est

diagonale. De plus, si B et B’ sont deux bases de C” telles que A3(f) et A3(f)

sont diagonales, alors A3(f) et Api(f) ont le même nombre d’entrées diagonales

strictement positives.

Remarquons que puisque A3 (f) et A (f) ont le même rang r, ces deux ma

trices ont aussi le même nombre d’entrées diagonales strictement négatives r
—

p.

Définition 3.2.17. Soit f une forme hermitienne sur C”. La signature de f,
notée sign(f), est définie par sign(f) p — q, où p et q sont respectivement

le nombre de valeurs propres strictement positives et strictement négatives de la

matrice de f dans une base quelconque.

Définition 3.2.18. Soit F une surface de Seifert dans une 3-sphère homologique

M et A la matrice de la forme de Seifert associée à F pour une base quelconque

de Hi(int(F)). La fonction de signature de F, notée >p S’—*Z, est définie par

F(C) sign((1 — A + (1 — )AT), pour tout dans 51

Remarque 3.2.19. Si F1 et F2 sont deux surfaces de Seifert dans une 3-sphère

homologique M et f t M——M est un homéomorphisme isotope à l’identité tel

que f(F1) = F2, alors p1 =

En effet, f étant isotope à l’identité de M, il suit que f préserve l’orienta

tion de I’i (car f induit l’identité en homologie). Par conséquent, f préserve la

forme d’intersection de M, c’est-à-dire X . Y = f(X) . f(Y), pour X et Y deux

sous-variétés compactes, orientées et proprement plongées dans M pour lesquelles
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dim(X) +dim(Y) = dim(M). En particulier, si J et K sont deux noeuds orzentés

Q disjoints dans M et f est une surface de Seifert pour K dans M, alors on obtient

tk(J,K) = JF

=f(J).f(F)

= lk(f(J), f(K)).

Si a et b sont deux courbes simples fermées orientées dans int(Fy), alors lk(a, b+)

est égal à tk(f(a), f(bj). Par conséquent, on a l’égalité Fy (x, y) = uF2(f*(x), f*(y)),

pour tout x et tout y dans Hi(int(Fi)). Les fonctions de signatures de F1 et F2

sont donc égales.

On a montré à la remarque précédente que la forme de Seifert F est un

mvariant de la surface F. Par contre, la forme de Seifert n’est pas un invariant

de 8F, car il existe des surfaces de $eifert de genres différellts pour un entrelacs

donné. Le théorème suivant affirme que toutes les surfaces de Seifert de l’entrelacs

8F ont la même fonction de signature.

Théorème 3.2.20. Soit F1 et F2 deux surfaces de Seifert dans une 3-sphère

homologique M. Si les entrelacs 8F1 et 8F2 sont isotopes dans M (en préservant

l’ordre et l’orientation des composantes), alors YF1 = EF2.

DÉMONSTRATION. Si 8F1 et 8F2 sont isotopes, alors F2 peut être obtenu de F1

par une composition finie de O-chirurgies, 1-chirurgies et d’isotopies ambiantes.

On a vu à la remarque précédente que la fonction de signature reste inchangée

après un isotopie ambiante.

Considérons le cas où F2 s’obtient de F1 par une 1-chirurgie, c’est-à-dire que

F2 se décompose en F1 \ int (D U D’) UT, où D et D’ sont des disques disj oints dans

int(Fi) et T S’ xI est un tube dans M tel que TflF1 = 8T = 8(DUD’). Pour

comparer les formes de Seifert de F, et F2, nous devons tout d’abord exprimer

111(F2) en termes de II,(F,).

Soit m la courbe simple fermée 1 x {} C T munie d’une orientation quel

conque. Soit c un arc proprement plongé de F, \ int(D U D’) reliant un point x
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de 3D à un point x’ de 3D’ et. soit un arc proprement plongé de T reliant r à

r’. Notons t la courbe simple fermée c U orientée telle que rn• t = +1 dans F2.

Le théorème de i\’Iayer-Vietoris nous donne une suite exacte

oH1(aT) H1(F1 \ int(D U D’)) 111(T) H1(F2) H0(8T).

On a donc la courte suite exacte

OIm(g)Hi(F9) Im(h)O.

Un calcul direct du noyau de l’homomorphisme Ho(8T)—JIo(Fi\int(DUD’))E

110(T) de la suite de Mayer-Vietoris nous donne que l’image de h est le groupe

abélien libre avec base la classe représentée par 3c = — r’). Posons s

Im(h)—*H1(F2) l’homomorphisme défini par s([3c]) = [t]. Par définition de

s et h, on a que h o s est l’identité de Im(h). Ainsi, H1(F2) se décompose en

Im(g) Im(s) = Im(g) < [t]>.

On remarque que Im(g) est donné par

Im( )
H1(F1 \ int(D U D’)) 111(T)

g—
Im(f)

Or, H1(F1 \int(DU D’)) est isomorphe à H1(F1) où le facteur Z2 a pour base

{[OD], [3D’]}. De pltis, Im(f) est le sous-groupe de Hi(Fi\int(DUD’))Hi(T)

ayant pour base {([0D], [m]), ([3D’], {m])}. Il suit que Im(g) est isomorphe à

H1(F1) Z, où le facteur Z est engendré par [rn]. On conclut donc que H1(F2)

est isomorphe à H1(F1) Z2 où le facteur Z2 a pour base {[m], [t]}.

Notons A la matrice de F1 pour une base B de H1(int(F1)) fixée. La matrice

A’ de Jp2 pour la base B U {[m], [t]} est donnée par

AOv

A’= o o o
u’ 1 n

Q
où u est une matrice colonne, y’ est une matrice ligne et n est un entier.

La matrice A’(() = (1 — (jA’ + (1 — jAIT est alors donnée par
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A() 0 w

A’(ç)= 0 0 l—

T z

où A() = (1 — )A + (1 — )AT, w est une matrice colonne et z est 1111 nombre

complexe.

Par définition, EF1(1) et F2(1) sont tous deux nuls. Pour ( 1, après un

changement de base, A’(ç) devient

A(C) 0w

A”)= 0 0 1

T 1 z

Ce changement de base correspond à multiplier l’avant-dernière colonne de

A’(C) par (1 — C)’ et à mutiplier l’avant-dernière ligne de A’() par (1 —

ce qui revient à conjuguer A’() par une matrice unitaire dans U(r), où r est

le rang de Hi(int(F2)). La signature de la matrice A”() est donc la même que

celle de A’((). En utilisant la ligne (0,0, . . . ,1) de A”() pour éliminer w (et

donc éliminer ïT en utilisant la colonne correspondante), on obtient une matrice

unitaire P pour laquelle

—T tA(C) 0
PA”)P I,

0 C)

(0 1
où C est la matrice I

z

Ainsi, la signature de A’(ç) est la somme des signatures de A() et de C. Or,

les valeurs propres de C sont non-nulles et de signes opposés, car le déterminant

de C est négatif. On conclut que la signature de C est nulle. On a donc montré

que p1(() et F2(C) sont égaux.

O
Si F2 s’obtient de F1 par une 0-chirurgie, alors F1 s’obtient de F2 par une

1-chirurgie et la démarche précédente nous donne = F2
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D

Définition 3.2.21. Soit L un entrelacs orienté dans une S-sphère hornotogique

M. La fonction de signature de L, notée L : S’Z, est définie par L

où f est une surface de Seifert pour L dans M.

Par le théorème précédent, ZL est bien défini. Si —L est l’entrelacs L où on

a changé l’orientation de chaque composante, alors ZL est égal à >Z_L. En effet,

si F est une surface de Seifert pour L dans M et que —F est la surface F munie

de l’orientation opposée, alors —F est une surface de Seifert pour —L dans M. Si

Af est la matrice de la forme de Seifert F pour une base de H1(int(F)) fixée et

qe A_F est la matrice de —F pour cette même base, alors A_f = A3. Puisque

la signature d’une matrice hermitienne ne change pas sous transposition, on a

= —F• En particulier, pour un noeud K, la fonction de signature ne dépend

pas de l’orientation de K.

Exemple 3.2.22. Considérons ta surface F C 53 de l’exemple précédent. Le

noeud K = 0F est te noeud de trèfle (à droite). Calculons ta fonction de signature

ZK. La matrice A de ta forme de Seifert F est

t—i i
A=(

0 —i

Pour ( S’, la matrice A(C) = (1 — ()A + (1 — )AT est donnée par

A(C)=( -

\ i- -i2

où on a utilisé la relation ji
—

= (1
— () + (1

—

On peut ensuite montrer que A(C) est congruente, e ‘est-à-dire égale à conju

gaison dans U(2) près, à ta matrice suivante
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Pour 1, la signature de A(() est ators donnée par

C o, cos O >

sign(A()) = —1, si cos O

—2, si cos O <

Remarquons que Zjç est constante (et donc continue) sur tes composantes

connexes de $1\{e, e}. Pour un noeud quelconque K, on peut montrer que

est constante sur les composantes de 51\(’(O)u{l}), où A(t) = det(uK—tuI)

est le polynôme d’Alexander de K.

Nous terminons cette section en considérant la fonction signature de l’image

mirroir d’un noeud.

Proposition 3.2.23. Soit K un noeud dans une 3-sphère homologique M et K’

l’image de K par un homéomorphisme f i1i—--*JW renversant l’orientation de

M. On a alors l’égalité suivante

=

DÉMONSTRATION. Puisque f renverse l’orientation de M, on a que f change le

signe de la forme d’intersection SIIT M, c’est-à-dire on a l’égalité X Y = —f(X).

f(Y) pour X et Y des sous-variété compactes, orientées et proprement plongées

dans M pour lesquelles dim(X) + dim(Y) = dim(M). Fixons une orientation sur

K. Soit F une surface de Seifert pour K dans M et notons F’ la surface f(F).

On oriente F’ de manière à ce que le diagramme suivant commute

M\F M\F’

f

Si a et b sont deux courbes simples fermées orientées dans int(F), on a

lk(a,bj = —lk(f(a),f(bj).
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Par le choix de l’orientation de F’, on a f(b+) = f(b)+. Par conséquent, si A

est la matrice de F pour une base B de Hi(int(F)), alors —A sera la matrice de

F’ dans la base J(B) de Hy(i’nt(F’)).

D

On remarque que si K est isotope à K’, alors la fonction de signature >K

s’annulle partout sur S. Par exemple, on peut montrer (à l’aide de diagrammes

planaires et des mouvements de Reidemeister) que le noeud de huit est isotope

à son image mirroir dans $3 La fonction de signature de ce noeud est alors

identiquement nulle. Nous avons vu à l’exemple précédent que le noeud de trèfle

à droite a une fonction de signature qui prend des valeurs noil-nulles. Ainsi, le

noeud de trèfle à droite n’est pas isotope à son image mirroir dans 33, le noeud

de trèfle à gauche.

3.2.3. Revêtements ramifiés

Dans cette sous-section, nous introduisons les revêtements cycliques d’une

4-variété N ramifiés le long d’une surface F proprement plongée dans N. Nous

verrons ensuite le lien entre les signatures d’un tel revêtement ramifié et la fonction

de signature de l’entrelacs F (lorsque 8N est une 3-sphère homologique). Le but

sera ensuite de déterminer l’effet d’un chirurgie de Dehn sur les signatures d’un

entrelacs à l’aide des revêtements ramifiés.

3.2.3.1. Définition et existence

Définition 3.2.24. Soit X2 et j(n+2 deux variétés tisses et A une sous-variété

proprement plongée dans X. Une fonction continue p J(—X est appelée un

revêtement ramifié (cyclique) à in feuilles du couple (X, A) si elle satisfait tes

conditions suivantes

(1) À = p’(A) est une n—sous-variété proprement plongée de ;

(2)p(À)=A etp(\À)=X\A;

(3) la restriction p ) \ À—X \ A est un revêtement régulier avec groupe

d’automorphismes Z/m et la restriction p : À——A est un homéomor

phisme;
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() pour chaque point a e A il existe un n-disque D C A contenant a pour

lequel il existe des plongements q5: (D x D2 D x {O})—+(X, D) et a:

(b x D2, b x {O})—*(, b) tets que te diagramme suivant commute

DxD2 >

DxD2 >X

où b p1(D) et /tm(, z) = (p(), Z).

Nous étudierons les revêtements ramifiés cycliques des couples (N4, F2) dits

m—spéciaux.

Définition 3.2.25. Soit N une -variété tisse, compacte, connexe et orientée pour

laquelle 111(N) = O et H1(8N) = O, si 8N est non-vide. Soit F une surface com

pacte, connexe, orientée proprement plongée dans N. On dit que le couple (N, F)

est m—spécial, pour un entier m fixé, si m divise la classe [F, aFIN e H2(N, aN),

c’est-à-dire s’il existe une classe e H2(N, 8N) pour laquelle [F, 8F]N m.

La proposition suivante assure l’existence d’un revêtement ramifié cyclique

d’un couple m—spécial (N, F) pour lequel F a un fibré normal trivial dans N.

Mentionnons qu’il existe un tel revêtement ramifié dans le cas où le fibré normal

de F n’est pas trivial (voir [VI). Cependant, ce dernier cas ne sera pas considéré.

Proposition 3.2.26. Si (N, F) est un couple m—spécial et que F a un fibré nor

mal trivial, alors il existe p: N—*N un revêtement ramifié cyclique à m feuilles

du couple (N, F) pour lequel i est une variété compacte, connexe et orientée de

manière à ce que p soit de degré m.

De plus, il existe un homéomorphisme T : NZ*N d’ordre m, c’est-à-dire

pour lequel m est l’entier positif minimal tel que Tm = 1, préservant l’orientation

de N, ayant son ensemble de points fixes égal à Ê et vérifiant p o T = p. Il

existe un voisinage tubulaire i? Ê x D2 de Ê dans J pour lequel la restriction

T : Ê x D2——Ê x D2 est donnée par T(x, z) (x, ze). La restriction de T

N \ F est un automorphisme d’ordre m du revêtement piST \ F.
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DÉMoNsTRATION. La preuve qui suit est une généralisation de la construction

de Kauffman (voir [K2] section 4) du revêtement ramifié de D2+2 le 1011g d’une

variété compacte, connexe, orientable et proprement plongée F2 dans D22 qii

est isotope (en fixant 8F) à une sous-variété de 8D2’2.

Soit t : (F x D2, F x {0})—(N, F) un voisinage tubulaire de F dans N,

c’est-à-dire t est U11 plongement et t(x, 0) = x, pour tout x dans F. Notons N0

l’extérieur N\t(Fxint(D)) de f dans N. Remarquons que NOUtIFX0D(FXD) est

homéornorphe à N. Pour obtenir le revêtement ramifié cherché, nous construirons

un revêtement à m feuilles de N0, correspondant au noyau d’un épimorphisme (à

définir) 7r1(No) —*Z/m. Pour ce faire, débutons en calculant H1 (N0). Considérons

le diagramme commutatif suivant

H2(N) H2(N,N0)
8

H1(N0) > H(N) o

t*î
H2(F x D,F x OD) H1(F x 8D)

i*Î
0 >H2(D,8D)

8
>H1(8D) >0

Les lignes du diagramme correspondent aux longues suites exactes des couples

(N, N0), (F x D, F x 8D) et (D, 8D). Notons que le diagramme commute par

naturalité des suites associées aux couples. La fonction i est l’inclusion de N dans

(N, N0) et j dénote l’inclusion d’une fibre D de F x D a dessus d’un point fixé

x0 de F, c’est-à-dire j : D—*F x D: z —÷ (xo, z).

Par excision de N\t(FxD), on obtient que t. t H2(Fx D, Fx8D)—>H2(N, N0)

est un isomorphisme. Le fait que j t H2(D. 0D)—>H2(F x D, F x 8D) est un

isomorphisme découle du théorème de Kunneth. Plus précisément, on a le dia

gramme commutatif suivant

H2(D,8D)
f’

Ho({xo})

H2(FxD,Fx0D)
2

>H0(F)
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où fi et f2 sont les isomorphismes de Kunneth pour les D2—fibrés triviaux sur

{ xo} et F respectivement. La flèche verticale de droite est induite par l’inclusion.

Par ce diagramme, j est un isomorphisme.

Le premier diagramme nous donne un isomorphisme n.: H2(N, N0)—--*H1 (3D)

définit par n. = 3 o (t o j)—’. Orientons D de manière à ce que le disque

= t({xo} x D) intersecte la surface F transversalement dans N en exac

tement un point de signe +1. Identifions H1(3D) à Z en munissant 3D de l’orien

tation induite par celle de D. Par définition de n., on remarque que H2(N, N0) est

engendré par la classe représentée par le disque orienté D.

Considérons l’homomorphisme ). = n. ci. : H2(N)—Z. La longue suite exacte

du couple (N, N0) nous donne le diagramme commutatif suivant

H2(N) H2(N,N0) H1(N) o

On obtient alors

111(N0) H2(N,No)/Im(i)

Z/Im(\)

Z/n,

où Im)s) = nZ c Z. À l’aide du diagramme définissant n., on peut déterminer

pour tout dans H2(N). En effet, si est une classe dans H2(N), alors il

existe une surface fermée orientée $ dans int(N) pour laquelle = [$]iv é H2(N).

Sans perdre de gélléralité, on peut supposer que $ intersecte F transversalement

dans N et que $ n 3F est vide. Il suit que l’intersection S n t(F x D) est une

union disjointe (finie) de disques où est le disque t({x} x D) muni

de l’orientation induite par $ et x est un poillt de int(F), pour tout i. La classe

i () dans H2 (N, N0) est alors représentée par le 2-cycle D où, afin d’alléger

la notation, nous avons noté un 2-cycle fixé de (N, N0) représentant la classe

fondamentale de Puisque F est connexe par arcs, pour chaque i, le 2-cycle

est homologue au 2-cycle eD0 dans (N, N0), où c est le nombre d’intersection
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D f. On obtient alors les égalités

Z8oj’ ot:’([D])

= o o

= c8oj’([{xo} X D])

= e1aD1.

Or, le nombre d’intersection $• F = • [F, aFIN est égal à la somme i. on
conclut que ) est donné par

\() =. [F,8F]N.

Puisque m divise la classe [F, 8F]N, il suit que n-i divise n. Le groupe H1(N0)

est donc cyclique et son ordre n est un multiple de m. De plus, H1(N0) est

engendré par la classe représentée par le cercle orienté aD0. Le théorème des

coefficients universels en homologie donne l’isomorphisme

H1(No; Z/m) H1(N0) ®z Z/m

Z/n ®z Z/m

Z/pgcd(n, m)

Z/m, car m divise n.

Soit ç: rr1(No)—*Z/m l’épimorphisme donné par la composition suivante

1(N0)
Hurewicz

H1(N0) Hi(No;Z/m) Z/m,

où l’homomorphisme H1(No)—*H1(No; Z/m) est donné par 01.

Soit p : JÇT0_—+N0 l’unique revêtement (connexe) de N0 réalisant Ker(). Le re

vêtementp est alors régulier et Aut(p) est isomorphe au quotient r1 (No)/Ker()

Z/m. Remarquons que par définition, le noyau de est exactement l’ensemble

des classes d’isotopie de lacets u dans N0 tels que u est homologue à un multiple

de n-i fois 3D0 dans N0.



72

Soit ,u: F x 3D—*F x 3D le revêtement défini par t(x, z) (x, Zm), pour

tout (x, z) dans F x 3D. Montrons qu’il existe un plongement t’ F x

tel que t’(F x 3D) = t(F x 3D) et la composition t’ o t se relève par rapport à

p, c’est-à-dire il existe une solution au problème suivant

Fx3D

Il

t
t’

Fx0D >N0

Soit u F—3D une fonction continue. Notons u, le plongement F—OE x

3D : x —* (x, u(x)) et notons F l’image de ui,. Montrons en premier lieu qu’il

existe un u pour lequel l’homomorphisme H1(F)—÷H1(N0) induit par la restric

tion de t à F,, est trivial.

Soit {c, . . . ,€k} une base de H(F) et notons {c,. . . , d} la base de H1(F)

définie par cj = (r)(cj), où r : F—--*F est la restriction de u sur son image.

Par le théorème de Kunneth, H1(F x 3D) est isomorphe à H1(F0) H1(3D), où

F0 = F x {Ï} c F x 3D. Le diagramme commutatif suivant résume la situation

cji -cj+n[3D]

(T

où t est l’inclusion de F, dans F x 3D et les n sont des entiers tels que u(c) =

n[3D]. Notons t0 : F0—÷N0 la restriction de t à F0 et notons (t0)(c) =

m[0D0] e H1(N0), pour tout i. On a le diagramme commutatif suivant

t,,
N0

F x 3D
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où t,, est la restriction de t à Fi,. À l’aide du foncteur H1, on obtient le diagramme

commutatif

I (m + )[aD]

ci+n[8D]

Pour que (ta),, soit trivial, il suffit de choisir u : F—S’ de manière à avoir

n = —rn, pour tout j. Cette dernière condition est équivalente à demander que

u(cij) soit égal à —m[8D], pour tout i. Remarquons que les m ne dépendent

que de t, par définition.

Le choix d’un tel u est possible car il existe des courbes simples fermées

orientées ‘y, ,‘Yk dans int(F) telles que

(Ï) [yj] = aj e H1(F), pour tout i;

(2) U1’y est homéomorphe à un bouquet de k 1-sphères;

(3) l’inclusion de U1’-y dans F est une équivalence d’homotopie.

On n’a alors qu’à choisir pour chaque i une fonction continue u: (yj, *)—*(8D, *)

de degré —mi, où * est le point d’intersection des ‘yj. La fonction u cherchée est

alors définie par le diagramme commutatif suivant

g
F -- U7

iu

où g est un inverse homotopique de l’inclusion de Uj-y dans F. On définit t’

F x 8D—*N0 par le diagramme

tJ
FxDD >N0

t,

Fx8D
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où F x DF x aD: (x. z) I,’ (x, u(x)z). On obtient alors

(t).=D

H1(F) 111(N0)

1.
H1(F0)

où t est la restriction de t’ à F0. Puisque le diagramme précédent commute,

il suit que (t) est trivial. Le plongement t’ induit alors en homologie H1(F0)

H1(3D)—H1(N0) $ (a[OD]) F—* a{aD]. De plus,

7ri(8D) est donné par (c3) = (,/3mn).

L’homomorphisme d’Hurewicz donne le diagramme commutatif suivant

ni(Fo) x ni(8D)
(t)

ni(No)

Hurewicz Hurewicz

(t’).
H1(F0) H1(3D) H1(N0)

Par définition, l’épimorphisme se factorise en

rri(No) Z/m

Hurewiez Z
H1(N0)

Pour un élément (c,t3) de iri(Fo) x iri(ÔD), on a

(n$,/3)

p

(t’)
(3m) I (tF)fl(€3m)

Hurewicz Hurewicz J
(d,,Bm) I m(t’)cB) I O

Par conséquent, l’image de (t’ o ji) est contenue dans le noyau de ç. Or, par

définition du revêtement p, l’image de p est égale à Ker(ç). Il suit que t’ o u se

relève par rapport à p en une fonction continue : F x
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Remarquons que la fonction est un plongement. En effet, si (x, z) est égal à

(x’. z’), alors tt(x, z) est égal à tc(x’, z’), par définition de et car t’ est injective.

Par conséquent on a x’ = x et. z’ ze, pour un certain entier k. Considérons u

l’arc de f x S reliant (x, z) à (x, z’) défini par u : IF x : s
‘‘ (, ze,s).

On a alors que ou èst un lacet de 1o basé en (x, z) et donc la classe d’homotopie

du lacet p o o u dans N0 appartient à p(n(1’o)) = Ker(). Par définition de

u, l’image par de la classe d’homotopie de p o o u = t o o u dans N0 est

e Z/m. On conclut alors que m divise k et donc (x, z) = (x’, z’). La fonction

est donc injective. Puisque le domaine de i est. compact et que son codomaine est

un espace Haussdorff, il suit que est une fonction fermée et donc un plongement.

On peut prolonger t’ sur F x D

FxD N

FxD

où F x D—--OE x D : (x, z) i’ (x, u(x)z). La variété N est homéomorphe à

N0 Ut!IFXOD (F x D). On pose = I/o U (F x D) et le revêtement ramifié

j5: N—N est défini par

p(x), sixJ0
j5(x) =

(y, zm), si x = (y, z) E F X D.

Remarquons que j5 est bien défini par définition de . On note C 1ï l’image du

plongement naturel de F x {O} dans ]/.

Considérons maintenant r l’automorphisme de p correspondant au générateur

I de Z/m via l’isomorphisme Aut(p) ry(No)/Ker(b) Z/m. Nous verrons que

la restriction r : (F x 8D)---i(F x 8D) est donnée par r(t(x, z)) (x, ze).

En utilisant le fait que T est un automorphisme de p et la définition de , on voit

qu’il existe ue fonction k: F x D—*{Ï,. . . ,m — 1} pour laquelle r(t(x, z)) =

(x, ze2’). De plus, on peut montrer que k est continue et donc constante, car

F x 8D est connexe. Or, r correspond à l’élément de iri(No)/Ker() représenté

par la classe d’homotopie de 8D0 dans N0. Il suit que k(io, ) = 1, c’est-à-dire
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T(t(xo, 1)) (xo, e). On obtient donc r((x, z)) = (x, ze), pour tout (x, z)

dans F x D.

On peut maintenant définir l’homéomorphisme i $ i--+] par

T(x), si x E N0

(y,ze), six = (y,z) E F X D

Par le paragraphe précédent, est bien défini et j5 o = j5. De plus, est d’ordre

in. Puisque T est un automorphisme non-trivial et n’a donc pas de points fixes

(car les automorphismes de p agissent librement sur N0), il suit que l’ensemble

des points fixes de est exactement

On munit ]S/ de l’orientation rendant une fonction de degré m. Dans ce cas,

préserve l’orientation de i, car o = j5. Par conséquent, préserve la forme

d’intersection sur 1/.

E

Remarque 3.2.27. Unicité de (J/,p,T).

Soit (N, F) un couple m—spécial pour tequel F a un fibré normal trivial et

V F x D2 un voisinage tubulaire de F dans N. Notons N0 = N\ (F x int(D)).

Nous avons vu dans la preuve de ta proposition précédente que H1(N0) est cyclique

d’ordre un multiple n de m et est engendré par ta classe d’homologie représentée

par te bord d’un disque orienté {*} x D2 intersectant F transversalement en un

point de signe +1. On obtient alors un revêtement (connexe) p N0—*N0 cor

respondant au noyau de l’homomorphisme q, donné par la composition suivante

1(N0)
Hrewicz

H1(N0) Hi(No;Z/m) Z/m,

où t’homomorphisme H1(No)—H1(No; Z/m) est donné par H+ 01.

Montrons que si q : JÇT0__N0 est un revêtement régulier (connexe) avec

Aut(q) Z/m, alors q est équivalent (au sens des revêtements) à p : N0—*N0.

Il suffit de montrer que qr1(JÇT0)) est égal au noyau de ,b. Notons Jj l’homomor

phisme donné par ta composition suivante

____

ri(No)

____

rri(No)
q(iri(Io)) Z/m
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Par définition, Ker() q(ni(Io)). Puisque Z/m est abétien, se factorise de

ta manière suivante

Z/m

Hurewicz Z
H,(N0)

Puisque îb est surjective, /‘o t’est aussi et donc b0(I) ] engendre Z/m, où k est

choisi entre O et m—Ï. Ainsi, k et ru sont copremiers et on a un isomorphisme,que

nous noterons k, Z/m—-*Z/m i— kit. L ‘homomorphisme /‘ se factorise de ta

manière suivante

Z/n Z/m

Ix
Z/m

où ta flèche verticale gauche représente ta projection Z/n—Z/m F—p d, qui

est bien définie car ru divise n. Le noyau de o est donc égal à t’ensembte des

ctasses de Z/n représentées par un muttiple de ru. Puisque te noyau de ‘b est

h’(Ker(’/o)), où h est t’homomorphisme d’Hurewicz, on conctut que KerQ/’) est

égal à Ker(q5).

It suit que si (iK’/, j5, ) et (}T, p, T) sont deux revêtements ramifiés à ru feuittes

de (N, F), alors il existe un homéomorphisme h : JJ—-]V[ préservant l’orientation

pour lequel p o h = j5 et T = h o o h’.

À partir de maintenant, on notera le revêtement ramifié (cyclique) à m feuit tes

d’un coupte ru—spécial (N, F) par (]T, T) et T sera appelé t’automorphisme ca

noniqile du revêtement ramifié. La surface dans ]T au-dessus de F sera notée

F.

Dans te cas où F n’a pas un fibré normal trivial dans N, on a aussi l’unicité du

revêtement ramifié cyclique à ru feuittes de (N, F) et dans ce cas l’automorphisme

canonique T est une rotation d’angle 27r/m sur tes fibres du fibré normal de Ê
dans N, c’est-à-dire que pour tout point o Ê il existe un voisinage ouvert U

de dans F et un plongement (U x D2 U x {O})—(i, U) tel que

o
T O 0(.r, z) = 0(x, e z),
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pour tout (, z) e U x D2 (voir jVJ).

G Si pour un couple m—spécial (N, F) avec ON 0, on note (M, L) = (ON, 0F)

et (M, L) = (ON, 8F), alors la restriction M\L—*M\L du revêtement ramifié à

m feuilles de (N, F) est un revêtement correspondant au noyau de la composition

suivante

Hurewicz Projection
‘ïri(M\L) H1(M\L)Z >Z >Z/m

où n est le nombre de composantes de l’entrelacs L et Z—*Z est donné par

(x1,. .. ,x7) ‘—* x1 + + x. La composition précédente correspond à faire la

somme (modulo m) des nombres d’enlacement avec les composantes de L.

3.2.3.2. C—signatures

L’étllde des revêtements ramifiés nous a amené à considérer l’action d’un

groupe cyclique fini (engendré par l’automorphisme canonique du revêtement ra

mifié) sur une 4-variété. Nous verrons le lien entre les e—signatures d’une 4-variété

admettant une action cyclique et l’ensemble des points fixes de cette action.

Soit N4n1 une variété compacte, connexe et orientée et soit G un groupe cy

clique (fini) d’ordre m d’homéomorphismes de N préservant l’orientation. Fixons

un générateur g e G. Puisque g préserve l’orientation de N, g est une isomé

trie de la forme t. : H2(N; R) x H2(N; R)—R définie par t(x, y) = x j(y), où

• t H(N; R) x H2(N, ON; R)—*R est la forme d’intersection de N en dimension

2n et j : H2(N; R)—H2(N, ON; R) est induit par l’inclusion. Le fait que 2n est

pair entraîne que t. est une forme bilinéaire symétrique. Notons Hc le C—espace

vectoriel (de dimension finie, car N est compacte) H2(N; R) ®i C H2(N; C)

et t : Hc x Hc_C la forme hermitienne définie par tc(x®.À, y®i) À]it(x, y).

On pose g g 0 l : Puisque gtm = 1, on a (gC)m = 1 et donc

les valeurs propres de g sur C sont des racines m-ièmes de l’unité. L’espace Hc

se décompose alors en = +miH, où H est l’espace propre Ker(g
— Cl),

pour C e C tel que Ctm = 1. Cette décomposition est orthogonale par rapport à i,

c’est-à-dire si C = C° = 1 et C C2, alors t0 (H1, fI2) = O. Ceci découle du fait

que g est une isométrie de la forme hermitienne t0. En choisissant une base de

chaque H non-mil et en faisant l’union de ces bases, on obtient une base de H0
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dans laquelle la matrice de t est diagonale par blocs. On peut donc associer à

chaque valeur propre de g la signature du bloc (hermitien) de t correspondant.

Définition 3.2.28. Soit AT1” une variété compacte, connexe et orientée, g

un homéomorphisme préservant t’orientation de N tel que gm = 1 et

= e E C, où O < k <m. La (—signature du couple (N,g), notée u(N,g)

(ou uk(N,g)) est définie par

a((N,g) sign(t9H x H) E Z,

où ta notation utilisée est celle des paragraphes précédents. La g — signature de

N, notée u(N, g), est définie par

m-1

u(N,g) =

où w = e. La signature de N, notée u(N), est la signature de la forme bitinéaire

symétrique t (voir paragraphes précédents).

Remarque 3.2.29. Dans la notation de la définition précédente, on a He =

Ho . Hwm-i. Par dualité de Poincaré-Lefschetz, la forme t est non-dégénérée

et donc t est non-dégénérée. Il suit que chaque bloc t9Hk XHk est non-dégénéré

pour O < k <m. Par conséquent, pour tout k, Hk se décompose en HLk H,

avec t9H x Hk définie positive (respectivement négative). Ainsi, on a He

H, où H = et t9H x H est définie positive (respectivement

négative). Puisque g est une isométrie de t, on a g(H) = H. On obtient

alors

tr(gH) — tr(gH) = ZwkdimcHk — ZwkdimcHk

= w”u(N,g)

= u(N,g),

Q
où tr(.) désigne la trace d’une application linéaire. On remarque que pour O s <

ra, Hk est égal à l’espace propre Ker((g) — ,skl) de (g associé à la valeur
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propre wsk. En répétant l’argument précédent pour (g)8, on obtient ta formule

C
u(N,g8) wskcrk(N,g).

Le reste de la présente section est consacré à certaines propriétés utiles des

—signatures.

Théorème 3.2.30. (Additivité de Novikov) Soit N et N deux variétés (avec

bord) compactes, connexes et orientées et soit g : N—--+N, pour i 1, 2, un

homémorphisme préservant l’orientation de N tel que g 1. Supposons qu’il

existe un homéomorphisme h: — 8N2 tel que gjj0Ni h o o h.

Si (N,g) = (N1 Uh N2,g1 u 92), alors on a l’égalité

u(N, g) = u(Ni, gi) + o(N2, 92),

oùCEC est tel que Ç=1.

DÉMONSTRATION. Voir le théorème 13.1 dans le livre de Kauffman [Kil ou la

proposition 7.1 dans l’article de Atiyah et Singer [ASI.
D

Remarquons que si —N désigne la variété compacte, connexe et orientée N4

munie de l’orientation opposée, alors t_N = —tN, O 1—N et LN sont les formes

d’intersection de —N et N respectivement en dimension 2n. Par conséquent, on a

l’égalité o-(—N, g) = —u(N, g), pour g : N—--N un homéomorphisme préservant

l’orientation de N tel que gtm = 1 et ( C tel que Ctm 1.

Le cas particulier suivant du théorème de G—signature pour les 4-variétés sera

utile pour étudier les signatures des revêtements ramifiés.

Théorème 3.2.31. (G-signature) Soit N4 une variété tisse fermée et orientée

et soit g : N—--*N un difféomorphisme tel que Fix(g) = {x e Ng(x) = x} est

une sous-van été fermée et orientée F2 proprement plongée dans N. S’il existe un

angle non-nul 8 tel que g est une rotation d’angle 8 sur les fibres du fibré normal

de F dans N, alors la g—signature de N est donnée par

u(N,g) = F2 cosec2 (0/2),
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où F2 est te nombre d’auto-intersection f• F de F.

o
DÉMONSTRATION. Voir les chapitres 13 et 14 dans [Ki].

E

Corollaire 3.2.32. Soit (N, F) un coupte m—spéciat avec 8N = 0 et (I/, r) te

revêtement ramifié (cyctique) à m feuittes de (N, F). Ators,

- 2F2k(m — k)
Jk(N, T) = u(N)

— ni2

où O < k < m et F2 est te nombre d’auto-intersection F• f de f.

Remarquons qu’on ne suppose pas que F a un fibré normal trivial dans N.

DÉMONSTRATIoN. Par la remarque précédente, pour O <s <m, on a

m-1

(JÇT, T) =
wTJ(ÏÇT,

T),

ou w = e

V Montrons que u0(]ST, T) = u(N). Soit T: H2(N; R)—÷H2(J.T; R) définie par le

diagramme commutatif suivant

Dç,

H2(JST;R) H2(IST;R)

IT

___

DN
H2(N;R) >VH2(N;R)

oùp : IT—÷N est le revêtement ramifié considéré, DN et D sont les inverses

des isomorphismes n [N] et n []T] respectivement et n dénote le produit cap.

Si on suppose que JJ est orientée de manière à ce que p soit de degré m, alors on

obtient (en utilisant les propriétés du produit cap) que poT : H2(N; R)—*H2(N; R)

est la multiplication par ru, c’est-à-dire que p, o T() = m, pour tout E

H2(N; R). Par conséquent, p o T (et donc T) est injective.

Or, on a l’égalité Im(T) = KerQr—1). En effet, en utilisant le fait que T est un

O
automorphisme de p et les propriétés du produit cap, on voit que T* est l’identité

sur l’image de T. Pour voir que tout point fixe de T est dans l’image de T, fixons
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une triangulation de N pour laquelle F est un sous-complexe et prenons V n

O voisinage simplicial de F dans N tel que N \ int(V) et V sont des sous-complexes

de N. On peut alors relever la triangulation de N \ int(V) en une triangulation

de N \ int(p’(V)) et définir une triangulation r—invariante de p’(V) pour ainsi

obtenir une triangulation r—invariante de Il suit que pour chaque q-simplexe

o-: Lq*N il existe un q-simplexe &: q*JJ tel que po & = o-. En considérant

les triangulations duales sur N et ]T, on voit que T = S, où $ est le chaîne

homomorphisme G(N)—*C(J) : o- i— Si 7] e H2(1J) est un point

fixe de r, alors

Top(ij) = 3 op(7])

m-1

= r)
j=O

=m7].

Puisqu’on considère l’homologie à coefficients réels, on conclut que ij Irn(T).

Il suit de la définition de T et du fait que p est de degré m que T() T(’) est

égal à m•’, pour tout , ‘ e H2(N; R). Puisque T donne un isomorphisme entre

H2(N; R) et Ker(r — 1), on conclut que la signature de N est égale à u0(N, r).

L’égalité précédente devient

m-1

o-(i, r) — u(N) wur(JST, r).

Fixons un k tel que O < k < m et calculons o-k(i, r) à l’aide de la formule

précédente. On remarque que la somme (w_ — 1)w est égale à où

5t,k est le delta de Kronecker. On obtient alors

m-1

Uk(N, r) =
- 1)(o-(, r) - o-(N))

m-1

= u(N) + —

- 1)u(i, rs).

Pour O < s <n-i, le théorème de G—signature nous donne

O u(,rs) = 2cosec2()
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On voit géométriquement que est égal à F2/m (voir [Kil proposition 15.2).

Q On obtient donc

2 ‘‘

Jk(N,T) = u(N) + — (w — l)cosec2().

Un calcul astucieux (voir [Ki] proposition 15.2) donne l’égalité suivante

m-1

(w_k5 — 1)cosec2() = —2k(m — k).

Pour obtenir un analogue du corollaire précédent dans le cas où (N, F) est

un couple m—spécial tel que ON O, nous étudierons le revêtement ramifié

(cyclique) à m—feuilles de (C(ON), S), où 0(ON) est le cône sur ON et $ est

une surface proprement plongée dans C(ON) obtenue en poussant une suface de

Seifert pour 0F contenue dans ON le long de la direction normale positive à ON

dans 0(ON).

3.2.3.3. Revêtements ramifiés, (—signatures et cônes

Nous débutons en rappelant la définition du cône sur un espace topologique.

Définition 3.2.33. Le cône sur un espace topologique X, noté 0(X), est obtenu

de X x I en identifiant X x {O} en un point, que nous appetterons le centre de

0(X), c’est-à-dire

0(X) = (X X I)/(X x {O}).

Remarquons que pour X une n—variété topologique, 0(X) est une n+1—variété

topologique si et seulement si X $. De plus, le cône sur S’ est homéomorphe

à D’. Par contre, 0(X) \ {*} est homéomorphe à la variété Xx]O, 1], où * est

le centre du cône sur la variété X.

Définition 3.2.34. Soit N4 une variété compacte, orientée avec bord, F une

surface de Seifert dans ON et (C, ON) (ON x I, ON x {O}) un collet fermé

de ON dans N. On dit qu’une surface compacte, connexe et orientée F0 C C

proprement plongée dans N est obtenue en poussant F le long de la direction

normale (positive) à ON dans N si 0F0 = 0F et F0 est isotope dans O (en fixant

0F0) à ta surface 0F x [O, e] U F x {e}, pour un certain O < e < 1.
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Proposition 3.2.35. Soit M une 3-sphère homotogique orientée et F une surface

compacte, connexe et orientée proprement plongée dans un collet fermé C0 de M

dans C’(lvi) \ {*}, où * est te centre de C(M). Supposons que C0 est orienté de

manière à induire sur ta composante M C 31o l’orientation de M. Si ni est

un entier positif et F est obtenue d’une surface de Seifert contenue dans lvi en

poussant te tong de ta direction normate positive à M dans G0, alors il existe un

espace topologique C(Ivi) et une fonction continue p C(M)—4C(M) tets que

(1) Ô0 p’(Co) est une 4-variété compacte, connexe et orientée telle que ta

restriction i : Ô0—*C0 est de degré ni et = p1(F) est une surface

compacte, orientée et proprement plongée dans C0;

(2) p() = F etp( \ ) = C(M) \ F;

(3) ta restriction p : CQv1) \ —C(M) \ F est un revêtement régulier avec

groupe d’automorphismes Z/m et la restriction p t F—-÷F est un homéo

morphisme;

(4) il existe un voisinage tubulaire V F x D2 de F dans C0 tel que p1 (V) =

Q f” x D est un voisinage tubulaire de È dans Co et ta restriction

pi : QV correspond à È x D2F x D2 ( z) (p(), Zm).

It existe un homéomorphisme r: C(M)tC(M) ayant son ensemble de points

fixes égal à È et tet que m = 1 et p o r = p. De plus, r(Ôo) = Ô0, r préserve

l’orientation de Ô0, riC(M)\È est un générateur du groupe d’automorphismes du

revêtement pjC(M) \ f” et la restriction ri t Qt>Q correspond à È x D2—-*È x

D2: (,z) —* (,ze).

DÉMONSTRATION. La démonstration de la proposition est, à quelques change

ments près, la même que celle de l’existence du revêtement ramifié à ni feuilles

d’un couple m—spécial (N, S) pour lequel S a un fibré normal trivial dans N.

Puisque F est obtenue en poussant une surface de Seifert contenue dans M C G0.

il suit que F a un fibré normal trivial dans C0. Fixons un voisinage tubulaire

V F x D2 de F dans C0 et notons X = C(M) \ F x int(D2). Puisque C(1’i)
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est contractile, on a H1(C(Ai)) = H2(C(M)) = O. Il suit que H1(X) est cy

clique infiii et a pour générateur la classe représentée par le bord d’un disque

D {xo} X D2 C V orienté de manière à avoir D f +1 dans C0. On considère

alors —X le revêtement connexe de X correspondant au noyau de l’homo

morphisme donné par la composition suivante

Hzirewicz Projection

iri(X) >H1(X)Z >Z/m.

On procède ensuite de la même manière que pour un couple m—spécial.

D

Tout comme pour les couples m—spéciaux, (C(M),p,T) ne dépend que de m

et F. Nous appellerons (0(M), T) le revêtement ramifié à in feuilles de (C(A’I), F)

et T 1’ automorphisme canonique de ce revêtement ramifié. Notre prochain objectif

est de calculer les e—signatures de (0(M), T). Pour ce faire, nous utiliserons une

description de 0(M) comme l’union de m copies de C(M) identifiées entre elles.

Remarque 3.2.36. Description “couper-coller” de 0(M).

Soit M une 3-sphère homologique orientée et F une surface de Seifert dans

M C C(IuI). Soit F0 une surface proprement plongée dans un cottet Co de M

dans C(Pvi) \ {*}, où * est te centre du cône C(Pvi). Orientons C de manière

à induire sur M c 8C0 t’orientation de M. Supposons que F0 est obtenue en

poussant F dans ta direction normale positive à M dans Go Il existe alors une

3-variété Wo F x I contenue dans Go telle que 8W0 F U Fo et Wo fl M F

transversalement. Notons C l’espace obtenu en “coupant”C(M) le long de W0\F0,

c’est-à-dire si V T’V0 x [—1,11 est un voisinage tubulaire de W0 dans Go, alors

C est te quotient de l’adhérence de C(M) \ (Wo x [—1, 1]) obtenu à l’aide de

l’identification suivante

(x,t) —* (x,O),Vx E F etVt E [—1,1].

Les deux copies W0 x {—1} et W0 x {+1} de l17 dans V deviennent respecti

vement W- et W dans C. De plus, W- W Wo et W O W Fo. La

Q
3-variété W = W U W est homéomorphe à F x [—1, 1] et W (respectivement

T’V) correspond à F x [—1, 01 (respectivement F x [0, 1]). Notons T :
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o

FIG. 3.4. Couper C(M) le long de l17 \ Fo.

l’koméomorphis’me correspondant à (x, t) (x, —t). On a T(W) = W. Re

marquons que C est homéomorphe à C(M) et que te quotient de C obtenu par

l’identification x —÷ T(x), pour tout x e W, est homéomorphe à C(M).

Soit t’espace ô?5 obtenu à partir de U1C x {i} à t’aide de l’identification:

(x,i) e T1/ ÷—* (T(x),i+1) W1,Vi etV(x,i) e T1’,

où I’V = x {i} et tes indices sont considérés modulo m. Notons C et I’I/ tes

images respectives de Cx{i} et par ta projection naturette uCx{i}).

On a ators

i5ï5 uÔ

C(M),Vi;

fl = = Vi;

nÔj =f, si i—j O,1mod(m),

où È = l’ fl î7 F0,Vi. La fonction UC x {i}— U C x {i} définie par

(x, i) f—* (x, i + 1) induit un homéomorphisme bien défini r C(M)--C(M.

Par définition, m est l’entier positif minimal pour lequel Tm 1 et l’ensemble des

points fixes de r est Fix(T) = Ê. Notons G Z/m te groupe d’homéomorphismes

de ) engendré par r et p ))/G la projection de ) sur

Q
t’espace des orbites ôTi5/G pour l’action de G sur 5(Kij. Le quotient

est homéomorphe à Ô/G qui à son tour est homéomorphe à C/T C(M). On

Cf M)
C
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remarque que p’(Fo) = et ta restriction de p à È est un homéomorphisme SUT

Q f0. car Fi.x(r) = Ê. De plus. p(I) \ Ê) est exactement 0(M) \ f. Puisque

F —r

1+1

Fix(T) = Ê, G agit librement sur 1) \ Ê. Le fait que G soit fini et que

1) \ Ê soit Haussdorff implique que G agit proprement discontinuement sur

) \ Ê. Ainsi, ta restriction p ) \ ÊC(M) \ Fo est un revêtement

régulier avec groupe d’automorphismes G Z/m. Il suit que (?i),r) est te

revêtement ramifié à m feuilles de (0(M), F0).

Avant de considérer les e—signatures de (0(M), T), nous devons d’abord dé

finir la forme d’intersection sur 0(M).

Remarque 3.2.37. La forme d’instersection sur 0(M).

La notation utilisée sera celte de ta proposition précédente. Puisque pC(.A/I)\P’

est un revêtement à m feuilles et que * F, il existe un cône concentrique U C

C(M) \ F tel que p(U) est une union disjointe de cônes (J U U Ùm-i et la

restriction p : Û—--*U est un homéomorphisme, pour chaque i. On peut choisir

U de manière à avoir 0(M) \ int(U) = Co et 0(M) \ int(UÙ) = . Notons

80(M) le bord de la variété C@’I) \p(*).

Puisque pour tout j. Ù est contractile et Û.j ri ci’o est une 3-sphère homologique

homéomorphe à M, la suite de Mayer-Vietoris pour 0(M) = Ô0 U uÛ donne

que l’homomorphisme Hq(Co)*Hq(0(M)) induit par l’inclusion est un isomor

phisme pour q = 1, 2. Considérons l’inclusion (Ôo, 8Ô0) C (C(M), 8Ô0). Par na

turalité des suites exactes associées aux couples (Ô0’ 8Ô0) et (0(M), 8Ô0) et par le

Q
lemme de cinq, on obtient que t’homomorphisme H2(Ô0, 8Ô0)—÷H2(C(M), 8Ô0)

induit par l’inclusion est un isomorphisme.

FIG. 3.5. Description “couper-coller” du revêtement ramifié de (0(M), F0).
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Le bOTd de Ôo est t’union disjointe de 80(M) et de UÛ n Ô0. Il suit que

C Ï’homomorphisme Hq(80(M))Hq(80o) induit par l’inclusion est un isomor

phisme pour q = 1, 2. Par naturatité des suites exactes associées aux couples

(0(M), 80(M)) et (0(M), 80e) et par le lemme de cinq, on conclut que l’homo

morphisme H2(C(M), 8C(M))—H2(C(M), 00e) induit par t’inclusion est un

isomorphisme.

En composant tes isomorphismes donnés dans tes deux paragraphes précé

dents, on obtient un isomorphisme H2(C(M), 8C(M))——>H2(Ô0, 8Ô0). De plus,

on sait que l’homomorphisme H2(Ô0)—H2(0(M)) induit par l’inclusion est

un isomorphisme. Puisque Ô0 est une t-variété compacte orientée, on a une

forme d’intersection H2(Ôo; R) x H2(Ô0, 8Ô0; R)—*R non-dégénérée, par dua

lité de Poincaré-Lefschetz. On obtient ainsi une forme bilinéaire non-dégénérée

H2(0(M);R) >< H2(0(M),80(M);R)—*R que nous appellerons la forme d’in

tersection (en dimension 2) de 0(M).

Théorème 3.2.38. Soit (0(M), T) le revêtement ramifié (cyclique) à m feuillles

de (0(M), F0), où M est une S-sphère homologique orientée, F0 est obtenue en

poussant une surface de Seifert F C M le long de la direction normale positive à

M dans 0(M) \ {*} et * est le centre de 0(M). Si ( e C est tel que Ctm 1 et

L dénote l’entrelacs 8F C M, alors

u(0(M), T) =

DÉMONSTRATION. La démonstration qui suit est une généralisation directe de

celle donnée à la section 5 de [K 2]. Nous déterminerons 112(0(M); R) et la forme

t t H2(0(M);R) x H2(0(M);R)—*R définie par t(x,y) = x j(y), où j est

induit par l’inclusion 0(M) C (0(M), 80(M)). Pour ce faire nous utiliserons la

description “couper-coller” de 0(M) et la notation de la remarque 3.2.36.

On a vu que 0(M) s’écrit comme l’union Considérons 0Ê c Ô0 le cône

sur ayant pour centre le centre de Ôo. Notons ij l’union CÊ U r(OF) U

u Tm_l (0F). On remarque que x2(CF) O T3(CF) , si i j mod(m).
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DÉMONSTRATION. Soit C6 C Ôo un disque concentrique et C’ = U C.

Notons C(M)1 D G(M)0 l’union C U T(C) U U rm_(C). Remarquons que

l’inclusion de dans est une équivalence d’homotopie et que

est un rétract par déformation de C(M) (voir [K2] lemme 5.3). Par conséquent,

l’inclusion de dans est une équivalence d’homotopie. D

Lemme 3.2.40. Soit Yi,• . . ,‘,
des courbes simptes fermées orientées dans int(fr)

telles que {[‘y], . . . , [‘•y,,j} forme une base de H1(fr). Notons C’y C CÊ te cône

sur ayant pour centre te centre de C]’ et -‘y te 2-cycle de C(M) défini par

= Cy — TC’y. Remarquons que Gy U TC7 est une 2-sphère, car est

homéomorphe à S’ et donc Cyj est un 2-disque. Le groupe 112(G(M)) est libre et

apourbaseB={[rZ7fiO<i<m—2, 1 j<n}.

DÉMONSTRATION. Par le lemme précédent, 112(C(M)) H2(C(M)0). Une in

duction sur i-n > 2 à l’aide du théorème de Mayer-Vietoris pour 0(M)0 =

U2rCF u ‘CÊ donne le résultat.

D

À l’aide d’un champ de vecteurs normal à f’ dans 8(Ô0 \ {*}) M on obtient

une famille de plongements {t Ê—*3(ÔO\{*})}te[_,l] telle que Ute[_l,o]it(Ê) =

W, Ut[o,l]it(f’) = I’î7, pour tvut t la fonction i3Ê est l’inclusion de 3f’

o
r CF

CF

m=3

r C F

FIG. 3.6. Une représentation de

Lemme 3.2.39. L’inclusion de dans 0(M) est une équivalence d’homo

topie.
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dans (Ô0 \ {*}) et pour s t on a i(Ê’) n i(f) = 9È. Pour un cercle

f’

1fF)

f’,

w

f’

F

f’

w0

FIG. 3.7. Les plongements j.

orienté dans int(f’), nous noterons d(y) le 2-cycle de 0(M) défini par d(7) =

0(i*(y))
— T(0(i(7))), où 0(6) c Ôo est le cône radial sur 6 dans Ôo, * =

et i. = i1. De plus, on note d(T(Z7)) = rt(d(7)) (voir la figure ci-dessous). On

remarque que Ute[O] O(i_7)UTC(it7) a pour bord (C7Ur07)U(Ci*7UTOi*7).

Il suit que et d(»y) sont homologues dans 0(M).

Lemme 3.2.41. La forme t: 112(C(1W)) xH9(0(M))—*Z dans ta base B, donnée

par te lemme précédent, est

up([], [ytj) + GF([7t], [‘]), si i j mod(m)

JF([7t], {7s]), si j j — 1 mod(m)
t([rt78], [T7t1) =

UF([71, [7t1), si i j + 1 mod(m)

0, sinon

O 0F est ta forme de Seifert pour F C M.

DÉr4oNsTRATIoN. Il s’agit d’un calcul direct à l’aide des définitions, du fait que r

préserve la forme d’intersection et que y et d(7) sont homologues dans 0(M).

Q
Nous ne traiterons en détail que le cas i j + 1 mod(m) en détails (voir [Kil
pour les autres cas et remarquer que Jp correspond O dans la notation du
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o
C0 ‘s

cl

FIG. 3.8. Définition de da.

livre).

[r3Ey]) = t(T/Ys, 7t)

L(TZ7, dZ7t)

L(TC7s — T2G, Cit7 — rCi7t)

= —t(TC7,rCi7t)

= —i(G, Ci)

=

=

Calculons maintenant la e—signature de (C(M), r). Pour alléger la notation,

nous noterons t. la forme hermitienne sur (C(M); C) associée à t et l’isométrie

T* ® 1c de t. sera notée r. De plus, à partir de maintenant, È sera noté F.

Rappelons que H2(C(M); C) admet une décomposition orthogonale (par rap

G
port à t) EIkmiH, où Hc est l’espace propre Ker(r — (J). Nous construirons une

base de H( nous permettant de déterminer la Ï!ratrice tIH x H.

C2
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Notons H1(F) le sous-espace de H2(C(M); R) engendré par •,
Q où , . . . , sont des cercles orientés représentant une hase de H1 (F). On a vu que

H2(C(M); C) est isomorphe à 2r(Hi(F) 0 C). Pour e C tel que Ctm
1, considérons T t ZH1(F)c__*H2(C(M); C) défini par Tu =

où EH1(F)c = H1(F) 0 C C H2(C(M); C). Un calcul direct montre que

T(H1(F)c) C H, c’est-à-dire rTv = CTv, pour tout u E ZH1(F)c.

On peut montrer que Ker(T) = O lorsque ( 1. Ceci est une conséquence

de l’égalité Tm_lV = — Z2 rv, qui elle découle de la définition de y. Re

marquons que dimcr3(Hi(F)C) est égal à n, pour O < j in — 2. De pius,

n = dimIm(T) est inférieur ou égal à dimH, pour 1 j < m — 1, où

w = e e C. Puisque H2(C(M); C) admet deux décompositions en somme di

rectes L2T3(Hl(F)C) et E9L1H, on conclut que Ho = O et Im(Ti) =

pour 1 < j < in — 1. Ainsi, [yjj, . . . , T [-y,] forment une base de l’espace

propre

Calculons la matrice de tH x H par rapport à cette base, où C = w pour

un certain j. Notons a = [»yj et = [»yt]. On a alors,

t(Ta, Td3) = t( Crt3)

= i(a, 3) + Ct(a, rt3) + C1t(rc ),

où la dernière égalité est obtenue à l’aide du lemme précédent. On conclut donc

t(T, T) = m(UF(7s, 7t) + UFh’j, 7s) — CuF(7t, 7s) — C’F(7s, 7t))

= m((1 — )Jf(7, + (1
— C)JF(7t, 7s)).

Par conséquent, tH- X H a pour matrice m((1 — )UF + (1 —
D

On peut maintenant généraliser le corollaire 3.2.32 pour le cas d’un couple

m—spécial (N, F) avec 8N O.

Remarque 3.2.42. Existence d’un coupte m—spécial.

O
Si M est une S-sphère homo logique, alors il existe une 4-variété orientée N

simplement connexe et compacte avec 3N = M (voi’ te corollaire du théorème
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fondamental de la chirurgie au chapitre 1). Soit S C M une surface de Seifert

Ç, pour un entretacs L C M. On peut toujours pousser S dans un collet de M dans

N te tong de ta direction normale positive à M dans N pour obtemr une surface

F proprement ptongée dans N avec 8F L. De plus, puisque F est isotope à

S dans N (en gardant L fixe), on a [F, 8F] = [S, 88] = O E H2(N, M). Ainsi,

(N, F) est un couple m—spécial, pour tout m, avec (ON, 8F) = (M, L). La force

du résultat suivant est qu’il est vatide pour tout couple m—spécial (N, F) avec

(ON,8F) = (M,L).

Théorème 3.2.43. Soit L un entrelacs orienté dans la S-sphère homologique

orientée M et soit (N, F) un couple m—spécial tel que (ON, 8F) (M, L). Si

C er, pour O r <m, alors

2F2r”m — r
= u, r) - u(N)

+ rn2

où F2 est l’auto-intersection de F dans N.

Remarque 3.2.44. Sur la définition de l’auto-intersection de F, pour (N, F) un

couple m—spécial avec ON 0.
Puisque H1(ON) = O et donc H2(ON) O (par dualité de Poincaré-Lefschetz

et le théorème des coeffictients universels en cohomologie), il suit que l’homomor

phisme j : H2(N)—*H2(N, ON) induit par l’inclusion est un isomorphisme. On

peut alors définir le nombre d’auto-intersection F2 de F dans N par

F2 = j1([F, 8F]) . [F, 8F]

où [F, 0F] e H2(N, ON). Géométriquement, j’([F, 0F]) est la classe fondamen

tale de la surface fermée S = F U8F —F’ c N, où F’ est une surface de Sei

fert pour 0F dans ON. Le nombre d’auto-intersection de F dans N est alors

F2 = [5]. [F,OF].

DÉMONSTRATION. Soit F0 une surface proprement plongée dans un collet Go

de M dans 0(M) \ {x} (où x est le centre de 0(M)) obtenue en poussant une

surface de $eifert quelconque pour L contenue dans M le long de la direction

normale à M C Go Orientons C de manière à illduire sur M C OGo l’orienta

tion opposée à celle de M. Notons W l’espace N Uj 0(M), c’est-à-dire que W
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est obtenu de N U C(M) en identifiant 8N et M C C(M) par un homéomor

C phisme renversant l’orientation. Soit (N, ) et (), ) les revêtements ramifiés

FIG. 3.9. L’espace W.

à m—feuilles de (N, F) et (C(M), F0) respectivement. On remarque que aN et

= 8() \ {o, ,m-i}), OÙ ,. . . sont les points de

au-dessus du centre x de C(M), sont des revêtements ramifiés à m—feuilles de

(M, L). Par l’ullicité du revêtement ramifié à m—feuilles de (M, L) (même dé

monstration que pour le cas d’un couple m—spécial), 8]’T est homéomorphe à

aj.
On identifie alors (N,) et (?5,) le long de 8IT pour obtenir (T7,r) =

(N u, U ). Notons S la surface fermée F UL F0 C W

On peut définir le revêtement ramifié à m fellilles de (T1’Ç S) de manière ana

logue au revêtement ramifié à m feuilles d’un cône le long d’une surface propre

ment plongée. On obtient alors que (W, T) est le revêtement ramifié à m feuilles de

(14’Ç S). En considérant le complément des “points de cône” . . ,m—1 dans W,

on peut définir (à l’aide d’une démarche similaire à celle de la remarque 3.2.37)

la forme d’intersection sur W.
À l’aide de la suite de Mayer-Vietoris pour W = N Uj C(M) o conclut

que 111(W) est trivial et que I[2(N) H(N, 8N) est isomorphe à H2(W). De

plus, la classe [S] 112(W) correspond à [F, 8F] e H2(N, 8N) via cet isomor

phisme. Ainsi, [S] est divisible par m dans 112(W). On peut montrer qu’alors le

corollaire 3.2.32 reste valide pour le couple (W S), c’est-à-dire

- 2r(m—r)52
uc(W,T) = u(W)

— m2

Par la propriété d’additivité de Novikov (qui reste valide), on a

o

N C(M)

u(W,T) = u(N,)
—
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Puisque C(M) est contractile, u(C(M)) = O. Par la propriété d’additivité de

Novikov, on obtient

u(W) = (N) — u(C(M)) = u(N).

Par définition de f2, on a l’égalité 2 F2. De plus, par le théorème précédent,

on a u(), ) = Z(). En combinant les égalités précédentes, on obtient le

résultat.

E

3.2.4. Chirurgie de Dehn et signatures d’un entrelacs

Soit K un noeud dans une 3-sphère homologique orientée M et L un entrelacs

orienté dans M \ K. Notons M1 la 3-sphère hornologique M(K; ) et L1 l’image

du plongement naturel de L dans M1. Puisque M et M; sont des 3-sphères homo-

logiques, les fonctions de signature ZL et ZLi sont définies. Le théorème suivant,

qui est une conséquence du théorème 3.2.43, exprime une relation entre ZL(C) et

pour e C bien choisi.

Théorème 3.2.45. Soit K un noeud dans une 3-sphère homotogique orientée Ai

et L un entrelacs orienté dans M \ K. Soit M1 ta 3-sphère homolog’ique M(K; )
et L1 t’image du ptongement naturel de L dans M1. Notons q = ltkjj(K, L)l,

où tkAJ(K,L) = ÏkM(K,L), et fixons un diviseur m de q. Si = e, où

O < r < m, alors

2nq2r(m — r)
m2

—e(n),

sinO
où est ta relation sur Z définie para b la—bi <1 et e(n) =

O, sinon

DÉMoNsTRATIoN. La preuve suivante est une version détaillée de celle donnée

par Litherland dans [Lii. Si n = O, alors (M, L) (M1, L1) et la relation est

vérifiée. Supposons maintenant que n O et notons k = ni et e = e(n). Fixons

une orientation quelconque sur K. Soit V un voisinage tubulaire de K dans M\L,

t une longitude canonique de V et A S1 x I un anneau dans V avec 8A = K U t

et K correspondant à S’ z {O}. Soit J, pour 1 i < k, le noeud dans A
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o

G

correspondant à S’ x {t}, où 0 <t, < ... <tk < 1. Orientons les J de manière

à ce qu’ils soient homologues à K dans V. On a, pour i <j,

Ïk11(J, J) Ïk1(K, J)

= tk1(K, t)

=0.

Ainsi, lk11(J, J) = 0, pour i j. Notons M2 = M(J,, . . . , J; e,. . . , e), L2 l’image

du plongement naturel de L dans M2 et montrons que (M1, L,) est homéomorphe

à (M,L2).

Soit AI,. . . ,A des anneaux disjoints dans V avec 6A = J.j U (A n 6V), pour

tout j. Soit U,, . . . , Uk des voisinages tubulaires disjoints de J;, . . . , J, respecti

vement dansint(V)\Ketnotons U= U,U...UUk et J= JYU...UJk. Sans

perdre de généralité, A n Uj est un collet de J dans A et donc A = A n X,

où X = V \ int(U), est un anneau dont le bord a pour composantes une lon

gitude canonique de U et une longitude canonique de V. Pour chaque i, nous

définirons un homéomorphisme çbj X—---*X qui correspond à un e—twist le long

de A, c’est-à-dire que l’image par

/j

d’un méridien de U (respectivement V) est

une courbe de pente dans 6U (respectivement 6V) et la restriction de çbj au

complément d’un voisinage tubulaire de A dans X disjoint des A pour j i est

FIG. 3.10. Un disque méridionnel de V.
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l’identité. Nous considérerons ensuite l’homéomorphisme = k de X

Q clans lui-même.

Les sont définis de la manière suivante. Soit I un voisinage tubulaire de

A dans X disjoint des A pour j i. Notons B- l’anneau 1 n U muni de l’orien

tation indiite par 0U. Fixons une orientation sur 5i x I et un homéomorphisme

B S’ x I préservant l’orientation. Notons lL’ Bi -*B, l’hornéomorphisme cor

respondant à 1 i$’ x I (e’°,t) (ei(O2t),t). On remarque que

est l’identité. Le voisinage tubulaire T est homéomorphe à B x I, où B- x {O}

correspond à 7 fl6U et B x {1} correspond à T fl3V. On définit : T---T

par (b,t) = ((b),t), pour tout (b,t) T B xI. On définit jX\T comme

étant l’identité. L’image par = o•• d’un méridien de U est donc de

Pi

E =—1

pente e dans 8U, et l’image d’un méridien de V par est de pente = dans

3V. On obtient les homéomorphismes suivants

M2 (M \ int(U)) Uiau U

M \ int(V) U, (X U)

1u(’u1) M \ int(V) Uv (X U1 U)

M \ int(V) Uv V

M1.

Puisque l’homéomorphisme ci-dessus est l’identité sur M\int(V), on a (M1, L1)

Q
(A/12, L2). Notre but sera d’utiliser cette description de (1V[1, L1) en tant que chi

rurgie entière le long de l’entrelacs J dans M pour obtenir, à partir d’un couple

FIG. 3.11. Un —1-twist.



98

m—spécial fixé (N, F) avec (aN, 8F) (M, L), un couple m—spécial (N1, F1)

ID avec (01V1,0F1) (M1.Li).

Soit (N, F) un couple m—spécial avec (0iV, 8f) (11/1, L). On a vu au chapitre

1 qu’une chirurgie entière le long de J dans M correspond à attacher des 2-anses

x D à N le long de U. Plus précisément, soit N1 = 1V Uf (U1D x D), où

f UJ et f 8D x D—-U est tel que f(8D x {1}) est de pente e dans

8U. On a alors, 8N1

Soit F1 l’image du plongement naturel de F C N dans N1. On a 8F1 =

L1 et H1(8N1) Hi(M1) = O, car M1 est une 3-sphère homologique. Le fait

que H1 (N) = O et la suite de Mayer-Vietoris entraînent que H1 (N1) O. Pour

conclure que le couple (N1, F1) est m—spécial, il reste à voir que m divise la classe

[F1,L1] E H2(N1,M1).

Pour chaque 1 <j <k, choisissons $.j une surface de Seifert pour J dans M.

Puisque lk1(J, J) = O, pour i j, le lemme suivant nous permet de choisir S

tel que SflU=O, pourjLi.

Lemme 3.2.46. Soit J U K un entretacs orienté dans une 3-sphère homotogique

orientée PvL Si tk1(J. K) = O, ators it existe F une surface de Seifert pour J dans

11/1 tette que F n K = 0.

DÉMONSTRATION. Voir le lemme 7.13 dans le livre de Saveliev [S].

D

Soit cj E 112(N1) la classe représentée par le 2—cycle E
—

S, où E C N1

correspond à l’âme D x {O} de la 2-anse D x D. On a N1 = N U U1h et

N n Uh1 = U, où h c N1 correspond à la 2-anse D x D. Puisque 112(U) =

H1(N) = O, la suite de Mayer-Vietoris donne la courte suite exacte

o H2(N) H(N1) H(U) O.

Remarquons que H1(U) Zk a pour base {[J1] [Jk]} et ainsi la suite

Q
précédente est scindée. Soit s : H1 (U) —H2 (N1) l’homomorphisme défini par

s[J] = cï. On a A o s[J1] = Ace, = [J] et donc A o s est l’identité. On a donc la
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décomposition

o
où le facteur Zk a pour base {o, .. .

,
Puisque M1 est une 3-spère homolo

gique, l’homomorphisme i : H2(N1)—H2(N1, M1) induit par l’inclusion est un

isomorphisme (de même pour H2(N)—+H2(N, M)). On obtient alors l’isomor

phisme suivant

H2(N1, M1) H2(N, M)

où le facteur Zk a pour base {io1,. .. , c} et la restriction H2(N, M)—÷H2(N1, M1)

de cet isomorphisme est donnée par le diagramme commutatif

H2(N,M) H2(N)

1

___________________

H2(N1,M1) 112(N1)

Soit $ une surface de Seifert pour L dans M et supposons sans perdre de

généralité que $ intersecte J transversalement, pour tout i. Ainsi, $ n (ii est une

union disjointe de disques méridionnels (de U) orientés où intersecte

J en un unique point de signe cj et = S. J = lkM(K, L). Notons So la

surface $flM1 munie de l’orientation induite par S. Via l’isomorphisme précédent,

la classe [F1, F1} e H2(N1, M1) est donnée par

[F1,L1] = [F—$1
k m

= [F,L]
— ([$o,8$ol — ei,i[E,8E1)

i=1 j=1

= [F, LI + lkM(K, L){E, aE], car $ C M1,

où E, c h est le disque méridionnel de U correspondant à {1} x D C D X

orienté tel que E, J = 1.

Puisque m divise [F, LI e H2(N, M) et m divise q, alors in divise [F1, L1] e
H2(N1, M1). Ainsi, le couple (N1, F1) est m—spécial.

Q
Considérons la forme t: 112(N1) x H2(N1)—*Z, donnée par t(x, y) = x i(y).

Notre but est d’expiimer u(N1) et F? en termes de u(N) et F2 respectivement.
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On remarque que t(Qj. H2(N)) = 0, car a est représentée par un 2-cycle dans

N1 \ int(N). De plus, pour i j, t(cIj, ûj) est le nombre d’intersection (dans

N) j = tk,1(Jj, J) = O, où et sont obtenues en poussant S et

respectivement dans la direction normale positive à Pi’i dans N.

Pour calculer t(c, c1j), nous construirons une surface dans N1 isotope et trans

verse à E U j. Soit E, C h le disque correspondant à D x {1} C D x D.

On remarque que 3E, est une courbe J,’ de pente e dans 8U. On choisit un

voisinage tubulaire W x D2 de dans N tel que U C W correspond à

J x D c x D2 Soit S,’ une section du D2—fibré W transverse à j et telle que

3S,’ = J,’ = c9E,’. Les surfaces fermées E U et E,’ U S,’ sont alors isotopes dans

N1 et t(c1j, c) est le nombre d’intersection j S,’ = tkjw(J, J,’) = e. On a donc

aj) = e6j,, où 6jj est le delta de Kronecker. L’union d’une base de 112(N)

avec {ci, k} forme une base de 112(N1). La matrice de t dans une telle base

est alors de la forme

o

E1

FIG. 3.12. L’auto-intersection de c.

tN

o
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où tN : 119(N) x H2(N)—*Z est définie de manière analogue à t. On conclut alors

u(Ni)=o(N)±ke

=(N)+n.

Pour calculer F?, nous utiliserons la décomposition précédente de [F1, L1] et le

fait que la somme directe H2 (N1) H2 (N) Zk est orthogonale par rapport à

t. Montrons que la classe [E, 8E] E H2(N1, M1) est égale à où

).
Par la définition de et le fait que et Uq sont disjoints pour p q, on

obtient l’égalité c, [E, 0E] = p,q• Puisque E7 est contenu dans M, il suit

que pour la décomposition H2(N1, M1) H2(N, M) Zk, on a (E, 8E7] =

ni(o), pour certains entiers n8. On a alors

• [EJ,aE;] = fl5t(t,5)

=

Par conséquent, le coefficient t est égal à eS. Ainsi, on obtient que [E1, 8EI] =

ei(j). On conclut donc

[F1, L1] = [F, LI + e tkAf (K, L)i().

L’auto-intersection de F1 est donnée par

F? = F2 + q2ke

=F2+nq2.

Soit (JÇT, r) le revêtement ramifié à n-i feuilles de (N, F). Puisque rn divise

tk,j(K, L) et que V est un voisinage tubulaire de K dans M \ L, il suit que

l’inclusion de V dans M \ L se relève en m plongements de V dans M \ L, où

= et L = a. fixons l’image d’un relèvement de l’inclusion de V dans

M \ L, notons Û.j le relèvement de U contenu dans V et J le relèvement de Ji

contenu dans Ûj. Puisque tk1,1(J, L) lkM(K, L) est divisible par m, chaque

G
homéomorphisme d’attachement jÇ D2 x D2—--U se relève en un homéomor

phisme 8D2xD2Ù. Soit = U7 1U’DxD, oùj= Ujrio
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et r o : D? x D? Û. Nous noterons C i la 2-anse correspondant à

D? x D? et l’âme de

Notons p: i.T—*N le revêtement ramifié àm feuilles de (N, F) et q: ULi LL’

D? x D —÷ L1 D? x D? la fonction définie pour tout i, j comme étant l’identité

x D—D? x D?. On voit que la fonction pU q induit le revêtement ramifié

pÇr1___1 à m feuilles de (N1, F1). Si r1 est l’automorphisme canonique de I1j,

alors r = T et r1h, = hjj+i, où l’indice j est considéré modulo in. Calculons

en termes de u((N,r).

La suite de Mayer-Vietoris donne la suite exacte

o
O H2(N;R) H2(N2;R) Rtm H1(N;R),

o Rtm a pour base {[J’], (r1)[]1],..., (r1)_1[J1]}.

Pour H un R—espace vectoriel, nous noterons Hc le C—espace vectoriel H ®

C. Si T : H—*H’ est R—linéaire et é C, alors nous noterons T = T ® 1c et

H=Ker(T—1) CHC.

Par naturalité de la suite de Mayer-Vietoris, chaque homomorphisme de la

suite exacte précédente commute avec (r1). On obtient alors la suite exacte d’es

paces propres de (r1) suivante

oc
O H2(N;R) H(i2;R) (Rm)

où est la restriction de : Cm___*H1(JÇT; C) à (Rm). Puisqu’une courte suite

exacte de C—espaces vectoriels est scindée, on a

H2(iÇT2;R) H2(iT;R) Ker().

Lemme 3.2.47. Soit H un R—espace vectoriel et T: H—-->H un isomorphisme

pour tequet Ttm = 1 et tel qu’il existe c,. . . , c, é H tels que H = ED1 <

,T,. . . , T’ > . Soit e C tel que Ç
= 1 et notons = T3() é

Hc. Alors, les éléments non-nuls de {o, . . . , forment une base de H.

DÉMONSTRATION. Voir la proposition 4 dans [Lii.
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0 Par le lemme précédent (pour n 1), (Rm) a pour base {Z’
ÇJ(1){]1]}

et donc dinrcKer() 1.

La suite de Mayer-Vietoris pour I N2 U U2 UL’ donne la suite exacte

suivante

O H2(N2;R) H2(Ii;R) R(- Hi(N2;R),

où R()m a pour base {(r1)[J]}, (2 i k et O j m — 1).

Remarquons que pour 2 < i < k et O < j < m — 1, rJ est homologue à

rJ dans par définition des J. De pius, pour O <j < m — 1, rJ1 est le

bord de E1, dans N2. Ainsi, l’homomorphisme R(k_1)m>H1(IÇ2;R) induit par

l’inclusion est trivial.

Notre prochain objectif est d’obtenir une base de (R(k_1)m) nous permettant

de calculer la forme d’intersection sur H2(Ni; R). Par construction de J1, . . .
,J,

pour chaque 2 <j < k, il existe un anneau C c int(V) tel que 8C J U —J_1

et

O, si i
— j > 1

cincj= :;
1min{i,j}, 5 = 1.

Soit Ô, le relèvement de C contenu dans . Considérons la classe /3 é H2 (Ii; R)

représentée par E,0 —

—
Ôj, où 2 <j < k. On remarque que R()m a pour

base UYL’{(Tl)(tJ2]), (T1)([J3 - J2]),..
., (r1)([Jk

- Jk-i])}.

Or, on a ((r1)?/32) = (r1){J2] et pour i > 2, ((r1)3) = (Tl>[J — J_1j.

Il suit que H2(I/1; R) H2(I2; R) H’3, où H’3 R(k_l)m est le sous-espace de

H2(N1;R) ayant pour base {(r1)(/3)2 i k,0 <j m — 1}.

Comme dans le cas précédent, on a une décomposition en espaces propres

H2(Ii; R) H2(JÇr; R) Ker() H.

Puisque (T1}(/) est représenté par un 2-cycle dans Ii\int(i), il suit que

C
et H2(N;R) sont orthogonaux par rapport à la forme d’intersection H2(Ni;R) x

H2(I1; R)—÷R.
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Notons A et B les matrices de la forme d’intersection (hermitienne) H2 (Ii; C) x

H2(Ni;C)—*C sur H2(N;R) et H respectivement. Si dimcKer() = 1, alors

la matrice de la forme hermitienne sur H2 (N1; C) est

A*0

* * *

0*B

où les * forment une ligne et une colonne de la matrice. Dans le cas où dimcKer(6ç)

0, la matrice de la forme hermitienne sera

(Ao

0B

Le lemme suivant nous permettra de conclure

o(Ni, Ti) sign(A) + sign(B)

= u(N, T) + sign(B).

Lemme 3.2.48. Soit A une matrice hermitienne et B la matrice hermitienne

obtenue à partir de A en supprimant ta i—ième ligne et ta i—ième cotonne. Alors,

on a sign(A) sign(B).

DÉMONsTRATIoN. Voir le lemme 2.9 dans [Tri.
D

Un calcul analogue à celui de €j a donne

0, sistoui—j>1

(T(/) (Ti)(/3) = -e, is =t et i-jj = 1

2e, si s = t et i = j

Lemme 3.2.49. Soit H un R—espace vectoriel, : H x H—R une forme bili

néaire symétrique et T t H——*H une isométrie de pour laquelle Ttm = 1 et il

existe c, . . . , E H tels que H = < cj, .
. > . Alors, ta signa

ture de la restriction de la forme hermitienne Hc x HcC: (x ® À, y 0 t) i’



105

• y à H, pour C tel q’ue ç’tm = 1. est égale à ta signature de la matrice

n x n dont l’entrée à ta i—ième ligne et j—ième colonne est n1 ç •

DÉMONSTRATION. Voir le corollaire de la propositiofi 4 dans [Li].

E

Par le lemme précédent, la sigilature de B est égale à la signature de la matrice

(k — 1) x (k — 1) silivante

2e —e O

—e 2e —e

—e

—e 2e

Ainsi, la signature de B est (k — 1)e = n — e. On a donc

u(1, ri) ,
r) + n — e.

Le résultat suit du théorème 3.2.43 et des calculs précédents de u(Ni, T1),

u(Ni) et F?.

E

3.2.5. Le cas w> 2

Nous pouvons maintenant démontrer les points (1) et (2) du théorème 3.1.3.

Théorème 3.2.50. Soit K un noeud contenu dans l’intérieur d’un tore solide

noué V c $3, avec nombre de rotation wv(K) = q.

(1) Si q 3, alors K satisfait ta propriété P.

(2) Si q = 2, alors l’ensemble des pentes r E Q U {K} de K telles que K(r)

est simplement connexe est un sons-ensemble propre de {1uIç, +1, 1}.

DÉMONSTRATION. fixons une orientation sur 53 existe un tore solide orienté

et non-noué U C 53, un noeud J c int(U) et un plongement h: U—+33 pré

servant l’orientation tel que h(U) = V et h(J) = K. Quitte à précomposer h par
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des twists méridionnaux de V, on peut supposer sans perdre de généralité que k

est fidèle. Remarquons que wu(J) = q. Soit L l’âme du tore solide S3 \ ini(U).

Supposons que q> 2 et n 0. On a vu que si est simplement. connexe,

alors l’image L du plongement naturel de L dans M = J() est un noeud

trivial.

Remarquons que Ïk(J,L) = q et posons = e. Alors, le théorème précé

dent (pour m = q et r = 1) donne

c 2n(q — 1) —

car L étant trivial, la signature ZL(() est nulle. On obtient alors

> 2(n(q -1) - 1).

Si (q, n) (2,+1), alors L(() est non-nulle et L est par conséquent non-trivial.

En particulier, le point (1) est démontré.

Pour démontrer le point (2), nous montrerons que pour q = 2 au moins un des

noeuds L1 et L_1 est non-trivial. On a = EU V_1, où E est homéomorphe à

l’extérieur E(J) de J dans 3, V_1 est un tore solide dont l’âme sera notée J_1,

l’intersection V_1 n E est égale à E = 8V_1 et un disque méridionnel de V_1

intersecte E en une courbe de pente —1 dans E.

Il existe un homéomorphisme E(J)—--*E envoyant un méridien de J vers

une courbe de pente 1 dans 3V_1 et envoyant une longitude canonique de J

vers une longitude canonique de J_1. Par conséquent, on voit que (J(1), L1) est

homéomorphe à (M_1(Li; ), L.), où L_y est l’image du plongement naturel de

L_1 dans M_y(J_i; ).
Par le théorème précédent (pour m = n q = 2 et r = 1), on a

L1() —
EL1(C) 3.

Q Ainsi, au moins un des noeuds L1 et L_1 est non-trivial. E
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3.3. Gi.Aiis D’INTERSECTION

C 3.3.1. Graphes planaires

Nous rappelons quelques définitions de la théorie des graphes topologiques.

Nous nous intéresserons principalement aux graphes finis contenus dans l’intérieur

d’un disque.

Définition 3.3.1. Un graphe (fini) F est un complexe 0W (fini) de dimension

1. Les points du O-squelette de F sont appelés tes sommets de F et l’ensemble des

sommets de F est noté V(F). Les composantes connexes de F\V(F) sont appelées

les arêtes de F et l’ensemble des arêtes de F est noté E(F). Une arête e E E(F)

est appelée une boucle si est homéomorphe au cercle $1 Le nombre de sommets

et le nombre d’arêtes de F sont notés respectivement V et E.

Une arête e e E(F) est dite incidente au sommet y e V(F) si y appartient

à . Le degré d’un sommet y e V(F) dans F, noté degp(v), est défini comme

étant ta somme du nombre d’arêtes de F qui ne sont pas des boucles et qui sont

incidentes à u et de deux fois le nombre de boucles de F incidentes à u. Le degré

de F, noté dey F, est défini commé étant le degré minimal d’un sommet dans F,

c’est-à-dire dey F = min{deyp(v)v e V(F)}.

Définition 3.3.2. Soit F un graphe contenu dans l’intérieur d’une surface com

pacte, connexe et orientable S. Les faces de F dans S sont tes composantes

connexes de S \ F et l’ensemble des faces de F dans S est noté Fs(F) (on lais

sera tomber l’indice S lorsque le choix de la surface S sera clair). On note F1- le

nombre de faces de F.

On dit qu’une arête e e E(F) appartient à une face f e F(F) si e cf. On dit

qu’une arête e e E(F) appartenant à la face f e F(F) est une arête double de f
si e c J et qu’elle est une arête simple de f sinon. Une face a (s + 2d) côtés si

elle a exactement s arêtes simples et exactement d arêtes doubles.

On dit que deux arêtes distinctes sont directement parallèles si elles appar

tiennent à une face ayant 2 côtés. Deux arêtes e et e’ de F sont dites parallèles

si e e’ ou s’il existe des arêtes e1,. . . , e de F telles que e1 = e, e e’ et e_1

et e sont directement parallèles, pour 1 < i n.
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A
/

FIG. 3.13. Une face à 5 côtés.

Le lemme suivant sera utile pour démontrer le point (3) du théorème 3.1.3.

Lemme 3.3.3. Sozt F un graphe contenu dans l’zntérieur d’un disque D. Si F n’a

pas de faces ayant un seul côté et que deg F> 6m, pour un certain entier positif

m, ators F contient m + 1 arêtes mutuellement parallèles.

DÉMONSTRATION. Quitte à considérer une composante connexe de F dont chaque

face est mie face de F, on peut supposer que F est connexe. Supposons que F ne

contient pas m + 1 arêtes mutuellement parallèles. Soit F’ C D le graphe obterm

à partir de F en remplacant chaque famille (maximale) d’arêtes mutuellement

parallèles par une seule arête. Le graphe F’ est alors connexe et il suit de la

définition de F’ et du fait que F n’a pas de faces ayant un seul côté que toutes les

faces de F’ ont au moins trois côtés.

Puisque pour un sommet u e V(F) chaque famille (maximale) d’arêtes mu

tuellement parallèles de F incidentes à u contient au plus in arêtes, on a

degp(u) in degpi(v).

Par hypothèse deg F > 6m et donc deg F’ > 6. En voyant le disque D comme

étant contenu dans une 2-sphère, on peut appliquer la formule d’Euler pour ob

tenir

Fp,rrEpi-Vp,+2

O >E1-V1.
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Or. on a aussi la relation

1 Vp’deg F’
= degpi(v)

2
v V(F’)

Par conséquent, on obtient l’inégalité

> — V1

2E1
> E —

______

— degF’
9

>
—3

Puisqu’une arête double de f’ appartient à une unique face de F’ et qu’une

arête simple de F’ appartient à exactement deux faces de F’, on conclut que le

nombre moyen de côtés d’une face de F’, c’est-à-dire le nombre ZfEF(r’) I(f)
où (f) est le nombre de côtés de f, est égal à t’. Par l’inégalité précédente,

est strictement inférieur à 3, ce qui contredit le fa.it que chaque face de F’ a

au moins trois côtés. D

Soit M3 une sous-variété de $3 et K un noeud dans l’intérieur de M. Nous

noterons M(K; r) la variété M \ int(U) U U, où U est un voisinage tubulaire de

K dans int(M) et : 8U—-*8U est un homéomorphisme envoyant un méridien

de U sur une courbe de pente r dans t9U C S.

3.3.2. Lemme principal

Dans cette section, nous démontrons le lemme duquel découle le point (3) du

théorème 3.1.3. Ce lemme nous permettra d’utiliser les résultats obtenus dans le

cas w > 2.

Définition 3.3.4. Soit K un noeud dans l’intérieur d’un tore solide V. Le nombre

d’enroulement de K dans V, noté wrv(K), est le nombre minimal de points d’in

tersection entre K et un disque méridionnel de V transverse à K, e ‘est-à-dire

wrv(K) = min{IK n Dl D disque méridionnel de V transverse à K}.

O
Lemme 3.3.5. Soit V C $3 un tore solide et K C int(V) un noeud tel que

wv(K) = O ou 1 et wrv(K) 2. Si k est un entier tel que kl > 6 et que V(K; )
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a un groupe fondamental cyclique infini, ators wv(K) O et il existe un tore

solide V’ C int(V) tet que K est contenu dans int(V’) et wv’(K) 2.

DÉMONsTRATIoN. Notons q = wv(K) et X V \ int(U), où U c int(V) est. un

voisinage tubulaire de K. Choisissons D1 un disque méridionnel de V vérifiant les

conditions suivantes

(1) D1 n U est une union disjointe de n1 disques méridionnels de U;

(2) n1 est minimal par rapport à (1).

Puisque n1 est minimal, on a n1 = wrv(K) 2. Notons Vk la variété V(K; )
et supposons que Vk a n groupe fondamental cyclique infini. On a Vk = X U t1k,

où U,, est un tore solide tel que X n Uk = 8U,, 8U et un disque méridionnel de

Uk intersecte X en une courbe de pente dans T = 0U 8Uk C X.

Puisque 7cl(Vk) Z, le lemme 3.2.8 assure l’existence d’un disque D2 propre

ment plongé dans V,. vérifiant

(3) 8D2 est une courbe essentielle dans 8Vk = 8V;

(4) D2 n Uk est une union disjointe de n2 disques méridionnels de Uk;

(5) n2 est minimal par rapport à (3) et (4).

Si n2 = 0. alors D2 est contenu dans X et D2 est un disque méridionnel de V

(par (3)). Dans ce cas, wrv(K) = 0. Puisque par hypothèse wrv(K) 2, on a

que n2 est non-nul.

Pour c = Ï, 2, notons P C Dc la surface Da n X et 8ûPc. l’union disjointe

de cercles Pc. n T. On remarque que chaque composante de 80P2 est une courbe

de pente dans T, par définition de Uk. Par le lemme 3.2.8, 8D2 est une courbe

de pente dans 0V,, = 8V.

On peut supposer sans perdre de généralité (quitte à isotoper P1 et P2 dans

X) que les conditions suivantes sont satisfaites

(6) 0D1 et 8D2 s’intersectent transversalement en exactement kq2 points sur

OV=8Vk;

G
(7) une composante de 80P1 intersecte transversalement une composante de

80P2 en exactement jk points dans T;
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(8) P1 et P, sont transverses;

0 (9) le nombre de composantes connexes de P1 n P2 est minimal par rapport

aux conditions (1) à (8).

Par (8), les composantes connexes de P1 n P2 sont des cercles et des arcs

proprement plongés clans P1 et P2. De plus, l’ensemble des extrémités des com

posantes de P1 n P2 étant des arcs est 3P1 n 31’2. Notons A C P1 n P2 l’union des

composantes de P1 n P2 étant des arcs dont les extrémités appartiennent à T.

Considérons la projection naturelle VC. : Pa*Dc, correspondant au quotient

de PC. obtenu en identifiant chaque composante connexe de 3Pc, en un point, pour

= 1, 2. Pour c = 1, 2, on définit FC. C Dc. le graphe dont les sommets sont les

points de v(0A) et les arêtes sont les composantes connexes de vc.(A) \ V(Pc.).

Remarquons que, pour {o, t3} = {1, 2}, une composante C de OOPc. intersecte 00P

v

FIG. 3.14. Le graphe F.

en exactement nk points dans T, par (7). En outre, au plus kq2 composantes

de P n P sont des arcs ayant une extrémité dans C et l’autre extrémité contenue

dans 3V, par (6). Ainsi, le degré d’un sommet de F est au moins k(n,3 — q2).

Les conditions (1) à (9) confèrent certaines propriétés aux graphes F1 et F2.

Lemme 3.3.6. Si C est une composante de P1 n P2 qui est un cercte, aÏors C

n’est pas te bord d’un disque contenu dans P, pour c = 1, 2.

DÉMONSTRATION. Supposoils que C est le bord d’un disque L C Pi. Puisque

n P2 est une union finie de cercles disjoints, il existe un cercle C’ C bordant

P D
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un disque A’ C A tel que A’ n P2 C’. Supposons sans perdre de généralité que

Q
Effectuons une chirurgie sur D2 le long de A et notons D la composante

de la surface obtenue contenant 3D2, c’est-à-dire on fixe un voisinage tubulaire

(N, A) (A x [—1, 1], A x {O}) de A dans l’intérieur de X tel que N n P2 est

un voisinage tubulaire de C dans l’intérieur de P2 (correspondant à C x [—1, 1] C

A x [—1, 1]) et on note D la composante de D2 \ (C x [—1, 1]) U A x {+1}

contenant 3D9.

Puisqu’il existe un disque E C D2 avec 3E = C = 0A, il suit que D est un

disque. Puisque D est un disque proprement plongé dans Vk avec 3D = 3D2 et

D n U,, c D2 n t1k, le point (5) entraîne que D n U = D2 n Uk. Si P = D flX,

alors P1 et P satisfont les points (1) à (8). Or, par construction, le nombre de

composantes de P n P est strictement inférieur au nombre de composantes de

P1 n P2, ce qui contredit le point (9). On procède de la même manière lorsque C

borde un disque dans P2. D

A

Lemme 3.3.7. Le graphe a C n’a pas de faces ayant un seul côté, pour

= 1, 2.

DÉMONSTRATION. Supposons que F1 C D1 a une face f ayant un seul côté.

Notons f le disque jnP1 C X. Puisque f est une face de F, il suit que int(f)nD2

est une union de cercles de P1 n P2. Par le lemme 3.3.6 et le fait que J est un

disque, on doit avoir int(J) n D2 = O. Remarquons que 3J = S u7, où S = Jn D2

C
et = f n T sont deux arcs avec S n = 36 = 3-y. On peut alors pousser D2

le long de J clans V,, pour éliminer les deux disques de D2 n U,, contenant les

E

FIG. 3.15. Couper le long du disque A.
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FIG. 3.16. Une face à un seul côté.
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extrémités de 6, contredisant ainsi le point (4).

lorsque F2 C D2 a une face ayant un seul côté.

On procède de la même manière

D

f

C

FIG. 3.17. Pousser le long du disque.

Puisque q = O ou 1 et 1k! > 6, on a

deg F2> lk!(ni — q2) 6(ni —1).

Puisque n1 > 2 et F2 C D2 n’a pas de faces ayant un seul côté, le graphe F2

contient n1 arêtes mutuellement parallèles, par le lemme 3.3.3. Ces n1 arêtes

correspondent à des composante A1, .. . , A11 de A. Nous supposerons que les A

D1

13

cx

D2
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sont numérotés de manière à ce que les arêtes de F2 correspondant à A et 11+1

soient directement parallèles, pour 1 < i < ri1.

Orientons tous les arcs A clans la même direction et notons 8A =

où A va de LA à Notons 6+P2 et 0P2 les composantes de 00P2 telles

que 0A E LP2 et aA e 8P2, pour 1 < i < n1. Parce que A et A1

A

FIG. 3.1$. La permutation n.

sont directement parallèles (pour 1 < j < ni), les points 8+A1 8+A1 sont

consécutifs sur c’est-à-dire pour chaque 1 < i < n, il existe un arc contenu

dans OP2 dont le bord est OA U Aj et dont l’intérieur ne contient aucun

point de 30P1. Par conséquent, pour 1 < j < j < n, les points 8A est a+A

appartiennent à des composantes différentes de 80P1. Puisque 80P1 a exactement

ni composantes, il suit que chaque composante de 30P1 contient exactement un

On obtient une conclusion similaire pour les 8_Ai.

On note 81P1,. . . les composantes de 80P1 de manière à avoir ELA E

9Py, pour 1 < j < n1. Il existe donc une permutation n de {1,. . . , n} telle que

E P1, pour 1 <j <n1.

Fixons des orientations sur D1, D2 et X et munissons T, Fa et les com

posantes de 3Pa (pour c = 1, 2) des orientations induites par X, Da et Fa

respectivement. Pour c = 1, 2, on associe à chaque composante de 8Pa un signe

© (+1 ou —1) de manière à ce que deux composantes de aient le même signe

si elles sont homologues dans T et aient des signes opposés sinon.

aP a,p,
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On voit alors que n(i) ci + s n2od(ni), où O s <ni et

0 = —1, si 8_P2 et 8P2 ont le même signe

si 8_P2 et 8P2 ont des signes opposés.

Notons e(i) le signe de 8P1 et c(i,j) = c(i)e(j), pour 1 < i, j < n. Remarquons

FIG. 3.19. Calcul de n.

que les orientations de 8_Ai et 8A induites par A sont de signes opposés. Il

suit que le signe de l’intersection (dans T) entre 8_P2 et 8P1 au point 8_Ai et le

signe de l’intersection (dans T) entre 8P2 et 0R-(i)Pl au point 8+A sont opposés.

Par conséquent, on obtient, pour 1 <j < n1,

c(i,n(i)) = e.

Orientons K de manière à ce que le signe du point d’intersection entre K et

la composante de D1 n U dont le bord est 8P1 soit égal à e(i). Par définition de

q, on a alors

q=+K•D1

+e(i).

Lemme 3.3.8. La permntation n n’a pas de points fixes.

DÉMONSTRATION. Supposons que n(j) = j, pour un certain 1 <j <ni. On a

alors e(j, n(j)) 1 et donc e 1. Le fait que e = 1 et que j est un point fixe de

n entraînent que s = O. Par conséquent n est l’identité.

Q
Pour tout 1 <i <n1, l’arc A correspond à une boucle du graphe F1 incidente

au sommet correspondant à 0P1. Puisque chaque sommet du graphe fini Fi admet

6—1 6=1
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Q

une boucle, il suit que F1 C D1 a une face ayant un seul côté, ce qui contredit le

lemme 3.3.7. D

Pour montrer que q O, on montrera que si q 1, alors n est l’identité,

contredisant ainsi le lemme précédent. Supposons que q = 1. Dans ce cas, e = 1.

En effet, si e = —1, alors e(i) et e(n(i)) sont de signes opposés pour tout i. De plus,

dans ce cas n1 serait pair, car sinon i 2’s rnod(n1) serait un point fixe de n,

contredisant le lemme précédent. Par conséquent, lorsque e = —1, q = + e(i)

est nul. L’hypothèse q = 1 implique donc que e = 1. D’autre part, puisque e = 1,

les orbites de l’action de n sur {1,. . - , ni} ont toutes le même nombre d’éléments

et e(i) e(n(i)), pour 1 < i < n1. Le nombre d’éléments d’une telle orbite doit

alors diviser q = + e(i). Le fait que q = 1 entraîne que les orbites contiennent

un seul point, ce qui revient à dire qe n est l’identité. On a montré que si q = 1

alors n est l’identité. Par le lemme précédent, q = O.

Il reste à traiter les cas où e est +1 ou —1.

(î) Premier cas e = —1.

Dans ce cas, n2 est l’identité et par le lemme précédent, les orbites de

l’action de n sur {1,. . . ,ni} sont de la forme {i, n(i)}. Pour chaque i,

l’union A U Aj correspond à un cercle C dans F1 C D1. Puisque F1

est un graphe fini, on peut choisir un cercle G minimal, c’est-à-dire tel

que C est le bord d’un disque C D pour lequel int() n V(Fi) = O.
Notons D c P1 le disque n X. Puisque A et Aj correspondent à des

FIG. 3.20. Le disque D.
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FIG. 3.2L Le disque E.

contre, il suit de la définition de L et du lemme 3.3.6 que D fl P2 =

A UA7(j). De plus, 0E est le bord d’un ruban de M5bius B C V. En effet,

B est l’union de D, d’un disque méridionnel de U et d’un disque D’ C T

tel que 5, î C OD’. Par définition de D, on a E n B = 0E. Il suit que

E U B est un plan projectif plongé dans V C S3, ce qui est absurde. Le

cas e = —1 est donc impossible.

o
arêtes parallèles de F2, il existe un disque E C P2 avec 0E = A U A() U

+ U6_, où 6 est un arc dans 0P2 reliant les points 0P2 P (A UA()).

Remarquons que E peut contenir des arcs A pour certains i j. Par

A

a_P_ ap2

Disque méridionnel de U

FIG. 3.22. Le ruban de M5bius.
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(ii) Deuxième cas = 1.

Dans ce cas, chaque orbite de n contient exactement in points, où in 2

par le lemme précédent. Pour chaque orbite O de n, l’ensemble U8A

correspond à un cercle C9 dans F1. Puisque les G sont disjoints, on peut

choisir une orbite O pour laquelle Co borde un disque A dans D1 dont

l’intérieur ne contient aucun sommet de F1. Nous noterons D C P1 le

disqile An?1. De plus, on note 0 OÙ Z1 <Z2 < <m.

Pour chaque 1 < j < in, il existe un disque A dans D2 tel que aA

correspond à Aj3 U Aj1, car les arêtes de F2 correspondant à et

sont parallèles. Nous noterons E le disque A n P2, pour 1 j <rn.

Soit N un voisinage tubulaire de D U UJj1E dans X et notons V’ =

N U U C V. Montrons que V’ est un tore solide tel que wV’ (K) > 2. Pour

1 <j <in notons D1 la composante de D1 n U telle que 8D1, =

et notons b le disque D U U?L1D1,. Considérons l’espace I’V obtenu de

Fia. 3.23. Le disqile D.

V’ en coupant le long de b, c’est-à-dire W = V’ \ N’, où N’ est un

voisinage tubulaire du disque b dans V’. Par définition de V’, on a (W, Kn

l’V) (D2, {zi,.. . , Z,}) x I, où les z sont des points distincts dans

l’intérieur de D2. Pour voir ceci, remarquons que 117 se décompose en

deux 3-boules (homéomorphes à b x I) jointes l’une à l’autre par in 1-

G
anses (correspondant à des parties de U) auquel (in — 1) 2-anses ont été

attachées (dont les âmes correspondent à E1,. . . , E,1) (voir la preuve de
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identifiant D2 x {O} et D2 x {1} à l’aide d’un homéomorphisme isotope à

une rotation de envoyant z sur où n est l’entier positif minimal

tel que = ij, pour tout j. Ainsi, V’ est un tore solide. On oriente I

de manière à ce que l’homéomorphisme entre V’ et le quotient (D2 x I)/ç

envoie K sur la courbe ({z1,. . . , Zm} X I)/q en préservant l’orientation.

Ainsi, le nombre de rotation de K dans V’ est in 2.

o
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la proposition 1.3 dans [GLu). On obtient V’ à partir de W D2 X I en

A,

FIG. 3.24. Le disque E.

A

////
A( j)

7
A( j)

/ 1
E A

FIG. 3.25. Décomposition de W en anses.

6

D
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3.3.3. Le cas w < 2

Nous pouvons maitenant démontrer le point (3) du théorème 3.1_3.

Théorème 3.3.9. Si K c $3 est un noeud satellite avec nombre de rotation O

ou 1, alors K(1) n’est pas simplement connexe pour n 6.

DÉMONSTRATION. Puisque K est un noeud satellite avec nombre de rotation O

ou 1, il existe un tore solide noué V C $3 tel que K C int(V), wv(K) = O ou 1

et wrv(K) > 0.

Si wrv(K) = 1, alors K est la somme connexe K1K9 de deux noeuds K1

et K2 non-triviaux dans $3, c’est-à-dire K = A1K2 = K1 \ int(K1 n B) u
K2 \ int(K2 n 32), où B et B2 sont deux 3-boules dans $3 telles que, pour

j 1, 2, le couple (Bi, K n B) est homéomorphe au couple (D2, {*}) x I et

b: (831, K1 n 3Bl)—--(8B2, K2 n 832) est un homéomorphisme. Il suit dans ce

cas que K vérifie la propriété P (voir le théorème J.8 du chapitre 9 dans [Roi]).

Supposons que wrv(K) > 2 et que K() est simplement connexe pour un

certain entier n tel que n > 6. Remarquons que K() se décompose en

K () = 3 \ int(V) U1 V(K;

Puisque K() est simplemellt connexe, il suit du lemme 3.2.4 que V(K; ) a un

groupe fondamental cyclique infini (car V est noué dans $3). Par le lemme 3.3.5,

wv(K) = O et il existe un tore solide V’ c int(V) tel que K C int(V’) et

wv’(K) > 2.

Appliquons maintenant le théorème 3.2.50 à K C V’. Pour ce faire, nous

devons d’abord montrer que V’ est noué dans 3• Notons K’ l’âme de V’. Remar

quons que wrv(K’) > O, car si wrv(K’) = 0, alors il existerait un disque méri

dionnel de V disjoint de V’ et donc wrv(K) = 0. Puisque wv’(K) wv(K) 0,

K’ n’est pas isotope (dans V) à l’âme de V. Par conséquent, K’ est un satellite

Q
de l’âme de V. L’âme de V étant non-triviale dans 3, on conclut que K’ est

non-trivial dans 33 (voir le corollaire D. 10 au chapitre 4 du livre [Roi]).
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On peut donc appliquer le théorème 3.2.50 à K C V’ et on obtient que K()

C n’est pas simplement connexe lorsque jm > 1, ce qui contredit l’hypothèse que

est simplement connexe. D

C



Chapitre 4

LE PROBLÈME DU COMPLÉMENT

Ce chapitre résume la preuve de Gordon et Luecke du fait que ne peut pas

être obtenu par une chirurgie de Dehn non-triviale le long d’un noeud non-trivial.

Les références principales sont l’article de Gordon et Luecke [GLu1I et le texte

de Gordon [Go].

4.1. INTRODUCTION

Nous avons vu au chapitre 2 que le théorème suivant a pour conséquence qu’un

noeud dans $3 est déterminé (à équivalence près) par la classe d’homéomorphisme

de son complément.

Théorème 4.1.1. Soit K un noeud non-trivial dans 3• Si K(r) est homéo

morphe à S, alors ta pente r est triviate, c’est-à-dire r =

Pour démontrer ce théorème, Gordon et Luecke supposent d’abord que la

pente r est noil-triviale. Ils choisissent alors des surfaces planaires transverses

P1 et P2 proprement plongées dans l’extérieur du noeud K telles que chaque

composante du bord est une courbe de pente r et respectivement. Ils montrent

qu’il est possible de faire ce choix de manière à ce que chaque composante de

P1 fl P2 qui est un arc soit essentielle à la fois dans Py et dans P2 (voir la section

4.2). Ils considèrent ensuite les graphes Fy et F2 associés à P1 et P2 respectivement

(dont les arêtes sont les arcs de P1 n P2). Le fait que les arcs de P1 n P2 soient

essentiels dans P, pour i = 1, 2, se traduit clans le langage combinatoire par

le fait que le graphe F ne contient pas de boucle triviale. Ils utilisent ensuite

l’hypothèse que r PK pour montrer (à l’aide d’une analyse combinatoire, voir
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la section 4.3) que f1 et f2 contiennent certaines faces ou sous-graphes distingués.

On voit par la suite que l’existence de ces configurations entraîne que H1 ($3) a

un sous-groupe de torsion non-trivial, ce qui est absurde. Ainsi, on doit avoir

T = /ljç.

Avant de démontrer le théorème 4.1.1 plus en détails, on introduit le concept

de distance entre deux pentes sur un tore, qui simplifiera la formulation de certains

résultats. Rappelons qu’une pente r sur un tore T est la classe d’isotopie d’une

courbe simple fermée, essentielle (et non-orientée) dans T.

Définition 4.1.2. Soit r1 et r2 deux pentes sur un tore T. La distance entre r1

et r2, notée z(ri,r2), est définie par

(ri, r2) = rnin{ Vi fl 72 7i et 72 transverses et ‘y.j E r, i = 1, 2 }.

Si on frxe ne base ordonnée {, ij} de H1(T), alors l’ensemble des pentes

de T correspond à l’ensemble des couples +(a, b), où a et b sont des entiers

relativement premiers. Remarquons que pour une orientation quelconque de T,

le nombre d’intersection (algébrique) . ij est +1, car et forment une base de

111(T) Z2. Sans perdre de généralité, on peut supposer que . ij est +1.

Si ‘y est un représentant orienté de la pente ri sur T, alors il existe des entiers

premiers entre eux a et b tels que [-y] = + bji dans H1(T), pour i = 1, 2.

Le nombre d’intersection [711 [72] est alors égal à a1b2 — a2b1. Puisqu’on peut

isotoper 71 et 72 dans T de manière à être transverses et qe tous les points de

71 fl 7 soient de même signe, on conclut que

= [71] [yfi

= a1b2 — a2b1.

Remarquons que si L\(r1, r2) = O, alors r1 = r2. Les deux prochaines sections

préseiltent les résultats liés à la théorie de Cerf et à la combinatoire nécessaires

Q
pour démontrer le théorème 4.1.1. La démonstration du théorème 4.1.1 est donnée

à la section 4.4.
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4.2. LE CHOIX DES SURFACES

Contrairement au problème traité par Litherland clans [L2] (et dans la dernière

section du chapitre précédent), le choix des surfaces s’avère ici être plus difficile.

Cette section présente la preuve du théorème suivant (voir le chapitre 1 clans

[GLu1]).

Théorème 4.2.1. Soit K un noeud non-trivial dans $3 et r une pente de K telle

que K(r) S et A = A(r, t’K) > O. Alors, it existe des surfaces planaires P1 et

2 proprement plongees dans X. l’extérieur de K dans $3, telles que

(i] chaque composante de 0F, est de pente r dans OX, où i = 1, 2, r1 = r et

r2 =

(ii) F1 et F2 sont transverses et chaque composante de 0F1 intersecte chaque

composante de 0F2 en exactement A points dans OX;

(iii) tes composantes de Fy n F2 qui sont des arcs sont essentielles dans F1 et

Rappelons qu’une surface ptanaire est une surface obtenue d’une 2-sphère en

retirant l’intérieur d’un nombre fini (non-nul) de disques disjoints. En particulier,

les bords 0P1 et 0F2 sont non-vides. Un arc o proprement plongé dans une surface

avec bord F est dit non-essentiel dans F s’il existe un arc /3 C 0F tel que Oa = 0/3

et s’il existe un disque D C F avec 3D = c U /3. Sinon, l’arc c est dit essentiel

dans F. Pour démontrer le théorème 4.2.1 nous utiliserons la notion de position

D

FIG. 4.1. Un arc non-essentiel.

mince d’un noeud dans 3
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4.2.1. Position mince

Notons ±oc les pôles nord et sud (respectivement) de S3. Remarquons que
3 \ {+oo} est naturellement homéomorphe $ x R et notons p:

la follction (que nous appellerons fonction hauteur) correspondant à la projection

S2 x R—*R. Remarquons qu’ull noeud K C 3 est isotope à un ioeud contenu

dans $3 \ {+oo}. On appellera sphère de niveau une 2-sphère dans 3 \ {+œ}

x R correspondant à $2 x {t}, pour un certain t E R.

Définition 4.2.2. Soit K un noeud dans $3• On dit que pK : K—*R est une

présentation de Morse de K si pK est une fonction de Morse (c’est-à dire si pK

a un nombre fini de points critiques, tous non-dégénérés) ayant toutes ses vateurs

critiques distinctes (c’est-à-dire que pIK est injective sur son ensemble de points

critiques).

Si pK est une présentation de Morse, on définit la complexité de K, notée

c(K), par

c(K)=QflK

où Qi Q, sont des sphères de niveau dont une est située entre chaque paire

de valeurs critiques consécutives de pjK. On dit que K est en position mince si

pK est une présentation de MoTse de K ayant une complexité minimale.

Définition 4.2.3. Soit K un noeud dans 53 et X l’extérieur de K dans 3• Si

pK est une présentation de Morse de K et Q est une sphère de niveau transverse

à K dans $3 \ {+oo}, alors on appellera surface de niveau l’intersection Q n X.

Remarque 4.2.4. Soit $ une 2-sphère (lisse) plongée dans 3, V un voisinage

tubulaire d’un noeud K dans 3 et X l’extérieur 53 \ int(V) de K dans 3•

Supposons que S est transverse à K, que $nK est non-vide et notons F1 = Snx.

La surface f1 sépare X en deux composantes connexes, que nous noterons A et

B. Soit F2 une surface connexe, compacte, orientable, proprement plongée dans

X et transverse à F1.

Supposons qu’il existe a une composante de F1nF2 qui est un arc non-essentiel

Q
dans F2. Par définition, il existe un disque D C F2 et un arc C 8F2 tels que

Oa’ = 0,3 et 3D = U13. Supposons que D est minimal, c’est-à-dire int(,3)nFi = 0.
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Nous appette’mns disque de a-compression pour F1 un tel disque D. Selon te cas où

int(/3) est contenu dans A ou B on dira que t3 est (respectivement) au-dessus ou

en-dessous de F1, que D est un disque haut ou bas (respectivement) par rapport

à F1 et que ta surface F1 est basse ou haute (respectivement] par rapport à F2.

Remarquons que l’adhérence de chaque composante de V\S est une 1-anse et que

/3 est contenu dans une telle 1-anse h. On notera l’arc K n h.

F

FIG. 4.2. Un disque haut par rapport à F1.

Affirmation 4.2.5. Si K est un noeud non-trivial en position mince et que F1

est isotope (dans X] à une surface de niveau. ators la surface F1 ne peut pas être

à ta fois basse et haute par rapport à F2.

Supposons que la surface F1 est à la fois basse et haute par rapport à F2. Par

définition, il existe des disques D_ et D+ contenus dans F2 qui sont bas et hauts

(respectivement] par rapport à F1. Notons o = 6D Fi F1 et /3. = DD n aX.

Puisque c. et sont des composantes de F1nF2, on a c_flci+ = 0 ou
-

On peut supposer sans perdre de généralité que F1 est une surface de niveau.

Dans ce cas, S est une sphère de niveau. Si 8/3_ = a13+, alors K est trivial (voir

la figure ci-dessous]. Si a/3_ alors on peut utiliser les disques D_ et D

D

f3

Œ
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pour isotoper K de manière à diminuer ta complexité c(K), ce qui est impossible

Q si K est en position mince. L ‘affirmation est donc démontrée.

Remarquons que l’affirmation reste vraie si on remplace f9 par une famitte

finie de surfaces disjointes, propTement plongées dans X et transverse à F1.

4.2.2. Théorie de Cerf

Définition 4.2.6. Soit $ une surface compacte, connexe, orientable, avec bord

et F ta surface $ \ G, où C 8$ x [O, 1[ est un collet ouvert de 8$ dans S. Soit

g f x I—s \ {+oo} un plongement et notons A(.A) l’image de A x {À} par g,

pour un sous-ensemble A de F. On dira que la famille {F(À)} est de Cerf (par

rapport à la fonction hauteur p) sites conditions suivantes sont satisfaites

(i) Le plongement g se prolonge en un plongement de F0 x I, où F0 = int($).

De plus, il existe un collet ouvert C’ de 8F dans F tel que la restriction

de p à (C U C’)(À) n’a pas de points critiques, pour tout ). E I.

13,

FIG. 4.3. Disques hauts et bas.

C)
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(ii) A l’exception d’un nombre fini de valeurs de À, la restriction pFo(À) est

une fonction de Morse ayant tontes ses valeurs critiques distinctes.

(iii) Si pFo\) n’est pas une fonction de Morse ayant tontes ses vateurs cri

tiques distinctes, alors exactement un des deux cas suivants survient

(a) La fonction pFo(À) a un nombre fini de points critiques ayant des

valeurs critiques distinctes et dont exactement un point critique est

dégénéré de type naissance-mort (voir la remarque suivante).

(b) La fonction pFo(À) est de Morse et tous ses points critiques, sauf

exactement deux, ont des images distinctes par p.

Le graphique de {F(À)} par rapport à p, noté F, est défini comme étant l’en

semble des couples (À, y) E I x R pour lesquels y est une valeur critique de pF(À).

La dernière condition s’exprime en termes du graphique de {F)}.

(iv) En une singularité du graphique, tes directions tangentes à chaque branche

de F sont ni verticales, ni horizontales.

FIG. 4.4. Comportement local du graphique.

Remarque 4.2.7. Points critiques de type naissance-mort.

Dans ta notation de ta définition précédente, considérons un point critique

dégénéré e e F0(À0) de pFo(Ào) et notons g’(c) = (XO, )‘o). On dit que e est

de type naissance-mort s ‘il existe un voisinage ouvert U de x0 dans F0 et un

voisinage fermé J de À0 dans I tels que (U x J, (xo, À0)) (R x I, (x, )) et

pour tout (x, À) e U x J R2 x I, ta valeur de p o g en (x, À) est donnée par

:x:.
o 1 0 1 0

/

Q pog(x,À)= hof(xo,Ào)+x+x --(2À— 1)x2.
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On remarque que ta fonction correspondant au membre de droite de t’égatité pré

Q cédente o. aucun point critique pour ,\ < , a un sent point critique (dégé7?éré)

pour ) = et a exactement deux points critiques (non-dégénérés) pour )s. > . Ce

comportement justifie ta terminologie “naissance-mort.”

Une étude du graphique associé â des familles de sufaces de niveau dans

S \ {±oo} nous permettra de démontrer le théorème 4.2.1.

Définition 4.2.8. Soit K un noeud dans 3 en position mince et soit P x I C X

une famille de surfaces de niveau pour ta fonction hauteur p. On dit que P x I

est une tranche pour la fonction pK si p(P x I) est contenu dans un interval

ouvert ]a, b[ pour lequel a et b sont des valeurs critiques consécutives de pjK
correspondant (respectivement) à un minimum local et à un maximum local de

pK.

DÉMONSTRATIoN. (théorème 4.2.1)

Soit K un noeud non-trivial dans $3 et notons X l’extérieur de K dans $3•

Supposons que r est une pente non-triviale dans 3X pour laquelle K(r)

Notons r1 = r, r2 = pj’ et A4j = K(r), pour i = 1, 2. Remarquons que M se

décompose en XUV, où V est un tore solide pour lequel XflV = = 8V et un

disque méridionnel de V intersecte X en une courbe de pente r dans X. Notons

K l’âme de V et notons Pi la fonction hauteur sur M \ {+oo} S \ {+oo}.

On remarque que le fait que K est non-trivial dans 53 entraîne que les noeuds

K1 et K2 sont non-triviaux dans M1 et M2 respectivement. Le lemme suivant

permettra de faire le lien entre la recherche des surfaces P1 et P2 (voir l’énoncé

du théorème 4.2.1) et le graphique associé à une certaine famille de Cerf.

Lemme 4.2.9. Il existe des familles de surfaces ptanaires P1 x I et P2 x I conte

nues dans X telles que

(1) P1 x I est isotope à une tranche pour la fonction pK1;

(2) P2 x I est une tranche pour la fonction plK2;

Q
(3) chaque composante de aP1\) intersecte transversalement chaque compo

sante de 8P2(t) en exactement L z\(ri,r2) > O points;
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() il existe i0 e]0, 1[ tel que tes surfaces P1(0) et P1(1) sont (respectivement)

haute et basse par rapport à P2(to);

(5) il existe ) e]0, 1[ tel que tes surfaces P2(0) et P2(1) sont (respectivement)

haute et basse par rapport à P1 ‘o);

(6) ta famille {P1(À)} est de Cerf par rapport Ù P2

DÉMoNsTRATIoN. (voir le lemme 1.2 dans [GLuI)

On peut supposer sans perdre de généralité que K et K2 sont en position

mince dans les 3-sphères M1 et M2 respectivement. Par une isotopie de Mi, on

obtient que si x K est un maximum (respectivement minimum) local de

alors il existe un voisinage ouvert U de x dans M tel que V n U apparaît comme

à la figure 4.5 (a) (respectivement (b)). De plus, si x e K n’est ni un maximum

local, ni n minimum local de alors il existe un voisinage U de x dans M

pour lequel 1.4 fl U apparaît comme à la figure 4.5 (e). On choisit, pour i = 1, 2,

(c)

FIG. 4.5. Le tore solide V près de U.

une tranche P. x I C X pour la fonction On peut supposer sans perdre

de généralité que la condition (3) est satisfaite. Puisque P2 x I est situé entre un

minimum local et un maximum local de p2K2, on peut montrer qu’alors il existe

une isotopie de P1 x I dans X (qui fixe C x I, pour un collet C de P1 dans

P1) telle que les surfaces P2(0) et P2(1) sont haute et basse (respectivement) par

rapport à un certain P1(À0).

(a) (b)

o
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Fixons maiteriant p E]O, 1[. Eu renversant l’isotopie précédente, on peut mon

trer qu’il existe une isotopie de X (qui fixe P1(À0) U C0 x I, pour un sous-collet

Co C C) telle que les surfaces Pi(O) et P1(1) sont haute et basse (respectivement)

par rapport à P2(io) et que les conditions (1) et (2) de l’énoncé du lemme restent

satisfaites. Puisque les isotopies considérées fixent Co x I C Py x I, il suit que la

condition (3) reste satisfaite.

Par des arguments de trallsversalité liés à la stratification de Cerf de l’espace

des fonctions lisses d’une variété compacte M à valeurs réelles, on peut trouver

une isotopie de X rendant {P1))} une famille de Cerf par rapport à la fonction P2

(voir [Ce2]). De plus, il est possible d’effectuer cette dernière isotopie de manière

à ce que les conditions (3), (4) et (5) restent valides. LI

Considérons maintenant le graphique F (par rapport à la fonction hauteur P2)

a.ssocié à la famille {P1))}. Puisque P2 x I est une famille de surfaces de niveau

Oll P2, il suit que P2 est constante sur P2([t), pour tout p. e I. Supposons sans

perdre de généralité que p2(P2(p.)) = {p.}, pour tout p. e I.

Il existe un intervalle fermé [a, b] contenu dans I = [p2(P2(O)),p2(P2(1))] tel

que pour chaque \, si l’intersection entre F n (I x {a, b}) et le segment de droite

{ )} x [a, b] est non-vide, alors p2P1(À) est une fonction de Morse et cette intersec

tion contient exactement un point (qui correspond à une intersection transverse

entre F et I x {a, b}). Quitte à reparamétrer I, on peut supposer sans perdre de

généralité que [o,, b] = I. Soit G l’intersection F n (I x I). Les singularités des G

sont de trois types $

(i) un point d’intersection entre G et I x {O, 1};

(ii) un point correspondant à un point critique de type “naissance-mort” (voir

le carré du centre de la figure 4.4)

(iii) un point correspondant à l’échange de deux valeurs critiques (voir le carré

Q
de gauche à la figure 4.4 et le point (iii) — (b) de la définition d’une famille

de Cerf).
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ji— b

G

11= a

Ces singularités correspondent à un nombre fini de valeurs de À dans ]O, 1[. Par

la définition d’une famille de Cerf et par le paragraphe précédent, deux singularités

distinctes correspondent à des valeurs distinctes de À.

Remarquons que pour (À, t) appartenant à Ix I\G, [t est une valeur régulière

de la restriction p2lPr(À). Par conséquent, P1(À) et la surface de niveau P2([t)

(pour P2) s’intersectent transversalement. Pour i 1, 2, on définit la fonction

I x I \ G—{A, B, C} de manière à ce que s2) soit égal à A, B ou C

selon que la surface Pj(s) est haute, basse ou ni haute, ni basse par rapport à

P(s), où {i,j} = {1,2}.

Pour démontrer le théorème 4.2.1, il suffit alors de montrer qu’il existe (À, t) E

I x I \ G tel que q(À, t) = 2(À, t) C. Dans ce cas, les arcs de P1(À) n P2u)

seront essentiels dans P1(À) et P2([t) et les conditions (i) et (ii) du théorème 4.2.1

seront satisfaites.

Par la remarque 4.2.4, les fonctions et 2 sont bien définies. De plus, elles

possèdent les propriétés suivantes

(a) Si 1(À, ,u) = A (respectivement B), alors 1(À, [L’) = A (respectivement

B) ou C, par la remarque 4.2.4. Une affirmation similaire est valide pour

À—1

FIG. 4.6. Un exemple de graphique.
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(b) Pour ) fixé, l’intersection P1\)flP2(i) est isotope à P1)flP2(a’) dans

P1(À), pour p et ji” situés entre deux valeurs critiques consécutives de

p2P1(,\). Une affirmation similaire est valide lorsque est fixe et ) varie

de manière à ce que ti) reste dans la même composante connexe de

I x I \ G. Il suit que et 2 sont constantes sur les composantes de

I x I \ G.

(c) Soit c une valeur critique correspondant à un minimum local ou à un

maximum local de p2jPi)). En faisant varier t’ de manière à passer d’une

valeur inférieure à c à une valeur supérieure à c, l’intersection P12JflP2(t’)

gagne ou perd un seul cercle selon que c correspond à un minimum local

ou à un maximum local (respectivement). Puisque cette variation n’affecte

pas le reste de P1(?) n P2(,u) à isotopie près, il existe un c > O tel que

c
— ) = c + ) et

q2(,c—e) =

(d) Par le lemme 4.2.9, il existe À0, elO, 1[, tels que

= A et i(l,t’o) = B et

20,O) = A et 2(Ào,1) = B.

Remarquons que le fait qu’il existe t’o e]O, 1{tel que t’o) = A et t’o) =

B et le fait que est constante sur les composantes de I x I \ G entraînent qu’il

existe un 6 > O et une singularité (s, t) de G tels que pour tout À e]s — 6, s[

(respectivement ]s, s + 6[) il existe ,t, E I tel que t’) = A (respectivement

B).

Pour une valeur de À ne correspondant pas à une singularité de G, notons

J), l’ensemble des t’ E I tels que q52(À, t’) = C. On peut montrer que le fait que

K9 est un noeud ion-trivial en position mince par rapport à P2 implique que J),

est non-vide (sinon K2 serait trivial ou on pourrait diminuer la complexité de

Q
A2, voir le lemme 1.3 dans [GLu1I). Par la propriété (b), J), est une union finie

d’intervals ouverts.
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Supposons qu’il n’existe pas de couple , t’) I x I \ G tel que t’) =

C 2(À,tL)= C. Dans ce cas, pour t’ j, 2P,tL)= Cet q1()jL)=A ou B. Gor

don et Luecke montrent alors que la somme des longueurs des intervals composant

J.\ converge vers zéro lorsque ,\ teid vers s par la gauche et par la droite. Le point

(s, t) est donc une singularité de G de type (iii). À l’aide des propriétés (b) et

(e) on peut montrer que la valeur critique t correspond à deux points critiques

d’indice 1 de p2Pi(s) et qu’il existe un voisinage U de (s, t) dans Ix I pour lequel

GflU apparaît tel qu’à la figure 4.7 (voir les lemmes 1.4 et 1.5 dans [GLu1I). De

plus, les fonctions et çb2 prennent les valeurs données à la figure 4.7 dans les

régions (ouvertes) de U \ G. Gordon et Luecke démontrent que la situation décrite

B

Ø=B

FIG. 4.7. Échange impossible entre deux valeurs critiques.

à la figure 4.7 est impossible. Pour chaque région de U \ G, on choisit d’abord une

famille continue de disques de a-compression correspondant aux valeurs de P’, t’)

appartenant à la région considérée. Une contradiction est obtenue en analysant

l’intersection de ces disques de 3-compression avec P2(t) dans des voisinages des

deux points de selle de p2P1(s) (ayant pour valeur critique t, voir les lemmes 1.6

à 1.11 dans [GLu1]).

4.3. LA COMBINATOIRE

Tout au long de cette section, K dénotera un noeud fixé dans $3 et X sera

Q
l’extérieur de K dans $3• Soit r1 et r2 deux pentes dans 3X et notons M la

variété K(r) obtenue par chirurgie de Dehu le long de K. Par définition, Mj se

A
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décompose en X U , où V est un tore solide tel que V n 0X = 8V = 8X et le

bord d’un disque méridionnel de V est de pente r dans 8X, pour i = 1, 2.

4.3.1. Graphes d’intersection

Supposons qu’il existe, pour i = 1, 2, une surface fermée, orientable et connexe

C M transverse à l’âme K de dans M et telle que la surface P = F fl X

vérifie les conditions suivantes

(i) 8P est non-vide et chaque composante de 8P est une courbe simple

fermée de pente r dans 8X;

(ii) P1 et P2 sont transverses et chaque composante de 8F1 intersecte chaque

composante de 0P2 en exactement = /(ri, r2) points dans 8X;

(iii) les composantes de P1 n P2 qui sont des arcs sont essentielles dans P1 et

Les composantes de P1 nP2 qui sont des arcs permettent de définir des graphes

F1 et F2 dans P1 et P2 respectivement. Plus précisément, pour i = 1, 2, F- est

le graphe dans f dont les sommets sont les disques f n V et les arêtes sont les

composantes de P1 n P2 qui sont des arcs. La condition (i) nous assure que les

graphes F1 et F2 sont non-vides tandis que la condition (iii) affirme que F ne

contient pas de boucle triviale, c’est-à-dire de boucle c pour laquelle il existe un

arc /3 dans 8P tel que 8o = 8/3 et o U /3 est le bord d’un disque dans P.

La condition (ii) permet d’encoder plus d’informations à l’aide des graphes

d’intersection. Notons n le nombre de composantes de 8P et numérotons les

composantes de 8P de manière à ce que lorsqu’on parcourt une composante de

8P, pour {i,j} = {1, 2}, les indices des composantes de 8P que l’on intersecte

sont 1, 2,. . . , n répétés A fois. À cette numérotation des composantes de 8P cor

respond une numérotation des sommets du graphe F, pour j = 1, 2. Considérons

une composante de P1 n P2 qui est un arc. Les extrémités de cet arc sont des

points appartenant à 8P1 n 8F2. Supposons qu’une extrémité correspond à un

point d’intersection entre la composante a de 8F1 et la composante b de 8P2 et

Q
que l’autre extrémité correspond à un point d’intersection entre la composante a’

de 8F1 et la composante b’ de 8F2. On numérote alors les extrémités de l’arête de
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F1 correspondante par b (au sommet a) et par b’ (au sommet a’) (voir figure 4.8).

Les extrémités de l’arête correspondante dans F.2 sont numérotées par u et o! aux

sommets b et b’ respectivement. Orientons X, P1 et P2. Pour i = 1, 2, on associe

FIG. 4.8. Étiquetage des extrémités des arêtes.

un signe + à chaque composante de P, de manière à ce que deux composantes de

8P homologues dans 8X aient le même signe et que leurs signes soient opposés

sinon. Chaque sommet de F1 et de F2 se voit ainsi attribué un signe. Le fait que

les extrémités d’un arc de P1 fl P2 correspondent à des points d’intersection entre

P1 et 8P2 de signes opposés implique le lemme suivant (voir le lemme 4.5 dans

[Bo]).

Lemme 4.3.1. (Règle de parité) Un arc de P1 n P2 relie des sommets de même

signe dans F- si et seutement si cet arc rete des sommets de signes opposés dans

F, pour {i,j} = {1,2}.

FIG. 4.9. Convention de signes.

Q
Définition 4.3.2. Une face (fermée) de F- est l’adhérence d’une composante de

f \ F. Si D est une facc de F homéomorphe à un disque, alors nous appellerons

a F a’

T
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tes composantes de 9D n 4 les coins de D et les arêtes de F contenues dans 8D

seront appelées tes arêtes de D.

Remarquons que pour une face D de F homéomorphe à un disque, les extré

mités d’un coin de D appartiennent à des composantes consécutives p et p + 1 de

3P, pour {i, j} = {1, 2}. Les techniques combinatoires utilisées par la suite met

f1G. 4.10. Une face de F1.

tront à profit le fait que les arêtes de F1 et F2 correspondent aux arcs de Pi n P2

pour obtenir l’existence de certains sous-graphes de F1 et f2. Ces sous-graphes

contiendront des faces permettant ensuite d’assurer l’existence de certains sous-

groupes de H1(M), pour i = 1, 2.

4.3.2. Cycles de Scharlemann

Fixons des indices i et j tels que {i, i} = {1, 2}. La surface f) intersecte le

tore solide en n disques méridionnels. L’adhérence du complément dans

d’un voisinage tubulaire de ]3j n i est donc une union finie de 1-anses. Pour

À = (p, p + 1), nous noterons H, la 1-anse contenant les disques méridionnels de

V correspondant aux sommets p et p + 1 de F-.

Soit F une famille de faces de F dont chacune est homéomorphe à un disque.

Considérons un coin e d’une face D e F. Aux extrémités du coin considéré

correspond un couple d’indices (p, p+l). Remarquons qu’alors e est un arc contenu

dans le bord de H(p,p) joignant les composantes p et p+ 1 de c9Pj. La figure 4.11

illustre la situation pour la face de F1 donnée à la figure 4.10 et pour (i, i) = (1, 2).
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Nous noterons c(F) l’ensemble de tous les couples (p, p + 1) associés aux coins

des faces appartenant à F. De plus, nous noterons e(F) l’ensemble des arêtes

des faces de la famille F. Supposons qu’il existe un disque E C P3 contenant les

arêtes de e(F) et contenant les sommets de F correspondant aux extrémités des

arêtes de e(F). De plus, supposons que l’intersection int(F) n E est vide.

Considérons un voisinage tubulaire N(E, F) de EUU(-)HUF dans M3. La

3-variété N(E, F) se décompose naturellement comme l’union d’une O-anse (cor

respondant au voisinage N(E) de E dans Mi), de c(F) 1-anses (correspondant

aux voisinages N(HÀ) des H, dans M) et de 2-anses dont les âmes correspondent

aux disques appartenant à la famille F.

On obtient alors que H1(N(E, F)) est le quotient du groupe abélien libre

ZIc(F)I sur c(F) par le sous-groupe engendré par {o(D)D e F}, où c(D) est

l’élément de ZIc()I obtenu en faisant la somme algébrique (c’est-à-dire en tenant

compte des signes des sommets considérés dans F) des couples (p, p + 1) e c(F)

associés aux coins de la face D. Le ca.s le plus simple de la situation décrite

ci-dessus est celui d’un cycle de Scharlemann.

Définition 4.3.3. Soit D une face de F homéomorphe à un disque. On dit que

D est un cycle de Scharlemann si tous tes sommets de D ont te même signe et si

te couple d’indices associé aux extrémités de chaque coin de D est (p,p+ 1), pour

FIG. 4.11. Coins et arêtes d’une face de F
.

0 un certain p.
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Lemme 4.3.4. Soit {i, j} = {1, 2} et soit D un cycle de Scharlemann dans F

ayant toutes ses arêtes contenues dans un disque E C P tel que int(D) n E = O.
Alors, M a pour facteur connexe un espace lent‘culazre. Plus précisément, il existe

une 3-variété compacte, connexe et orientable W et il existe un entier n tels que

MWjL1.

DÉMONSTRATION. Dans la notation des paragraphes précédents, on a F = {D}.

Dans ce cas, N = N(E, D) est obtenu d’un tore solide V en y attachant une 2-

anse dont l’âme est D. Puisque tous les sommets de la face D de F sont de même

signe, il suit que la courbe 3D est de pente dans 0V, où n> O est le nombre de

coins de D. Par conséquent, H1(N) est un groupe cyclique d’ordre n. Or, pour

une 3-variété compacte, connexe et orientable M, on a la relation suivante entre

les premiers nombres de Betty 31(M) et /31(OM) de M et 0M respectivement

1(M) > 1(0M).

Puisque i3 (N) = O, il suit que /3 (ON) = O et ainsi les composantes de ON

sont des 2-sphères. Le fait que 3D est une courbe non-séparante dans 0V entraîne

que ON n’a qu’une composante. En attachant une 3-boule B à N à l’aide d’ull

homéomorphisme OB—--ON on obtient L. E

Pour généraliser le lemme précédent à une famille F de faces de f, nous

introduisons la notion algébrique de type.

FIG. 4.12. Un cycle de Scharlemann.

o
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4.3.3. Types

Définition 4.3.5. On appettera n—type un élément de t’ensembte {+1}”. On dit

que a — (ai,. . . , a,) e Z” représente te n—type T = (‘fl,. . .

, T,) si

(i) il existe e e {+1} tet que pour tout indice i avec a O on a signe(aj) =

fT

(ii) a >2.

On dit qu’un sous-ensemble A C Z représente tous les n—types si pour tout

n—type T il existe un élément a E A tel que a représente T.

Remarqne 4.3.6. Remarquons que si p 2, alors te singleton {(O,. . . , O,p, O,. . . , 0)}

représente tous les n—types. De plus, pour 1 < i < n fixé, un sous-ensemble A

de Z représente tous les n—types si et seulement si l’ensemble des n + 1-tupiets

(ai,. . . , a, 0, a+i,. . . , a,,) avec a e A représente tous tes (n + 1)—types. Pour

A C Z”, notons c(A) = {1 < i < n a e A tel que a O }. L’ensemble A

est contenu naturellement dans Zc() (en éliminant les composantes nulles pour

tout tuplet de A) et Zc() est naturellement contenu dans Z” (en ajoutant des

composantes nulles aux endroits appropriés). On obtient alors que A représente

tous les c(A)—types si et seulement si A représente tous les n—types.

Les résultats suivants permettent de généraliser le lemme 4.3.4.

FIG. 4.13. La topologie d’un cycle de Scharlemann.
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Théorème 4.3.7. Si A C Z représente tous tes n—types, ators il existe A0 C A

tet que te groupe Z”/(A0) a son sous-groupe de torsion non-trivial, où (A0) est le

sous-groupe de Z” engendré par A0.

DÉMONSTRATION. Voir l’article de Parry [P]. D

Lemme 4.3.8. Si A est un sous-ensemble minimal de Z’’ représentant tous tes

n—types, c’est-à-dire si A représente tous tes n—types et n’a pas de sous-ensembte

propre représentant tous tes n—types, alors A C ZC contient une base de Rc(A).

DÉMONSTRATION. Voir l’article de Gordon et Luecke [GLu2I. D

Fixons des indices i et j tels que {i,j} = {1, 2} et notons nj l’ensemble des

couples (1, 2), (2, 3), .. ., (ni—1, ni), (ni, 1). Considérons le groupe abélien libre

sur l’ensemble n.

Définition 4.3.9. Soit D une face de F homéomorphe à un disque. Notons

(D] l’élément de Z’2 obtenu en faisant la somme algébrique des couples de n

correspondant aux coins de ta face D. On dit que D représente le ni—type T

les conditions suivantes sont vérifiées

(i) [D] représente r;

(ii) si un élément (p,p + 1) de n correspond à un coin de D, alors tous les

coins de D correspondant à (p,p + 1) sont de même signe.

On dit qu’une famille F de faces de F représente tous les ni—types si l’ensemble

{[DfiD F} représente tous les ni—types. De plus, on dit que F représente tous

les n — types s ‘il existe une familles de faces de F représentant tous les n — types.

Puisque F ne contient pas de boucle triviale, la condition (ii) de la définition

précédente nous assure que le tuplet [D] vérifie le point (ii) de la définition 4.3.5.

La figure 4.10 donne un exemple d’une face ne vérifiant pas la condition (ii).

Remarquons que le tuplet [D] associé à un cycle de Scharlemann D dans F est

O
de la forme (0, . . . , 0, n, 0,. . . ,0), où n est le nombre de coins de la face D. Dans

ce cas, [D] représente tous les ni—types (voir la remarque 4.3.6). À l’aide du
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théorème 4.3.7 et du lemme 4.3.8, Gordon obtient la généralisation suivante du

J lemme 4.3.4.

Théorème 4.3.10. Soit F une famille de faces de F représentant tous tes

ni—types et tette qu’il existe un disque E c fj contenant e(F) et pour tequet

int(F) n E O. Ators, Mj a un facteur connexe L tel que H1(L) est fini et

non-trivial.

DÉMONSTRATION. (voir théorème 4.3 dans [Go]) Notons A et B les deux côtés de

la surface f) dans M, c’est-à-dire fixons un voisinage tubulaire T x [—1, 1]

de Pj dans M et appellons A et B les ensembles correspondant à ]3j x [—1, 0] et

x [0, 1] respectivement. On dit qu’une face D de f est localement sur le côté

A (respectivement B) de P s’il existe un voisinage U de e(D) dans D tel que U

est contenu dans A (respectivement B).

Gordon montre alors qu’un ensemble F de faces de f représentant tous les

n —types doit contenir un sous-ensemble F’ représentant tous les n —types et tel

que toutes les faces appartenant à F’ sont localement sur un même côté de P3

(voir le lemme 4.2 dans [Gol).
On peut supposer sans perdre de généralité que F n’a aucun sous-ensemble

propre qui représente tous les ni—types. Par l’affirmation du paragraphe pré

cédent, les faces appartenant à F sont toutes localement sur un même côté de

Ê,. Le lemme 4.3.8 assure alors l’existence d’un sous-ensemble F’ C F tel que

{[D}D E F’} est une base de Rc(F). Notons N’ = N(E,F’) et remarquons

qu’alors H1 (N’) est fini. Puisque le nombre de Betty /3 (N’) est nul, il suit que les

composantes de 8N’ sont des 2-sphères. De plus, le fait que { [D] D E F’} forme

une base de entraîne que N’ 52•

Notons N = N(E, F) et remarquons que N est obtenu de N’ en y attachant

les 2-anses dont les âmes correspondent aux disques appartenant à F\F’. Puisque

les éléments de F sont tous localement sur le même côté de et que 8N’

N est homéomorphe à la variété obtenue en retirant l’intérieur de F\F’ 3-boules

contenues dans int(N’).
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Par le théorème 4.3.7, il existe L C F tel que H1(N0) a son sous-groupe

de torsion non-trivial, où N0 = N(E, L). Remarquons que N0 est contenu dans

N C N’. Si H1(N’) est trivial, alors la suite de JVlayer-Vietoris pour N’ N0 U

N’\int(No) donne un isomorphisme H1 (aN0) Hy(No)H1(N’\int(No)). Dans

ce cas, le fait que 3N0 est une surface fermée et orientable entraîne que H1 (N0)

est sans-torsion. Par conséquent, H1(N’) est non-trivial.

D

4.3.4. Grandes toiles

Fixons des indices j et j tels que {i,j} = {1,2}. À l’aide d’un argument

combinatoire subtile utilisant la bijection entre les arêtes de F1 et celles de F2,

Gordon et Luecke démontrent que lorsque la distance z entre les pentes r1 et r2

est suffisamment grande, alors l’un des graphes F1 et F2 doit représenter tous les

types tandis que l’autre doit contenir un sous-graphe distingué (qui sous certaines

conditions, contient un cycle de Scharlernann).

Définition 4.3.11. Soit G un sous-graphe de F connexe et non-vide. On dit

que G est une k—toile, pour un entier k > O, si tes conditions suivantes sont

satisfaites

(i) tes sommets de G ont te même signe;

(ii) ZvV(G) G(V) k,

où V(G) est l’ensemble des sommets de G et 6G(v) est te nombre d’extrémités

d’arêtes sur te bord du disque e qui appartiennent à F \ G.

En d’autres termes, la condition (ii) de la définition précédente affirme que le

nombre total d’extrémités d’arêtes de F n’appartenant pas à G sur les sommets

de G est au plus k.

Théorème 4.3.12. Si L > 1 — (f)/n, alors soit F représente tous tes

ni—types ou soit F contient une (n — ]))— toite.

DÉMONsTRATIoN. Voir le théorème 5.1 dans [Gol. D
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Lorsque ]j est une 2-sphère, une k—toile de f est contenue dans un disque

o Dc].

Définition 4.3.13. Soit G une k—toite dans F. On dit que G est une grande

k—toile s’il existe un disque D C ] tel que G est contenu dans int(D) et D n

V(F) = V(G).

Théorème 4.3.14. Si > 1
— X(Pi)/n et 32 alors soit F représente

tous tes ni—types ou soit F contient une grande (n — x(P))— toite.

DÉMONSTRATION. Voir le théorème 5.6 dans [Gol.

On peut maintenant démontrer que seule la chirurgie triviale le long d’un

noeud non-trivial (dans 53) donne 53•

4.4. TnÉoRME PRINCIPAL

Théorème 4.4.1. Soit K un noeud non-trivial dans 53• Si K(r) est homéo

morphe S, alors r = IK•

DÉMONSTRATION. Supposons que = (r1,r2) > O, où r1 = r et r2 = uK.

Par le théorème 4.2.1, il existe des surfaces plaiiaires P1 et P2 proprement

plongées dans X, l’extérieur de K dans 3, telles que

(i) chaque composante de 8P est de pente r- dans 8X, pour i = 1, 2;

(ii) P1 et P2 sont transverses et chaque composante de 8F1 intersecte chaque

composante de 8F2 e exactement L points dans 0X;

(iii) les composantes de P1 n P2 qui sont des arcs sont essentielles dans P1 et

Comme précédemment, notons M = X U V la variété K(r), où V est un tore

solide tel que 8X = X n V = 0V et un méridien de V est une courbe de pente

r dans 8X. Notons f la 2-sphère obtenue en attachant à chaque composante C

O
de 0P un disque méridionnel D de V avec 0D = C. Par le théorème 4.3.14, soit

F1 représente tous les n2—types ou soit F2 contient une grande (ni — 2)—toile.
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Si F1 représente tous les n2 —types, alors il existe une famille F de faces de F1

représentant tous les n9—types. Puisque P2 est une 2-sphère, il exist.e un disque

E C P2 tel que e(F) c E. Par un argument ‘couper-coller, Gordon montre

qu’on peu choisir E de manière à avoir int(F) n E = 0 (voir la section 4 dans

[Gol). Par le théorème 4.3.10, M2 aurait dans ce cas un facteur connexe L avec

H1(L) fini et non-trivial. Or, ceci est impossible car M2 = K([tj<) S.

Par conséquent, F2 contient une grande (n1 — 2)—toile G. Remarquons qu’il

existe un indice 1 <p < n1 tel que pour chaque sommet y de G, chaque incidence

de l’indice p au sommet u est l’extrémité d’une arête de G. En effet, sinon on

aurait

6G(v)nl.

vEV(G)

La règle de parité et le fait que les sommets de G ont tous le même signe

impliquent que pour chaque arête e de G, les indices associés aux extrémités de

e sont distincts. Par conséquent il existe un p—cycle C, dans G, c’est-à-dire un

cycle C contenu dans G qui peut être parcouru de manière à ce que l’extrémité

initiale de chaque arête soit numérotée par p.

Puisque G est une grande toile, il existe un disque D C P2 tel que G C int(D)

et V(F2) flD = V(G). Parmis tous les indices p pour lesquels il existe un p—cycle

Ci,, on peut choisir celui pour lequel C est minimal, c’est-à-dire pour lequel

l’intérieur du disque D’ C D tel que 9D’ correspond à ne contient aucun

q—cycle, pour 1 < q < n1. Il suit qu’un tel est un cycle de Scharlemann

dans F2. Par le lemme 4.3.4, M1 = K(r) a alors pour facteur connexe u espace

lenticulaire. Or, K(r) $3, par hypothèse. Cette contradiction force donc la

distance à être nulle. E

o



BIBLIOGRAPHIE

[AS] M. F. Atiyah et I. M. Singer, The index of elliptic operators III, Ann. of Math.

87 (1968), 546—604.

[Bel A. F. Beardon, The geometry of discrete groups, Graduate texts in mathema

tics, Springer-Verlag, New-York, 1983.

[Bol S. Boyer, Dehn surgery on knots, Handbook of Geometric Topology, R. J. Da

verman, R. B. Sher, éd., Elsevier, Amsterdam, 2002.

[Bu] G. Burde et H. Zieschang, Knots, de Gruyter Studies in Mathematics 5, Berlin,

New-York, 1985.

[Cel] J. Cerf, Sur tes difféomorphismes de ta sphère de dimension trois (F4 = 0),

Lecture notes in mathematics no. 53, Springer-Verlag, Berlin, New-York, 1968.

[Ce2] J. Cerf, La stratification naturelle des espaces de fonctions différentiables

réelles et le théorème de la pseudo-isotopie, Pubt. Math. I.H.E.S. 39 (1970),

5—173.

[D] M. Dehn, {Tber die Topologie des dreidimensionaleil Raumes, Math. Anri. 69

(1910), 137—168.

[E] C. H. Edwards, Concentricity in 3-manifolds, Trans. Amer. Math. Soc. 113

(1964), 406—423.

[F] G. M. Fisher, On the group of ail homeomorphisms of a manifold, Trans.

Amer. Math. Soc. 97 (1960), no. 2, 193—212.

jGa] D. Gabai, Surgery on knots in solid ton, Topology 28 (1989), 1—6.

[Go] C. McA. Gordon, Combinatorial methods in Dehn surgery, Proceedings of

Knots 96, S. Suziki ed., World Scientific Publishing (1997), 263—290.

Q
[GLi] C. McA. Gordon et R. A. Litherland, Incompressible planar surfaces in 3-

manifolds, Topotogy and its Applications 18 (1984), 121—144.



147

[GLuil C. McA. Gordon et J.. Luecke, Knots are determined by their complements,

J. Arne. Math. Soc. 2 (1989), 371—415.

[GLu2Ï C. IVIcA. Gordon et J. Luecke, Reducible manifolds and Dehn surgery, Topotogy

35 (1996), 385—409.

[HI D. W. Hall et G. L. Spencer, Elementary topotogy, John Wiley and Sons, Inc.,

New-York, 1955.

tKil L. H. Kauffman, On knots, Annals of mathematics studies, Princeton univer

sity press, New-Jersey, 1987.

[K2] L. H. Kauffman, Branched coverings, open books and knot periodicity, Topo

logy 13 (1974), 143—160.

[KiJ R. Kirby, A calculus for framed links, Invent. Math. 45 (1978), 35—56.

[KMI P. B. Kronheimer, T. S. Mrowka, Witten’s conjecture and property P, Geom.

Topot. 8 (2004), 295—310.

[Lii] W. B. Lickorish, A representation of orientable combinatorial 3-manifolds,

Ann. of Math. 76 (1962), 531—538.

jLi2] W. B. Lickorish, An introduction to knot theoTy, Graduate texts in mathema

tics, Springer-Verlag, New-York, 1997.

[Li] R. A. Litherland, Surgery on knots in solid ton, Froc. London Math. Soc. 39

(1979), no. 3, 130—146.

[L2] R. A. Litherland, Surgery on knots in solid ton, II, J. London Math. Soc. 22

(1980), no. 2, 559—569.

[IVIu} J. R. Munkres, Topotogy, 2nd ed., Prentice Hall, Inc., Upper Saddle River,

2000.

[P] W. Parry, All types implies torsion, Froc. Amer. Math. Soc. 110 (1990), 871—

875.

[Rol] D. Rolfsen, Knots and links, Publisli or perish, Berkeley, 1976.

[S] N. Saveliev, Lectures on the topotogy of 3-manifolds : an introduction to the

casson invariant, de Gruyter, Berlin, 1999.

[Ti] H. Tietze, Ûber die topologischen Invanianten mehrdimensionaler Mannigfal

tigkeiten, Monatsh. Math. Phys. 19 (1908), i—118.

Q
[Tri A. G. Tristram, Some cobordism invariants for links, Froc. Cambridge Phitos.

Soc. 66 (1969), 251—264.



148

lvi O. Ja. Viro, Branched coverings of manifolds with bounda.ry and Iink invariants

I. Math. USSR Izvestija Z (1973). no. 6, 1239—1256.

[Waj A. H. Wallace, Modifications and cobounding manifolds, Gan. J. Math. 12

(1960), 503—528.

tWi G. W. Whitehead, Eternents of homotopy theory, Springer-Verlag, New-York,

1978.


