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SOMMAIRE

L’objectif de ce mémoire est de dénombrer les polynomes irréductibles uni-
taires sur un corps fini en prescrivant des contraintes sur les coefficients. Dans les
prochaines pages, il sera question de fixer simplement des coefficients, ou simple-

ment de fixer leur signe, leur cubicité ou leur quarticité.
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SUMMARY

The objective of this thesis is to count monic irreducible polnomials over a
finite field under some conditions on the coefficients of the polynomial. These
conditions will be simply to fix some coefficients, or to fix their sign, cubicity or

quarticity.

Keywords : irreducible polynomial, Gauss sum, finite field, trace, character
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INTRODUCTION

Soit F, un corps fini de ¢ = p* éléments, avec p un nombre premier et k un
entier positif. Considérons un polynéme M (x) € F,[z] unitaire de degré n de la

forme
A R LB Dy L R R L QU (0.0.1)

Commencons notre étude par énoncer un résultat tres connu dans la littéra-

ture qui constitue en quelques sortes le résultat pionnier de ce mémoire.

Théoréme 0.0.1. Soit N(n,q) le nombre de polynomes irréductibles unitaires de
degré n sur IF,. Alors
1 n
N(n,q) = = u(d)qd,
n dn
otu p dénote la fonction de Mdbius.

Une question naturelle est de se demander ce qui arrive lorsque nous imposons
une ou plusieurs contraintes aux coefficients d'un polyndme de la forme (0.0.1). Le
but de ce mémoire est de répondre a cette question dans certains cas bien précis.
Pour ce faire, nous utiliserons une méthode qui consiste a étudier une fonction
L, dénotée par L(s,x), qui est associée a un caractére xy d'un certain groupe
abélien. Cette méthode, qui sera décrite et utilisée plusieurs fois au cours de ce
mémoire, a permis & Carlitz [4] de trouver une formule exacte pour le nombre
de polynomes irréductibles unitaires avec le premier coefficient, ¢;, fixé. Cette
méthode lui a aussi permis de trouver une formule asymptotique pour le nombre
de polynomes irréductibles unitaires avec les premier et dernier coefficients fixés.
Par la suite, Kuz'min [9] a été en mesure de trouver une formule exacte en fixant
les deux premiers coefficients, (t1,t3) = (a1, az). Plus le nombre de coefficients
fixés augmentent, plus cette méthode nous réserve des difficultés. C’est pourquoi
les chercheurs ont commencé a fixer des contraintes un peu moins fortes sur les

coefficients. Par exemple, si nous définissons le signe d'un élément quelconque
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d'un corps a € I, par le symbole de Legendre

0 a =0,
a 7’
sgn(a) = <> =<1 a est un carré dans I},
—1 an’est pas un carré dans [},

alors nous pouvons nous questionner sur le nombre de polyndémes irréductibles
unitaires dont le premier coefficient, t;, et le signe du dernier, (%"), sont fixés.
Alors, le caractere associé a la fonction L(s, x) devient plus facile & manipuler, ce

qui a permis a Carlitz de fournir un résulat exact (voir [4]).

Pour ce qui est de la suite des choses, quelques résultats partiels concernant le
cas ou les trois premiers coefficients sont fixés ont été publiés par Kuz’'min [10].
En effet, il a travaillé avec des polyndémes de degré 4 et 5 et est parvenu a établir

certaines formules.

Présentons maintenant le résultat asymptotique général. Soit f(x) € F,[z]
un polynoéme de la forme (0.0.1). Fixons les k premiers coefficients : a; = 1y,
as = tg, ..., ap = tg. Posons M(z) € F,[z] un polynéme unitaire de degré
m < n et R(z) € Fy[z] tel que deg R < deg M. Supposons que k est un entier
positif tel que k + m < n. Définissons 7(n,ay, M, R) le nombre de polynémes
irréductibles unitaires f(x) € Fy[x] de degré n dont les k premiers coefficients

sont ay = (ay,...,ax) et qui respectent la congruence

f=R mod M.

Lorsque M (z) = 2™ and R(0) # 0, ceci prescrit les m derniers coefficients de
m, en plus des k premiers. Hayes, en se basant sur la théorie des caracteres et des

fonctions L dans un contexte général, a démontré que

Théoréme 0.0.2 (Hayes, p. 339, [5]).

qnfk qan
= T Lo (10,
m(n, a ) nd(M) n
pour un certain o < 1 fixé et ou ® représente la fonction d’Fuler pour les poly-

nomes.
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Dans ce mémoire, nous fournirons un résultat concernant le cas ot (¢1, to, sgn(t,))
est fixé et égal a (aq,az, sgn(a,)). Selon le Théoréme 0.0.2, le nombre de poly-
nomes irréductibles de cette forme vaut

n—2 an
d +O(q>,
2n n

pour o < 1.

A la Section 1 du Chapitre 2, nous montrerons, en utilisant la méthode déve-
loppée par Carlitz, que le nombre de polynémes irréductibles unitaires de cette

forme suit la relation

n—2 18, 0625¢) 2
q +O<(, q)2>’

2n n

ce qui donne une certaine précision sur le e du Théoreme 0.0.2.

Par la suite, dans le méme ordre d’idées, nous démontrerons une formule
semblable, qui traite le cas ou les trois premiers coefficients, (¢, s, t3), sont fixés
a (ay,a9,asz). Toujours selon le Théoreme 0.0.2, il est clair que le nombre de
polynomes irréductibles unitaires de cette forme vaut

n—3 an
1 +O(q),

n n

encore une fois pour un certain a < 1.

Nous apporterons une précision sur ce o dans la deuxieme section du Chapitre

2. En effet, nous montrerons que le nombre de polynomes irréductibles unitaires

n—3 2) 5
q +O<(6, 59) )

n n

de cette forme est

Malheureusement, ces résultats asympotiques qui seront démontrés au Cha-
pitre 2 ne représentent pas les meilleures approximations qui sont connues a ce
jour. En effet, dans [3], Car, en utilisant une théorie plus approfondie des fonc-

tions L, prouve, avec les notations introduites ci-haut et utilisées dans [5], que
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Théoréme 0.0.3 (Car, Théoreme 2.1, [5]).

n—k -
i (cg(M) - (k+m+1)q’5> < m(n,ap, M, R) < i (CI(DI(M) b (htm— 1)q,;>.

n
. 2
Nous voyons qu’en fait, le terme d’erreur est de I'ordre de =. De plus, lorsque
g2t
n

nous fixons le signe, le terme d’erreur devient . Tout de méme, au Chapitre 2,
nous expliquerons en détails la méthode de Carlitz, ce qui servira d’introduction

pour la suite des choses.

En poursuivant, tel que mentionné ci-haut, Carlitz, dans [4], a montré que

le nombre de polyndémes irréductibles avec le premier et le dernier coefficient qui

).

sont fixés suit la relation

n—1

T
n(qg—1)

0|3

+O(q

Aux Chapitres 3 et 4, suivant les traces qui ont mené a ce dernier résultat,
nous nous intéresserons a la cubicité et a la quarticité de t,,, et ce pour trouver une
expression presqu’exacte (& un signe pres) du nombre de polynomes irréductibles
dont le premier coefficient et la cubicité/quarticité du dernier sont fixés. En effet,
nous montrerons que, si p =1 mod 3, alors le nombre de polyndémes irréductibles
unitaires dont le premier coefficient et la cubicité du dernier sont fixés suit la
relation

n—1

q
3

+ gl(n7 q, tl; tn)7

ou gi1(n,q,t1,t,) = O (q%> est une fonction qui dépend du premier et du dernier

coefficient, et qui sera explicitée dans ce mémoire.

De plus, nous fournirons un résultat semblable, mais en fixant la quarticité du
dernier coefficient au lieu de la cubicité. Nous montrerons que, si p = 1 mod 4,
alors le nombre de polynomes irréductibles de cette forme est

n—1

4

+ 92(n7 q, tla tn)a

ou gi(n,q,t1,t,) = O (q%) est une fonction qui encore une fois dépend du premier

et du dernier coefficient et qui sera explicitée dans ce mémoire.
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Enfin, avant de nous lancer dans la démonstration de ces résultats, nous pren-
drons le temps d’établir toutes les notions mathématiques nécessaires afin d’as-
surer une bonne compréhension du sujet. Tout d’abord, puisque nous travaillons
dans F,, nous ferons quelques rappels de base concernant les corps finis. Ensuite,
nous présenterons plusieurs éléments pertinents concernant la théorie des sommes
de Gauss sur laquelle nous nous appuierons en grande partie afin de démontrer

nos résultats.






Chapitre 1

THEORIE

1.1. QUELQUES ELEMENTS DE LA THEORIE DES CORPS FINIS

Dans cette section, tel que mentionné dans l'introduction, quelques concepts
de base en théorie des corps qui serviront grandement pour la suite des choses

sont présentés.

Prenons un corps corps fini a ¢ = p* éléments dénoté par F,. Le groupe multi-
plicatif F; est cyclique, et possede donc un générateur. De plus, tous les sous-corps

de [, sont les corps Fq, avec d|k.

Le restant de cette section est dédié a l'introduction de deux applications tres
importantes en théorie des corps : la trace et la norme. La trace sera omniprésente
dans ce mémoire puisqu’elle sera utilisée dans les caracteres que nous poserons et
qui seront associés a la fonction L. Quant a la norme, supposons que nous avons
un résultat bien connu dans F, et que nous voulons I'étendre dans F,. Alors, la
norme joue un role primordial dans cette quéte. Ainsi, la trace et la norme font

I’objet des deux prochaines définitions.

Définition 1.1.1. Soit ¢ = p*. Nous définissons la trace d’un élément du corps

de la maniére suivante :
F, — I,
1

TT:TT’]F/F .
B O EPR A

Définition 1.1.2. Soit ¢ = p*. Nous définissons la norme d’un élément du corps

de la maniére suivante :

F,—>F
N:N]Fq/]Fp: ¢ P

El
|
-
T
{1
S e

r—x-xP-.. . - xP =z
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Remarque 1.1.1. Les éléments x,xP, - - 2P des deux définitions précédentes
sont appelés les conjugués de x. La trace est donc la somme des conjugués de x,

tandis que la norme représente le produit des conjugués de x.

Cette section se termine avec un théoréme sur la trace qui est essentiel pour
I’évaluation de sommes de Gauss, sujet que nous traiterons dans les prochaines

sections.

Théoréme 1.1.1. L’application trace, Trg, r,, avec q = p¥, est une application

surjective.

DEMONSTRATION. Nous allons tout d’abord commencer par montrer qu'’il s’agit
d’une transformation linéaire entre IF,-espaces vectoriels. Par la suite, pour mon-
trer qu’elle est surjective, nous devons montrer 'existence d'un élément o € I,

tel que Trp,/w, () # 0. Alors, pour a,b € Fy, nous avons que

pkfl

Tre,p,(a+b) =a+b+ (a+b)F + ..+ (a+0)
—a+btaP +P+ .. +a? P
= TTIFq/]Fp (CL) + Tﬁg‘q/[g‘p (b),

N 1. s . s . . T
ou nous avons utilisé le fait que, dans un corps de caractéristique p, (x + y)? =

' + ypi, et ce, quelque soit z,y € F, et 2 € N.

Ensuite, pour ¢ € F,, il est clair que & =c pour tout 7 > 0. Alors, pour
a € [Fy, nous avons que

1

Trsy o) = cat a0 + .+

k—1
=ca+ca’ + ...+ ca®

= cT'ry, v, ().

Ces deux dernieres propriétés, combinées au fait que T'rg, /g, (a) € I, pour tout

a € F,, montre que I'application est bel et bien linéaire. Ensuite, pour o € [,
. . . A k—1

Trg, v, () = 0 si et seulement si o est une racine du polynéme z#° ...+ a7 4.

k—1 k—1

Ce polynome, de degré p*~1, a au plus p*~! racines dans F,, et F, contient p*

éléments. 11 existe donc un élément a € F, tel que T'ry, /r, () # 0.
U

Ceci met fin au bref résumé de la théorie des corps finis. Dans les prochaines
sections, nous aborderons des concepts qui sont plus intimement liés a notre

problématique.
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1.2. RECIPROCITE QUADRATIQUE

Beaucoup de résultats présentés dans ce mémoire se basent sur la résolution
d’équations du second degré dans les corps finis. Dans cette section, d’autres
définitions et théorémes de base seront explicités. Reprenons [F, un corps fini a
g = p" éléments, p étant un nombre premier impair. Soit une équation quadratique
définie comme suit :

aX?+bX +c=0,
oua,b,ceF,eta##0.

Par hypothese, (4,p) = 1. Donc, 4a # 0, et nous pouvons ainsi multiplier

I’équation quadratique ci-haut par 4a :
4a*X? + 4abX + dac = 0 & (2aX +b)? = b? — 4ac.

Puisque 'équation Y = 2aX + b possede toujours une solution, ce probleme

revient donc a trouver un élément du corps Y qui est solution de :
Y? = b% — dac.

Donc, nous n’avons qu’a étudier 'équation Y2 = n pour tout connaitre sur les
équations quadratiques. Il est bien a ce stade de rappeler le signe d'un élément
quelconque a € F,, que nous avons déja introduit et qui a son importance en

théorie des nombres (et particulierement dans ce mémoire) :

)
a
sgn(a) = <> =141 a est un carré dans ]F:;,
—1 an’est pas un carré dans F}.
Le symbole (%) est appelé symbole de Legendre, et sera énormément utilisé
pour la suite des choses. Nous sommes maintenant préts a prouver un premier

théoreme le concernant.

Théoréme 1.2.1 (Critere d’Euler). Soit F, un corps de q = p* éléments. Alors,
-l =a7.
q

DEMONSTRATION. Supposons que a # 0 est un carré dans F,. Alors, il existe
2

Va € F,, nous avons

, , . N . -1 e
= a. En élevant cette équation a la puissance = et en utilisant

x € Iy tel que x 5
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le fait que I}, est un groupe abélien d’ordre ¢ — 1, nous obtenons :

Supposons maintenant que a n’est pas un carré¢ dans Fy. Pour chaque b € Fy,
il existe un seul ¢ € I} tel que be = a. Nous pouvons grouper b et ¢ en ‘15—1 couples,

et en les multipliant, nous obtenons :

11 04:( 11 (bc))Q:aq;l.

aclFy belFy;bc=a
Nous obtenons HQE]FS a = —1 en choisissant une racine primitive v du corps :
q—1 . a(g—1) g=1\4
Ha:fYZi:Il:’y 2 :("}/2) :(—1)(1:—1,
aclFy

car g est impair.

Nous concluons donc que

g

Du critere d’Euler suit immédiatement un corollaire d'une grande utilité : le

signe de —1 dans un corps fini.

Corollaire 1.2.1. Nous avons que

<—1> 1 g=1 mod 4,
-1 ¢=3 mod 4.

D’autres propriétés découlent du critere d’Euler :

(5)-() () a2
q q q
-1

(Z) - <aq> (1.2.2)
2
(“q) —1 (1.2.3)
(

) =1. (1.2.4)
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La propriété (1.2.1) indique que le symbole de Legendre est une fonction
multiplicative. Notons aussi que (1.2.2) et (1.2.3) ne sont valides que pour a # 0.
Bref, ces propriétés seront grandement utilisées lors du calcul des sommes de

Gauss, que nous entamons des la prochaine section.

1.3. SOMMES DE GAUSS

1.3.1. Caractéres

Les sommes de Gauss sont au coeur de la technique que nous employerons afin
de procéder au dénombrement des polynomes irréductibles sur un corps fini. Dans
cette section, nous introduisons la notion de caracteéres, essentielle dans 1’étude
de ce type de sommes. Il y a deux types de caracteres d’importance : les carac-
teres additifs et les caracteres multiplicatifs. Commencons par définir le caractere

additif que nous utiliserons tout au long de ce mémoire.

Définition 1.3.1.1. Soit ¢ un caractére additif défini pour tout a € F, par :
2wiTr(a)
la) =e >
Nous disons que le caractére est additif dans le sens ou, pour a,b € F,
Y(a+b) = (a)(b). Ceci découle simplement des propriétés de la trace.

Avec cette définition, nous sommes déja en mesure de prouver deux théorémes

de base.

Théoreme 1.3.1.1. Nous avons que

Z (a) = 0.

a€ly

DEMONSTRATION. Par la surjectivité de la trace, il existe b € F,, tel que ¢ (b) # 1.

Donc,

b(b) D Wla) = vla+b)= > Y(a).

aclFq aclFy a€lFq
D’ou

(¥(b) —1) > W(a) =0.

acly

OJ

Remarque 1.3.1.1. Ce dernier théoréeme est valide quelque soit le caractére non

trivial et le groupe abélien choisi.
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Corollaire 1.3.1.1. Soit A, Ay € F,, avec \; # 0. Alors,

Z 7,/)()\1a + /\2) = 0

a€clFy,

DEMONSTRATION. Comme il y a bijection entre les ensembles {ala € F,} et
{\a+ Xala, A1, A2 € Fy, Ay # 0}, alors le résultat suit. O

Passons maintenant a la définition des caracteres multiplicatifs de F,.

Définition 1.3.1.2. Soit v une racine primitive de F,. Alors, pour tout j =
0,1,2,,,,q9 — 2, la fonction p; donnée par

2mijr

pi(y") = e

et

pour r =0,1,2,...,q — 2, définit un caractére multiplicatif, dans le sens ou, pour
a,b € Fy, alors p;(ab) = @;(a)p;(b).

Dans ce mémoire, trois caracteres multiplicatifs bien précis seront utilisés.

Reprenons une racine primitive et un élément quelconque a € F, tel que a = +".

Tout d’abord, en posant j = q;—l dans la Definition 1.3.1.2, nous avons le caractere

multiplicatif suivant bien connu, qui est simplement le symbole de Legendre :
)

Ensuite, en supposant que 3|¢ — 1, nous pouvons poser j = % et obtenir le

caractere d’ordre 3 suivant :

0 a =0,

<a> 1 3|r,
a7/ 3 e r=1 mod 3,

e3 r=2 mod 3.
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. -1 .
Enfin, en supposant que 4|¢ — 1, nous pouvons poser j = %= et obtenir le

caractere d’ordre 4 suivant :

0 a =0,

1 4
a

<> =191 r=1 mod 4,
1/ (1)

—1 r=2 modA4,

—i =3 mod 4.

Terminons avec quelques propriétés utiles sur ces caracteres multiplicatifs.

Lemme 1.3.1.1. Soient A\, A2 € [y, avec A\ # 0. Alors,

50525 )

a€F, q acF, \4

DEMONSTRATION. Comme, dans Fy, il y a I'élément nul, 1 carrés et q;21 non

> (5)-

Comme il y a bijection entre les ensembles {a|a € F,} et {\1a + A2|a, A1, A2 € Fy, Ay # 0},

le résultat suit.

carrés, il est facile de voir que

0

De maniére similaire, pour nos caracteres d’ordre 3 et 4, il est assez facile

d’obtenir ces relations :

Lemme 1.3.1.2. Nous avons que

a a?
S().-5(0),
acF, \1/ (3)  acF, \ 1/ (3)

pour 3|lg — 1, et

a CL3
£().-5 (),
acFy \4/ 1) acr, \ 1/

pour 4|q — 1.
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1.3.2. Sommes de Gauss quadratiques

Nous avons traité, dans la section précédente, du type de sommation de la

forme :

S p(Aa+ ),

acFy
avec A\, Ay € Fy.

La suite naturelle des choses serait de vouloir fournir une expression pour

Z Y(Ma® + Xaa + A3), (1.3.1)

a€ly

avec A1 # 0.

Le but de cette section est de répondre a ce besoin, essentiel lorsque nous
poserons des contraintes sur plusieurs coefficients. Commencons d’entrée de jeu

avec une définition de base.

Définition 1.3.2.1. Soit b € F,. Nous définissons une somme de Gauss par

Gt = 3 (%) vt

a€ly

Soit b un élément quelconque du corps F,. Le prochain théoreme montre une

relation entre G, (b) et Gy (1), en plus de fournir une expression pour Gy (1)2.

Théoréme 1.3.2.1. Nous avons les deux relations suivantes :

Gy(b) = (Z) Gy(1), (1.3.2)
Gyp(1)? = <_ql> q. (1.3.3)

DEMONSTRATION. Commengons par 1'équation (1.3.2) : Le cas b = 0 est trivial.
Supposons b # 0. Alors,

b

6o = X (4) v = 3 () vt = (2) ot

(IEFq q aEFq q q

ou la derniere égalité découle du fait que (%) = (g)
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Pour I’équation (1.3.3), nous avons que

7= 2 () sarn= T 2 (%) varn
:gng(;‘)ww»:;@b;ﬁ e+ ()

)»

ol le changement de variable u = ab™! a été effectué et le Théoréme 1.3.1.1 a été
utilisé. n

Continuons avec une petite astuce qui nous aidera a résoudre (1.3.1). Soit

a € I, alors

(a) 2 aest un carré dans F},
1+ (=) =
q

0 an’est pas un carré dans Fy.

Nous pouvons donc écrire que

> va®) =) (1 + (Z)) (), (1.3.4)

a€lFq a€lFy

puisqu’il y a exactement q;—l carrés dans I, et qu'’ils seront sommés deux fois.

Avec le Théoreme 1.3.2.1 et (1.3.4), nous sommes en mesure de donner une

expression pour (1.3.1).

Théoréme 1.3.2.2. Soient A\i, Ay, \g € Fy et Ay # 0. Alors,

2
Z @ZJ()\laz + )\2&"’ )\3) = ZZJ ()\3 — 4>\)\1> <A1> Gw( )
a€ly

DEMONSTRATION. En complétant le carré et en utilisant (1.3.4), nous obtenons :

e R G P (Al (o4 QAA))

aclFy aclFy
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Soit f(x) € F,[z], un polynéme de degré n. Pour n > 3, nous devons la plu-
part du temps nous limiter a des résultats non exacts pour Y ,cr, ¥(f(a)). Voici

un théoreme qui nous donnera un bon coup de main au prochain chapitre.

Théoréme 1.3.2.3 (Weil, Théoreme 5.38, [11]). Soit f € F,[z] un polynome de
degré n > 1 avec pged(n,q) = 1 et soit ¥ un caractére additif non trivial de F,.
Alors,

> V(f(a))

aclky

< (n—1)va.

Soulignons qu’une borne triviale pour ‘Zaeﬂ;q U(f (a))’ est ¢. Le dernier théo-

reme peut apporter une meilleure estimation.

Pour la suite, nous allons étudier de plus pres la somme de Gauss G, (1). Ces
démarches ont leur importance, puisque nous aurons besoin de cette valeur dans
le Chapitre 4, lorsque nous travaillerons avec la quarticité du dernier coefficient.

D’apres 1’équation (1.3.3) du Théoréme 1.3.2.1, nous pouvons voir que

+./¢ ¢g=1 mod 4,
Gy(1) = \/_
+i/¢ ¢=3 mod 4.

Il y a donc un questionnement quant au signe d’une somme de Gauss. Consi-
dérons le cas ¢ = p. Gauss a réussi a trouver le signe de G, (1) dans ce cas bien

particulier.

Théoréme 1.3.2.4 (Gauss, p. 109-110, [2]). Sous le corps F,, nous avons le
résultat suivant :
VP p=1 mod 4,

iv/P P=3 mod4.

Nous venons de donner la valeur exacte de G,(1) dans le cas F, = F,,, mais

Gy(1) =

nous sommes plutdt intéressés a avoir cette formule dans le cas général d’un corps
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[F,. Donnons d’abord une définition qui introduit un concept essentiel pour le pas-
sage de I, vers F,.

Définition 1.3.2.2. Soient V un caractére additif et ¢ un caractére multipli-
catif, tous les deux de F,. Nous pouvons alors étendre ces deux caracteres vers
extension Fys en posant W) (§) = U(Trp,.r,(0)) pour 6 € Fgs et 0¥ (8) =
©(Ng,. /7, (0)) pour § € Fr,.

Enoncgons maintenant le théoreme qui permettra de passer d’un corps a ’autre.

Théoréme 1.3.2.5 (Davenport-Hasse, Théoréme 5.14, [11]). Soient deuz carac-
teres de F, : U qui est additif et ¢ qui est multiplicatif. Au plus un de ces deux
caractéres est trivial. Supposons que U et o sont prolongés vers U) et o) deux
caractéres de Fys. Alors

G, ) = (=1)"'G(p, V)"

Avec les Théoremes 1.3.2.4 et 1.3.2.5, nous pouvons déterminer la valeur de
Gy(1) tant recherchée.

Théoréme 1.3.2.6. Soit F, un corps fini a ¢ = p*, k > 1 éléments. Alors,

(-1)*'y/g p=1 mod4,

Gy(1) = i
(=1)*Y" /g p=3 mod 4.

DEMONSTRATION. En se servant du Théoréme 1.3.2.4, nous n’avons qu’a prolon-

.
q
et nous arrivons au résultat. O

ger les deux caracteres (¢, qui est additif, et ( ), qui est multiplicatif) vers F,

Nous terminons la section en montrant la relation entre le symbole de Le-
gendre et une somme de Gauss quadratique. En effet, il est possible d’écrire I'un
en fonction de l'autre. Le prochain lemme le démontre. Il sera utilisé au prochain

chapitre.

Lemme 1.3.2.1. Soit a € F;. Alors,

(0) -2z v
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avec

DEMONSTRATION. En utilisant le Théoréme 1.3.2.2 avec \; = a et Ay = \3 = 0,

nous obtenons

> vlat?) = Gu( (4).

beF,

Par le Théoreme 1.3.2.6, nous voyons que
c
—Gy(1) =1,
Vi v(1)

et nous pouvons conclure.

g

C’est ce qui met fin a cette section sur les sommes de Gauss quadratiques,

indispensables pour les calculs qui nous ferons dans le prochain chapitre.

1.3.3. Sommes de Jacobi

Notre objectif pour les prochaines pages est simplement d’introduire de nou-
veaux types de sommes qui seront grandement utilisés lorsque nous aborderons les
sommes de Gauss cubiques et quartiques. Dans cette section, ¢ et ¢ représentent
deux caracteres multiplicatifs quelconques modulo p. Alors, rappelons que pour
a,b € F,, nous avons que ¢(ab) = ¢(a)p(b) et ¢(ab) = ¢(a)p(b). Remarquons
aussi que ¢(0) = ¢(0) = 0.

Commengons par deux définitions.

Définition 1.3.3.1. Une somme de Jacobi J(p, d) est définie par

J(,0) = > w(a)¢(1 - a).

a€lFy

De plus, posons, pour simplifier la notation, J(p) = J(p,¢).
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Définition 1.3.3.2. Rappelons que 1y est un caractére additif. Définissons la

somme de Gauss généralisée Gy(p) de la maniére suivante :

Go(p) = > pla)(ba).

a€ly

Pour abréger Uécriture, écrivons G1(p) = G(p).

Avant de rentrer plus en détails, généralisons 1’équation (1.3.3) du Théoréme
1.3.2.1:

Théoréme 1.3.3.1. Nous avons les deux relations suivantes :

et

G| = Ve

DEMONSTRATION. Les étapes de la preuve de la premicre relation sont les mémes
que celles de I’équation (1.3.3) du Théoreme 1.3.2.1. Pour montrer que |G(p)| =

\/q, nous allons évaluer

> Go(@)Golp)

beF,
de deux maniéres différentes.

Premiérement, si b # 0,

Gi(p) = o(b71)G(p) = p(b)G(p)

et

Donc,

Sib=0,

Nous pouvons conclure que

> Go(@)Gilp) = (a — DIG(p)]*

beF,

Deuxiéemement,

Go(0)Gulp) = > > wlx)e(y)(br — by).

zelFg yeky
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D’ou

beF, z€Fq yely beF,
=2 e@)e(y)g=(g—1)g
20

En comparant, nous obtenons

(= DIG@)I* = (¢ — Dg.

g

En poursuivant, nous allons prouver deux résultats d’'importance concernant

les sommes de Jacobi qui aideront a comprendre les sommes de Gauss cubiques

et quartiques.

Théoreme 1.3.3.2. Soient p, ¢ et wo non triviales. Alors, les sommes de Gauss

et de Jacobi suivent la relation suivante :

S, 0) = =

De plus, il s’ensuit que

[/ (e, 0)| = V-

DEMONSTRATION. Nous devons montrer que G(¢)G(¢) = J(p, 9)G(p@). Donc,

G(p)G(d) = >_ ¢la)p(b)(a+b)

a,belfy

= > ela)p(u—a)p(u)

u,a€ly

=D pla)g(—a) + > p(uc)p(u(l — c))v(u),

a€F, ucF;
cely

en effectuant successivement les changements de variables u = a + b et a = cu.

Nous allons montrer que > ,cr, ¥(a)p(—a) = 0. Puisque ¢ est non trivial, il

existe v € F} tel que p(v)¢(v) # 1. Nous pouvons alors écrire

> pla)d(—a) = Y plav)p(—av) = p(v)d(v) > (a)d(—a).

a€lFq a€lfg a€lFq
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D’ou

(1= v)g(v)) >_ pla)g(—a) =0.

aclF,

Comme 1 — p(v)$(v) # 0, nous concluons que Y ,er, ¢(a)p(—a) = 0. Ainsi,
G()G(¢) = > p(uc)p(u(l — c))i(u)

u€ly
cely

= 3 pluc)p(u(l — )b (u)

u,c€F,

= J(p,0)G(po).

Finalement, le fait que [.J (¢, ¢)| = /g découle simplement de la seconde partie
du Théoreme 1.3.3.1.
[

Théoreme 1.3.3.3. Soit { un entier supérieur ou égal a 3 et ¢ un caractére
multiplicatif non trivial dont l'ordre divise €. Alors,

£—2

G(e) = o(-=1)q I J(p,¢).

j=1

DEMONSTRATION. Il est clair que, par le Théoréme 1.3.3.2,

pc T GGW) Gl Gl
Wt =155 = e =~ e

Enfin, par le Théoreme 1.3.3.1, nous avons que

p(—1)qg = G(0)G(P)

Ceci implique donc que

O

Dans les Sections 1.3.4 et 1.3.5, qui traiteront des sommes de Gauss cubiques
et des sommes de Gauss quartiques, il est plus aisé de travailler avec ¢(4).J(p)

au lieu de J(¢) simplement. Introduisons pour le moment la notation
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sachant que nous utiliserons cette notation plus tard.

Nous terminons cette section en prouvant un théoréme impliquant K (¢), qui

nous sera d’une certaine utilité dans 'analyse des sommes de Gauss quartiques.

Théoréme 1.3.3.4. Reprenons notre caractére non trivial ¢. Posons ¢ = (;) le

caractére quadratique. Alors,
K(p) = J(p, ).

DEMONSTRATION. Soit b € F,. Le nombre de solutions de I’équation a(1—a) = b
dans IF, est 1 + ¢(1 — 4b). Donc,

:Zgo(a(l—a Zg& (14 ¢(1 — 4b))

aclF, belF,
= > p(b)p(1 — 4b) > p(b)p(1 —b)
beF, beF,

= o(4) " (e, ),

en utilisant le fait que ¢ n’est pas triviale et donc que } yep, ©(b) = 0, par une
démarche identique a celle que nous avons utilisée a la démonstration du Théo-

réme 1.3.3.2, pour montrer que Y- .cr, ¢(a)p(—a) = 0.

Alors, il est clair que K(¢) = J(¢, ¢).
U

Alors, nous avons maintenant les outils pour aborder les sommes de Gauss

cubiques...

1.3.4. Sommes de Gauss cubiques

Dans cette section, nous devons avoir p =1 mod 3, ou p est la caractéristique
du corps. De plus, ¢ représente un caractere multiplicatif modulo p d’ordre 3 sur
[F,. Observons tout d’abord que ¢(—1) = 1. De plus, notons par 2 I’ensemble
des entiers algébriques. Mentionnons qu'un entier algébrique est une racine d’un
polyndme unitaire a coefficients dans Z. Pour ce qui suit, nous nous basons gran-
dement sur les résultats qu’ont publiés Berndt et Evans (voir [1]). Ceux-ci ont par
contre travaillé dans F,. Nous utiliserons le théoréme de Davenport-Hasse pour

étendre a [F,.

Cette section est tres théorique. Son importance va de soi, puisque dans celle-

ci, nous montrerons le résultat pionnier qui permet de dénombrer (& un signe pres)
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le nombre de polynémes irréductibles dans un corps fini en fixant le premier coef-
ficient et la cubicité du dernier. Le résultat que nous voulons établir est le suivant :
Proposition 1.3.4.1. Soit F, un corps de q = p* éléments et ¢ = (;)(3) le
caractere multiplicatif d’ordre 3 introduit a la Section 1.3.1. Supposons que p = 1

mod 3. Alors,

(1.3.5)

ps £ 3p|tw3>’“
2 )

oy = (-1 (
ou s et [t| sont des entiers relatifs entiérement déterminés par
dp = 5% 4 27t
s=1 mod 3.

Dans ce qui suit, nous sommes dans [F,,. Supposons donc que p = 1 mod 3.
Commengons tout d’abord avec un résultat qui met en relation G(p)* avec la

somme de Jacobi J(yp).

Théoreme 1.3.4.1. Nous avons que

G(p)® =pJ(p).

DEMONSTRATION. Par les Théorémes 1.3.3.1 et 1.3.3.2,

_ Glp)P Glp)? Glp)? Glp)? 3
pI(0) =PEn = PG  TORI0w  re-D) - O

Poursuivons avec un théoreme qui sera tres utile pour la suite des choses.

Théoréme 1.3.4.2. La relation suivante est valide :

J(¢) = =1 mod 30.

DEMONSTRATION. D’entrée de jeu, nous pouvons écrire que

G(p) = > wla)y(a).

a€lky,
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Ensuite, considérons

> pla)p(a) = > v(a) == > (1—(a)(a).

ae]F;; aEF;; aE]F;;

En séparant cette derniére sommation selon de valeur prise par ¢(a), nous

27

obtenons, en posant wy = e3 ",

- > (A=wl@)la)— > (1—¢pla)y(a), (1.3.6)
a€Fp:p(a)=w3 a€Fp:p(a)=w?
puisque si a est un cube, alors p(a) =1 et

> (I—w(a))i(a)=0.

a€Fp:p(a)=wi=1

Nous pouvons ainsi récrire (1.3.6) de la maniere suivante :

(1.3.6) = (1 — ws) (— ) ¢(a))+(1—wg) - > ()

a€lFp:p(a)=ws a€Fp:p(a)=w?

=(1—-ws) | - Z Y(a) — (14 ws) Z Y(a)

a€Fy:p(a)=ws a€Fpip(a)=w?

Pour tout a € F,, ¢(a) € Q. De plus, 1 +w; € Q, et Q forme un anneau. Par
conséquent, toute somme, différence ou produit d’un entier algébrique reste un

entier entier algébrique et

— Y W) - (l+wy) Y Yla) N

a€lFy:p(a)=w3 aGIFp:go(a):w%

Nous concluons donc que

z];* p(a)ip(a) — zﬂ;* Y(a) =0 mod (1 —ws)Q2
et que
G(p) = D pla)y(a) = Y pla)(a) = Y ¥(a) = -1 mod (1 - w;)Q,

aclF, acFy acFy

par le Théoreme 1.3.1.1.
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Comme 1 — w3 = i\/ge%, il est clair que G(p) = —1 mod /3. Donc,
(G(o) +1)% = G(e)® + 1+ 3G(¢)? + 3G(p) = 3v3w,

pour un certain w € Q.

Alors,
G(p)® +1=3(V3w — G(p)* - G(y)),

d’ou

G(p)? = -1 mod 3Q
et de méme

pJ(¢) = —1 mod 34,

par le Théoreme 1.3.4.1.

Puisque p =1 mod 3, il est évident que
J(¢) =—1 mod 39.
O

Poursuivons avec un théoreme qui permet tranquillement d’établir un lien

avec 1'équation (1.3.5).

Théoréme 1.3.4.3. Nous avons que
K(p) = ¢+ idV3,
ot c et d sont des entiers de Z tels que ¢ +3d*> =p et c = —1 mod 3.
DEMONSTRATION. Il est clair que
K(p) = ¢(4)J(¢)
=¢(4) 3 pla)p(l —a)

= ¢(4) %: p(a(l - a))
=2 p(4a(l —a)) + ; p(4a(l —a))
=21 -27))+ > ¢(da(l—a)

a#tl—a

=p(1)+ > ¢a(l —a))

a#l—a
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=1+ > ¢(da(l—a)),

a#tl—a

ou nous avons utilisé la multiplicativité de la fonction ¢.

415 Qp1 les p—1 éléments de

la derniere sommation de maniere a ce que a; = 1 — ap—1 1o
2

Par la suite, numérotons aq, ao, ..., ap—1, Qp-1

2 2
vy Qpot = 1—ap.
Nous pouvons donc écrire que

p—1

K(p) =1+2> p(dai(1 — ay)).

i=1
Comme ¢(a) prend la valeur 1 ou %i‘/g, il s’ensuit que K(p) = ¢ + idv/3,
ol ¢ et d sont des entiers. En vertu du Théoréme 1.3.3.2, |[K(¢)|? = p = ¢* + 3d>.
Enfin, il faut voir que
K(p)® = (c+ div/3)*
¢® mod 39
=c¢ mod 3,

puisque 2 —c=c(c? — 1) = c(p — 1 — 3d?) et que 3|(p — 1 — 3d?).

De plus,
K(p)* = ¢(4)*J(¢)" = J(0)".
Par le Théoréme 1.3.4.2, nous savons que J(¢) = —1 mod 3. Par consé-
quent, J(¢)? = —1 mod 3. Comme nous avons aussi que J(p)* = ¢ mod 39,

nous concluons que

= -1 mod 3.

Prouvons un dernier théoreme avec lequel nous nous rapprocherons encore un

peu plus de ’équation (1.3.5).

Théoreme 1.3.4.4. Nous avons que
2J(p) = s + tiv/3,

ou s et |t| sont des entiers entiérement déterminés par s* + 3t> = 4p, s = 1
mod 3 et t =0 mod 3.
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DEMONSTRATION. Par le dernier théoréme, nous avons que
2J(p) = 20(4)*K () = 2¢(4)*(c +idV'3)
2¢ + 2id\/3 ©(4) =1,
= —c—3d+ (c—d)iv3 ¢4)=e3,
—c+3d—(c+d)iv3 @(4) =%,

Nous pouvons donc conclure que

Nous déduisons que s? + 3t? = 4p. Par le Théoréme 1.3.4.2,
2J(p)—1=(s—1)+itv/3=0 mod 3Q,

douts=1 mod3ett=0 mod 3.

Nous terminons en montrant que s et |t| sont uniques. Comme Z [HT‘/?”} est

un domaine de factorisation unique et que p =1 mod 3, nous pouvons écrire que
_ <e+\/§if ) ( e—\/§z‘f) e+V3if
b= 2 2 2

une des six situations suivantes :

s+tiV3 _ (e +V3if)

, ou est unique a conjugués pres. Donc, nous avons

! ), (1.3.7)
s+tiV3 _ twy(e+V3if) _ £(—e—3f) +V3i(e — f) (1.3.8)
5 ; ] , 3.

s+tiv3  fwile+V3if)  E(—e+3f) —V3ile+ f)
e ' _ ; , (1.3.9)

2mi

avec w3 = €3 .

Nous avons que 3 t e puisque 3 t p = %. Si 3| f, alors nous choisissons

I'équation (1.3.7), et nous prenons le bon signe pour e afin d’avoir s = e = 1
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mod 3. Si 31 f, alors soit nous avons e = f mod 3, auquel cas nous choisissons
I’équation (1.3.8), ou soit nous avons e = —f mod 3, auquel cas nous choisissons
I'équation (1.3.9). Une fois la bonne équation choisie, nous choisissions le bon
signe pour e afin d’avoir s = Fe = 1 mod 3. Nous concluons que s et |t| sont

uniques.

|

Remarque 1.3.4.1. Comme 3|t, nous pouvons écrire le dernier théoréme de la
maniere suivante :
2J(p) = s + 3tiV/3,

ol s et |t| sont des entiers déterminés par
4p = % + 27t
s=1 mod 3.

Nous voyons, a partir de cette remarque et du Théoreme 1.3.4.1, que

ps =+ 3p|t|iv/3
Gpy = BT
ou s et |t| sont entierement déterminés par
4p = % + 2712
s=1 mod 3.

En utilisant le Théoréme 1.3.2.5, et en notant G(¢*)) la somme de Gauss

dont les caractéres prennent leurs valeurs dans F,, avec ¢ = p*, nous avons que
Gp™) = (=) 'G(p)",
d’ou
Gle®) = ((-1)) 6™

_ (—1y (pﬂp\ﬂﬁ)
2 9

avec les mémes conditions sur p, t et s que dans la Remarque 1.3.4.1.

Remarque 1.3.4.2. Supposons que, dans IF,, nous ayons pris le caractere d’ordre
3, ¢ = (;)3, défini a la Section 1.3.1. Par le théoreme de Davenport-Hasse, ce

caractere s’est étendu vers Iy et vaut, pour vy une racine primitive et a € I, tel
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que a = y" :

1

1l est facile de voir que 72:1 est une racine primitive de IF,,. Nous voyons donc

5)
)@

introduit a la section 1.3.1. C’est ce caractére que nous utiliserons dans notre

que ce caractere est équivalent a

preuve au Chapitre 3.

De ce fait, la Proposition 1.3.4.1 est démontrée, et nous savons tout ce que

nous avons besoin de savoir sur les sommes de Gauss cubiques.

1.3.5. Sommes de Gauss quartiques

Dans cette section, p =1 mod 4 et ¢ est un caractere multiplicatif modulo
p d’ordre 4 sur F,, De plus, 1) représente toujours notre caractere additif. Repre-
nons aussi {2 'ensemble des entiers algébriques. Ces résultats sont encore tirés de
l'article de Berndt et de Evant (voir [1]). Nous allons commencer par travailler

dans IF,, avant d’étendre sur F,.

Cette section est tres similaire a la précédente, dans le sens ol nous voulons
montrer un résultat qui nous aidera grandement a trouver une expression pour
le nombre de polynomes irréductibles ot sont prescrits le premier coefficient et la

quarticité du dernier. Donc, voici ce que nous voulons montrer :

Proposition 1.3.5.1. Soit F, un corps fini a ¢ = p* éléments tel que p = 1
mod 4. Soit ¢ = ( ) ) le caractere d’ordre 4 défini da la Section 1.3.1. Alors,

Ja
G(¢)* = /q(c £ |d]i)*, (1.3.10)
ot ¢ et |d| sont des entiers entiérement déterminés par les relations
p=ct+d*
c=—-1 mod 4.
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Dans ce qui suit, nous sommes dans F,, et ce jusqu’a ce que nous utilisions le
Théoreme 1.3.2.5 (Davenport-Hasse). Commencons par mettre en relation G(¢)?

avec la somme de Jacobi J(¢p).

Théoréme 1.3.5.1. Soit F), le corps de p éléments. Alors, la relation suivante
est valide :

G(e)* = DI ().

DEMONSTRATION. Par le Théoréme 1.3.3.2,

0=

Travaillons G(¢?). Soit v une racine primitive de F, telle que ¢(7) = wy =

e =i. Donc, pour a € F, tel que a = +", nous avons que
p(a)* = p(a®) = wi" = (-1)",

ce qui implique que p(a)? = (%) et G(p?) = Gy(1).

Enfin, par les Théorémes 1.3.2.6 et 1.3.3.2, il est clair que

G(p)* = Gy(1)J(¢) = VPJ ().
0

11 ne nous manque qu’une expression pour J(¢), qui sera fournie dans les deux

prochains énonceés.

Théoreme 1.3.5.2. Nous avons que

K(p) =a+1ib,
ou a et |b| sont des entiers entiérement déterminés par a®> +0*> =p et a = — (%)

mod 4.

DEMONSTRATION. ¢(«) € Z[i] pour tout a € F,,. Donc, il est facile de voir que
K(p) = a+ bi, ou a et b sont des entiers. De plus, par les Théorémes 1.3.3.2 et
1.3.34, |K(9)]? =p = a® + b

En se servant du Théoreme 1.3.3.4,

a+bi=K(p)



= J(p. ¢*)

=2 ¢(l-a <a>
a€clF, p

- ¥ o(l-a (O‘>
ag{0,1} p

= Y ¢(l-a) <a> o(l—a)—1
ag{0,1} P/ agfony

- > pt-a((2)-1)-1
ag{0,1} p

ot nous avons utilisé le fait que Y,¢q013 (1 — ) = —1.

Remarquons que, pour o # 0 et o # 1,
<a> ~1=0 mod 2
q
e(l—a)=1 mod (1 —14)Q,
parce que 1 — |1 i et 1 —i|2.

Donc, nous pouvons conclure que

o

(p(1 =) — 1) (() — 1) =0 mod 2(1 —i)Q.

p
En sommant sur tous les « différents de 0 et 1, nous arrivons a
a¢{0,1}

ag{0,1}

Ceci implique que

a+bi+p=0 mod 2(1 —1)Q.

Cette derniere équation signifie qu’il existe w € €2 tel que

a+bi+p=2(1—-iw

> w(l—a)<<z>—1>— S <z>+p—2zo mod 2(1 — ).

33
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En prenant la norme de chaque coté, et en élevant au carré, nous obtenons
que 8 = [2(1 — 7)|* divise

la 4+ bi +p|> = a®> + B> + p* + 2ap = p(p + 1 + 2a).

Une simple vérification permet de constater que

1 2
az—“z—() mod 4.

Pour montrer que a et |b| sont uniques, nous allons utiliser la factorisation sur
Z[i]. Comme Z[i] est un domaine de factorisation unique et que p = 1 mod 4,
nous pouvons écrire p = (¢ + id)(c — id), ou ¢ + id est unique a conjugués pres.

Donc, nous avons que
a—+1ib=c+1d,
a+ib = —(c+id),
a+ib =i(c+id),
a+ib = —i(c+id).

Dong, soit |a| = |¢| et |b] = |d|, soit |a| = |d| et |b] = |¢|. De plus, comme p
est impair, alors exactement un de {a, b} est impair, et l'autre est pair. Comme
a=— (%) mod 4, nous pouvons conclure que a est impair et pouvons déterminer
son signe. Enfin, il est clair que a est unique et que b est unique a signe pres dans

la représentation

3
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Voici enfin un simple corollaire qui permet de passer de K(¢) a J(p), et

I'équation (1.3.10) avec ses conditions sera presque démontrée.

Corollaire 1.3.5.1. Nous avons que

J(p) = c+1id,
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ou c et |d| sont des entiers entiérement déterminés par > +d* =p et ¢ = (%) a
—1 mod 4.

DEMONSTRATION. Par la relation entre J(¢) et K(p), nous pouvons écrire que

J() = p(4) ' K(p) = () K(yp),

ot nous avons utilisé le fait que ¢(4)™' = ¢(22)7! = p(27')% = (ﬂ) = (2)

Ensuite, par le théoreme précédent, nous pouvons conclure.

En mettant le Théoreme 1.3.5.1 et le Corollaire 1.3.5.1 ensemble, nous voyons

que
G(p)* = I (¢) = v/b(c £ |d]i),
ou ¢ et |d| sont déterminés par
p=ct+d*
c=—-1 mod 4.

Maintenant, en utilisant le Théoreme 1.3.2.5 (Davenport-Hasse), et en notant

G(p™) la somme de Gauss avec le caractére étendu sur F,, nous avons que

G(p™) = (-1)*'G(p)",

d’ou

Maintenant, par un raisonnement semblable a celui de la section précédente, si

— (2 & A (l{:) \ a ol
® ( p)(4), alors le caractere étendu ¢\ est le caractere (q)(4), et la Proposition

1.3.5.1 est démontrée.

C’est ce qui met fin a la partie théorique de ce mémoire. Nous avons mainte-

nant tous les outils pour attaquer notre problématique.






Chapitre 2

RESULTATS EN FIXANT DES
CONTRAINTES SUR TROIS COEFFICIENTS

2.1. RESULTAT ASYMPTOTIQUE POUR (t1,to, sgn(t,)) FIXES

Soit M un polynome dont les coefficients appartiennent a un corps fini quel-

conque F, de caractéristique p :
M=z"4+az" P 4 a2 t3x" P+ -+ a,. (2.1.1)

Dans notre cas, (ay, az) et sgn(a,) sont fixés, et les ¢;, pour 3 <i < n — 1, sont
quelconques. Nous dirons d'un polyndéme dont les coefficients a ces contraintes
qu’il est de la forme (aq, ag, sgn(ay)). Soit H,(ay, as, sgn(a,)) le nombre de poly-
nomes irréductibles de cette forme. Nous allons montrer, en utilisant la méthode

de Carlitz dans [4], le théoreme suivant.

Théoreme 2.1.1. Soit p # 2 la caractéristique d’un corps fini de q éléments.

Alors, nous avons que

" 18,0625¢)%
H(ar, a5, sgn(an)) = &—+ 0 <<q>) |

2n n

La premiere étape est de définir les caracteres que nous utiliserons. Le carac-
tere associé aux deux premiers coefficients, a; et as, sera un caractere multiplicatif
sur les polyndmes, construit a partir de la fonction additive ¢ introduite a la Dé-
finition 1.3.1.1 :

27iTr(a)

Y(a) =
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A partir de cette définition, nous sommes en mesure de définir un premier

caractere, et ce pour deg M > 2 :

CL2
X)\1,>\2(M) = X}\l’)\2<a1,a2) = w </\1a1 + )\2 <a2 - 21)) ’

avec A\, A2 € F,.

Si M = 1, nous définissons

X/\l,)\Q(l) = X)\17>\2(070) = ¢(O) = 1.

Ensuite, si M = x + a, avec a € [y, nous définissons

A
XA1,A2 (m + a) = X122 (a> 0) = <)\16L — 22&2> .

Remarque 2.1.1. Ce caractére n’est pas valide pour les corps de caractéristique

2.

Par le Théoreme 1.3.1.1, il est clair que :

> xvunlarar) = 02 (a1, az) # (0,0),

(2.1.2)
ALrzcF, ¢ (ai,a2) = (0,0).

Le caractere que nous associerons au signe du dernier coefficient est construit
a partir d’un caractere multiplicatif. Nous nous servirons donc de la fonction de

Legendre :

—1 a n’est pas un carré¢ dans Fy,

a
(): 0 a =0,
q

1 a est un carré dans IFZ.

Posons alors notre deuxiéme caractere :
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pour ¢ € {0,1}.

Nous avons maintenant nos deux caracteres, et il est facile de vérifier qu’ils

sont multiplicatifs. En effet, soient A et B deux polynémes de F,[z] :

Alr) = 2™ +upa" a4 oy,

B(z) = 2™ +via™  Fua™ 2 4 oy,

Alors,

A()B(z) = 2" + (ug +v)2™ " 4 (ug + ugvy 4+ 02)a™ T2 4 .

Il est évident que I'(AB) = I'(A)I'(B). Pour le caractere y, nous avons que

2
X(AB) = ?/1 ()\l(ul + Ul) + )\2 Uy + UV, + Uy — M))

2
2 2
:w<)\1ul+)\11}1+>\2 u2—|—v2_1;1_v21>>
uj v?
= | Mur + Ag uz = U [ Mor + Ao =2

= x(A)x(B).

Alors, nous concluons que le caractére y est lui aussi multiplicatif.

Pour le reste de la section, M parcourt I’ensemble des polynémes unitaires de

F,[z]. Calculons maintenant quelques quantités concernant ces deux caracteres.

Supposons que X = Xo,0 :

oo x(M)= > 1=4" (2.1.3)

deg M=m deg M=m

Supposons que X # Xo,0 :

> x(M)=x(1)=1. (2.1.4)

deg M =0
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>ox(M)=> ¢ (Ala— - 2) _ G (_;2> Gell) 2270, (2.1.5)

—a
deg M=1 a€ly 2 0 )\2 = O,

ou nous avons utilisé les Théoréemes 1.3.1.1 et 1.3.2.2.

Finalement, si m > 2, alors

Yo o x(M)y=q"? Y W (Albl + A2 (bg — bj)) =0, (2.1.6)

deg M=m b1,b2€F,

ou nous avons utilisé le Théoréme 1.3.1.1.

Faisons le méme type de calculs pour le deuxieme caractere, en rappelant que
a, # 0.

Supposons que m = 0 :

> I'(M)=T(1)=1 (2.1.7)

deg M=0

Supposons que c=0et m >1:

> ron =ty (4] a0 (2.1

deg M=m acFy

Supposons que c=1et m > 1:
S (M) =g Y (“) =0, (2.1.9)
deg M=m ackFy q

par le Lemme 1.3.1.1.

Avant de définir notre fonction L, introduisons le concept de la norme d’un
polynéme. Soit U(z) un polynéme quelconque de F,[z]. Alors, la norme de U est
définie par

U| = gV
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Définissons maintenant, selon les caracteres introduits précédemment, la fonc-

tion L suivante.

Définition 2.1.1. Nous avons, pour Re(s) > 1, que

L(s, x,T }:X M)|MI™* =TI = x(P)T(P)| P )

P

ou P parcourt tous les polynomes irréductibles unitaires de Fy[x].

Posons aussi

Tm =T, T) = > x(M)D(M).

deg M=m

Remarquons que nous aurions pu simplement utiliser les notations L(s, xT")
et T(XI') au liew de L(s, x,T') et 1,,(x,T). Conservons la virgule pour éviter la

confusion lorsqu’il y aura des éléments en indice de ces caracteres.

Remarque 2.1.2. [ est donc clair que :

L(s,x,T 'Z

m=0

Pour la suite des choses, il est essentiel de connaitre L(s, x,I") selon les diffé-

rentes valeurs prises par A;, Ay et c.

Supposons que (A1, A2) = (0,0) et que ¢ = 0. Alors,

Koo T = S =14 554 3 1

M m=1 deg M=m

0 1>
— 1+ Z q—msqm—l(q_ 1) — ].‘|‘ ; Z qm(l—s)

q_1 = m(1—s) q_l 1
H (S P (A

m=0 q

-1 1 — _ 1-s =S
. d (I-g))_1-g"
q 1 — ql—s 1 — ql s

par les équations (2.1.7) et (2.1.8).
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Supposons que Ay # 0 et que ¢ = 0. Alors,

L(s, X 2, 10) = ZX WM™ => g™ > x(M)

deg M=m

=1+q°> 0 Ma— 2242 =1+q¢7° (¥ M) (=2 Gy(1) =1
q = 1 9 q 2)\2 q P )

par les équations (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6).

Supposons que A; # 0, Ay = 0 et ¢ = 0. Alors,

L(s, xa0,T0) =14+¢° Y ¢(Ma) =1—¢q*

aEIE‘:;

par 'équation (2.1.4) et par le Théoréme 1.3.1.1.

Alors, si nous résumons, pour ¢ =0 :

S

=g~ A =0, =0,
1—q \

L(s,x,To) ={1+¢* <¢ (5%) (;) Gy(1) — 1) Ay 0, (2.1.10)
=g A # 0,0 =0.

Il reste maintenant a nous attaquer aux cas possibles lorsque ¢ = 1.

Supposons que (Ag, A2) = (0,0) et que ¢ = 1. Alors,

L(s,x00,T1) =) _ Ti(M)|M|™ = Zq ™y (M)

M deg M=m

=1+ Z g™ Y, Ti(M)=1,
m=1

deg M=m

par les équations (2.1.7) et (2.1.9).

Par la Remarque 2.1.3, nous avons que la fonction L peut étre écrite de cette

maniere :

oo

—ms

(s,xT) = > Tmlx .
m=0
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Nous allons calculer les cas (A, Ag) # (0,0) et ¢ = 1 avec cette définition.

Commencons d’abord par calculer 7,,, pour m > 0.

Pour m = 0, nous avons que

7'0:1.

Pour m = 1, nous avons que

n= Y x(Ory =% (Z) b (Ala - >;a2> . (2.1.11)

deg M=1 acky

Pour m = 2, nous avons que

n= > XM= Y (?)N“’l”(brf))

deg M =2 b1€Fq,b2€FY

)\2 2 b2
= Z w )\1b1—551 Z - @D()\zlb),

b1€F, boer; \ 4

d’ou
o )\2 2 b2
=) Y A1b1—5b1 1= v (Aabs). (2.1.12)

b1€F, boeF; \ 4

Pour m > 3, nous avons que
m—2 bn b%
Tm = ¢ Z — Z Y[ A1br + Ag 52—5 =0,
bnEFZ q b17b26Fq

par le Lemme 1.3.1.1.

Nous donnerons des valeurs plus précises de 71 et de 7 selon les valeurs de A\,

et de Ay. Pour l'instant, nous concluons que

L(s,x,T) =14+ 71¢"° +72g" . (2.1.13)
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Supposons que A\; # 0 et que Ay # 0. Alors, nous avons, par I’équation (2.1.11)
et par le Lemme 1.3.2.1, que

n= % (5)e (e 3)

DI <a (0 + A1) — Azaz)

\/a beF acky 2

-z () (e -)

ol nous avons utilisé le Théoreme 1.3.2.2 ainsi que les mémes notations que le
Lemme 1.3.2.1.

En manipulant cette derniere équation, nous obtenons

o ()5 (520 o
g

beF,
= 301\/5— C\/a
:0'\/67

ou |oy| < 1, |o] < 4 et ou nous avons utilisé le fait que ﬁGﬁ,(l) = 1 (voir la
preuve du Lemme 1.3.2.1). De plus, nous avons utilisé le Théoreme 1.3.2.3 pour
donner 'approximation suivante :

Z¢<b+>\l)>

beF,

<3V,

et nous nous sommes servis du fait que |30 — ¢| < [301| + |¢| < 4 pour montrer
la derniere égalité.

Maintenant, par les équations (1.3.2), (2.1.5) et (2.1.12),

n=3 ¥ (Albl 2252) 3 (ﬁ:)wxm)

bi1€Fq bo€F:

N AYE ALY
=) () (5)evr
BNEAYE

“ () ()
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ou nous avons utilisé le Théoréme 1.3.2.1.

Donc, pour A\; # 0 et Ay # 0,
1 AQ 2
L(S7X7 P) =1+ O'Q§7s + ¢ <1> () q172s’

2/\2 q

avec |o| < 4.

Supposons que A; # 0 et que Ay = 0. Alors, par (2.1.11),
a A
=3 <q> U(Ma) = ((;) Gy(1),

acky

par (1.3.2).

De plus,

=) ¥(hbi) D (?) =0,

b€l b€

par le Lemme 1.3.1.1.

Donc, pour A\; # 0 et Ay =0,

L(s,x,T)=1+ (?) Gy(l)g .

Supposons enfin que A\; = 0 et que Ay # 0.

Si ¢ =3 mod 4, alors par I’équation (2.1.11), nous avons que
a A
5 ()
acFy q

Soit a € Fy un carré. Il existe donc oy € I tel que a? = a. L’autre élément

dont le carré vaut a est —aq. Donc, nous avons que

(3)+(3)- () )
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En répétant pour chaque carré de Fy, nous arrivons a

7'120.

Si ¢ = 1 mod 4, alors un raisonnement semblable a celui du cas A\; # 0 et

A2 # 0 donne
T = M\/@

avec |p] < 4.

Finalement, peu importe la congruence de ¢, nous avons, en posant A\; = 0

dans I'équation (2.1.12) et en utilisant le Théoréme 1.3.2.1 pour la valeur de

Gy(1), que
by

= o (-3) (%) v

bi€F, bo€F;

)3
-3)e

Nous avons donc que

14 pgz— + (%) g™ ¢=1 mod 4,

1+ (%) g2 ¢g=3 mod 4,

L(s,x,T) =

avec |u| < 4.

Résumons toutes les valeurs prises par la fonction L(s, x, ') :

L(s,x,T1)
1 A =0, =0,
o o () () 040
=11+ () Gy()g™ M # 0,22 =0,
1 —|—,uq%_s I (3) ¢ M =0,X#0,g=1 mod 4,
1—1—(%)(]1_28 M =02 #0,¢g=3 mod 4,

(2.1.14)
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ou |o| <4det|ul <4.

L’astuce de la preuve du Théoréme 2.1.1 est de calculer

Z X)\l,)Q(alaa'Q)_lFC(an) lOg L(‘SvX/\L)\QvFC) (2115)
A1,A2€F,
ce{0,1}

de deux manieres différentes, et ensuite de les comparer.

Pour la premiere méthode, reprenons 1’équation :

L(s,x,T) = [T(1 = x(P)T(P)|P| ).

P

En appliquant le logarithme naturel de chaque coté de 1’équation et par la

suite la série de Taylor du logarithme au membre de droite, nous obtenons :

log(L(s,x,T ZZ XP’ (PM)|P|". (2.1.16)

Prl

A Taide de (2.1.16), nous obtenons une premiére méthode de calcul :

Z XA1,)2 (ala a2>_lrc(an) log L(S, X122 Fc)

)\1,)\26]}%
ce{0,1}
= 1 T —Trs
= Z XA, Az(alva’Q an ZZ — X1, )\2 (P )’P’
A1 A2€F, por=1"
ce{0,1}
_ |P| _1F Pr F Pr
_ZZ Z X)q,)\z(alaa?) C(an)X/\lJ\z( ) C( )
P r=1 A1,A2€F,
ce{0,1}
Travaillons
Z X>\1,>\2<a17a2)_1FC(an)X>\17>\2(PT>FC(PT>‘ (2'1'17>
A1, 2€F,
ce{0,1}

Si P" est de la forme (aq, as, sgn(a,)), alors il est clair que

X)\1,>\2(PT) = X)\L)\Q (ala a2)
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[.(P") =T(a,)
et que

X>\1,>\2(a17aQ)_1FC(an)X>\17/\2(PT)FC(PT) =L

Si P n’est pas de cette forme, alors

Xow e (@15,02) 7 Te(@n) Xog a0 (PTTe(PT) = xay e (€1, c2)Telen),
pour (c,¢) # (0,0) et ¢, € F.

Par conséquent, dans ce cas, par ’équation (2.1.2),

S (e, ea)le(c,) = 0.

A€l
ce{0,1}

Donc, si nous résumons :

2¢> P ~ forme (ay,as, sgn(a,)),

(2.1.17) =
0 P~ forme (ay, as, sgn(ay)).
D’ou
B (o] P —Trs
> Xune(ar, az) ' Te(an)log L(s, xan: Le) = 2¢° > > i
A1,A2€F, P:Pr~(a1,a2,sgn(an)) 7=1 "
ce{0,1}

, 0o q deg (P)rs
=2q Z Z
r=1 P:P"~(a1,a2,5gn(axn))

- d —SsSn
= 2¢° Z Z Ev(n, d,ay,as, sgn(a,))qg ",

n=1 djn

r

ol, dans la derniere égalité, nous avons posé d = deg P et effectué le changement
de variable n = rd.

Dans la derniére partie, v(n,d, a1, as, sgn(a,)) représente le nombre de poly-
némes P de degré d tels que Pi est de la forme (ai,as, sgn(a,)). Notons que

H,(a1,as,sgn(a,)) = v(n,n,as,as, sgn(ay)).
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Nous concluons donc que
> d
(2.1.15) =2¢° > —v(n,d, ar, as, sgn(a,))qg*". (2.1.18)
n=1 d|n n
Donc, nous avons une premiere méthode de calcul. La deuxieme méthode

consiste a séparer (2.1.15) selon la valeur que prennent A;, Ay et ¢. Nous séparons

ainsi l'expression en trois expressions selon ces cas :

)\1 :O,/\QIO,C:O (2119)
()\1,)\2) 7& (O,O),C:O;)\QZO,C: 1 (2120)
Xy £ 0,c=1. (2.1.21)

Nous ferons référence a (2.1.19) — (2.1.21) pour la suite.

Avant de commencer, nous allons donner une formule pour log L(s, X, A, L'c)

pour chacun des cas, et ce en utilisant la formule de Taylor du logarithme.

Par I’équation (2.1.10), nous avons, avec une valeur de s qui assure la conver-

gence (Re(s) > % si ¢ suffisamment grand), que

DD B A1 =0, =0,
)+t 2 _22 "
g L To) = 4 23 S5 (0 () (5F) et - 1) 2e o
;.10:1 _q:" )\1 7é 0, )\2 = 0.

Enfin, pour I"équation (2.1.14), toujours avec une valeur de s qui assure la

1 .
convergence (Re(s) > 5 si ¢ suffisamment grand), nous avons que

0 A =04 =0,

20 C N og 0+ (2) wah)g )" M £ 0,0 £0,

log L(s,x, 1) = ¢ 3202, G (M) Gy (1) A # 0,2 =0,
22y I (ugr e+ (2) g M=0X#0¢g=1 mod 4,
o1 (_12;&1 (%)n q"1=2) M =0, #0,g=3 mod 4,

toujours avec |o|, || < 4.
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Traitons le cas (2.1.19) :

log(L(s, X0,0.T0)) = > _

Traitons le cas (2.1.20). Il est clair que

[e.9]

Z X1,z (ala a2)_1rl<an) log L(S7 X125 1—‘O Z snfl n q

()‘1 7)‘2)75(070)7620 n=1
A2=0,c=1

avec fi(n,q) = O ("’5)

Traitons le cas (2.1.21). Considérons tout d’abord les cas A; # 0, Ay # 0 et
AM=0,A#0,¢g=1 mod4:

Z X)\l,)\z(a17a2)7lrl(an) 10gL<S>X)\1,)\2>F1)
)\1615‘2,/\261[7;
A1=0,A2€F7,¢=1 mod 4

_1 n+1

[e.e]
N 2 X (01, 02)” Z (11" + T2q~ )"
M EF? Ao EFs ogu]

A1=0,A2€F7,¢=1 mod 4

(2.1.22)

Ensuite, travaillons simplement log(L(s XaaesL11))-

(o) _1 n+1 1 n+1 n
712::1 (i 7”>L (qu_s + TQQ_zs) Z q_sn ) (71 + T2q_s>
o n n q—sn(_1>n+1 ok R
= — 7 g
Sn) e
_ — (1 (_1)n+1 n—k k: —s(k+n)
SR )

)

I
(78
)
%
IS
[]=
N
IS
|3
3
N~
|
=
3
+
=
\]
Ll )
7
<
w\]g
|
S

U

1 n:L“;1

ou nous avons fait le changement de variables u = k + n.
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Donc,
. (_1)n+1 —s —2s\"™ _ . —su . n (_1)n+1 2n—u_u—n
712::1771 (qu + Taq ) —uzz:lq n_%:“J u—nl 1 T
(2.1.23)
Alors,
(2.1.22)

o) —su 1 u n (_1)n+1 o
- Z q Z X1, (ala 0,2) Fl(an) E 7] s
u=1 | U—n n

M EFy A2€F7 n=| utl
A1=0,A2€F7,¢=1 mod 4

En poursuivant, nous avons que

u+1

)\1615‘2,/\26[% ”:\_T
A1=0,A2€F7,g=1 mod 4

u n |7.1‘2n—u‘7.2’u—n
< L I e B
- Z Z | (u—n) n

)\1€]F2,)\2€F; n:LUT+1
)\1:0,)\26]17;,qu mod 4

- U n —1 n+1 Cwuen
> X (a1, a2) "' Tian) > J(u_n>(72712" &

u _u

U n 167’1— 2 qn p) qu_n
= Z Z (u — n) n ’

1
)\16]FZ,>\2€FZ n:\_%J
A1=0,\2€F,q=1 mod 4

car |1i| < 4,/q et |12 = ¢ (par les équations (2.1.13) et (2.1.14)).

De cette expression, nous pouvons sortir de la sommation les puissances qui
ne dépendent pas de n, et nous obtenons
5 < q )3 z“: < n ) 16"
MEFT ApeF: 16 pelmpy U= T '
A1=0,A2€F7,g=1 mod 4

2 . o« . s’ . n
A partir d’ici, nous pouvons trouver une borne supérieure pour ZZ_L whl | (ufn) % :
- 2

- n 16" 2 & n n
2 <u_n>n§u 2 J<u_n)16

n:Lu;IJ n:\-ugl
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en utilisant le bindme de Newton.

En mettant tous ces résultats ensemble, nous obtenons

2 X (a1, a2) T (ay) i ( - ><_17’)Ln+

MEFS Ao ne=luft ) \U T
A1=0,A2€F7,¢=1 mod 4

aox @

A E]FZ,AQ EF;
A1=0,A2€F7,¢=1 mod 4

289¢\ 2 1
— 2 -
—2((g= 17+ (0= Dlemt moas) (560) 5

(18,0625q) 2
R

NS

17
u

=2((¢= 1%+ (¢ = Dlg=t moas)

Donc, nous pouvons conclure que

o0

Z X>\17/\2(a17a2)_11—‘1(an) logL(SaX/\L)\zaFl Z

M EFG A2 €Fy —
A1=0,A2€F,g=1 mod 4

avec fo(u,q) = O <(18’0625‘1)2 )

u

Maintenant, si Ay =0, Ay # 0 et ¢ =3 mod 4. Nous avons que

Z X0,\2 (ala &2)_1F1(an) log L(S7 X0,\25 Fl)
)\QGIF;;

2n—u,_u—n
D)

" fa(u, q),

= 1)n+1 2 " n(1-2s)
= Z XO,/\Q(GbCLZ Fl Gn Z q .

A2€F; n=1 q

En posant
1 wu est pair,

€y =
0 w est impair,
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il est clair que

-1 n+1 2 n 9 0o 1 %—l—l 2 % m
Z ) ( ) n(1-2s) _ 9 Z ¢ ( ) i q%
n=1 q m=1 m q
=> ¢ fs(m,q),
m=1
ot n = et avec f3(m,q) = O (‘iﬁ)
Nous pouvons donc dire que
-1 - —sn
Z X (@1, a2) " T(an) log L(s, Xapx,, [1) = Z fa(n, q),

A2#£0,c=1 n=1

avec fy(n,q) =0 <(18’0635q)2 )

En mettant tous ces résultats ensemble, nous voyons que

(2.1.15) Z —S"(

n

S )+ fa(n0)).

En comparant cette expression avec (2.1.18), nous obtenons

(18, 0625q)3>

n

2¢° Z v(n,d,ay,az, sgn(a,)) = % +0 <

d|n

ou encore

d
Z *U(TL, da a1, G2, Sgn(an)) =

dn 2n n

n-2 18,0625¢) 2
q +O<(8,065q)>_

En utilisant la formule d’inversion de Mobius, nous obtenons

n—2 18, 0625¢) 2
q +O<(, Q)>'

'U(n7n7 al,a2,sgn(an)) = Hn(a17a27sgn<an)) = m n

2.2. RESULTAT ASYMPOTIQUE POUR (i1, t9, t3) FIXES

Soit M un polynome dont les coefficients appartiennent a un corps fini quel-

conque F, de caractéristique p :

M=z"4az" ' 4+ ax" P+ azz" P+t + -+ 1, (2.2.1)



o4

Dans notre cas, (a1, as,a3) est fixé, et les t;, pour i > 4, sont quelconques.
Nous dirons d'un polynéme dont les coefficients a ces contraintes qu’il est de
la forme (aq, as, as). Soit H,(ai,as, as) le nombre de polynémes irréductibles de

cette forme. Alors, nous allons prouver le théoreme qui suit.

Théoréme 2.2.1. Soit p la caractéristique d’un corps quelconque F,. Supposons
que p # 2 et que p # 3. Alors, nous avons que
n=3 6,25¢)2
Hn(al,ag,ag) = qn + O <(Q)> .

n

La premiere étape, encore une fois, est de définir le caractere que nous uti-
liserons. Le caractere associé aux trois premiers coefficients, a1, as et as sera
un caractere additif. C’est pourquoi nous avons encore besoin de la fonction

introduite a la Définition 1.3.1.1, que nous rappellons a 'instant :

2wiTr(a)

bla) =5

A partir de cette fonction, nous pouvons introduire le caractere avec lequel

nous travaillerons, et ce pour deg M > 3 :

a? a3
X(M) = Xarons (a1, a2, a3) = ¢ <)\1a1 + A2 <a2 - 21> + A3 <a3 —aas + 31>> -

D’entrée de jeu, définissons
X(l) = XA122,As (O’ 0, 0) =1

A A
X(@ +a) = Xaan(a,0,0) =9 <>\1a _ éaz + ;a3>

2 3
X(xQ +ar+ b) = X)\l)\2>)\3<a’7 b7 O) = w <>\1a + )\2 (b - C;) - )\3 (ab - z)) .

Remarque 2.2.1. Notons que ce caractére n’est pas valide pour les corps de ca-

ractéristique 2 et 3.
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Montrons que ce caractere est multiplicatif. En effet, soient A et B deux
polynémes de F[z] :
Ax) = 2"+ upe™ T ugr™? Fugr" P,
B(z) = 2™ +viz™ !+ upr™  duza™ 4 by,

Alors,

A(z)B(z) =™ + (ug + v1) 2™+ (ug + ugvy + vg) ™2

m+n—3 4.

+ (ug + v3 + ugvy + ugvy )T Uy Uy,

Nous avons donc que
X(AB)

= | A(ur +v1) + Ao (UQ + uvy + v — W) + >\3f(ui7vi))
vi
( Ug +Vy — & — 2)) YAz f(ug, v3))
ul

5 )) (G (Alvl + A <v2 — U;)) b(Oaf(ui,v;)),

(uy +v1)3
3

2 2
=uz + v3 + UV2 + UgV] — UjU2 — UV — UV — UV] — V1V — UIV]

n u? + 3uivy + 3ugvi + vP

77D <>\1U1 + /\11]1 + )\2

)\1U1 + )\2 (Uz

avec

J g, Uz‘) =ug + v3 + u1vg + ugvy — (ug + U1)(U2 + vy + uyvy) +

3
ud vl
_U3+Ug—u1u2—1}1’02+§+§

Alinsi,
3 3

=9 (A?’ <u3 —u1u2—|—1§>> (G <>\3 <U3 — V102 + ?)) ,

2

3
X(AB) :w <)\1U1 + )\2 <u2 — I;) + )\3 <u3 — UjUy + 2;))

3
PO (s, 0) = ¥ ()\3 <u3 oy — vy + 1 4 vi’)>

et
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vt vy
Y| Advr + Ag Vo Ty + A3 Us—U1U2+§
=x(A4)x(B),
d’ott nous concluons que le caractere est multiplicatif.
Calculons maintenant certaines quantités qui dépendent de xx, x5 (a1, a2, as).

Tout d’abord, il est clair que

X0,0,0 = 1.

Ensuite, par le Théoréme 1.3.1.1, il est clair que

0 (a17a27a3) 7é 07
Z X,\l,\Q,,\3(al7a27a3) =
A2, 3€F, q (CLl, ag, a3) - 07

0 (Mg, A3) #0,
Z X>\1>\2,/\3 (ah as, a3) -
a1,a2,a3€F, q3 ()\1)\2, )\3) = 0.

Reprenons notre fonction L, définie pour Re(s) > 1, par

L(s,x) = > x(M)|M|~ = T[(1 = x(P)IP[7) 7,

P

ou P parcourt les polynémes irréductibles unitaires de F,[z].

Rappelons aussi que
L(s,x) = iofmqsm, (2.2.2)
ol
Tm= . x(M).

deg M=m

Nous devons calculer L(s, xa,x,.05) POUr toutes les valeurs de (AjAg, A3) pos-

sibles.
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Pour le cas (A1, A2, A3) = (0,0,0), il est clair que
1

L(s,xo00) =2 IM[7 =3 q™™ 3 1 =3 ¢"07 =

. (2.2.3)
M m=0 deg M=m m=0 C]1 °

Pour les cas (A, A2, A3) # (0,0,0), nous allons simplement écrire L(s, x)
comme (2.2.2).

Pour m = 0, nous avons que

o= > x(M)=x(1)=x(0,00)=1

deg M =0

Pour m = 1, nous avons que

n= > xM)=)> x(a,00)=> ¢ <)\1&— 2202 + );3 ) . (224)

deg M=1 a€lFy a€lFy

Pour m = 2, nous avons que

Ty = Z X(M) = Z Z X (b1, 2,0)
deg M =2 b1€Fy bo€lFy
b2 b3
=> > ¢<A by + o (b2—> +A3< biby + 3>>

b1€F, bo€lFy

= Z ,¢ <)\1l)1 /\2[)2 3 ) Z ¢ )\2b2 /\361()2).

b1 €lFy ba €lFq

D’ou

= > v <A1b1 A 222 4 3 ) D p(Aaba — Asbibo). (2.2.5)

b1 €lFy ba S

Pour m > 3, nous avons que

Tm= >, xX(M)=q" > > > x(b1,bs,bs3)

deg M=m b1€Fq bo€Fy b3€lFy

2 3
=" Y ¢<A1bl+xg (@—“21) +A3< blbfrl;)) 2 W(Asby) =0

b1€Fq bo€elFy bz€elF,
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par le Théoreme 1.3.1.1.

Encore une fois, I’astuce pour prouver le Théoreme 2.2.1 est, supposant que
les trois premiers coefficients sont fixés et égals & (aq, as, az), de calculer
Z XA1,22,23 ((11, az, a3)_1 log L(Sv XA17A27)\3) (2'2'6)
A1:A2,A3

de deux maniéres différentes.

En effectuant une méthode essentiellement identique a celle qui a mené a

I'équation (2.1.18) de la section précédente, nous obtenons
> d
(2.2.6) = ¢* > —v(n,d, a1, as,a3)g"", (2.2.7)
n=1 djn n

oit v(n, d, ay, as, as) représente le nombre de polynémes P de degré d tels que Pd

est de la forme (ay, as, as).
Notons aussi que v(n,n, ay,as,a3) = Hy(ay, as, asz).

Remarquons la similitude entre (2.1.18) et (2.2.7). Dans la section précédente,
nous avions ¢ manieres de choisir les deux premiers coefficients, et le caracteére
multiplicatif ne prenait que deux valeurs, d’ou le terme 2¢2. Dans le cas présent,

nous avons ¢° manieres de choisir parmi les trois premiers coefficients.

L’autre méthode consiste a séparer (2.2.6) selon les valeurs que prennent

(A1, A2, A3). Nous allons considérer les cas suivants :

(A1, A2, A3) = (0,0,0) (2.2.8)
()\1, )\2, )\5) = (CL, b, 0) (229)
A3 # 0, (2.2.10)

ou a,b € Fy, et au moins un des deux éléments n’est pas 0.

Donc,

(2.2.6) =log L(s, x0,00)

+ Z XAl,AQ,o(Ch, ag, 613)_1 log L(s, XAl,Ag)
(/\1 7)‘2)7é(070)

+ Z Z X>\1,>\2,/\3 (a17a27a3)_1 10gL<S7X)\1,)\27>\3)'
)\1,)\26]}‘} )\36]173
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Traitons le cas (2.2.8) :

- _an
log L(s, X0,0,0) Z

Traitons le cas (2.2.9) :

Z XA hg0(a1, a2, a3)71 log L(s, X 20.0)
(A1,A2)#(0,0)

= Z X re0(a1, as, az) " log (1+ 11" + 12q~ ).
(A1,22)#(0,0)

Si A3 = 0, alors il est facile de voir que 7, = 0, par 1’équation (2.2.5) et le

Théoreme 1.3.1.1. Nous avons donc que

> Xouwolar,az,az) log (1 + 71¢7%)
(A1,A2)#(0,0)

_Z 7sn

y 1
Z X e0(ar, ag, ag) 11"
()‘17/\2)75(0’0)

Nous pouvons calculer la valeur exacte de 77, mais nous savons que nous
n’avons pas de résultats exacts pour le cas ou A3 # 0. Alors, une valeur asymp-

totique de 77 suffit ici. Par le Théoreme 1.3.2.3, nous avons que

Tl < Vg

DOHC, nous savons que

e}

> Xouneo(ar, az,a3) 7 log L(s, Xy as0) Z " fi(n, q),
(>‘17)‘2)7é(0v0) n=1

oit filn,q) =0 ().
Traitons le cas (2.2.10) :

Z Z X)\l,)\z,)\g(alaa27a3>71logL(S7X)\1,/\2,)\3>
A1, 2€F, )\36]17?1‘

= D D Xaes(ar,az,a3)  log (1+ 7147 + 127 %°).
A1, 2€F, >\3€F§
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Par I’équation (2.2.4) et le Théoreme 1.3.2.3, nous avons que

Zzﬁ(/\la—)\QaQ—l—);) )

a€lfy

|Tl|—

<24

Calculons maintenant les différentes valeurs de 7.

Si (A1, A2) = (0,0), alors par I’équation (2.2.5)

n= 3w () 5 vanm =

b1€F, ba€lFy

par le Théoreme 1.3.1.1 et en considérant le cas b; = 0.

Si A # 0 et Ay # 0, alors

b1€F,

T = Z (G (Albl );bQ 3 ) Z w bz Ay — )\3b1)) =9y (AI)Q -

ba€F,

A3

par le Théoreme 1.3.1.1 et en considérant le cas by = 22

A3
Nous voyons donc que

|7—2| =4dq,

et ce quelque soit les valeurs que prennent \; et \s.

(2.2.11)

/\3
“Z1q
6>\3>

(2.2.12)

En utilisant I’équation (2.1.23) et une technique identique a celle de la section

précédente, nous voyons que

ST Xoawrens(an, as, az) "log (14 71¢~° + T2q™ )
A1, 2€F, )\3€F;

0 1 n+1
- Z Z X>\17)\2,>\3 alua2’a3 IZ

—s —25\"
Tiq ~ + T2q
A1,A2€F g A3EFY

n=1

o u -1 n+1
= Z q ™ Z Z XA1,22,23 (ah az, a3)71 Z ( " >(2
u=1

A, A2€F, )\36]17?; :L%J u—"n

2n—u_u—n

T
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Nous avons que

P no N\ (=1)"
DD Xownens(ar, az,as) ! > (u_n>()712” Yy

A1, A2€F A3€F; n:L“T“J n

Crs ()R

A1, 2€F, /\361[“; n:Lu?H Uu—"n

D S S S B

* uUu—"n
A1,A2€Fg A3€F; ":LUTHJ

i n 22n7uq%
<ea-n > (1)

uUu—n n
n:LU;IJ

par les équations (2.2.11) et (2.2.12).

Comme dans la Section 2.1, nous pouvons dire que

u 22n7uq% q ¥ U n 4n
¢*(q )n%;lj<u_n - ca-viy) 2\, .5

2¢%(qg — 1 PR
< 20 )(q) 5 <n>4n
U 4 S \u—n
n=|*3=]
2¢*(q — 1) (q)g o u
< = 4qn
- U 4 T;) U—n
_ 2¢%(q — 1)5" (q 3
U 4
6,25¢)=
— 2g(g - )18

D’ou

Z Z Xoawos (@15 2, a3) 7 1og L(s, Xag ae ) = Z q " fo(u,q),
u=1

A1, 2€F, AgGF;
(6,25¢) %
JR— ) q
avec fo(u,q) = O (u )

Dong, si nous résumons, nous avons que

n

(2.2.6) = i q " (q + f1(n,q) + fo(n, Q)> :

n



62

En comparant avec (2.2.7), nous voyons que

n—3 %
ng(n,CL a17a2,a3) = q + O ((6725(-1)) ‘

dfn n n n

Finalement, par la formule d’inversion de Mdébius,
n=3 6,25¢)2
Hn(a17a27a3) = 1 +0 <( q> )
n n

ce qui complete la démonstration du Théoreme 2.2.1.




Chapitre 3

RESULTAT EN FIXANT LE PREMIER
COEFFICIENT ET LA CUBICITE DU
DERNIER

Soit M un polynéme dont les coefficients appartiennent a un corps fini quel-

conque [F, de caractéristique p :
M =2"4 az"  Ftox™ 2ty S+t + -+, (3.0.1)

Dans ce qui suit, nous allons supposer que p = 1 mod 3 et donc que ¢ = 1
mod 3. De plus, nous demandons que le premier coefficient soit a; € [, et nous

voulons aussi que le dernier coefficient ait la méme cubicité que a,, € F,. Nous
. 5 N 5z an 3 an

dirons d'un tel polynome qu’il est de la forme (al, ( . )(3)). Soit H,, (al, ( p )(3))

le nombre de tels polynémes irréductibles unitaires de degré n. Nous montrerons,

en se basant sur la méthode utilisée par Carlitz dans [4], le théoréme suivant.

Théoréme 3.0.1. Soit F, un corps de caractéristique p, avec p =1 mod 3 et

q= pk. Alors, nous avons que
a 1 n
HTL 9 i - — d () 5
(al ( : )(3)) L ua (]

avec, pour a; # 0,

T o D e N ) 2 an q 2
g <( 1), 0,07 + (%) (s, 1)3 3in,
_ q"*l (—1)”71 a a% n—1 a2an Q n—1 —
f(n) = =+ 3 ( v )(3)19(5,75) 3 —i—( v )(3)19(3,15) 3 n=1 mod 3,
q" !t (=1)n—1 a?a? ntl aian 3 ntl _
5+ 5, ( r )(3)19(5,75) 3 —1—( v )(3)19(5,75) 3 n=2 mod 3,
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et pour a; = 0,

sl () ((a 5 (m)  Fer)d
f)= =1 & T <<q>(3>’9(8’t>3+(q><3>19(8’t)3) in.

n—1_

LA 31 n.

Nous définissons ¥ et ¥ de la maniére suivante :

I(s,t) = (—1)"! <p’5i3p|t|“/§>k

2

Fs.1) = (1) <ps T 3§|t|m>’ﬂ

Dans ces expressions, s et |t| sont des entiers relatifs entiérement déterminés
par

4p = % + 27t
s=1 mod 3.

La premiere étape, comme toujours, consiste a définir nos caracteres. Tout
d’abord, commencons par le caractere a attribuer pour le premier coefficient a;.
Reprenons comme toujours notre fonction additive habituelle :

2wiTr(a)

Yla) =5

De cette fonction, nous sommes en mesure de poser un premier caractere :

X (M) = ¢(Mar),

avec

X)\1(1> =
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Soit 7 une racine primitive du corps fini F,. Si a = 7", alors rappelons le

caractere multiplicatif suivant pour les cubes :

0 a =0,

(a) o 1 3|7”,
1/ 3 e r=1 mod 3,

e3s r=2 mod3.

Ceci nous permet donc de poser un second caractere, pour a, € F. Pour
c € {0,1,2}, posons

FC(M) — (%)(3) Gn 7& 0’

0 a, = 0.

Remarque 3.0.1. Ces deuz caractéres sont multiplicatifs. Soient A, B € F,[z],

alors :

Y (AB) = X (A)xn (B),
[W(AB) = T.(A)(B).

Calculons maintenant certaines quantités concernant ces deux caracteres. Par
le Théoreme 1.3.1.1, il est facile de voir que
q a1 = 07

doxn(M) =Y b(har) = (3.0.2)

A €F, 0 a; #0.

De plus, pour a,, € Fy, il est facile de voir que

3 a, est un cube,
> To(M) =14T1(ay) +Taan) = (3.0.3)
r 0 a, n’est pas un cube.

Enfin, de maniére similaire, nous avons que

M) = - 3.0.4
deg%/l::m X)\l( ) 0 )‘1 7£ O? ( )

m>1
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0 ce{l,2},
I'.(M) = 3.0.5
deg%:m ( ) qm_l(q — 1) c=0. ( )

m>1

Comme & I’habitude, définissons notre fonction L, pour Re(s) > 1, de la

maniere suivante :

L(s,x,T Zx M)|M|~*

o

= Z mq—ms

m=0

= [ —x(P)L(P)IP|7) "

P
Ol Ty, = Y deg M=m X(M)I'(M) et ot P parcourt tous les polynémes irréductibles

unitaires de IF,[z].
Calculons maintenant les valeurs que prend la fonction L selon A; et c.

Supposons que A\; = ¢ = 0. Alors, en se servant de (3.0.4) et de (3.0.5), nous
pouvons faire une démarche identique a ce qui a mené au cas Ay = Ay = 0 de
(2.1.10) pour obtenir

1—q™°

L(s, x0,10) = P (3.0.6)

Supposons que A; = 0 et que ¢ # 0. Alors, par (3.0.4) et (3.0.5), nous pouvons
faire une démarche semblable a celle qui a mené au cas A\ = Ay = 0 de (2.1.14)

pour obtenir

L(s,xo0,Tc) = 1. (3.0.7)

Supposons que A; # 0 et que ¢ = 0. Alors, par (3.0.4) et (3.0.5), nous pouvons
faire une démarche semblable au cas A\; # 0 et Ay = 0 de I’équation (2.1.10) pour

obtenir

L(S7 X1 FO) =1- q—s‘ (308)
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I nous reste le cas Ay # 0 et ¢ # 0. Servons-nous de la forme L(s, x,I") =

>om_oTmq " en commencant par calculer les 7, pour m > 0.
Pour m = 0, nous avons que

7o =x(DI'(1) = 1.

Pour m = 1, nous avons que

= Z X(M)T(M)

deg M=1
CLC
ack: \ 4/ (3)

A€ u®
= . 7 7/1 )
< q )(3) u%l;(*l <q )(3) )

ou nous avons fait le changement de variable u = A;a.

D’ou

. (EC>(3) %; (§>(3)¢(a) (3.0.9)

Pour m > 2, nous avons que

= S NAOTOD) = ¢ Y (b)) 3 () o,

deg M=m b1€F, me]Fz

par (3.0.4) et (3.0.5).

Donc, notre fonction L dans ce cas vaut

L(s,x,I')=1+mq"". (3.0.10)

Nous allons calculer

> x(M)T'T (M)~ log L(s, x, T) (3.0.11)

X1



68
de deux maniéres différentes.

En utilisant un raisonnement pratiquement identique a celui qui a mené aux

équations (2.1.18) et (2.2.7), nous obtenons une premiere méthode de calcul :

00 d .
(3.011) =3¢ 3% v [n.d, i, <a> q", (3.0.12)
" 17 @3)

n=1 djn

ou v (n d,ay, ( )( )) représente le nombre de polyndémes irréductibles de degré

d tels que Pd est un polynéme ayant a; comme premier coefficient et la méme

cubicité que a,.

Remarquons que v (n n,ay, (;)(3)) =H, <a1, (“{;)(3)).

Pour la suite, servons-nous de (3.0.6) — (3.0.8) et de (3.0.10) pour séparer
(3.0.11) de la facon suivante :

(3.011) = > > (M) (;) log L(s, x, ")
3)

A1€Fq ce{0,1,2}

a=¢
:logL(87X07FU)+Z ( ; ) lOgL(S,Xo,FC)
3)

c#0
+ Z (—=A1ay)log L(s, X, [o)
)\1€F*
a=¢
+ Z ( n ) ¢(—)\1a1) IOgL(&X/\ch)-
)\1€F;,C5ﬁ0 q (3)

Il est facile de voir que

00 gmsn(gn _
log L(s, x0.To) = > w

n=1 n

Pour ¢ # 0,
log L(s, xo0,I'c) = 0.
Pour A\ # 0,
log L(s, xx,, [o) = Z -
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Enfin, pour ¢ # 0 et Ay # 0,

_)nl—snirz

log L(s, xx,, ' Z

n=1

En mettant ces quatre résultats ensemble, nous obtenons

011 Z Z ¢ /\1a1 ( ZL] ) IOgL(S,X,F)
3)

A EF, ce{0,1,2}

o0 —S8Nn a*C
ST 1 S e + (<1 Y () B M)
n=1 T MEF; aner; \ 4/ (3
c#0

En considérant séparément les cas a; # 0 et a; = 0, nous avons que 1’équation
(3.0.11) est égale a

e A G Yonersero Y(—Aar) (a" )(3) f) ar # 0, (3.0.19)
20:1 q;_jn qn —q —+ (—1)”—1 Z)\ler’C#O (%>(3) Tln a; = 0.

En mettant (3.0.12) et (3.0.13) ensemble, nous avons que

( <an> ) "+ (=1t 20 €Fs c£0 P(—Aiar) (a%c)(g) ™ ay # 0,
n7d7 a1, | —
(3)

1 ) )(3) gt =

(3.0.14)

Squv

din

—c

¢" — g+ (=1)"" X erp er0 (a’(}

Il ne nous reste qu’a évaluer cette expression.

Utilisant la méme notation que dans la Section 1.3.4, posons

= (<q)<3>) B a%F:q <Z>(3>w<ba)
w-a((5),)- 5 (5), o
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Il est clair que

En effet, si b = 0, le résultat est trivial. Si b # 0, alors le changement de

variable u = ba permet d’arriver au résultat.

De plus, nous avons que

G- ¥ (<) vk
:1%égé<gzl>@fﬂa+b)
-rx (Z) i)
_ (‘ql)@ @0+ T <Z><3) 3 tlu+1)
I

Q'

. . . -1 2 .
Ici, nous nous sommes servis du fait que (bq )(3) = (%)(3) et nous avons fait

le changement de variable v = ab~!. Enfin, comme p = 1 mod 3, rappelons que

—1 _
(7)(3) =1
Puis, par la Proposition 1.3.4.1, nous avons que

. k
G = (—1)+ <ps + 3p|t|z¢3>
2 Y

ou s et |t| sont des entiers relatifs entierement déterminés par
4p = s + 27t*
s=1 mod 3.
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Donc, si nous résumons les propriétés de G, :

b2
Gy — () ¢, (3.0.15)
17/ 3)
_ b _
(3)
GG =q, (3.0.17)
. k
G3 = (—1)k! <p$iggw> , (3.0.18)
. k
G3 = (1)1 (ps i 3]29'75'“/5) , (3.0.19)

ott le changement de signe découle simplement du fait que G*G® = ¢°.

Posons
e (s £33
osnt) = (-1t (2B
o L (ps T 3pltiv3\"
st = (- (AN

Revenons maintenant a I'expression (3.0.14). Nous pouvons écrire 71 de cette

= (7),5 (5,00

par 1'équation (3.0.9)

maniere :

(%%)(3)G c=1
ﬁ) G c=2,
7))

(3.0.20)

Supposons que a; # 0.

Si 3|n, alors

a,fc
o (5,5
A EF; 1 /3

c#0
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par (3.0.2) et (3.0.20).

Sin=1 mod 3, alors

afc CL2 2
5 (5], 5-(8) 0 5 (2) s
A EF; q /3 4/ 3 aner; \ 9/ (3)

c#0

ou nous avons utilisé les propriétés (3.0.15) —(3.0.17) et (3.0.20), et ot nous avons
utilisé le fait que (’71)3 =1.

Sin =2 mod 3, alors, de maniére similaire,

S otona) () =) a0 T (M) vera
173 173 17 3

)\1€FZ
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ol nous avons utilisé les propriétés (3.0.15), (3.0.16) et (3.0.18) — (3.0.20), et ou

nous avons utilisé le fait que (’71)3 =1.

En mettant ces résultats ensemble, pour a; # 0 et par ’équation (3.0.14),

Zdv (n,d, ai, <an>
dn 1/ 3)

nous avons que

En utilisant la formule d’inversion de Mobius, nous arrivons au théoreme.
Considérons maintenant le cas ou a; = 0.

Si 3|n, alors

3 <@56> = (C“%) D(s,t)5 Y. 1+<an> d(s,t)5 > 1
3) 1/ 3 3)

ner; \ 4 A EF: q AEF;
c#0
a? n ap _ n
= (q - 1) — 19<57t)§ + | = 19(37t)§ )
7/ 7/
par (3.0.20).

Sin=1 mod 3, alors

—c 2 1 )\2 " _ el —
> (%) w=(%) weovex () +(%) doe ¥
aner: \ 4/ 3 4/ 3 aner; \ 4/ (3) 1/ @3 A EF?

c#0

par le Lemme 1.3.1.2.

Sin =2 mod 3, alors

q q

A €EF:
c#0

A1 EFZ

—C 2 2 — n—2 —
> () * :<an> Pt TG (A> *(an> Ps,t)5°C 3
(3) 4/ 3 (3) (3)
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=0,

pour les mémes raisons que le cas précédent.

Donc, en mettant ces résultats ensemble, pour a; = 0 et par 1’équation

Zdv (n,d,O, (CLn) )
dn 1/ @3

S 3fn.

(3.0.14), nous avons que

En utilisant la formule d’inversion de Mdébius, nous arrivons au théoreme.



Chapitre 4

RESULTAT EN FIXANT LE PREMIER
COEFFICIENT ET LA QUARTICITE DU
DERNIER

Ce chapitre est tres semblable au précédent. Soit M un polynome dont les

coefficients appartiennent a un corps fini quelconque I, de caractéristique p :
M =2"4 a1z tox™ 2 b3 S+t + -+ ay,. (4.0.1)

Dans ce qui suit, nous allons supposer que p = 1 mod 4. De plus, nous de-
mandons que le premier coefficient soit a; € I, et nous voulons aussi que le

dernier coefficient ait la méme quarticité que a,, € F;. Nous dirons d’'un tel poly-

R . an : an
nome qu’il est de la forme (al, (q>(4)). Soit H, (al, ( p )(4)) le nombre de tels
polyndémes irréductibles unitaires de degré n. Nous montrerons, toujours en se
basant sur la méthode utilisée par Carlitz dans [4], le théoréme suivant dans ce

chapitre.

Théoréme 4.0.1. Soit F, un corps de caractéristique p, avec p = 1 mod 4.

Alors, nous avons que

(o (5),) g
pld

avec, pour a; # 0,

f(n)
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q
q (=11t ajal n-1l aian n=1 alan Q n—-1
= Tt ( q )(4)Q9(C’d> ’ +( 1q )q >+ 1f1 )(4) (c,d)= )
n—1 _1\n—1 _ a?a? n -1 an n_ _ a2an — n -1
Lot ((p () ded)ie - () qE + (C) () e d)te )
¢t (=pn-! —afaj ntl aian ntl —aian 9 ntl
P S () e () 5 (), e )
et pour a; = 0,
f(n)
n—1__ _ a3 ﬂ a n
R T ((" e+ () gt + () Ded)?))
_ n—1_ _1\n—1 1 an _
= q41_|_(1) (Zqu ( n = (4)7
n—1_
vt 21 n.

Nous définissons ¥ et ¥ de la maniére suivante :

I(c,d) = /q(c £ |d|i)*
V(c,d) = /q(cF |d|i)*.

Ici, ¢ et |d| sont entiérement déterminés par les relations suivantes
p=c+d
c=-1 mod 4.

La premiere étape est de poser nos caracteres. Dans ce cas-ci, nous utiliserons
X (M) = t(Mar),

0 a, =0,

(%)(4) an 70,

pour ¢ € {0,1,2,3}.

Rappelons que, comme p = 1 mod 4, alors le Corollaire 1.2.1 et la démons-

tration du Théoreme 1.3.5.1 permettent de montrer que

(), -6)

Aln,

n=1(4),
n = 2(4),
n=3(4),
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Les étapes de la preuve sont similaires a celles du chapitre précédent. Tout

d’abord, nous voyons que nous pouvons écrire

ZX YI(M) log L(s, x, T) —4‘122 v(nda1,<q> )q_sn.
(4)

n=1 d|n

De plus, les équations (3.0.6) — (3.0.8) et (3.0.10) restent valides pour le ca-

ractere multiplicatif quartique, et par conséquent

Zx )'T(M)tlog L(s, x,T)

S Y wha) (1 Y () senayr |,
(4)

n=1 T A EF; aer; \ 4
c#£0
avec
aC
acFy \ 4/ (4

En mettant ces deux résultats ensemble, nous voyons que

4quv (n d,ay, (an> )
djn T/ @

—qg"—1— Y (=hay) + (D)"Y (a;zc)()w(_xlaw. (4.0.3)

A €F; A €EF;
c#0
Posons
a
G=> (-] ()
acF, \4/ ()
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Par la Proposition 1.3.5.1, nous avons que
& = \fale £ |dli)",
ou ¢ et |d| sont entierement déterminés par les relations
p=c+d
c=—1 mod 4.

De plus, nous avons que

b3

ac=5 ;) w0z (7)), w0
= 2 “b3> )w<a+b)

a,beF,
5 () e
a€ly
bely

<“> Y(blu+ 1))
u€lfy q
belFy

:(_ql>(4)(q—1)—|—z (Z)( > (b(u+1))

u#—1 4) beF}
-1
=\ q,
1/

N . . 3 —1
ou nous nous sommes servis du fait que (%)(4) = (b

) et avons effectué le
9 /(4)

changement de variable u = ab™!.
Alors,

GG = <_1>(4) q. (4.0.4)

De plus, il est clair que
(GG)* = ¢,
d’ou

G* = (e F |d)i)*,
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avec les mémes c et |d| que pour G2.

Posons, pour simplifier la notation,
G? = Jq(c £ |di)* = V(c,d) (4.0.5)
G? = \/g(cF |di)f = V(c,d). (4.0.6)

En poursuivant, pour A\; # 0, nous avons que

B0 e
ac AL ue (4)
n=3 (%) v = () 5 (%) v ={ () e=2
a€F, (@) (4) ueF, (@) _
q q q (%)(4)(; c=3
(4.0.7)

par 'équation (4.0.2) et ou nous avons effectué par le changement de variable

U = \a.

Supposons que a; # 0. Alors, par (4.0.3), nous avons que

40 dv=q"+ (-1)"" > p(=Mar) (“ ) T, (4.0.8)
(4)

dln A €Fy
c;é[]

avec v = v <n, d,ay, (“;)(4)).

Dans ce qui suit, nous nous servirons de (4.0.4) — (4.0.7).

Supposons que 2|n. Alors, nous avons que

@\ ai 0 AP
Z w >\1@1 =\ G Z w<_)\1al)
ALEF; q 7/ q aner: \ 4/

c#0
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Maintenant, si 4|n, alors § est pair, et en se fiant a ces derniers calculs, nous
a n a - n
q 4/

Supposons maintenant que 7 est impair, c¢’est-a-dire que n = 2 mod 4. Alors,

avons que

a,© a’
Z w )\1@1 ( ) Tln = — (n) 19(6, d)
= 7/ w 97/ (4

c#0

w3

nous avons que

a, ¢ a’ n [ —ay (-DZa,\ =
o A( ) :() ﬂ(c@)z()%m—( .
)\1%‘* ¢ ) 4/ q g

c#0

ott Gy(1) = (—=1)**,/q et par le Corollaire 1.2.1, avec p = 1 mod 4.

Supposons que n =1 mod 4. Alors, nous avons que

Z w )\1611 < _C> Z ¢ )\1(11 (a_c> TlTlnfl
4/ w q

A1 EF* A EF*
c;éO c;é[)
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+ (2”) Gy(1)" AIZ@:F; </\71Lq_1> (?) b(=Aay)

n—1
+<an> GG Y (Al ) (Al> Y(—Aia)
17 nmery N S @y N1/

3
— (alan> V¥ (e, d)%q + (ala"> q%
q (4) q

3
+ <a1an> Ie,d) = T g,
(4)

q

n—1
ou nous avons utilisé le Corollaire 1.2.1 et le fait que (Alq ) =1.
(4)

Supposons que n = 3 mod 4. Alors, nous avons que

fc afc B
Z lp )\1 aq ( ) Z 'lb )\1 aq ( ) Tlen 3
MEF; 7/ A€EF; 4 /@
c#0 c#0

3(n—3)
(%) ey (Al ) () v
1/ M €F; T Jy\1/ @
n—3 3
(=) e 3 (50) () vieran
q AL EF* q
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ol encore une fois nous nous sommes servis du Corollaire 1.2.1 pour la derniere

égalité.

En mettant tous ces résultats ensemble, nous avons, par I’équation (4.0.8), les

Zdv (n,d,a1,<an> )
dn 17 @

résultats suivants :

S (< () e = () - (), 90 ) i
ety et (e (42),, vle.d)BaT — (2) 31+ (1) (a%;n)(4)q9(c,d)§q;) n = 2(4),
o () R () e ®) v

Nous arrivons au résultat par la formule d’inversion de Mobius.

Supposons maintenant que a; = 0. Nous avons que

49> dv (n, d,0, <a"> ) =¢"—q+(-1)"" Y (a” ) T (4.0.9)
dln 7/ aners \ 94/
c#0




Supposons que 2|n. Alors, nous avons que

a=¢ a3 )\3n a2
2 (5), 73,7 5 0), (), ooz
ner; \ 4/ @) /@ aerp \ 9/ 47 (4

)\1€]F2
c#£0
an = AT
5,0 2. 0)
/@ e\ 9 /@
A

%
Maintenant, si 4|n, nous voyons que (Al ) =1 et que

c#£0

Sy <<C§L><4>ﬁ<c’ DE+ (aqn> ¢+ (aqn>

par le Corollaire 1.2.1.
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5 (7)o () oo (S (5), o)

Sin =2 mod 4, alors  est impair et ZAIGF; (’\12> = 0, par le Lemme 1.3.1.1.

q
Alors, par le Corollaire 1.2.1, nous avons que

a- ¢ an,
> (%) = (%) - e
aner; \ 4/ q

c#0

B

Supposons que n = 1 mod 4. Alors, nous avons que

a,* n a,° n—
aner: \ 4/ ner: \ 4/ )

c#0 c#0

_ <CL§L) anlG Z ()\il))(n_l)) (ﬁ)
T/ @ nerp \ 4 S g N
; ) G)
+ | — | Gy(1)"
<Q> o M%F;( AY
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o P A
(%), ez (50), (5)
17 @ ner; N4 S @y N1/

par les Lemmes 1.3.1.1 et 1.3.1.2.

D’une fagon similaire, si n = 3 mod 4, alors

a*C
Z ( n ) T = 0.
neFzez0 N 4/ )

Dongc, par 1’équation (4.0.9), nous avons que, pour a; =0 :

3 dv (n,d,O, (“‘) )
dn 17

S ((q —1) ((a)(4) Ie,d)? + (%) a3 + (%)(4) (e d>g>> in

q
o n—1_ Cyn—=1(,_ 1\, 51 @ .
= q 1 1 + ( 1) (Z 1)(]2 (771) n = (4),
nfl_l
— 24n.

Nous arrivons au résultat par la formule d’inversion de Mobius.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, quelques résultats concernant le dénombrement de poly-
nomes irréductibles ont été prouvés. Nous avons suivi la méthode développée
par Carlitz [4] qui, en posant un ou plusieurs caracteres, utilise les sommes de
Gauss pour arriver au résultat. Nous pouvons voir que cette méthode a ses li-
mites, puisque si la condition est trop importante, les sommes de Gauss auront
des termes polynomiaux de degré de plus en plus élevé, et nous devrons ainsi nous

contenter de résultats approximatifs.

En effet, cette méthode fonctionne tres bien dans le cas ot nous fixons simple-
ment le premier ou le deuxieéme coefficient, puisque les sommes de Gauss avec des
termes linéaires et quadratiques sont données par des formules fermées. D’ailleurs,
Kuz'min a employé dans [9] cette méthode afin de trouver une formule fermée
pour le cas ou les deux premiers coefficients sont fixés. Déja, en fixant les trois
premiers coefficients, le résultat asymptotique qui est démontré a la Section 2
du Chapitre 2 représente a ce jour le meilleur de ce qui peut étre tiré de cette
méthode.

Pour ce qui est des deux derniers théoremes, nous devons rappeler que Gauss

(voir [2]) a mis quatre ans a résoudre le signe de

=% (”) e

n=0 p

Depuis, plusieurs types de sommations ont été étudiées, dont

=l 2min
n=0 \P/ (3

et
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Aujourd’hui, nous connaissons le cube de la premiere expression et le carré de
la deuxieme a un signe pres, d’ou I'ambiguité avec un signe dans les Théoremes
3.0.1 et 4.0.1. Enfin, pour trouver d’autres expressions exactes du nombre de po-
lyndémes irréductibles avec cette méthode, nous devons approfondir nos recherches
dans la détermination de sommes de Gauss avec des termes polynomiaux de degré

supérieur ou égal a 3.
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