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SOMMAIRE

L’application de la théorie des groupes de Lie aux équations aux différences finies
est beaucoup plus récente que son application aux équations différentielles. Sophus
Lie, par exemple, classifia les équations différentielles ordinaires du second ordre
selon leurs symétries en 1891. Une classification similaire des équations aux diffé-
rences finies du deuxiéme ordre fut uniquement élaborée en 2000. Nous présentons
ici des nouveaux résultats concernant la classification des schémas du troisiéme
ordre selon leurs symétries. Nous présentons aussi quelques exemples numériques
montrant que les discrétisations qui préservent les symétries des équations diffé-

rentielles offrent des erreurs inférieures a celles des schémas standards.

Mots clés : équation aux différences finies, algébre de Lie, groupe de symétries,

équation différentielle invariante, schéma invariant, prolongation.
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ABSTRACT

The application of Lie group theory to difference equations is much more recent
than its application to differential ones. For instance, Sophus Lie classified second-
order ordinary differential equations according to their symmetries in 1891. A
similar classification of second-order difference schemes was only performed in
the year 2000. Here we present some new results on the symmetry classification
of third-order difference schemes. We also present some numerical computations
showing that symmetry preserving discretizations of differential equations have

smaller errors than standard integration schemes.

Key words : difference equation, Lie algebra, symmetry group, invariant diffe-

rential equation, invariant scheme, prolongation.
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INTRODUCTION

Vers la fin du XIX® siécle, la théorie des groupes de Lie était percue comme une
théorie de transformations des ensemble-solution d’équations différentielles. Et ce
n’est qu’une centaine d’années plus tard qu’elle s’est développée en un puissant
outil servant a classifier les équations différentielles et a les résoudre [Olver].
Toutefois, les applications de la théorie des groupes de Lie aux équations aux
différences finies sont beaucoup plus récentes. Par exemple, une classification des
équations ordinaires aux différences finies du deuxiéme ordre selon les groupes de
Lie laissant invariant I’ensemble-solution a été réalisée en 2000 par V. Dorodnit-
syn, R. Kozlov et P. Winternitz [DKW]. Le principal objectif du présent travail
est d’effectuer une classification des équations ordinaires aux différences finies du
troisiéme ordre selon les groupes de Lie préservant ’ensemble de toutes les so-
lutions. Une des motivations pour ’étude des transformations de Lie appliquées
aux équations différentielles ordinaires est la réduction par symétries. En effet, il
est avantageux d’utiliser ces transformations pour réduire I'ordre de 1’équation a
résoudre. Si, par exemple, la dimension du groupe de symétries est n, alors nous
pouvons réduire de n’ o n’ < n ordre de I’équation différentielle ordinaire. La
motivation du présent travail est d’adapter aux équations aux différences finies les
techniques déja utilisées dans le cas continu dans le but d’améliorer les méthodes

numeériques.
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Il y a essentiellement deux points de vue pour étudier les symétries continues
d’équations comportant des variables indépendantes discrétes. Une premiére ap-
proche est d’abord de considérer une équation aux différences finies a priori don-
née sur un maillage fixé. La tache ensuite est de déterminer un groupe de trans-
formations qui laissera invariant ’ensemble-solution. Il existe différentes fagons
d’aborder le traitement des variables indépendantes et de supposer la forme des
transformations globales et infinitésimales. Dans plusieurs cas, la distinction entre
les symétries locales et les symétries globales n’est pas trés claire. De plus, dans
le but d’obtenir des symétries qui deviennent des dilatations, des rotations ou des
transformations de Lorentz dans la limite continue, il est nécessaire de modifier de
facon significative les techniques de Lie utilisées dans le cas continu. C’est pour-
quoi dans ce mémoire un point de vue alternatif sera adopté. L’approche consiste
plutot A se poser la question suivante : comment devrait-on discrétiser une équa-
tion différentielle afin que celle-ci préserve toutes ses symétries de Lie locales?
Ainsi, dans un premier temps, nous considérerons un groupe de symétries et son
algébre de Lie a priori donnés. Nous chercherons alors dans un second temps,
un schéma, c’est-a-dire une équation aux différences finies munie d’un maillage,
qui posséde ce groupe de symeétries et cette algébre. Enfin, un second objectif

s'impose : tester numériquement ces schémas invariants obtenus.

Ainsi, le premier chapitre présente le modéle discret considéré et la méthode
utilisée afin d’obtenir des équations différentielles et des équations aux différences
finies invariantes sous un groupe de symétries. Ensuite, le second chapitre consiste
en la classification des équations du troisiéme ordre invariantes sous des groupes de
dimension 1 et 2. Dans le chapitre 3, nous construisons des équations invariantes
sous un groupe de dimension 3 et nous effectuons le méme travail au chapitre 4
pour des groupes de dimension 4 et 6. Finalement, nous réalisons dans le dernier
chapitre une comparaison de quelques schémas préservant les symétries avec les

méthodes numériques habituelles.



Chapitre 1

CONSTRUCTION DE SCHEMAS INVARIANTS

Dans ce chapitre, nous faisons d’abord un rappel de la méthode qui permet & partir
d’un groupe de transformations locales de déterminer 1’équation différentielle qui
demeure invariante sous ce groupe. Cette méthode, expliquée dans le livre de P.
J. Olver [Olver], utilise la théorie de prolongation de champs de vecteurs. Nous
présentons ensuite la transposition de cette théorie dans le cas discret dans le but
d’obtenir un schéma aux différences finies invariant sous un groupe de symeétries

donné.

1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES DU TROISIEME

ORDRE INVARIANTES

En premier lieu, décrivons généralement la procédure permettant de déterminer
une équation différentielle d’ordre n pour laquelle un groupe de transformations

donné préservera les solutions.

1.1.1. Systémes d’équations différentielles d’ordre n

Soit = (z1, T, ..., T,) les variables indépendantes et u = (u'(z), u*(z), ..., ui(z))
les variables dépendantes et prenons I’espace de base X xU = {(z1, .., Z, u}(z), ...,
u9(z))}. Définissons maintenant un espace prolongé J, comme étant 1’espace de
base auquel on inclut en plus comme variables les différentes dérivées apparais-
sant dans le systéme d’équations différentielles. Définissons aussi un multi-index

L = (l1,1y,...,1,) ou chaque [; est un entier non-négatif.
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Ainsi,
J.={(z;, v (z), ou = 1,..,
{ (0 (@), (@)} i P
J = 1..q
et |[Ll=bL+L+...+,<n
avec
|Llq 3
ul(z)= 9w (z) (1.1.2)

Tl ol lp
oh02..07

|L| indique donc 'ordre de la dérivée et I; indique le nombre de fois que ’on dérive
par rapport a la variable z;. L’espace prolongé J, est aussi appelé espace fibré
des jets d’ordre n. De plus, nous utilisons la notation u{™(z) pour représenter les

variables dépendantes u(z) ainsi que toutes les dérivées possibles jusqu’a I’ordre n.

Considérons un groupe de Lie local de transformations & un paramétre,

571' = Xi(l‘, u, )\)

a; = Ui(z,u,A)
tel que X*(z,u,0) = z; et U’(z,u,0) = u;.

Les fonctions X* et U’ dépendent des variables = et u et du paramétre \ et
celles-ci sont bien définies pour G prés de la transformation identité, A = 0, et
pour (z,u) prés de lorigine de 1’espace X x U. Les transformations de contact
pour lesquelles X* et U’ dépendent aussi des premiéres dérivées de u et les trans-
formations généralisées pour lesquelles X* et U’ dépendent des dérivées d’ordre

supérieur de u ne seront pas traitées dans le présent mémoire.

Le générateur infinitésimal du groupe Gy, v = d—dx (G») |a=0, est donné par

P 9 9 P
v= ;E’(x,u) 9z + ;nj(x, u)a—uJ (1.1.3)



avec % (X?) |rzo= &' et % (U?) |a=0= 7.

Ainsi, il est possible d’obtenir le groupe de transformations en intégrant le champ
de vecteurs v. Pour le champ de vecteurs défini en (1.1.3), nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 1.1.1.1. S:

P g
;0
pr(l)v=v+ZZn§—. (1.1.4)
avec
- . P -
n = Dy’ = ) (D™,
m=1
ot D; agit comme une dérivée totale

d

Dif(z, u(z), ur(z)) = 7~ f(@, u(z), urlz)).

Nous calculons les prolongations de degré supérieur & 1 de fagon récursive. Ayant

k+1)

trouvé la prolongation d’ordre k, pr®*)v, nous calculons pr**y en prenant la

premiére prolongation de pr*)v,
pri&ty = pr®) [prikly] |

En itérant cette récursion n fois, nous obtenons finalement l’expression de la
prolongation d’ordre n,
(n) . 0
pritv =v+ " — 1.1.5
2.2 "5 119)

ou
p

P
Ainsi, afin de déterminer 1’équation différentielle d’ordre n invariante sous un

groupe de transformations, nous avons le résultat suivant [Olver] :



Théoréme 1.1.1.2. Soit le systéme d’équations différentielles d’ordre n
A, (z,u™(z)) =0, v=1,.,N

ot chaque équation est définie sur M C X x U et soit G un groupe de transfor-

mations agissant localement sur M,

i; = Xz,u,
G - ( 9 Lugec
u; = UJ(.’L‘,’U,,g)

Alors, Uaction du groupe G préserve l’ensemble de toutes les solutions de A =0
(c’est-a-dire que si u(z) est une solution alors, 4(Z) l'est aussi) si et seulement si
pri®y A |la=0=0

pour tout générateur infinitésimal v de l’action du groupe.

Autrement dit, sous ces conditions, G est un groupe de symétries du systéme

d’équations différentielles.

Il y a une distinction importante & faire au niveau des conditions d’invariance
d’une équation différentielle sous un groupe de transformations. On dit qu’une
équation différentielle est fortement invariante si la condition suivante est sa-

tisfaite identiquement :

pri®y A =0

et on dit qu'une équation différentielle est faiblement invariante si la condition

suivante est satisfaite uniquement sur ’ensemble-solution de I’équation A =0 :

pr™u A |aco= 0.



1.1.2. Equations différentielles ordinaires du troisiéme ordre

En second lieu, décrivons en particulier la méthode servant & trouver une équa-
tion différentielle ordinaire d’ordre 3 qui demeurera invariante sous un groupe de
symétries donné. Nous effectuons ceci dans le but de transposer cette procédure
dans le cas discret par la suite. Ainsi, nous prenons n = 3, £; = x, une variable

indépendante et u' = y, une variable dépendante.

Considérons ’espace de base X x Y = {(z,y(z))} et l'équation différentielle
ordinaire
E(z,y,v,y",y") =0 (1.1.6)

oF
aylll

telle que # 0 et ol la solution est y(z).
L’algébre de Lie L du groupe de symétries G de I’équation (1.1.6) est réalisée par

le champ de vecteurs de la forme

0 0
KXo = Ea(ma y)% + na(iﬂ, y)a;, a=1,.,m (117)

ou m est la dimension de I’algébre. Sophus Lie a prouvé [Lie] que la dimension
maximale d’une algébre de symétries d’'une équation d’ordre n est 8 pour n = 2
et n + 4 pour n > 2. Dans notre cas, n vaut 3 et la dimension maximale d’une

algébre de symétries est ainsi 7.

De plus, puisque I’équation est du troisiéme ordre, nous devons prolonger I'action
du champ de vecteurs (1.1.7) de l'espace de base {(z,y)} a Pespace fibré des
jets {(z,v,v,¥",y")}. La formule pour la troisiéme prolongation du champ de
vecteurs se déduit de (1.1.5),

3}

) ) ,
X, = &z, Y) 5o + el y)% +ni(z, Y,y )a_y' (1.1.8)

o
+ n3(z,v,9,Y")

0
3 roon
oy + 5z, 9,9, 9",y )a_

"
Y

avec

77}, = Dz(na) — y,Dx(Ea)



n2 = Dz(ng) — y"Dz(&a)

Mo = Dz(n2) — y" Da(&a).

Afin de construire une équation différentielle ordinaire d’ordre 3 invariante sous
le groupe G, nous choisissons d’abord une base de 1'algébre L, {X,,a = 1,...,m}.

Ensuite, selon le théoréme (1.1.1.2), nous imposons les équations
pr®X, E(z,y,v,y",y") =0, a=1,..,m. (1.1.9)

En résolvant ces équations par la méthode des caractéristiques, nous obtenons un
ensemble d’invariants {1y, ..., I, }. Il est possible de calculer le nombre d’invariants

r de la fagon suivante :

r =dim M — rang Z

ou M C {(z,y,v,y",y")} est une sous-variété de ’espace fibré des jets. Dans ce

cas-ci, dim M =5 et Z est la matrice

& m om o n o

W

7=

w

bm Tm ML M M

Le rang de la matrice Z est calculé en un point générique de M.

Enfin, I’équation différentielle ordinaire d’ordre 3 invariante s’écrit comme une

fonction des invariants

E(I,...I,) =0. (1.1.10)

Cette équation est dite fortement invariante. Toutefois, nous pouvons obtenir une
équation faiblement invariante en trouvant une variété invariante sur M, c’est-
a-dire en trouvant une surface sur laquelle le rang de Z est inférieur au rang

maximal, soit ici le minimum entre m et 5.
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1.2. EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES DU TROISIEME ORDRE

INVARIANTES

L’objectif de cette section est de traduire la méthode décrite a la section 1.1
concernant le cas continu afin d’obtenir dans le cas discret un schéma invariant

sous un groupe de Lie de symétries.

Le modéle considéré sera limité & 4 points s’avérant suffisant pour obtenir des dé-
rivées d’ordre 3. Ainsi, soit un sous-espace de dimension 8, {(Z,_1, Tn, Tnt1, Tnt2;
Yn—1, Yn, Yn+1, Yn+2) }, de l’espace des variables indépendantes et dépendantes. La

figure (1.2.1) représente un stencil élémentaire d’un schéma & 4 points.

n E n+l1 E n+2

F1G. 1.2.1. Stencil élémentaire pour un modéle & 4 points.

Le modéle discret considéré peut étre présenté en termes de deux équations aux

différences finies,
El (-Tn—ly Tns Tntly Tnt2y Yn—1, Ynyr Ynt1, yn+2) =0 (121)

E2 (mn—ly Tn, mn-}—lv m11-{-2) Yn—1,Yn) Yn+1, y‘n+2) = O (122)

telles que det 212 4 g et det 2ELER) 4

a(zn—lyyn—l) a($n+2’yn+2)
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Les formules des dérivées discrétes peuvent s’écrire de la facon suivante si nous

posons

h'n = Tn — Tp-1,
hn+1 = Tpyl1 — Tp, (123)
Rata = Znta — Tntl,

les premiéres dérivées sont
(n) — Yn — Yn—1

y:r h,n ?

yin-i-l) — Ynt1 — y‘n, (124)
hn+1
(n+2) __ Yn+2 — Yn41
W=
n-+2

Par ailleurs, les deuxiémes dérivées sont

n+1) (n)
Yt = y£ Y _ 2 Ynt1 = Yn _ Yn — Yn—1 (1.2.5)
o —h"+12+hn hn+1 + hn hn+1 hn ’
n+2 n+1
gt e — gyt _ 2 Ynt2 — Untl  Yntl — Un
= % hn+2 + hn+1 hn+2 hn+1 .
Enfin, la troisiéme dérivée est
(n+2) _ :&1:11:-*_2) - y:(t2+1) _ 3 (y(n+2) _ y(n+l)) ) (126)
TIT hn+2+h;+1+hn hn+2 + hn+1 + hn TT T

Nous exigeons certaines conditions sur le modéle. Premiérement, dans la limite
continue, Ay, hny1 et A, o doivent tendre vers zéro, I’équation (1.2.1) doit tendre
vers une équation différentielle ordinaire de la forme (1.1.6) et 1’équation (1.2.2)
qui décrit le maillage sur lequel I’équation (1.2.1) est considérée doit tendre vers
lidentité 0=0. Deuxiémement, le systéme aux différences finies (1.2.1) et (1.2.2)

doit étre invariant sous le méme groupe que pour P’équation (1.1.6).
g
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Pour ce faire, utilisons le fait que l'algébre de Lie L est réalisée par le méme
champ de vecteurs autant dans le cas continu que dans le cas discret. Ainsi, le
générateur infinitésimal est de la forme (1.1.7). De plus, nous devons prolonger
les champs de vecteurs X, a un espace de dimension 8. La formule de la troisiéme

prolongation discréte est alors,

n+2

0 5}
®3) = g ) —— ) — 92
0% = Y (Glug ng) (127
0 0 0 0
= &n-1 Er + & o7 + §n+13:1:—+1 + §n+28—:17—+—2 (1.2.8)
+ 0 i n 2 it 9
Tt 0 n—1 o ayn as ay'n+1 T2 8yn+2

ou nous notons &, = &(Tn, Yn).

Afin de construire une équation aux différences finies du troisiéme ordre inva-
riante sous le groupe de transformations G, nous choisissons d’abord une base
de Palgébre L, {X,,a =1,...,m} comme dans le cas continu. Ensuite, selon le

théoréme (1.1.1.2), nous imposons les équations

p'r(B)Xa E(:En_l, Tny Tntl) Tnd2s Yn—1s Yns Ynst1, yn+2) =0 o= 11 ey M (129)

En résolvant ces équations par la méthode des caractéristiques, nous obtenons un
ensemble d’invariants {I, ..., I }. Il est possible de calculer le nombre d’invariants

r de la fagon suivante :
r =dim M —rang Z

ot M C {(Zn-1, Tny Tnt1s Tnt2; Un—1, Yn, Ynt+1, Ynt+2) }. Dans ce cas-ci, dim M=8 et

Z est la matrice

Ein-1 Ma-1 &n Ma Sintl Mntt Sint2 Mns2
7 : ) . ) )

€m,n—1 'r]m,'n—l fm,n Nmn 6m,n+1 77m,n+1 Em,n+2 77m,'n-f—2
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Le rang de la matrice Z est calculé en un point générique de M.

Enfin, le schéma aux différences finies d’ordre 3 invariant s’écrit comme deux

fonctions des invariants
E\(L, ..., 1)

=0
(1.2.10)
Es(L, ..., I,) = 0.

Ce schéma est dit fortement invariant. Toutefois, nous pouvons obtenir un schéma
faiblement invariant en trouvant des variétés invariantes sur M, c’est-a-dire en
trouvant des surfaces S(Tn_1, Zn, Tni1, Tne2, Yn—1, Yn, Ynt1, Ynta) = 0 sur lesquelles

le rang de Z est inférieur au rang maximal.



Chapitre 2

EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN
GROUPE DE DIMENSION 1 ET 2

Dans le présent chapitre, nous traitons des équations différentielles ordinaires et
des équations aux différences finies du troisiéme ordre qui demeurent invariantes
sous un groupe de symétries de dimension 1 et 2. Les différentes algébres de Lie
que nous considérons sont celles de la classification de sous-algébres de dimen-
sion finie de diff(2,F) ot F = R ou F = C. Cette classification pour F = R fut
élaborée en 1992 par A. Gonzalez-Lopez, N. Kamran et P. J. Olver [GKO] et
cette derniére fut utilisée par V. Dorodnitsyn, R. Kozlov et P. Winternitz [DKW]
et O. Gat [Gat| pour leurs articles. Remarquons cependant que nous adoptons
ici la méme notation que dans Lie group classification of second-order ordinary
difference equations [DK'W]| pour identifier les groupes de symétries. Ainsi, pour
chaque groupe de symétries, nous déterminons en premier lieu I’équation diffé-
rentielle ordinaire invariante. Ceci fut traité par O. Gat en 1992 [Gat], mais les
résultats ne sont pas présentés sous une forme favorisant la comparaison avec
les schémas invariants que nous obtenons en second lieu. De plus, la classifica-
tion des équations différentielles ordinaires du troisiéme ordre s’avére légérement
incompléte. C’est pour ces deux raisons que nous reprenons les calculs de la dé-
termination des EDO (équations différentielles ordinaires) d’ordre 3 demeurant

invariantes sous un groupe de symétries donné.
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2.1. EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 1

Débutons par le cas le plus simple, soit un groupe de symétries de dimension 1.
Son algébre de Lie L; est réalisée par un champ de vecteurs de la forme (1.1.7).
Il est toujours possible de rectifier ce champ de vecteurs, dans un voisinage d’un
point non singulier (z,y), par un changement de variables approprié. Le champ

de vecteurs sera ainsi transformé sous la forme

0
D1,1 . Xl = a—y (211)

Trouvons d’abord I’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre la plus
générale invariante sous ce groupe. Selon la méthode décrite a la section 1.1.2,
nous exigeons que pr® X, E(z,y,y',y",y") = 0, c’est-a-dire

OE

-a—?;—O.

9E 95 OF of OB 1 interviennent pas dans cette équation, nous obtenons

Puisque o a—y,, W By’

les invariants,

Il — .T, 12 — yl, 1'3 — yll’ I4 — ylll.

La théorie du chapitre 1 prévoyait qu’il y aurait bel et bien 4 invariants car ce
nombre correspond a la différence entre 5, la dimension de M et 1, le rang de Z.

Nous obtenons donc une base pour les invariants,

{z’ yl, yll’ ylll}'

Ainsi, I’équation différentielle invariante est

y" = F(z,y,y"). (2.1.2)

Déterminons ensuite le systéme d’équations aux différences finies invariant sous
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le méme groupe de symétries. Selon la méthode décrite a la section 1.2, nous

trouvons d’abord les invariants en exigeant que

pT(S)XlE(xn—la Ty Tn4+1y Tn+2 Yn—15 Yns Un+1, yn+2) = 0,

c’est-a-dire
OF OF OF OF
+ + + =0. 2.1.3
OUn-1 OYn  OYni1  OYnyo ( )
Puisque aan_ = %, afi - af,i - n’apparaissent pas dans cette équation, nous

avons déja les invariants,

Il = Tp-1, I2 = In, I3 = Tn+1, 14 = Tny2.

Nous résolvons I’équation aux dérivées partielles (2.1.3) par la méthode des ca-

ractéristiques pour obtenir les équations différentielles ordinaires

dyn—l _ _(il_’!i,i _ dyn—{-l _ dyn+2
1 1 1 1

Ce sont finalement les constantes d’intégration des solutions qui représentent des

invariants. Ainsi, nous avons

Is = Yn — Yn-1, Is = Ynt+1 — YUn, I; = Ynto — Ynt1-

Il y a donc 7 invariants ce qui est en accord avec la théorie du chapitre 1 énongant
que le nombre d’invariants r est égal & la dimension de M, soit 8, moins le rang

de Z, soit 1. Nous obtenons donc une base pour les invariants,

{Zn-1) ZTn, Tnt1, Tnit2, Yn — Yn—1, Yntl — Yny Ynt2 — Ynt1} -

Cependant, grace aux formules (1.2.3) & (1.2.6), une base plus pratique serait

(n) (n+1) (n+2) :(;4-1) + (n+2)

Yz  + Y + vy Y. rx n
{xnu hna hn+la hn+2, i 3 - ) 2 . ’ y:(tzi_2)} :




16

Nous obtenons cette base en appliquant les transformations suivantes :

m _ 15 mrn) _ _ 16 T N (e
£ 12—11’ £ I3—12, * I4—Ig,
(n+1) _ L(yml) NON (n+2) _ L(y(m) _ D)
rT 13 _ Il T T ? T 1'4 _ 12 x x ?
3
(nt2) — __ 2 ¢ (n+2) _  (n+1) )

Le schéma invariant le plus général pourrait s’écrire comme

(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
(D) = f (zn, By Bns1, Y - e )(2.1.4)

y:(tn)+y£n+l)+y§n+2) ygﬂ)-}-yg“))

hn+2 = hn+1 g (-'Ena h'nv hn+1; 3 3 9

Pour vérifier I’exactitude des invariants I;, il suffit de vérifier que pr®X,I; = 0

poura=1,...meti=1,..,r.

2.2. EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 2

Poursuivons la construction de schémas invariants sous un groupe de symétries
de dimension 2. Il existe deux classes isomorphes d’algébres de Lie de dimension

2 sur R et C. Elles sont représentées par
Lg,l . [Xl,XQ] =X1, Ll@Ll . [Xl,Xz] =O

Chacune de ces classes peuvent étre réalisées de deux fagons non équivalentes.
D’abord, L; @ L,, une algébre abélienne, est réalisée par

d 0 0 0
D2,1 : X1 = a_l'—, X2 = 5:; et D2,2 : X1 = = X2 =T

et Ly est réalisée par

0 0 0 0 0
D2,3 . Xl = -, X2 =T— +y— et D2'4 . X1 = —_— X2 =Y—-
Jy 0z Oy
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Nous remarquons pour Dy s et Dy 4 que les champs de vecteurs X; et X, sont li-
néairement connectés, c’est-a-dire linéairement dépendants en un point générique
fixé. Ce n’est toutefois pas le cas pour Dy; et Da3 pour lesquels les champs de

vecteurs sont linéairement non connectés.

e Soit
D21 : X1 = = X2 = . (221)

L]

Déterminons d’abord I’équation différentielle invariante sous ce groupe de sy-

métries. Nous imposons pour le premier champ de vecteurs que pr® X, E = 0,

c’est-a-dire
oF
— =0.
oz
Puisque %, 3—5, % t % n’interviennent pas dans cette équation, nous avons

les invariants,

I =y, L=y, Iy =", Iy =y".

Nous exigeons ensuite pour le second champ de vecteurs que pr® X, E(14, ..., I,) =

0, ce qui est, par la régle de dérivation en chaine, équivalent a

oFE

ar, = %

4
(pT(3)X21i)
=1

1

c’est-a-dire
oF
— =(.
o6

Puisque 2. 2E o 2E prapparaissent pas dans cette équation, nous avons les
alx? 8l3 GIN H

invariants,

¢1 =1, $2=1y", 3 =1y".
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Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,
/ n n
v, v, v}
et I’équation différentielle invariante est

y" = F',y"). (2.2.2)

Cherchons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.
Nous exigeons d’abord pour le premier champ de vecteurs que pr®X,E = 0,

c’est-a-dire

OF OF OF OF
= (. 2.2.
0,1 + oz, + O%ni1 + O%nio 0 (2:23)

OF oF oF et (')E
Oyn—1 yn’ OyYni1

Puisque

avons déja les invariants,

L = yn, I, = Yn, I3 = Yn+1, Iy = Yn+2-

Nous résolvons I’équation aux dérivées partielles (2.2.3) par la méthode des ca-

ractéristiques pour obtenir les équations différentielles ordinaires

dTp1 _ dz, B dT, 1 _ Az, o

1 1 1 1

Ceci donne les invariants

Iy =z, — Ty, I = Tpt1 — T, It = Tpyo — Ty

Nous exigeons ensuite pour le second champ de vecteurs que pr® X, E(Iy, ..., I;) =

0, ce qui est, par la régle de dérivation en chaine, équivalent &

7
BE
3) _
;1 pr Xg oI, =0,
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c’est-a-dire
0F OFE OFE OF .

8—11-*—6—]2-*_6—[3‘}_3_[4_0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dh _dly _dly _ dl,

1 1 1 1
qui donne les invariants

d’l = Yn — Yn-1, ¢2 = Yn+1 — Yn, ¢3 = Yn+2 — Ynit1-

Ainsi, une base pour les invariants est

{xn — Tn-1y, Tn4l — Tny, Tnt2 =~ Tatly, Yn = Yn—-1y Yn+tl — Yny Yny2 — yn—H} .

Cependant, une base plus pratique est

n n+1 n+2 n+1 n+2
g oyt 4yt O 4 B
h'n; hn+17 hn+2, 3 ) 2 v Yzox

obtenue par les transformations suivantes :

n ¢1 n ¢2 n ¢3
y( ) - A y( +1) . P2 y( +2) _ T

T - 1—5 ) T IG 3 o
(n+1) _ .___%__( (n+1) _ y(n))’ (n+2) _ L(y(n—iﬂ) o y(n+1)),
3
n+2) _ 2 (n+2) _ , (n+1)y
Le schéma. invariant est donc
(n) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)

n Yz ' + Yz + Yz Yzx + Yzz
5:1::_.-2) = f (hrn hn+1a 3 y 5 ) (224)

ya(cn)+y£n+1)+y§:n+2) yg;ﬂ) y:(ETzl—FQ))
) 2 .

hn+2 = hn+1 g (hm h‘n—{—la 3
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e Soit

0 0
D2’2 : X1 = %‘, X2 = Ia—y (225)

Trouvons d’abord ’EDO du troisiéme ordre invariante sous ce groupe. Nous exi-
geons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le

cas continu D i,
Il =T, I2 - y,7 13 = y”a -[4 =Yy .

Nous exigeons ensuite que

OF
(3) =
& ;__l (pr XQI)aIz 0
OF
— =0. 2.2.
& a7, 0 (2.2.6)

Puisque g—f, g—IEs et % n’apparaissent pas dans cette équation, nous avons déja

les invariants,
¢1 =, ¢2 = y”’ ¢3 = y///.
Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,
{.’L‘ yll ylll}
et I’équation différentielle invariante est
y" = F(z,y"). (2.2.7)

Déterminons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.
Nous exigeons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés

pour le cas discret D 1,
L =z, 4, I = z,, Iy =z, Iy = x40,

Is = Yo — Yn-1, Is = Yni1 — Yn, It = Ynyo — Yns1-
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Nous exigeons ensuite que

pr®XoE(I, .. I;) =0
7
OF
@ x. 7. _
& Y (pr9X.I) T

i=1

OE _

o =0 (228)

E
& (Tn— zn—l)a—js + (Tny1 — xn)a—Iﬁ + (Tnt2 — Tny1)

OE OE OFE

Puisque 5T or» oL €t % n’interviennent pas dans cette équation, nous avons

déja les invariants,

I = 2,4, I = z,, I3 = Tn+1, Iy = Tn+2-

Par la méthode des caractéristiques, nous avons
dls dlg dl;

Tn — Tp-1 -Tn+1 — Tn Tn42 — Tp+1

Ceci donne les invariants
d)l = ($n+1 - xn)(yn - yn—l) - (xn - xn—l)(yn+l - yn),

$2 = (Tny2 — 33n+1)(yn+1 - yn) - ($n+1 — Zn) (Ynt2 — Yn+1)-

Ainsi, une base pour les invariants est

{Ih 127 131 I4a d)l’ ¢2}

Cependant, une base plus pratique est

(n+1) (n+2)
T + Yz n
{mna hna h"n+la hn+27 Y 2 v ) y:ﬁzIQ)}

obtenue par les transformations suivantes :

Y1) —2 1 ) —2 b2
= -1, (I— L)(3— 1) = Iin— I, (Is— L)1y~ I3)’
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3
(n+2) _ (n+2) _ , (n+1)
TIT I4 _ Il (y:z:r Yz )

Le schéma invariant est donc

(n+1) (n+2)
P = f (zn, fs B, 22 ;y’”‘ ) (2.2.9)
(n+1) (n+2)
T + T
hn+2 = hn+1 g (mny hna hn+11 Y 9 Y ) .
e Soit
15} 0 0
Dsg: X1 ==, Xo=a2— —. 2.2.10
2,3 1 By 2 xc‘?x + yay ( )

Trouvons d’abord ’équation différentielle invariante sous ce groupe. Nous exi-
geons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le

cas continu Dy,

I =z, I =1, Iy =y", I =9y"
Nous exigeons ensuite que
pr®X,E(I, ..., L) =0
4
OF
&) —
; (pr 2 ) ol
E E OF
& za— _ 98 29" — = 0. (2.2.11)

8[1 y 613 Y 814

Puisque -gTb; n’apparait pas dans cette équation, nous avons l'invariant,

IQ = y/.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons
dI, dly  dl

LI 2L
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Ce qui donne les invariants

d’l — a:y”, ¢2 — $2ym.

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{y/, xy", x2y'”}

et I’équation différentielle invariante est

1
y" = ;F(y'.xy”). (2.2.12)

Déterminons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.
Nous exigeons d’abord que pr® X; E = 0 et nous obtenons les invariants calculés

pour le cas continu D ;,

L =2,1, I =z, Iy =z, Iy = Tpyo,

IS = Yn — Yn-1, 16 = Yn+1 — Un, I7 = Yn+2 — Yn+1-

Nous exigeons ensuite que

pr®OXE(L, .., I;) =0
7
fad aE
®x, ], _
N Z(pr X, I) a7 =0

i=1

& a—E+ a—E+x 6_E+$ a—E+( - )8—E(2213)
n—-1 8[1 Tn 812 n+1 613 n+2 814 Yn Yn—1 (9]5 oL

oF oF
+(yn+1 - y")c'?_ls + (yn+2 - yn+l)a_I7 = 0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl, _dl, dl; dl, dIs _dls _dI

L L I I, Is Iy I
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Ceci donne les invariants

xn_l xn xn+1
¢1 = ) ¢2 = 3 ¢3 = ’
Iy Tn+1 Tnt2
_ Iny2 _ Yn —UYn _ Unp1l —Yn
P4 = ——, 5 = —————, g = ——————.
Yn = Yn-1 Ynt+1 — Yn Yn+2 — Yn+t1

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢11 ¢2a ¢37 ¢41 ¢57 ¢6}

Cependant, une base plus pratique est

n 1 n+2 n+1 n+2
E hot1 Pnyo y£ ut y£n+ )+ y£ +2) . ya(n+ )+ ys(cx+ : - y(n+2)
$n ) "L'n ) zn 1 3 ? n 2 b n T

obtenue par les transformations suivantes :

h, h, 1 hn, 1 1
_=1_¢1v +1=_—1) +2=_<'——1>)
Zn Ty ¢2 Ty ¢2 ¢3
(n) _ 1 R 1 D) 1 ,
‘ (1 — ¢1)Pagp3pa * (1 — ¢2)P30aths * (1 — ¢3)Papss
2¢9
(n+1) _ (n+1) (n)
TnYrr - T — Yz )
8 T+ dall—g) v")
2020
(n+2) _ 243 (n+2) (n+1)
TnlYre - T - Yz ’
Y 1 — ¢34+ ¢3(1 — o) ¢ )
2. (nt2) _ 3¢2¢s (2ay @D — g,y ).

Enlzzz T = ba(1— 1) + a(1 — do) + 1 — ¢3

Le schéma invariant est donc

(n42) _ 1 f hn A g gy g n42) . gt l) g fnt2)
pe ¢ 534 4 x% xn ? xn ? 3 ) n 2

n xn

_ B gy y$ 4+ g0 0D gt g g fnt2)
hn+2 - h'n+1 g E—v 3 3 y Tn 9

(2.2.14)
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e Soit

Day: X1 =— Xo =y

(2.2.15)

Déterminons d’abord ’EDO du troisiéme ordre invariante. Nous exigeons que

pr(3)X 1E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le cas continu D i,

I ==, L =1, Iy =14, Ii=y".

Nous exigeons ensuite que

pT(a}XQE(Il,...,I ) =0
4
OF
& ) (rOXl) g7 =0

i

i=1
OE ,0E  ,0E

& yab +vy 8—1.3+y a—I4=0. (2.2.16)

6E

Puisque 77 n’apparait pas dans cette équation, nous avons I'invariant,

Il=$.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dly _ dly _ dly
L, I I
qui donne les invariants
y// 1
¢1 - 'y—','a ¢2 - Zl_



o
[ )

26

et ’équation différentielle invariante est

y//
y"' =y'F (x, —) i (2.2.17)

Trouvons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries. Nous
exigeons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour

le cas Dy 1,

L =z,,4, I, = z,, I; = Tn+1, Iy = Tn4-2,

15 =Yn — Yn-1, 16 = Yn+1 — Yn, I7 = Yn+2 — Yn+1-

Nous exigeons ensuite que

prOX,E(IL, ... I) =0
7
OFE
G x, I —
& Z(pr 2 1) o, 0

i=1

E OF OE
& (Yn— yn—l)a_ls + (Ynt+1 — yn)a—js + (Yns2 — ynJrl)a—]7 =0. (22.18)

OE OE OFE et

: OF
Pmsque 25 9l 51‘; Ji

3 n’interviennent pas dans cette équation, nous avons

déja les invariants,

I =z,, I =z, Is = zpqq, Iy = zp40.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dls dlg dI;

Is Is I;
Ceci donne les invariants

Yn — Yn—1 1— Y
¢y = It by = Ynt1 " Un
Ynt+1 — Un Yn+2 — Yn+1
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Ainsi, une base pour les invariants est

{Ily I2a 137 I4v ¢17 ¢2}

Cependant, une base plus pratique est
1 [yt g\
{Eny hn) hn+17 hn+2a 5 (y(n+1) + y(n+1) ) y(n+1)
Yz Yz Yz

obtenue par les transformations suivantes :

y¥;+1) . 2 1 d) .[3 — Ig y£;1;+2) _ 2 1 Ig - IQ 1
S0 T -1, ‘\L-1,/)’ gD T L — L \ ¢ \Ls — I 7
ye? 3 (,ys;“’ y£2+1>>

y£n+1) T L-1 yng—l) - y;n+1)

Le schéma invariant est donc

(n42) _ , (nt+1) 1 [yt Gt
n+ - n T TT
Yszz = Yz f Tn, h'n, hn+17 5 y:(cn_*_l) + y£n+1) (2219)

1 [yt gl
hn+2 - hn+1 a (zn; hn, h:n+17 5 <y£n+1) + y:(zn+1) .

Ainsi, nous avons obtenu pour des groupes de symétries de dimension 1 et 2 des
équations différentielles ordinaires invariantes pour lesquelles il est possible de
réduire l'ordre par 1 ou 2. Nous avons aussi trouvé des schémas invariants qui
possédent un avantage semblable en dépendant de moins de variables. En effet,

rappelons que pour D;; par exemple, nous avons ’EDO invariante

ylll — F(x, yl’ yll)

qui , en posant u = v/, se réduit & ’équation d’ordre 2, v’ = F(z,u,’). De plus,
remarquons que le schéma invariant (2.1.4) dépend directement de z,, des pas
hn, hny1 et hpyo, de la premiére, deuxiéme et troisiéme dérivées discrétes, mais

pas de y,.
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Voici un tableau résumant les équations invariantes sous un groupe de dimension

1 et 2 obtenues.

Groupe

Générateurs

Dia

’

o
Xi=2

EDO invariante

Schéma invariant

ym — F(a:,y', y//) y:&g‘;‘?) =f (mm ko, hn—{-l; y:(:")+y§:n-;1)+y;"+2)’ yg;';“)-;y(:';"'z)
Bnis = Bni1 g (mm Bry Mot y:(z")+y§"11)+y£"+2)’ yﬁ?l);yfz’;“))
Groupe Générateurs
Dy X, = 3%, Xy = ‘a%

EDO invariante

Schéma invariant

,ylll —_ F(y/’ yll)

(n+2) R T Y T o)
TTT =f hn; hn-{-la * ; 3 : 3 2'

(n) {n+1) (n+2) (n+1) (n+2)
— Yz  +Yx +Yz Yzz +Yzz
h'n+2 it hn+1 g (hny h'n.+1a = 3 ) 9 )

Groupe

Générateurs

D22

L]

9 a
X1=%, X2=IE%

EDO invariante

Schéma invariant

yIII — F(x’ yll)

(n12) (nFD | (nF2)
Yzzz = — f Tn, hna hn+11 yL";yL

(n+1) ,  (n+2)
hn+2 - h'n+1 g (In) h'Tn h’n—*—l) 2 )

Groupe Générateurs
— 0 —p® ., 0
D3 X1= 5, Xo=z5 +Uz,
EDO invariante Schéma invariant
" 1 P M (n+2) _ 1 ho  hngn yd 40D 0+ yiat 4y iat?
= 2 ’ cxz = ;x) | 22 Tm = = y Tp | 5 Yoz
y" = SF(y, zy") =2 o 3 2

_ R T S B i gt 4Gt
hn+2 - hn+1 g (;:; ;n ) * 3 = y Tn 2 =

Groupe

Générateurs

D24

i}

a P)
X1= g, X2 =Yz,

EDO invariante

Schéma invariant

ym _ y'F (SE, %ITI)

(n+2) _  (n+1) 1 (gt 0t
Yzzz = = Yz f Tn, hn; hn-{—la 9 y(:+1) + :(:n+1)

T T
(n+1) (n+2)
— 1 Yz Yzzx
hn+2 = h'n+1 g (xn, hn; hn+1a 5 (y(n+1) + y(n+1)))




Chapitre 3

EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN
GROUPE DE DIMENSION 3

Dans ce chapitre, nous traitons des EDO et des équations aux différences du troi-
siéme ordre qui demeurent invariantes sous un groupe de symétries de dimension
3. Les algebres ainsi que les groupes de symétries que nous considérons dans la
premiére section sont les seize répertoriés par V. Dorodnitsyn, R. Kozlov et P.
Winternitz [DKW]. Toutefois, ces derniers ont omis dans leur article un groupe
de symétries pour lequel il existe une équation invariante d’ordre 2. Nous effec-
tuons donc, dans la deuxiéme section, ce calcul ainsi que celui qui méne aux

équations d’ordre 3 invariantes sous ce méme groupe.

3.1. EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 3

Nous poursuivons dans cette premiére section les calculs pour obtenir les équa-
tions différentielles ordinaires et les schémas demeurant invariants sous un groupe
de Lie de symétries de dimension 3. Nous considérons ici les seize groupes de sy-
métries de Lie group classification of second-order ordinary difference equations
[DKW].

e Soit
15} d 0

Dsq: Xi=—, Xo=—,  Xg=1x—. 3.1.1
3,1 1 2 By’ 3 x@y ( )

Commencons par chercher I’équation différentielle ordinaire invariante sous ce

groupe de Lie de symétries. Nous exigeons en premier que pr® X, F = pr® X, F =
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0 et nous avons les invariants calculés pour le cas continu Dy,

Il — yl’ I2 — yll’ IS — yll/.

Nous imposons en second que

pr®XE(IL, ..., I3) =0

) oF
= Zpr X3 I=0

1

3E
& — =0 3.1.2
a7, (3.1.2)
Pulsque et aE n’apparaissent pas dans cette équation, nous obtenons déja les
mvarlants,

¢1 — le? ¢)2 — ylll.

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

n m
{v", v"'}

et I’équation différentielle invariante est

" = F(y"). (3.1.3)

Poursuivons en cherchant le schéma d’ordre 3 invariant sous le méme groupe.
Nous imposons premiérement que pr® X, E = pr® X,FE = 0 et nous obtenons les

invariants calculés pour le cas discret Dy,

L=z, — 2y, I, = Tnt1 — Tn, I; = Int2 — Tni4l,

I4 = yn — Yn-1, Is = Yny1 — Yn, Is = Ynt2 — Yny1-
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Nous exigeons deuxiémement que

pr®XsE(I, ..., 1) =0

OFE OFE OE
— t+ (zn+1 — iL'n)a—Is' + (11717_+2 - $n+1)a—lg = 0. (314)

Puisque g—ﬁ, -gI_Ez et g—ﬁ n’interviennent pas dans cette équation, nous obtenons

déja les invariants,

Il =Tp — Tn-1, 12 = Tn+1 — Tn, -[3 = Tn4+2 — Tn41-

Nous pouvons récrire I’équation (3.1.4) en terme des nouveaux invariants Iy, I,
et I3 pour obtenir une véritable équation aux dérivées partielles puisque ces in-

variants sont indépendants de 1’équation,

0E OE  OF
%2 % 1%
151, Tgr T g, =0

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl,

s _ di
I L, I3’

Ceci méne aux invariants
¢1 = (l'n+1 - mn)(yn - yn—l) - (-Tn - mn—l)(yn-i-l - yn)a

¢ = (mn+2 - $n+l)(yn+l - yn) - ($n+1 - xn)(yn+2 - yn-i-l)-

Ainsi, une base pour les invariants est

{51, Iy, I3, ¢1, ¢a}.
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Cependant, une base plus pratique est

(n+1) (n+2)
T + T n
{h"m hn+1v hn+2a L 2 Y ) y:s:x::-2)}

et nous 'obtenons par les transformations suivantes :

(i) o 2 _$ (nt2) - _—2_ 92
= L+0L L I E L+13 I) I3
Yt = ﬁ (y5+? — y2t).
Le schéma invariant est donc
Yyt = f (hn, Pt s ; y$+2)> (3.1.5)

(n+1) (n+2)
b e + T
Pnto2 = hni1 g (hn, Py, Y 5 Y ) .

e Soit,

0 d 0 0
D3,2 : Xl = 55, X2 = .’L‘a—y, X3 = = +ya—y (316)

Trouvons d’abord ’EDO du troisiéme ordre invariante sous ce groupe de Lie.
Nous demandons en premier lieu que pr® X, E = pr® X, E = 0 et nous obtenons

les invariants calculés pour le cas continu Dy,

Il — x’ 12 — yll’ IB — ylll.

Nous exigeons en second lieu que

pr®X3E(IL, ..., I3) =0

3
OE
® x,1.) 22 =
& ;(pr X I;) 3 ="
=N a—142Jrg/”§)£+ ”’a—E—o. (3.1.7)

o, " Yo, Y 81,
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Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dI, _dI, _dI

1 L, I

Ceci engendre les invariants

ymzaF(i). (3.1.8)

Trouvons ensuite le systéme d’équations aux différences invariant sous le méme
groupe de symétries. Nous imposons que pr®X,E = pr®X,E = 0 et nous

trouvons les invariants calculés pour le cas discret Dy o,

L =z,4, I =z, Iy = zp4, Iy = Tpyo,

‘[5 = (IL‘n+1 - -Tn)('yn - yn—l) - (:rn - -’En—l)(yn+1 - yn),

Is = (Tni2 = Tng1) (Uns1 = Yn) = (Tns1 = Tn) (Yns2 = Yns1)-



oo

Nous demandons que
pr®XE(IL, .., I)) =0

6

OF

& D (r9xL) o7
i=1

OE OE OE OF

=0

<:> —_ _ — —_—
oL, " oL "L, T al,
OF
+[yn—1(mn - xn-{—l) + yn(xn-}-l - -’En—l) + yn-{-l(xn—l - xn)]a_15
OF
+[Yn(Tnt1 ~ Tny2) + Ynt1(Tngz — Tn) + Yn2(Tn — Tni1)] 57 816
11 est possible de récrire I'équation (3.1.9) comme
aE oF é)E ) OF )
+ — I5 Iﬁ = 0.
oI, 812 ('3]3 oI, Ol 0l
Par la méthode des caractéristiques, nous avons
d11_%_%_d_‘r4_%—%
11 1 1 Is I
qui engendre les invariants
$1 = Tp — Tn-1, $2 = Tny1 — Tn, $3 = Tni2 — Tnyl,

¢y = e_zn[($n+l - mn)(yn - yn—l) - (‘Tn - In—l)(yn+1 - yn)]:

¢s = e [(Tnt2 — Tn41)Unt1 — Yn) — (Tnt1 — Tn) (Ynt2 = Ynt1)]-

Ainsi, une base pour les invariants est

{01, 02, &3, b4, ¢s}.

Cependant, une base plus pratique est

(n+1) (n+2)
{hn’ hn—l-l, h’n+2a e (yzz _;_y )7

—ZIn

e

(n+2)

yII$

}
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(3.1.9)

=0.
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et nous obtenons par les transformations suivantes :

—Iny(n'f'l) —2 ¢4 , —:z:ny(n+2) =2 ¢5 ,
= $1+ 2 D102 = b2+ 3 Pag3
3
—In (n+2) —zn,,(n42) _ e Tn (n+1)
€ TTT o L TT TT .
Y ¢1+ @2+ @3 (e Y )
Le schéma invariant est donc
(n+1) (n+2)
y? = e f (hn, By, €75 (9 ;y" )> (3.1.10)
(n+1) (n+2)
P (hn, R ;y )) .
e Soit
Djsg: X—a X—2 X3 =y— (3.1.11)
3,3 1—83:, 2—8y’ B—yay- -1

Débutons par chercher ’équation différentielle ordinaire invariante sous ce groupe
de symétries. Nous imposons d’abord que pr® X, E = pr® X, E = 0 et nous avons

les invariants calculés pour le cas continu Dy,

Il = yla I2 = y”a 13 ”I'

Il
<

Nous demandons ensuite que
pr®XE(IL, ..., I) =0

& E
= Z pr( )Xs =0

i

i=1
,0F 2, OF mwOFE
- + -

—0. 3.1.12
o, " ¥ an, Y oL ( )

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dh _dly _di
L L I3
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Ceci donne les invariants

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,
' "
vy v
¥y
et I’équation différentielle invariante est

g gﬁ
y'=y v ) (3.1.13)

Enchainons en trouvant le schéma invariant sous le méme groupe de Lie de sy-
métries. Nous demandons en premier lieu que pr® X, E = pr® X,F = 0 et nous

obtenons les invariants calculés pour le cas discret D, ,

L=z, — 2,1, I, = Tnt+1 — Tn, I; = Tny2 — Tn+i,

Iy = Yn — Yn-1, Is = Yn+1 — YUn, I = Yn+2 — Yn+1-

Nous exigeons en second lieu que

pr®XE(IL, ..., Ig) =0
6
OF
®) X1, =0
< Z (pr 3 ) ol

i=1 i

oF oF oF
< (yn— '!/n—l)a_L1 + (Ynt1 — yn)a—l5 + (yn+2 - yn+1)a—16 =0. (3.1.14)

OE 0OFE et

; 9E , , .
Puisque 3L, ol 3L, e sont pas présents dans cette équation, nous obtenons

les invariants,

I =z, Tn--1, I, = Tnt1 — Tn, I3 = ZTn42 — Tn4a-
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Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dly _ dls _ dly
I, I I

qui conduit aux invariants

Yn — Yn-1 Yn+1 — Yn
¢ =——"—, o= ——.
Yn+1 — Yn Yn+2 — Yn+1

Ainsi, une base pour les invariants est

{I, I, I, ¢1, ¢2}.

Toutefois, une base plus pratique est

n+1 n+2 n+2
B By B © y + vy
ny tntl, tn42, 2 y(n+1) y£n+1) ’ y(n+1)

T z

obtenue par les transformations suivantes :

AR T o (2 v 2 1L,
y:(t'n+1) T L+ "\ ) y:(rn-i-l) L+ \ ¢ L5 ’

ynt2) _ 3 Yt B ylth)
ygn—{-l) II+IZ+I3 y:(tn-i-l) y;n-i—l) .

Le schéma invariant est donc

(n+2) (nt1) 1 y("+1) y("+2)
n+2) __ n+ - TT T
zzz = — YUz f hn; hn+11 2 y_,gn'+1) + y£"’+1) (3115)

(n+1) (n+2)
1 [ Yoz Yzz
hn+2 = hn+1 g (hna hn+l) 5 <y£n+1) + ya(rn+1)>> .

e Soit
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Déterminons premiérement 1’équation différentielle ordinaire d’ordre 3 invariante
sous ce groupe de Lie de symétries. Nous imposons que pr® X, E = pr® X, E =0

et nous trouvons les invariants calculés pour le cas continu Dj 5,

I =z, I, =", Iy =y".

Nous exigeons ensuite que

3
oFE
& ) (rIXsL) o= =0
i=1 '
OF OFE
"—— 4y — =0. 1.1
=3 yaj2+y % 0 (3.1.17)

Puisque g—ﬁ n’apparait pas dans cette équation, nous obtenons déja l'invariant

I, = z. Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dly _ dly
I I3
qui engendre 'invariant
y/ll
=125

—
8

2 | <,

Sl 3

et I’équation différentielle invariante est

y" = y"F(z). (3.1.18)

Poursuivons en trouvant le systéme d’équations aux différences invariant sous le
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méme groupe de symétries. Nous imposons que pr® X, E = pr® X, E = 0 et nous

obtenons les invariants calculés pour le cas discret D, s,

L =z, I = z,, Is =z,4, Iy = 249,

Is = (Tny1 — Trn)(Yn — Yn—1) — ("L'n — Tn_1)(Yns1 — Un)»

Is = ($n+2 - $n+1)(’yn+1 - yn) - ($n+1 - $n)(yn+2 - yn+1)-

Nous demandons que

pr®XsE(L, ..., Is) = 0
6
OE
® X, 1, =
= Z (pT 3 ,) ar, 0

i=1

oF
€ [Yn-1(Tn — Tnt1) + Yn(Tnt1 — Tac1) + Yns1 (@1 — xn)]a—ls (3.1.19)
oF
+[yn($n+1 - $n+2) + Yn+1 ($n+2 - In) + yn+2(xn - In-i—l) 6_.[6 = 0.

Nous pouvons récrire ’équation (3.1.19) comme

oF oF
Is— + Ig—— =0.
T AR TA
Puisque g—ﬁ, g—i, %’;— et gTE; n’apparaissent pas dans cette équation, nous avons

déja les invariants,

L =z, 4, I, =z, Iy =1z,44, Iy = Tpq0.

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dls _ dlg
I, g

qui méne 4 'invariant

(mn+l - xn)(yn - yn—l) - (-'I;n - :L'n—l)(yn+1 - yn)
(Trn42 = Tng1)(Yns1 — Yn) — (Trt1 = Tn) (Unt2 — Ynt1)

$1 =
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Ainsi, une base pour les invariants est

{Ila ‘[27 13'; I47 d)l}

Toutefois, une base plus pratique est

y(n+2)
Tn, hn, Png1, Rngo, )
Yz

et nous ’obtenons par la transformation suivante :

i) _ 3 (1 4 (Iy — I3) (I — 12))
N P "(L-hL)(L-5))"

Le schéma invariant est donc

(42) — (D) £ (g By hag) (3.1.20)

TTT nyIE

hn+2 = hn+1 g (xn) hn; hn+1) .

0 0 0
D3,5 : Xl = 6—y, Xo = Ig:l;, X3 = (1 - a)mgg -+ ya—y, a # 1. (3121)

Trouvons d’abord 1’équation différentielle invariante sous ce groupe. Nous exi-
geons premiérement que pr®X,E = pr®X,FE = 0 et nous avons les invariants

calculés pour le cas continu Dy 5,

I] — .'L', I2 — yll’ .[3 — ylll.



Nous imposons deuxiémement que

prOXE(IL, .., I3) =0

3
oF
G x. I =
= ; (p'f' 3 z) aL O
OF ,OF oFE
. = _ 2 III___
< z(1 a)aI1 + (2a —1)y" ETA + (3a —2)y o,

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

d, dl, df
(1—-a); (2a—1)I, (3a—2)I5

Ceci engendre les invariants

¢1 _ $1_2a nl—a "

Yy, ¢2—:v1°y

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

_ 2—
{1,1—2ay//1 a‘ i aym}

et I’équation différentielle invariante est

y _:L,laF(12a//1 a)

=0.
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(3.1.22)

(3.1.23)

Déterminons maintenant le systéme d’équations aux différences du troisiéme ordre

invariant sous le méme groupe de Lie de symétries. Nous imposons en premier

lieu que pr® X, E = pr®X,E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour

le cas discret Dy o,

L =z, 4, I = z,, I3 = zpy1, Iy = Tpyo,

Is = (mn-i-l - xn)(yn - yn—l) - (mn - zn—l)(yn+1 - yn),

IG = (xn+2 - :L'n+l)(yn+1 - yn) - ($n+1 - xn)(yn+2 - yn-*-l)'
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Nous demandons en second lieu que

pr®OX3E(IL, ... I)) =0
6

8E
@) X,1, =
& 2 pr 3l 6I,- 0
oF OF OF oF
< (1—a) [:cn_ 6]1 + xnal + m"+16‘1 + z"+281 (3.1.24)

+ [(1 - a‘) [-Tn—l(yn+1 - yn) + In(yn—l - yn-i-l) + xn-{-l(yn - yn—l)]

OF
+yn—1(xn - In-{-l) + yn(zn—i—l - zn—-l) + Yn41 (In~1 - mn)] aT
5
+[(1 - a)[xn(yn+2 — Yn+1) + Tnt1(Yn — Ynt2) + Tny2(Ynt1 — yn)]
oF
+yn($n+1 - $n+2) + yn+1(xn+2 - xn) + yn+2(

Ty — $n+1)]5‘j—; =0.

Nous pouvons récrire 1’équation (3.1.24) sous la forme

OFE

E oF )
1—a)Zp1o— + (1 — a)Znoe + (1 — @)Zns1o— + (1 — @)Tniooe
( a)il: 10[] +( a‘)x aIQ +( a)x +1813 +( (J,)CE +Qa]—4
OF oF
2—a)ls=—+(2—a)l =0.
+( a) 5als+( a) 6816 0
Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons
d,  dy  dlzy  dly  dIs  dls
(1'—(1).[1 N (1—0).[2 N (1—(1).[3 N (1—(1)14 - B

(2 — (1,).[5 (2 — a)Ie

qui conduit aux invariants

Tn-1 T Tn41
¢1 == ) ¢2 = - ) ¢3 ==
In Tn+1

xn+2,
(J;n - xn—l)(yn+1 - yn)]l—a’

[(mn+2 - $n+1)(yn+1 - yn) - ($n+l -

¢4 = xz_2 [($n+1 - -Tn)(yn - yn—l) -
¢s = z5 Tn) (Ynt2 — Ynt1)] 7

Ainsi, une base pour les invariants est

{01, b2, 03, b4, ¢5}.
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Par contre, une base plus pratique est

ha h"n.+1 Pnyo 1 ( 1- 2ay(n+l)1 ° 4 pl- 2ay(n+2)1—“) xz @ y(n+2)
Tn Tn Tp 2 = = o e

obtenue par les transformations suivantes :

E=1—<f>1, hn+1_i_1 h"+2:i(l—1>,

Ln In ) Tn ¢2 \ P3
1 2ay(n+1)l a _ 2 (—1)1_¢l¢4
T (:: N h;n:l)l_a (:_:) l—a (h;:l>l—a,
T () () ()
2 (n+2) __ 3 1—2a (11-*—2)1_‘z 1—;“ 1-2a (n+1)1—a ﬁ
yIEIEI - n + n+1 + hn+2 (xn yzz ) - ("L‘Tl yzx ) .

Tn

Le schéma invariant est donc

n hTL 1 ! a
Yt =zl f( il = (ot ey )> (3.1.25)

hn  hnga 1 (

h'n+2 = hn+1 g ("‘—a ’

rl-2 (n+1)1_a+$1 2ay(n+2)1 a)
T, T, 2

n T feizen)

e Soit

) 9 )
Dsg : Xi=7, Xo=2—, Xs=(14+2z%)—+

3y’ 99 5 T (& T b)yo

. (3.1.26
5o (3126)
Commencons par déterminer I’EDO du troisiéme ordre invariante sous ce groupe
de symétries. Nous demandons premiérement que pr®X,;E = pr®X,E = 0 et

nous obtenons les invariants calculés pour le cas continu Dj,

n

11=m7 I2=Z/”7 I3:y .



44

Nous exigeons deuxiémement que

pr®XE(L, .. 1) =0
3
OE
Z 3) _
& X3I; =
(pr® X 1) oI, 0

i=1

o8 _

< (1+ :n2)59£ +(b- 3x)y"a—E + (=3y" + (b — 5z)y") 3L =
3

3L L 0. (3.1.27)

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons
dl, dl, dl3

1+  (b—3L)I, Is(b—5I) -3

qui donne les invariants
3
¢1 = b arctan(z) — 5 In(1 + z?) — In 3",

¢2 — e—b arctan(z) [3(1 +z2)%$y" + (1 +x2)%y"'] )

Nous avons ainsi une base pour les invariants,

{b arctan(z) — g In(1 4 %) — In 3", e~b arctan(=) [3(1 +2¥)2zy” + (1 + x2)%y"'] }

et I’équation différentielle invariante est

"mo_ —3:Dy”
1+ z2

- 3
+ eb arctan(@) (] 4 mQ)TsF (b arctan(z) — -2—1n(1 +z%) —Iny").
(3.1.28)

Enchainons en cherchant le schéma d’ordre 3 invariant sous le méme groupe de Lie.
Nous imposons en premier lieu que pr® X E = pr®X,FE = 0 et nous trouvons

les invariants calculés pour le cas discret D,
L =z, I = z,, I3 = zp4a, Iy = Ty,

Is = (Tn41 — Tn)(Yn — Yn—1) — (Tn = Zn_1)(Ynt1 — Yn),

Is = (Tpio — Trnt1)(Ynt1 — yn) - ($n+1 - zn)(yn+2 - yn+1)'
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Nous demandons en second lieu que

pr®OXsE(IL, ..., 1) =0
6
OFE
@ x.J. _
o Z(pr XgI,) oI, =0

i=1

OF OE OF OF
2 2 2 2
& 1+ mn_l)—all +(1+ :z,-n)—aj2 +(1+ :I:n+1)—613 +(1+ $"+2)BI4 (3.1.29)

+ [(1 + 17121~1)(yn+1 — 1Y)+ (1+ 3572;)('!/11—1 — Yny1) + (1 + mgz+1)(yn = Yn-1)
+(1‘n—1 + b)yn—l(mn - $n+1) + (mn + b)yn (mn—}-l - xn—l)

o8
oI5

+ [(1 + 22)(Ynt2 — Yny1) + (1 + xiﬂ)(i’!n ~ Yny2) + (1 + 3731+2)(yn+1 — Yn)

+($n+1 + b)yn-f-l(mn—l - $n)]

+H(Zn + 0)Yn(Tni1 — Tnto) + (Tnt1 + 0)Yns1(Tns2 — Tn)
OF

— =0.
0l

+(.’En+2 + b)yn+2 (-'En - In—}-l)]

Nous pouvons récrire ’équation (3.1.29) sous la forme

OF oF oF oF
2 = 2\ 2 et 2 dnad
(1 + xn——l)all + (1 + "En)8]2 + (1 + $n+1)al3 + (1 + $n+2)al4

OFE

a5, = v

oF
H(Zno1 + ZTn + Tp + b)Isa—I + (Tp + Tng1 + Tngo +0) 16
5

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dly, _dl dly _dly dls dlg

L L, I I (Ta1 +Tn+ T +0) s (Tn + Tyt + Tnyo + b)Ig

Ceci méne aux invariants

¢ Ip — Tpn-1 ¢ Tnyl — Tn ¢ Tnt2 — Tnil
1= ) 2 = ) 3 = )
1+ Zp 1Ty 1+ zpThp 1+ Zni1Tnyo

Tn —Tn-1 ______x'n.+1 —In
¢4 b arctan(z,) — In ( Tz (1 + xn—1xn)> ! ( ’ (1 + x"x"“))

3
+ 5 In(l+ 22) — In[~(Tn41 — Zn)(Un — Yn—1) + (Tn — Tac1) Una1 — Yn)),
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¢s = barctan(@n) —In 14z, ("I
1 + TnTn+41

- <1 I ( el )) = In(1+ :IIn+1)

+

1+ Tny1Tngo

- ln[—(a:n+2 Trnt1)(Unt1 — Yn) + (Znt1 — Tn)(Ynt2 — Yns1)]-

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢17 ¢2a ¢37 ¢4a ¢5}

Toutefois, il n’est pas évident de construire & partir de ces invariants un schéma
qui tende vers I’équation différentielle invariante (3.1.28) dans la limite continue.

Nous cessons donc notre calcul A cet endroit.

e Soit

0 d 0 0
D3,7 . X] = = X2 = a—y, X3 = .’L’a—m +y@ (3130)

Cherchons premiérement I’équation différentielle ordinaire invariante sous ce groupe
de symétries. Nous exigeons d’abord que pr® X, E = pr® X,E = 0 et nous avons

les invariants calculés pour le cas continu Dy,

Il — yl, 12 — yll’ 1'3 — yl/l.

Nous imposons ensuite que

pr®XE(LL, ..., I5) =0
3

ok
> (prXs1
& 2 (pr 3 )81 =0
oF oF
_ " _2 m —_ . 1.
& Y ETA Y oh 0 (3.1.31)

Puisque 3 6—E n’apparait pas dans cette équation, nous obtenons déja I'invariant
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I, = y/. Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dh; _dl,
I 215
Ceci donne l’invariant
yIII
¢1 = F

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,
"
r Y
Yy, —y,,g
et ’équation différentielle invariante est

y" =y F (). (3.1.32)

Déterminons deuxiémement le systéme d’équations aux différences d’ordre 3 inva-
riant sous le méme groupe. Nous imposons en premier que pr® X, E = pr® X,F =

0 et nous trouvons les invariants calculés pour le cas discret Dj,

L =z, —xy_4, I, = Tnt+1 — Tn, I; = Tn+2 — Tn+l,

I4 =Yn — Yn—1, 15 = Yn+1 — Yn, -[6 = Yn+2 — Yn+1-

Nous demandons en second que

pr®XsE(L, ..., Is) = 0
6

OF
(3) N 2= =
& igzl (pr XgL) o, 0
JOF OoF
f =4 (.’En -— fEn_l)a—Il + (.’L'n+1 — $n)a—],2 + (-Tn+2 - $n+1)-873- (3133)
OF OF oF

+(yn - yn—l)a—L1 + (yn+1 - yn)(?_]s + (yn+2 - yn+1)a—[6 = 0.



Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl, _dl, dl, _dl, dIs _ dl,

L L, I I, I I
Ceci engendre les invariants
Tp — Tn-1 Tny1 — Tn Tn42 — Tntl
p=——"", = y=——
mn-i-l — Tn Tnt2 — xn+1 Yn — Yn-1
_Yn —Yn _ Ynt1 7 Yn
$g = ———, 5= .
Yn+1 — Yn Yn+2 — Ynt1
Ainsi, une base pour les invariants est
{qsl’ ¢21 ¢37 ¢47 ¢5} .
Toutefois, une base plus pratique est
(n) (n+1) (n+2) (n+2)
n n n Yz + Yz + Yo Yzzx
y:(tz+1)hn7 £I+1)h'n+1’ y:(r:z+1)hn+2$ Y Y ’ = 2
3 yat!)

obtenue par les transformations suivantes :

}

O (i) - L i) L
‘ D10203 * GoP3Ps ’ 3PsPs
yg:_*-l) ($n+1 - xn—l) =2 (yin—*—l) - y:s:n) ’

2¢2(1 + ¢1)
(n42) (o g = 222U T O (1) ()
Yz ( +1 l) 1 n ¢2 (y:z Yz ) y
3¢a(1 + ¢1)

(n+2) Tpal — Tne 2 U2\ T ¥l Tpol — Tpyo (n+2) _ . (n+1)
y:tII ( +1 1) 1+¢2+¢1¢2 ( +1 1) (y:r::c y:m: )?
L 4 ( 1 1 )2 )
ya(;+1)2 YD (g1 — Ta1)? \P2b3ds 123 ’

2, (y£n+1) _ ygn)) 9 (y£n+1) _ y:gn))
y(n+1)hn — , y(n+1)hn+1 —_ ’
9 (ya(cnﬂ) _ y:s:n))
y£7::+1)hn+2 = .
$2(1 + ¢1)

48
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Le schéma invariant est donc

(n) (n+1) (n+2)
n n n n yz + +y
Yt = ylor)® f(yi,ﬁ“hn, Y Oh,, = ) (3.1.34)

n 1 n+2
. y§)+y£+)+y(+)).

hn+2 = h’n+1 g (y:(zral:-*.l)hna yzz n+1, 3

e Soit

0 0
Dsg: X1 = 5= X2—'a‘:_y‘, X3—£L‘£+($+y)%.

(3.1.35)
Déterminons en premier ’'EDO invariante sous ce groupe de Lie de symétries.
Nous exigeons que pr® X, E = pr® X,FE = 0 et nous avons les invariants calculés

pour le cas continu Ds;,

II — yl’ IQ — y/l’ 13 — ylll'

Nous imposons ensuite que

prOXSE(IL, ..., I5) =0

3
OFE
& Y (prXsL) AL 0

i=1
OF _ ,0F _, »OF

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

L,  dl,  dl

1 L 2%

qui donne les invariants

¢1 — y/rey” ¢ _ y/// 2y
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Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

n_y m_2y
{yey,y ey}

et I’équation différentielle invariante est

y" = W (y"ey') . (3.1.37)

Cherchons en second le schéma du troisiéme ordre invariant sous le méme groupe.
Nous demandons d’abord que pr®X,E = pr®X,E = 0 et nous obtenons les

invariants calculés pour le cas discret Ds,
I =z — x4 1, Iy =g, — z,, I3 = zpip — Tppa,

I, = Yn — Yn-1, Is = Ynt+1 — Yn, Is = Yn+2 — Yn+1.

Nous exigeons ensuite que

pr®OXE(IL, ..., I)) =0
: O

(3) .
& ; (rr9XsL) - 7 =0
oF oF oF
< (],'n - .’En_l)a—ll + ($n+1 — xn)g'j; + (.’En+2 — £En+1)51—3 (3138)
oFE oF
H(Tn + Yo — Tno1 — ?Jn—l)a—l4 + (Tng1 + Yng1 — Tn — yn)a_js
oF

+(zn+2 + Yn+2 — Tpy1 — yn+1) 0.

als

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons
dly dly dI3 dl, dls dl

T L, L L+L L+l I+l

Ceci conduit aux invariants

¢1 _ Tp — Tp-1 ¢2 _ Tnt1 — Tn

3 b
Tnt1 — Tn Tn+2 — Tn4l
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."/—-\

)

ol

Yn=¥Yn—_1 Yn41~¥n Yn42—¥n41
e*n—%n—1 eEn+17%n e n+27 a4l

¢3 = ) ¢4 = ) ¢5 = .
Tn — Tn Tn+l — Tn Tny2 — Tny1

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢17 ¢27 ¢3a ¢47 ¢5}

Par contre, une base plus pratique est

ey:(nn+1)7 eygn-f-l)? eygn-}-l)? 2 feote IITIT

{ ho  hngr o Pngo 1 (y(n+1)ey;"+” +yg:+2)ey£"+”), y(n+2>ezy£"+”}

et nous I’obtenons par les transformations suivantes :

yg([;.“)ey;m) _ 2¢ In ( P4 ) ’ (n+2) "D _ 2¢2¢4 In (ﬁ..) 7

N Ygg €
1+ ¢y $13 1+ 6 ™y
e — I (e gl
1+ ¢a+ d1¢0
b P 1 hosz _ 1
ey£"+l) ¢4 ) ey;n+1) ¢4 ’ ey:(:n+1) ¢'—2¢4

Le schéma invariant est donc

n gy n+D) hn, hny1 1 n (n+1) n (n+1)
yiz-;&) — s f < SO D 9 <ya(n+1)ey: + y£z+2)ey: )) (3.1.39)
ey= ev=

hn hn 1 n (n+1) n (n+1)
hnta = hny1 g ( e = (y( ey 4 yiz+2)ey: )

eyin+1)’ ey;n+1) ? 2 T

0 0 7] 0 1
. —_ e = — Xa=1— ky— k — 2.
D3,9 Xl 81" X2 ay7 3 max + yaya #07 2a17

(3.1.40)

Trouvons en premier lieu ’EDO d’ordre 3 invariante sous ce groupe de Lie. Nous
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m

demandons premiérement que pr®X;E = pr®X,F = 0 et nous avons les inva-
I3 =v .

riants calculés pour le cas continu Ds,
n
12 =Y,

Il = y,>

Nous exigeons deuxiémement que
pr®XsE(L, ..., I3) =0

3
OF
G x.TI. =
= ; (pT 3 z) 6.[1 0
oF oF OF
& (bk—1)y—+(k=20y"—+(k-3)y"— =0. 3.1.41
(k—1)y o, + (k- 2)y a7, + (k—3)y a7, ( )
Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons
dl, _ dl, _ dls
(k=1L (k-2); (k-3)I
Ceci méne aux invariants
1 1
y =L
y/k—l

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,
1 "
: }

Yy v
k=27 k-3
y’_k—l y'k—l

(3.1.42)

et I’équation différentielle invariante est
k—3 "
k=3
S
Yyt

ylll — y

Cherchons maintenant le schéma du troisiéme ordre invariant sous le méme groupe.

Nous exigeons en premier que pr®X,E = pr®X,E = 0 et nous avons les inva-
riants calculés pour le cas discret Ds,
I = Tnt+1 — Tn, I3 = Tnt2 — Tnya,

Il =Tp — Tp-1,
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Iy = yp — Yn-1, Is = Yn+1 — Yn, Is = Yn+2 — Ynt1-

Nous imposons en second que

pr®XsE(lL, ... I)) =0

6
oF
(3) —
< ?_1: (pr® X IL) o 0
oF oF OF
= (.’L‘n — xn_l)a—Il + ($n+1 — mn)a—h + ($n+2 - mn—*_l)a_lg (3143)

oFE oFE OF
+k(yn - yn—-l)a—L1 + k(yn—}-l - yn)'a'?;‘ + k(yn+2 - yn+1)a—16 = 0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dh_dly _dh_dl_dly _dl

L L, I kI, kI kg

qui engendre les invariants

. Tp — Tp—1 . Tpt1 — Tn
h=——""—  o=—",
T4l — Tp Tpny2 — Tptl
A ! _ Ynt1 — UYn _ Ynty2 = Ynta
¢3 - ¢4 - 7 LK ¢5 -

k?

(Tns1 — Tn) (Znt2 = Tnyr)*

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢11 ¢27 ¢37 ¢4a ¢5}

Toutefois, une base plus pratique est

N oot S Voot S W PV o) yit? ya?
MOk y(")’ i 9 (n+1) 53 + )2 | ()
T T T yl_ Z/x yx

et nous I'obtenons par les transformations suivantes :

kol

-2

ylntD) _ 2¢, (¢4 _¢3>( ’f_1>k_l
y£"+1)% 1+¢; \gh! b4 ’




£
{

o4

ue 2 ¢s (’f*l)k‘-‘l
y£n+1):+? L+do \ (i)t @bt b4 ’

n ; n n
Ysos ___ 3o ( b4 > F- yiat? _ yiat!
(n+D)ET 14+ do+ drgo \ gF? (n+1)E23 (nt+1) 5=t

Yz T Yz
Rt 1 1 Py _ 1
Y g Y eV M et

Le schéma invariant est donc

n Y o s B O B o A
R - ot e || (B14)
yI y.’t yI yz -
B 1 [ e

hn+2 = hn+1 g ) ) !
yi) (n)? 9

T

( +1):;f (n+1) k=1
Yz N Yz -

e Soit

0 d
D310 X1=5=, Xo=, Xz=(kz +y)£ + (ky — :r)a—y (3.1.45)

Cherchons premiérement I’équation différentielle ordinaire invariante sous ce groupe
de symétries. Nous exigeons d’abord que pr® X, E = pr® X,E = 0 et nous obte-

nons les invariants calculés pour le cas continu Dy,

Il _— yl, 12 — yll’ I3 — ylll.

Nous demandons ensuite que

pr®OX3E(L, ..., I3) =0

3
OF
3 . =
& ,-§=1 (pr® X, 1) o 0
OF OE 0FE
2 — 2 _— =
< (1 +II))6I1 +12(k+311)al2 + (315 + 2I3(k + 211))613 0. (3.1.46)
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Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dIl dIQ dIS

1+17  IT(k+3L) 31+ 2L(k+20)

Ceci engendre les invariants

3
¢1 = k arctan(y') + 3 In(1+y"?) — In(y"),

¢2 — e—Ek arctan(y')(l + ylz)—B[y///(l + y//2) _ 3y//2y/].

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{¢1, ¢2}

et I’équation différentielle invariante est

w 3y//2y/ e2k a.rcta.n(y')(l + y/2)3
- 1 +y//2 + 1 +y//2

F (k arctan(y’) + g In(1+y?) - 111(?!”))
(3.1.47)

Trouvons deuxiémement le systéme d’équations aux différences invariant sous le
méme groupe de Lie. Nous demandons que pr® X, E = pr®X,F = 0 et nous

trouvons les invariants calculés pour le cas discret Dq,

L=z, -2, ,, I, = Tnt1 — Tn, Is =2p49 — Tn+tl,

I4 =Yn — Yn-1, -[5 = Yn+1 — Yn, 16 = Yn+2 — Yn+1-



o

Nous exigeons que

pr®XE(I, ..., Ig) =0
6

o6

oF
(3) —
& X)) 2= =
2 (rk) g =
E
& (kzp+Yn — kzpnoy — yn_l)a— (3.1.48)
ol

oF oF
H(kTpi1 + Yng1 — kzn — yn)a—l2 + (kZpto + Yngo — kTny1 — yn+1)6_]—3

oF
+ (kyn—H — Tnt1 — kyn + -Tn)_

ol
O _
ol

oF
+(kyn — Tp — kyn—l + xn—l)'a_L'l'

+(kyn+2 — Tny2 — kyn+1 + mn—i—l) 0.

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

d,  dL,  dly 4y, _ dIy _  dl
kI +1, klIb+1Is klIs+Ig kIh—1 klIs—1I, klg—1I3

Ceci conduit aux invariants

2k arctan ( M)
In—Tpn-1

$1= [(Tn — Tn-1)’ + (U — tm-1)’] € ,

Yn+1—Yn _ Yn—Yn—1 Ynt2—Yntl _ Ynitl1—Yn
_ In+1—ZTn Tn—In-—-1 Tn4+2—Tn41l In41—ZTn
®2 ¢3

= , =
1 + (i/n-i-l:yn) (yn:yn—l ) 1 + (yn+2:yn+l ) (yn+17yn ) ’
n+1—In In—Tn-1 In42—Tn41 Tntl1—Tn

_ (xn - xn——l)z + (yn - yn—1)2 _ (-Tn-’r-l - xn)2 + (yn+1 - yn)2
¢4 - P} PR ¢5 -
($n+1 - xn) + (yn+1 — yn)

Ainsi, une base pour les invariants est

{#1, 2, b3, b4, 05} .

(Tnta — 17n+1)2 + (Ynt2 — yn+1)2'

Cependant, nous arrétons notre calcul ici car la construction du schéma a partir

de ces invariants s’avére difficile.
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D3,11 . X1 = £, X2 = 2.’13% + ’yég, X3 =T 8_117 -+ mygg (3149)

Débutons par déterminer ’équation différentielle du troisiéme ordre invariante
sous ce groupe de Lie de symétries. Nous demandons premiérement que pr® X, E =

0 et nous avons les invariants calculés dans le cas continu Dy,

/ " nm
a1 =1y, Q) =1, a3 =1, Gy =1 .

Nous imposons deuxiémement que

pr(B)XgE(al, ceny a4) =0
- OE

<~ E (p'I‘(S)XQCY,') =0
i=1 e
OF OF OF oF
e g nYe m== _q 1.
yc")al Jdas 3y Jdas %Y Jay 0 (3.1.50)

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

daoy das dos day

(03] (65)] 36!3 5a4

qui conduit aux invariants

5_.m

L=yy, L=v%' L=4v%

Nous exigeons troisiémement que

pr®X3B(L, ..., I3) =0

3
OFE
G X.I. =
& 2 (pr X3 1) oI, 0
& y2aE —3y° n9E =0. (3.1.51)

ar, Y'Y 5L,



Pulsque n’apparait pas dans cette équation, nous avons déja l'invariant

¢1 = y3y".

En divisant par y?, nous pouvons récrire I’équation (3.1.50) comme

BE

31 3

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl _dl3

1 3¢1

Ceci donne ’'invariant

¢ _ ysym + 3y4y/y//

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{y3y// ysy///+3y4 ’ //}

et I’équation différentielle invariante est

o8

1,0
1
y" = -2V L p ). (3.1.52)

Y y°

Déterminons ensuite le schéma du troisiéme ordre invariant sous le méme groupe.

Nous imposons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés

dans le cas discret Dj;,
I = yn_y, I, = y,, I3 = yp44, Iy = Ynyo,

I5 =ZTp — Tn-1, 16 =ZTpt1 — Tn, I7 = Tnt2 — Tn4l-



N

Nous demandons ensuite que

pr®X,E(LL, ... I;) =0

59

7
oF
(3) _
<~ X Ii =
2, (r®%ak) g =0
oF oF oF OF
-~ n—1 g1 n n n 1
Yy 130, +y oL +y+181 +y+281 (3.1.53)
oF oF oF
+2(z, gt:n_l)a—l.5 + 2(zpyr1 — a:n)-é—jg + 2(zpya — x"“)é}; =0.
Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons
dl . dl, B dls B dly B dls _ dlg B %
L L, I I, 2y 2y 2I;
Ceci méne aux invariants
¢1 = yn-l’ ¢2 = Un 3 ¢3 = y"‘*‘l,
Yn Yn+1 UYn+2
=2 _ — Tn — Tp-1 _ mn-{-l — Tn
b1 = Ynio(Tn — Tn-1), @5 T — T b6 s — Ty
Nous exigeons enfin que
pr® X3E (¢, ..., ¢6) = 0
6
oF
(3)
& X30; =0
2 (pr' Xs¢;) oI,
(-'En——lyn-—l - xnyn—l) aE (mnyn - l‘n-{-lyn) 8E
& + 3.1.54
Yn O0¢1 Yn+1 Oy ( )
(In+1y'n+1 - -’En+2yn+1) oE ('T121 - 1:721—1 - 2xn+2(mn - ‘Tn—l)) OF
+ + 5
Yn+2 0¢3 Ynto 04
42 — 42 2 — 12 Tn — Tn-1)| OF
+ n n—1 + ( n n+1)( . 1)
| Znt1 = Tn (Tnt1 — Tn) 05
+ - Tpi1— Th (271~ 353»4-2) (Tng1 — zn) | OF _0
_$n+2 — T4 (-’I?n+2 - 33n+1)2 O




60

Il est possible de récrire ’équation (3.1.54) comme

D GOE B, (20
D950t 250, T deogs TP T2 50 ) Ba
oOF OF
+¢5(1 + ¢5)87>5 +(1+ ¢6)8756 = 0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dpr _ dos _ ¢ doy dgs des

_— 3 = =

$i1ds  d2  ¢s ¢4(¢5+2+¢_26) $s(1+ds) 1+¢s

Ceci donne les invariants
. Yn Tn+1l — Tn—1 . Yn Tn+2 = Tn+l _ Yn+1 Tnt2 — Tn
pL= y P2 = y P3 = )
Yn+1 Tn — Tp-1 Yn+1 Tn42 — Tn Yn+2 Tnt1 — Tn
2,2
Yn—1 Tntl — Th _ (xn - mn—l)($n+2 - mn) yn+1
9 Ps = 2.9 .
Yn ($n+1 - xn—l)($n+l - mn)ynyn+2

Py =
Tnt+1l — Tn-1

Ainsi, une base pour les invariants est

{pl’ P2, P3, P4, PS}

Par contre, il n’est pas trivial de construire & partir de ces invariants un schéma
) p
qui tende vers 'EDO invariante. C’est pour cette raison que nous interrompons

notre calcul.

Trouvons en premier I’équation différentielle ordinaire d’ordre 3 invariante sous ce
groupe. Nous imposons d’abord que pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants

calculés dans le cas continu D5,

7 1 mn
a; =Y, Qs =1, a3 =Yy, Q=Y .



Nous exigeons ensuite que

pr(3)X2E'(a1, v aq) =0

4
oE
& Z pr(3)X2a,) ™

i=1 i
L0808 08
6a1 das OJay

=0

=0.

Puisque 5= aE

Il = y,.

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dal da3 dO_’4

(67} Q3 2a4 .

Cecl méne aux invariants

2 ///

L =yy", Iy =y%y

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

{Ilv 12) 13} .

Nous demandons enfin que

pr®XsE(IL, ..., I;) =0
3 OF

s Y (r®XsI) 77 =0

i=1 g

oF
+2yy' (1 + 3yy" + y*) —

o OF
s 2l +vy?)— o,

ol

oF
+2y2(3yy//2+4yy///y +6y” ’2)31 =0.
3
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(3.1.56)

ne se retrouve pas dans cette équation, nous obtenons l'invariant

(3.1.57)
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En divisant par 2y, nous pouvons récrire I’équation (3.1.57) sous la forme

OFE OF
1+ D)= +L(1+ 3L+ 17 o =
3

— +(3I2 + 40,1 21
o, or, T (312 + 40l + 61 D)

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dl dl, dls

1+ L(1+3L+12) 3I2+45L1; + 6120,

Ceci conduit aux invariants

" "2t 17 /2)

=3y Yy +y"y
(1+y2)°

_ 1+yy//+y/2 ¢2 _ y2(y

1 3
(1+y?)®

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{01, ¢2}.

et I’équation différentielle invariante est

32/ 1 1212 1 " 2
= Y A+9y") o1ty +y ' (3.1.58)

T 14y? y? (1+y2)}

Cherchons en second le systéme d’équations aux différences d’ordre 3 invariant
sous le méme groupe de Lie. Nous exigeons en premier lieu que pr® X, E = 0 et

nous avons les invariants calculés dans le cas discret Dy,

Il = Yn, -[2 =Yn — Yn-1, 13 = Yn+1 — Yn, -[4 = Yn+2 — Yn+1,

Is =z, — T,_4, Is = zpq — 74, It = Tpyp — Tnga.



Nous imposons en second lieu que

pr®OX,E(IL, .., I;) =0
7
OF
G x.I. =
& Z(pr 2],) o, 0

i=1

O (= Y g2 (s — U)o+ (Y = )
3]1 Yn Yn—1 61—2 Yn+1 Yn 313 yn+2 yn+1 8]4

0FE

OFE

E OoF
+(£En — xn_l)gj; -+ (iEn_H — :cn)—a—[-(—; —+ (:II-,H_Q — wn+1)8_17 = 0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dI, _dl, dI; _dl, _ dIs

L L I L, I

Ceci engendre les invariants

Yn — Yn-1 Yn+1 — Yn

¢ = ——, Py =
Tn — Tpn-1 Tnt1 — Tn
Tnt1 — Tn Ynt+2 — Yn41

¢4 = —7 ¢5 = _—’
Yn Tn42 — Tn+l

Ainsi, une base pour les invariants est

dly _ dI
Is I’
Ty — Ty
¢3 = . I}
Yn

b6 = Lny2 — $n+1'

Yn

{¢17 ¢27 ¢37 ¢4a ¢57 ¢6}

63

(3.1.59)
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Nous demandons en dernier lieu que

(B)XBE(¢17 aeey ¢6) =0
s OE
& D (r9Xse) 5
i=1 ¢
[(wn—l - xn)z + (yn—l - y’n)z] (yn—l + yn) aE
(Tp1 — ) 01
[(xn - xn+1)2 + (yn - yn+1)2] (yn + yn+1) aE
(Tp — Tnp1)? 02
[(ﬂ?n—l - iUn)2 - y3_1 + yrzL] OFE + (T — $n+1)2 + 3:1121 - y72z-—1 OF
Yn 6¢3 UYn 8¢4
[(mn+l - $n+2)2 + (yn+1 - yn+2)2](yn+1 + yn+2) OE
($n+l - $n+2)2 6¢5
2xn$n+1 - -'1;.,2,_.*_1 - 2xnmn+2 + "I:?L+2 + y721+1 - y721+2 23
Yn a¢6

=0

=

(3.1.60)

+

+

= 0.

Nous pouvons récrire 'équation (3.1.60) comme

oF oF E
1+ (2 - did0) g + L+ B+ babe) o — 8+ (2 — ) a¢

+[¢7 — poa(2 + ¢2¢4)]8 + (14 63)(2 + 2¢204 + ¢5¢6)

=45 + (b1 + B6)° — Ps6(2 + 20204 + Bsbs)] gf 0.

OF
95

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

do, _ doo _ des
(1+6D)(©2—d1¢3)  (1+3)(2+ 2da)  —[0F + d163(2 — h13)]
— d¢4 _ d¢5
G5 — $204(2 4 dobs) (14 ¢2)(2+ 2020 + Psbs)
_ dos
=02+ (Bu+ ) — Bsde(2 + 20004 + Psbs)

Ceci donne les trois premiers invariants

_osten) i+ 4))
1— i3’ 2T 1+ oy
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_ 2[pa+ d3+ $3da + di¢s + 2(¢2 — ¢1)]
4 — [Ba(1+ ¢3) + 262][#3(1 + ¢%) — 2¢1]

P3

Nous arrétons toutefois notre calcul ici puisqu’il est difficile de résoudre les autres

équations.
e Soit
0 d 15} 0 d 0
Ds13: Xi=—+—, Xo=z—+y—, X3=1z>—+9y>—. (3.1.61
3,13 1 8z+6y’ 2 x8m+y8y’ 3 $ax+y ay ( )

Déterminons d’abord ’équation différentielle invariante sous ce groupe de Lie.

Nous demandons en premier lieu que pr® X, E = 0 et nous avons les invariants,

! " m
=Yy —7, Qs =1, Q3 =Y, Qg =7y .

Nous exigeons en second lieu que

pT(S)XgE(al, . CZ4) =0
- OE

(3) . —
= ;(pr Xgal) e, 0
oF or oF
—z)— — ¢ — — 2" — = 0. .1.62
& (y—1) 2 Vo Y oay 0 (3.1.62)

Puisque % n’apparait pas dans cette équation, nous obtenons déja I'invariant

/

_[1=y.

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

Ceci donne les invariants

I = (y —z)y", Iy = (y — z)%y
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Nous imposons en troisiéme lieu que

pr®OXE(L, ..., I3) =0

& ) (pr¥XsI) o =0
=1 :
JOF ) >
& 2(y—w)ya—h—(y—x)[3y (z-y)—2(y' - 1)y FTA (3.1.63)
mn aE
—2(y — z)’[-2(y — =)y — 3y" (¢ —Dlgz-=0.
3

En divisant par (y — z), il est possible de récrire I’équation (3.1.63) comme

OF OF
2L —— + 31 + 2(I; — 1)11]— + [4L3 + 61y(I, — 1)) 2= = 0.
oI ol

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

% . dIQ _ d-[3
2, 3L +2(L —1)I; 43 +6L(I, — 1)

Ceci donne les invariants

by = (y—z)y" —2y'(1 +v/)
1 = y/g )

1
¢ = gi[y"’(x —y) +6y"(1+)(z —y) + 6y (1 + 49 + ).

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

{01, ¢2}

et I’équation différentielle invariante est

6y"(1+y)(y—2) —6y'(1+ 4y +y*) +y* F ( e >)
1z Y
y =
(z ~y)’

(3.1.64)
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Cherchons ensuite le schéma invariant sous le méme groupe de Lie de symétries.

Nous imposons premiérement que pr® X;E = 0 et nous obtenons les invariants,

L =z, — 2,1, I =211 — z,, I3 = Tpio — Tpta, Iy = Yp1 — Tpyo,

Is = yp — Yn-1, Is = Yni1 — Yn, I7 = Ynyo — Ynt1-

Nous demandons deuxiémement que

pr®OXoE(IL, .., I;) =0

7

OF
) y. 7. _
& ; (pr® X, I,) o 0
oFE oF OF
<~ (l‘n - xn_l)a—ll + (.’En+1 — :En)a—I2 + ($n+2 - .’L‘n.*_l)glg (3165)
+( — )a_E + ( — )a_E + ( — )a“E
oF

+(Ynt2 — yn+1)a—17 =0.

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

i _dl, _dly _dl, _dls _dls _ dl
L L, I I, I I I

qui donne les invariants

_ ITn — Tp-1 . Tntl — Tn _ Tnt2 — Tnt1
¢1 - ) ¢2 - 3 ¢ - )
Tnyl — Tn Tny2 — Tn4l Yn—1 — Tn42
¢ . Yn—1 — Tn42 _ Yn — Yn-1 d) . Yntl — Un
g = —= AL —_ e IR

¥ 5 — 9 .
Yn = Yn-1 Yn+1 = Yn Yni2 — Yn41
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Nous exigeons troisiémement que
pr®X3E(4y, ..., ¢6) = 0

S OF
= Z pr(3)X3¢, =0

3[
(xn 1= Zn)(Tn-1 — Tni1) OF 4 (Tn — Tny1)(Tn — Tny2) OF

& 3.1.66
Tn — Tpt1 01 Tnt+1 — Tn4t2 3¢2 ( )
4 ($n+1 - -Tn+2)($n+1 — Yn_1) OF n (-'L'n+2 - yn—l)($n+2 —yn) OF
Tn42 — Yn—1 3¢3 Yn—1—Un 3¢4
(Yn—1 = Yn)(Yn-1 — Ynt1) OF | (yn — Yn+1)(Yn — Uny2) OF _
+ + = 0.
Yn — Yn+1 O¢s Yn+l — Ynt2 Oe

En divisant par ($n—1 — Tn41), NOUS pouvons récrire 'équation (3.1.66) comme

é 1+¢23E+ l+¢3 OF 14 ¢y )
la¢1 1+ ¢10¢2  ¢o(1+ ¢1) 03 dadd3(1+ ¢1) Iy
14 ¢5 OF 1+ ¢ oF

¢2¢3¢4(1 + ¢1) Obs * Pop3Paps(1 + ¢1) Odbs =0

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dp1  (1+¢1)dds  ¢o(l+ ¢1)des  dadps(l+ ¢1)dea

¢ l+¢o  1+¢s 1+ ¢4
_ G2d3d4(1 + ¢1)ds _ _ Gap3padds(1 4+ ¢1)d¢6
14+ ¢s 1+ ¢

Ceci conduit aux invariants

L= (xn—l - fIIn)(IL‘n+1 - zn+2) py = (-Tn - $n+1)($n+2 — Yn—1 )
(Tn-1 = Tny1)(Tn — Tnya)’ (T — Tng2)(Tnt1 — Yn—1)’

p3 = (Znt1 — Tns2) (Un-1 = Yn) _ (Znt+2 = Yn-1)(Un — Yn+1)
(mn-f-l - yn—l)($n+2 - yn)’ (xn+2 - yn)(yn 1= yn+1) ’

(yn—l - yn)(yn+1 - yn+2)
(yn—l - yn+1)(yn - yn+2)

Ps =

Ainsi, une base pour les invariants est

{ph P2, P3, P4, p5}
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Cependant, la construction du schéma a partir de ces invariants ne s’avére pas

évidente. C’est pourquoi nous cessons notre calcul 4 cet endroit.

e Soit
0 0 0 0 0 d
. _ 2y Y -~ — - 2y 2 —_
D3’14 : X = (1+.’II )BI+Iyay’ X my8m+(1+y )ay, X3 ya.’II .’an.
(3.1.67)

Débutons par chercher 1’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre inva-

riante sous ce groupe. Nous exigeons premiérement que pr® X3 E = 0, c’est-a-dire

aE _ ! //a_E _ "2 +4y/ ///)E_ — O

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dr dy B dy’ dy” dy’”

y = - 1+ y/2 - —3y/y// - _3y//2 + dy'y"

qui conduit aux invariants

"

L =2"+¢°, L=—Y— T
(1+y2)*
13 _ T+ yy/ I4 _ y/// . 3yll2yl + y///y/2
y—zy'’ (1 +y?)°

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{hL, I, I3, 14}.
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Nous imposons deuxiémement que

pr® X E(L, .., 1) =0

4
OF
PEN Z (pr(3)XlI,-) = 0

oF 3y” "YOF
& 2$(1+$2+y2)a—1 _ ATV ($+yg)87
L (1+y?)? 90

i=1

(3.1.68)

LY ey +y(l+ 2’ +4?) OF

(y — zy')? Ol
N —3y"(1 +972)" — " (1 +v2)[dyy + (5 + %))
1+y2)*
L3 My (T+y”) +y(5y? - 1)]} 9E _
(1+y2)" 0L,

Toutefois, nous mettons ici un terme a notre calcul puisqu’il est complexe de ré-

soudre cette équation.

Déterminons cette fois-ci le schéma d’ordre 3 invariant sous le méme groupe de

Lie. Nous exigeons en premier lieu que pr® X, E = 0, c’est-a-dire

oF oF OF
1+ 22 1+22)— +(1+2 )—+ 1 +22, ) —
( + xn—l)axn_l + ( n)azn ( n+1)6mn+1 + ( + xn+2)a$n+2
4 oF + 2y OF 4 oF t 5] 0
Tn-1Yn—175 nYngy — T T Yn n+4+2Yn = VU
1Yn—1 Oyn 1 P n+1Yn+1 E +2Yn+2 Oymea
Par la méthode des caractéristiques, nous avons
dz,—1  dT, _ dTpp1  dTpg
1+x,,21_1 - 1+.'L'21 - 1+$%+1 - 1+m:,21+2
_ dyn—l _ dy'n. _ dyn+1 _ dy'n.—i-?
Tpn-1Yn-1 Tnln Tn+1Yn+1 Tn+2Yn+2
Ceci méne aux invariants
- - n — J4n Tn — Jn
I Tn — Tn-1 I_$+1 z I = +2 — Tn4l

= 3 2= 3 = 3
1+z, 97, 1+ 2,20 1+ Zpi1Tnyo
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1+z2 1+ 12 1+ z2 1+x2
I4= 2 11 ISZ 2 IG= 2 +1> I7=2—+2
Yn— yn yn+1 yn+2
Nous demandons en second lieu que
pT(B)XgE(I]_, ceny I7) =0
7
oF
®) _
2, br el o
nyn 1 2 - 4n—-1Yn— 1 2 E
<:> z y ( +‘T'n—1) z 1y2 1( +$n)8_ (3-1.69)
(1 + mn—ll‘n) aIl
Tnt1Ynt1(1 + ‘T'?z) — TnYn(l + $3z+1) OFE
+ 2 e
(1 + ZpnTny1) 0l
Tnra¥nra(l + 35 11) = Tnrynri(1 +25,0) OF
(1 + Tn41Znys)’ ol3
2 oFE 2 oF
_ 1 2 2 N 2 AN
y131_1( + Th1 + yn——l)aLl yg( + T, + yn) 615
2 OF 2 oF
——— (22 i) e — 1+ 22 0+ yoo)s— =0.
ygﬂ( +1TY +1)016 yf;+2( +2TY +2)OI7

Par contre, la résolution de cette équation s’avére difficile. Nous nous arrétons

donc & cet endroit.

e Soit

0 0

0
D315 : Xi=, Xp= ya—y, X3 = y2a—y. (3.1.70)

Commencons par trouver ’EDO d’ordre 3 invariante sous ce groupe de symétries.
Nous imposons d’abord que pr®X;E = pr®X,E = 0 et nous trouvons les

invariants calculés pour le cas continu Dy 4,

1 m

<

) I3=_'

L =z, 12=? Y
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Nous demandons ensuite que

pr®XE(L, ..., I5) =0
3

oF
& > (rXsI) o7 =0
i=1 t
OE 3y"OE
= 8_12 + ” 8_13 =0. (3.1.71)

Puisque g—ﬁ n’intervient pas dans cette équation, nous obtenons 'invariant I; = z.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dly _ dly
1 3L

qui méne a ’'invariant
ym 3 y// 2
=230
Nous avons ainsi une base pour les invariants,
" 3 n\ 2
. U _3(Y
yl 2 yl
et I’équation différentielle invariante est

3y//2

Enchainons en déterminant le systéme d’équations aux différences invariant sous
le méme groupe. Nous demandons que pr® X, E = pr®X,E = 0 et nous avons

les invariants calculés pour le cas discret Dy 4,
I =z, 4, L =z, I3 = zpy, Iy = Ty,

_ Yn — Un—1 . Yn+1 — Yn
I =" ", Jg=—"— "
Yn+1 — Yn Yn+2 — Yn41



—

73

Nous imposons que

pr®XsE(IL, ..., 1) =0

OFE

BI =0

6
& pr(s)Xg
=1
(Yn—1 = Yn)(¥n-1 = Ynt1) OF  (Yn = Yn41)(Yn — Yn42) OF
— + — =0.
Yn — Yn41 0I5 Yn+1 — Ynt2 0l

& (3.1.73)

En divisant par (y,—1 — ¥n+1), il est possible de récrire ’équation (3.1.73) comme

(9E+1+163E
50Is ' 1+ Is 0l

Puisque 2&, 2E 9 o aE

3L 9l,’ oL ne se retrouvent pas dans cette équation, nous avons

les invariants,

L =z,,, I, = z,, I3 = zpq1, Iy = Tppo.

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

d_15_1+15
Is 1+ I

dls.

Ceci engendre l'invariant

_ (yn+2 - yn)(yn+1 - yn_1)
(yn+2 - yn+1)(yn - yn—l)

Ainsi, une base pour les invariants est

{Ih I2a 13’ I41 p}

Cependant, obtenons une base plus pratique. Considérons un pas h constant. Ceci
est possible car puisque I, Iy, I3 et I, sont invariants, les quantités z,, — z,_1,

Tpt1 — Tn €t Tpyo — Tpyq le sont aussi.
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Notre objectif est de transformer p pour obtenir un invariant qui tend vers l'in-

variant continu ¢ lorsque A — 0.

Pour y arriver, nous utilisons les développements en série de Taylor,

Yo = y(z)
2 h3
Yot = YHhy oyt oy
2 3
. — _ h ! . " _ m
Yn—1 y—hy' + 5y =y

3

4R
Yotz = Y+ 2hy +2R%Y" + —

m
+ ...
3 y

Nous trouvons

N

)
(3) +ou

Ainsi, pour atteindre notre but, il suffit de prendre

@\
< i‘@

d—p y
& = -
2h2 y/

N w

4—p
2h2

p=

Une base plus pratique pour les invariants avec un pas h constant est

{zn, P}

et le schéma invariant est ainsi

avec un pas h constant.

(3.1.74)
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e Soit

0 0 0
D316 : X1 = %, Xo = -’Ea—y, X3 = d)(:v)% (3.1.75)

Cherchons en premier 1’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre inva-
riante sous ce groupe de Lie de symétries. Nous exigeons d’abord que pr® X, E =

pr®X,F = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le cas continu Dj 3,

n

I, =z, L=y, Iy =y".

Nous demandons ensuite que

prOXE(L, .., 1) =0

3
OF
(3) ; =
= ;:1 (pr X3I,) oL, 0
ne \OF me \OF _
& P (a:)(,_)—lz-i-cﬁ (:t:)—al3 =0. (3.1.76)

Puisque g—ﬁ n’est pas présent dans cette équation, nous avons déja linvariant

I, = z. Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dl,  dly
¢”(£E) - ¢”’(.’I))'

Ceci conduit a I'invariant

¢1 — ¢II($)yIII _ ¢”I($)y”-

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{x, ¢II (x)ylll _ ¢/II($)yII}

et I’équation différentielle invariante est

"o ¢"I(x) y” 4 M (3.1.77)

- ¢'(z) ¢"(z)
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Déterminons en second le systéme d’équations aux différences d’ordre 3 invariant
sous le méme groupe de symétries. Nous imposons que pr® X, F = pr® X,E =0

et nous trouvons les invariants calculés pour le cas discret Dy o,
I =z, 4, L =z,, I3 = zn41, Iy = Ty,

IS = (xn+1 - J"n)(yn - yn—l) - (-’En - xn—l)(yn-H - yn)>

Is = ($n+2 - $n+1)(yn+1 - yn) - ($n+1 - mn)(yn+2 - yn+1)'

Nous exigeons que

pr®X,E(IL, ..., Ig) =0

& pr3)X3 aE=O
& [(Bnrs — 2)(6(0) — () (3.1.78)
~(@n = n-1) (#(o0r1) = 9@ 3 + [(Ensz — Tns2) BEner) — B(z0)
(@1 = 22)(n1z) — Bonr) g2 = 0.

O0FE 0OE 0OF et 8E

oL oL7 oL n’apparaissent pas dans cette équation, nous obtenons

Puisque

les invariants,

L =z,4, I = z,, Iy = 2,44, Iy = zpqo.

Notons

= (Znt1 = 2a)($(2n) — ¢(Tn-1)) = (Tn — Tn-1)($(Tn+1) — B(24)),
B = (Znt2 = Za11)($(Tn41) — &(2n)) — (Tns1 — Ta)($(Tni2) = (Tns1)).

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dls dlg

A B
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qui méne & 'invariant

¢1 = Als — Bs.

Ainsi, une base pour les invariants est

{117 -[2, I3a 147 ¢1}

Toutefois, une base plus pratique est

{Zn, hny By B, 95D 402 — g0t 4040}
obtenue par la transformation suivante :

-1 -1
FIHD (D pnt2)  (nk1) _ 12 ¢1 (Tpa — $2n—1) (Tat2 — Tn)
Tz TITT Trx fe e N
(:En - mn—l)($n+1 - :L‘n) ($n+2 - xn+l)($n+2 — Tn -1)

Le schéma invariant est donc

) vt |
ya? = o+ g £ @ns By Baga) (3.1.79)

hn+2 = hn+1 g(x'ru hna hn+l)-

3.2. ALGEBRE SUPPLEMENTAIRE

Dans cette section, nous discutons de I’algébre de Lie de dimension 3 omise
dans I'article Lie group classification of second-order ordinary difference equa-
tions [DK'W] comparativement & la liste des algébres de Lie de dimension finie
pour des champs de vecteurs dans le plan réel de A. Gonzalez-Lopez, N. Kam-
ran et P. J. Olver [GKO]. Nous identifions d’abord cette algébre supplémentaire

réalisée par son groupe de symétries. Nous déterminons ensuite les équations du
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deuxiéme ordre invariantes sous ce groupe de symétries afin de compléter la clas-
sification de V. Dorodnitsyn, R. Kozlov et P. Winternitz [DKW]. Nous trouvons
enfin les équations du troisiéme ordre invariantes sous ce méme groupe de symé-

tries.

Le travail de comparaison entre les algébres de Lie énoncées dans l'article [GKO]
avec celles émises dans I’article [DK'W] demande un certain effort. En effet, dans
ces deux travaux, la notation utilisée est différente et les groupes de symétries
sont semblables & une transformation prés. Aprés avoir associé chaque algébre
de dimension 3 de [DK'W] avec une de celles de [GKO], nous avons remarqué

qu’une algébre de la liste de [GK O] n’était associée a aucune de celles de [DKW].

L’ algeébre de Lie omise correspond au cas 22 de [GKO] avec 7;(z) = 1 et np(z) =
e**. Nous prenons k = 1 sans perdre de généralité. Cette algébre est en réalité

R x R? et elle est réalisée par

Y % Y, = a% Y= e‘%-
Nous pouvons récrire ce groupe comme
Yimg,  Xamap,  Kam-sp-yl (@21)
avec
z = et
y = uwe

Nommons ce groupe Dg 17.

Déterminons en premier lieu les équations du second ordre invariantes sous ce

groupe de symétries.

Trouvons d’abord I’équation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre invariante
sous ce groupe. Nous exigeons en premier que pr®@ X, E = pr® X,F = 0 et nous
obtenons les invariants,

Il =T, IQ =’y”.



Nous exigeons en second que

prPX3E(I, 1) =0

2
OF
@x.I =
= ;(pr 3,) ol 0
& —a:a—E—+ n9F 0
ar, T ¥ a1,

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl, dl

L I
Cect donne 'invariant

¢ — xyl/.

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

{zy"}

et ’équation différentielle invariante est

n
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(3.2.2)

(3.2.3)

Cherchons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.

Nous exigeons d’abord que pr® X, E = pr® X, E = 0 et nous obtenons les inva-

riants,

Il = Tp-1, I2 = Tn, 13 = Tn+1,

Iy = (Zn41 = Zn) YUn — Yn-1) — (Tn — Tne1) Unt1 — Yn)-
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Nous exigeons ensuite que

prOXE(IL, ..., 1) =0

4
E
A ZPTZ)Xz 8 =0
=1

ol;
oF oF OF
= —mn_la—[l - IIIHE - $n+1a—13 (324)
OF
+2 [xn—*-l(yn—l - yn) + mn—l(yn - yn+1) + mn(yn-H - yn—l) 8_14 =0.

Nous pouvons récrire ’équation (3.2.4) comme

oE oE OFE oE
—Il—a'—j: — 128_12 - _[38—[3 - 2.[4'674 =0.

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dh _dl _dly _ dly
L L, I 2l

Ceci donne les invariants

z Tn+1
1= —— P = =

)
Tn-1 In

b

3= = [(ns1 = 2)(Un = 1) = (B = 02) s = 3]

Ainsi, une base pour les invariants est

{01, ¢2, #3}.

Par contre, une base plus pratique est

{E, hn+l’ z, yg;-i-l)}
Tn  Tn
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et nous I'obtenons par la transformation suivante :

o ) T2 ( $s  $ )
" e P12 —1 \po~1 ¢y -1/

Le schéma invariant est donc

ey - L (ﬁz) (3.2.5)

hn
hn+1 = hy, g (x—') .

Déterminons en second lieu les équations du troisiéme ordre invariantes sous le

groupe de symétries (3.2.1).

Débutons par déterminer 1’équation différentielle du troisiéme ordre invariante

sous ce groupe de Lie de symétries. Nous exigeons d’abord que pr®X,E =

pr® X, F = 0 et nous trouvons les invariants calculés pour le cas continu Dy,

n

L =z, I2=y”, I =y".

Nous imposons ensuite que

prOXSE(IL, .. 1) =0

~ (. ok
& Zpr X3 I=O

1

=1

0E _ ,0E . ,0E
S . 2.
& oy +y 8[2+2y oL, =0 (3.2.6)

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

_dL_dl, dl
L~ L, 2l
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qui engendre les invariants

& =zy", b2 = 22"

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,

{xy”, mzym}

et ’équation différentielle invariante est

y" = z—F(zy”). (3.2.7)

Poursuivons en déterminant le schéma invariant sous le méme groupe. Nous de-

mandons d’abord que pr®X,E = pr®X,FE = 0 et nous avons les invariants

calculés pour le cas discret Ds o,

L =z,,, Iy = z,, I; = Tn41, Iy = Tn+2,

Is = (Tny1 — Tn)(Yn — Yn—1) — (Tn — Tn-1)(Yn+1 — Yn),

I = (xn+2 - xn+1)(yn+1 - yn) - ($n+1 - -'L'n)(yn+2 — yn+1)'

Nous exigeons ensuite que

pr®X3E(Iy, ..., I) =0
6
& Z pr(3)X3 I =0
i=1
OF OFE OF OF
i o R Rt i 2.8
I T ALY A o T A T (3:28)

3_E
0I5
oF
yn)] 8_16

+2 [xn-i-l (yn—l - yn) + xn—l(yn - yn+1) + In(yn+1 - yn—l)]

+2 [Zny2(y

n — yn+1) + xn(yn+1 - yn+2) + Tniy1 (yn+2 - = 0.
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11 est possible de récrire I’équation (3.2.8) de la facon suivante :

8E _OE _OE OE __ OFE O
el NN N NP A Y i R
hap + B, + Isgp, + g, 257 + 2o =0

Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dly _dl, dl; dl, dI; _dl,

L L, L, I, oL 2l

Ceci donne les invariants

¢l= _1 ¢2_ )

1
¢s = z2 [(Znt2 = Tns1) Wni1 = Yn) ~ (Tnt1 — Za) (Ynt2 — Yns1)].-

Ainsi, une base pour les invariants est

{1, 82, ¢3, ba, B5}.

Cependant, une base plus pratique est

) a nYzz TpYzzx

ha hat1 hnga 1 (@ay ) 4 2,y D) | g2yt
I'n’ z, xn ] 2 ndxrx )

et nous l'obtenons par les transformations suivantes :

(b)) _ —2¢7¢4
TnlYry (¢1 — 1)(¢2 - 1)(¢1¢2 - 1)’

2D = —2¢s
"o Pa(p2 — 1)(¢3 — 1)(dagps — 1)’

(n+2)

z TnYzy

2, (n+2) __ 3¢1 ( — Ty

_ (n+1) )



o

(n+2) _ _1_
3

T

h'n+2 = hn+l g <.’L'

3 obtenues.

Le schéma invariant est donc

f (ﬁzﬁ Bny1 1 (0 + 2, (n+2)))
) H 2 n II

In Zp

h' hn+l

a ( ny:z:1:+1) +z y(n+2)))

n
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(3.2.9)

Voici un tableau résumant les équations invariantes sous un groupe de dimension

Groupe Générateurs
D3, Xi=g, Xo=2%, Xs=z2
EDO invariante Schéma, invariant
"o F(y”) yg;i‘m f (hm hn+1’ M
Pnt2 =hny1 g (hm Pnt1, w)
Groupe Générateurs
D3 X1=a—ay, X2=$%, X3=a%+ya%

?

EDO invariante

Schéma invariant

ylll — eIF (Z_x)

n+42 ez (n+1) | (n+2)
A (N

_ —zn @YY
hn+2 - h'n+l g (hn; hn+11 e~* z+

Groupe Générateurs
Ds 5 X1 = %, Xo = %, X3 = ya%
EDO invariante Schéma invariant
v =y F(5) (o527 =4 £ (hay s, 3 (B + i
hrnya=hny1 g (hm hnil1, 3 (% + %))
Groupe Générateurs
Ds 4 X, = %, Xy = x%, X3 = y%

EDO invariante

Schéma. invariant

ylll — yIIF(x)

yg;f) = yxz:+2) f (-’L'n, hna hn+1)

hn+2 = hn+1 g (CL‘n, hn; h'n+1)
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Groupe

Générateurs

Ds s

3

Xi=2, X;=zg, Xs=(1-a)zZ +yL2, a#l

EDO invariante

Schéma invariant

3a—2
" _ o T—a 1-2a,,/nt1—a
Yy =gz Pz %y )

équation (3.1.25)

Groupe

Générateurs

D3¢

X1=2, Xo=zZ, Xs=(1+1)L+(@z+byl

EDOQ invariante

Schéma invariant

équation (3.1.28)

Groupe

Générateurs

D3

-9 S = 70 9.
Xl = 3z X2 — 3y’ X3 - :I:az +y3y

EDO invariante

Schéma invariant

y/// — yHQF (y/)

n n n n (n)  (n+1)  (n+2)
YD) )7 (y( D O, R T

(n+1) ntl L) 4 D) L (n42)
hn+2 = hn+1 g (ya:z h'na y( )h Hie 3 e

Groupe

Générateurs

Dsg

X1:%, X2 By’ Xg—a:az—i—(:v—}-y)a%

EDO invariante

Schéma invariant

y/// — e—2y’F (y//ey')

équation (3.1.39)

Groupe

Générateurs

Dsg

1
13, 1,2

3y’ X3=xa—i+ky(%, k#0

EDOQO invariante

Schéma invariant

" k=3 y”’
Y'=y*1F | —=
y/ka

k=3 _ k— n41) (n+2)
(n+2) _  (n+1)E=1 RE-1 RpTl g yiat Y
— Do e
Yzax Yz f (n) (n) )2 (n+1)7€“1'— (n+1)k_r_2

Yz
x x

- k— n+1) (n+2)
hﬁ ! h‘n+1 1 y:(l:::+ Yzz
hnto = hni1 g (y(n) , (n) y 5 Ly + 0

k=2
(n+1) F=T (n+1) E=T
Yz Yz

Générateurs

X1=%, X2=%7 X3=(kz+y)%+(ky—a:)%

EDO invariante

Schéma invariant

équation (3.1.47)
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Générateurs

Xl:a%v X2=2xa%+y%, X—mam—i-xyay

EDO invariante

Schéma invariant

P 0

yu _ 3y Yy + F( 3 II)
Groupe Générateurs
D312 Xi=5, Xo=zg +y2, Xz= (2? —y*) 2 + 20y 2

EDO invariante

Schéma invariant

équation (3.1.58)

Générateurs

-9 4, 0 - K2 — 20 29
X1_3:1:+3y’ X2_x3:1:+y3y’ X3_xaz+y dy

EDO invariante

Schéma invariant

équation (3.1.64)

Générateurs

X1=(1+$2)a_a:z+$y%, Xzzzy%+(1+y)ay,

d ad

Schéma invariant

Générateurs

_ 2 _ 5 Y
X1 =3, X2 =Yz, Xs =y

EDO invariante

Schéma invariant

v =% +yF(2)

é_zzﬁ = f(zn)

avec un pas h constant

Groupe Générateurs
Dj 16 X = a%’ X, = z%, X3 = ¢(x)a%
EDO invariante Schéma invariant
V=58Vt vt = R s (3, By Basa)
hni2 = hni1 g (Tn, Bn, hngr)

77
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Groupe Générateurs

8 ) E)
D317 X1 = By’ Xo = Zoy X3 = T -yay

EDO invariante Schéma, invariant

ym= x% (a:y”) y:g?;-zl-?) — _2_ f( ’ n+1’ 1( ny£1;+l)+mny

Zn

3
itz = hnis 9 (hn’ e ] (znyi’;“) + zny("+2)>)

In

(nt2)




Chapitre 4

EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN
GROUPE DE DIMENSION 4 ET 6

Nous poursuivons dans ce chapitre la recherche d’équations du troisiéme ordre
invariantes sous un groupe de symétries de dimension supérieure. Nous traitons
d’abord des équations invariantes sous un groupe de dimension 4 et nous consi-

dérons ensuite des groupes de dimension 6.

4.1. EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 4

A cause de la complexité des calculs, nous ne présentons ici que quelques cas
d’équations invariantes sous un groupe de symétries de dimension 4. Nous choi-
sissons les quatre algébres pour lesquelles O. Gat [Gat] a déterminé les équations

différentielles ordinaires du troisiéme ordre invariantes.

e Soit

0 0 0

0 5}
D4y3 . X1 = - X2 = = X3 =T X4 =r— + aya—y (411)

dy’ oz

‘Trouvons premiérement 1’équation différentielle ordinaire d’ordre 3 invariante
sous ce groupe de symétries. Nous demandons en premier lieu que pr®X,E =
pr®X,FE = pr®X3E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le cas

continu Dj j,

Il — yll, 1'2 — y/l/'



Nous exigeons en second lieu que

prOX,E(I, L) =0
2
OE
3y T, _
=3 Z(pr X4L) oL 0

i=1

o @-2y2Z a-3)y

oI 0l

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

L

(a—3) T =(a—-2)

d,
I,

Ceci méne a l'invariant

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,
1na—2
Y
y//a—3

et I’équation différentielle invariante est

a—3
" ni=s
y ' =C y'e2,

/Il_ag —

0.

39

(4.1.2)

(4.1.3)

Déterminons cette fois-ci le systéme d’équations aux différences du troisiéme ordre

invariant sous le méme groupe de Lie. Nous imposons d’abord que pr®X,E =

prOX,E = pr®X;E = 0 et nous trouvons les invariants calculés pour le cas

discret D3,

L =z, - Tn-1, I, = Tny1 — Tn, I3 = Tni2 — Tntl,

14 = (CL‘n+1 - In)(yn - yn—l) - (xn - zn—l)(yn+1 - yn),

Is = (Tpyo — $n+l)(yn+1 —Yn) — ($n+1 - rn)(yn+2 — Yn+1)-
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Nous demandons que

prOX,E(LL, ..., Is) =0

5
= Z pr(3)X4 8E =0
i=1 i
oF OF oOF
= (IEn — xn_l)a—h + ($n+l — .’1711)6—12 + ($n+2 $n+1)a],3 (414)
oF
+(1+ a)[($n+1 — ) (Yn — Yn—1) — (Tn — Tn—1)(Yns1 — yn)]a_Ll
OF
+(1+ a)[(Trr2 = Tnt1) Unt1 = Un) = (Tnt1 — Tn) (Ynga — y"H)]B_Is =0.
Nous pouvons récrire I’équation (4.1.4) comme
OF oF OF oF oF
I I — )
tar, T gy, T, T+ alligp + (Lt a)lige =0

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons
dly dI, dIs dly dIs

L L It (+al, (1+al

Ceci engendre les invariants

¢ _mn—$n—1 ¢ _ Tnt+1 — Tn
1 - 2= -

Tntl — Tp ’ Tnt2 — Tntl ’
$3 = (Tpt1 — mn)_a_l[(xn+l ~ Tn)(Yn — Yn-1) — (Tn — Tno1)(Ynt1 — yn)]’

b1 = (Tnt1 — )" [(Tn42 = Tnt1) Ynt1 — Yn) — (T — Tn) (Ynt2 — Ynt1))-

Ainsi, une base pour les invariants est

{¢17 ¢21 ¢37 ¢4}

Par contre, une base plus pratique est

he  yot?

h (n+1) h2 (n+2), ;
n+1 Yzz +1 Yzo hn+1 y("+2) a_g
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et nous 'obtenons par les transformations suivantes :

_ 2 243
a+2 , (n+1) _ 3 —a+2  (n+2) _ —<¥Y2%4
Z —Tn T ’ T — Tn TT - )
( n+1 ) y T ¢1(1+¢1) ( n+1 ) y 1+¢2
(Tny1 — $n)_a+3 y("+2) —_3¢2 (Tagr — mn)_a+2 (y(n+2) y(nH)) )
zIT 1 +¢2 +¢1¢2 TT zz
fot? @ — )7 )T

y£2+2)a : [(xn-{d - In)—a+2 y$+2):| —

Le schéma invariant est donc

ya(;;:” — y:S:TIl+2)a 3 f(hn+1 y£7;+1) h2+ ygw)) (4_1.5)
hoy1 = D h,.
e Soit
0 d 0 0
Dysg: Xi=—, Xo=— Xyg=9y— Xy =z—. 4.1.6
4,6 1 axy 2 ay) 3 yay7 4 maz ( )

Déterminons d’abord ’équation différentielle du troisiéme ordre invariante sous ce
groupe. Nous exigeons premiérement que pr® X, F = pr® X,F = pr®X3E = 0
et nous avons les invariants calculés pour le cas continu Ds 3,

4 "t

Nous demandons deuxiémement que

pr® X E(I, ) =0

2
OF
©5
& ; pr 4I o, =(
g 1
v OE _%"0E _, (4.1.7)

y oL y ol
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Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dly dI

g—1 - 2

I I,

qui donne l'invariant

Nous trouvons ainsi une base pour les invariants,
1 !
vy
y//2

et I’équation différentielle invariante est

"2

y'" = C 7 (418)

Cherchons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.
Nous imposons en premier lieu que pr® X, E = pr®X,E = pr®X,E = 0 et

nous trouvons les invariants calculés pour le cas discret Ds s,

-[1 =Tpn — Tp-1, 12 = Tn41 — Tnp, -[3 = Tn4+2 — Tpya,
Yn — Yn—1 Ynit1 — Yn
Iy = ——— Iy=—"" "
Ynt+1l = Yn Yn+2 = Ynt1

Nous exigeons en second lieu que

prOXE(L, ... I5) =0

5
OE
& Y (prOXyrn) o =0

=1

OF OF oF
Aad (zn - xn—l)— + (xn-i-l - zn)glz + ($n+2 - xn-*—l)a_ls =

. (419
o, 0. (419
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t aE ne se retrouvent pas dans cette équation, nous avons les inva-

Puisque 2 L 1 e
riants,

I4= yn_yn--l, I5= Yn+1 — Un )

Ynt+1 — Yn Yn+2 — Yn+1

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dly dIy dI
Il Iz 13 ’
Ceci conduit aux invariants
Tpn — Tp-1 . Tnt+1 — Tp
(»bl = ) ¢2 - .
Tpnt+1 — Tp Tnito2 — xn+1

Ainsi, une base pour les invariants est

{Lh ISa ¢17 ¢2}

Cependant, une base plus pratique est

n+1 n+2 n+2 n
fn ylntD L yat D gt )
hn+l y fon41 y:(tn) y fn41 yﬁ") ) y£71‘+1)2

obtenue par les transformations suivantes :

(n+1)
Yzz 2 ¢1
n — dLn = ——1 )
(fII +1 IE) y:(t'n.) 1+¢1 <I4 )

yat? 24y (¢1¢2 ¢1)

(xn-i-l - xn) (n)

™ 1+¢e \LIL I
($n+1 - mn)2 (n+2) — 3¢2 (.’E 1 — ) y:(t7;3+2) (z L — T ) y:£!7;+1)
y T It got e \ B I Ol

(n+2) | (n) (n+1)

2

Yzxz ~ Yz Yxx Tpn+l — Tn

DZ (($n+1 ~ ) y(") ) | +y(") : yg’;’f).
Yzx o T
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Le schéma invariant est donc

(n+1)2 (n+1) (n+2)
yi’;“f) = B=__ F hnir yi“, hni1 Yoo (4.1.10)

2 iy

hn+1 = Dhn
e Soit
0 19} 0

D Xi=——, Xo=—, Xa=y—, Xq=1°—. 4.1.11
4,9 1 o 2 c‘)y 3 yay 4 yay ( 1)

Cherchons en premier PEDO du troisiéme ordre invariante sous ce groupe de Lie
de symétries. Nous demandons d’abord que pr® X\ E = pr® X,E = pr® X, F =

0 et nous obtenons les invariants calculés pour le cas continu Dss,

Nous imposons ensuite que

prOXE(I, ) = 0
2
OF
G x,I. =
& ) (X, ’)61,- 0

i=1

OF
& = +6y"—= =0. (4.1.12)
1

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dI; _ dl
1 3L

Ceci engendre 'invariant
yl ylll
¥yt oy

¢ =

12
12

[N
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Nous avons ainsi une base pour les invariants,

g- Y oy, (4.1.13)

Trouvons en second le systéme d’équations aux différences d’ordre 3 invariant
sous le méme groupe de Lie. Nous demandons premiérement que pr® X E =
prOX,F = pr® X3 E = 0 et nous avons les invariants calculés pour le cas discret

D3,37

L=z,—- Tn-1, I, = Tny1 — Tn, I3 = Tnt2 — Tn+l,
— UYn-1 Yn+1 —
I, = Yn — UYn ’ I; = n+ Yn ‘
Yny1 — Yn Yn+2 — Ynt1

Nous exigeons deuxiémement que
pr®OXE(L, ..., I5) =0

5
E
& Zpr(3)X4I 0 =0

— ol
n— n - Yn— n - Yn n — Yn E
- Un — Yn—1)(Uns1 — ¥ 1)0E + (Un+1 — ¥ Y(Unt2 — ¥ )Q_ —0. (4.1.14)
Yntl — Yn al, Yn+2 = Yn+l 0I5

OFE OFE t 8E

Puisque 51 oL © n’interviennent pas dans cette équation, nous obtenons les

invariants,

L=z, -z, I, = Tnt1 — Tn, I3 = Tny2 — Tnyl-

En divisant par (yn+1 — ¥»), nous pouvons récrire 'équation (4.1.14) de la facon

suivante :

oF OF

ol + (1+Is)5—=0.

L(1+ 1) — ol
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Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

i, ds
L(+L) 1+1I

qul meéne a l'invariant

Ynt2 —UYn  Ynt+1l — Yn-1
Ynt2 = Yn+1 Yn — Yn—1

Ainsi, une base pour les invariants est

{Ila IQ) -[37 ¢}

Considérons un pas h constant. Ceci est possible car I, I et I3 sont invariants.
Notre objectif est de transformer ¢ pour obtenir un schéma invariant qui tend

vers ’EDO invariante lorsque A — 0.

Pour y arriver, nous utilisons les développements en série de Taylor,

yn = y(z)
R2 R3
Untr = Ythy'+ Syt Sy
2 3
e — _h 2 . Il___ n .
Yn—1 ] Y+ 2?! 6y +

4h?
Untz = Y+ 20y +20%" + —y"

p=4- 2h2<y, g(y—,)>+0h3

Nous trouvons

4 _ ¢ yl/I 3 y
== ——|=] +0(h
< 2h? Yy 2\y ().
Le schéma invariant est ainsi
4 —
¢ =C (4.1.15)
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avec un pas h constant.

e Soit
0 0 0 o y*d 0
Da1o: == =T 4y =Tyo—+ 55 =g
(4.1.16)

Commencons par chercher ’équation différentielle d’ordre 3 invariante sous ce
groupe de symétries. Nous imposons en premier lieu que pr® X, E = pr® X, E = 0

et nous trouvons les invariants calculés pour le cas continu Dy 3,

/ " 2///
=1, Qg =2Y , Q3 =2I7Y

Nous exigeons en second lieu que

(3)X3E(a1,.. 3) =0

(4.1.17)

", 1 Hn_ !

—z%(3zy"* + 6y"y + dzy"y = 0.

) 30

En divisant par —zy/, il est possible de récrire I’équation (4.1.17) sous la forme

oF oF 3 oF
aj— + (Bas + 1) — + —ﬁ+6a2+4a3 =0.
day Oay o dag

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

doy doy das

ap 3opt o % + 60 + do

Ceci donne les invariants

zxy//+y I $2(_3y//2 +y///y/)
—ZZJT, 2= y,s

I =
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Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

{11, Ig} .

Nous demandons en dernier lieu que

pr®XE(L, L) =0

2
OF
G X, ) == =0
© i=1 (pr ! Z) oL
0E 0FE
21— I,b— =0. 1.
=+ 1011 +3 2812 0 (4 18)

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

ah, _ dl,

oI, 31,

Ceci conduit a 'invariant

b= 8z4(—3y"% + y"y)
y'(2zy” +v')°

Nous obtenons ainsi une base pour les invariants,

81'4(—‘3']/,2 _*_,y///y/)2
y'(2zy" +y')°

et ’équation différentielle invariante est

3
w3y O (ay"+y)
(VO

Y (4.1.19)

Enchainons en déterminant le systéme d’équations aux différences invariant sous
le méme groupe de Lie de symétries. Nous imposons d’abord que pr® X, E =

pr® X, E = 0 et nous obtenons les invariants calculés pour le cas discret Dy 3,

In Tnl
Il = ’ -[2 = 3 I3 = )
Tn | Tni2
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14 _ Tn42 15 Yn — Yn—1 IG _ YUnt+1 — Un

Yn — Yn—1’ Ynt1 — Yn' Ynt2 = Unt1

Nous demandons ensuite que
pr®XE(L, ..., Ig) =0

6
OE
& ) (pr9XsI) ="
=1

o l'n—-l(yn——l - yn) a_E + xn(yn - yn+1) a_E + Tn+t1 (yn+1 - yn+2) OF

— (4.1.2
Tn 8]1 Tn+1 812 H)) 813 (4 0)
4 Znt2(Un-1 + Yn = 2yny2) OF + Wn-1 = 4n)(Yn1 — Yn41) O
2(Yn—1— Yn) o1, 2(Yn — Yn+1) oI5

(Yn = Yn+1)(Un — Yn+2) 9E _

+ =
2(yn+l - yn+2) a16

0.

En divisant par (y,_1 — y»), nous pouvons récrire 'équation (4.1.20) comme

18_E+é8_E+ I; OF 16+1+1 8E+1+158E+1+166‘E_0
‘oI, " oL, | Lo, ‘\ LI, "2)3al, 2 oI, 2I; oIy

Par la méthode des caractéristiques, nous obtenons

dh, _Isdl, _Lldl;  —dl, _ 2dl, 2l di
.[1 12 I3 I4 (Ilss_-}-el_i_%) ].+.[5 1+IG

qui engendre les invariants

 Za(Yns1 = Ynr)” ~ Tn1(Un — Yn)”
¢1 = 9 ¢2 - 2
zn—l(yn-i-l - yn) mn(yn+1 — yn—l)

?

¢3 _ (yn+1 - yn—l)(yn+2 - yn) ¢4 . $n+2(yn+1 - yn—l)2(yn+l - yn)2
(yn - yn—l)(yn+2 - yn+1) xn-f—l(yn - yn—l)Q(yn+2 — yn+1)2

b

¢5 — mn+2(yn+l - yn—l)(yn+1 - yn)
(y‘n - yn—l)(yn+2 - yn+1)2

Ainsi, une base pour les invariants est

{#1, d2, 03, ¢4, ¢5}.
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Nous exigeons enfin que

pr®X,E(¢y, ..., ¢5) = 0
5
oF
(3) A Whutani
o ;(pr Xa¢s) 3. =0
OF
o = 4.1.21
30, ( )

Puisque %‘:, a%, %2; et % n’apparaissent pas dans cette équation, nous avons

déja les invariants, ¢1, ¢, ¢3 et ¢,. De plus, I'équation (4.1.21) indique que le

schéma ne dépend pas de ¢s. Ainsi, une base pour les invariants est

{¢17 ¢27 ¢37 ¢4}

Toutefois, il n’est pas évident de construire & partir de ces invariants un schéma,
qui tende vers I’équation différentielle invariante (4.1.19) dans la limite continue.

Nous cessons donc notre calcul a cet endroit.

4.2. EQUATIONS INVARIANTES SOUS UN GROUPE DE DIMENSION 6

Nous avons choisi de traiter des équations invariantes sous un groupe de symé-
tries de dimension plus élevée, par exemple 6, afin de considérer tout de méme

quelques cas ol nous trouvons des variétés invariantes.

e Soit
d 0 0
De,1: X1 = o Xy = 3y’ X3 = ?J@ (4.2.1)
0 d 0
X4—.’L‘a, S—ya_z, 6—375?;

Trouvons d’abord I’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre invariante
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sous ce groupe. Puisque la dimension de M ~ {z,y,v',v",4"} est 5 et que ’al-
gebre est de dimension 6, il n’y aura pas assez d'invariants pour obtenir une
équation différentielle fortement invariante. Nous sommes dans une situation oil
nous devons plutdt trouver une variété invariante. Pour y parvenir, nous devons
déterminer une surface sur laquelle le rang de la matrice Z , présentée au chapitre

1, est inférieur au rang maximal, soit 5.

Nous avons
(10 o 0 0
01 0 0 0
. z 0 —y -2 =3y
y 0 —y? —3y'y" —(3y"+4y'y")
0z 1 0 0
0y ¢ y" y" )

et nous obtenons la matrice échelonnée suivante :

(100 o 0 \
010 0 0
001 0 0
000 ¢ y"
000 -2 —3y"
\0 0 0 —3yy" —(3y”2+4y’y”’)/

Nous remarquons que le rang de cette matrice est 4 si y” = 0. Ainsi, la variété

invariante est

Toutefois, puisque cette équation est du second ordre, nous pouvons conclure qu’il

n’existe pas d’équation différentielle d’ordre 3 invariante sous Dg ;.

Déterminons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.



N
{

102

Nous exigeons d’abord que pr® X E = pr® XoF = pr® X, F = pr® X, E = 0 et

nous obtenons les invariants calculés pour le cas discret Dy,

Yn — Yn-1 Yntl — Yn In — Tn—1 Tny1 — Tp
L =—""—, L= —— Ii=———, Ij= ——.
Ynt+1 — Yn Yn+2 — Yn+1 Tp41 — Ty Tnyo — Tn41

Nous exigeons ensuite que

pr®OXE(LL, ..., 1) =0

= Z pr 3)X5
1

=0

I

4
i=

(xn+1 - xn)(yn - yn—l) - (In - $n~l)(yn+1 - yn) OE

& - 4.2.2
(Tns1 — Tn)” I3 42.2)
i (Znt2 = Tnt1) Un+1 = Yn) = (Tns1 — Tn) (Ynt2 — Ynt1) 23 —0
(Tnia — IEn+1)2 oI,
Puisque 3 @ et a"’; n’interviennent pas dans cette équation, nous avons déja les

invariants,

¢ = Yn — Yn-1 dy = Yn+1 — Yn

Ynt1 = Yn' Ynt2 = Unt1
En multipliant par "”—"*i—y, nous pouvons récrire I’équation (4.2.2) comme
OF 1,*\ OF
I, -1 I =0.
(I = Jag ( e > al,

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl;  dl,
11—13 [4_

Ceci donne l’invariant

[(zn+1 - xn)(yn - yn—l) - ("En - xn—l)(yn+l - yn)] (yn+2 - yn+1)
[(Tn42 = Tnt1) Ynt1 — Yn) = (Tnt1 — Tn) (Yns2 — Ynt1)] (Unt1 — Yn)

¢3 =

Ainsi, une base pour les invariants est

{01, ¢2, #3}.



103

Nous exigeons ensuite que

pT(S)XsE(¢1, eeey ¢3) =0
3

& ; (pr® Xe4:) gf, =0
o _ @1 = 20)Un — Yn1) = (Tn = Tn1) Wns1 — ¥a) OF (4.2.3)
(yn+1 - yn)2 O¢1
_ (mn+2 - mn+1)(yn+1 - yn) - ($n+1 - I")(y"+2 — y"'H) OF
(yn+2 - :‘/n+1)2 0>
1 Bt = 2)(Yn = Ynmt) = (@0 = Tn)(Gnsr ~ ) OF _
(Ynt1 — yn)2 0s

En divisant par (x"“_x")(y"_y(';_i)l-_(:")zz"‘l)(y"“_y"), nous pouvons récrire 1’équa-

tion (4.2.3) comme

OE ¢, 0E OE

96 62085 0ds

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

~dpy = ~Pag, = dg,
#

Ceci donne les invariants

Try2(Yn—1 — Yn) + Tn+1(Yn = Yn-1) + (Tn_1 — Tn) (Ynt1 = Yns2)
Tny2(Yn — Yn+1) + Tn (Yns1 — Yn+2) + Tni1 (Ynt2 — Yn)

Tnt1(Yn = Yn_1) + Tn(Yn1 — Yn+1) + Tn1(Unt1 — Yn)

Try2(Ynt1 — Yn) + Tnia (Yn — Ynt2) + Tn(Ynto — Ynt1) .

A1

7

P2 =

Ainsi, une base pour les invariants est

{p1, p2}.
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Le schéma invariant est donc

p1= Cl (4.2.4)
p2 = Cy,
ou C) et Cy sont des constantes.
e Soit
0 0 d
D Xi=—, Xo=—, Xz=y— 4.2.5
6,2 1 ama 2 ay1 3 yaya ( )
0 0 d
=r— X5 = 12— = 2.
X4 T 5= 6=Y By

Cherchons en premier "EDO du troisiéme ordre invariante sous ce groupe. Puisque
ici aussi la dimension de M qui est 5 est inférieure a celle de l’algébre qui est 6,
nous devons trouver une variété invariante. Pour y parvenir, nous devons détermi-
ner une surface sur laquelle le rang de la matrice Z est inférieur an rang maximal,

soit 5.

Nous avons

( 1 0 0 0 0 \
01 0 0 0
, |0 v ¥ y" y”
0 v* 2y 2y +2y% 2y +6y"y
r 0 _y, . 2y// _ 3y///
\x2 0 —2zy —(4zy" +2yy') —(6y" + 6zy") }
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et nous obtenons la matrice échelonnée suivante :

(100 0 0
0100 0
001 % ¥
Yy Yy
000 1 B
Yy

000 0 —2+%°

\0 0 0 0 0 )

Nous remarquons que le rang de cette matrice est 4 si —2y"” + 3—’;’,’3 = 0. Ainsi, la

variété invariante est
"2

ylll — 32y —.
Y

Trouvons en second le schéma invariant sous le méme groupe de Lie de symé-
tries. Nous exigeons en premier lieu que pr® X E = pr®X,E = pr®X,E =

pr® X, E = 0 et nous trouvons les invariants calculés pour le cas discret D, g,

Yn — Yn—1 Yn+1 — UYn Tn — Tp-1 Tntl1 — Tn
I = ———, I = ——— Iy = ———, Ij= ————.
Yn+l — Yn Yn+2 — Yn+1 Tnt1 — Tpn Tny2 — Tntl

Nous imposons en second lieu que

P 8[
Tn — Tn_1)(Tpo1 — Tpyy) OF Tpil — Tn — Zn c")E
Tnt1 — Tn 813 Tnt2 — Tntl 8I4
Pulsque et aE ne se retrouvent pas dans cette équation, nous obtenons déja

les 1nvar1ants,

Y —Yn _ Yny1 = Un
¢1 - ¢2 -
Yn+1 — Yn Yn+2 — Yn+1
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En divisant par (2,41 — z,), nous pouvons récrire I’équation (4.2.6) comme
+ q

E
+m+12E

OFE
Ii(I3 4+ 1)=— o,

0I3

Par la méthode des caractéristiques, nous avons

dl;  dl,
L(Ii+1) ILi+1

Ceci donne l'invariant

(xn—l - zn+1)($n - zn+2)
(Ta-1 = Ta) (Tns1 — Tnga)

¢3 =

Ainsi, une base pour les invariants est

{01, @2, ¢3}.

Nous exigeons en troisiéme lieu que

pr®XE(¢y, ..., ¢3) = 0

3
6E
(3) =
- i=1 pT Xed)l 8¢z 0
o =)0 =91) OB | (o = hns) (0 = 9ni) OF _

Yn — Yn+1 a¢1 Ynt+1 — Uny2 8¢2

Puisque n’apparait pas dans cette équation, nous avons ’invariant
34, ’ ’

(:En—l - xn+1)(mn - xn+2)
(-Tn—l - zn)(xn-l—l - $n+2)

=

(4.2.7)

En divisant par (Y41 — yn), nous pouvons récrire 'équation (4.2.7) comme

OFE OFE
¢ (¢1+1)£+(¢> H)aTm:O'



Par la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dpy _  dos
$1(d1+1) ¢a+1

qui engendre l'invariant

(yn—l - y’n-!-l)(yn - yn+2)
(yn~1 - yn)(yn+1 - yn+2)

P2 =

Ainsi, une base pour les invariants est

{pla p2} .
Le schéma invariant est donc
p1=C
p2 = Cy,
ou C et Cy sont des constantes.
e Soit
0 0 0
D¢ : Xi=—, Xo=—, Xzg=1—+y—
d 0
X — g X — 2,2
4 y(?x l'ay, 5 (IL” Yy )

0
Xe = 2$y8_z + (y? — 232)517
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(4.2.8)

(4.2.9)

Notons que dans I'espace des nombres complexes, ce groupe de symétries réalise

la méme algébre que celle réalisée par Dg . Par contre, dans espace des nombres

réels, ces deux algébres sont distinctes.

Trouvons d’abord I’équation différentielle ordinaire du troisiéme ordre invariante

sous ce groupe. Nous sommes encore une fois dans la situation oi la dimension
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de M est inférieure a celle de ’algébre. Nous devons ainsi trouver une surface sur

laquelle le rang de la matrice Z est inférieur au rang maximal, soit 5.

En échelonnant Z, nous obtenons la matrice suivante :

(100 o 0 \
010 0 0

3/// 3//2 4/1//
001 % SR
000 1 2
000 0 _3y//2y/+y///+y/2ym
\0 00 0 0 )

"2, .1 " 12,0 __ O

Nous remarquons que le rang de cette matrice est 4 si =3y"y +y" +y

Ainsi, la variété invariante est

n2,.1

m_ 3Y"y

V=T

Déterminons maintenant le schéma invariant sous le méme groupe de symétries.
Nous exigeons d’abord que pr®X,E = pr®X,F = pr® X3 E = 0 et nous obte-

nons les invariants calculés pour le cas discret Ds 7,

R | Tnt1 — Tn I = Tnt2 — Tp+l
Il = ) I2 = ) 3= )
$n+l — T xn+2 - $n+1 Yn — Yn—-1
I = Yn — Yn-1 I = Yn+1 — Yn

Yntl — Yn Yn+2 — Ynt1
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Nous exigeons ensuite que

pr®XE(LL, ... I5) =0

Tn41 — mn)(yn - yn—l) - (xn - xﬂ—l)(y'n+1 - yn) a_‘E_

& e o (4.2.10)
+($n+2 = Znt1)(Uni1 = Un) = (Tnt1 — Z0) (Ynt2 = Ynt1) 23
(Tnt2 — xn+l)2 Ol
. (Znt2 = Tnt1) (Tn — Tn1) + (Ynr2 = Yns1) Un — Yn1) oF
(yn - yn—l)2 0l
B =)W = Unt) = (B = 1) (s = 92) OF
(Yns1 = ¥n)’ 014
+ (Tny2 — Try1)(Yns1 — Yn) = (Tni1 — Tn)(Ynto — Unt1) a_E —0.
(yn+2 - yn+1)2 315

(Tni1 "mn)z

@ni—en) =y ous pouvons récrire I’équation (4.2.10)

En multipliant par

comme
OF 1 1\ 08E 1 \ 8E OFE
Li—L)—4E | - -+ ) 7=+ | LLL — —— ) 224 1212121, — 1) 22
(L=h)gp +1 (12 15> a1, Tl2ls (Il 3l4 121315> a1, Bl L) g0
1 1)\ 0E
BRI ~—-—) = =0
+ 2-3%445 1'2 15 615 0
Par la méthode des caractéristiques, nous avons
I, dl, B dls _ dly
_ - - 72712712 _
L=h p(i-4) B3 (11l - i) BREEL-L)

~ dIy
BRIEE (£ - 4)

Nous arrétons toutefois notre calcul ici puisqu’il est difficile de résoudre ces équa-

tions.
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Voici un tableau résumant les équations invariantes sous un groupe de dimension

4 et 6 obtenues.

Groupe

Générateurs

D4,3

_ _ 2
X1=g Xa=g,

Y |
X3 = Jia—y',

-} o
X4 =ZTy5 +ayay

EDO invariante

Schéma invariant

Yy =Cy'= YD = s (hn+1 yet, Ry "+2))
hny1 =D h,
Groupe Générateurs
Dy X a—a;, Xy = 3—6;,
X3 = y%, X4 = iEaI
EDO invariante Schéma, invariant
n+1 1 n+2
PO | P BT (e B e B
hn+1 =D hn
Groupe Générateurs
Dy X1 = a%’ Xy = g,
Xs=yg, X4= v’

EDO invariante

Schéma invariant

i—p _
iz =C

avec un pas h constant

Groupe Générateurs
8 — 0 8
Dy o X1=3, Xo=z5 +y3,
— @ L Y0 .
X3 = TYaz T 2 9y’ Xy = Loz

EDO invariante

Schéma invariant

m_ 3y”2 + _C_

Y N

<

(21y”+y') 2




Wi

My

Groupe Générateurs
F) ) 8
Deg, Xi=5 Xa=g5, Xs=yy
Y _ 0 3
Xa=1z4, X5 =Yz, Xo =z5;
EDO invariante Schéma invariant
aucune équation (4.2.4)
Groupe Générateurs
_ 9 _ 9 — .0
D, Xi=50 Xa=g;, Xs=yg,
Y _ .20 _ .20
Xe=1x5, X5 =5, Xe =y 3,

Variété invariante

Schéma invariant

y" = % équation (4.2.8)
Groupe Générateurs
Ds 3 X, =L, X;= a%’ Xy=zL + ya_ay,
Xa=yg—zf,  Xs=(a—y)& +2ay2,
Xo=2zy2 + (2 — a:2)%
Variété invariante Schéma invariant
y/// — %{;
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Chapitre 5

EXEMPLES NUMERIQUES

Nous présentons dans ce dernier chapitre quelques exemples numériques de solu-
tions d’équations différentielles ordinaires. Notre intention est d’étudier la préci-
sion de schémas qui préservent les symétries de 1’équation différentielle ordinaire
a résoudre. Nous souhaitons savoir si ces schémas possédant une propriété par-
ticuliére offrent un certain avantage. Mentionnons que le lien que nous tentons
d’établir ici entre Palgébre et I’analyse numeérique en est & ses débuts. Malgré
qu’une classification des schémas invariants d’ordre deux ait été publiée récem-
ment [DKW], trés peu d’essais numériques depuis ont été effectués. Clest pour
cette raison que nous présentons a la fois des exemples du deuxiéme et du troi-

siéme ordre.

5.1. EXEMPLES DE SCHEMAS DU DEUXIEME ORDRE

Dans le cas des équations aux différences finies du deuxiéme ordre, le modéle
considéré en est un a trois points, (Z,_1,Yn_1), (TnsYn) €t (Tny1,Uny1). A partir
de ces trois points, nous pouvons créer les formules des dérivées discrétes de la
facon suivante :

posons

h- =z, -z,

hy = ZTpy1 — Tp.
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Les premiéres dérivées sont

- _ Yn — Yn-1

yz‘ - h._.
+ Un+1 — Un

Ya ™

La deuxiéme dérivée est
_ 2 Ynt1 — Yn Yn — Yn—1
Yg—ot+ = .
hy + h_ hy h_

5.1.1. Exemple 1

Le premier exemple numérique que nous présentons concerne ’équation différen-

tielle ordinaire linéaire du second ordre,

y' =y (5.1.1)

La discrétisation de cette équation selon la préservation de ses symétries fut ef-
fectuée par D. Levi, S. Tremblay et P. Winternitz en 2000 [LTW]. Comme toutes
les EDO linéaires, I'équation (5.1.1) demeure invariante sous SL(3,R) avec une
algébre de Lie réalisée par le groupe de symétries suivant :

0 5} 0

X =— Xo=7y—, X3=e€"—
laz’ any’ 3=E€

En considérant la sous-algébre { X1, ..., Xs}, la prolongation discréte du deuxiéme

ordre n’accorde aucun invariant. Cependant, elle accorde la variété invariante
I = y,e™™ (6_2’"“ - 6‘2‘""‘1) + Ynpr€8” T (6_2’"*1 — e‘h") (5.1.2)
+Yp_1e” 1 (6_21" — e“2‘”"“) =0

et ’expression
6-22:,, _ 6—2:1:,,_1

S =

6_2In+1 - 6_21"
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est un invariant sur la variété (5.1.2). Nous obtenons alors un schéma qui préserve

toutes les solutions avec
I = 0, (5.1.3)
S = C, ol C est une constante. (5.1.4)
Dans un premier temps, étudions le maillage donné par ’équation (5.1.4). En
posant
h_ = Tn — Tp-1,
h+ = Tn4+1 — Tn,

nous avons

e—22n _ o—2(zn—h-)

e~2Aznthi) _ p—2Tn

& 1-e=c(e™ -1). (5.1.5)

Ceci nous permet d’écrire une relation pour A, en fonction de h_,

1 1—62h_

Ainsi, pour que A, soit positif, il faut que

1— 2h_
0 ; r1<1
1— 2h_
& -1 <-—€?—<o. (5.1.6)

2h_

Comme h_ > 0, nous avons que e**~ > 1 et que C doit étre strictement positif.

Donc la condition (5.1.6) est en fait,

1— e2h_
C
In(C +1)
5 .

-1 <
& he (5.1.7)

De plus, une autre difficulté s’impose car la relation de h, en fonction de h_ est

décroissante. Il existe alors un pas tel que A_ < @ 11 faut donc faire un bon
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choix de C et de h initial afin de parcourir complétement un intervalle d’intégra-

tion donné.

Notre objectif est de comparer le schéma formé des équations (5.1.3) et (5.1.4)
avec le schéma centré standard que nous mentionnons plus loin. Afin d’effec-
tuer cette comparaison, nous devons prendre h constant. Toutefois, vérifions si le
maillage (5.1.4) est compatible avec un maillage équidistant.

Supposons que h_ = hy = h. L’équation (5.1.5) donne alors,

1—e=C (e - 1)

& Ce?hpe=C+1

& h= IHQC. (5.1.8)

De ce fait, nous pouvons dire que le maillage (5.1.4) permet un pas constant A et
qu’il vaut % Cependant, dans cette situation, nous avons une condition sup-
plémentaire sur C. Puisque h doit étre strictement positif, C' doit non seulement
étre strictement positif comme précédemment, mais bien strictement supérieur a

1.

Dans un deuxiéme temps, discutons de I’équation aux différences finies qui consti-

tue le schéma. Le modéle de comparaison sera le schéma, centré suivant -

Yn+1 — 2yn + Yn+1 _
h2 - yn-

Simplifions maintenant I’équation (5.1.3) en considérant le pas h constant. Il suffit
de prendre x,, = zo + nh ou z; est la borne inférieure de I'intervalle d’intégration

et n est le nombre de pas effectués.

Nous obtenons comme schéma simplifié,

Ynt1— (€7 +€") yn+yn1=0. (5.1.9)
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Par contre, il est intéressant de transformer ce schéma sous une forme comparative

a celle du schéma centré. Nous pouvons récrire le schéma (5.1.9) comme

Unt1 = 2Yn + Yny1 _ 5 cosh h — 1
h2 - K2 Yn-

Ainsi, la différence que nous remarquons est le coefficient de y, dans le membre

de droite de I’équation.

Notons que la solution exacte de PEDO (5.1.1) est

y(z) = c1€” + coe™®

avec c; et ¢y des constantes arbitraires.

"Toutefois, nous remarquons que si nous remplagons la solution exacte dans I’équa-
tion (5.1.9), le schéma est vérifié. Ceci implique que l’erreur de troncature locale,
c’est-a-dire la quantité par laquelle la solution exacte est en défaut de satisfaire
le schéma, est 0. Ainsi, I'ordre de précision est infinie, ce qui veut dire que si
nous travaillions avec une arithmétique infinie, le schéma donnerait la solution
exacte. Cependant, dans le contexte numérique, la précision de 'ordinateur n’est
pas infinie. Il serait donc intéressant d’étudier si les erreurs d’arrondi faites par
la machine croissent & un point tel que la solution numérique s’éloigne considéra-

blement de la solution exacte.

A partir d’une équation différentielle & résoudre, il existe plusieurs problémes nu-
mériques que ’on peut considérer. Il y a, par exemple, le probléme aux conditions
initiales qui consiste & spécifier deux points exacts de départ (zo, yo) et (z1, ;). Il
est aussi possible de considérer un autre probléme aux valeurs initiales reflétant
davantage la réalité des problémes physiques. Il s’agit de spécifier comme amorce
le point (zo, yo) ainsi que g, la dérivée en zo. Enfin, nous pouvons considérer le
probléme aux frontiéres consistant & résoudre numériquement lorsque (zo, o) et

(z1,91), les deux points aux bords de I'intervalle d’intégration sont donnés.
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Pour effectuer les essais numériques, nous avons choisi y(z) = e™" + €® comme

solution exacte avec z dans [0,2].

Commencons par le probléme aux valeurs initiales {z0, Y0, z1,y1}. Nous prenons
zo =0, Yo =2

I = h, = e'h + eh.

Voici les graphiques des erreurs absolues pour différents h avec une échelle loga-

rithmique.

_a - - = schéma préservant les symeétries
— ~ schéma centré

erreur

-18 t 3 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
X

F1G. 5.1.1. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs initiales

{z0, Yo, 1,91} avec h=0.1.
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erreur
-
[=]
T

=ma schéma préservant les symétries
— = schéma centré

18

10 s

1.5 2 25
X

F1G. 5.1.2. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs initiales

{Z0, Y0, z1,y1} avec h=0.01.

erreur

=mm schéma préservant les symeétries
— - schéma centré
15 1 1 L ! ! t ' ' L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

F1G. 5.1.3. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs initiales

{Z0, Y0, z1, 91} avec h=0.001.
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D’abord, nous observons que ’erreur du schéma qui préserve les symeétries n’est
pas tout & fait nulle lorsque nous regardons les graphiques des erreurs avec une
échelle logarithmique. Ainsi, il y a donc des erreurs d’arrondi qui s’accumulent.
En effet, lorsque h est divisé par 10, I’erreur de ce schéma est multipliée par 100.
Ensuite, nous remarquons que ’erreur du schéma centré est supérieure a celle
du schéma (5.1.9). Le schéma obtenu par la théorie de Lie semble alors avoir un
certain avantage au niveau de la précision. Nous notons que plus % diminue, plus
les deux courbes d’erreurs se rapprochent. Ce comportement est tout 2 fait sensé
puisque lorsque le nombre de pas a effectuer devient grand, Ierreur de discréti-
sation du schéma diminue et I’erreur d’arrondis du schéma invariant augmente.
De plus, comme 1’erreur absolue du schéma standard est 100 fois moins grande
lorsque h est divisé par 10, nous avons que ’ordre de convergence de ce schéma

est 2.

Enchainons avec le probléme aux valeurs initiales {zo, o, z1, ' (2o)}. Pour com-
mencer le schéma nous faisons I’approximation suivante :
~ — !
y(z1) = y1 = yo +y'(z0)h

Nous prenons

:170=0, y0=2

5131’—=h,, y1=0

Voici les graphiques des erreurs absolues pour différents A avec une échelle stan-

dard.
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F1G. 5.1.5. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs initiales

{Z0, Yo, z1,¥'(z0) } avec h=0.01.
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FIG. 5.1.6. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs initiales

{Z0, Y0, z1,¥'(z0)} avec h=0.001.

Nous remarquons d’abord que les deux courbes des erreurs coincident presque
peu importe le pas h. Ces graphiques semblent malgré tout raisonnables puisque
erreur décroit lorsque & diminue. Nous constatons ensuite que pour ce probléme,
contrairement au probléme aux valeurs initiales {zo, yo, 71, %1}, I'ordre de conver-
gence des deux schémas est 1. En effet, si A devient 10 fois plus petit, erreur est
aussi diminuée de ce méme facteur. Ceci s’explique par le fait que pour estimer
y(z1), nous avons utilisé une approximation d’ordre 1. Cest cette erreur com-
mise au début de la procédure qui domine dictant ainsi ’ordre des schémas. Ces
résultats indiquent tout simplement que la fagon par laquelle nous avons estimé
y(z1) dans le probléme aux valeurs initiales {zo, ¥o, Z1,%'(zo)} s’avére inadéquate

en vertu de la grande erreur qui est commise.

Terminons avec le probléme aux valeurs aux frontiéres {zo, yo, Ty, yr}. Nous pre-
nons

.’1)0=0, y0=2

-2 2
Tny1 = 2, Ynt1 =€ " te”.
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Voici les graphiques des erreurs absolues pour différents h avec une échelle

rithmique.
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F1G. 5.1.7. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs aux fron-
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F1G. 5.1.9. Erreurs absolues pour le probléme aux valeurs aux fron-

tiéres {zo, Yo, z1, ¥} avec h=0.001.

Premiérement, nous notons par les graphiques des erreurs avec une échelle loga-
rithmique que I’erreur du schéma préservant les symétries n’est pas nulle. Il ya
donc une accumulation d’erreurs d’arrondis car erreur de ce schéma augmente de
100 fois lorsque h diminue d’un facteur 10. Deuxiémement, nous observons que
l'erreur du schéma préservant les symétries est inférieure a l’erreur du schéma
centré et que, encore une fois, les deux courbes des erreurs s’approchent lorsque
h décroit. Troisiémement, nous remarquons que I’erreur du schéma habituel est
divisée par 100 lorsque A diminue d’un facteur de 10. Par conséquent, 1’ordre de

convergence de cette méthode numeérique est 2.

En résumé pour ce premier exemple, nous obtenons que le schéma (5.1.9) offre
une erreur absolue inférieure 4 celle du schéma centré standard. Nous laisserons
tomber la comparaison pour le probléme aux valeurs initiales {z, yo, z1, 7’ (zo)}
puisque l'erreur est dominée par la mauvaise approximation effectuée au départ.
Nous pouvons donc dire que le schéma préservant les symétries est plus précis que

le schéma habituel. Evidemment, la solution exacte satisfait le schéma invariant,



124

alors il est raisonnable d’arriver a cette conclusion.

5.1.2. Exemple 2

Construisons un exemple moins trivial que le précédent. Prenons I’équation dif-

férentielle ordinaire du 2° ordre,
n 1=—= 1
U = k-1, aveck;éO,E,l,Z

Modifions cette équation en une autre moins évidente que nous considérerons
comme I’équation initiale. Nous appliquons la transformation (t,u) — (z,y) avec
u = z%y

it = =x

pour obtenir I’équation suivante & résoudre :

k=2 1
y'2? + dzy’ + 2y = 2y + 2%y )+, avec k # 0, 5 1,2. (5.1.10)

Le groupe de Lie de symétries de cette équation est

0 0

0 2y 0 10
XY= oy T Eay Bz

Nous obtenons comme invariants discrets,

2 2 2 2
I = Tnt1 — Ipn I, = mn-+-1yn+1 — T, Yn Ix = ToYn — T 1Un—1
1= ) 2 = k0 3= k
Tn — Tn-1 (Tns1 — Tn) (Zn — Tp_1)

Enfin, les équations aux différences finies peuvent s’écrire comme deux fonctions

des invariants de cette fagon,
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En terme des variables de départ, ce schéma devient
2 2 2
Top1Untl — 22,0+ Th_qYn-a (5.1.11)

1\ *=1 k. k=2
B (5) hET (T 41 Ynt1 = To 1 Y1) F0

Tnyl —Tpn = Tpn — Tp-1

Nous souhaitons comparer le schéma (5.1.11) avec le schéma standard

x

=2

2 (yn+1 - yn—l)) k=1

nyl — 2 n - — In—
(y +1 Yn -+ Yn 1) 2 2 n%l_y_l)—{_Zyn: <2$nyn+.'13n oh

z AT

muni d’un pas constant h.

Remarquons d’abord que la deuxiéme équation du schéma (5.1.11) nous indique
que le maillage est aussi équidistant. Posons le pas égal & h. Nous pourrons ainsi
mieux comparer ce schéma avec le schéma, aux différences centrées. Notons ensuite
que ce sont des schémas implicites non linéaires. Ils demandent ainsi beaucoup

de travail en ayant & résoudre une équation non linéaire & chaque pas.

Afin de calculer 'erreur commise par chacun des schémas, nous devons comparer
la solution numérique avec la solution exacte de 1'équation (5.1.10). Cette solution

est de la forme

1 \*! 1 o
_ _ k
y(z) = (—k_ 1) TS (z—z0)" + =

Pour cet exemple, choisissons k = 3, o = 0 et ug = 0. Ainsi, nous avons

y(z) = — + = z#0

comme solution exacte de ’EDO du deuxiéme ordre,
o2y 4+ dzy’ + 2y = (2zy + :1:23/)%.

Prenons [1,3] comme intervalle d’intégration. De plus, pour amorcer les schémas,

nous devons connaitre les deux premiers points de la solution numérique, soient
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(7o, Y0) et (z1,71)-

Choisissons
13
Ip = ]-a yO:y(l) = E’
1+h 1
1 =1+h, yi=y(l+h)= 12 +(1+h)2'

Voici les graphiques des erreurs absolues pour différents h.
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F1G. 5.1.10. Erreurs absolues pour h=0.1.
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Nous remarquons d’abord que I’erreur du schéma préservant les symétries est infé-
rieure a celle du schéma centré quelque soit la valeur de h. Ainsi, le schéma (5.1.11)
est plus avantageux au niveau de la précision que le schéma centré habituel. Etu-
dions ensuite I’ordre de convergence des deux méthodes. Nous avons dans les deux
cas que l'ordre est 2 puisque l’erreur est divisée par 100 lorsque h est divisé par
10. Il reste a savoir quelle est la nature de cette meilleure précision. Nous savons

que ’erreur d’une méthode se comporte de la facon suivante :
E < M h*

ou M est une constante et k est 'ordre de convergence du schéma. Comme le
montrent les résultats I'ordre de convergence k des deux schémas est 2. Ainsi,
ce n’est pas au niveau de I'ordre que nous gagnons en précision en utilisant le
schéma préservant les symétries. Nous pouvons plutdt affirmer que c’est forcé-
ment les constantes M qui sont différentes pour chaque méthode. Il demeure que
pour cet exemple, il est avantageux au niveau de la précision d’utiliser le schéma

qui préserve les symétries en comparaison avec le schéma centré.

5.2. EXEMPLE DE SCHEMA DU TROISIEME ORDRE

L’exemple numérique d’un schéma invariant d’ordre 3 que nous choisissons concerne
le schéma (4.1.15) que nous avons trouvé au chapitre 4. Considérons 1'équation

différentielle ordinaire du troisiéme ordre suivante :

Le groupe de Lie de symétries de cette équation est

0 0 0 0
X1 = A Xo = a0 X3 = = X4= 2—
1= 5, 2 By 3I=Y By 4=Y By
et nous avions obtenu les quatre invariants,
L =z, — T4y, I> = Tpy1 — o, I3 =Tp10 — Tny,

Yn+2 = Yn  Ynt+1 — Yn-1
Ynt2 = Ynt1 Yn — Yn—1
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Afin de comparer le schéma préservant les symétries avec le schéma centré, nous
choisissons un pas h constant. Voici le schéma invariant obtenu :

4—¢ -k
2Rz 2

Le schéma standard est

3 (y'n+2 - 3yn+1 + 3yn - yn—l) 27 (yn+2 — Yntl — Yn + yn—1)2 _ —k?

h? (yn+2 - yn—l) 8h2 (yn+2 - yn—1)2 B 2 .

Nous observons déja que le schéma qui préserve les symétries sera plus facile &
appliquer puisqu’il est linéaire tandis que le schéma centré est, pour sa part, non

linéaire et implicite.

La solution exacte de 'EDOQO A résoudre est

A
y(z) = F (e — ek 7) +d.

Pour cet exemple, prenons k = 1, A= 1,d = 0, zo = 0 et x dans 'intervalle [1,11].

Ainsi, nous avons la solution exacte

_ 1
1 —es

y()

Démarrons le probléme aux valeurs initiales avec le trois points suivants :
To =1, yo=(1—e)7!
m=1+h,  yi=(1-e*")7,
Ty =1+ 2h, yp = (1 —elt2M)~1,

Voici les graphiques des erreurs absolues pour différents h.
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FiG. 5.2.3. Erreurs absolues pour h=0.025.

Nous remarquons encore une fois que le schéma préservant les symétries est plus
précis que le schéma centré puisque ce premier offre une erreur de discrétisation
inférieure. De plus, les deux méthodes sont d’ordre 2 car en divisant h par 2,
I'erreur est divisée par 4. Finalement, sachant que le comportement de 1’erreur
est

E<Mh*

et que les deux schémas sont du méme ordre de convergence, nous pouvons

conclure que le schéma invariant est plus précis parce que M est plus petit.
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CONCLUSION

Le mathématicien norvégien Sophus Lie fut le premier & appliquer sa propre théo-
rie, la théorie des groupes de Lie, aux équations différentielles. Il classifia en effet
les EDO d’ordre 2 selon leurs symétries en 1891. Ce n’est qu’un siécle plus tard que
I’on tenta d’appliquer la théorie des groupes de Lie aux équations aux différences
finies. Pour faire suite a la classification des schémas du deuxiéme ordre invariants
sous un groupe de symétries élaborée en 2000 [DK'W], nous avons présenté dans
ce mémoire des nouveaux résultats concernant la classification des schémas du
troisiéme ordre invariants sous un groupe de Lie de symétries. Nous avons ainsi
effectué la discrétisation des équations différentielles ordinaires d’ordre 3 avec
conservation de leurs symétries. Afin de comparer facilement les schémas inva-
riants trouvés avec les équations différentielles invariantes sous le méme groupe
de symétries, nous avons dii pour chaque cas déterminer d’abord ces EDO inva-
riantes. Ce travail avait été entamé par O. Gat en 1992 [Gat]. Nous avons en

particulier traité des cas ou l’algébre de Lie était de dimension 1, 2, 3, 4 et 6.

Dans un second temps, nous avons voulu tester numériquement quelques schémas
obtenus par la théorie de Lie. Notre objectif était de les comparer avec des sché-
mas centrés habituels au niveau de la précision. Selon les exemples étudiés, nous
avons observé que les schémas qui préservent les symétries de 1’équation différen-
tielle ordinaire & résoudre offrent un certain avantage. En effet, dans les exemples
considérés, l'erreur des schémas invariants est inférieure a celle des schémas aux
différences centrées. Toutefois, nous avons remarqué que nous ne gagnions pas en
précision grace a 1’ordre des méthodes, mais plutét car la constante qui influence

le comportement de I’erreur est inférieure pour les schémas invariants. Il reste que
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la théorie de Lie offre de nouvelles méthodes numériques profitables et que ceci

établit un lien intéressant entre I'algébre et I’analyse numérique.

Cependant, quelques cas entamés dans ce travail demeurent inachevés et la clas-
sification des schémas du troisiéme ordre invariants sous un groupe de symétries
reste ainsi incompléte. De plus, il est possible de considérer non pas de simples
symétries, mais des symétries de contact et des symétries généralisées. L’étude
des schémas invariants ainsi obtenus réveélerait peut-étre d’autres avantages. En-
fin, il serait d’une grande utilité d’effectuer une discrétisation semblable pour les

équations différentielles aux dérivées partielles.
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