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faire dévier I’allocation du premier rang puisqu’elle ne représente qu’une contrainte

nominale.

Le troisitme chapitre constitue le corps de la thése. On y introduit différents
concepts d’optimum contraints, et on montre que dans chacun des cas le Distributeur
se comporte comme un monopoleuf de compromis qui préléve un systéme de taxes
et de subventions en n’utilisant qu’une partie de son pouvoir de monopole. Dans la
premiére section on présente I'optimum contraint par un systéme d’actifs incomplets
au sens pur (Diamond), en imposant une contrainte de normalisation unique des
prix conditionnels. Dans le seconde section, on impose une contrainte d’unicité des
prix conditionnels, et on obtient une application du concept d’optimum contraint
au sens de Géanakoplos et Polémarchakis pour une économie financiére. Dans la
derniére section on présente un concept original d’optimum contraint par un systéme
de marchés concurrentiels pour les actifs qui peut se voir comme la réciproque du

modele précédent.

Dans le dernier chapitre, on revient & ’OCGP, et on interpréte la quantité totale
d’actifs émise par le Distributeur comme un instrument de politique monétaire dans
la lignée de Magill et Quinzii (1992). Aprés avoir mis en évidence les liens entre la
structure des rendements et la nature des effets de la politique monétaire, on obtient
un résultat intéressant sur la structure optimale des rendements des actifs existants

puisque cette derniere ne permet pas la conduite d’une politique monétaire active.
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Introduction générale

Pour comprendre le fonctionnement d’une institution, il est utile d’évaluer son
comportement dans des cas qui ne lui sont pas favorables. Ainsi, 'introduction d’un
systéme d’actifs incomplet améne de profonds bouleversements dans les problémes
d’équilibre général en incertitude. Tout d’abord, la nature des actifs prend une
importance qu’elle n’avait pas dans le cas particuliers des actifs complets. Des
problémes d’existence de I’équilibre et de domination au sens de Pareto sont associés
aux économies réelles (Hart 1974) alors que des problémes d’indétermination réelle
de l'équilibre apparaissent dans les économies financieres (Cass 1985). Dans chacun
des cas, I’optimalité au sens de Pareto ne peut plus étre atteinte, et il faut définir de

nouveaux concepts d’optimalité de second rang.

La littérature s’est principalement consacrée aux problémes associés & la nature
des rendements des actifs. Du coté des actifs réels, Paccent a été mis sur ’aspect non
générique des problémes d’existence (Duffie et Shafer 1985). En ce qui concerne les
actifs financiers, c’est d’abord la caractérisation de la dimensionalité du probléme des
indéterminations réelles (Polémarchakis et Mas Colell (1989), Balasko et Cass (1989))
qui a attiré l’attention, avant que ce probléme d’indétermination ne soit réinterprété

en terme des effets réels de la politique monétaire (Magill et Quinzii 1992).

Le probléme de l'optimalité contrainte a suscité moins d’intérét, et il a été
abordé principalement par rapport au comportement de 1’équilibre concurrentiel.
Diamond (1967) s’est demandé le premier quelles contraintes il faudrait imposer sur les
instruments d’un planificateur pour que les conditions de premier ordre de I'équilibre
concurrentiel soient les mémes que celles du planificateur. Dans son modéle particulier

a un bien, il a montré que 1’équilibre concurrentiel était un optimum contraint par



lexistence d'un systeme d’actifs incomplet. Grossman (1977) a étendu le projet
de Diamond au cas général, et il a proposé un nouveau concept d’optimalité sociale
contrainte au sens de Nash pour caractériser I’équilibre concurrentiel. Stiglitz (1982) a
étendu le concept de Diamond au cas général a plusieurs biens, avant que Géanakoplos
et Polémarchakis (1986) ne proposent un concept général d’optimum contraint par
existence de marchés concurrentiels pour les biens (OCGP). Ces auteurs montrent

que de maniére générique, I'équilibre concurrentiel n’est pas un OCGP pour les

économies numéraires!.

Pour bien comprendre le comportement de 1'équilibre lorsque le systéme d’actifs
est incomplet, il est nécessaire de connaitre celui de 'optimum. Entre 'optimum
de premier rang et 'OCGP, il existe un espace vide qu’on se propose d’explorer
dans la majeure partie de cette thése. On adopte une approche différente de celle
des auteurs précédents, puisqu’on pose le probléme de 'optimum dans une économie
financiére, et non dans une économie réelle?. Vu que l'introduction d’un systéme
d’actifs financiers peut se voir comme une contrainte sur I’allocation des revenus, on
se place dans ’espace dual des prix et des revenus. Pour connaitre les fonctions de
réactions des individus face & un systéme de prix et un systéme de revenus donnés, on
est amené & présenter une théorie généralisée du consommateur faisant face a plusieurs
contraintes budgétaires. Pour éviter les problémes d’indétermination de I’équilibre
liés aux économies financiéres, on se place dans une économie de Distribution. On
pourra réinterpréter ainsi de maniére naturelle le probléme d’indétermination réelle
de 1'équilibre en terme de politique monétaire active? et par la méme occasion, on

pourra généraliser le modele de référence de Arrow (1953) aux cas d’un systéme

1 Une économie numéraire est une économie dans laquelle les rendements des actifs sont exprimés
en terme d’un bien de référence.

211 est & noter que Géanakoplos et Polémarchakis ne posent pas le probléeme de I'optimum dans
leur article. Ils obtiennent leur résultat par des arguments de statique comparative & partir de
Péquilibre concurrentiel.



d’actifs incomplet, et au cas des préférences non séparables.

Le déroulement de cette theése s’annonce comme suit. Dans le premier chapitre, on
présente une théorie généralisée du consommateur faisant face a différentes contraintes
budgétaires séparées. On se situe dans la lignée de Allard-Bronsard-Gouriéroux
(1998), mais on se distingue de ces auteurs en ce sens qu’on étudie directement une
structure institutionnelle totalement séparée entre les états du monde. Ceci se justifie
par notre maniere de poser le probléme de optimum. Aprés avoir défini le systéme de
dispositions marginales & payer individuel, on introduit le concept de compensation
au premier ordre a partir duquel on construit différentes matrices de compensation de
'effet prix et de I'effet revenus qu’on retrouvera dans les conditions de premier ordre
de 'optimum. On présente une décomposition originale de 1'effet de substitution des
prix en un effet de substitution intra état et un effet de substitution inter états. Cette
décomposition est résumée dans une nouvelle matrice de substitution ’contingente’

de leffet prix, la matrice K.

On passe & 'optimum financier de premier rang dans ’espace des prix individuels
et des revenus. En se plagant dans cet espace, on comprend mieux le pouvoir de
décentralisation lié au systéme de marché & prix unique. On introduit alors un systéme
d’actifs potentiellement incomplet qui limite ’allocation des revenus, et on montre
que 'incomplétude du systéme d’actifs n’est pas suffisante en soi pour faire dévier
'allocation du premier rang. En effet, lorsque le Distributeur peut taxer le niveau
des prix de maniére individuelle, il est capable d’implanter une allocation de premier
rang. Ce résultat est particuliers aux économies financiéres, et il est intéressant car
cet optimum ne peut pas étre implanté par un systéme de marchés concurrentiels

pour les actifs.

On entre dans le second rang en posant une contrainte de normalisation unique des



prix, ce qui défini 'optimum contraint par un systéme d’actifs incomplet au sens pur.
On montre que le Distributeur se comporte comme un 'monopoleur de compromis’
qui parvient & égaliser les recettes marginales de compromis individuelles. Ce terme
de 'monopoleur de compromis™ a été introduit par Dréze (1964) pour donner une
nouvelle interprétation au probléme de Boiteux, et il a été étendu par la suite par ses
étudiants dans différentes directions. Le systéme de prix relatifs, par son influence sur
le cotit de la vie, est utilisé ainsi comme un instrument de second rang pour réduire les
distorsions inter états. Un systéme de prix individualisés a le désavantage de ne pas
satisfaire 'optimalité au sens ex-post. Avant d’imposer I'unicité du systéme de prix
conditionnels, on s’intéresse au choix de 'unité de compte optimale puisqu’on obtient
le résultat suivant: lorsqu’il n’existe que deux individus, 'optimum contraint au sens
pur est efficace au sens ex-post si le Distributeur peut choisir I'unité de compte du

systéme.

On introduit ensuite une contrainte d’unicité des prix & la consommation et on
présente 'OCGP dans le cadre d’une économie financiere. On montre cette fois que
le Distributeur parvient & égaliser les recettes marginales de compromis ’corrigées’
par des redistributions fictives de quantité. Les dispositions marginales & payer
pour les actifs restent individualisées, et on retrouve le résultat de Géanakoplos
et Polémarchakis comme quoi I’équilibre concurrentiel n’est pas un OCGP. Pour
s’assurer de la cohérence du modéle, on présente en annexe le cas particulier du
modele & un bien, ainsi que les effets de différentes hypothéses de séparabilité tant au
niveau des préférences qu’au niveau des institutions. On présente un dernier optimum
contraint cette fois-ci par un systéme de marchés concurrentiels pour les actifs, alors
que l’allocation des biens n’est pas contrainte. Cet optimum est tout & fait original,

et peut se voir en quelque sorte comme la 'réciproque’ de 'OCGP. On montre que

$Notons que le terme 'monopole’ est un terme générique qui englobe celui de duopole et celui de
polypole.



le Distributeur parvient & nouveau & égaliser les recettes marginales individuelles
de compromis corrigées par des redistributions fictives de quantité. La boucle est
bouclée quand on remarque que ces redistributions fictives de biens sont engendrées
par des redistributions fictives d’actifs, ce qui est complémentaire et original. On en
conclut immédiatement que ’équilibre concurrentiel n’est pas un optimum contraint

par l'existence de marchés concurrentiels pour les actifs.

Dans le dernier chapitre, on utilise la nature financiére des actifs pour traiter de
la politique monétaire optimale dans la lignée de Magill et Quinzii (1992). On se
distingue de ces auteurs sur au moins deux points: on aborde d’une part la politique
monétaire dans le cas de 'OCGP et non dans le cas de ’équilibre concurrentiel, et
d’autre part les instruments de politique monétaire qu’on considére sont également
soumis aux contraintes imposées par 'incomplétude du systéme d’actifs. Apres avoir
mis en évidence les liens qui existent entre la structure des rendements et la nature
des effets de la politique monétaire, on s’intéresse au probléme de l'optimalité des
rendements des actifs existants. On obtient notre dernier résultat: la structure
optimale des rendements est une structure qui ne permet pas au Distributeur de
mener une politique monétaire active. Avant de débuter avec la théorie généralisée
du consommateur, on présente un rappel historique sur les modeles d’équilibre général

en incertitude.
Rappel historique

Dans les problémes d’allocation de ressources, on cherche d’abord & caractériser
I’ensemble des allocations efficaces au sens de Pareto pour un environnement donné,
puis on s’intéresse aux mécanismes susceptibles d’implanter ces allocations. Une
économie est une liste décrivant d’une part la structure réelle de I’environnement, les

préférences des individus et la structure de production, et d’autre part la structure



institutionnelle de 'environnement, qui comprend tant le systéme de propriété que
'unité de compte ou les instruments d’échange. Ainsi, on distinguera les économies
d’échange des économies de distribution, et les économies financiéres des économies
réelles. Sous des conditions trés générales concernant I’environnement, on sait par les
deux théorémes du bien-étre qu'il y a équivalence entre les allocations efficaces et les

allocations engendrées par un systéme de marchés concurrentiels.

L’introduction de I'incertitude met en évidence I'importance de la structure insti-
tutionnelle d’échange pour l’allocation optimale des ressources. Lorsque l’incertitude
est représentée par un ensemble d’états du monde mutuellement exclusifs, dont la
probabilité d’occurence est déterminée de maniére exogéne, ’analyse en incertitude
devient formellement équivalente a I’analyse en certitude. On peut alors étendre les
résultats du cas certain au probléme incertain au prix d’une simple réinterprétation
économique du modele. Il s’agit d’une part de faire une distinction entre 1'optimalité

au sens ex-ante et 'optimalité au sens ex-post, et d’autre part de redéfinir le concept

de bien.

L’incertitude améne une dimension séquentielle au probléme d’allocation. Avant
que l'incertitude ne soit levée, les individus ont des préférences définies sur des plans
de consommation conditionnelle. On parlera d’optimalité au sens ex-ante lorsque
'optimalité est définie par rapport & ce systéme de préférences. Une fois P'incertitude
levée, les individus ont des préférences définies sur des biens non conditionnels, et on
parlera d’optimalité au sens ex-post dans ce cas. Pour assurer une certaine cohérence
dans les préférences des individus, on dérivera les préférences ex-post & partir des
préférences ex-ante. Le concept de bien est remplacé par celui de bien contingent,
c’est-a-dire qu’il est indicé par sa date de livraison ainsi que par 1’état du monde dans
lequel il est livrable. La littérature a consacré le terme de bien contingent malgré le

fait qu’il s’agit plus d’un droit que d’un bien en soi. Au concept de bien contingent



est associé celui de marché contingent. Un marché contingent est un lieu sur lequel
s’échangent aujourd’hui des droits sur des biens conditionnels. Le prix d’un bien
contingent représente ainsi le prix qu'il faut payer de maniére ferme pour s’assurer la
livraison d’une unité de ce bien conditionnellement & la réalisation d’un certain état

du monde.

Dans une économie & S états du monde et L biens par état du monde, lorsqu’il
existe un systeme complet de LS marchés contingents, c’est-a-dire un marché pour
chaque bien dans chaque état du monde, on retrouve I’équivalence entre les allocations
optimales et les allocations d’équilibre concurrentiel sous les mémes conditions que
dans le cas certain?. C’est le premier théoréme de Arrow, et le modeéle de référence
Arrow-Debreu des marchés contingents. Dans ce cas, I'optimalité au sens ex-ante
implique 'optimalité au sens ex-post. Si la réinterprétation économique du modéle
Arrow-Debreu semble inoffensive & premiére vue, elle se heurte & l'observation
empirique sur au moins deux points. D’une part, le modeéle Arrow-Debreu fait
totalement abstraction de la dimension séquentielle du probléme, puisque tous les
échanges ont lieu avant que P'incertitude ne soit levée. D’autre part, l’existence de
marchés contingents est limitée dans la pratique et ’hypothése d’un systéme complet

de marchés contingents devient peu réaliste.

Arrow (1953) propose alors un modeéle qui permet de répondre partiellement &
ces deux critiques. Si les individus connaissent les prix qui auront cours une fois
I'incertitude levée, il n’est plus nécessaire qu’ils s’assurent des droits directement
sur les biens contingents, ils n'ont plus qu’a s’assurer des droits contingents sur les
ressources financiéres qui leur permettront d’acheter ces consommations si un certain

état du monde se réalise. Arrow se place dans une économie de Distribution, et il

4L hypotheése de convexité des préférences qui est nécessaire a I’'obtention du second théoréme du
bien-étre dans le cas certain prend une interprétation particuliére dans le cas incertain puisqu’elle
implique que les individus ont de 'aversion pour le risque.



montre que |'existence d'un systéme de S marchés contingents pour les monnaies et
de L marchés au comptant pour les biens est suffisante pour I'implantation d’une

allocation efficace. C’est le second théoréme de Arrow.

Le modele de Arrow apporte une dimension séquentielle au probléme que le modéle
Arrow-Debreu des marchés contingents n’avait pas. Dans un premier temps, les
individus agissent sur les marchés financiers pour réallouer leur richesse entre les
différents états du monde, c’est I'aspect d’assurance. Une fois l'incertitude levée,
ils honorent leurs engagements pris sur les marchés financiers et agissent sur le
marché des biens, c’est ’aspect allocatif. Dans le modéle Arrow-Debreu, les marchés
contingents pour les biens assurent tant la fonction réallocative de la richesse que
la fonction allocative des biens. Une fois l'incertitude levée, les individus ne font
qu’honorer leurs engagements pris sur les marchés contingents. Le modele est alors
complétement déterminé avant que I'incertitude ne soit levée, et les marchés ne sont

ouverts qu’une seule fois.

Dréze (1971) se place dans une économie d’échange et étend le modele de Arrow
dans deux directions. Il remplace d’abord la monnaie de Arrow par un numéraire
qui peut étre choisi de maniére arbitraire entre les L biens de ’économie. Il s’attarde
ensuite sur ’hypothése d’anticipation exacte des prix implicite au modeéle de Arrow,
et il pose la question suivante :  si les marchés d’un seul état du monde sont
ouverts, comment les individus font-ils pour connaitre les prix sur des marchés qui
ne seront jamais ouverts 7 Pour répondre & cette question, il introduit un nouveau
concept de marché, celui de marché conditionnel. Un marché conditionnel est un
lieu ou s’échangent des promesses de livraison et des promesses de paiement qui sont
conditionnelles & la réalisation d’un certain état du monde. Il montre que I'existence
de (L — 1)S marchés conditionnels pour les biens autres que le numéraire fournit

la méme information sur les prix des biens que l'existence de marchés contingents



pour ces biens. Dréze réinterpréte le second théoréme de Arrow en substituant
'existence de S(L — 1) marchés conditionnels pour les biens autres que le numéraire
a I’hypothese implicite de connaissance parfaite des prix du modeéle de Arrow. Cette
réinterprétation fait ressortir 'importance de I’hypothése informationnelle du modéle
de Arrow puisque dans ce cas, le nombre total de marchés qu'il faut ouvrir est le
méme que dans le modele Arrow-Debreu des marchés contingents, seul la nature de
ces marchés differe. L’article de Dreze est passé plus ou moins inapercu malgré le fait

qu’il soit d’une profondeur peu commune.

Avec sa dimension séquentielle, le modele de Arréw est le modele de référence
qui va servir & toute une branche de la littérature qui va accepter I'’hypothése
d’anticipation exacte des prix. Arrow considére un systéme d’actifs particuliers
puisqu’un actif ne paie que dans un seul état du monde, et que ses rendements sont
exprimés en monnaie. On parlera dans ce cas d’actifs de Arrow®. Or la nature des
actifs peut étre plus large et toute structure d’actifs qui permet de réallouer la richesse
des individus entre différents états du monde peut étre considérée. On distingue trois
types d’actifs en fonction de la nature de leur rendement: les actifs réels, les actifs
numéraires, et les actifs financiers. Les rendements d’un actif réel sont exprimés
en terme de biens, ceux d’un actif numéraire en terme d’un seul bien, alors que les
rendements d’un actif financier sont exprimés en terme d’unité de compte (monnaie).
Un systéme d’actif est représenté par la matrice des rendements des actifs. Pour
éviter la redondance, on suppose que la matrice des rendements est de rang maximal,
c'est & dire que les rendements des actifs sont linéairement indépendants. On dira
que le systéme d’actifs est complet lorsque la matrice des rendements exprimée en

unité de compte est de rang complet®, et qu’il est incomplet dans le cas contraire.

5 Arrow se limite & cette structure particuliére d’actifs puisqu’il fait remarquer que tout rendement
d’actif (financier) peut s'exprimer comme une combinaison linéaire d’actifs de Arrow.

Dans le cas des actifs financiers et des actifs numéraires, cela revient a dire qu'il existe autant
d’actifs que d’états du monde.
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Lorsque le systéme d’actifs est complet, la nature des actifs n’a pas d’importance

pour l'obtention du second théoréme de Arrow.

Malgré le second théoréme de Arrow, l'observation empirique montre que les
systémes d’actifs restent généralement incomplets, et on est amené & développer
une théorie de ’équilibre général en marchés incomplets. L’analyse des marchés
incomplets ouvre des voies fort intéressantes puisque la nature des actifs joue
maintenant un role important dans la détermination de I’équilibre. Des problémes
d’existence et de domination au sens de Pareto sont liés aux systémes d’actifs réels
incomplets alors que des problémes d’indétermination réelle de I’équilibre sont liés
aux systémes d’actifs financiers incomplets. Radner (1972) étend le modéle des biens
contingents & celui des actifs réels et propose un concept général d’équilibre séquentiel,
celui de plans, de prix, et d’anticipations des prix, qui permet de tenir compte de
I'incomplétude des marchés, tout en rendant explicite ’hypothése informationnelle du
modeéle de Arrow. Le modéle de Radner s’étend sur plusieurs périodes et sa structure
peut &tre représentée sous forme d’un arbre. Dans ce modele, les ventes d’actifs a
découvert sont interdites pour assurer l'existence de ’équilibre. Pour chaque couple
d’événement-temps, le total des engagements d’un individu pour la livraison d'un

bien ne peut pas dépasser ses dotations de ce bien.

Autorisant les ventes & découvert, Hart (1975) a mis en évidence cependant un
double probléme d’existence et d’optimalité d’un équilibre de Radner. Un équilibre
de Radner peut ne pas exister, et qui plus est, il peut étre dominé au sens de Pareto
par un autre équilibre de Radner. Le probléme d’existence provient du fait que
lorsque les rendements des actifs sont exprimés en termes de biens, la matrice des
rendements exprimée en terme d’unité de compte devient endogéne puisqu’elle est
une combinaison linéaire du vecteur de prix d’équilibre. Son rang peut alors varier

avec le systéme de prix d’équilibre lorsque le systéme d’actifs n’est pas complet.
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Géanakoplos (1990) présente un exemple simple & deux états du monde pour
illustrer le probléme d’inexistence. Il se place dans un cadre ou I’équilibre concur-
rentiel associé & un systéme complet de marchés contingents est unique. Il choisit
des rendements d’actifs réels tels que la matrice des rendements n’est pas de rang
maximal lorsque le systéme de prix est précisément le systéme de prix de 1’équilibre
concurrentiel, alors qu’elle est de rang maximal lorsque le systéme de prix est différent
du systéme de prix de 1'équilibre concurrentiel. Il obtient la contradiction suivante;
si les marchés sont complets, le prix d’équilibre est p*, mais si le prix d’équilibre est
p*, alors les marchés ne sont pas complets. Des résultats génériques d’existence d’un

équilibre concurrentiel ont cependant été dérivés sous différentes hypothéses (Duffie

et Shafer 1985).

Lorsque l'’économie posséde un systéme d’actifs financiers incomplets, Cass
(1985) a montré qu'il existe un probléme d’indétermination réelle de I’équilibre
dans les économies d’échange. Il fait remarquer que dans ce cas, '’hypothése de
connaissance parfaite des prix conditionnels est d’autant plus délicate. Le probléme de
'indétermination réelle de 1’équilibre est intimement lié aux degrés d’homogénéité du
modele dans le niveau des prix. En effet, d’un coté le niveau des prix affecte le pouvoir
d’achat des rendements des actifs financiers, c’est-a-dire qu’il affecte les ensembles de
consommation financiérement accessibles aux consommateurs, mais d’un autre coté,
le modele ne permet pas de déterminer le niveau des prix par les lois de Walras.
Pour que l'indétermination nominale du modele se traduise en indétermination réelle
de l’équilibre, il faut d’une part qu’il y ait moins d’actifs que d’états du monde,
et d’autre part qu’il y ait une certaine hétérogénéité entre les agents, ce qui sera
généralement satisfait lorsqu’il existe plus d’agents que d’actifs’. Soit J le nombre

d’actifs financiers dans 1’économie. Dés lors qu'il existe moins d’actifs financiers que

"Remarquons ici que cette hypothése va & ’encontre des modeles avec un agent représentatif.
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d’états du monde (J < §), et que les agents sont suffisamment hétérogenes (H > J),
il existe au moins S — J degrés d’indétermination réelle de I’équilibre, et au plus S —1
degrés d’indétermination réelle de ’équilibre, en fonction de la structure de la matrice

des rendements.

Lorsque la matrice des rendements est en position générale® Géanakoplos et Mas
Colell (1989) ont montré qu’il existe S — 1 degrés d’indétermination de 1’équilibre. Ce
résultat est d’autant plus surprenant qu'’il est indépendant de la déficience des marchés
aussi longtemps que les hypothéses du théoréme sont vérifiées. Le modéle générique
d’une économie d’échange avec actifs financiers se déroulant sur deux périodes posséde
toujours au moins deux degrés d’homogénéité, quelque soit la structure de la matrice
des rendements. L’hypothése que la matrice des rendements est en position générale
assure que le modéle ne posséde pas d’autre degrés d’homogénéité. Si on considére que
le prix des actifs est une donnée exogéne du probléme, les degrés d’indétermination
réelle de I’équilibre deviennent fonction de la déficience des marchés. Balasko et Cass
(1989) ont montré en effet que lorsque les prix des actifs sont donnés, il n’existe plus
que S — J degrés d’indétermination réelle de I’équilibre. Ils justifient leur hypothése
sur les prix des actifs par le fait que les marchés des actifs sont en équilibre dés lors
que les marchés pour les biens le sont également. Comme les rendements des actifs
sont donnés de maniére exogéne et que les marchés des actifs sont en équilibre, il n’est

pas insensé de considérer que les prix des actifs sont également exogénes.

Lorsque la matrice des rendements n’est pas en position générale, Magill et Quinzii
(1992) ont montré qu'il existera au moins S—J degrés d’indétermination réelle puisque
certaines structures de rendements permettent d’augmenter les degrés d’homogénéité
du modele. Comme les problémes liés aux systémes d’actifs réels proviennent des

prix relatifs d’équilibre alors que les problémes liés aux systémes d’actifs financiers

8Une matrice Z est en position générale si toute sous matrice carrée de Z est de rang complet.
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proviennent du niveau des prix, les systémes d’actifs numéraires sont 'immunisés’ face
a ces problémes. C’est en effet la teneur du théoréme de Polémarchakis et Géanakoplos
(1986) qui prouve l'existence et 1'unicité locale des équilibres concurrentiels lorsqu’il

existe un systéme d’actifs numéraire potentiellement incomplet.

Si 'optimalité de premier rang ne peut plus étre atteinte lorsque le systéme
d’actifs est incomplet, il faut introduire de nouveaux concepts d’optimalité au sens
contraint. La définition d'un optimum de second rang se fait par rapport & un
systéme de contraintes, et il existera autant de définitions d’optimum de second rang
que de systémes de contraintes différents. Comme on reviendra sur ’historique de
l'optimum contraint dans le troisiéme chapitre, on se limite ici & parler du concept
d’optimum contraint par l’existence de marchés concurrentiels pour les biens proposé
par Géanakoplos et Polémarchakis. Un optimum est un OCGP s'il n’est plus possible
d’apporter d’améliorations au sens de Pareto par une réallocation des actifs lorsqu’on
laisse le systéme de prix pour les biens s’ajuster a cette nouvelle répartition des
actifs’. Ces auteurs montrent que de maniére générique, I’équilibre concurrentiel
n’est pas un optimum au sens contraint lorsque les marchés sont incomplets. Dans le
cas particuliers du modeéle & un bien de Diamond cependant, 1’équilibre concurrentiel

est un optimum au sens contraint.

Magill et Quinzii (1992) réinterprétent le probléme d’indétermination de I’équilibre
dans les économies financiéres en terme de politique monétaire. En effet, si les
problémes d’indétermination de 1’équilibre proviennent du fait que le modéle ne
permet pas de déterminer le niveau des prix, c’est peut-étre parce qu’il manque une
équation au systéme. Ils proposent alors un modele d’échange & deux périodes dans
lequel la monnaie joue son réle de moyen d’échange et possiblement celui de réserve

de pouvoir d’achat en introduisant une contrainte de ’cash in advance’. La quantité

9Cet optimum contraint est également I’optimum contraint au sens de Diamond.
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totale de monnaie injectée dans chaque état du monde par le planificateur détermine
le niveau des prix, et l'indétermination de 1’équilibre est remplacée par le probléme

du choix de la politique monétaire optimale.

Les auteurs considérent deux types d’équilibres monétaires, les équilibres moné-
taires dans lesquels la monnaie joue un réle de moyen d’échange uniquement (1'épargne
monétaire est nulle)!’, et celui ou elle joue également un role de réserve de pouvoir
d’achat. Dans le cas ou la monnaie joue uniquement un réle de moyen d’échange,
ils établissent la neutralité de la monnaie lorsque le systéme d’actifs est complet, et
I'unicité locale de 1’équilibre monétaire lorsque les marchés sont incomplets. Dans
le cas ou la monnaie a également une fonction de réserve de pouvoir d’achat, ils
établissent la non neutralité de la politique monétaire méme lorsque le systéme d’actifs
est complet. Enfin, Magill et Quinzii(1996 ) s’intéressent & la politique monétaire
optimale dans le cas particuliers o il n’existe qu’un bien. Dans ce cas cependant, ils
montrent que le modeéle est trop simple pour bien rendre compte du réle de moyen
d’échange joué par la monnaie, puisque toute politique monétaire optimale implique

une quantité infinie de monnaie dans au moins un état du monde.

YEn introduisant un actif dont le rendement est constant dans tous les états du monde, et en se
limitant aux cas ou le taux d’intéret qui émane de cet actif est positif, il n’est jamais optimal pour
les agents de détenir de 1'épargne sous forme de monnaie, et la monnaie ne joue que son role de
moyen d’échange.
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CHAPITRE 1

Théorie généralisée du
consommateur faisant face a

S+1 contraintes budgétaires

Introduction

Dans ce premier chapitre, on analyse le comportement du consommateur faisant
face a un systéme de contraintes budgétaires multiples & prix et a revenus donnés.
On se situe dans la lignée de Allard-Bronsard-Gouriéroux (1998) qui présentent le
probléme du consommateur lorsque ce dernier peut relier les différentes contraintes
budgétaires & l'aide d’une structure d’actifs potentiellement incompléte. On se
distingue de ces auteurs en ce sens qu’on considére une structure institutionnelle
totalement séparée entre les différents états du monde dans laquelle le consommateur
prend le systéme de prix et de revenus comme donnés. On relégue 'introduction des
actifs au probléme de I'optimum par un souci d’efficacité. En effet, aussi longtemps
qu’on s’intéresse & des optimum dans lesquels l'allocation des actifs existant n’est
pas contrainte, il n’est pas nécessaire d’analyser la demande d’actifs des individus.
On pourra étudier en particulier 'optimum contraint au sens de Géanakoplos et
Polémarchakis & I'aide de cette théorie du consommateur. Lorsqu’on s’intéresse a des
optimum dans lesquels le prix des actifs est unique, on pourra toujours reconstruire

la théorie manquante & l'intérieur de optimum.
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La théorie du consommateur & contraintes budgétaires multiples est naturellement
plus riche que la théorie néo classique, puisqu’elle contient cette derniére comme un cas
particulier. Si on retrouve les possibilités de substitution néo classiques & l'intérieur
d’'une méme contrainte budgétaire, on obtient également de nouvelles possibilités
de substitution entre ces différentes contraintes budgétaires. Ainsi on pourra parler
tant de l'effet substitution des prix que de D'effet substitution des revenus. Dans
la premiére section, on dérive le systéme de demande du consommateur, dont on
se servira dans le probléeme de 'optimum. Dans la seconde section, on définit le
systéme de dispositions marginales a payer de I'individu pour les biens et les revenus.
Bien que le systéme institutionnel soit totalement séparable entre les différents états
du monde, le consommateur réussit néanmoins & relier mentalement les différentes
contraintes budgétaires par I'intermédiaire de ses prix de Arrow. On présente en
annexe le systéme budgétaire mental de 'individu & contrainte budgétaire unique qui
est équivalent au systéme institutionnel. Dans la derniére section, on introduit le
concept de compensation au premier ordre & partir duquel on construit différentes
matrices de compensation (substitution) de l'effet-prix et de l'effet-revenus. On
présente une décomposition originale de I’effet de substitution des prix en un effet de
substitution intra état et un effet de substitution inter états. Cette décomposition est
résumée par la matrice de compensation ’contingente’ de I’effet-prix K, qui permettra

de synthétiser les conditions de premier ordre du probléme de 'optimum.

1.1 Systéme de demande

On se place dans une économie en contexte d’incertitude, et on considére le
probléme d’un consommateur qui cherche & allouer sa consommation de maniére
optimale entre S + 1 états du monde, & prix et & revenus donnés. On peut ajouter

une dimension temporelle au probléme en considérant 1’état zéro comme la premiére
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période, les autres états représentent alors l'incertitude de seconde période. De

maniére générale, on peut considérer le cas ou il y a L, biens par état du monde,

avec io Ly = L. Pour simplifier 'analyse cependant, on va se restreindre au cas ot
o=

L, = L pour chaque état du monde. Les préférences du consommateur sont définies

sur un ensemble de consommation X, n C Rﬁ +, et sont représentables par une fonction

d’utilité un(xzs) qui satisfait les conditions suivantes :

Condition 1. (Hu) u, est deux fois contindment dérivable (u, € C?), strictement
monotone (Duy, > 0), et fortement quasi-concave (Ax # 0 et Duj(zp) Az =0 =
Az’ D*up(zn) Az <0).

Le probléme d’optimisation du consommateur faisant face a S + 1 contraintes

budgétaires & prix et & revenus donnés s’écrit comme suit,

Mazx un(xp) — /\Ih(ﬁ'Xh — R)

(zn)

ol )\;l = (Ano, A1l -+, Anlss --An1s), €t P’ est une matrice de dimension (S+1)x L
avec comme s-iéme ligne (0, ....0,_1,7;,0,..0). Les conditions de premier ordre sont

données par

Du, — M P =0
Rh—]s'xh=0

Dérivons ces conditions de premier ordre par rapport a z,,As. La Jacobienne

| U -P
th’)‘h— ( _13/ O )

s’écrit alors comme
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Par le théoréme des fonctions implicites, on obtient donc ’équation fondamentale de

la demande,
~ oz Jz
Usn -P1| 5% o |_[M 0 iy
._Pl 0 %% 3_1)%2: Xh ““IS+1 p,Rn

~ Oz Oz
[U@ -P} T A [AA;I 0 }:[JL 0}
-P 0 s % XAt —Isy 0 Isp
Posons K, = <%%9~ + %Q-X ,’L> En réarrangeant les termes on obtient finalement,
h
~ 7o A1 9
[ Unn —P] Kay _azm%k _ [ Ip 0 }
P —~ =
-P 0 (%*#4-%:&)1\,3 —-g-g-: 0 Isy

1.1.1 Propriétés du systéme de demande

A partir de équation ci-dessus, on obtient les prorpiétés suivantes
Propriété 1. Additivité de la matrice de Slutsky PK,=0

En effectuant le produit de la deuxiéme ligne et de la premiére colonne on a

ﬁ/k\hl\;l =0 = ﬁlk\h =0

’

Propriété 2. Additivité de l'effet-revenus Py = S+1

oR,,

On obtient cette propriété en effectuant le produit de la deuxiéme ligne et de la

deuxiéme colonne.
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Propriété 3. Symétrie de la matrice de Slutsky généralisée K h = K, WAt

Comme la Jacobienne J, » est symétrique, la matrice du centre P’est également.
Par conséquent, chacun de ses blocs est également symétrique, et il s’en suit que la

matrice de Slutsky généralisée est symétrique puisqu’elle est le bloc supérieur gauche.

oz Ny | Oy T YA-L
el — YZh
De plus, 7z —%ap + @R;Xh)Ah .

Propriété 4. La matrice de Slutsky généralisée est de rang L — (S + 1)

En prémultipliant la derniére équation par 'inverse de la Jacobienne J; ), le rang
de la matrice du centre est égal au rang de la matrice [J, ,\]—1, c’est-a-dire qu’elle est
de rang L+ (S+1). Considérons la matrice constituée des L premiéres colonnes de la
matrice du centre et nommons-la C1. Cette matrice est de rang maximal, c’est-a-dire
de rang L, puisque la matrice du centre est de plein rang. Par la propriété d’additivité
p.1), la matrice K}, est au plus de rang L — (S + 1). Supposons qu’elle soit de rang
inférieur & L — (S + 1). Alors il existe au moins S + 2 combinaisons linéaires entre
ses colonnes, et la matrice C1 sera au plus de rang L — 1, ce qui est en contradiction

avec le raisonnement précédent.

Propriété 5. Homogénéité des fonctions de demande K, P = 0

Par les propriétés d’additivité et de symétrie de la matrice de Slutsky généralisée,

on peut écrire
. Ly v 1/Ano 0 0
KhAglP = KyP A\p=0 ou A\p= 0 1/ Ans 0
0 0 1/Ans

~ \Y%
Il suffit alors de postmultiplier par A, (I'inverse de A) pour obtenir la propriété

d’homogénéité K,P =0.
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Remarque 1. La propriété d’additivité de la matrice de Slutsky vient de la
construction méme de cette matrice. Si on compense I'individu pour la variation
de son pouvoir d’achat dans chaque état du monde, cela revient & dire que I’on
considére des variations de consommation telles que p.dzys = 0, pour tous les états
du monde. La propriété d’additivité de effet-revenus provient simplement de la
contrainte budgétaire. Dans chaque état du monde, la variation de la valeur de la
consommation doit étre égale 4 la variation du revenu nominal dans cet état. Ces
deux propriétés généralisent en quelque sorte les propriétés usuelles de la théorie

néo-classique qui ne considére qu’une seule contrainte budgétaire.

1.2 Dispositions marginales a payer

Dés lors qu’un consommateur a des préférences définies sur un ensemble X C RE
qui sont représentables par des fonctions d’utilité une fois continiment dérivables, on
peut définir, pour toute allocation z € X , différents vecteurs de prix individuels &
partir du gradient normalisé de la fonction d’utilité. On pourra faire correspondre

différents cadres institutionnels a chaque systéme de prix ainsi défini.

Comme on se place dans un cadre ordinal, la représentation numérique des
préférences n’est définie qu’a une transformation monotone prés. En définissant des
systémes de prix individuels & partir du gradient normalisé de la fonction d’utilité,
on s’assure que ces derniers sont invariants par rapport au choix de la représentation
numeérique des préférences. Normaliser le gradient de la fonction d’utilité revient &
choisir la valeur d’un panier de consommation de référence. En faisant cela, on définit
implicitement l'unité de compte du systéme de prix. Par exemple, lorsque le panier de
référence ne comporte qu’un seul bien, la normalisation revient & choisir un numeéraire

comme unité de compte. Comme il existe plusieurs états du monde, on peut décider
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de choisir une unité de compte unique ou alors une unité de compte par état du monde.
Dans le premier cas, on définit un systéme de prix Arrow-Debreu (prix contingents),
alors que dans le second cas on définit des systémes de prix conditionnels. Pour
alléger la notation, nous omettrons dans ce qui suit les indices h étant entendu que

nous développons ici un systéme individuel de dispositions marginales & payer.

Définition 1. Les prix Arrow-Debreu individuels sont donnés par p = ﬁ%m, oum
X

représente un facteur institutionnel.

En choisissant v’ = (w},0,..,0), c'est-a-dire en normalisant le gradient de la
fonction d’utilité par rapport aux prix de premiére période, le facteur institutionnel
m apparait comme le niveau des prix de premiére période, pjwo = mo!. Si on décide
de définir une unité de compte dans chaque état du monde, c’est-a-dire d’effectuer

S + 1 normalisations, on est amené & définir un systéme de prix conditionnels.

!
Définition 2. Les prix conditionnels individuels sont donnés par p, = D_%E:st’ Vs €
S

Au vue des définitions ci-dessus, on peut relier les prix conditionnels aux prix

Y

contingents en définissant des dispositions marginales & payer pour les différentes

unités de comptes. On en vient alors & définir les prix de Arrow,

Définition 3. Les prix de Arrow individuels sont donnés par y, = Dugwamg g e G

Dugwo ms?

nr

1Dans la
somment a un.

Théorie de la Valeur”, Debreu normalise les prix contingents de telle sorte qu'’ils
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Par construction, les prix de Arrow sont homogenes de degré un dans le niveau
des prix et dans le revenu de premiére période, et homogénes de degré moins un
dans le niveau des prix et dans les revenus conditionnels?. Les prix de Arrow ainsi
définis sont fonction des parameétres institutionnels m. En postmultipliant les prix
de Arrow par —772—"‘0, on obtient les prix de Arrow réels, i = 1%0;“%3' En se servant
des conditions de premier ordre du probléme du consommateur faisant face & S + 1
contraintes budgétaires, les prix de Arrow peuvent également s’écrire de la maniére

suivante,

Comme les multiplicateurs A peuvent s’interpréter comme 1'utilité marginale des
revenus®, les prix de Arrow apparaissent comme le prix relatif des différents revenus
par rapport au revenu de premiére période. Ils représentent la quantité d’unité de
compte de la période zéro que 'individu est prét & échanger contre une unité de compte
supplémentaire dans chaque état s. En combinant la définition des prix conditionnels

avec celle des prix de Arrow, on retrouve la définition des prix contingents,
/ 1Dt
p=ppP
On parlera de la décomposition de Arrow pour faire référence a cette équation

puisque cette décomposition des prix contingents entre prix conditionnels et prix

de Arrow est au coeur du modeéle de référence de Arrow. Notons ici qu’a priori il

?Notons que par construction, pq = 1.

3Cette notion de prix de Arrow réel est un peu abusive puisque les prix de Arrow sont des
dispositions marginales & payer pour des unités de comptes, qui sont nominales par définition.
On remarque bien que ces prix de Arrow 'réels’ restent fonctions du choix de normalisation par
I'intermédiaire des vecteurs de poids w;.

4En substituant les fonctions de demande dans la fonction d'utilité, on obtient la fonction d’utilité

indirecte, v(P, R). En prenant la dérivée de cette fonction par rapport & R, on obtient Q%’;—Rl = A
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n'est pas impensable de définir d’autres systémes de prix individuels. Si on décide
de définir deux unités de compte par état du monde par exemple, on introduit une
décomposition des prix conditionnels, et par 1a, une autre décomposition des prix
contingents. A chacun des systémes de prix définis ci-dessus, on peut associer un
cadre institutionnel différent qui fait référence a I'un des deux modeéles fondamentaux
d’équilibre général qu’on retrouve dans la littérature: le modéle Arrow-Debreu des
marchés contingents, et le modéle des marchés conditionnels de Arrow. Pour une
allocation T donnée hors de tout contexte institutionnel, l'individu est capable de
se construire mentalement un cadre institutionnel & la Arrow-Debreu ou un cadre
institutionnel & la Arrow dans lequel l'allocation T fait partie de son choix de

consommation optimal. On présente en annexe le systéme de représentation mentale

de l'individu.
1.3 Compensation au premier ordre

Dans cette section on introduit le concept de compensation au premier ordre a
partir duquel on construit différentes matrices de compensation de V'effet-prix et de
compensation de I'effet-revenus qu’on retrouve dans les conditions de premier ordre
de l'optimum financier. Sous leur forme canonique, ces matrices de compensation
permettent une décomposition de leffet-prix et une décomposition de l'effet-revenus

en un effet de substitution et un effet de richesse qu’on analyse dans la section suivante.

On dira d’une différentielle de consommation qu’elle est compensée au premier
ordre dés lors que la variation d’utilité qu’elle engendre, évaluée par la partie linéaire
de lapproximation de Taylor, est nulle. Dans un premier temps, on construit
différents types de compensation auxquels sont associées différentes possibilités de
substitution qui émanent des préférences des consommateurs. Dans un second temps,

on tient compte du cadre institutionnel dans lequel évolue le consommateur, et
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on s'intéresse aux différents instruments qui permettent d’obtenir chacune de ces
compensations. Pour simplifier écriture, on omet & nouveau l'indice h étant entendu
qu'on traite d’un consommateur donné. Prenons la différentielle de la fonction
d’utilité indirecte et égalisons-la & zéro. En divisant par Ay pour faire apparaitre
les prix de Arrow, on a

dv

T = - X'dp+ pWdR =0 (0.1)
0

Considérons maintenant les différentes contraintes budgétaires. En prenant la
différentielle de ces contraintes, on peut décomposer la variation du revenu nominal

en variation du cofit de la vie (X'dp) et en variation du pouvoir d’achat (P'dz(p, R)),

dR = X'dp + P'dz(p, R) (0.2)

Pour simplifier I'écriture dans ce qui suit, on notera dz la différentielle des fonctions

de demande étant entendu que cette différentielle est induite par des variations de

prix ou des variations de revenu. Si on substitue maintenant cette décomposition
dans (0.1), on obtient,

@=yﬁm=0 (0.3)
Ao

Dans l’espace des prix et des revenus, 'individu évalue une variation de prix
ou une variation de revenu par l'intermédiaire de la variation du pouvoir d’achat
contingent qu’elle engendre. On dira d’une différentielle de consommation dz¢ qu’elle

est compensée au premier ordre dés lors qu’elle satisfait (0.3).

Au vue de I’équation ci-dessus, on peut compenser l'individu de trois manieres
différentes: soit directement pour sa variation de consommation® (dz¢ = 0), soit

pour sa variation de pouvoir d’achat conditionnel (}AD’da:C = 0), soit enfin pour

571 est entendu ici que la variation de consommation est en fait une différentielle de consommation.
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sa variation de pouvoir d’achat contingent (u/P'dz¢ = 0). Intuitivement, on peut
associer différentes possibilités de substitution a chaque type de compensation. Dans
le premier cas, on ne permet aucun type de substitution, puisqu'on compense
directement ’individu en terme de biens de telle sorte que sa consommation reste
inchangée. On parlera alors de substitution zéro. Dans le second cas, on permet la
substitution a l'intérieur de chaque état du monde puisqu’on compense I'individu pour
sa variation de pouvoir d’achat conditionnel. On procéde alors & S+ 1 compensations,
et on parlera de substitution & la Slutsky (substitution conditionnelle). Dans le dernier
cas enfin on ne procéde qu’d une compensation en terme de richesse contingente.
On permet alors tant la substitution a lintérieur de chaque état du monde que
la, substitution entre les états du monde. On parlera dans ce cas de substitution

‘contingente’.

Notons que dés lors que l'on substitue la décomposition du revenu dans la
différentielle de la fonction d’utilité indirecte, on obtient une expression analogue
a celle que 'on aurait obtenu en se plagant dans l'espace des biens. Si on
considére en effet le dz non comme une différentielle mais comme une variation
quelconque du panier de consommation, on aurait pu obtenir (0.3) en prenant
directement la différentielle premiére des fonctibns d’utilité définies sur les biens. Les
différentes possibilités de substitution évoquées ci-dessus reflétent ainsi les possibilités
de substitution qui émanent exclusivement des préférences du consommateur, et
'équation (0.3) représente les possibilités de substitution du systéme mental de

I'individu.

Comme les fonctions de demande sont définies sur les prix et les revenus, on peut
construire des matrices d’effet-prix compensés au premier ordre ainsi que des matrices
d’effet-revenus compensés au premier ordre. Dans chacun des cas, on dispose de trois

instruments pour compenser l'individu: soit par la variation des revenus, soit par la
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variation du prix d’un bien de référence, soit enfin par la variation du niveau des
prix. Pour clarifier le langage, on dira qu’on cherche a compenser un individu pour
un certain effet, et par un certain instrument. Si le type de compensation refléte
les possibilités de substitution du systéme mental de I'individu, le type d’instrument
est soumis aux possibilités de substitution inhérentes & la structure institutionnelle
a partir de laquelle les fonctions de demandes ont été déduites. Les matrices de
compensation qu’on va construire tiennent compte des deux systémes de substitution.
Au vue de ce qui précéde, on peut envisager six types de compensation différentes.
Comme on dispose de trois instruments dans chaque cas, on peut construire & priori
dix-huit matrices de compensation. Dans ce qui suit, on se restreint & 1’étude
des matrices de compensation dont on a besoin pour comprendre le probléme de

l’optimum financier.

1.3.1 Compensation en terme de consommation
dz¢ =0

Le traitement de la compensation en terme de consommation est présenté a des
fins didactiques puisque les matrices d’effet-prix et d’effet-revenus compensés pour
les variations de consommation se construisent de maniére évidente. Le modele dans
lequel évolue le consommateur lui permet d’effectuer de la substitution & 'intérieur
de chaque état du monde. Toute modification des prix ou des revenus qui affecte les
ensembles de budget financiérement accessibles pour le consommateur induisent des
réajustements de son panier de consommation optimal. Pour s’assurer que I'individu
conserve le méme panier optimal, on le compense de telle sorte que son ensemble
de choix reste inchangé. De la maniére la plus simple, on compensera !'individu en
annulant la variation de prix & laquelle il fait face par une variation de prix de signe

contraire®. On obtient alors

$Notons toutefois que dans le cas particuliers ot la variation de prix est proportionnelle au vecteur
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c or Oz, .

De maniére analogue, on compensera 'individu pour une variation de revenu par

une variation de revenu de signe contraire’,

c_,0r Or _
da:—(aR, BR’)dR_O

La compensation pour la variation de consommation ainsi définie a 'avantage de
laisser 'individu sur un niveau d’indifférence inchangé. La compensation au premier
ordre se transforme & fortiori en compensation pour la variation d’utilité, c’est-a-dire

en compensation a la Hicks.
1.3.2 Compensation a la Slutsky P'dz® =0

La compensation & la Slutsky permet d’utiliser les possibilités de substitution
intra-état qui émanent des préférences du consommateur. Comme le cadre institu-
tionnel dans lequel évolue le consommateur permet lui aussi la substitution intra-état,
cette compensation apparait comme la compensation naturelle pour le 'probléme du
consommateur’ envisagé ici. Considérons la différentielle des contraintes budgétaires
(0.2). Par définition, on obtient une compensation 4 la Slutsky dés lors que la variation

des prix et la variation des revenus satisfont

dR = X'dp (0.4)

On s’intéresse ici & la matrice de compensation de I'effet-prix par une variation du

revenu conditionnel puisque c’est cette matrice qui apparait tant dans les conditions

de prix, dp = v/ P', on pourra compenser l'individu pour cette variation de prix par une variation
de revenu.

"Notons que I'on pourrait également compenser I'individu pour une variation de revenu par une
variation du niveau des prix.
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de premier ordre du probleme du consommateur que dans les conditions de premier
ordre de 'optimum du Distributeur. Pour construire cette matrice, on prend la

différentielle de la fonction de demande,

ox oz
dxr = (9A/ dp + 8_R’dR

Substituons la décomposition de la variation du revenu (0.2) dans ’équation

précédente. En réarrangeant les termes on obtient la différentielle de la consommation

compensée a la Slutsky pour une variation de prix

Oz 5, Oxr Oz ,
dz = (I - ﬁP Ydr = (51—7— 5§;X )dp

On peut définir alors la matrice de compensation de effet-prix a la Slutsky

par une variation de revenu conditionnel comme suit,
Définition 4. K = |X’dp—dR -07; + X

Par construction, cette matrice satisfait la propriété d’additivité PK =0. La
matrice K n'est autre que la matrice de compensation de Slutsky qui est apparue
dans la théorie généralisée du consommateur. Elle posséde alors toutes les propriétés

développées dans la section consacrée au ’probléme du consommateur’.
1.3.3 Compensation contingente p'P'dx® =0

Bien que le cadre institutionnel dans lequel évolue le consommateur ne lui permet
pas d’effectuer de la substitution inter-états, il est capable néanmoins de relier
mentalement les différentes contraintes budgétaires auxquelles il fait face a aide
de ses prix de Arrow. On peut construire ainsi des matrices d’effets-prix et des

matrices d’effets-revenus compensés pour la variation de pouvoir d’achat contingent.
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Par définition, on obtient une compensation pour la variation de pouvoir d’achat

contingent, dés lors que la variation des prix et la variation des revenus satisfont,
pdR = ' X'dp (0.5)

Parmi les diverses possibilités de compensation qui émanent de cette condition, on
se limite a présenter ici la matrice d’effet-revenus et la matrice d’effet-prix compensés
par la variation du revenu de premiére période. Considérons tout d’abord la matrice
de compensation de l'effet-revenus. Prenons la différentielle partielle de la fonction
d’utilité indirecte par rapport au revenu®. En réarrangeant les termes, on peut

exprimer la variation de revenu de premiére période de la maniére suivante,

dv
dRy = — — wdR,
Ao
Prenons maintenant la différentielle partielle des fonctions de demande par rapport
aux différents revenus. En substituant ’expression ci-dessus pour la variation du

revenu de premiére période, on obtient

Oxr dv Oz oz

= E-RT();\—(; - éﬁaulde + del

dz
En réarrangeant les termes, et en se servant du fait que f’l\% = 1/ P'dz, on obtient
la différentielle partielle des consommations par rapport aux revenus compensée pour

la variation de pouvoir d’achat contingent,

Ox

dz = (I - —y/ P)dz = ( 0z Oz
ORy

3 ot R

On peut définir la matrice de compensation de I'effet-revenus par la variation du

revenu de premiére période comme suit,

ity _ 8z |dp=0 _ 0z _ Oz
Définition 5. C = 55 |ypy=—par= 37 ~ 3R X

8Comme on s'intéresse 4 la compensation d’un effet-revenu par une variation de revenu, on ne
modifie pas les prix, et 'on a dés lors dp = 0.
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Par construction, la matrice C' satisfait la propriété d’additivité u/P'C = 0. De
plus, sa premiere colonne est nulle. Passons maintenant a la matrice de compensation
de Deffet-prix. Si on décide de compenser 'individu par la variation de son revenu de
premiére période uniquement, on pourra poser dR; = 0. En prenant la différentielle
de la fonction d’utilité indirecte on peut exprimer la variation du revenu de la premiére

période comme suit,

dv
dRo—/\—°+uXdﬁ

En substituant cette expression dans la différentielle des fonctions de demande, on
obtient la différentielle partielle des consommations par rapport aux prix, compensée

pour la variation de richesse contingente,

0r 4, Or Oz
c _ Il — (I iy /d
dz® = (I aROuP)d (8“’+8R 9.4

On peut définir la matrice de compensation de V'effet-prix pour la variation de

pouvoir d’achat contingent comme suit,

a dRy=0 oz |, O
Définition 6. K = 2& dR;_# X ( X+ oo ,LL’X,)

Par construction, K satisfait la propriété d’additivité /P’K = 0. De plus, sa
premiére colonne est nulle. On dérivera certaines propriétés de la matrice X a la fin

de ce chapitre.

Remarque 2. Par la propriété d’homogénéité des fonctions de demande, on a
~ V

o — oz . . . ,

aﬂp%P R= —3%. Toute compensation par une variation de revenu peut également

se faire soit par une variation du niveau des prix soit par la variation du prix d’un
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bien de référence. En particuliers, la compensation & la Slutsky par une variation de

revenu est équivalente & la compensation par une variation du niveau des prix par

~ V o~
E(IL-PRX)=K.

1.3.4 Interprétation géométrique

Pour comprendre les différences conceptuelles qui existent entre ces diverses
matrices de compensation (substitution), on peut tenter de se les représenter
géométriquement. Il faut alors rester prudent car la représentation graphique déborde
le cadre différentiel dans lequel ces matrices ont été construites. On ne considére plus
des approximations au premier ordre, mais bien des variations finies de consommation,
et par 13, d’utilité. Si les trois matrices permettent de compenser le consommateur au

premier ordre, elles divergent dans leurs effets du second ordre et d’ordre supérieur.

Commencons par la compensation de l'effet-prix  la Slutsky. Cette compensation
est basée sur le systéme de prix institutionnel. Elle permet au consommateur de
racheter son panier initial, ce qui lui assure d’étre sur un niveau d’indifférence au
moins aussi bon qu’a lorigine. En effet, lorsque les préférences du consommateur sont
(strictement) convexes, il peut atteindre un niveau d’utilité (strictement) supérieur a
son niveau d'utilité d’origine en utilisant les possibilités de substitution & I'intérieur
de chaque état du monde. Comme la compensation & la Slutsky n’utilise pas toutes
les possibilités de substitution du systéme mental du consommateur, elle offre en
quelque sorte une sur-compensation & l'individu pour qu'’il se sente indifférent au
premier ordre, par rapport & une compensation a la Hicks dans laquelle la variation

finie de 'utilité de I'individu est nulle®.

9Dans le cas de la compensation pour la variation de consommation, dz® = 0, la surcompensation
implicite en terme de revenu est annulée par le fait qu'on n’authorise aucune possibilité de
substitution.
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Pour se représenter mentalement l'effet de la compensation engendrée par la
matrice C, on peut se ramener au cas particulier ou il n’existe qu’un bien dans chaque
état du monde. Dans ce cas, seules les possibilités de substitution entre les différents
états du monde existent. La compensation par la variation du revenu de premiére
période ne permet pas au consommateur de racheter son panier initial lorsque les
contraintes budgétaires sont séparées, puisqu’elle le force & utiliser sa ’compensation’
dans l’état zéro uniquement. La matrice C' offre une compensation basée sur le
systéme de prix mental de l'individu qui n’a pas de contrepartie dans le systéme
institutionnel. Par un raisonnement analogue & la compensation & la Slutsky, mais
inverse cette fois-ci, lorsque les courbes d’indifférences sont (strictement) convexes,
les effets de second ordre sont négatifs, et un déplacement fini le long de la contrainte

budgétaire mentale de I'individu implique un niveau d’utilité (strictement) inférieur.

La représentation de la compensation engendrée par la matrice K suit le méme
raisonnement que celui de la matrice C, et les effets de second ordre sont négatifs.
Pour bien saisir la différence entre les deux matrices d’effet-prix compensé K et K,
on peut considérer le cas particuliers ou il n’existe que trois états du monde, et un

bien dans chaque état. Dans ce cas, les deux matrices s’écrivent comme suit,

000 Og%%:clg—f{%m
K=|000 , EK=|0% 0
000 00 oz

Lorsqu’il n’existe qu'un bien par état du monde, il n’y a aucune possibilité de
substitution & 'intérieur de chaque état du monde. La matrice de substitution K est
nulle, et la compensation & la Slutsky revient & compenser I'individu pour sa variation
de consommation, dz¢ = 0. Bien que la compensation pour la variation de pouvoir
d’achat contingent tienne compte de la substitution mentale de l'individu, le cadre

institutionnel force ce dernier & dépenser sa compensation de revenu sur le bien zéro
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uniquement. La compensation pour une variation de prix s’effectue alors le long de

la tangente aux courbes d’indifférence, et les effets de second ordre sont négatifs.

Remarque 3. Il n’y a rien de choquant dans le fait que les effets de second ordre
associés & la compensation de la matrice K soient négatifs. En utilisant toutes les
possibilités de substitution au premier ordre, la compensation requise par la matrice
K est moindre que celle requise par la matrice K. Lorsqu’on réalise effectivement
la compensation, la structure institutionnelle ne permettant pas la substitution
inter-états, on se retrouve avec une compensation insuffisante pour maintenir le

consommateur sur un niveau d’indifférence inchangé.

1.3.5 Décomposition de 'effet prix et de
Ieffet revenus

En exprimant les matrices de compensation sous leur forme canonique, ces
derniéres apparaissent de maniére évidente comme des matrices de substitution.
On peut décomposer les différents effets-prix ainsi que 'effet-revenus en un effet de
substitution et un effet de richesse. Exprimée sous sa forme canonique, la matrice de
Slutsky K permet de décomposer I'effet-prix en un effet de substitution conditionnelle
(substitution intra-état) et un effet de richesse conditionnelle,

or = Oz _,
%_K—WX

La matrice de compensation C quant & elle permet de décomposer V'effet-revenus

en un effet de substitution inter-états et un effet de richesse contingente,

ox c or ,

e = + —
OR/ ORy
La matrice C' apparait comme la matrice de substitution inter-états du systéme

mental de I'individu. Enfin, la matrice de compensation de I'effet-prix K permet de
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décomposer !'effet-prix en un effet de substitution 'contingente’ et un effet de richesse

contingente,

On pourra parler alors indifféremment de matrices de compensation ou de matrice
de substitution. Intuitivement, si la matrice K permet la substitution intra-état,
alors que la matrice C' permet la substitution inter-états, la matrice de substitution
K devrait apparaitre comme une combinaison de ces deux derniéres. Au regard de

ce qui précéde, on peut effectivement décomposer K en deux éléments,
K=K-CX' (0.6)

Cette décomposition est tout & fait naturelle. Tout se passe comme si on
compensait l'individu dans un premier temps en se servant uniquement de ses
possibilités de substitution intra-état. Dans un second temps, on évalue les différentes
compensations conditionnelles en se servant de ses possibilités de substitutions
inter-états. On obtient par 14 une compensation qui tient compte tant des possibilités
de substitution & l'intérieur de chaque état du monde que des possibilités de
substitution entre les états du monde. L’effet-prix peut se décomposer en trois
éléments distincts; un effet de substitution conditionnelle (intra-état), un effet de
substitution inter-états, et un effet de richesse contingente,

or = 0x

— = _ Xl__IXI
5 = KX aR

A partir de la décomposition (0.6), on peut déduire les propriétés suivantes de la

matrice K,

Lemme 0. La matrice X est de rang L — 1. Son noyau gauche est donné par les

prix Arrow-Debreu, alors que son noyau droit est donné par le vecteur go )
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Pour la démonstration de la premiére partie de ce lemme, on commence par écrire

K sous forme d’un systéme d’équations,

—_ I —
@n@(_x>=K
Par construction, les prix Arrow-Debreu appartiennent au noyau gauche de K,
et cette matrice est au plus de rang L — 1. Pour montrer qu’elle est au moins de

rang L — 1, on suppose qu'il existe un vecteur non nul ¥ € R différent des prix

Arrow-Debreu (9" # ap’) qui satisfait le systéme d’équations suivant,

9K =0
YCX' =0

Par la propriété d’additivité de K, la premiére condition implique ¢ = +'P', pour

un v € N5+ quelconque. En substituant ceci dans la seconde condition, on a

Comme X' est de rang S + 1, on doit avoir you} = 7}, et par la v = u. En
substituant ceci dans 'expression de ¢, on a ¢ = ' P, ce qui contredit I’hypothése
de départ. Le vecteur des prix Arrow-Debreu est I'unique vecteur non nul & une
constante prés qui annule la matrice K , et cette matrice est alors de rang L — 1.
Pour la derniére propriété, il suffit de remarquer que les Ly premiéres colonnes des
matrices K et K sont identiques. Comme le vecteur des prix de premiére période
( 80 )appartient au noyau droit de K , il appartient également au noyau droit de K.
Par le rang de K, c’est 'unique vecteur non nul & une constante prés qui annule cette

matrice, et la preuve du lemme est complétée.
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Remarque 4. Lorsqu’il n’y a qu’un seul état du monde, il ne peut y avoir de
substitution inter-état, et les matrices K et K se confondent. Cest le cas notamment

dans la théorie néo-classique du consommateur & une contrainte budgétaire.

Remarque 5. Les propriétés d’additivité qui sont associées aux différentes matrices
de compensation permettent une interprétation de la compensation pour la différen-
tielle d’utilité en terme de variation de dépense. Toute compensation au premier
ordre pour la variation d’utilité se confond avec une compensation pour la variation

de dépense réelle.

Remarque 6. On aimerait bien pouvoir interpréter la matrice K comme la matrice
de substitution des prix du systéme mental & contrainte budgétaire unique du
consommateur. Or s’il est vrai que cette matrice permet d’utiliser les possibilités de
substitution contingentes du systéme mental de l'individu, le type de compensation
qu’elle offre reste soumis & la structure institutionnelle 4 contraintes budgétaires

séparées dans laquelle le consommateur évolue réellement.
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CHAPITRE 2

Optimum financier de premier rang

Introduction

Dans ce chapitre, on introduit le probléme de l'optimum financier pour une
économie de distribution dans laquelle les préférences des individus sont non sépara-
bles. Comme ’espace des quantités est difféeomorphe & ’espace des prix individualisés
(normalisés) et des revenus, on peut choisir de travailler indépendamment dans 'un
ou Pautre de ces deux espaces. Si on s’intéresse aux conséquences d’un systéme
d’actifs financiers incomplet, il est naturel de se placer dans 'espace des prix et des
revenus puisqu’un actif financier peut se voir comme une contrainte sur ’allocation
des revenus. La théorie de I'optimum dans l'espace dual n'est cependant pas usuelle.
Balasko (1979) a présenté tout de méme une théorie duale de 'optimalité dans le cadre
d’une contrainte budgétaire unique. Il a montré I’équivalence entre les allocations
efficaces au sens de Pareto et les allocations contraintes par des ensembles de budgets
a prix et a revenus donnés. Luenberger (1994) a étendu ’analyse de Balasko au
cas non différentiable, et il a proposé deux théorémes dans ’espace dual qui sont la

contrepartie aux deux théorémes du bien-étre de I’espace primal des quantités.

Comme on s’intéresse au probléme de 'optimum, il n’y a pas de raison & priori

pour imposer un systéme de prix unique. On se place donc dans ’espace des priz



39

individuels et des revenus. Tout comme la théorie généralisée du consommateur
est plus riche que la théorie néo classique, la théorie de 'optimum avec des prix
individuels est également plus riche que celle avec un systéme de prix unique. On
comprend mieux par exemple les possibilités de décentralisation liées & un systéme de
prix et de revenus. Dans une économie & H individus et L biens, une allocation dans
Vespace des quantités est un vecteur de consommation x de dimension HL. Dans
Pespace dual des prix individuels et des revenus, une allocation est un vecteur de
prix individualisés normalisés et de revenus (p,y) de dimension HL également. Dans
les cas favorables ot le systéme de prix est unique, une allocation dans P’espace dual
peut se ramener & un vecteur (p,y) de dimension H + L. Dans les cas ou il y a au
moins deux individus et deux biens, H + L < HL, et la dimension d’une allocation
dans ’espace des prix et des revenus est strictement inférieure & la dimension d’une
allocation dans I’espace des quantités. En d’autres termes, dans ces cas favorables, le
Distributeur n’a qu’a prendre H + L décisions dans l'espace dual par rapport & HL

décisions dans 1’espace primal.

L’interprétation des conditions de premier ordre dans 1’espace des prix et des
revenus n'est pas usuelle, et on doit se familiariser avec une nouvelle terminologie.
Dans 'espace des quantités, les conditions d’optimalité s’interprétent en terme de prix,
c’est-a-dire en terme d’unicité des dispositions marginales & payer. Dans 'espace des
prix et des revenus, on s’attend a ce qu’elles s’interprétent en terme de variation de
quantité, c’est-a-dire en terme de variation de colit & un scalaire prés. Dans la premiére
section, on présente le modéle non contraint dans lequel le Distributeur est libre
d’allouer des prix individuels et des revenus. On donne une interprétation originale
des conditions de premier ordre & ’aide des matrices de compensation développées
dans le premier chapitre. Dans la seconde section, on introduit une contrainte
institutionnelle sur l'allocation des revenus. Le Distributeur doit allouer les revenus

par 'intermédiaire d’un systéme d’actifs financiers potentiellement incomplet. On en
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profite pour souligner le probléme de cohérence entre la nature des actifs et le choix
de 'unité de compte du systéme qui est & la base des problémes d’indétermination
réelle de I'équilibre lorsque les actifs sont des actifs financiers. Dans la derniére
section on présente notre premier résultat: lorsque le systéme d’actifs est incomplet,
le Distributeur peut implanter une allocation de premier rang par un systéme de taxes
individuelles proportionnelles aux prix 4 la consommation dans chaque état du monde.

Les dispositions marginales & payer pour les actifs restent cependant individualisées.

2.1 Le modéle non contraint

2.1.1 Le probléme du Distributeur

Considérons le probléme général d’un Distributeur qui cherche A allouer des
ressources de maniére efficace entre différents individus. L’économie s’étend sur
deux périodes. La seconde période est composée de S états du monde mutuellement
exclusifs. Il y a L, biens dans chaque état du monde avec io L, = L. Le vecteur
de ressources @ est donné et provient d’un ensemble @ C }E + On suppose que le
Distributeur peut choisir des systémes de prix conditionnels individuels et allouer des
revenus & chaque individu. En d’autres termes, il alloue des ensembles de budget
a chaque individu!, c’est-a-dire des environnements institutionnels individuels. Le
probléme du Distributeur consiste alors a allouer une structure institutionnelle a
chaque individu, de telle sorte que P'allocation des biens qui en résulte soit efficace
au sens de Pareto. Pour ce faire, il maximise 1’utilité¢ d’un individu de référence

sous les contraintes que les niveaux d’utilité des autres individus sont donnés, et

sous les contraintes de réalisabilité. On peut poser ce probléme de maniére différente

1Un ensemble de budget est un ensemble dans I’espace des quantités paramétrisé par un systéme
de prix et de revenus. Pour un vecteur de prix et de revenus donnés (pjs, Ris), 'ensemble de budget
de lindividu h daps I'état s est défini comme suit:

B(Phs, Rns) = {lx € X [Phez < Rhs}
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en laissant le Distributeur maximiser une somme pondérée des utilités des différents
individus sous les contraintes de réalisabilité puisque les conditions de premier ordre
associées a ces deux problémes sont les mémes. Il s’agit juste d’étre prudent dans
I'interprétation des poids ay, qui ne font pas référence & une fonction d’utilité sociale,

mais bien & des critéres d’efficacité.

Lorsqu’on se place dans 'espace dual des prix et des revenus, on dispose de deux
instruments qui ont la méme incidence sur les ensembles de budget. On dispose
en quelque sorte d’un instrument de plus que dans I'espace des quantités. Pour
que la solution soit déterminée dans ’espace dual, il faut imposer une contrainte
de normalisation des prix. Pour le probléme non contraint, ceci alourdit inutilement
'exposé puisque la contrainte de normalisation n’est pas effective. Dans ce qui suit, on
préférera présenter I'optimum de premier rang dans I’espace des prix individuels non
normalisés et des revenus étant entendu que le modeéle conserve une indétermination
dans le niveau des prix mais que cette indétermination est purement nominale.

Formellement, le probléme du Distributeur peut s’écrire comme suit?,

Maz L (P, Rp) = heZH anun(Th(P, Rr))
~0'( S zh(Ph, Ry) — D)
el

avec les conditions de premier ordre,

(o Duy, — a’)%:f =0
(ahD’U,;l - O'I)%{?: =

A Toptimum, le bénéfice marginal individuel engendré par la derniére unité de

*Nous utilisons ici le terme de maximisation étant entendu qu’il s’agit en fait d’un probléme de
maxi min.
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prix est égal au colit marginal social. Il en va de méme pour la derniére unité de
revenu. On dira alors que ’allocation des prix et ’allocation des revenus satisfont
le principe de tarification au colit marginal physique®. Afin de rendre le cout
marginal social indépendant d’une transformation monotone des fonctions d’utilité,
on peut définir des prix sociaux & partir des multiplicateurs de Lagrange associés
aux contraintes de réalisabilité physique. De maniére analogue a la définition des
prix individuels, on obtient en normalisant ces multiplicateurs, des prix indépendants

d’une transformation monotone des fonctions d’utilité,

T = (0'[oqwo)me =’ /Xg  (disons)

ou my représente un parametre institutionnel 4 la discrétion du Distributeur. On
peut transformer les conditions de premier ordre pour y faire apparaitre les matrices
de compensation de l'effet-prix et de compensation de l’effet-revenus présentées dans
la premiére partie. On pourra ainsi utiliser les propriétés de ces matrices pour
retrouver les interprétations usuelles de 'optimum qu’on obtient dans I’espace des
biens. Décomposons 'effet-prix en un effet de substitution conditionnelle et un effet
de richesse conditionnelle, et I'effet-revenus en un effet de substitution inter-états et
un effet de richesse contingente,

oz _ 17 _ 0z 3t
oy, = 1h ~ orp X

Or __ _ Oz 1
ar = Ch ~ 3Rtk

En substituant ces décompositions dans les conditions de premier ordre,

(anDuj, — o) Ky =0
(anDuj, — 0")Cr =0

30n parle ici de coat marginal physique puisque la seule contrainte existante est la contrainte de
réalisabilité physique.
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Par la théorie généralisée du consommateur, on a Duj = Ao, P'. Substituons
cette relation dans les conditions précédentes. Par les propriétés d’additivité des
matrices de substitution X et C, et en faisant apparaitre les prix sociaux =, les

conditions de premier ordre deviennent,

7Ky =0 (0.1)

7r’C’h =0 (02)

2.1.2 Interprétation des CPO dans I’espace dual

L’optimalité intra-état (0.1) se traduit par le fait que le coft social de la
compensation de 'effet-prix & la Slutsky est nul. Pour une certaine répartition du
‘bien-étre’, il n’est plus possible de réduire le cotit social des allocations individuelles
par une variation des prix conditionnels. On dira alors que l'allocation des prix
minimise le coit social du panier de consommation qui permet & chaque individu
d’atteindre un niveau d’utilité donné*. De maniére analogue, I'optimalité inter-états
(0.2) se traduit par le fait que le colit social de la compensation de leffet-revenus
est nul. L’allocation des revenus satisfait elle aussi le principe de minimisation de la
dépense individuelle pour une certaine répartition du bien-étre. Pour alléger I'exposé,
lorsqu’on parlera de minimisation du cofit social sans autre mention, il s’agira toujours

de minimisation du colit social pour une certaine répartition des niveaux d’utilité.

Dans la structure institutionnelle qu’on considére, le Distributeur ne peut pas

organiser des marchés contingents. En d’autres termes, il ne peut pas allouer

4En effet, les CPO (2.1) et (2.2) sont également celles du probléme de minimisation de o’z sous
réserve que u(.) =u(.).
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o' =1, B, (0.4)

Les prix conditionnels sont proportionnels entre tous les individus. En substituant
cette relation dans la condition d’optimalité des revenus, on obtient que les prix de
Arrow sont proportionnels aux multiplicateurs gamma, v}, = y,0u,. Il suffit alors de

substituer ceci dans la condition ci-dessus pour obtenir la proportionnalité des prix

Arrow-Debreu,

o = ’YhOIU’;LPfIl = YhoPh (0.5)

Les taux marginaux de substitution sont uniques, et on obtient une allocation
(intérieure) de premier rang. Remarquons qu’on aurait pu obtenir la condition sur les
prix contingents implicites directement & partir (0.3). En effet, comme p; appartient

au noyau de K, on obtient directement que les prix Arrow-Debreu individuels sont

proportionnels entre tous les individus.

La structure institutionnelle du modele non contraint ne permet pas d’obtenir
directement I'unicité des prix comme condition d’optimalité car elle posséde trop de
degrés de liberté (S + 1). En revanche, on peut imposer cette unicité sans modifier le
panier de consommation optimal de chaque individu. En effet, comme les fonctions
de demande sont homogeénes de degré zéro dans le niveau des prix et dans les revenus,
et vu que ces deux variables sont & la discrétion du Distributeur, ce dernier peut
imposer un niveau de prix conditionnels unique, sans pour autant affecter ’allocation
d’équilibre. Vu que les prix Arrow-Debreu individuels sont proportionnels entre tous
les individus, dés lors que le niveau des prix de la premiére période est unique, on
obtient I'unicité des prix Arrow-Debreu. Postmultiplions (0.5) par le vecteur wj_ =

(wp, 0, ...0). En posant wypro = wym, on obtient A\g = v,,. En divisant les deux cotés
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de (0.5) par 7,4 on obtient,
Ph=T Yhe H

Cette relation confirme que les prix sociaux ont été bien définis et que notre
notation est cohérente. Pour simplifier 'exposé dans ce qui suit, on commettra
souvent un abus de langage en parlant des prix sociaux pour faire référence aux
multiplicateurs o étant entendu que ces derniers sont proportionnels aux prix sociaux
7. Comme les prix conditionnels sont également proportionnels entre tous les
individus, en normalisant ces prix de maniére unique on obtient 'unicité du systéme

de prix conditionnels. En posant w/frs = w7, pour tout s appartenant & S, on a
R =T YVhe H

Par construction enfin, en combinant les deux conditions précédentes, on obtient
I'unicité des prix de Arrow,

p=p VYheH

L’allocation de premier rang peut alors étre implantée par un systéme de marchés
concurrentiels & prix unique. Voild qui termine la présentation du modéle non
contraint. On est prét maintenant & imposer des contraintes institutionnelles qui

limitent les instruments & la disposition du Distributeur.

2.2 Contrainte institutionnelle sur
I’allocation des revenus

Introduisons maintenant une contrainte institutionnelle sur l'allocation des
revenus de seconde période. Cette contrainte s’exprime par le fait que le Distributeur
ne peut plus allouer directement les revenus conditionnels aux individus, mais qu’il

doit le faire par l'intermédiaire d’un ensemble J < § actifs.
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2.2.1 L’introduction des actifs

Un actif a; est caractérisé par un vecteur de rendements z; € RS qui indique le
rendement auquel cet actif donne droit dans chaque état du monde. On suppose ici
que le rendement des actifs est donné de maniére exogeéne, et qu’il est exprimé en
unité de compte. Cette hypothése a une grande importance, et nous y revenons plus
loin. Soit Z; la matrice des rendements des actifs. Pour éviter la redondance, on
suppose que la matrice Z; est de rang J. On dira que le systéme d’actifs est complet
lorsque J = S, et qu'il est incomplet lorsque J < S. Formellement, la contrainte sur

’allocation des revenus conditionnels prend la forme suivante,
R1 = Zla,1

Comme la premiére période n’a pas d’incertitude, on considére le cas ot ’allocation
du revenu de premiére période n’est pas contrainte. On se donne ainsi la richesse
des individus comme variable non contrainte, mais non sa décomposition entre les
différents états du monde, comme l'a fait Arrow (1953). Pour illustrer ceci, on
introduit un actif zéro qui offre des rendements uniquement dans la premiére période.

La matrice des rendements inter-temporels Z prend la forme suivante,

0 Z

Le probléme du Distributeur consiste maintenant & allouer des systémes de prix

Z=<Z0 0 ), avec rang de Z; = J,

individuels ainsi que des portefeuilles d’actifs afin d’obtenir une allocation efficace. Ce
probléme est de nature hybride puisque d’un coté le Distributeur alloue des quantités
d’actifs alors que de Pautre il alloue des systémes de prix. On adopte cette structure
cependant puisqu’elle permet d’obtenir comme cas particulier 'optimum contraint
au sens de Géanakoplos et Polémarchakis. Remarquons d’ailleurs que pour toute
allocation de biens, on peut toujours définir la disposition marginale individuelle &
payer pour les actifs par l'intermédiaire des prix de Arrow, de sorte que la nature

hybride du probléme n’est pas trop génante.
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Définition 1. La disposition marginale & payer pour les actifs est donnée par g}, =

ppZ. Sip, = u, alors q, = q.

La disposition marginale & payer pour les actif j indique la quantité d’unités de
compte de 1’état 0 que I'individu est prét i sacrifier pour recevoir les rendements de

seconde période liés & une unité supplémentaire d’actif j °.
2.2.2 Le choix de 'unité de compte

On a fait '’hypothése que les rendements des actifs sont donnés et qu’ils sont
exprimés en unité de compte. Le Distributeur est libre cependant de choisir I'unité
de compte en vigueur dans son économie ainsi que la quantité totale d’actifs qu’il va
allouer aux individus. En supposant que les rendements sont donnés, on fait bien str
abstraction du probléme fondamental de l'origine des actifs. On préfére néanmoins
se pencher ici sur d’autres problémes, et on considérera la structure des rendements
comme une donnée exogeéne. Dans le dernier chapitre, on analyse tout de méme la

question de 'optimalité des rendements des actifs existants.

Supposer que les rendements des actifs sont exprimés en unité de compte est
une hypothése naturelle si on se rappelle que la fonction premiére d’'un systéme
d’actifs dans le modéle de référence de Arrow est de permettre aux consommateurs
de réallouer leurs revenus erprimés en unité de compte entre les différents états du

monde. Ainsi, si le bien un est choisi comme numéraire dans tous les états du monde,

3Si on désire introduire des marchés pour implanter I’allocation des actifs de maniére décentralisée,
le revenu de premiére période doit étre alloué entre les dépenses de consommation présente, et

- A
I’épargne. Dans ce cas, la matrice des rendements prendra la forme, 7 = < (20 0 %) qu )
1
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les rendements des actifs doivent également étre exprimés en terme du bien un.
Lorsque les rendements des actifs sont exprimés dans une unité de compte différente
de celle des prix des biens, on peut faire face & un phénomeéne d’indétermination réelle
de ’équilibre lorsque les marchés sont incomplets. Ce sera le cas notamment pour une
économie d’échange avec marchés incomplets dans laquelle les rendements des actifs
sont exprimés en monnaie alors que I'unité de compte du systéme est un numéraire. De
maniere générale, les problémes d’indétermination de ’équilibre apparaissent lorsque
les deux conditions suivantes sont satisfaites: d’une part le niveau des prix n’est pas
déterminé par le systéme, et d’autre part, le systéme institutionnel ne permet pas de
‘réaliser’ ’homogénéité des fonctions de demande dans le niveau des prix et dans les

revenus.

Pour illustrer ceci on considére deux cas, celui d’une économie d’échange et celui
d’une économie de Distribution. Dans chacun des cas, on considére deux types
d’unités de compte, un numeéraire et une unité de compte abstraite, la monnaie.
Considérons une économie d’échange, et analysons les contraintes budgétaires indi-
viduelles dans les deux cas suivants: lorsque les rendements des actifs sont exprimés
en terme d’un numéraire (r.n), le bien 1 par exemple, et lorsque les rendements des

actifs sont exprimés en monnaie (r.f),

(r.n) :v’hﬁ = w;lﬁ + pr.Zap = Ry
(r.f) 2P =0,P+Zay =Ry

ou pi. représente la matrice diagonale des prix du bien 1 dans tous les états du
monde. En faisant la somme sur les individus, et en se servant de la contrainte
de réalisabilité physique, on obtient dans les deux cas S + 1 lois de Walras et une

condition sur la somme des actifs,
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S (@ -w)P=0 = T an=0
he€H heH
La somme des actifs est nulle, et la quantité totale d’actifs n’intervient pas dans
la condition de réalisabilité agrégée en valeur. La condition sur la somme des actifs
provient du fait que dans une économie d’échange, les actifs servent 4 RE-allouer le
revenu entre les différents états du monde. Pour satisfaire la contrainte de réalisabilité
physique, la somme des réallocations doit étre nulle. De part les S + 1 lois de Walras,
le systéme possede S + 1 degrés de liberté. On peut interpréter ceci en disant que
le systéme ne permet pas de déterminer de maniére univoque le niveau des prix
conditionnels. Par la théorie généralisée du consommateur, on sait que les fonctions
de demande sont homogénes de degré zéro dans le niveau des prix et dans les revenus.
Pour que 'indétermination du niveau des prix conditionnels n’ait pas d’effets réels,
il faut que le systéme institutionnel permette de rendre les fonctions de demande

homogenes de degré zéro dans le niveau des prix.

Considérons d’abord le cas des actifs numéraires. Par construction, les revenus
sont homogenes de degré un dans le niveau des prix. Il s’en suit que les fonctions de
demande sont homogeénes de degré zéro dans le niveau des prix, et I'indétermination
du niveau des prix conditionnels n’a que des effets nominaux. Dans le cas des actifs
financiers, le lien entre le niveau des prix et les revenus est moins direct puisqu'’il
se fait par l'intermédiaire du portefeuille d’actifs. Il faut alors distinguer le cas des
marchés complets du cas des marchés incomplets. Lorsque les marchés sont complets,
il existe toujours une réallocation d’actifs qui permet de rendre les revenus homogeénes
de degré un par rapport au niveau des prix. L’indétermination du niveau des prix
conditionnels n’a alors que des effets nominaux. Lorsque les marchés sont incomplets
en revanche, il n’existe pas toujours de réallocation du portefeuille pour faire face a
une variation du niveau des prix conditionnels. Les revenus ne peuvent plus varier

de maniére proportionnelle aux prix, et le niveau des prix conditionnels peut avoir
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des effets réels sur 'allocation d’équilibre. Comme le systéme au niveau agrégé ne dit
rien sur le niveau des prix, on parle dans ce cas d’indétermination réelle de I’équilibre
puisque d’une part, n’importe quel niveau des prix est acceptable, et que d’autre part,

a différents niveaux de prix peuvent correspondre différents équilibres.

Rappelons que lorsqu’on détermine 'unité de compte du systéme, cela revient en
quelque sorte & normaliser le niveau des prix. Si maintenant on avait commencé par
déterminer 1'unité de compte du systéme avant d’introduire les actifs, on aurait éviter
le probléme de l'indétermination de 1’équilibre. En définissant clairement 'unité de
compte du systéme, il faut rajouter S + 1 contraintes de normalisation. Le niveau
des prix n’est plus indéterminé mais il se confond avec le choix de I’unité de compte.
On peut alors ré-interpréter le probléme de l'indétermination de 1’équilibre comme

un probléme de politique monétaire optimale.

Considérons maintenant le cas d’une économie de Distribution. Lorsque le systéme
de prix est unique, les contraintes budgétaires dans le cas des actifs numéraires (a.n)

et dans le cas des actifs financiers (a.f) sont données par,

(a.n) :133113 =p.Zan = Ry,
(a.f)  zoP = Zan =Ry

En faisant la somme sur les individus, et en substituant les contraintes de
réalisabilité physique, les S + 1 lois de Walras sont remplacées par S + 1 équations

quantitatives de la monnaie. En posant A = Y_ as, on obtient,
heH

(an) Qp=p.ZA
(a.f)
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Dans une économie de Distribution, la normalisation des prix fait partie intégrante
du systéme. Ceci provient du fait que l'allocation des actifs ne sert pas uniquement
a réallouer les revenus mais également a allouer les revenus puisque les individus ne
posséde aucune richesse privée. Choisir un bien numéraire comme unité de compte
revient & normaliser directement les prix. Lorsque le systéme d’actifs est incomplet,
le choix de certains numéraires peut étre incompatible avec les données exogeénes du
modele puisqu’on ne peut pas engendrer n’importe quel vecteur de dimension S + 1
a partir de la matrice Z. Au niveau des contraintes budgétaires individuelles, on
retrouve ’homogénéité du systéme dans le niveau des prix lorsque 'unité de compte
est un bien numéraire. Lorsqu’on choisit d’introduire une unité de compte abstraite,
c’est la quantité totale d’actifs émise par le Distributeur qui détermine le niveau des
prix. Au niveau individuel, le modéle n’est plus homogéne dans le niveau des prix
lorsque le systéme d’actifs est incomplet. La quantité totale d’actifs émise par le
Distributeur peut se voir ainsi comme un instrument de politique monétaire dans le

cas ou le systéme d’actifs est incomplet.

Dans ce qui suit, on suppose donc que le Distributeur introduit de la monnaie
comme unité de compte puisque cela évite d’une part les problémes d’incompatibilité
du choix du numéraire, et cela permet d’autre part d’introduire de maniére naturelle
des instruments de politique monétaire. On relégue cependant ’analyse du probléme

de la politique monétaire dans le dernier chapitre qui lui est entiérement consacré.

2.3 Un modéle de premier rang avec un
systéme d’actifs incomplet

2.3.1 Le probléme du Distributeur

On introduit maintenant la contrainte institutionnelle sur ’allocation des revenus
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dans le probleme du Distributeur. L’allocation des revenus doit satisfaire la contrainte

suivante,

Rh == Zah

ou Z est une matrice de rang J + 1 < S + 1, représentant les rendements des

différents actifs. En associant les multiplicateurs 6, & ces contraintes, le probléme du
Distributeur se présente comme suit :

Max L (ﬁh, Ry, ah) = hEEH QplUp (wh(ﬁh) Rh))

~a’ ( > Zn(Ph, Bn) — U)
hel

~ Y 0, (Ry— Zan)
heH

avec les conditions de premier ordre exprimées en terme des matrices de

substitution,

Q
=~

o' Ky = -0, X},

D,
5
>

o2
t~

61, — Onotth = —'Ch,
0,Z =0

£

joi)
o
>

Par la forme particuliére de la matrice des rendements Z, la condition sur les

actifs donne immédiatement 6,9 = 0. Ceci n’est pas étonnant puisqu’il n’y a aucune

contrainte sur l’allocation des revenus de premiére période. La condition sur les

revenus se réduit alors &,
o= —Ch (0.6)
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En combinant la condition sur les prix avec celle sur les revenus, on peut faire
apparaitre la condition d’optimalité sur l’allocation des prix Arrow-Debreu implicite

par l'intermédiaire de la matrice K

oKy — ChX)) =K =0 (0.7)

2.3.2 Le systéme de taxes de premier rang

On relégue I'interprétation des conditions de premier ordre & la section suivante,

uisqu’on a la proposition suivante
¥

Proposition 2.1. Le Distributeur peut implanter une allocation de premier rang par
Vintermédiaire d’un ensemble de tazes individuelles qui sont proportionnelles auz priz
a la consommation dans chaque état du monde. Les dispositions marginales & payer

pour les actifs restent cependant individualisées.

Démonstration. Par l'additivité de la matrice K, la condition (0.7) donne
immédiatement la proportionnalité des prix Arrow-Debreu individuels, v,pn = 0.
Les taux marginaux de substitution sont uniques, et on obtient une allocation
(intérieure) de premier rang. En substituant ce résultat dans la condition sur les
revenus, on trouve #, = 0. Comme le niveau des prix et les revenus de premiére
période ne sont pas contraints, on peut imposer 'unicité des prix Arrow-Debreu
comme dans lé modeéle non contraint. En choisissant le niveau des prix de premiere
période de telle sorte que pj wo = Towo, on retrouve 'unicité des prix Arrow-Debreu

individuels, 7’ = pj, = u}, P;.

Si on peut imposer l'unicité des prix Arrow-Debreu, on ne peut cependant pas

imposer 1'unicité des prix conditionnels. Vu que l’allocation des revenus de seconde
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période est contrainte, le Distributeur ne peut plus modifier simultanément les revenus
et les taux d’inflation de seconde période pour obtenir 1'unicité des prix conditionnels,
et par 14, celle des prix de Arrow. Le niveau des prix conditionnels n’est plus unique,

et on peut parler d’un systéme de taxe proportionnelle & la consommation pour chaque

individu®.

Ces taxes n’ont qu’un effet nominal et leur niveau n’est pas défini. Lorsque les prix
conditionnels restent individualisés, la contrainte institutionnelle sur I’allocation des
revenus n’est qu’une contrainte nominale. Cette contrainte n’est cependant pas assez
forte pour déterminer de maniére unique les taxes individuelles & la consommation.
En effet, comme les prix Arrow-Debreu individuels sont homogénes de degré zéro
dans les prix et dans les revenus de seconde période, toute modification du niveau
des prix conditionnels accompagnée d’une variation simultanée des prix de Arrow
laissera l’allocation optimale inchangée alors que le systéme de taxe proportionnelle,
lui, sera modifié. Décomposons la condition sur l'unicité du systéme de prix pour y
faire apparaitre les prix conditionnels et les prix de Arrow. En postmultipliant par

{2, on obtient 'unicité des prix réels de Arrow,
pm=wm,=uy VheH

Ce résultat vient confirmer ’aspect purement nominal des taxes conditionnelles &
la consommation. Toute modification des taux d’inflation conditionnels est annulée
par la modification des prix de Arrow nominaux. Les prix de Arrow réels et les prix

contingents restent inchangés tout comme le panier de consommation optimal.

SNotons au passage que I’on pourrait aussi bien parler de taxe sur les revenus plutot que de taxe
proportionnelle 4 la consommation.
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2.3.3 La condition d’optimalité sur les actifs

Considérons maintenant la condition sur ’allocation des actifs. En combinant la

condition sur les revenus et celle sur les actifs, on obtient
T IChZ =(

Comme ’allocation des actifs existants n’est pas contrainte, & 'optimum il n’est
plus possible de réduire le coflit social de ’allocation des biens pour une certaine
répartition des niveaux d’utilité en effectuant une redistribution des actifs. On peut
exprimer la condition sur les actifs de maniére plus explicite en faisant apparaitre les
dispositions marginales individuelles & payer pour les actifs. A cette fin, on définit
d’abord le taux de transformation réel du revenu entre les différents états du monde
et I’état zéro qui laisse le colit social de I’allocation inchangé, comme suit,

m'9z,/OR,,
i amh/aRho

vy, =

Ce taux de transformation du revenu est de nature similaire aux prix de Arrow.
Par construction, tout déplacement local le long de la contrainte budgétaire évaluée
aux prix Arrow-Debreu individuels correspond & une variation d’utilité nulle au
premier ordre. Les prix de Arrow peuvent alors s’interpréter comme le taux de
transformation des revenus entre les différents états du monde et ’état zéro qui
laisse la dépense de l'individu inchangée lorsque cette dépense est évaluée a l'aide
des prix Arrow-Debreu individuels. Lorsque 'on évalue la dépense de I'individu aux
prix sociaux 7, on obtient le taux marginal de transformation du revenu v,. En
faisant apparaitre les dispositions marginales & payer pour les actifs, la condition sur

les actifs devient,
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L’individu A est prét a payer gn; = u},2; unités de compte de premiére période
pour recevoir un actif qui lui livre z;, unités de compte dans chaque état s. Au niveau
social, le coit de cette transaction est donné par g; = vj,2;. La derniére unité d’actif
allouée a chaque individu égalise le bénéfice marginal individuel au cotit marginal
social, et on dira que 'allocation des actifs satisfait le principe de tarification au cofit
marginal. Ceci ne veut pas dire pour autant que les dispositions marginales & payer

pour les actifs sont uniques puisque les prix de Arrow restent individualisés.

Le niveau des prix individuels n’est déterminé que pour une allocation des revenus
donnée, c’est-a-dire pour une allocation d’actifs donnée. Comme les prix de Arrow
réels sont uniques, on peut se demander si la marge de manoeuvre dont dispose le
Distributeur dans ’allocation des actifs est suffisante pour modifier les prix de Arrow
individuels nominaux de telle sorte que les dispositions marginales & payer pour les
actifs soit unique. En d’autres termes, on peut se demander si I’allocation de premier
rang peut étre décentralisée par un systéme de marchés concurrentiels pour les biens.
Pour répondre a cette question, il faut introduire de maniére explicite les dispositions
marginales & payer pour les actifs dans le modele. C’est ce que I’on fait dans la derniére
section du chapitre suivant dans laquelle on montre que le systéme de dispositions
marginales & payer pour les actifs reste individualisé. Notons toutefois que les prix de
Arrow nominaux restent individualisés aussi longtemps que le systéme de taxes est

non nul.
2.3.4 Distribution égalitaire des revenus

Par analogie avec le modéle non-contraint dans lequel on a obtenu l'unicité du
systéme de prix conditionnel, on peut imposer une distribution égalitaire des revenus
sans pour autant dévier de l’allocation optimale. Imposons la contrainte sur la

distribution égalitaire des revenus nominaux en imposant 'unicité des portefeuilles
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d’actifs,

ah-:a

En associant les multiplicateurs ¢, & ces contraintes, les conditions de premier

ordre sur ’allocation des actifs sont modifiées comme suit,

9;12 = Oy

2 ¢p=0

heH

Comme les autres conditions de premier ordre restent inchangées, on retrouve la

proportionnalité des prix Arrow-Debreu individuels. Par la propriété d’additivité
de la matrice C, on a 8, = 0, et par 14 ¢, = 0. Dans ce cas, les taxes
proportionnelles & la consommation sont déterminées de maniére non équivoque
puisque les revenus sont fixés. La distribution égalitaire des revenus reste une
illusion nominale puisque les taxes individuelles viennent différencier les ensembles

de consommation financiérement accessibles aux consommateurs.
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CHAPITRE 3

Optimum financier de second rang

Introduction

Lorsque le systéme d’actifs est incomplet, il n’est plus possible en général d’obtenir
une allocation de premier rang au sens de Pareto. On est alors amené & chercher
des allocations de second rang et & définir des concepts d’optimalité contrainte'.
Un optimum contraint se définit par rapport aux contraintes institutionnelles qu’on
impose sur la structure des échanges. On est libre ensuite de se demander si telle

allocation satisfait les conditions d’optimalité d’un certain optimum contraint.

Dans la littérature, ’optimum de second rang a surtout été étudié en rapport
avec 'allocation d’équilibre concurrentiel. Diamond (1967) s’est intéressé le premier
aux contraintes institutionnelles qu’il faudrait placer sur un Planificateur pour que
les conditions de premier ordre de I’économie planifiée soient les mémes que celles
de 'équilibre concurrentiel. Diamond s’est placé dans le contexte particulier d’une
économie de production avec un bien unique. Il a montré que si le Planificateur
est contraint de réallouer la production des entreprises & l'aide d’un systéme d’actifs
(réels) incomplets et que les transferts de dotations entre les individus sont contraints
a se faire par I'intermédiaire d’une obligation & rendement constant, alors I’allocation

concurrentielle est optimale au sens contraint.

'Lorsqu’on parle du probléme non contraint, on entend en vérité un probléme qui n’est contraint
par aucune structure institutionnelle d’échange puisque ce probléme reste contraint par les ressources
physiques du modéle.
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Le résultat de Diamond repose fortement sur I’hypothése d’un bien unique.
Grossman (1977) a étendu le modéle de Diamond 4 plusieurs biens, et il a montré que
I’équilibre concurrentiel peut étre caractérisé par un optimum social contraint au sens
de Nash (OSCN). L'optimum social contraint au sens de Nash peut se voir comme
I'optimum obtenu par différents planificateurs qui oeuvrent chacun dans un état du
monde exclusivement et qui prennent les allocations dans les autres états du monde
comme des parameétres exogénes. Dans cette définition de 'optimum contraint, ’le’
planificateur est soumis au méme probléme de coordination que les agents dans une
économie concurrentielle. Si 'OSCN caractérise ’équilibre concurrentiel, il se préte
mal & une interprétation générale d’un optimum contraint par 'incomplétude du
systéeme d’actifs puisque, comme !’a fait remarqué Hart, un OSCN peut étre dominé

au sens de Pareto par un autre OSCN.

Stiglitz (1982) reprend le concept d’optimalité au sens contraint de Diamond,
dans le cadre d’'une économie de production & deux biens, dans un modele ou il
existe un continuum d’états du monde. Lorsqu'il existe plusieurs biens, les prix
des biens ont une double fonction: ils permettent d’une part d’allouer les biens &
I'intérieur de chaque état du monde, mais également de réallouer le revenu entre les
différents états du monde. Stiglitz montre que si le Planificateur est soumis aux mémes
restrictions que dans le modeéle de Diamond, alors I’équilibre concurrentiel ne sera pas
un optimum contraint au sens de Diamond, sauf dans les cas particuliers suivants: les
consommateurs sont identiques et il n’y a pas d’échange, tous les individus ont des

fonctions d’utilité homothétiques identiques, et le modéle n’a qu’un bien.

Géanakoplos et Polémarchakis (1986) proposent une définition de Poptimum
contraint dans la lignée de celle proposée par Stiglitz. Un optimum contraint au sens

de Géanakoplos et Polémarchakis (OCGP) est un optimum contraint par I’existence
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de marchés concurrentiels pour les biens. L’allocation des actifs quant & elle n’est
soumise & aucune contrainte institutionnelle. Ces auteurs montrent que de maniére
générique, ’équilibre concurrentiel n’est pas un OCGP. Etant donné que ’allocation
des biens se fait par I'intermédiaire d’un systéme de marchés concurrentiels, le marché

n’alloue pas les actifs de maniére optimale.

Dans ce chapitre, on présente différents optimum contraints dans le cadre d’une
économie financiére & plusieurs biens. On se distingue ainsi des auteurs précédents
qui se sont placés dans des économies réelles?. On commence par présenter un modele
original d’optimum contraint dans son sens le plus pur, ¢’est-a-dire lorsque 'optimum
est contraint par un systéme incomplet d’actifs financiers uniquement. Pour ce faire,
on rend effective la contrainte institutionnelle sur ’allocation des revenus en imposant
une contrainte d’unicité des unités de compte. On montre que le Distributeur doit
se comporter comme un 'monopoleur de compromis’ qui préléve un systéme de taxes
et de subventions individualisées. A l'optimum contraint le Distributeur parvient
a réaliser I'unicité des recettes marginales de compromis. On profite de ce modele
pour évaluer les effets du choix de I'unité de compte du systéme. On obtient un
résultat intéressant dans le cas particulier ou il n’existe que deux individus, puisque
le Distributeur peut implanter un optimum contraint (au sens pur) qui est efficace au

sens ex-post s’il peut choisir I'unité de compte de ’économie.

On impose ensuite une contrainte d’unicité des prix conditionnels, qui peut se
voir comme une contrainte d’implantation, et on obtient I'optimum contraint au
sens de Géanakoplos et Polémarchakis dans le cadre d’une économie financiére.
Le Distributeur ne parvient plus & réaliser l'unicité des recettes marginales de

compromis, mais il parvient & égaliser les recettes marginales de compromis ’corrigées’

?Géanakoplos et Polémarchakis se placent dans une économie numéraire, mais ils ne posent pas
le probléme de Poptimum. Ils dérivent leur résultat en faisant de la statique comparative & partir
de ’équilibre concurrentiel.
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par des redistributions fictives de quantité. Ces derniéres sont toutes égales aux
recettes marginales de compromis 'du marché’. Les dispositions marginales a payer
pour les actifs sont individualisées, et on obtient immédiatement que l’équilibre
concurrentiel n’est pas un OCGP. Pour s’assurer de la cohérence de notre modéle,
on présente en annexe le cas particulier du modéle & un bien de Diamond pour
lequel I'équilibre concurrentiel est un OCGP, ainsi que les effets de différentes
hypotheéses de séparabilité tant au niveau des préférences qu’au niveau de la structure
institutionnelle. On montre que méme dans le cas ol les préférences sont additivement
séparables sur les états du monde, 'optimum contraint n’est pas efficace au sens ex

post.

Dans la derniére section, on présente un concept original d’optimalité contrainte
par Pexistence de marchés concurrentiels pour les actifs (OCUA). Cet optimum
contraint peut se voir comme la réciproque de 'OCGP, et il prend tout son sens
par rapport & ce dernier puisque les marchés financiers sont généralement plus
concurrentiels que les marchés des biens. On montre que le Distributeur égalise
4 nouveau les recettes marginales de compromis corrigées par des redistributions
fictives de quantités, et que ces redistributions fictives de quantité sont maintenant
engendrées par des redistributions fictives d’actifs. On en conclut immédiatement
que I’équilibre concurrentiel n’est pas un OCUA. On présente également en annexe
le systéme de décomposition des différents effets prix et effets revenus qui permet de

mieux comprendre ce chapitre.

3.1 Optimum contraint par ’unicité
des normalisations

Pour continuer dans la logique de notre démarche, il est naturel de commencer

par imposer une contrainte de normalisation unique des prix conditionnels. Ne
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pouvant plus jouer avec le niveau des prix pour atteindre l'optimalité inter—états
lorsque 'allocation des revenus est contrainte, le Distributeur utilise les prix relatifs
a l'intérieur de chaque état du monde comme instrument de second rang pour réduire
les distorsions liées & l'allocation entre les états du monde. Le systéme de prix
conditionnels n’est plus unique, et 'on fait face & un systéme de taxes individuelles
sur les prix & la consommation. Le Distributeur agit comme un 'Monopoleur de
compromis’ qui n’hésite pas a créer des distorsions locales pour atteindre son objectif.
Les distorsions liées & la contrainte sur 'allocation du revenu se propagent & 'intérieur
de chaque état du monde, et le systéme de prix relatifs n’assure plus 'optimalité &
I'intérieur de chaque état du monde. Considéré dans une approche globale cependant,
cette politique est optimale puisqu’elle permet au Distributeur de réaliser le principe

de Boiteux qui consiste & répartir la perte sociale afin de la diminuer.

3.1.1 Le probléme du Distributeur et sa
résolution

Imposons la contrainte de normalisation des prix de la maniére suivante,

Qlﬁh =m

ol m est un parameétre institutionnel & la discrétion du Distributeur. L’unité de
compte (7\7/1 Y) est définie par la relation suivante, (T\rlz Q )Ph = [s,1. Le parameétre m
détermine la grandeur de 'unité de compte pour un §2 donné, alors que les parameétres
Q) définissent la nature de 'unité de compte®. En associant les multiplicateurs ¢, a

ces contraintes, le probléme de 'optimum contraint devient

3Si on décide d’utiliser un numéraire comme unité de compte, disons le sel, alors le parametre m
détermine si c’est le kilo de sel ou le gramme de sel qui servira d’unité de compte.
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Maz L(Pp, Ry, an,m) = hZH ann (Th(Pr, Ra))
S

-0’ ( > Zp(Ph, Rn) — U)
heH

— ¥ 6, (Ry— Zan)
heH

- % 8, (VPn—m)

heH

avec les conditions de premier ordre,

oL . _ L'yt _ 10z ey
37)? . ah/\hXh o 37;:7: ChQ =0

aL . Y Y

oL . -
m’ f%:H =0
Pour résoudre le modeéle, on commence par transformer les conditions de premier
ordre en terme des matrices de compensation de leffet prix et de l'effet revenus.
On exprime ensuite les multiplicateurs o & partir de la condition sur les prix.
En substituant cette expression dans la condition sur les revenus, on obtient une
expression pour les prix de Arrow individuels. A partir de ces deux conditions, on
pourra exprimer si on le désire les taxes implicites sur les prix des actifs ainsi que
les taxes implicites sur les prix Arrow-Debreu. Commencons par transformer les
conditions de premier ordre. Par la forme particuliére de la matrice des rendements

Z, on a immédiatement 89 = 0 pour tous les individus. On peut postmultiplier ainsi
— 1

0 Is

pour faire apparaitre la matrice de compensation de effet revenus,

la condition sur les revenus par la matrice sans perte d’information,

O"Ch = —9;1 (01)

Post multiplions la condition sur les revenus par X}, et faisons la somme avec la
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condition sur les prix. On obtient la condition sur les prix conditionnels

'Ky = —0), — ¢, (0.2)
En combinant ces deux conditions, on obtient la condition sur les prix Arrow-

Debreu implicites?,

o'Kh=—¢,Q (0.3)

Soit C}* = (gf;f; - %ﬁ%%), la matrice de compensation d’une variation du niveau
des prix présentée en annexe. En post multipliant (0.3) par P, T\I{l, on peut isoler les

multiplicateurs 0y,

o'C™ = —6p (0.4)

Afin d’exprimer les multiplicateurs o, on a besoin d’un lemme dont on va se servir

tout au long de ce chapitre.

Lemme A La dérivée partielle des dispositions marginales & payer pour les biens par

rapport aux consommations satisfait gfﬁ{\ n= (I — P, m QY ) =T
h

Pour démontrer ce lemme, on retourne 4 la théorie généralisée du consommateur.

Par ’équation fondamentale de la demande, on a la relation suivante,

! ng’ EhM—l - Tl
h — +h
/\hO 1343

ou M, représente la matrice hyper-diagonale des prix de Arrow. Par définition,
les dispositions marginales & payer pour les biens sont données dans chaque état du

monde par

4Remarquons qu’on aurait pu déduire la condition sur les prix conditionnels a partir de la
condition sur les prix Arrow-Debreu implicite, puisqu’il est toujours possible de passer de l'une
a P’autre une fois que 'on a la condition sur la compensation de I’effet revenus.
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!
~ Duhs
Dps =

Mhs
Wi Dups

Prenons la dérivée partielle des prix conditionnels par rapport aux consommations,

OPh UM,
axlh—— (IL—thQ))\hQ

En substituant cette expression dans la condition précédente et en se servant du
fait que M, Ty Mt = T}, on obtient le résultat désiré,

OPh 7>
o, Ky = T, (0.5)
Considérons maintenant la condition sur les prix conditionnels (0.2). En
postmultipliant cette condition par T}, = (I — B, m ), on peut faire apparitre
la matrice de Slutsky du coté droit en se servant du lemme (A). En regroupant les
termes du méme coté, on a
0
(a’ D p’) K,=0
Oz},
Par le chapitre 1, on sait que le noyau de K, est donné par ~}, P.. On obtient ainsi

une expression pour o,
0p.
0 —’Yh,P/ —OIXhapm

Soit M = ¢'Q 7'\7/1, 'utilité marginale ’officielle’ des revenus. On peut se débarrasser

des multiplicateurs v, en postmultipliant I’expression ci-dessus par T = (I, — & m
By,

, 0Dz
o),

On peut remarquer que cette expression défini le systéme de taxes conditionnelles

o = NP, - 0, X, =—=T, (0.6)

individuelles. ~ Considérons maintenant la condition sur les revenus (0.1). En
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substituant la valeur de o, et en réarrangeant les termes, on obtient 'écart entre

les prix de Arrow individuels et les prix de Arrow officiels,

!

1
Mh_/ilz_

.
oo (-’s+1 - XgﬂThch> (0.7)

Oz},
3.1.2 Interprétation des conditions de premier
ordre |

Par la dualité du probléme que 'on considére, on peut interpréter les conditions
de premier ordre en terme des matrices de compensation ou en terme des systémes
de taxes qui y sont associés. On commence par interpréter les multiplicateurs 6,
et 0n associés & l'optimalité inter états, puis on passe & la condition sur les prix

conditionnels qui définit 'optimalité intra état.
a) L’optimalité inter états

L’optimalité inter états est affectée par l’allocation des revenus ainsi que par

'allocation du niveau des prix. Commengons par la condition sur les revenus,
ag ICh = —9/h

Les multiplicateurs 6, apparaissent comme le colt social de leffet revenus
compensé. Ainsi, lorsque 8, # 0, 'allocation des revenus ne permet pas de minimiser
le cotit social de 'allocation de l'individu A pour un certain niveau d’utilité. Pour un
Brs > 0, il serait possible de réduire le cot social de l'allocation de I'individu h en
augmentant son revenu dans cet état. Cette modification de revenu n’est cependant
pas réalisable par l'intermédiaire du systéme d’actifs existant, et le niveau de revenu

de cet individu est trop bas par rapport & son niveau non contraint. Tout se passe
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alors comme si le Distributeur était forcé de taxer (subventionner) les revenus des
individus par rapport & une économie dans laquelle il pourrait organiser un systéme

de marchés pour l'allocation des revenus. Ce systéme de taxes est donné par ’écart

sur les prix de Arrow individuels (0.7),

1 OPn
/ — ! 1 / 7
Ty, = Hp — 1 = /\_Oeh <[S+1 - Xh%}:ThCh
Lorsque la contrainte sur 'allocation des revenus n’est pas effective, les prix de

Arrow sont uniques. Considérons maintenant la condition sur le niveau des prix,
ag /C)rln = —6h

Les multiplicateurs §), représentent le cotit social d’une variation du niveau des
prix compensée par une variation du niveau des prix de premiére période. Au niveau
individuel, le niveau des prix ne permet pas de minimiser le cofit social des allocations.
Ce que le Distributeur ne peut réaliser au niveau individuel, il le réalise cependant au
niveau agrégé. Par la condition sur le choix de m, on a en effet hZH 0p, = 0. On peut

€
mettre en relation les deux types de colts inter états en postmultipliant la condition

sur les prix relatifs (0.2) par P,. Par la propriété d’homogénéité des fonctions de

demande, on trouve

0, Ry = —6,m (0.8)

On peut interpréter le terme de gauche comme les rentes de monopole associées &
I'allocation des revenus alors que le terme de droite représente les rentes de monopole
associées au niveau des prix. Pour voir ceci, il suffit de se rappeler que dans ’espace
primal des quantités, la rente de monopole est donnée par le produit des quantités
et de I'écart entre le prix au consommateur et le cot de production, r = (p — ¢)z.
Dans |’espace des prix et des revenus, la rente de monopole associée aux revenus est
donnée par le produit des revenus et de 1'écart sur la tarification au colit marginal.

Comme 0}, représente cet écart, il est naturel d’interpréter 9;11%1 comme la rente de
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monopole associée a l’allocation des revenus. Un raisonnement analogue s’applique
pour le niveau des prix. A I'optimum contraint, ces deux rentes sont égales, & un signe
pres. Ceci n’es pas surprenant puisque par la propriété d’homogénéité des fonctions de
demande, le niveau des prix et les revenus ont la méme influence sur les ensembles de
consommation financiérement accessibles aux consommateurs. En faisant la somme

sur les individus, et en se servant de la condition d’optimalité sur le choix de m, on a

SN G Ri=-Y &m=0 (0.9)

heH heH
Au niveau agrégé, les rentes de monopoles associées aux instruments d’allocation

inter états sont nulles.

Remarque 1. Les multiplicateurs 6, associés a la contrainte sur I’allocation des
revenus possédent une certaine structure qui leur vient d’une part de la matrice des
rendements, et d’autre part de la condition agrégée. En postmultipliant la condition
sur les actifs par le portefeuille individuel, on a 8, R, = 0. Si le revenu de I'individu
h est taxé de maniére implicite dans un état du monde, il est forcément subventionné
de maniére implicite dans un autre état du monde.

Au niveau agrégé, la condition hZH 0;1}%;1 = 0 implique que si le revenu d’un
individu est taxé de maniére implicite daems un état du monde, le revenu d’un autre
individu doit nécessairement étre subventionné de maniére implicite dans le méme

état du monde. Cette condition est importante puisqu’elle implique entre autre que

lorsque les 8y, sont uniques, ils sont nécessairement tous nuls®.

Passons & la condition sur ’allocation des actifs. En combinant la condition sur

les revenus avec celle sur les actifs, on a

°Dans le cas particuliers ou il n’existe que deux individus, les distorsions sur la tarification au
colt marginal sont plus importantes pour l'individu dont le revenu est plus faible. Si R,/R; > 1, la
condition précédente implique nécessairement §;/6, > 1.
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O'/ChZ =0

A Poptimum contraint, il n’est plus possible de réduire le cotit social des allocations
individuelles par une redistribution des actifs. Ceci se comprend aisément puisque
l'allocation des actifs existants n’est pas contrainte. On peut rendre cette condition
plus explicite en faisant apparaitre le taux marginal de transformation des revenus
Up = %, introduit dans la derniére section du chapitre précédent. Rappelons

que ce taux de transformation des revenus laisse inchangée la dépense de 'individu

évaluée aux prix sociaux 7. La condition sur les actifs devient
! !
Gp = VpZ

Bien que ’allocation des actifs satisfait le principe de tarification au cotit marginal,
ceci ne veut pas dire pour autant que les dispositions marginales & payer pour les actifs
sont uniques. En se servant des écarts sur les prix de Arrow (0.7), on peut exprimer
les taxes implicites sur les prix des actifs,

1 Opn
-—8. X —TwCr2Z 0.10
/\0 h haxz h“h ( )

L’allocation des actifs ne peut dés lors pas étre implantée par un systéme de

g —9q =

marchés concurrentiels.

b) L’optimalité intra état

Passons maintenant & la condition sur 'allocation des prix conditionnels. En

substituant I'expression des multiplicateurs 85, et 6, dans la condition (0.2), on a,

o' Kh = o' Ch X}, + o' Cf
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Le systéme de prix a une double fonction. Il a d’abord une fonction allocative a
Pintérieure de chaque état du monde (allocation des biens), et une fonction allocative
entre les états du monde. Cet aspect inter états provient de leffet des prix sur le
cott de la vie, ainsi que sur le niveau des prix. Dés lors qu'il existe des distorsions &
I'optimalité inter états, le systéme de prix 'relatifs’, c’est-a-dire la direction du vecteur
des prix & l'intérieur de chaque état du monde, est utilisé comme un instrument de
second rang pour réduire les distorsions inter états. Ceci crée & son tour des distorsions
a l'intérieur de chaque état du monde, mais & I'optimum contraint, le Distributeur
réalise un arbitrage entre les distorsions liées & chacune des fonctions du systéme de
prix. Considérons I’expression de sigma (0.6),

o = NP - egxg-@frh Vhe H
oz},

A Tloptimum de second rang, le Distributeur parvient & obtenir 'unicité des
recettes marginales de compromis. Il se comporte comme un ’monopoleur de
compromis’ qui n’utilise que partiellement son pouvoir de monopole. Cette proportion
n’est pas arbitraire, mais elle est donnée par les multiplicateurs 8,. Le monopoleur de
compromis a ceci de particulier qu’il utilise une part de son pouvoir de monopole ’dans
les deux sens’, c’est-a-dire qu’il taxe la consommation de certains individus (Ors > 0)
alors qu’il subventionne la consommation d’autres individus (5, < 0). Remarquons
que pour un dx donné, la matrice T, engendre une variation de consommation
compensée dz§ qui satisfait P{Ld:vﬁ = 0. Ainsi, le Distributeur égalise en réalité les
recettes marginales de compromis compensées pour la variation de pouvoir d’achat
conditionnel. En réarrangeant les termes, on obtient de maniere explicite le systéme

de taxes sur les prix conditionnels,

0

N Dz
/
oz},

~ 1
=7 —uP = —)\—OH;LX,Q T

Bien que la direction du vecteur des prix conditionnels ne soit pas directement

contrainte, le systéme de prix relatifs est utilis¢ comme un instrument de second
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rang pour réduire les distorsions inter états. Pour comprendre ce qui se passe,
considérons le cas particuliers ou il n’existe que deux biens dans chaque état du monde.
Pour simplifier I’analyse, supposons également que les préférences sont additivement
séparables sur les états du monde. Lorsque la contrainte sur ’allocation des revenus
est effective, les prix de Arrow individuels ne sont pas uniques, et le Distributeur
pourrait réduire le colit social des allocations individuelles en modifiant ’allocation

des revenus.

Supposons un instant que I'individu h a un revenu trop faible par rapport a son
revenu non contraint dans ’état s (655 > 0). Ceci revient a dire en quelque sorte que
'utilité qu'il retire de sa consommation conditionnelle dans cet état est trop faible.
Si monsieur h a des préférences 'marquées’ pour le bien 1 dans I’état s%, il est possible
d’améliorer son utilité sans modifier son revenu en augmentant le prix du bien 2 et
en diminuant le prix du bien 1 de maniére & ce que le niveau des prix reste inchangé.
Comme on le montre dans 'annexe, une telle variation de prix relatifs est donnée en
prémultipliant un dp quelconque par la matrice (I — Bomq ). Cette variation de
prix affecte le pouvoir d’achat de I'individu qui peut consommer maintenant une plus
grande quantité du bien pour lequel son utilité marginale est supérieure. L’utilité
qu'il retire de sa consommation conditionnelle dans I’état s augmente et son utilité
marginale du revenu dans cet état du monde est réduite, tout comme son prix de
Arrow pour cet état. En conséquence, les distorsions liées & 1'allocation de son revenu

dans l'état s sont également réduites.

Lorsque les individus ont des préférences différentes, le systéme des prix relatifs
ne sera pas unique. Cette opération introduit des distorsions & l'intérieur de chaque

état du monde puisqu’une fois que l'incertitude est levée, une modification des prix

Par préférence marquée on entend simplement que pour un rapport de prix donné, I'utilité
marginale du bien 1 est supérieure & 1'utilité marginale du bien 2.
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relatifs permet de réaliser des améliorations au sens de Pareto. Le Distributeur ne
peut plus considérer son probléme de maniére séparée, mais il doit I’aborder dans sa
globalité afin d’utiliser tous les instruments offerts par la structure institutionnelle’.
L’utilisation de prix individualisés lui permet de mieux épouser la configuration
de I'économie. Les distorsions liées aux contraintes sur l'allocation inter-états se
propagent a 'intérieur de chaque état du monde, et on retrouve un principe général
de Boiteux qui consiste & étendre la perte afin de la réduire. La condition sur les
prix conditionnels exprime l'arbitrage que le Distributeur fait entre ces deux types
de cotts. Ce résultat peut sembler étonnant de prime abord lorsque les préférences
sont additivement séparables, et on y revient dans ’annexe A.3.2 lorsqu’on introduit

la séparabilité des préférences de maniére formelle.

En conjuguant les écarts sur les prix de Arrow avec le systéme de taxes sur les
prix conditionnels, on obtient bien entendu le systéme de taxes implicite sur les prix
Arrow-Debreu. Remarquons que le systéme de taxes.que 'on vient d’établir, est
une fonction linéaire des multiplicateurs 6. Par la, on peut montrer facilement la
cohérence de notre modéle dans le cas des marchés complets. Lorsque le systéme
d’actifs est complet, la matrice Z est de rang complet, et on obtient §, = 0 par la
condition sur les actifs. En substituant ceci dans le systéme de taxes, on obtient
I'unicité des prix Arrow-Debreu ainsi que 'unicité des prix des actifs. L’équilibre
concurrentiel permet alors d’implanter une allocation de premier rang lorsque les

marchés sont complets.

Remaque sur 'utilisation de prix individuels

Le probléme qu’on considére est un probléme ex ante, c’est-a-dire avant que

"Ceci revient & rappeler I'importance d’une bonne définition de l'objectif dans tout probléeme
d’optimalité. Une allocation peut sembler inefficace de prime & bord si on se contente d’une analyse
partielle, alors qu’elle peut se révéler efficace au niveau global. Cette remarque est particuliérement
vraie pour les débats politiques.
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I'incertitude ne se révele, et le systéme de taxes de monopole de compromis est optimal
en ce sens. Si on s’intéresse également & 'optimalité au sens ex-post, ce systéme de
prix individualisés ne satisfait pas & ce critére d’optimalité. Méme si le Distributeur
est doté de pouvoirs coercitifs pour faire respecter un systéme de prix individuels, il
aura intérét & remplacer ce systéme de prix par un systéme de prix unique une fois

Pincertitude levée, si son objectif reste d’obtenir une allocation efficace.

Ceci souléve alors un probléme d’engagement de la part du Distributeur puisque
les choix de consommation des agents sont basés sur les prix que le Distributeur
annonce & la période zéro. Pour faire face a ce probléme d’engagement, on
peut imposer une contrainte d’unicité des prix conditionnels dans le probléme du
Distributeur. L’unicité des prix apparait ainsi comme une contrainte institﬁtionnelle
d’implantation. Notons que ce probléme d’engagement ne provient pas de ’aspect
général des préférences puisqu'il survient également lorsqu’on fait ’hypothése que les
préférences sont additivement séparables sur les états du monde, un cas qu’on analyse
dans I'annexe A.3.2. Si I'unicité du systéme de prix conditionnels permet de régler
le probléme d’engagement du Distributeur, cette contrainte ajoute des distorsions
supplémentaires & I'allocation ex-ante lorsque le systéme d’actifs est incomplet. C’est
ce qu’on analyse dans la section suivante. Avant cela, on s’intéresse au probléme du
choix de I'unité de compte optimale puisque ceci permet au Distributeur d’implanter
une allocation de second rang qui soit également optimale au sens ex-post dans le cas

particulier ol il n’existe que deux individus.
3.1.3 Les effets réels de 'unité de compte

On a vu que la contrainte de normalisation des prix conditionnels pouvait
s’interpréter comme une contrainte d’unicité de 'unité de compte. Dans le modéle

précédent, on a laissé au Distributeur la possibilité de choisir la grandeur de 'unité de



75

compte (m), mais non la nature de 'unité de compte elle-méme (©2). On s’intéresse ici
au cas ou le Distributeur peut choisir l'unité de compte du systéme pour un paramétre
institutionnel m donné. Avant d’analyser le probléme du choix de I'unité de compte
optimale, on considére deux cas particuliers: le cas ol le vecteur w se confond avec le
vecteur de consommation optimale d’un individu, et le cas ot I'unité de compte est

un bien numeéraire.

Si le vecteur de poids w se trouve étre égal au vecteur de consommation d’équilibre
d’un certain individu, disons I'individu h, en substituant w = z} dans la condition
sur les rentes de monopoles associées aux distorsions inter états, on obtient 8, = —cj.
En substituant ceci dans la condition sur l'allocation des prix relatifs, on obtient
que les prix & la consommation de l'individu h sont proportionnels aux prix officiels,
7;113,1 = Aom’. A T'optimum contraint, il n'est plus possible de réduire la dépense
sociale de cet individu par une modification de ses prix relatifs. Ceci provient du fait
que l'individu h satisfait spontanément la contrainte de normalisation puisque cette
derniére se confond avec sa contrainte financiére. En normalisant les prix officiels de
la méme maniére que les prix & la consommation, les prix Arrow-Debreu de I'individu
h sont égaux aux prix officiels, et l'allocation des prix et des revenus de cet individu

satisfont le principe de tarification au cotit marginal.

Si I'unité de compte est exprimée en terme d’un bien numéraire, la contrainte
de normalisation revient a imposer une contrainte d’unicité sur le prix de ce bien.
L’allocation des prix des autres biens n’est pas contrainte, et satisfait dés lors le
principe de tarification au coQt marginal. En notant }31, la matrice diagonale des
prix du bien 1, la condition sur les rentes de monopoles associées aux instruments
d’allocation inter états devient, q’hﬁl‘ = —0;?2;1. Comme on le verra plus loin, cette
expression sera généralisée dans le prochain modele. Si on laisse au Distributeur la

possibilité de choisir 'unité de compte, la condition de premier ordre associée aux
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poids w est donnée par

S 6P =0 (0.11)

heH
Les autres conditions restent quant & elles inchangées. A partir de cette condition,

on a la proposition suivante,

Proposition 3.1. Lorsque le systéme d’actifs est complet, le Distributeur est
indifférent entre choisir le niveau de 'unité de compte ou l’'unité de compte elle-méme.

Lorsque le systéme d’actifs est incomplet cependant, le choiz de lunité de compte

elle-méme a des effets réels.

Le fait de pouvoir choisir 'unité de compte elle-méme plutét que son niveau
uniquement donne plus de latitude au Distributeur. On peut voir ceci en remarquant
que la condition d’optimalité sur le choix de w implique la condition d’optimalité sur
le choix de m. En effet, en post multipliant (0.11) par Q 7\1/1, on retrouve la condition
de premier ordre sur le choix du parameétre m, ¥ 6, = 0. La réciproque n’est pas

heH

vrai cependant puisque Y. 6, = 0 n’implique pas ¥ 62]3,1 = 0, & moins que les
hEH heH

marchés soient complets (6, = 0), ou lorsque le systéme de prix est unique 8.

Ce résultat suggere que certaines normalisations sont plus ’cofiteuses’ que d’autres,
ou de maniére analogue, que certaines unités de compte sont plus adéquates que
d’autres. La condition d’optimalité sur le choix de 'unité de compte permet
'd'imposer’ (S + 1) contraintes linéaires sur les prix conditionnels individuels. Dans
le cas particuliers ou il n’y a que deux individus (H = 2), on obtient un résultat

intéressant,

®Ceci se voit de maniére évidente puisqu’en chosissant w, le Distributeur choisit tant la direction
de ce vecteur que sa longueur. En choisissant sa longueur, il rend la normalisation indépendante de
m.
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Proposition 3.2. Lorsque H = 2, l'unité de compte optimale est telle que le systéme

des priz conditionnels est unique.

Cette proposition est importante méme si elle s’applique & un cas trés particuliers
puisqu’elle permet d’obtenir I'optimalité au sens ex-post. Ainsi, une fois que
Uincertitude est levée, le Distributeur n’a aucun intérét & modifier le systéme de prix
qu’il a annoncé & la premiére période puisque ce systéme lui permet d'implanter une
allocation efficace. Cette proposition découle simplement de la condition d’optimalité
sur l'unité de compte lorsque H = 2. Dans ce cas, pour h = 1,2 on a en effet,

~ o~ _ Yo tis .
D1s = —§*Das, pour s =0, 1...5. Comme l'unité de compte est unique, on a

phn=p

Si le systéme de prix & la consommation est unique, cela ne veut pas dire pour
autant qu’il est égal au systéme de prix officiel 7. L’intuition qui se cache derriére
ce résultat est peut étre & rechercher & partir du cas particuliers ot w = z}. Dans
ce cas, la contrainte de normalisation de I'individu h est spontanément satisfaite et
le systéme de prix de cet individu est égal au systéme de prix officiel. Le choix de
'unité de compte permet au Distributeur d’avoir un degré de liberté sur les systémes
de prix conditionnels. Lorsque H = 2, il utilise cette possibilité pour obtenir 'unicité

du systéme de prix conditionnels et par 13 il réalise 'optimalité au sens ex-post.

3.2 Optimum contraint par 1’unicité des
prix conditionnels

Dans cette section on rend explicite la contrainte institutionnelle sur 1’allocation
des revenus en imposant I'unicité du systéme de prix conditionnels. On réduit par
14 le probléme d’engagement du Distributeur & maintenir le systéme de prix annoncé

une fois que l'incertitude est résolue, et on présente Poptimum contraint au sens de



78

Géanakoplos et Polémarchakis (OCGP). Cet optimum est un optimum contraint par
I'existence de marchés concurrentiels pour les biens. L’allocation des actifs quant &
elle n’est soumise & aucune contrainte institutionnelle et la disposition marginale &

payer pour les actifs reste & priori individualisée.

On peut déja évaluer 'optimalité de Pallocation d’équilibre concurrentielle a aide
de ce modéle. Lorsque les conditions de premier ordre de ’OCGP sont telles que les
dispositions marginales & payer pour les actifs sont différentes entre les individus,
on pourra en conclure que 1'équilibre concurrentiel n’est pas un OCGP, puisque les

conditions de premier ordre sont nécessaires.

3.2.1 Le probléme du Distributeur et sa
résolution

Pour soumettre le Distributeur aux contraintes de 'OCGP, on impose I'unicité du

systéme de prix conditionnels dans notre modéle,

Ph=p VheH

En associant les multiplicateurs £, aux contraintes d’unicité des prix, les conditions

de premier ordre du probléme du Distributeur deviennent aprés transformations

— 1 /
K = == (0,Xh + ) (0.12)
0
72 1
Ao
T'Ch = ——1—9; (0.14)

Ao
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0,Z =0 (0.15)
> & =0 (0.16)
heH

De maniére analogue au modéle de la section 1, on commence par exprimer les
multiplicateurs o. On substitue cette expression dans la condition sur les revenus, et
on en tire les écarts entre les prix de Arrow individuels. On peut exprimer ainsi le
systéme de taxes implicites sur les actifs et celui sur les prix Arrow-Debreu individuels.

Avant de résoudre le modeéle, on a besoin d’un lemme supplémentaire.

Lemme B La matrice de Slutsky agrégée 3 K, est de rang (L — S —~1). Elle
h€H

posséde une inverse généralisée réflexive H qui a les propriétés d’additivité suivantes:
(pnﬂww=HQ=o,@@zyz;Rg=<h-ﬁ%ﬂja4pmz K.H =

heH heH
(Q—Q%ﬁj

La démonstration de la premiére partie du lemme se fait en trois étapes. On

S Ky, Q
considére d’abord la matrice bordée B = he}f;2 ) 0 .

(a) Montrons que cette matrice est de rang maximal. Supposons que ceci ne soit
pas le cas. Alors il existe des vecteurs ¥ € RL, et ¢ € RS*! tels que les deux conditions

suivantes soient vérifiées,

(DY T Ki+dU =0
heH
2) 9 =0
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En postmultipliant la premiére condition par 13, on obtient ¢ = 0. La condition

(1) devient

(1Y T Kp=0
heH
Maintenant, tout ¥ qui satisfait (1)’ doit également satisfaire (2). Or, la condition
(2) doit étre satisfaite pour toute matrice ) strictement positive. Le seul vecteur
qui satisfait (2) pour un 2 quelconque est le vecteur ¥ = 0. Il s’en suit alors que la

matrice B est de rang complet.

(b) Montrons que la matrice By = (Z Ki, Q) est de rang L. Supposons le
contraire. Alors il existe un vecteur ¥ # 0 ge}Hz'L tel que ¥ By» = 0. Construisons alors
le vecteur 9% = (¢,0') € RE+(S+D), Ce vecteur annule la matrice B, mais ceci est
en contradiction avec la démonstration précédente, puisque la matrice B est de rang

maximal. La matrice By est alors bien de rang L.

(c) Montrons maintenant que le noyau de By, est donné par (' P ). Comme
la matrice By est de rang L, il existe S + 1 combinaisons linéaires de ses colonnes,
c’est-a-dire S + 1 vecteurs qui annulent la matrice By par la droite. Par I'additivité

des matrices f(\h, on sait que Pk appartient au noyau de }EH K. En construisant
les vecteur 6* = (/-;’P’ ,0'), on connait alors S + 1 vecteurs linéairement indépendants
qui annulent By par la droite. Il sen suit alors que (k'P’,0) représente le noyau de
la matrice By, et par 13 que ' P’ représente le noyau de heZH K.

Pour la seconde partie du lemme, on détermine l'inverse au sens classique de la

matrice B. L'inverse de B satisfait,

’ng\h Q HG\ (IO
Q/ 0 F E - 0 IS+1
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Ce systéme implique les équations suivantes,

(1) > KWH+QF =1,
heH e

(2) > KhG+QE=0
heHd

3 QH=0

(4) G =Isn

Par (3), on a directement la premiére propriété du lemme. Pour la seconde
propriété, on prémultiplie (1) par P'. Par Padditivité des matrices K, h, ona P'OF =
P'. On en tire alors F =m P'. La condition (1) devient 3 K H = I —Q m P
ce qui n’est autre que la seconde propriété. Pour la trgiesgléme propriété, il suffit
prémultiplier la matrice B par son inverse classique au lieu de la postmultiplier par

celle-ci. Ceci compléte la preuve du lemme (B).

On peut passer maintenant & la résolution du modele. Considérons la condition
sur les prix conditionnels (0.12), et faisons la somme sur les individus. Par la condition
d’optimalité sur le choix de 15, on a

oY Kn=-Y 6,X,

heH heH

Par le lemme (B), en postmultipliant cette équation par inverse généralisée

réflexive de la matrice agrégée de Slutsky H, on a

o - NP =-3 ¢X.H (0.17)
heH
En substituant cette expression dans la condition sur les revenus, on en tire ’écart

sur les prix de Arrow individuels,

] ! 1 / !
=i = (9,,— > 0aXhHCh) (0.18)
0 heH
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3.2.2 Interprétation des conditions de premier
ordre '

On commence par donner une interprétation des multiplicateurs &, associés & la
contrainte d’unicité des prix. On interpréte ensuite la condition d’optimalité sur les
revenus et par la propriété d’homogénéité, celle sur le niveau des prix. En combinant

ces conditions, on discute de la condition d’optimalité sur les prix relatifs.
a) L’optimalité des prix Arrow-Debreu implicites

Commengons par 'interprétation des multiplicateurs £,. Par la condition sur les
prix Arrow-Debreu, ces multiplicateurs apparaissent directement comme le cofit social

de leffet prix compensé au sens contingent,
74 !
o' Kp = -,

Ce colt est maintenant totalement individualisé alors que dans le modéle de la
section 1, il était proportionnel entre tous les individus. Le Distributeur pourrait
réduire la dépense de l'individu h en modifiant I’allocation des prix Arrow-Debreu.
Le cadre institutionnel ne lui permet pas cependant d’effectuer ces ajustements, et
tout se passe comme si le Distributeur était forcé de prélever un systéme de taxes et
de subventions par rapport & une économie fictive dans laquelle il pourrait organiser
des marchés pour les 'biens contingents’. Ce systéme de taxes implicites sur les prix

Arrow-Debreu s’obtient en combinant (0.17) et (0.18),

1 ~ -
p/h—ﬂ'lz— 0;P’+ Z Q;LX;IH(IL—ChP/)
Ao heH
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Les multiplicateurs &, peuvent se voir comme des ’shadow quantities’, ¢’est-a-dire
comme des transferts virtuels de quantités. Si les conditions de premier ordre dans
'espace des quantités s’interprétent en terme d’écarts sur les dispositions marginales
a payer, il est naturel que dans l'espace des prix et des revenus ces conditions
s’interpretent comme des écarts sur des quantités de biens. Considérons une variation
du prix du bien k dans I’état s compensée au sens contingent. Cette variation de prix
entraine une variation de quantité dzj, = (0x,/0pks)dPE,, qui engendre & son tour
une variation de colt social 7'dz§. Le multiplicateur Xlo'f nks Teprésente le transfert du
bien k dans I'état s qui engendre le méme cotit, n'dxf, = —3-&,,dPks. Considérons la

0

condition agrégeée,
, —
Y Ra=Y & =0
heH heH

Ce que le Distributeur ne peut réaliser au niveau individuel, il le réalise 4 nouveau
au niveau agrégé en effectuant un arbitrage entre les différentes distorsions qu’il est
forcé de tolérer au niveau individuel. Du fait que les multiplicateurs £, somment &
zéro, on peut les interpréter dés lors comme des redistributions de quantités fictives

& un facteur de conversion prés.
b) L’optimalité inter-états

L’interprétation des multiplicateurs 6, n’est pas différente de celle du modéle

précédent. Par la condition sur les revenus, on a
1
/
mCh = ——0
Xo

Les multiplicateurs ), apparaissent comme le cotit social de la compensation de
I'effet revenus. Ils donnent une information sur la direction dans laquelle les revenus
devraient étre variés pour réduire la dépense de 'individu évaluée aux prix sociaux.

Si lallocation des revenus n’est pas optimale, tout se passe comme si le Distributeur
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était forcé d'utiliser un certain pouvoir de monopole par rapport & une situation dans
laquelle il pourrait allouer les revenus par un systéme de marchés. Ce systéme de
taxes implicites sur les 'prix’ des revenus est donné par (0.18),

/ / 1 / / !
Hp — = /\_0 <9h— Z OhXhHCh)

heH

L’allocation des actifs quant a elle satisfait toujours le principe de tarification
au cofit marginal puisque l'allocation des actifs existants n’est pas contrainte. Aussi
longtemps que le cotit marginal de la derniére unité d’actif allouée & chaque individu
reste individualisé, les dispositions marginales a payer pour les actifs le seront
également. En substituant I’expression ci-dessus dans la condition sur les actifs,
on obtient le systéme de taxes implicites sur les prix des actifs. On en conclut
alors immédiatement que I'équilibre concurrentiel n’est pas en général un optimum

contraint au sens de Géanakoplos et Polémarchakis.

On peut exprimer les rentes de monopole associées & ’allocation des revenus &
partir de la condition d’optimalité sur les prix conditionnels. En postmultipliant
(0.12) par P, et en se servant de la propriété d’homogénéité des fonctions de demande,

on a

&P = —0,R, (0.19)

Le terme de droite représente & nouveau les rentes de monopoles associées &
'allocation des revenus. Remarquons que cette condition n’est que ’extension &
I’ensemble des biens du modéle de la section 1 dans le cas particuliers o 'unité de
compte est un bien numéraire (v, = (0,0..,1,0,..0) pour tout s appartenant 4 S)°. Au

vue du modele de la section 1, il est dés lors naturel d’interpréter le terme de gauche

%Il est important de noter la relation d’implication qui existe entre les multiplicateurs 8y, et £,.
Siun &, = 0 implique 8, = 0, la réciproque n’est pas vraie.
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comme les rentes de monopole associées au niveau des prix!. En sommant (0.19) sur
les individus et en se servant de la condition d’optimalité sur les prix conditionnels,
on retrouve la condition d’équilibre sur les rentes de monopole agrégées,

S8R, =Y &P =0

heH heH
c) L’optimalité intra état

Considérons maintenant la condition sur les prix conditionnels,

1

/k\ - _
T Np )\0

(0,X5 + &)

A l'optimum contraint, le colt social de la compensation de I'effet prix & la Slutsky
n’est pas nul, et les prix relatifs sont utilisés & des fins d’optimalité inter états. Bien
que le systeme de prix conditionnels soit unique, on peut néanmoins analyser son
comportement par rapport aux prix officiels 7. Dans la résolution du modele, on s’est
placé au niveau agrégé pour se débarrasser des multiplicateurs £,. On peut obtenir
une interprétation plus fine en résolvant le modéle en restant au niveau individuel.
Postmultiplions la condition ci-dessus par T/ = (I, — P m ). En se servant du

lemme (A), on a

! _1_ oy ’_@ T —
(7T+>\O( hXh+€h)a:L‘;L Kh,—O

Comme le noyau de K, est donné par vhﬁ’ , on obtient une expression pour o
terme individuels. Si on postmultiplie par T pour éliminer les multiplicateurs v,, on

a

Y0n pourrait également interpréter (0.19) de la maniére suivante. Les multiplicateurs ¢,
représentent des transferts de biens qui permettent de réduire la dépense de I'individu h. La partie
gauche de (0.19) nous donne le coiit monétaire de ces transferts alors que la partie droite nous donne
les transferts de revenus nécessaires pour que ces transferts de biens soient financiérement accessibles
aux consommateurs.
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o =\NP - (0, X} + &) %T Yhe H (0.20)
h

Comme le systéme de prix conditionnel est unique, le Distributeur ne peut
plus réaliser I'unicité des recettes marginales de compromis. Cependant, il réalise
maintenant l'unicité des recettes marginales de compromis ’corrigées’ par des redis-
tributions fictives de quantités. Cette expression est en quelque sorte la généralisation
naturelle du modele de la section 1. Combinons cette équation avec celle des recettes

marginales de compromis exprimées en terme agrégés (0.17),
3

(6 X5+ €h) 5

T=Y 6,X,H

heH

Non seulement les recette marginales de compromis ”corrigées” sont identiques
entre tous les individus, mais elles sont aussi égales aux recettes marginales de
compromis du marché. En effet, la matrice H peut se voir comme l'effet sur le systéme
de prix a la consommation d’une variation de consommation agrégée compensée
pour chaque individu. En posant dz¢ thH (Ip, — Qm P )dz;, on peut écrire,

€

H = 6—‘1% lam=0. Ainsi, le terme de droite représente le pouvoir de monopole de
compromis au niveau du marché. Par la condition sur les rentes de monopoles

associées aux instruments inter états (0.19), on peut éliminer les multiplicateurs 6,

du coté gauche. En posant 3~ 6, X, =X, on a
heH

/ 5 / 6@1 £
Oz},

Les multiplicateurs £, représentent en quelque sorte les transferts fictifs de
quantités qui permettent d’égaliser les recettes marginales de compromis individuelles
‘corrigées’ & la recette marginale de compromis du marché. Pour s’assurer que notre
modele reste cohérent, on peut analyser le cas des marchés complets. Dans ce cas,

on retrouve par la condition sur les revenus 6, = 0 pour tous les individus. En

substituant ceci dans le systéme de taxes, on retrouve 1'unicité du systéme de prix
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pour les biens ainsi que 'unicité des dispositions marginales & payer pour les actifs.

L’équilibre concurrentiel est a nouveau un optimum de premier rang.

3.3 Optimum contraint par 1’unicité des
prix des actifs

Dans le modéle contraint au sens de Géanakoplos et Polémarchakis, ’allocation des
biens est contrainte par ’existence d’un systéme de marchés concurrentiels alors que
'allocation des actifs n'est pas contrainte. Dans cette section on présente un modéle
contraint qui peut se voir comme la ’réciproque’ du modéle OCGP dans lequel on
contraint l'allocation des actifs & ce faire par l'existence d’un systéme de marchés
concurrentiels alors que l'allocation des prix reste individualisée. L’intérét principal
de ce modeéle réside dans le fait que Pallocation des prix conditionnels influence
maintenant indirectement l’allocation des revenus par son effet sur le portefeuille
optimal de chaque agent. Dans la section 3 du chapitre 2, on a présenté un modele
de premier rang lorsque le systéme d’actifs est incomplet. On a avancé alors que
cet optimum ne pouvait pas étre implanté par un systéme de marchés concurrentiels
pour les actifs puisque les dispositions marginales & payer pour les actifs restaient
individualisées. Le modeéle qu’on présente ici permet de s’en convaincre de maniére
formelle puisque la contrainte sur 'unicité des dispositions marginales & payer pour

les actifs est effective.

On impose donc une contrainte d’unicité des dispositions marginales a payer pour
les actifs g, = u,Z = g, alors que Pallocation des prix des biens n’est pas contrainte.

On peut écrire cette contrainte de la maniére suivante,
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w,@ =0 avec Q= < 8 qul ) = ( 0 Q ) (0.22)
1

Ecrite de cette maniere, la contrainte d’unicité des prix des actifs apparait comme

la réciproque de la condition de non-arbitrage imposée généralement sur la matrice des
rendements () pour assurer l'existence d’un équilibre concurrentiel. La matrice des
rendements @ satisfait la condition de non arbitrage s’il n’existe pas de portefeuille
d’actifs a € RI*! tel que ’/Q > 0. Par le lemme de Farkas, cette condition est
satisfaite si et seulement si il existe un vecteur u strictement positif qui satisfait
Qr = 0. Remarquons que la condition (0.22) est satisfaite si et seulement si la
condition QA = 0 l'est également. Cette contrainte étant plus facile 4 manier, c’est

elle que 'on va utiliser dans le probléme du Distributeur.
3.3.1 Analyse locale des prix de Arrow

Avant d’écrire le probléme du Distributeur, il faut analyser le comportement local

des prix de Arrow. Rappelons que les prix de Arrow individuels sont définis comme

suit,
=M
Hp Ao
En prenant la différentielle de cette équation, on obtient,
0 0 \ di
duy, = —_— 0.23
Hn ( —pn Is ) Aho (0-23)

Par les conditions de premier ordre du probléme du consommateur, I'utilité

marginale des revenus est donnée par

)\h =7\7/’L Q’Duh
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Une variation de prix affecte I'utilité marginale des revenus de deux maniéres: par
son effet sur la consommation, et par son effet sur la grandeur de 'unité de compte

(my). La dérivée totale de 'utilité marginale des revenus s’écrit comme suit,

8/\h al'h ~ VvV - 8/\h
A= =—=— -]\ ) d ——d 24
h (ax,haﬁ,h M ) ph+(‘)R§l Ry, (0.24)
ol on a substitué %f; = —X, m. En conjuguant (0.23) et (0.24), on obtient la

différentielle des prix de Arrow par rapport aux prix et aux revenus. Considérons
maintenant la dérivée partielle des prix de Arrow par rapport aux revenus. En

compensant l'effet revenus, on peut faire apparaitre la matrice d’Antonelli A,,

_ {00 _ Ouy, [ 0 — b1
A= ( 0 Ann ) - AhoaR;, ( 0 Is (0.25)

La matrice Ay ; posséde les propriétés suivantes: elle est symétrique, définie
négative et donc de rang maximal. Remarquons que la matrice Q peut s’exprimer de

la maniére suivante,
0 4
Q= ( 0 Is“hl )Z (0.26)

Ainsi, lorsqu’on dérivera la condition d’unicité des dispositions marginales & payer
pour les actifs, on pourra le faire indifféremment en terme de la dérivée des utilités

marginales des revenus ou des prix de Arrow,

Q'dM, = Ao Z'dpy,
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3.3.2 Le probléme du Distributeur et sa
résolution

Ayant exposé ces préliminaires, on est prét maintenant & passer au probléme
du Distributeur. En associant les multiplicateurs p;, aux contraintes sur 'unicité des
dispositions marginales & payer pour les actifs, le probléme du Distributeur se présente

comme suit:

‘Max L(Dr, Rn,an,q) = th aptin (Za(Pr, Rr))
-0’ ¥ (zh(Ph, Rp) — @)
heH
- QL(R;L — Zay,)
heH

/
- 2 pQM
heH
Avec les conditions de premier ordre transformées en terme des matrices de

compensation,

oL . 7 A A\

% oRn=—0uX, - 0 Q (3 + B X))
a0 0'Ch =0 — MuophZ A

oL . '

oL . A =0
iy th hOPH

Pour résoudre le modeéle, on peut procéder de maniére analogue aux deux modeles
précédents. Aprés avoir obtenu une expression pour les multiplicateurs o, on obtient
P’écart sur les prix de Arrow en substituant cette expression dans la condition sur les
revenus. Par la propriété d’homogénéité des fonctions de demande, on peut résoudre
le modele soit en terme des multiplicateurs 85, soit en terme des multiplicateurs

py- Dans ce qui suit on adopte la seconde position. Par la théorie généralisée du

consommateur, on a la relation suivante,
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a/\h 6/\h AN 8xh T
(7 ) = (a) » 0

Pour éliminer les multiplicateurs 8, on postmultiplie la condition sur les prix

conditionnels par P,. En substituant la relation ci-dessus, et en se servant du fait que

gr’,\l, = —S\h TY"Lh,on obtient
h
a A
0, Ry = Anoph 2/ 8% h (0.28)
my,
En substituant ceci dans la condition sur les prix conditionnels, on a
—_ o Y
o' R, = —/\hop;LZla—;,'—L (1L ~ B, B X;L> (0.29)
h

Pour simplifier la notation, notons %‘% —x,h (I L — B, Rh X h) Postmultiplions
Ph

h
la condition ci-dessus par (I — P, my, Q). Par le lemme (A), et par le noyau de K,
on obtient,

Oy, OPh

o =P = M2 mea

Postmultiplions par T}, pour éliminer les multiplicateurs -y,

Opin OPn
opy oz, "

En substituant cette expression dans la condition sur les revenus, on obtient I’écart

o' = NP, = —Xnop, 2’

(0.30)

sur les prix de Arrow,

0 ~ v Ou, 0D
Wi, — 1 = MnophZ' (Ah + 8'% n Rn — B’i’: aph hCh) (0.31)
my
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3.3.3 Interprétation des conditions de premier
ordre

On commence par isoler les multiplicateurs p, pour leur donner une interprétation
a partir de la condition sur les actifs. On peut interpréter ainsi les multiplicateurs
0y & partir de la condition sur les revenus. Ayant parlé des deux multiplicateurs, on
passe & la condition sur les prix. On regarde d’abord les prix conditionnels puis on

passe aux prix Arrow-Debreu implicites.
a) Les conditions d’optimalité inter états

La condition sur les actifs

Bien que les dispositions marginales a payer pour les actifs soient uniques, cela ne
signifie pas pour autant que l'allocation des actifs satisfait le principe de tarification
au cofit marginal. En combinant la condition sur les revenus avec celle sur les actifs,

on a
O'IChZ = ‘/\hOPLZ,AhZ

Remarquons que par la forme particuliére des matrices Cj, et Ap, cette équation

peut s’écrire sous la forme,

(0,0'Cr1Z1) = ~ (0, Anoph1 Z1 An1 Z1)

En éliminant la premiére colonne de zéros et en inversant la matrice de droite, on

obtient une expression pour les multiplicateurs pj,,

G',Chlzl(ZiAMZl)_l = -—)\hop;ll (032)
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Les multiplicateurs p,, s’interprétent comme le cotit social de la compensation de
l'effet revenus engendré par une variation infinitésimale du prix des actifs. Il serait
bien aisé d’interpréter la matrice (Z] As1Z1)~! comme la matrice des dérivées partielles
de la demande d’actifs par rapport aux prix des actifs, %’(ﬁ-‘-. Par Allard-Bronsard-
Gouriéroux (1998), on sait que cette expression représente effectivement la demande

compensée d’actifs & la Slutsky. Pour un dq, donné, on a

! aa /
o Ch1Z15-q%,ldql = 0'CridRny = —Anophdg
I

Une variation du prix des actifs engendre une réallocation du portefeuille optimal
dap = %}%}dql, et par la une réallocation des revenus dR, = Z;da,. Le terme de
gauche représente le cott social de la compensation de cet effet revenus, qui est
résumé par p,dq. En faisant la somme sur les individus et en se servant de la condition

d’optimalité sur le prix des actifs, on a

o Z Chlzl(Z{Ale)—l ‘—‘Z )‘hop;ﬂ =0 (0.33)

heH heH

Ce que le Distributeur ne peut réaliser au niveau individuel il le réalise une nouvelle
fois au niveau agrégé. A l'optimum contraint, il n’est plus possible de réduire le cott
social de l'allocation agrégée par une modification du prix des actifs. Comme on le
verra plus loin, de maniére analogue au modéle précédent, dans lequel on a interprété
les multiplicateurs £, comme des redistributions fictives de quantité de biens & une
dimension preés, on peut interpréter %\b;l p, comme des redistributions fictives d’actifs.
La condition ci-dessus va en effet dans ce sens puisque la somme des redistributions
d’actifs est nulle. On peut décomposer le vecteur o’Ch; pour faire apparaitre I’écart

entre le prix des actifs et leur cofit marginal 1,

! 7
"' Rappelons ici que vy = a: ggo représente le taux marginal de transformation du revenu qui
laisse le cotit social de ’allocation de monsieur h inchangé.



94

q1 — U;uZl = —)\hop;uZ;Ahlzl

Bien que tous les individus alent la méme disposition marginale & payer pour les
actifs, I'allocation de certains actifs est subventionnée par la société, alors que celle
d’autres actifs est taxée. Lorsque g; > v,z; pour un actif j quelconque, la derniére
unité d’actif j allouée a I'individu A lui 'rapporte plus d’utilité’ qu’elle ne cofite & la
société. La quantité d’actif j allouée & I'individu h est alors 'rationnée’ en quelque

sorte par rapport a la quantité optimale.

La condition sur P’allocation des revenus

Rappelons que la condition sur ’allocation des revenus est une condition implicite,
puisque le Distributeur n’alloue pas directement les revenus, mais qu'’il le fait par
I'intermédiaire des actifs. Cette condition doit s’interpréter par rapport & une
économie fictive dans laquelle le Distributeur pourrait allouer directement les revenus.

Ceci étant dit, considérons la condition sur I’allocation des revenus,
'Ch = =0, — Mop, Z' A
cCy = h hOPh, h

Les multiplicateurs 6, n’apparaissent plus directement comme le cofit social de la
compensation de l'effet revenus. En substituant ’expression de p,, trouvée en (0.32),

on obtient
a'Cy (IL - Ql(Z{Ah1zl)_1Q'1Ah) = -0,

ou de maniére plus explicite,

(0.34)

a'C, (11, - Oy Oan Oan Oty ) = -0,

Oay, Oqh, O, Oy
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Une variation de revenu a maintenant un effet direct et un effet indirect. L’effet
indirect provient de la réallocation de portefeuille qui est associée a toute variation
de revenu implicite. Les multiplicateurs 6, apparaissent ainsi comme le cott social de
I'effet revenus net compensé. Au cofit social de la compensation de I'effet revenu net,
on peut associer un systéme de taxes implicites sur les prix de Arrow. Ce systéme de

taxes est donné la condition (0.31) de la résolution du modéle.

Les rentes de monopoles

Par la propriété d’homogénéité des fonctions de demande, en postmultipliant la

condition sur les prix conditionnels par P, on a

~ o
Q;IR)L = )\hop’ Z’——’Lﬁh
M omi,

Cette expression est analogue aux expressions trouvées dans les deux modéles
précédents. Le terme de gauche représente les rentes de monopole associées &
'allocation des revenus, alors que le terme de droite représente les rentes de monopoles
associées au niveau des prix. Bien que le niveau des prix my, ne soit pas directement
contraint, il I'est indirectement par la contrainte d’unicité des prix des actifs'?. A
I'optimum de second rang, les rentes associées a ’allocation des revenus sont égales

aux rentes associées au niveau des prix.
b) L’optimalité intra-état

Considérons la condition sur les prix conditionnels exprimée en fonction des

multiplicateurs ph13,

2Notons I'analogie avec le modele contraint par 'unicité des normalisations, 8, Ry = —6,7.

. ~ V
BNotons qu'il ne faut pas confondre la matrice g%(l — P R X') avec la matrice de l'effet prix

compensé (%ﬁi + g}%X ! ) En effet, on peut exprimer cette derniére d’une fagon alternative, %%(I -
»

-~V
PRX)+ 567%%%. En comparant ces deux matrices on s'apergoit qu’elles ne sont pas les mémes.
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— O
o' B = — Mo, 2 b = (IL — B, R Xh>

Bien que l'allocation des prix conditionnels ne soit pas directement contrainte,
le colit social de la compensation & la Slutsky n’est pas nul. Ceci s’explique par
le fait que l'allocation des prix relatifs est indirectement contrainte par la condition
d’unicité des dispositions marginales & payer pour les actifs. Remarquons que par la
forme particuliere de Z, p,o n’intervient que dans la premiére colonne de p,Z’. De
plus, comme p, = 1 par définition, la premiére ligne de la matrice 24 est nulle. En

op},
combinant ces deux remarques, on a la relation suivante,

/alu'h 8/‘%1
A Zy—=
Ph a( ) hl 1 a( )
En substituant l’expression des multiplicateurs pr, trouvée en (0.32), dans la

condition sur les prix (0.29) on peut représenter cette condition de maniére plus

explicite,

o (g”i" Cni Z1(Z} An Z1)" 12'2’;) (-Bkxi)=0  (039)
h

Une variation de prix qui laisse le colit de la vie de 'individu inchangé affecte
maintenant son revenu par l'intermédiaire de la réallocation de son portefeuille

d’actifs. Pour une variation de prix donnée, on a

o 8xhd ,Cm 8Rh 8ah 6q 8,uh AC

Oph, Oaj, 0q' Ou, 8ph

ORs .
A 9P’

=Cuss

Considérons le terme de droite. Une variation de prix compensée induit une
variation des prix de Arrow individuels %;shdﬁ“ qui engendre & son tour une variation
h
des dispositions marginales & payer pour les actifs, dg» = Zjdu, . La demande

'implicite’ d’actifs est modifiée day, = (Z]An1Z;) " 'dqn, ce qui donne une variation de
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revenu dR;, = Ziday,. Du coté droit, on a le cott social de la compensation d’une telle
variation de revenu alors que du coté gauche on a le cofit social d’une compensation
de leffet-prix & la Slutsky. Ainsi, la condition (0.35) apparait comme une condition

d’arbitrage entre ces deux distorsions.

Considérons maintenant I’expression des multiplicateurs o (0.30). Si on substitue
(0.27) pour faire apparaitre la transposée de l'effet revenus, et que 1'on réintroduit les

multiplicateurs 65, on obtient

L oun , c o (0 \T .\ 0P
g — ,\/P;; = — ( ;7,Xh - /\hOPhZ (T]%Z) Ah> (_9_:‘1’§Th (036)

Le Distributeur agit & nouveau comme un monopoleur de compromis qui n’utilise
pas pleinement son pouvoir de monopole. A 'optimum contraint, il parvient & égaliser
les recettes marginales de compromis 'corrigées’ par des redistributions fictives de
quantité. Ce résultat est analogue au modele précédent, & la différence que les
redistributions de quantité fictives sont maintenant engendrées par des redistributions
fictives de quantité d’actifs. En effet, considérons la matrice 2 (%&) T. Cette matrice
de dimension JxL donne la variation de consommation de chaque bien induite par
une unité supplémentaire de chacun des actifs. Il est alors naturel de considérer p,
comme une variation d’actifs puisque le second terme de droite apparait ainsi comme
une redistribution fictive de quantité induite par une redistribution fictive d’actifs. De
maniére analogue au modele OCGP, on peut considérer les multiplicateurs p,, comme
les réallocations fictives d’actifs qui permettent au Distributeur d’égaliser les recettes
marginales de compromis. Notons en terminant que la condition ci-dessus définit bien
entendu le systéme de taxes individuelles sur les prix conditionnels. En combinant
cette condition avec la condition sur les écarts entre les prix de Arrow individuels, on

obtient la condition sur les prix Arrow-Debreu implicites.



98

Le cas des marchés complets

Pour s’assurer de la cohérence de notre modéle, on considére le cas des marchés
complets. Lorsque les marchés sont complets, la condition d’unicité des prix des
actifs implique 'unicité des prix de Arrow, et on obtient directement 8, = 0 par la
condition sur les actifs. Bien que le systéme de taxes ne soit pas exprimé en fonction
des multiplicateurs 6, on peut se servir de la condition sur les rentes de monopoles
associées aux distorsions inter états pour montrer que les multiplicateurs Py, sont nuls.
En substituant 8, = 0 dans la condition sur les rentes (0.28), on a p,Q’ = 0. Par la
forme particuliére de @, cette condition implique p},; Z} = 0. Comme la matrice des
rendements Z; est de rang complet, on a tout de suite p}; = 0. Le systéme de taxes
est nul, et on obtient une allocation de premier rang implantable par un systéme de

marchés concurrentiels.
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CHAPITRE 4

Politique monétaire et structure

optimale des rendements

Introduction

Lorsque les rendements des actifs sont exprimés en unité de compte,
'incomplétude du systéme d’actifs ne pose pas de probléme d’existence de I’équilibre
(Werner 1985). En revanche, des problémes d’indétermination réelle de 1'équilibre
surviennent dans les économies d’échange lorsque le systéme d’actifs est incomplet
(Cass 1985). Ces problémes d’indétermination proviennent essentiellement du fait que
le niveau des prix n’est pas déterminé dans le modéle & cause des lois de Walras, alors
qu'il affecte les ensembles de budget financiérement accessibles aux consommateurs

par son effet sur le pouvoir d’achat des actifs.

En introduisant la monnaie de maniére explicite dans le modéle, Magill et Quinzii
(1992) ré interprétent le probléme d’indétermination réelle de I’équilibre en terme
de politique monétaire. Ils proposent un modele d’échange & deux périodes dans
lequel la monnaie joue son role de moyen d’échange et possiblement celui de réserve
de pouvoir d’achat, en introduisant une contrainte de ’cash in advance’. Chaque
période est subdivisée en trois sous-périodes. Dans un premier temps, les individus
sont contraints de vendre leur dotation au planificateur central. Une fois qu'ils

ont monétisés leurs dotations, ils organisent eux-mémes des marchés pour les actifs
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existants afin de réallouer leurs revenus conditionnels. Dans la derniére phase ils
décident de la répartition de leur revenu net de premiére pédriode entre consommation
et épargne monétaire. Dans la seconde période, les individus commencent par
monétiser leur dotations. Ils honorent alors leurs engagements pris sur les marchés
financiers, et allouent enfin leur revenu net 4 la consommation des biens. La quantité

totale de monnaie injectée dans I’économie & chaque période détermine le niveau des

prix, et I’équilibre est bien déterminé.

Les auteurs considérent deux types d’équilibre monétaire, les équilibres monétaires
dans lesquels la monnaie joue un role de moyen d’échange uniquement (I’épargne
monétaire est nulle'), et celui ou elle a également un role de réserve de pouvoir
d’achat. Comme leur modéle posséde au moins un degré d’homogénéité, ils se
concentrent sur des vecteurs de politique monétaire normalisés. Dans le cas ou la
monnaie a uniquement une fonction de moyen d’échange, ils établissent la neutralité
de la monnaie lorsque le systéme d’actif est complet, et 'unicité locale de 1’équilibre
monétaire lorsque les marchés sont incomplets. Dans le cas ou la monnaie a également
une fonction de réserve de pouvoir d’achat, ils établissent la non neutralité de la
politique monétaire méme dans le cas ou le systéme d’actifs est complet. Enfin,
Magill et Quinzii (1996) s’intéressent & la politique monétaire optimale dans le cas
particuliers ou il n’existe qu'un bien. Dans ce cas cependant, ils montrent que le
modele est trop simple pour bien rendre compte du réle de moyen d’échange joué par
la monnaie, puisque toute politique monétaire optimale implique une quantité infinie

de monnaie dans au moins un état du monde.

Dans ce chapitre on interpréte la normalisation du systéme de prix comme un

'En introduisant un actif dont le rendement est constant dans tous les états du monde, et en se
limitant aux cas ot le taux d’intéret qui émane de cet actif est positif, il n’est jamais optimal pour
les agents de détenir de I’épargne sous forme de monnaie, et la monnaie ne joue que son role de
moyen d’échange.
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instrument de politique monétaire dans la lignée de Magill et Quinzii. Notre modele
se distingue de celui de ces auteurs sur au moins deux points. Premiérement, on ne
considére pas un modele d’équilibre concurrentiel, mais on se place dans le cadre d’un
modeéle contraint au sens de Géanakoplos et Polémarchakis?. Deuxiémement, comme
on se place dans une économie de Distribution, la quantité totale d’actifs mise en
circulation n’est pas nulle comme dans les économies d’échange, et c’est elle qui va
déterminer le niveau des prix. Les instruments de politique monétaire qu’on considére

sont alors eux-mémes soumis aux contraintes provenant de 'incomplétude du systéme

d’actifs.

Dans la premiére section, on s’intéresse aux effets de la politique monétaire dans
le cadre de 'OCGP, et on met en évidence la relation qui existe entre la nature de ces
effets (réelle ou nominale) et la structure des rendements des actifs. Dans la deuxiéme
section, on aborde le probléme original de la structure de rendement optimale. Dans
la littérature, on considére généralement que la structure des rendements est une
donnée exogéne du probléme lorsqu’on se place dans des économies sans production.
On obtient ainsi des résultats génériques dans les rendements, mais ces résultats ne
permettent pas de comparer différentes structures de rendements. On présente alors
un résultat intéressant; la structure optimale des rendements est telle que la politique

monétaire n’a pas d’effets réels.
4.1 La politique monétaire

On a supposé dans notre modéle que le Distributeur prend la matrice des
rendements comme une donnée exogéne mais qu’il a le choix de la quantité totale

de chaque actif qu’il désire allouer aux individus. Si on considére un actif comme

20n ne peut pas aborder le probléme de la politique monétaire optimale dans les autres modeles
puisque I'équation quantitative de la monnaie n’est vérifiée que dans le cas d’un systeme de prix
unique.
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une technologie de transferts des unités de compte entre les différents états du
monde, cette hypothése revient & supposer que la technologie est donnée et que son
colit d’opération est nul. L’émission d’un actif ou d’un nombre quelconque d’actifs
n’engendre aucun coQt, et on peut simplement laisser au Distributeur le choix de
la quantité totale d’actif qu'il va émettre. Comme la matrice des rendements est
exprimée en unité de compte, le Distributeur doit définir 'unité de compte qui sera
en vigueur dans son systéme. On a déja vu dans le chapitre 2 consacré & optimum
de premier rang, que lorsque les prix conditionnels sont uniques, les lois de Walras
sont remplacées dans une économie de Distribution par des équations quantitatives qui
relient le niveau général des prix a la quantité totale d’actifs émise par le Distributeur,

PY Xp=ZA=m
heH

Si le Distributeur choisit un numéraire comme unité de compte, cela revient
a normaliser directement les prix conditionnels, et la quantité totale d’actifs mise
en circulation est déterminée alors par le choix du numeéraire. Lorsque le systéme
d’actifs est incomplet, il n’existe pas toujours un vecteur de quantité totale d’actifs A
qui permettent de ’réaliser’ cette normalisation. En revanche, l'introduction d’une
monnaie comme unité de compte revient & normaliser les prix conditionnels par

'intermédiaire de la quantité totale d’actifs émise par le Distributeur.

Tant que le niveau des prix conditionnels n’a pas d’effets réels, le choix de I'unité
de compte n’a pas d’importance. Mais lorsque les taux d’inflation conditionnels ont
un effet réel sur Pallocation des biens, 'introduction de la monnaie comme unité de
compte peut se voir comme un instrument supplémentaire & la disposition du Dis-
tributeur. Cet instrument de politique monétaire est un instrument indirect puisque
le Distributeur ne contrdle le niveau des prix conditionnels que par 'intermédiaire de

la matrice des rendements Z. Comme on va le voir dans ce qui suit, il y a quelque
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chose de paradoxal ici puisque lorsque le Distributeur a un controle total sur le niveau
des prix par 'intermédiaire des actifs, la politique monétaire n’a aucun effet réel. Ce
n'est que dans les cas ou le Distributeur ne contréle que partiellement le niveau des
prix que la politique monétaire & des effets réels. Dans cette section, on s’interroge
sur les effets réels de la politique monétaire. En introduisant une contrainte sur la
quantité totale d’actifs dont dispose le Distributeur, on analyse les cas pour lesquels
les multiplicateurs de Lagrange associés & ces contraintes sont nuls ou non. Ajoutons

donc la contrainte suivante au modele d’OCGP,

-0 (3 ap - A) (0.1)

heH
La condition de premier ordre sur ’allocation des actifs est modifiée comme suit

alors que les autres conditions de premier ordre du modéle OCGP restent inchangées,

oL ,
é-d,—h_ehZ—n =0 (0.2)

Avant d’évaluer les effets de la politique monétaire, remarquons qu’on peut se
concentrer sur des vecteurs de quantité totale d’actifs normalisés comme dans le
modele de Magill et Quinzii, puisque le modéle posséde toujours au moins un degré
d’homogénéité dans le niveau des prix, indépendamment de la structure de la matrice
des rendements Z. En effet, en multipliant la quantité totale de chaque actif par une
constante v, le niveau des prix est multiplié par la méme constante v dans tous les
états du monde. Le Distributeur peut réaliser ’homogénéité des fonctions de demande
face & cette variation du niveau des prix en multipliant les portefeuilles individuels
par la méme constante v. Pour voir ceci de maniére formelle, il suffit de montrer
que lorsque le Distributeur peut choisir la quantité totale de J — 1 actifs, alors la
quantité totale du dernier actif est sans importance. Supposons que le Distributeur
est soumis & une contrainte sur la quantité totale de 'actif 1 uniquement. Dans ce
cas, en postmultipliant la condition d’optimalité sur les actifs par le portefeuille de

chaque individu, on a
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! !
HhZah = Qth = Mahp,
En faisant la somme sur les individus, et en se servant de la condition sur le cofit
social agrégé de l'allocation des revenus, on obtient

Z apn = Ay =0

heH

Comme A, est strictement positif, on en conclut immédiatement que 7, = 0, et
la contrainte sur la quantité totale d’actif 1 mise en circulation n’a pas d’effets réels.

Avant de passer & la proposition de cette section, on définit une notion générale de

séparabilité institutionnelle.

Définition 1. On dira d’une matrice de rendements Z qu’elle est séparable de degré
t, si on peut réarranger les états du monde de telle sorte que cette matrice puisse

s’écrire sous la forme suivante,

4= [( %t ) ,ZJ_t] ou Z; est une matrice de rang complet

Par les conditions d’optimalité ci-dessus, on a la proposition suivante qui relie la

nature des effets de la politique monétaire & la séparabilité institutionnelle,

Proposition 4.1. Lorsque la structure institutionnelle est séparable de degré t, alors

la politique monétaire associée & ces t actifs n’a pas d’effets réels.

Comme corollaire & cette proposition, on obtient tout de suite les deux résultats

suivants:
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Corollaire 1. la politique monétaire n’a pas d’effets réels lorsque les marchés sont

complets.
Corollaire 2. la politique monétaire associée 4 un actif de Arrow n’a pas d’effet réel.

Lorsque les marchés sont complets, l’ensemble des actifs satisfait aux
conditions de la proposition, et la politique monétaire n’a pas d’effets réels dans
ce cas. Lorsqu'il existe un actif de Arrow, ce dernier satisfait par définition aux
conditions de la proposition, et 14 encore, la politique monétaire associée & cet actif
n’a que des effets nominaux. Il s’en suit alors que la quantité totale d’actif zéro émise
par le Distributeur, et par 1a le niveau des prix de premiére période, est sans effet
sur l'allocation optimale. Cette proposition repose sur la relation qui existe entre
la structure de la matrice des rendements et les degrés d’homogénéité du modele.
Lorsque la structure institutionnelle est séparable de degré ¢, elle permet de ’réaliser’
¢t degrés d’homogénéités des fonctions de demande dans le niveau des prix et dans les
revenus. Le niveau des prix est alors sans importance dans ces états du monde et la

politique monétaire associée & ces actifs n’a que des effets nominaux®.

Formellement, supposons qu'il existe un sous-ensemble d’actifs T C J qui satisfait
les conditions de la proposition. Ordonnons les actifs de telle sorte que tout actif j < ¢
appartienne au sous-ensemble 7. On notera J le complément du sous-ensemble 7. Par
la condition de premier ordre sur ’allocation des actifs (0.2), on obtient 'unicité des

colits marginaux sociaux liés & I’allocation des revenus pour les ¢ états du monde,
P =1 _
e = My =0

Revenons au modéle OCGP maintenant, et considérons la condition agrégée sur

., N . (e .
les rentes de monopoles associées & l'allocation des revenus, ¥~ 6,R, = 0. Si on se
hEH

3Pour relier cette propositioin au théoréme de Géanakoplos et Polémarchakis sur les degrés
d’indétermination réelle de ’équilibre, on peut remarquer que lorsque la matrice des rendements
est en position générale, elle est séparale de degré O pour J < S, et séparable de degré S pour
J=2_5.
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. . 712 . e, v v, 4
restreint aux ¢ premiers éléments, on obtient par la condition d’unicité des 6,,,

0; Z }’%ht = QItmt =0

heH

Comme la matrice 7, est de rang maximal, on a tout de suite 6, = 0. I suffit
alors de substituer ce résultat dans la condition sur la quantité totale d’actifs, pour

obtenir le résultat souhaité
7, =0 pourt =0,...9

Les multiplicateurs de Lagrange associés aux ¢ instruments de politique monétaire
sont nuls, et on en conclut que ces instruments n’ont pas d’effet réel. La condition sur

les actifs dont les rendements ne satisfont aux conditions de la proposition devient,

A T'optimum contraint, I’allocation des actifs j > ¢ ne satisfait pas le principe de
tarification au cot marginal. Cependant, I’écart entre le bénéfice marginal individuel
et le colt marginal social lié a l'allocation de ces actifs est le méme pour tous les
individus. Ceci se comprend aisément puisque si le Distributeur est limité dans la
quantité totale d’actifs qu’il peut émettre, il reste libre d’allouer les actifs existants de
maniére optimale. Ce résultat est analogue au résultat qu’on obtient dans la théorie
du consommateur lorsque la condition sur l'utilité marginale du revenu indique qu’a
la marge I'individu est indifférent sur ’allocation de sa derniére unité de revenu entre
les différents biens. Dans le cas présent, c’est le Distributeur qui est indifférent a la

marge sur ’allocation de la derniére unité d’actif j entre tous les individus.

On peut se servir de cette condition pour donner une interprétation de la politique
monétaire optimale. Pour que le Distributeur puisse mener une politique monétaire
active, il faut qu’il puisse choisir la quantité totale de chaque actif qu’il met en

circulation. Si on laisse le Distributeur optimiser sur A, on obtient bien évidemment,
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n=20

Des lors que le Distributeur peut allouer librement les actifs existants entre les
individus, il le fait de telle sorte que I’écart sur la tarification au coit marginal soit le
méme pour tous les individus. Si le Distributeur peut mener une politique monétaire
active, la politique monétaire optimale est telle que 1’écart sur la tarification au cott

marginal est nul.

4.2 Structure de rendement optimale

Si certaines structures de rendements permettent au Distributeur de mener une
politique monétaire active alors que d’autres ne le permettent pas, on peut se
demander quelle serait la structure optimale des rendements pour une quantité donnée
d’actifs. En d’autres termes, on aimerait savoir si un Distributeur pouvant optimiser
sur la structure des rendements choisirait une structure lui permettant de mener une
politique monétaire active ou non. On va chercher & répondre & deux questions.
Tout d’abord, il faut se demander si 'optimisation sur les rendements & des effets
réels ou non. Dans l'affirmative, on pourra se demander s'il est optimal pour le
Distributeur d’émettre des actifs dont les rendements permettent la conduite d’une

politique monétaire active ou non.

Revenons au modéle OCGP. Si 'on optimise sur les rendements de lactif j, les
conditions de premier ordre sur les rendements de cet actif sont données par,
> Ohan; =0
heH
Rappelons que lorsque 1’on cherche a savoir si la politique monétaire a des effets

réels, il suffit d’imposer une contrainte sur la quantité totale de chaque actif mise
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en circulation. En associant les multiplicateurs n & ces contraintes, les conditions de

premier ordre sur ’allocation des actifs deviennent,
0,7 = —q

Les autres conditions de premier ordre restent quant a elles inchangées. A l'aide

de ces deux conditions, on obtient la proposition suivante:

Proposition 4.2. Lorsque le Distributeur peut optimiser sur les rendements de
(J = 1) actifs, les rendements de Uactif J n’ont pas d’effets réels aussi longtemps

qu’ils respectent la condition sur le rang de la matrice Z.

Comme corollaire & cette proposition, lorsqu'’il n'existe qu’un seul actif, le choix
des rendements de cet actif n’a pas d’effets réels aussi longtemps qu’on choisit des

rendements strictement positifs dans tous les états du monde.

On peut interpréter cette proposition de la maniére suivante. Dans une économie
de Distribution, les actifs satisfont une double fonction. Ils permettent d’abord
d’allouer des revenus aux agents puisqu’on a supposé que les rendements des actifs
étaient leur seule source de revenu. Une fois que les agents ont un revenu dans chaque
état du monde, les actifs supplémentaires permettent de ré allouer ces revenus en
fonction des préférences individuelles. Lorsqu'il n’existe qu’un seul actif, le systéme
institutionnel ne permet que l’allocation de la richesse entre les différents individus,
mais non sa répartition entre les différents états du monde. Par exemple, si un
individu regoit dix pour cent des actifs en circulation, il recevra un droit sur dix pour
cent de la valeur de I’économie dans tous les états du monde. Dans ce cas, le choix
des rendements de I’actif unique n’a pas d’effets réels, et on pourra toujours supposer
que 'actif existant est un actif certain. Pour la démonstration de cette proposition,

on commence tout d’abord par élargir la condition sur 'optimalité des rendements
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de Pactif j aux actifs 7 =0,1,..7,........... J—-1,
> Ghan =0 F=0,1,.5 e, J—1
heH

Revenons maintenant au modeéle OCGP, et considérons la condition sur les rentes
de monopoles agrégées associées a 'allocation des revenus,
Y 6,Ry=0
heH

Si on décompose cette condition pour y faire apparaitre le portefeuille d’actif de

chaque individu, on a

Z Hhs (Z ahijs) =0 Vse S

heH jed
Or, par la condition sur I'optimalité des rendements des J — 1 premiers actifs,
cette condition se réduit & Y- Onsanszss =0 Vs € S. En divisant par zy,, on obtient

heH

Zﬁhsaw=0 Vs e S
heH

Mais cette condition n’est autre que la condition d’optimalité sur le choix des
rendements de lactif J. Comme on obtient la condition d’optimalité sur les
rendements de I'actif J pour un z; quelconque qui satisfait la condition sur le rang de
la matrice Z, on en conclut que le choix des rendements du dernier actif n’a pas d’effets
réels lorsque le Distributeur peut choisir les rendements des J — 1 actifs restants. En
particuliers, si le Distributeur peut optimiser sur les rendements des actifs, il pourra

toujours décider d’émettre un actif certain.

On a vu dans la section précédente que certaines structures de rendements
permettaient au Distributeur de mener une politique monétaire active avec des effets

réels, alors que d’autres structures de rendements ne le permettaient pas. Est-il
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possible de comparer au sens de Pareto deux structures de rendements qui ont un
méme rang mais dont 'une permet la conduite d’une politique monétaire avec effets

réels alors que 'autre ne la permet pas ? La proposition suivante nous informe sur

cette question.

Proposition 4.3. Si le Distributeur peut optimiser sur les rendements de l'actif 7,

alors la quantité totale d’actif j mise en circulation n'a pas d’effets réels.

Cette proposition met en lumiére les colts associés & I’aspect de production jointe
lié aux rendements des actifs, qui était responsable des effets réels de la politique
monétaire lorsque le systéme d’actifs est incomplet. Lorsque le systéme d’actifs est
complet, la structure institutionnelle est complétement séparable. Dans ce cas, il
est possible pour les agents de se protéger contre toute variation des taux d’inflation
conditionnels par une modification de leur portefeuille optimal. Lorsque le systéme
d’actifs est incomplet, ceci n’est vrai que pour les états du monde dans lesquels le
systéme institutionnel permet de retrouver I’homogénéité dans les prix et les revenus.
Pour la démonstration de la proposition, on commence par considérer la condition
d’optimalité sur l'allocation de ’actif 7, lorsque I'on a imposé une contrainte sur la

quantité totale d’actif j allouée aux différents individus,
w2 =1n; VheH

Postmultiplions par la quantité d’actif j détenue par chaque individu, et faisons

la somme sur les individus,

Y Bhaniz; = m;A;

heH

Or, par la condition d’optimalité sur le choix des rendements de actif j, on a

Y- ,an; = 0. En substituant ceci dans la condition précédente, on obtient n;A; = 0.
heH

Puisque A; > 0, il s’en suit que 7; = 0, et la contrainte sur la quantité totale d’actif j
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mise en circulation n’est pas effective. On en conclut que les rendements optimaux de
l'actif 7 ne permettent pas au Distributeur de mener une politique monétaire active

par I'intermédiaire de cet actif.

Ce résultat est important puisqu’il met en évidence les cofits associés au
phénoméne de production jointe qui caractérise les rendements des actifs généraux.
Lorsque la politique monétaire a des effets réels, les instruments de politique monétaire
doivent réellement s’interpréter comme des instruments de second rang puisque si les
rendements des actifs existants étaient optimaux, alors la politique monétaire n’aurait

pas d’effets réels.
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Conclusion

Dans cette thése, on a présenté une méthodologie pour aborder le probleme
des actifs financiers incomplets comme un probléme de second rang. On peut dire
qu’on a étudié les effets d’un systéme d’actifs incomplets sous différentes hypotheses
institutionnelles, mais on peut également dire qu'on a étudié le comportement de
linstitution des prix uniques dans le cas particuliers d’un systéme d’actifs incomplets.
Tout au long de la thése, on a porté une attention particuliére & la cohérence de notre
démarche, et on s’est efforcé de réconcilier les interprétations de l’espace dual avec

celles de 'espace primal.

La théorie généralisée du consommateur présentée dans le chapitre 1 a permis
d’introduire de nouveaux effets de substitution qui sont absents de la théorie
néo-classique & contrainte budgétaire unique. On -a vu dans ce chapitre que le
consommateur parvient a relier mentalement une structure institutionnelle totalement
séparée par l'intermédiaire de ses prix de Arrow. On a proposé une décomposition
originale de l'effet de substitution des prix en un effet de substitution intra état et
un effet de substitution inter états, qui est résumé dans une matrice de substitution

contingente de 'effet prix.

Dans le second chapitre, on a posé le probléme non contraint pour une économie
financiére, et on a montré que la présence d'un systéme d’actifs financiers incomplet
n’est pas suffisante en soi pour faire dévier 1’allocation de 'optimum de premier rang,
puisque le Distributeur peut implanter cet optimum & ’aide d’un systéme de taxes
individuelles. Ce résultat est tout & fait particuliers aux économies financiéres, et
il est intéressant puisque l’allocation des actifs ne peut pas étre implantée par un

systéme de marchés concurrentiels.
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Dans le troisiéme chapitre, on a abordé le corps de la thése en présentant trois
modeles de second rang auxquels sont associés trois concepts d’optimalité contrainte:
Poptimum contraint au sens pur, 'optimum contraint par un systéme de marchés
concurrentiels pour les biens, et I'optimum contraint par un systéme de marchés
concurrentiels pour les actifs. On a montré que dans chacun des cas le Distributeur
se comporte comme un monopoleur de compromis, c’est-a-dire comme un monopoleur
qui préléeve un systéme de taxes et de subventions en n’utilisant qu’une partie de son
pouvoir de monopole. Dans le premier modéle, on a rendu ’réelle’ la contrainte
sur 'incomplétude du systéme d’actif en imposant une contrainte (nominale en soi)
d’unicité des unités de compte. On parle d’optimum contraint au sens pur!, puisque
cet optimum reflete exclusivement les contraintes imposées par un systéme d’actifs
incomplet, comme ce serait le cas pour des actifs numéraires. On a montré que le
Distributeur réussit & égaliser les recettes marginales de compromis, c’est-a-dire que
le systeme de prix relatifs est utilis¢ comme un instrument de second rang, par son
effet sur le cott de la vie individuel, pour réduire les distorsions liées a I’allocation des
revenus. On a profité de ce modéle pour analyser les effets de la nature de 1'unité de
compte, et on a montré que dans le cas particuliers ou il n’existe que deux individus,
I'optimum contraint au sens pur est optimal au sens ex post si le Distributeur peut

choisir 'unité de compte de son systéme.

Dans le second modele, on a imposé I'unicité du systéme de prix 4 la consommation
et on a obtenu ainsi I'optimum contraint au sens de Géanakoplos et Polémarchakis
pour une économie financiére. Dans ce cas, le Distributeur ne parvient plus &
égaliser les recettes marginales de compromis, mais il égalise maintenant les recettes

marginales de compromis corrigées par des redistributions fictives de quantités. Ces

'Aprés quelques semaines de réflexion, il semble bien que cet optimum contraint soit Poptimum
contraint au sens de Diamond.
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recettes marginales de compromis corrigées sont en fait égales & la recette marginale
de compromis 'du marché’, et le Distributeur utilise & nouveau les prix relatifs comme
un instrument de second rang mais cette fois-ci au niveau agrégé. Comme le systéme
de prix conditionnels est unique, cet optimum contraint est optimal au sens ex post,
mais le systéme de dispositions marginales & payer pour les actifs reste individualisé,

et ’équilibre concurrentiel n’est pas un OCGP.

Dans le troisitme modele, on a imposé 'unicité des dispositions marginales & payer
pour les actifs, et on a obtenu un optimum contraint original qui est en quelque sorte
la réciproque de 'OCGP. Ce modeéle prend tout son sens par rapport au modeéle
précédent puisque les marchés financiers sont généralement considérés comme plus
concurrentiels que les marchés des biens. Ce modéle est particuliérement intéressant
puisqu’il introduit une nouvelle transmission de 'effet des prix sur I’optimalité inter
états. Une variation des prix n’affecte plus seulement le coiit de la vie des individus,
mais elle affecte également leur revenu par l'intermédiaire de la réallocation du
portefeuille d’actifs qui lui est associée. Le Distributeur réussit & nouveau 3 égaliser les
recettes marginales de compromis corrigées par des redistributions fictives de quantité,

qui sont elles-mémes engendrées par des redistributions fictives d’actifs.

Le dernier chapitre peut se voir comme une application du modéle de 'OCGP dans
lequel on & réinterprété la quantité totale d’actifs émise par le Distributeur comme un
instrument de politique monétaire. On y a montré la relation étroite qui existe entre
la nature des effets de la politique monétaire et la structure des rendements des actifs.
On a été amenés ainsi & se questionner sur la structure optimale des rendements, et
on a montré que cette derniére ne permet pas au Distributeur de mener une politique
monétaire active. Les rendements optimaux sont séparables sur les états du monde,

et ceci met en évidence les colts associés & l'aspect de production jointe lié aux

rendements des actifs usuels.
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Le plan de recherche qui peut étre engendré a partir de cette thése est principale-
ment de deux ordres: un travail & l'intérieur du modeéle qui vise a perfectionner les
Interprétations et amener le modeéle jusqu’a ces limites, et un travail a 'extérieur du
modele qui vise & trouver des champs d’application autres que la théorie financiére.
Pour amener le modéle jusqu’a ses limites, on peut introduire simultanément des
contraintes sur les prix des actifs et sur les prix des biens tout en s’assurant que
le modele conserve des degrés de liberté. Pour traiter ce probléme de maniére
efficace, il est nécessaire cependant de développer une théorie duale du consommateur,

c’est-&-dire d’étudier le systéme inverse de demande.

L’utilisation des prix individualisés peut étre plus fine que celle qu’on a présentée.
Au lieu de ne considérer que des prix individuels ou des prix uniques, on peut envisager
différents systémes de prix pour certains groupes d’individus. En introduisant un
secteur de production par exemple, on pourra considérer un systéme de prix a la
consommation, et un systéme de prix & la production. Le systéme de prix différenciés
peut également étre utilisé pour mieux épouser les particulafités de certains groupes
de la population comme c’est déja le cas avec les personnes de I’dge d’or ou les
étudiants. Si le systéme de prix permet de discriminer entre les individus, le systéme
de contraintes budgétaires séparées permet de discriminer entre les biens. Il serait
intéressant d’appliquer un tel systéme a d’autres contextes que celui de ’incertain.
On peut penser par exemple aux économies & deux monnaies dans lesquelles lés biens
d’importation se paient en dollars alors que les biens nationaux se paient en monnaie

locale.

D’un point de vue anthropologique, on peut aborder linstitution d’un systéme
d’actifs sous un angle différent. En effet, si un actif est caractérisé par un vecteur de

rendements, on peut imaginer que ces rendements représentent un ensemble de droits
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et d’obligations contingentes & certains événements. L’appartenance a une société
ou & un certain groupe social pourrait dés lors étre modélisée a ’aide d’un systéme
de normes incomplétes. Enfin, le probléme qu’on a présenté n’est pas directement
un probléme d’incomplétude des marchés, mais bien un probléme d’incomplétude du
systeme d’actifs. Il serait souhaitable d’utiliser la structure qu’'on a développée tout

au long de cette thése pour aborder le probléme de 'incomplétude des marchés des

biens.

A toute fin pratique cette thése n’a fait que confirmer ’aspect global des solutions
qu’il faut amener pour la résolution d’un probléme global. Une fois qu’on reconnait
I'incomplétude du systéme institutionnel, l'institution des marchés concurrentiels a
prix unique n’est plus optimale méme au sens contraint. Ce constat ne doit pas
étre vu comme un échec, mais bien comme la source d’une motivation nouvelle pour

I'exploration d’institutions alternatives.
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Annexe

A.1 Structure institutionnelle mentale
de I’individu

Pour une allocation Z donnée hors de tout contexte institutionnel, I'individu est
capable de se construire un systéme de prix contingent individuel, un systéme de
prix conditionnels individuel ainsi qu’un systéme de prix de Arrow individuel. Ainsi,
pour toute allocation Z, l'individu est capable de se construire mentalement un cadre
institutionnel & la Arrow-Debreu ou un cadre institutionnel & la Arrow dans lequel

Pallocation 7 fait partie de son choix de consommation optimal.

Pour s’en convaincre, considérons une allocation T quelconque. On peut construire
le systéme de prix conditionnels de I'individu, px(Z). Soit X’ la matrice de consom-
mation de dimension (S + 1)L configurée de maniére analogue & la matrice des prix
P'. Dotons Pindividu d’un systéme de revenus conditionnels R(Z) = X pu(T) et
laissons-le optimiser dans un cadre institutionnel & contraintes budgétaires séparées.
Par le probléme du consommateur considéré dans la premiére section, le panier de

consommation optimal doit satisfaire les conditions de premier ordre suivantes,
pu(z*)=p e R=PFPz*

Si maintenant le systéme de prix institutionnel est donné par p = p(Z), le panier
de consommation T satisfait les conditions de premier ordre. Comme ces conditions
sont nécessaires et suffisantes, le panier Z est un panier optimal pour I'individu évolu-

ant dans ce cadre institutionnel.

Lorsqu’un individu fait face & S + 1 contraintes budgétaires distinctes, la struc-

ture institutionnelle dans laquelle il évolue ne lui permet pas de relier ses différentes
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consommations conditionnelles. Cependant, il le fait tout de méme mentalement par
intermédiaire de ses préférences, en se servant de ses prix de Arrow. Si le panier de
consommation T peut étre vu par le consommateur comme le panier optimal lorsqu’il
fait face & différentes contraintes budgétaires, il peut également étre vu comme le
panier optimal lorsqu'il fait face & une contrainte budgétaire unique. Construisons les
prix de Arrow de l'individu associés & l’allocation Z, u,(Z), et dotons-le d’une richesse
contingente w;(T) = p},(T)R(T). Lorsque le systéme de prix institutionnel est donné
par p' = i (T) P,(Z), le panier de consommation T satisfait les conditions de premier

ordre du probléme du consommateur faisant face & une contrainte budgétaire unique.
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A.2 Décompositions de ’effet prix

Pour toute variation de prix dp, on peut construire des matrices de compensation
a l'intérieur de chaque état du monde et des matrices de compensation entre les états

du monde. On distingue deux matrices de compensation intra-état

dp = (1—131sz'> dp+ Pk X'dp (0.1)
dp = (1 P Q) dp+ P dp (0.2)

La premiére matrice compense une variation de prix pour la variation du cott de la
vie (X'dp = 0), alors que la seconde compense une variation de prix pour la variation
de la grandeur de I'unité de compte (Vdp = dm = 0). On parle de compensation
conditionnelle au premier ordre lorsque la compensation laisse I'individu sur un niveau
d’utilité inchangé au premier ordre. La compensation pour la variation du cott de la
vie est une compensation au premier ordre alors que la compensation pour la variation

du niveau des prix ne l’est pas.

Les matrices de compensation inter états visent & compenser Iindividu pour une
variation de revenu ou une variation du niveau des prix conditionnels par une variation
de revenu de premiére période ou une variation du niveau des prix de premiére période.
On parle de compensation contingente au premier ordre dans les deux cas puisque la

matrice de compensation qui est la méme, tient compte des prix de Arrow individuels,

(fs+1 - g;‘ ) (0.3)

On décompose alors une variation de revenu et une variation du niveau des prix en

une variation qui n’affecte pas I'utilité de 'individu au premier ordre, et une variation
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qui affecte son utilité,

dR = <15+1 - gh ) dR + ( gh ) dR (0.4)

dm = <15+1— gh >dm+<

Comme une variation de revenu et une variation du niveau des prix peuvent étre

X

h ) dm (0.5)

engendrées par des variations de prix, on peut décomposer une variation de prix en

combinant la compensation conditionnelle et la compensation contingente,

"N N ! - !
dp = (npéx) dp+P R <15+1— i’ )X'dﬁ+P¥z ( f >X’dﬁ

!

o~ -~ , -~
(I-P%Q’) dp+ P m (Ig+1— Hn )Q’dmp% ( . )Q’dﬁ

1l

dp 0

Sil’on s’intéresse aux effets sur la consommation des ces différentes compensations,

on obtient des décompositions de l'effet prix, de I’effet revenus et de I’effet niveau des

prix,

oz
— R R ! / !
——5],5 K Cc*X +_8R0 X (0.6)
Bx_Am mev . 0T Ry, .,
_8—1'5—K c™ +—6R0———m0uQ (0.7)

R _ N — -
K “a—ﬁ(—’—PRX)—a_ﬁ]xuip:o
=mn 0z ~ Oz
K'==—=(I-PmQ)= o= lovdp=o
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cr-9z_ 0z, 0Oz,
T OR  OR,” ~ QR 'f=0
n Or Oz Oz
C ol ,u/ = 8_m |p§ldm=0

~ om B—Tn_o

Les matrices K et CF ne sont autres que les matrices de compensation K et
C qui apparaissent dans les conditions d’optimum financier. Remarquons que par la
propriété d’homogénéité des fonctions de demande, toute variation des revenus est

équivalente & une variation du niveau des prix. En effet, on a

0T ~ v oz
% " ToR

Ainsi, on peut écrire les matrices C® et C™ de la maniére suivante,

0z 5 v Oz Py 0z o v w
R__92 20 _ 2 - .
C %\P R +8ﬁ0 Ro'u 8{0‘P R (Is+1 ( 0 )) (0.8)
m_OTsv O P , Orgy (¥
O™ = P ol = =P <Is+1 <o )) (0.9)

On en tire alors la relation suivante entre C® et C™,
R mas v
C*=-C™m R

Au vue de (0.6) et (0.7), on peut construire deux matrices de compensation 'con-

tingente’ de l'effet prix,

— — 0z
KR:KR—CRXI—_—B_I")\ |/.L;"de;=0 (0-10)
T _ om mey oz
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La matrice K © compense 'individu au premier ordre dans un sens ’contingent’
pour une variation de prix donnée. C’est matrice K qui apparait dans les conditions
de l'optimum financier. La matrice K= quant & elle ne compense pas !'individu
au premier ordre puisque sa compensation est en terme de variation du niveau des
prix et non en terme de variation du cott de la vie. En se servant de la propriété
d’homogeénéité, on peut exprimer ces matrices de compensation contingente de 'effet

prix en terme de variation de prix uniquement,

—_ oz ~ V / ,
KRZB.I:)(ISH—PR(S )X) (0.12)
B = (g - [ ¥ o (0.13)

Par construction, les matrices de compensation conditionnelles de I'effet prix per-
mettent de décomposer les matrices ci-dessus en une compensation intra état et une

compensation inter états,

KR =R" (IS+1 PR X') +E*P R X' = KR - CRX'

?’":T{‘"‘(ISH-ﬁ%ﬂ')+7mﬁ%9'=f?m—cm9'
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A.3 Cas particuliers pour 'OCGP

Pour s’assurer de la cohérence de notre modele, on analyse quelques cas par-
ticuliers. On commence par présenter le modéle a un bien dans lequel I’équilibre
concurrentiel est un OCGP. On analyse ensuite U'effet de différentes hypothéses de
séparabilité, tant au niveau des préférences qu’au niveau institutionnel. Dans le pre-
mier cas, on s’intéresse au comportement du modele lorsque le systéme d’actifs est
composé uniquement d’actifs de Arrow. On passe ensuite au cas ou les préférences
sont séparables entre les états du monde, et qu’elles peuvent étre représentées par
des fonctions d’utilités de type von Neumann Morgenstern. On termine la section
en analysant le comportement du modéle sous '’hypothése de double séparabilité,

séparabilité des préférences et séparabilité institutionnelle.

A.3.1 Le modéle & un bien de Diamond

Lorsqu’il n’existe qu'un bien dans chaque état du monde, il n’y a plus de pos-
sibilités de substitution a lintérieur de chaque état du monde. Par la propriété
d’homogénéité des fonction de demande, V'effet-revenus se confond avec l'effet-prix,

et on a les deux propriétés suivantes:

P.1) La matrice de Slutsky K est nulle
Lorsqu'’il n’existe qu'un bien par état du monde, ’économie compte au total L =
S +1 biens. Comme la matrice K est de rang L — (S +1), elle est de rang nul lorsqu’il

n’existe qu’un bien.

P.2) les fonctions de demande conditionnelles sont données par T, = P 'R,

Comme P est une matrice diagonale avec des éléments strictement positifs, elle
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posséde une inverse classique. En postmultipliant les contraintes budgétaires indi-

viduelles par P~!, on obtient les fonctions de demande ci-dessus!.

Au vue de (P.2), les fonctions de demande sont séparables sur les états du monde,
et tant 'effet-prix croisé que 'effet-revenus croisé sont nuls. On peut obtenir alors
(P.1) a partir de (P.2) en se servant de la propriété d’homogénéité des fonctions de

demande.

Proposition A.3.1.Lorsqu’il nexiste qu’un bien par état du monde, ’optimum con-
traint (OCGP) se caractérise par un systéme unique de dispositions marginales a

payer pour les actifs (Diamond 1967).

On obtient tout de suite comme corollaire & cette proposition que I’équilibre wal-
rassien est un OCGP lorsqu’il n'existe qu'un bien. Pour comprendre ce qui se passe,
il suffit de remarquer que lorsque ’on impose 'unicité des prix conditionnels dans le

modeéle & un bien, les effets-revenus sont uniques,

Ozn/ORy, = P~' =98z/0R  Vhe H

Or la différence dans l’évaluation des actifs entre les individus provenait justement
de la différence des effets-revenus entre ces individus. Lorsqu’il n’existe qu’un bien
par état du monde, la condition d’optimalité sur 1’allocation des prix relatifs disparait
bien évidemment. En substituant les fonctions de demande dans les conditions de
premier ordre, et en transformant la condition sur les actifs de telle sorte & faire
apparaitre les dispositions marginales & payer pour les actifs, on obtient 'unicité des

dispositions marginales & payer pour les actifs,

!Bien qu'il ne semble plus rester de degrés de liberté dans le probléme du consommateur, on
peut toujours remplacer les contraintes financiéres par des contraintes d’inégalité. Dans ce cas, le
consommateur maximise son utilité en décidant de consommer tout ce que son revenu lui permet.
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o'Oxp/OR;

Dl A L — /Z —_ !
7w OR, TV =4

gp =

Si cette proposition est encourageante pour Vinstitution walrassienne, il ne faut
pas oublier que 'OCGP reste en général un optimum de second rang puisque les
prix de Arrow individuels ne sont pas uniques. En effet, lorsqu'il n’existe qu’'un
bien, il est équivalent d’imposer une contrainte d’unicité du prix de ce bien ou une
contrainte sur le niveau du prix de ce bien. Le modeéle & un bien se raméne ainsi au
modele & normalisation unique, & la différence prés qu'il n’existe plus de substitution
a l'intérieur de chaque état du monde. Or dans le modéle & normalisation unique,on

a montré que la contrainte de normalisation des prix était effective?.
A.3.2 Hypothéses de séparabilité

Dans le modéle non contraint ou le Distributeur alloue librement les prix
et les revenus, le systéme institutionnel est séparable entre les différents états du
monde. L’individu qui fait face & un systéme de S+ 1 contraintes budgétaires séparées
parvient tout de méme 4 faire un lien entre ces différentes contraintes budgétaires par
I'intermédiaire de ses préférences. On dira alors que le modéle est séparable au niveau
institutionnel, mais non dans les préférences. Lorsqu’on introduit la contrainte sur
'allocation des revenus, les rendements des actifs permettent de lier les différentes
contraintes budgétaires, et le systéme institutionnel n’est plus séparable. Dans cette
section, on analyse la séparabilité institutionnelle lorsque le Distributeur est contraint
dans ’allocation des revenus en introduisant des actifs de Arrow. On introduit ensuite
la séparabilité au niveau des préférences, et on étudie 'effet de cette séparabilité sur les

conditions de premier ordre. Aprés avoir analysé 'effet de chaque type de séparabilité,

2Dans le modele a un bien, seule la contrainte sur l'unicité du prix du bien zéro n’est pas effective,
&ho = 0 pour tous les individus. Ceci se comprend aisément si l'on se souvient que dans le modéle a
normalisation unique, la contrainte sur le niveau des prix de premiére période n’était pas effective.
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on regarde le comportement du modeéle lorsqu’il est totalement séparable.

a) Séparabilité institutionnelle

Dans les sections précédentes, la possession d’un actif 'général’ forcait les indi-
vidus & accepter la totalité des rendements de cet actif. 11 était en effet impossible
d’acheter uniquement certains des rendements de 1'actif en question, ce qui créait un
effet de "production jointe” dans les rendements. Dans cette section on considére le
cas ou chaque actif ne paie que dans un état du monde, c’est-a-dire le cas ou les actifs
sont des actifs de Arrow. On peut étudier ainsi leffet pur des marchés incomplets
sans introduire de biais da & l'effet de ”production jointe” des rendements. Notons
cependant que les actifs de Arrow ne sont qu'un cas particuliers de séparabilité insti-
tutionnelle. Ils ont néanmoins une importance particuliére qui justifie qu’on les traite
dans cette section. Le cas général de la séparabilité institutionnelle est présenté dans

le dernier chapitre lorsqu’on aborde le probléme de la politique monétaire optimale®.

Supposons qu’il existe un systéme de J < S actifs de Arrow pour allouer les
revenus de seconde période dans les différents états du monde. Comme les individus
n’ont pas de revenu en dehors de celui qu'’ils tirent du rendement de leur portefeuille,
lorsqu'il existe un systéme incomplet d’actifs de Arrow, cette structure institutionnelle
ne permet pas au Distributeur d’allouer des revenus dans tous les états du monde, et
par 14, elle ne lui permet pas d’allouer les biens dans tous les états du monde. Pour
remédier & ce probléme, on peut représenter cette structure institutionnelle comme un
probleme de 'rationnement quantitatif’ sur les actifs. A cet effet, on va supposer qu’il
existe un systéme complet d’actifs de Arrow (S + 1), mais que seuls J < S + 1 actifs

sont présentement sous le contréle du Distributeur. Les autres J = S — J actifs sont

3Le cas général est celui ou il existe un sous-ensemble d’actifs de cardinalité J qui n’ont des rende-
ments non nuls que dans un sous-ensemble d’états du monde de méme cardinalité. Par I'hypothése
sur le rang de la matrice Z, la matrice des rendements associés & ce sous-ensemble d’actifs est de
rang maximal.
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considérés comme fixés. On peut penser par exemple & des problémes de liquidité liés
aux diverses échéances qui empéchent le Distributeur d’utiliser la totalité des actifs

existants. On pose alors

! ! !
Zy=1Ig et a, = (aps, a,5)

On introduit la contrainte sur les actifs qui ne sont pas liquides comme suit :
1 ! el
- 2 V(@7 — )
heH
N o] : a pa A . .
ou @ - est pris comme un paramétre échappant au contrdle du Distributeur. Les

conditions de premier ordre sur ’allocation des actifs sont modifiées comme suit,

oL
7=0;12J=0 = Ohy =0
hJ
oL .
5&}; = e;le = —19;17 = 9hj = '—’19;17

Les revenus dans les J états du monde pour lesquels il existe des actifs de Arrow
satisfont le principe de tarification au co0t marginal, et il n’est plus possible de réduire
le cotit social des allocations individuelles par une variation de ces revenus. Ceci
découle du fait que l’existence d’un actif de Arrow permet au Distributeur d’avoir la
méme latitude que l'allocation directe du revenu dans ’état pour lequel cet actif a un
rendement non nul. Rappelons au risque de nous répéter que la tarification au cotit
marginal n’implique pas en elle méme ’'unicité des prix. Si ’on considere en effet la
condition sur les dispositions marginales & payer pour les J actifs de Arrow liquides,

on a toujours q,; = v},,Z;. En substituant la forme particuliére de la matrice des

rendements, on a

Qhs = VhJ Vhe H

Les dispositions marginales & payer pour les actifs liquides ne seront les mémes

que lorsque le taux de transformation du revenu, qui laisse inchangée la dépense des
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consommateurs évaluée aux prix sociaux, sera unique. Ceci sera le cas notamment
lorsque les prix sociaux 7 seront proportionnels aux prix privés p,. Pour les actifs qui
ne sont pas sous le contrdle du Distributeur, les multiplicateurs 19;17 donne la réduction
de la dépense individuelle qui pourrait étre réalisée par une variation marginale de
Pallocation de ces actifs. La séparabilité institutionnelle introduite par les actifs
de Arrow permet d’éliminer les distorsions liées & I'optimalité inter-états dans les
états pour lesquels il existe des actifs de Arrow. Lorsque les préférences ne sont
pas séparables, le systéme de prix relatifs & l'intérieur de chaque état du monde, y
compris les états pour lesquels il existe un actif de Arrow liquide, est toujours utilisé
comme instrument de second rang & des fins d’optimalité inter-états. On verra que
la séparabilité institutionnelle a une importance cruciale dans le cadre de la politique

monétaire optimale menée par le Distributeur qu’on analysera dans la partie suivante.

b) Séparabilité des préférences

La contrainte d’unicité du systéme de prix a été introduite entre autre pour ré-
duire le probléme d’engagement lié & la différence entre 'optimalité au sens ex-ante
et 'optimalité au sens ex-post. Les préférences qu'on a considérées jusqu’ici sont
des préférences définies au sens ex-ante. Or, pour pouvoir parler d’optimalité au
sens 'ex-post’, il faut avoir défini préalablement les préférences de I’individu une fois
Iincertitude levée. Lorsqu’on considére le cas particuliers ot les préférences sont ad-
ditivement séparables sur les états du monde, on a une représentation naturelle des
préférences au sens ex-post. Si les préférences des individus sont représentable par des
fonctions d’utilité du type u(z) = ;S p,U(z,)%, les préférences ex-post sont données
naturellement par p,U(z,) pour t:)ut s € S. Sous cette hypothése, on est alors en
mesure d’analyser la relation entre 'optimalité au sens ex-ante et 'optimalité au sens

ex-post.

4Sous cette formalisation, on impose également la séparabilité inter-temporelle.
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Pour savoir si I'hypothése de séparabilité des préférences permet de résoudre
le probléme d’engagement du Distributeur, il suffit de revenir au premier modéle
de second rang dans lequel on a imposé 'unicité des normalisations. En substitu-
ant I'hypothése de séparabilité des préférences, on vérifie alors s'il reste optimal ou
non pour le Distributeur d’avoir des systémes de prix individualisés. Lorsque les
préférences sont séparables sur les états du monde, la matrice de Slutsky K, est bloc-
diagonale. En substituant ceci dans la condition sur 'allocation des prix relatifs, on

obtient
oK = —(0,2h, + 6net))  Vs€S, VheH

Le cott social lié & I'allocation des prix relatifs dans chaque état ne dépend que
des éléments de cet état. En se servant de la condition d’optimalité sur le niveau des
prix et en se rappelant que 649 = 0, on obtient directement que le systéme de prix de

la premiére période est proportionnel aux prix sociaux,

Pro=7vm VheH

En ce qui concerne les autres états du monde, tant que la contrainte sur ’allocation
du revenu est effective, le Distributeur continue & utiliser les prix relatifs de maniére in-
dividuelle dans chaque état du monde & des fins d’optimalité inter-états. L’hypothése
de séparabilité des préférences per se, n’amene aucune raison pour que la contrainte

sur l'unicité des prix relatifs ne soit pas effective, hormis pour la premiére période®.
)

c) Double séparabilité
Lorsqu’on conjugue I’hypothése de séparabilité institutionnelle avec celle de la

séparabilité des préférences, le probléme devient totalement séparable pour les états

On peut essayer d’expliquer ce résultat de la maniere suivante. Lorsque I'on cherche & maximiser
une somme pondérée & l'aide d’instruments indirectes, si ces instruments affectent les poids de la
pondération, a4 'optimum, les éléments que 'on pondére ne sont pas nécessairement maximaux.
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du monde auxquels sont associés des actifs de Arrow "liquides”. Par I'hypothése de
séparabilité institutionnelle, on a 6, , = 0. En substituant ceci dans la condition sur
lallocation des prix relatifs lorsque les préférences sont séparables, on obtient pour

les J états du monde pour lesquels il existe un actif de Arrow,
o Kh =—¢  V¥s<J VYheH

En faisant la somme sur les individus, et en se servant de la condition d’optimalité

sur l'allocation des prix, on obtient par le rang de la matrice de Slutsky agrégée,
o, =7b, Vs<J

Le systéme de prix & la consommation est proportionnel au systéme de prix officiels
dans les états du monde pour lesquels il existe un actif de Arrow. En substituant ceci

dans la condition précédente, on obtient par I’additivité de la matrice de substitution

de Slutsky,

€hs =0 Vs < J, Vhe H

La contrainte sur I'unicité du systéme de prix n’est pas effective dans les J états du
monde pour lesquels les actifs de Arrow sont liquides. En substituant ceci dans la con-
dition de premier ordre sur I’allocation des actifs, on obtient ’unicité des dispositions
marginales & payer pour les J actifs de Arrow,

/
qgj=%in=qg Vhe H
0

Le Distributeur peut alors implanter P’allocation optimale des actifs de Arrow
liquides ainsi que l'allocation des bien conditionnels dans les J états du monde, par
un systéme de marché concurrentiel & prix unique. On se retrouve alors dans un
monde séparé en deux. Une partie du monde possible se trouve au premier rang
alors que I'autre partie du monde possible se trouve au second rang. En conséquence,
I'optimalité au sens ex-ante implique I'optimalité au sens ex-post pour une partie du

monde possible uniquement.
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