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RESUME

Etant donnée une fonction bornée (supérieurement ou inférieurement) f: NF — R
par une expression mathématique, le probléeme de trouver les points extrémaux
de f sur chaque ensemble fini S C N¥ est bien défini du point de vu classique.
Du point de vue de la théorie de la calculabilité néanmoins il faut éviter les cas
pathologiques ou ce probléme a une complexité de Kolmogorov infinie. La principale
restriction consiste a définir I'ordre, parce que la comparaison entre les nombres
réels n’est pas décidable. On résout ce probleme grace a une structure qui contient
deux algorithmes, un algorithme d’analyse réelle récursive pour évaluer la fonction-
colt en arithmétique a précision infinie et un autre algorithme qui transforme
chaque valeur de cette fonction en un vecteur d’un espace, qui en général est de
dimension infinie. On développe trois cas particuliers de cette structure, un de
eux correspondant a la méthode d’approximation de Rauzy. Finalement, on établit
une comparaison entre les meilleures approximations diophantiennes simultanées
obtenues par la méthode de Rauzy (selon l'interprétation donnée ici) et une autre
méthode, appelée tétraédrique, que l'on introduit a partir de 'espace vectoriel
engendré par les logarithmes de nombres premiers.

Mots clés: norme de Rauzy, approximation diophantienne simultanée,

constante de k-bonacci, nombres réels récursifs.



ABSTRACT

Given a (lower or upper) bounded function f: N¥ — R by a mathematical ex-
pression. The problem to find the extremal points of f on any bounded set S C N*
is well-defined from a classical point of view. Nevertheless, from a computability
theory perspective, it should be avoided the possibility of pathologies when this
problem has infinite Kolmogorov complexity. The main constraint is that the or-
der relationship between computable reals is not effectively solvable. We solve this
problem by means of a structure containing two algorithms. The first one allows to
evaluate the cost function while the second one transforms each value of the cost
function in a point in an infinite dimensional vector of a space. We develop three
particular cases, one of them corresponding to the Rauzy approximation method.
Finally, we make a comparison between the best simultaneous Diophantine approx-
imations obtained by the Rauzy method (our optimization-oriented version of it)
and our tetrahedral method, that is one of the main achievement of this work.

Keywords: Rauzy norm, simultaneous Diophantine approximations,

k-bonacci constant, recursive real numbers.
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NOTATION

Ensemble de nombres naturels (le premier est 0).

Ensemble de nombres réels récursifs.

Restriction de la fonction L a I’ensemble X'.

Zéro de l'espace vectoriel V.

Valeur indéfinie.

Sémantique de 'algorithme f.

Fonction d’ordre supérieure utilisée pour définir les algorithmes.

Variable muette de 83, qui représente une fonction partielle.
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INTRODUCTION

/
< La recherche des fractions %,

%l qui approchent le plus deux
nombres donnés n’a cessé depuis
plus de 50 ans de me préoccuper

et aussi de me désespérer >

Charles Hermite ([19])

L’approche combinatoire a ’approximation diophantienne simultanée s’est
développé vivement apres que Rauzy ait défini sa norme en [74] et déterminé la
suite de meilleures approximations simultanées en termes de fréquences de lettres
dans le mot infini de tribonacci. Sa définition d’approximation était la méme que
celle introduite par Lagarias (voir [45]), qui est une généralisation du concept cor-
respondant de la théorie de fractions continues (dimension 1). D’autre propriétés
de la théorie de fractions continues ne peuvent pas étre généralisées en gardant le
concept de meilleure approximation dans sa forme originelle.

On considere que la propriété essentielle d’une meilleure approximation est le
fait d’étre la solution d’un probleme d’optimisation discrete, ou la restriction donne
une mesure de la complexité de la solution. Par exemple, % est une meilleure ap-
proximation du nombre d’or ¢g = %, parce que x =8 et y =5 est la solution

optimale du probleme suivant,

r,yeN:1<y<5,

(x— yqzﬁg)z — min.

Pourquoi devrions-nous nous restreint a un probleme de minimisation? Par
exemple, on peut également définir les meilleures approximations diophantiennes
simultanées - d’une facon non classique - comme les solutions du probléeme de

maximisation suivant,



r,yeN:1<zx+2y<n,

rlog(£E4 ) +ylog( %Y
T+2y

— max.

ou n mesure la complexité de la solution.

Le lien entre I'approximation diophantienne simultanée et I’optimisation combi-
natoire a été déja remarqué en [27], ou les ressources diophantiens ont été pris a titre
d’outil pour réduire la complexité computationnelle d’algorithmes d’optimisation
classiques.

Le principal objet de ce travail est de proposer une généralisation du concept
de meilleure approximation diophantienne simultanée selon le point de vue de ’op-
timisation discrete. On en déduit, en particulier, une méthode, que 'on appellera
tétraédrique, permettant de trouver les approximations simultanées des puissances
négatives de n’importe quelle nombre algébrique [ qui soit la racine réelle positive

du polynéme

CX)=XF—t, XF Lo XF2 - —t) 1 X —ty,

ot (t1,ta,...,11) € (Q>0)*\{0}. Aprés on établira une comparaison empirique entre

les approximations simultanées du vecteur

(@)

ou ¢3 est la constante tribonacci, obtenues par la méthode tétraédrique et par

notre version de la méthode de Rauzy.

Il y une caractéristique tres subtile de la méthode de Rauzy que l'on veut
préserver dans la généralisation : la finitude de la complexité de Kolmogorov, c’est-
a-dire, on veut que le probleme d’optimisation décrit en ZFC soit réductible a un
nombre de Godel dans les mathématiques constructives. La meilleure facon d’expli-

quer cette propriété est par un exemple pris de [76]. Supposons que I’on veut trouver



le point de minimum de la fonction f: N — R sur I’ensemble {0,1} et on sait que
f(0)=0et f(1)=372,2"%, ou aj,az,as,... est un ensemble énumératif récursif
de nombres naturels qui ne soit pas récursif. Dans ce cas, la complexité descriptive
nécessaire pour déterminer si f(0) = f(1) est vraie ou fausse est irréductiblement
infinie, bien que les complexités de f(0) et f(1) soient finies.

Pour surmonter la difficulté expliquée au-dessus, on décompose la fonction-cotit
en deux parties : une partie qui transforme chaque élément d’un treillis dans un
vecteur d'un espace (qui est en général de dimension infinie) et une autre partie
qui calcule une fonctionnelle linéaire sur cet espace. La fagon la plus naturelle
d’exprimer cette composition est dans le langage de la sémantique dénotationnelle
(voir [33], [84], [90], [1]), qui peut étre interpreté comme une théorie topologique

de la calculabilité (voir [98]).



CHAPITRE 0

SUR LE BUT ET LA METHODOLOGIE

< Le mot élucider devient
dangereux si ’on croit que l'on
peut faire en toutes choses toute

la lumiere >

Baruch Spinoza

Dans ce chapitre on introduit le but du mémoire et la méthodologie suivie pen-
dant la recherche. La motivation pragmatique fondamentale consiste a élucider le
probléme suivant (probléme de la diversité mazimale) : trouver, pour n’importe quel
entier positif n, les partages déterminants le plus grand nombre de compositions.
Le nombre de compositions d'un partage est appelé diversité. La quantité de par-
tages de n ayants diversité maximale et la valeur de cette diversité sont les termes
généraux des suites A198254 et A102462 en [69] respectivement. La motivation
conceptuelle néanmoins est de trouver une fagon unifiée d’élucider de problemes
combinatoires pareils a partir d’'un processus d’approximation diophantienne en
dimension infinie.

Ce chapitre est composé de trois parties : une premiere qui explique la méthodologie
suivie au toujours du mémoire, que 1’on pourrait appeler analyse diophantienne in-
verse, une deuxieme ou cette méthodologie est appliquée au probléme de la diversité

maximale et une troisieme pour les conclusions du chapitre.

0.1 La méthodologie de ’analyse diophantienne inverse

Herbert S. Wilf a publié un essai en 1982 (voir [I00]) sur les critéres pour
déclarer un énoncé comme la réponse d’un probleme combinatoire. Pour Wilf, une
question n’est qu’'un algorithme d’attaque par force brute et sa réponse est tout

algorithme permettant d’obtenir les mémes résultats avec une complexité en temps


https://oeis.org/search?q=A198254&sort=&language=&go=Search
https://oeis.org/search?q=A102462&sort=&language=&go=Search

inférieure. La réponse est effective si son nombre d’itérations est asymptotiquement
négligeable par rapport au nombre d’itérations de l'attaque par force brute.

La méthodologie de ce mémoire se situe dans le méme contexte informatique que
celle de Wilf, mais le but n’est pas de résoudre de problemes (algorithmes), sinon de
les élucider. 1’élucidation - dans le cadre de ce mémoire - est 'opération de sélection
des entrées d’un algorithme qui peuvent étre générés immédiatement, c’est-a-dire a
partir d’une seule itération d’un algorithme fixé (on admet la récurrence a d’autre
entrées précédentes du méme probléme comme une seule opération).

L’exemple archétypique d’élucidation est 'approximation diophantienne, ou les
réduites, en plus de minimiser localement la distance vers le vecteur qui ’on désire
d’approcher, ils sont, en général, plus simples que les autres quotients en raison de
sa determination par une suite récurrente. C’est la raison pour laquelle on appelle
suite de meilleures approximations diophantiennes a la suite ay,as,as, ... des entrées
obtenue par I’élucidation d’un probleme.

Si ai,as,as,... est une suite récurrente linéaire homogene d’ordre k < oo, dont
son polynéme caractéristique soit le polynéme irreductible du nombre de Pisot «,

on peut proclamer que le vecteur

? ) PR

(an—l (p—2 Gp-3 Gp—4 an—k)
an = an | oan | ap an

est une <« réduite > du vecteur

1 1 1 1 1
(04706270437&47”"(14]{:_1).

Malgré son caractére tautologique, la définition antérieure permet d’invertir le

flux méthodologique de I'analyse diophantienne :

Analyse diophantienne inverse : On ne s’intéresse plus a calculer les
réduites, on les connait d’avance. On part d’un suite de < réduites > et
Uon doit chercher un cadre métrique (ou plus généralement topologique)
dans lequel cette notion soit justifiée (par exemple les théories d’approxi-

mations diophantiennes généralisée : [26], [25], [21)], [Z4)], [23]).



Cette virage a été fait par I’école marseillaise de théorie de mots depuis I'article
fondateur de G. Rauzy (voir [74]). Dans ce mémoire donc on ne cherche pas a
trouver la formules pour les réduites, ici les <« réduites > sont déterminées d’avance
par des solutions d’un probléme combinatoire : le probleme de la diversité maximale
et, plus spécifiquement, sa version simplifiée développée au chapitre 3.

Ce que 'on cherche dans ce mémoire est une ambiance théorique proche a 'ap-
proximation diophantienne classique ou les < réduites > obtenues par I’élucidation
du probleme combinatoire soient aussi de réduites dans un sens analytique. Au
chapitre 3 on a démontréﬂ que les réduites du champ tétraédrique convergent, en
effet, vers le vecteur de puissances inverses de la constante de k-bonacci, ¢’est qui
justifie sa nomenclature. Au chapitre 4 on a montré empiriquement que la norme de
Rauzy peut étre utilisée aussi pour déterminer les réduites du champ tétraédrique
et I'on a laissé la démonstration de ce fait pour de recherches ultérieures.

On trouve aussi cette méthodologie en théorie de fonctions arithmétiques en
forme de localisationf] (voir [58], [48], [57], [53], [54]) qui est incarnée dans les
séries de Bell (voir [0]). Les suites (paralleles) de meilleures approximations - se-
lon le nouveau sens décrit au-dessus - d’une fonction arithmétique (multiplicative
ou additive) sont les suites de puissances de chaque nombre premier p, a savoir,
L,p,p%,p%,p%,p°,.... Cette progression géométrique peut étre interprétée ou bien

comme la récurrence d’ordre 1,

P o= 1,
pn

= pp ;

qui permet d’approcher le scalaire % de fagon triviale, ou bien comme la

récurrence d’ordre infini,

1Le théoréme que l’on a démontré est plus général, de sorte qu’il permet d’utiliser la méme
méthode pour approcher de puissances d’autres nombres algébriques.

2Localiser - dans ce contexte - veut dire se concentrer dans une voisinage p-adique d’un nombre
premier fixé.



pto= (=" (=D P+ (p— 1" P+ (p—Dp+ (p—1) -1

qui permet d’approcher le vecteur en dimension infinie,

( 1111 1 )
p?p 7p3’p47"'7p P Y
par les réduites compacted)

pn—l pn—2 pn—3 pn—4 pn—n
pn ) pn b pn b pn 2

7O,O,O,...O,...).

De la méme facon qu’en dimension finie, le probleme fondamentale consiste a
clarifier le cadre dans lequel les < réduites compactes > du vecteur en dimension in-
finie sont de réduites dans le sens métrique. Le cas p = 2 est spécialement important
car il admet une interprétation combinatoire a partir du probléeme de la diversité
maximale, ou la suite de meilleures approximations diophantiennes simultanées est
déterminée par la suite de partages de Cayley-Hickerson, une contribution de ce
mémoire 1’on expliquera au-dessous dans ce chapitre.

On est tenté de d’étendre la procédure d’approximation diophantienne simul-

tanée des puissances inverses de la constante de k—bonaccﬁ (voir chapitre 4),

1 1 1 1
((Zﬁk’ (0r)? (or)3" (¢k>k1> ’
a partir de la norme de Rauzy au cas limite kK — 400. Cette extension néanmoins
doit changer considérablement la structure de la méthode, car la facon la plus
naturelle de le faire (extension de la matrice de la substitution a dimension

infinie) tombe dans un cas dégénéré. On propose donc d’utiliser une structure

3Terminologie pris de la théorie de domaines de Scott qui veut dire que la quantité d’entrées
non nulles est finie.
4C’est la solution réelle positive de Péquation ¥ = 5= 4 2k—2 4 2F=3 4 4o 41,



plus flexible que I'approximation diophantienne classique pour résoudre ce

probléeme : les champs de tétraédriques (voir chapitre 3).

0.2 Elucidation du probléme de la diversité maximale

0.2.1 Epitomé généalogique

L. Euler a déposé en 1778 un travail a I’Académie de St.-Petersburg intitulé De
evolutione potestatis polynomialis cuiuscunque (1+x +x2 + 23 + 24 4 ete)™ (voir
[22]), qui porte sur les coefficients obtenus apres 1’expansion de ce polynéme. Selon
G. Andrew (voir [3]), ce sujet ne s’est pas tellement développé a cause du fait que les
propriétés de ces coefficients sont mimetiquement proches a celles des coefficients
binomiaux et parce que il n’y a pas de formule assez simple pour le cas général
(cette imposibilité est une conséquence du théoréme 8.8.1 de [70]). Les g-analogues
de ces coefficients néanmoins apparaissent en mécanique statistique (voir [5]) ainsi
que dans les identités du type Roger-Ramanujan (voir [4]).

Depuis un point de vue combinatoire, chaque coefficient ¢(n, s,r) de 'expansion

du polynémdﬂ,

rs
(z+a?+23 42+ . +a")° = > c(n,s,r)z"
n=1

est le nombre de compositions de n en s parties non vides, toutes bornées par r.
Le comportement asymptotique de la fonction ¢(n,s,r) a été étudié par M. N.

Basu en 1952, voir [10].

Z. Star s’est interesé au probleme extrémal suivant : Pour quelle valeur de n la
fonction n +— ¢(n,s,r) atteint sa valeur maximale, étant donnés les nombres s > 2

et > 171l a démontré en 1975 (voir [91]) que le point de maximum cherché est,

w, si s(r+1)=0 mod 2,
n =
%, si s(r+1)=1 mod 2.

511 faut remarquer que le polynéme étudié par Euler avait 'unité comme terme indépendant,
que 'on a exclu au but d’éviter les parties vides dans les compositions.



Soit a(n,s,r) = c¢(n,s,r) —c(n,s,r — 1) le nombre de compositions de n en s
parties non vides telles que la plus grande partie soit exactement r. En plus, on
définit a(n,r) =Y >1a(n,s,r). A. Odlyzko et B. Richmond ont travaillés dans le
probleme extrémal suivant : Pour quelle valeur de r la fonction r — a(n,r) atteint
sa valeur maximale, étant donné le nombre n > 17 Ils sont démontré en 1979 (voir
[68]) que pour une infinité de valeurs de n, le point de maximum du probléme est
r=|logyn].

P. Hitczenko et G. Louchard ont étudié en 2001 (voir [37]) les compositions
depuis un point de vue probabiliste, a partir de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées selon la distribution géométrique de raison % Ils sont
calculé la distribution de la partie la plus grande de ces compositions aléatoires.

M. Archibald et A. Knopfmacher ont utilisé aussi de méthodes probabilistes en
2011 (voir [7]) pour calculer 'espérance et la variance de la partie la plus grande qui
n’apparait pas dans une composition aléatoire. M. E. Malandro a étudié en 2011
(voir [59]) les différents parametres statistiques des compositions ayant les parties
borné par un entier k. E. Schmutz et C. Shapcott ont étudié en 2012 (voir [85]) le

produit des parties de compositions aléatoires.

0.2.2 Constructions des meilleures approximations
0.2.2.1 Compositions de Cayley généralisées

Chaque solution de I’équation diophantienne linéaire n =21 +x9+ 23+ ...+ T,
ot m n’est pas fixé, vérifiant 21 =1et 1 <x; <2z;_1 (pour 2 < j <m) est appelée
composition de Cayley de n. Arthur Cayley a démontré en 1857 (voir [I5]) que
le nombre de compositions Cayley est égal au nombre de partages de 271 —1

en parties appartenants a lensemble {1,1/, 2.4,8,16,...,2" 2 } (on considere

progression géométrique
les deux parties 1 et 1’ différentes). Ces compositions ont été reprises en 1959

par H. Minc pour énumérer les éléments d’un degré donné en un groupoide libre
commutatif d’entropie cyclique (voir [62]) et en 1981 par G. E. Andrews en relation

avec 'identité de Roger-Ramanujan (voir [2]). M. Konvalinka et I. Pak ont étudié
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en 2013 et 2014 les compositions de Cayley dans le cadre de la combinatoire des
polytopes (voir [41] et [42]).

Une composition de Cayley généralisée de k en m parties est une solution de
I'équation diophantienne linéaire k = x1 + 2 +x3+ ... + Ty, vérifiant 0 < z; < 2i—1
(pour chaque 1 < j <m). Les compositions étudiées par Cayley décrites au dessus
sont de compositions de Cayley généralisées mais I'implication réciproque est en
générale fausse.

Le nombre de compositions de Cayley généralisées de k en m, noté Sy, (k), peut

étre obtenu grace a ’expansion du produit

m—1 2Mm—1
I1[2+1], = 3 Sulk)d", (1)
j=0 k=0

ol [n]q =1+q+?+@+...+¢" ! est le g-analogue classique de n (voir chapitre
2).

Le produit H;-”:_Ol [Qj + 1} . est le g-analogue du terme général de la suite A028361
en [69], qui apparait d’une fagon naturelle en théorie de codes de Klein, voir [38] et
[18]. Les termes de la somme Zizalsm(k‘)qk sont les lignes du triangle |A131791
en [69].

L’identité implique directement I’estimation asymptotique,

Sm(k) =0 (2mm=V/2), (2)

ou la constante dedans O est indépendante de k.

0.2.2.2 Partages de 2-Hickerson

Soit r un entier positif. On appelle partage de r-Hickerson de n (en m parties)
a chaque solution en entiers non négatifs de 1’équation,

n = [1]yapy, + 2lrap), + [Blrag), + ...+ [m]rapm,,


https ://oeis.org/search?q=A028361&sort=&language=&go=Search
https ://oeis.org/search?q=A131791&sort=&language=&go=Search
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ou [d], est la valeur du polynoéme g-analogue classique [d], =1+ g+ @+ ¢t

de d évalué en ¢ =r. On utilise la notation exponentielle
o= ([ 2 B ] )

avec le méme sens que pour les partages classiques.

D. R. Hickerson a établi en 1974 (voir [35]), dans le but de généraliser un résultat
d’Euler, que le nombre de partages de r-Hickerson de n (avec m non fixé) est égal
au nombre de compositions (appelées de Hickerson) n = x1 + 3+ 23+ ... + Ty, O1
m n’est pas fixé, vérifiants z;_1 <rz; (pour chaque 2 < j <m). S. Corteel et S.
Lee en 2005 ont étudié, depuis un point de vue unificateur, les compositions de
Hickerson et de Cayley (voir [17]).

Chaque n = 2" —m —1 est associé au partage de 2-Hickerson

Fin = (113, (208,813, Im — 113),

en raison de l'identité,

1]2-14+2]2-1+[3]2-1+...+[m—1]2-1
= ()+1+2)+(1+2+4) +.+(1+2+4+...+2772)
= 1+(0+D+A+1+2)+ .+ (A +1+2+44 .. +2"H —m
= 14244+ 42" om
= 1414244+ 42" —m—1

= 2" —m—1.
Le partage conjugué a h,, est

ﬁ;n _ (12m—2’22m—3’32m—47 o (m _ 1)2m—m> ’
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en vertu de la transformation,

M]2-1+[2]2-1+[3]2-1+...+[m—1]2-1
= (D+1+2)+(1+2+4) +.+(1+24+4+...+2m72)
= (m—1)-1+(m—2)-2+(m—3) -4+ (m—4)-8+...+1.2m2
= 1.2 24 2.9m 34 3.90m L 4 (m—1)-1.

0.2.2.3 Partages de Cayley-Hickerson

Soit n=2"—m—1+k, avec 0 < k < [m]a et m > 2. Pour chaque composition
de Cayley généralisée de k en m parties, k =x1+x2+ ...+ X, le partage de Cayley-
Hickerson de n selon cette composition est le partage obtenu a partir du partage de
2-Hickerson conjugué h/, = (12m72,22m73,32m74, ey (Mm— 1)2mim) par 'application

des opérations suivantes dans 'ordre indiqué :

1. une substitution de m — 1 par m itérée x; fois,
2. une substitution de m —2 par m — 1 itérée x9 fois,

3. une substitution de m —3 par m — 2 itérée x3 fois,

m — 1. une substitution de 1 par 2 itérée x,,_1 fois,

m. une insertion de x,, parties de longueur 1.

L’ensemble des partages de Cayley-Hickerson de n est la collection des partages
Cayley-Hickerson de n selon toutes les compositions de Cayley généralisées de k en
m parties.

Par exemple, les trois diagrammes de Young suivants (de gauche a droite) sont

les trois partages de Cayley-Hickerson obtenus a partir du partage de 2-Hickerson
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conjugué hs par les compositions de Cayley généralisées 1+1+2+2, 1+1+1+3,
0+ 142+ 3 respectivement :

ooooooo*|*|*||||||
ofofofefefefex[x[x] [ [ | ||

.......*|*|||||||
[ B BE NS
*

[ BK BE BECHES
[ BK BE BECHES

o x|

0.2.3 Synthese

Un algorithme permettant de réduire la recherche de la solution d’un probleme
donné des tous les partages de n aux partages de Cayley-Hickerson seulement,
est une solution effective selon Wilf (voir [I00]), car la magnitudeﬁ @) (nc2 log”) de
I’espace de la deuxieme recherche est asymptotiquement négligeable par rapport a

celle de la premiere recherche, a savoi Q (eclnﬁ>
On conjecture que les partages de solution du probleme de la diversité maximale
sont tous de partages de Cayley-Hickerson. L’heuristique derriere cette conjecture
est la supposition de l'existence d’une généralisation < assez réguliere > lorsque
k — 400 de l'approximation diophantienne de la constante de k-bonacci par la
norme de Rauzy.
Dans ce cas, la suite d’entrées n = 2™ —m — 1, pour m = 2,3,4,5, ... devient

la suite de meilleures approximations, car la réponse respective peut étre générée

avec une seule itération, a savoir le partage de 2-Hickerson conjugué 7, , tandis que

50n applique la formule pour logyn <m+1.

7C’est une conséquence de la célebre formule asymptotique pour le nombre de partages de n
attribuée a Hardy et Ramanujan, voir [67]. Le symbol £ doit étre interpreté selon la notation de
Bachmann-Landau.
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les autres solutions ont besoin d’un élément supplémentaire : les compositions de
Cayley généralisées. Les 4 premieres solutions du probleme de la diversité maximale

élucidé, correspondantes aux meilleures approximations 1,4,11 et 26 sont :

o 50 lole] elelels

La conjecture ci-dessus induit une approximation du vecteur

1111 1 1

<274)87167327'“a 2d7"'>
par les réduites compactes générées par la suite de fréquences de parties dans les

partages (1,2,4,8,16,32, .20, ...) construites de la facon suivante,

<2d1 2d72 2d73 2d74 2d75 Qdfd

ST Bt 7 ety e ,0,0,0,0,...0,...).

0.3 Conclusions du chapitre

L’atout principal de cette recherche est le lien que I'on a établi entre le probleme
de la diversité maximale et I'approximation diophantienne simultanée en dimension
infinie, qui est une contribution a la littérature sur les deux sujets, traditionnelle-
ment étudiés de facon indépendante. Dans les chapitres 3 et 4 on a travaillé avec une
version simplifiée (en dimension finie et homogénéisée par la formule de Stirling)

de cette relation selon I'approche unificatrice de la théorie de champs de Lagarias.
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Trouver un cadre métrique ou topologique d’approximation diophantienne en
dimension infinie ayant la méme relation avec le probleme de la diversité maximale
que le champ tétraédrique (voir chapitre 3) avec le champ de Rauzy (voir chapitre
4) en dimension finie est un probléeme que ce mémoire ouvre pour de recherches
ultérieures. Pragmatiquement, le but ultime de cette recherche consiste a trouver
un algorithme pour calculer directement, a partir d’'un processus d’approximation
diophantienne, I’ensemble de partages a diversité maximale pour de valeurs de n

qui ne soient pas de meilleures approximations du probléme.



CHAPITRE 1
CALCULABILITE ET SEMANTIQUE

Le but de ce chapitre est d’établir une définition d’approximation diophantienne
simultanée, qui a différence de la définition classique introduite par Lagarias (voir
[45]), ne soit pas dépendante d’une norme, sinon d’un probléeme d’optimisation
discrete. Réinterpréter 'approche combinatoire a ’approximation diophantienne
simultanée comme la solution d’une famille de problemes d’optimisation discrete
n’est pas du tout trivial. D’abord il faut garantir que la complexité de Kolmogorov
du systeme complet (I’algorithme qui prend la fonctions et les sous-ensembles, pour
retourner le point de minimum) soit finie (voir [50]). Pour cela on doit surmonter
deux restrictions qui imposent les nombres réels récursifs : la non-décidabilité de
la comparaison et la décidabilité conditionnée de l'ordre (voir [76]). On y réussi
grace a l'introduction du concept de champ de Lagarias (définition [1.4.1]) dont sa
réductibilité & un algorithme sera démontrée (proposition [1.4.1]).

En combinatoire de mots d’habitude les points fixés de substitutions sont uti-
lisé pour construire des objets infinis. Par exemple, le mot de tribonacci peut étre
défini comme le point fixé de la substitution de tribonacci. Une telle définition des-
criptive implique implicitement la présence de l'infini actuel, qui est inadmissible
d’apres le constructivisme, méme si ’on peut générer I'objet par un algorithme du
point de vue de l'infini potentiel. Donc, pour utiliser d’une fagon universelle les
définitions basées sur les points fixés, on doit travailler depuis les mathématiques
classiques (ZFC), mais au méme temps il faut avoir une notion objective d’algo-
rithme. Pour assurer I'accomplissement simultané de ces deux propriétés, appa-
remment contradictoires, nous allons utiliser la sémantique dénotationnelle, ou la
notion de construction est interprétée comme le point fixé d’une fonction continue

entre ’espace topologique de Scott et soit méme (un concept intérieur a ZFC).



17
1.1 Le théoréme du point fixé de Tarski

La sémantique est 1’étude de la fagon dont le sens est transmis par des signes et
le langage. Toute tentative d’introduire I'interprétation d’un langage dans le propre
langage est condamnée & tomber dans un dialléle. D’aprés Tarskil] (voir [93]), pour
faire de la sémantique il faut d’abord avoir deux langages, un langage objet et
un métalangage, tels que le deuxieme contienne une copie du premier, en plus de
resources pour donner une opinion par rapport a sa syntaxe. Dans ce mémoire le
langage objet est le constructivisme (voir [61], [95], [96], [14],[77],[78], [39], [14], [63],
[79], [80], [81]), formalisé par PCF (ou il n’y a que de algorithmes) et le métalangage
sont les mathématiques traditionnels (voir [36]) formalisées par ZFC (ot il n’y a que
des ensembles). Plus précisément, on va assigner a chaque algorithme f de PCF une
signification mathématique [f] en ZFC. Méme si l'existence de PCF est la raison
d’étre de la sémantique dénotationnelle, dans ce mémoire on ne va pas mentionner
PCF explicitement, car on ne s’intéresse pas a la syntaxe des algorithmes sinon a

la sémantique seulement (voir [86], [87], [72], [33], [65], [92], [82], [9]]).

Définition 1.1.1. ([33]) Un sous-ensemble U d’un ensemble partiellement ordonné
(D,C) est ordonné filtrant si et seulement si U # () et pour n’importe quelle paire

d’éléments (z,y) € U il existera un élément z € U tel que x C z et y C 2.

Définition 1.1.2. Un ordre partiel (D,C) est complet si et seulement si I’élément
minimal de U, noté LIU, existe pour n’importe quel sous-ensemble ordonné filtrant
U C D. Un ordre partiel complet (D,C) est un domaine si et seulement si D a un

élément minimal, noté par L.

Définition 1.1.3. ([33]) Soient C' et D deux ensembles ordonnés complets. Une
fonction : C' — D est continue selon Scott si et seulement si pour n’importe quel
ensemble ordonné filtrant U, B(LU) = UB(U). On utilise la notation $ € C — D

pour indiquer que 8 est Continudﬂ. Si B est une fonction partielle continue, on

!La sémantique de Tarski est une version forte des idées développées par Emmanuel Kant (voir
[34]).
2Cette notation polémique a été utilisée en [33)].
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utilisera la notation $ € C' — D.

Remarque. Le nom <continue> est pleinement justifié, car cette relation d’ordre
induit une topologique ot la continuité selon Scott devient la continuité topologique
(voir [98]).

Le point de départ pour définir les algorithmes sémantiquement est le théoreme

suivant.

Théoréme 1.1.1. (théoréme du point fixé de Tarski) Soit : D — D une fonction
définie sur un domaine D. Si 3 est continue selon Scott alors elle aura un point

fixé minimal donné par la formule

o
fir(B) = | | 87 (1),
n=0
ot B0 représente le produit de composition de B avec soit méme n fois.

Démonstration. La démonstration classique est exposée en [94]. Pour une démonstration

plus récente : voir [20]. Pour des informations historiques par rapport au théoréme

: voir [47]. O

La sémantique (ou signification) d'un algorithme est définie comme le point
fixé minimal d’une fonction continue selon Scott. Le théoreme du point fixé de
Tarski ne garantit pas que l’algorithmeﬁ s’arréte, sinon seulement qu’il soit bien
défini. Pour que l'algorithme 3 s’arréte toujours, sous I’hypothese d’adéquation
computationnelle, il suffit que le point fixé [3] € D de la fonction d’ordre supérieur

8: D — D soit une fonction totale (voir le chapitre 4 de [92]).

Définition 1.1.4. ([33]) Soient C' et D deux ensembles ordonnés complets. Une
fonction 8 : C'— D est monotone si et seulement si pour chaque paire (z,y) € C?,

si z C y alors 8(z) C B(y).

Remarque. La monotonie est une propriété plus faible que la continuité selon Scott.

3Un algorithme dans ce contexte topologique est une approximations par des éléments com-
pacts du domaine.
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Théoréeme 1.1.2. Une fonction : D — D est continue selon Scott si elle est la

composition de fonctions monotones et sa variable.

Démonstration. Voir le théoreme 3.3 de [89] ou consulter [60] pour plus de détails.

]

Proposition 1.1.3. Les fonctions suivantes sont continues selon Scott : la constante,

la fonction identité, la fonction conditionnelle (<ifs).
Démonstration. Voir [90]. O

On va ajouter a la liste antérieure toutes les fonctions de 'arithmétique élémentaire
en nombres entiers et rationnels : la somme, la différence, le produit, le minimum
entre deux nombres, la fonction qui dit si un nombre est divisible par un autre
nombre, le plus petit diviseur commun, la fonction factorielle, le plus petit nombre
qui vérifie une propriété (opérateur p), etc. Elles sont monotones parce qu’elle
peuvent étre définies en termes de fonctions p-récursives, comme Godel 'a fait

n [29]. On applique une propriété appelée solidité qui dit que si un algorithme
s’arréte pour n’importe quelle entrée, la fonction correspondante a sa sémantique

sera totale (voir [28]).

1.2 L’ordre plat

Définition 1.2.1. L’ordre plat défini sur I'ensembldy] X est 'ensemble ordonné
(XU{L},C) tel que L& X et pour chaque a,b € XU{L}, a C b siet seulement
sia=0boua=1.Onnote X =Y pour exprimer I'ensemble de fonctions X U{L
} — Y U{L}, appelées fonctions partielles. Les fonctions totales sont celles définies

(différentes de L) pour chaque valeur de X.

Proposition 1.2.1. L’ordre plat (X U{L},C) est un domaine et chaque fonction
f:XU{L} — YU{L}, entre deuz ensembles munis de cet ordre, est continue

selon Scott.

40n fait un abus de langage, car I'ordre plat est vraiment défini sur X U{L}.
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Démonstration. Voir le théoreme 6.13 de [84]. O

A partir d'un ensemble partiellement ordonné complet on peut obtenir d’autres

ensembles partiellement ordonnés complets grace au résultat suivant.

Proposition 1.2.2. Soient X et Y deur ensembles ordonnés complets et D =

X — Y [lespace de fonctions continues selon Scott entre C' et D. Si l'on définit

fCpge=VzeX; f(z)Cyg(w),
alors (D,Cp) sera un ensemble partialement ordonné complet.

Démonstration. Voir le théoreme 3.1 de [89). O

1.3 Les nombres réels récursifs

Alan Turing a introduit le concept de nombre réel récursif (appelé aussi <réel
calcuable>) en [97]. 1l s’agit, selon la définition originelle, d’'un nombre réel dont
ses chiffres peuvent étre générées par une machine de Turing. Plusieurs définitions
différentes ont été énoncées par d’autres auteurs (voir [76], [66], [44], [40]) qui
peuvent étre équivalentes ou pas, selon les hypotheses de calculabilité choisies (par
exemple, récursivité primitive, p-récursivité, etc.).

On a choisi la détermination des nombres réels récursifs par de suites de Cauchy
calculables, définies comme les suites de Cauchy ordinaires, sauf que 1’on exige en
plus que le nombre <N> mentionné par le quantificateur existentiel 3 s’exprime

par un algorithme a partir du nombre <e>.

Définition 1.3.1. ([76]) Un nombre réel récursif est une paire d’algorithmes (§, &)
avec de sémantiques [§] : N — Q et [&] : N — N telles que,

YN €NY(n,m) € N2 min{m,n} > [S](N) = |[§](m) — [3](n)] < Jb
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Un nombre réel a € R (en ZFC) est récursif si et seulement s’il existe un nombre

réel récursif (F,®) vérifiant

lim [§](n)=a.

n—-+4o00

On utilise la notation R, pour I’ensemble des nombres réels récursifs.

Remarque. Une de principales différences entre I’analyse réel classique et I'analyse
réel récursif est que l'on peut définir en ZFC une suite monotone croissante de
nombres réels récursifs, méme de nombres rationnels, telle que le supremum ne soit

pas récursif. Une suite vérifiant cette pathologie s’appelle suite de Specker (voir

8])-

Lemme 1.3.1. Pour que a € R soit un nombre réel récursif il suffit qu’il existe

une paire d’algorithmes (§,8), [§],[®] : N — Q, telle que

UNENReEN: n>[B](N) = |a—[§](n)] < }V

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 'inégalité triangulaire,

|81 (m) = [S1(n)] < [[81(m) — al + |a = [3](n)]-
O

On rappelle que I’étude de nombres réels récursifs fait partie de I’analyse construc-
tive (développée en [13]) tandis que I’étude de nombres réels a virgule flottante fait
partie de 'analyse numérique (développée en [73]).

Les deux théoremes suivants expriment la cause fondamentale de difficulté a
I’heure de définir en analyse constructive le concept de meilleure approximation

diophantienne simultanée comme la solution d’un probléme d’optimisation discrete.

Théoreme 1.3.2. Il y a un algorithme pour décider si deux nombres réels récursifs
donnés a et b vérifient a < b, a condition de savoir (d’une fagon extérieure a l’al-

gorithme) que a # b.
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Démonstration. Voir le théoreme 1 de la page 785 de [76]. O

Théoreme 1.3.3. Le probléme de savoir si deux nombres réels récursifs donnés a

et b vérifient a = b n’est pas décidable.

Démonstration. Voir le théoréme 3 de la page 786 de [70]. O

1.4 Le champs de Lagarias

Notre but est de réinterpréter la méthode d’approximation de Rauzy comme
un probléeme d’optimisation discrete pour la comparer avec d’autres méthodes du
méme gendre (la méthode tétraédrique par exemple). Pour que la généralisation
garde le caractere combinatoire il faut que la structure soit calculable, ¢’est-a-dire,
on veut que le probléme d’optimisation d’une fonction-cotit arbitraire [f] : NF 5 R,
sur un sous-ensemble fini quelconque S C N ait une complexité de Kolmogorov finie.
Par les théoremes et [[.3.3], cet objectif ne est pas réalisable.

Una fagon de résoudre cette difficulté théorique est par la composition [f] =
[a] o [R], ou [R] codifie chaque point du treillis comme un élément dans un espace
vectoriel (de dimension infinie en général) et [a] transforme ce vecteur dans un

nombre réel récursif, vérifiant la linéarité.

Définition 1.4.1. Un champ de Lagarias est une structure (a,R) telle que :

1. aest un algorithme dont sa sémantique soit celle d’'une application Q-linéaire
[a] : V — R, ou V est un Q-espace vectoriel (en général de dimension

infinie) ;
2. £ est un algorithme dont sa sémantique soit [&] : N¥ — V.

Définition 1.4.2. Soit S un sous-ensemble fini de N¥. On dit que p est un meilleure
approximation supérieure du champ de Lagarias (a,R) de complexité S si et seule-

ment si pour chaque p’ € S, une de deux conditions suivantes est satisfaite :

L [8](p") = [R](p);
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2. [R](p) # [8](p) et [R](P) # [R](P) = [al o [R](P") < [a] o [R](p)-

Remarque. Du point de vue de la théorie de la calculabilité on ne peut pas substituer
les conditions au-dessus par <[R](p’) = [R](p) ou [a] o [R](p’) < [a] o [R](p)>, car

la derniére condition est définie conditionnement.

De la méme facon qu’on a définie la meilleure approximation supérieure, on
peut définir la meilleure approximation inférieure avec un tout petit changement

dans 'inégalité.

Définition 1.4.3. Soit S un sous-ensemble fini de N¥. On dit que p est un meilleure
approzimation inférieure du champ de Lagarias (a,K) de complexité S si et seule-

ment si pour chaque p’ € S, une de deux conditions suivantes est satisfaite :

L [R](p") = [R](p);
2. [R](p) # [R](p) et [R](p) # [R](p) = [al o [R](p') > [a] o [R](p).

Théoréme 1.4.1. Soit (a,R) un champ de Lagarias et 2§Z l’'ensemble de tous les
sous-ensembles non-vides finis et ordonnés filtrants de N¥. Il existe un algorithme
S, de sémantique [S] : QIE’; — NF, tel que pour n’importe quel sous-ensemble
fini S de N¥, muni d’un ordre filtrant, [&](S) retourne la meilleure approzimation
supérieure (inférieure) par rapport a S. S’il y en a plusieurs, lalgorithme retournera

la derniére selon 'ordre filtrant en S.

Démonstration. On va démontrer, sans perte de généralité, seulement le cas des
meilleures approximations supérieures.

Considérons que chaque S € 2§Z est une liste {p1,p2,...pm} d’éléments de N¥,
avec m > 0, ou l'ordre entre les index est isomorphe a l'ordre filtrant entre les
éléments de S. On définit un ordre plat sur I’ensemble 2§Z et un autre ordre plat
sur ’ensemble N* (déﬁnition. Par la proposition|1.2.2, I'ensemble de fonctions
continues selon Scott entre les deux ensembles ordonnés que 'on vient de définir,

D := 2§IZJ — NP est un ensemble partiellement ordonné complet. L’hypothese de
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I'ordre plat garantit que D soit un domaine dont la fonction x +—_L joue le rdle de
son élément minimal.
On définit la fonction d’ordre supérieur 8: D — D, associant a chaque fonction

U € D, la fonction 8(80) donnée par la loi,

L, {P1,p2, - Pm} =1,

p17 m = 1,

Pm, si m>1 et (A ou B),
O({p1,p2;.--Pm-1}), sinon,

ou les expressions A et B sont déterminées par les formules suivantes, liées a la

définition [1.4.2

A = [&](p") = [8](p),
B = [&](p') # [R](p) et
[R1(p") # [R](p) = [a] o [K](p") < [a] o [R](p),

ou p' =0U({p1,p2,.--Pm—1}) et p = Pm (voir définition [1.4.2)). La proposition A
est décidable parce il s’agit d'une comparaison dans un espace vectoriel sur les
nombres rationnels (1'égalité entre les nombres rationnels est décidable). Par le

théoreme [1.3.2, B est décidable.

L’expression (|1.1)) est une composition de fonctions monotones (conditionnelle,
A, B, {p1,p2,---Pm} — {P1,P2,---Pm—1}, etc.) et de argument de 8, c’est-a-dire,
la fonction O. Par le théoreme la fonction d’ordre supérieur § est continue
selon Scott. Par le théoréme [1.1.1] 8 a un point fixé minimal [&] € D.

On démontre par induction sur m que [&](S) est effectivement la derniere
meilleure approximation du champ de Lagarias (a, &) de complexité S selon 1'ordre

filtrant dont S est muni.
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cas m =1. Le seul point qui retournera l’algorithme sera la meilleure
approximation, car le point p’ dans la définition sera toujours égal & p. En

conséquence, la condition 1 de cette définition sera satisfaite.

cas m=u=—cas m=u+1. Si p=p,, est une meilleure approximation, ce

point vérifiera la condition 1 de la définition [1.4.2] pour p’ = p,, et les conditions

1 ou 2 pour chaque p’ = pj, avec 1 < j < k— 1. Cette derniére propriété, par
'hypothese de récurrence, est équivalente au fait que p’ = [S] ({p1,pP2, .--Pm-1})
vérifie les conditions 1 et 2, c’est a dire, que les propriétés A ou B soient
satisfaites. Si elles sont effectivement satisfaites, la sortie de ’algorithme, p = p,
sera une meilleure approximation supérieure de (a,8) de complexité S et la
derniere selon l'ordre dont S est muni.

Autrement, p = p,, n’est pas une meilleure approximation supérieure du champ
de Lagarias (a,R) de complexité S. Par hypothese de récurrence,

[S] ({p1,P2,.--Pm—1}) sera la derniere meilleure approximation supérieure du

champ de Lagarias (a,8) de complexité S selon 'ordre dont S est muni.

Par le principe d’induction compléte on conclut que l'algorithme donne la

réponse attendue. []

On introduit finalement un autre concept par rapport a ’approximation dio-

phantienne simultanée.

Définition 1.4.4. Un vecteur (01,09,...0;_1) est un guide supérieur (inférieur)

d’un champ de Lagarias (a,R) si et seulement si

1. [a] o [R] est bornée supérieurement (inférieurement);

(n) (n)  (n)

2. pour n’importe quelle suite de vecteurs entiers n+— (p1 ,py ',...p; ), si les
conditions suivantes sont vérifiées,

NG

(a> limy, 4 00 I :0]7 1<j<k-1,

J
™ PS5 pt™)

(b) limpoo || (2™, 95, ..pM)|| = o0,
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alors n +— [a] o [R] (pgn),pgn), ...p](cn)) convergera vers le supremum

(I'infinimum) de [a] o [R], lorsque n — +o0.

Définition 1.4.5. On appelera suite de complexités isobariques a I’ensemble S, j, =

{(p1,p2,..pi) ENF 1 pr+2pa+ .. +kpp <n}, oin>1.



CHAPITRE 2
Q-ANALOGUE TETRAEDRIQUE

L’étude du champ tétraédrique suppose, comme préalable, celle du g-analogue
de nombres tétraédriques (A000292 en [69]), ¢’est-a-dire les nombres F-représentables
par le noyau [4,—6,4, —1]. Au lieu d’utiliser la définition classique de g-analogue de
coefficients binomiaux (voir [12]) pour faire cette construction, on introduit un nou-
veau g-analogue orienté vers la F-représentativité dans ’esprit de MacHenry et al.
(voir [49]). Grace a une identité vérifiée par le g-analogue de nombres tétraédriques
(dans la forme d’un polyndme isobarique), qui permet de connaitre explicitement le
numérateur de la dérivée d’un quotient, on pourra démontrer que certaine fonction
ne s’annule jamais. Cela va nous permettre de déterminer la direction vers laquelle
Iinterpolation du champ tétraédrique, par une fonction continue invariante par
dilatations, atteint son maximum.

Le champ tétraédrique pourrait se developper, d'une fagon plus breve, sans faire
allusion au g-analogue des nombres tétraédrique. On considere néanmoins que cette
nouvelle structure combinatoire est importante en soit-méme et qu’il faut la mettre

en évidence.

2.1 Polynémes isobariques

MacHenry et al. ont introduit une approche générale aux mathématiques depuis
la théorie de fonctions symétriques qui a réussi a réduire de problemes en théorie
de fonctions arithmétiques (voir [54], [16], [53], [55], [57], [49], [48], [58]) et théorie

algébrique de nombres (voir [52], [56]) & un langage commun de suites de polynomes.

2.1.1 Anneau de fonctions symétriques

Avant d’introduire les polyndémes isobariques, pour de raison historiques, on

va introduire 'anneau de fonctions symétriques, qui est le plus utilisé dans la


http://oeis.org/A000292
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littérature malgré les avantages théorique qui offre I'anneau isobarique.

Définition 2.1.1. ([51]) L’ anneau de polynomes symétriques en k variables Ag(Q)
est le sous-anneau de Q[xy,x2,...z}| invariant par l'action du groupe symétrique
S dans les indéterminées x1,x9,...x) (voir chapitre 3 de [12]). L’anneau Ag(Q) est
gradué, donc Ag(Q) = @;‘-’zlAé(Q), ol Ai(@) est l'espace homogéne de degré j.

Pour m > n, soit pmpn @ Ap(Q) — A, (Q) la restriction de 'homomorphisme
Qlz1, 72, ...tm] — Q[z1,22,...7,] donné par : i’z — 2y aln. Soit pf, ,
A (Q) — AJ(Q) larestriction de py, ,. On définit I'anneau des fonctions symétriques
comme la somme directe A(Q) = @jeNAj (Q), ot AJ(Q) = l&nA‘,ﬁ(@)

Définition 2.1.2. Un partage o de n, notée a - n, est un point & = (a1, a2, ...ax) €

N* tel que

k
Zjaj =n.
j=1

Définition 2.1.3. ([55]) Soit 'homomorphisme & : A — Z[t1,t2,...tk, ...| défini par

ej -+ (—1) %ty (2.1)

ol e; est la j-eme fonction symétrique élémentaire (’homomorphisme est bien

al Qo

’ . (095
défini car e7'es”...e;,

est une base de A7 pour a - j par le théoreme 4.3.7 de
[83]). On appellera anneau isobarique, noté A’'(Q), 'image de x. Aussi, on

appellera anneau isobarique en k variables, noté Al (Q), 'image de Ag(Q) par .

Définition 2.1.4. ([46]) On appelera poids du mondme ¢{1¢5%...t;* a la somme

lag 4+ 2as + ... + kay..

L’adjectif <isobariques est dérivé du grec iso- (égal) and baros (poids). L’an-
neau gradué A’'(Q) est appelé isobarique parce que chacun de ses espaces homogenes
AJ est défini comme ’ensemble des polynémes de Zlt1,ta,...,t;] tels que le poids
de chaque monome soit j. L’origine historique des polynémes isobariques est dans
la forme du polynoéme indicateur de cycles (voir [75]). Le mot <isobariques a été

introduit G. Pélya :
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<Der Zyklenzeiger ist ein isobares Polynom vom Gewichte s> (page 157

de [71]).

2.1.2 Polynomes de Fibonacci et Lucas généralisés

La caractéristique la plus remarquable de 'approche de MacHenry et al. a la
théorie de fonctions symétriques, selon le point de vue de ce mémoire, est la fagon
de traiter les suites de polynomes symétriques comme des objets en eux-mémes
et pas comme des suites d’objets. Cette idée est introduite en [55], ou le module
de polynémes isobariques pondérés est défini. Chaque élément de ce module est
une suite de polyndémes dont son information est codée par un vecteur et 'on
peut construire chaque élément de la suite grace a un algorithme (les identités
de Newton). On généralise cette idée a partir de la sémantique dénotationnelle &
fin de définir une suite (calculable) d’éléments comme le point fixé d’une fonction
d’ordre supérieur continue selon Scott. Méme si du point de vue classique il serait
préférable, en raison de son caractere plus élémentaire, d’utiliser tout simplement
I'induction complete pour définir les d’objets d'une suite, on a choisi d’utiliser le
langage de la sémantique dénotationnelle parce qu’on ne s’intéresse pas aux objets
isolés sinon au regles génératrices (algorithmes), qu’on identifie avec les équations

de domaines (voir [88], [92], [11], [64], [1]).

Définition 2.1.5. Une suite calculable de polynomes isobariques est un algorithme
qui & dont sa sémantique [S] : N — A'(Q) vérifie que [S](n) € (A'(Q))™ (espace

homogene de polynémes & poids constant égal a n).

Définition 2.1.6. ([54]) Supposons que N et A’(Q) sont munis d’un ordre plat.
Soit D :=N — A’(Q) I'ensemble de fonctions continues selon Scott pour Iordre
mentionné. La suite de polynomes de Fibonacci généralisés (en k VariablesEI, ou k
est un nombre naturel ou k = +00), est un algorithme §ib dont sa sémantique

[§ib] : N — A’(Q) soit le point fixé de 8: D — D déterminée par

1Si k = 400, on considére automatiquement que min(n,+00) :=n pour chaque n € N.
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1, si n=0,

min(n,k
i)

B(O):=nr—
t;0(n—yj), si n>0.

On utilise la notation F}, pour [Fib](n).

Définition 2.1.7. ([54]) Avec les mémes hypotheses que dans la définition[2.1.6] La
suite de polynomes de Lucas généralisés (en k Variableﬂ, ol k est un nombre naturel
ou k = +00), est un algorithme Lucas dont sa sémantique [Lucas] : N — A(Q)

soit le point fixé de la fonction d’ordre supérieur : D — D déterminée par

k, si n=0,
BO) :==n Z?:_ll t;0(n—j)+nt,, si 0<n<k, (2.3)
Z;-n:iri(n’k) t;0(n—j), si n>k.

On utilise la notation G,, pour [Lucas](n).

Selon I’approche de domaines de Scott, les suites de polynomes [Fib] et [Lucas]
sont des objets calculables en eux-mémes, pas de <suites> {F,}n>0 et {Gn}n>0
dans le sens classique. Par exemple, I'algorithme §ib est codée par un nombre de
Godel, qui peut étre surmonté par le nombre de Godel de n’importe quel polyndéme
de Fibonacci généralisé d’index assez grand. En conséquence, la <suitex> de po-
lynoémes {F),}n>0 dans le sens classique du terme contient une quantité illimitée
d’information tandis que ’algorithme §ib contient une quantité limitée d’informa-
tion, qui est une borne supérieure de la complexité de Kolmogorov de la suite. On
s’intéresse a la méthode §ib pour générer les polynomes Fy, F1, F», F3,..., pas aux

polynémes particuliers.

Définition 2.1.8. Soit A un anneau. Si le nombre k est fini, [’évaluation au
point (p1,p2,...pk) € AF d’une suite calculable arbitraire de polyndmes isobariques
déterminée par un algorithme & est définie comme l'algorithme & < (p1,p2,...pk)

dont sa sémantique [& < (p1,p2,...px)] : N — A soit déterminée par

28i k = 400, on considére automatiquement que l’affirmation n > k est fausse pour chaque
neN.
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[& < (p1,p2; -, 01)] (1) := [&](n) (p1, D2, -, D)

Pour k = +o0, [’évaluation d’une suite calculable arbitraire de polynomes iso-
bariques déterminée par un algorithme & est définie seulement pour une suite de
valeurs générée par un algorithme P tel que [P] : N — A. Dans ce cas, on définit

un algorithme & <+ B dont sa sémantique [& < B] : N — A soit déterminée par

[S < F(n) == [S](n)([B](0), [BIQ), [FI(2), ... [Bl(n —1)).

Remarque. L’élément d’index zéro de la suite de polynomes isobariques est un

scalaire, donc, il n’est pas évalué dans aucune valeur des variables.

Définition 2.1.9. ([49]) Une suite numérique {an}n>0 est F-représentable par le

noyau [t1,ta,...,tx] si et seulement si a, = F,, 4(t1,12,...,t) pour quelque d € Z.

Proposition 2.1.1. Chaque polynome isobarique F,, correspond, selon [’isomor-

phisme k=1 (voir définition , au polynome symétrique complet hy,.
Démonstration. Voir [55]. O

Proposition 2.1.2. Chaque polynome isobarique G, correspond, selon [’isomor-

phisme k=1 (voir définition m, au polynome symétrique somme de puissances
Pn
Démonstration. Voir théoreme 3.2. de ?7?. m

2.2 Les polynémes tétraédriques

La définition suivante est dans Iesprit de [49], ou les fonctions arithmétiques
sont représentées localement par des évaluations de la suite de polynomes de Fibo-

nacci généralisés.

Définition 2.2.1. Le n-éme nombre tétraédrique est la valeur

Ty = Fo_1(4,-6,4,—1), n>0,
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ou F,_1 est le n— 1-eme polynome généralisé de Fibonacci en quatre variables

(définition [2.1.6)).

Exemple 2.2.1. Les premiers nombres tétraédriques sont :

1,4,10,20,35,56,84,120, 165,220,286, 364,455, 560, 680, 816, 969...

Proposition 2.2.1. La définition (2.2.1] coincide avec la définition de la suite

A000292 en [69], c’est-a-dire
T = : (2.4)

Démonstration. Par la proposition [2.1.1] et la définition du polyndéme symétrique

complet,

Fo1(4,-6,4,-1) = S AIARARAL, (2.5)
ul +ugtuztug=n—1
u,u2,u3,us €N

ou A1, A2, A3, A4 sont les racines du polynéme

C(X)=X1—4X3—(-6)X?—4X — (—1).

On vérifie sans peine que toutes les racines sont égales a 1, donc,

Fn—1(4,—6,4,—1) est le nombre de solutions entiéres non négatives de 1’équation
ul+ug+us+ug =n—1. (2.6)

Il y a une bijection entre les solutions non négatives de I’équation ({2.6]) et les
suites de (n—1)+ (4 —1) bits dont 4 — 1 sont en état activé et le reste sont en état

désactivé (voir [99]). La quantité de suites de bits vérifiant cette propriété est

(n

—1)+@4-1) ) [ n+2
4—-1 3


https ://oeis.org/search?q=A000292&sort=&language=&go=Search
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Donc, 7, vérifie la formule (2.4)).
O

Remarque. L’interprétation géométrique de .7, est le nombre de boules dans une
pyramide triangulaire (tétraedre) dans laquelle chaque aréte contient 1+ 1 boules
(voir [32]).

Du point de vue classique on devrait définir le g-analogue (voir [12]) du nombre

tétraédrique 7, par la formule

[Tnlq = : (2.7)
q
ou Iexpression limité par [ |, est le g-analogue du coefficient binomial. Dans le
cadre des polynomes isobariques, c¢’est plus naturel néanmoins de définir le
g-analogue 7,(q) d’'un nombre tétraédrique .7, comme une généralisation de
Fr-1(4,—6,4,—1), c’est-a~dire une expression en ¢ telle que elle devienne

Fn-1(4,-6,4,—1) lorsque ¢ — 17.

Définition 2.2.2. Le g-analogue du n-eme nombre tétraédrique est le polynome

suivant en ¢, déterminé par l'expression

Tn(q) = Fn_1 | 4q,—(Tq—1)q,4(2¢ — 1)¢*, —(8¢ — 7)¢*,8(q — 1)¢*", —8(q — 1)¢*"

itérer pour chaque n>2

Remarque. Méme si la quantité de variables est infinie, elle est définie par un

algorithme. On doit la calculer donc selon la définition [2.1.§]

Lemme 2.2.2. Le g-analogue de nombres tétraédriques vérifie [’équation de récurrence

non homogene

Tulq) =n*¢" ' +qTa(q), n>3. (2.8)

Démonstration. Soit Ay (q) == I5(q) —q¢In—2(q). 1l suffit de démontrer par induc-

tion complete que Ay, (q) =n?¢" ! sur n > 3.
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n = 1,2,3,4. Par I'équation de domaine de § (définition [2.1.6), le théoreme m
et 'algorithme d’évaluation (définition [2.1.8)), on peut calculer les premiéres
valeurs de Z1(q) ,

Jilq) = 1,

F(q) = 4q,

Fq) = 9¢+4q,

Ti(q) = 16¢°+4¢°

F5(q) = 25¢"+9¢°+¢°,

Ts(q) = 36¢°+16¢*+4¢>
En conséquence,

T(q) —qFi(q) = 3°¢%

Ti(q) —qF(q) = 4°¢°

Fs(q) —qF(q) = 5°q°,

Ts(q) —q7a(q) = 6°¢.

cas n <u—1= cas n=u. Par "équation de domaine de § (définition [2.1.6])
et le théoreme [L.1.1}

n
Fn(tl,tg, tn) = thFn_j(tl,tQ, ...tn_j), 1<n<u+l.
j=1

On applique l'algorithme d’évaluation (définition [2.1.8)) & ’égalité antérieure

(on substitut n par n+ 1 pour avoir une notation plus simple),
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Tn(q) = 44Tn-1(0) — (Tq—1)qTn—2(q) + 42 — 1)¢* Tr—3(q) — (80— 7)¢* Tn-4(q)

FY 8- D(-aP T (g), 1<n<u 2.9
i=b

On obtient la récurrence suivante par la linéarité de ([2.9)),

Aulg) = 4gAu—1(q) — (Tg—1)gAu—2(q) +4(2¢ — 1)¢*Au—s(q) — (8¢ — 7)q* Au—s(q)

EY 8- D0 A jla), 1<n<u 2.10)
7=5

Or, d’apres ’hypothese de récurrence (appliquée a I’équation [2.10)),

Au(g) = 4q(u—1)2¢"2—(Tqg—1)q(u—2)*¢" " +4(2¢ — 1)¢*(u—3)*¢"*

—(Sq—7)q3(u—4)2qu’5+Zu:S(q—1)(—Q)j’1(u—j)2q“’j’1
j=5
= A(u—1)%¢""" = (T¢" ' —¢" ) (u—2)" +4(2¢" " = ¢" ) (u—3)?
_ _ ouZ—9u+20
—(8¢" = 7¢" ) (u—4)? +8(¢—1)g" P ——
= (4u=12=7(u=2)?+8(u—3)* = 8(u—4)* +4(u” — 9u+20)) ¢"~'
(= 2)? = 4(u—3)? + T(u—4)? - 4(u?® — 9u +20)) ¢~

— u2qu—1‘

D’apres le principe d’induction complete, I’équation (2.8)) est vraie pour tout
entier n > 3. O

Lemme 2.2.3. Le q-analogue des nombres tétraédriques vérifie

|25
Ti@)= Y (n—2iq" . (2.11)
7=0
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Remarque. Les coefficients de 7, (q) correspondent aux nombres du triangle A152205
de [69].

n—1
sz
L”T_lj —1= L(n_g)_lj, pour chanque n > 3. En conséquence,

Démonstration. Soit fn(q) := (n—2j)2q”’1’j. On vérifie sans peine que

|25 o=

Z n— 2] 2 n 1-5 n2qn—1+ Z (n—2j)2q”_1_j.
j=0

Substituant les sommes par f,(q) et f,—2(q) dans I’égalité antérieure,

falq) = n? q" 1+fn 2(q)-

Par le lemme [2.2.2] il suffit de vérifier que f,,(g) satisfait les mémes conditions
initiales que Z,(¢q). On calcule sans peine f1(q) =1, fa(q) = 4q et 'on vérifie dans
la liste donnée dans la démonstration du lemme que f1(q) = Z1(q) et falq) =
F2(q) respectivement. Donc 7,(q) = fn(q) pour chaque n > 1. ]

Définition 2.2.3. L’opérateur linéaire ¥ : Q[q, X| — A’(Q) est défini sur la base,
X" it (11)-

Définition 2.2.4. On appellera suite de polynomes isobariques tétraédriques a
{T},}n>3 définie par la formule
T, =V (X"T,-2(q)), n>3.

Théoreme 2.2.4. Pour chaque n > 3,

To= Y (b—a)’taty (2.12)

at+b=n
0<a<b

Démonstration. Par le lemme [2.2.3]


https ://oeis.org/search?q=A152205&language=english&go=Search
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T = V(X" Th-2(9))

je=p=

= U > (n—2j)gnP X
Jj=0

_ 22: (n_Qj)Q\IJ <q(n—2)—1—an)

2
= Y (n=2)) tjrata(jea)

= > ((n=0+2)- (742 tjatn—(j+2)

= Y (b—a)’taty.

]

Définition 2.2.5. On appellera polynome isobarique tétraédrique partiel a T, j, ==
ol 1(Th), o n >3, k> 1 et 'homomorphisme d’anneaux p/, , rend commutatif le

diagramme suivant,

An(@ M9 ()

Pk Jp;yk, (2.13)

kAL @

A(@Q) —— A (Q)

ou py et k apparaissent dans les définitions et respectivement. En

particulier,

ti, si j<k,
Pty =3 77 (2.14)
0, sij>k.

Le lemme suivant joue un role fondamental dans 1’étude de I’entropie tétraédrique

(proposition [3.1.9)).
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Lemme 2.2.5. Soit Q(X)=1 —Z?Zl t; X7 le polynéme réciproque de C(X) (définition

3.1.4)), alors

Q(X));Q(O) ! _ 2721143:3 Tn’anffi
Q'(X) QX)*

Démonstration. Par la régle du quotient,

(_ - ) (58 @0 - =500

Q'(X) (Q'(X))?

(2.15)

Le numérateur dans I'expression antérieure peut étre transformé algébriquement

de la facon suivante,

(X 13X 4 (f1 420X 33X )
+ (tl +t2X+t3X2+...) (t1 +2t2X+3t3X2+...)'

(t + 23X +3t4 X2+ ) (t1 +2t2X+3t3X2+...)

(tl FhoX 13X 4. ) (2-1t2+3-2t3X+...)

k
= ZZ (0 —1)tt, XD+ ZZ] 0—1)tjt, XU-DFE=

7=1/=2

/—1 tjth(J D+(=2)

I
M= T
I Mw |

Par les changements de variables n=j+/¢ et a =/,

2)



kE k

SN (0= g) (0= 1)t X UTDHED),

j=16=2

2k
= > | X (a=d)(a—1)taty | X"

n=3 at+b=mn
1<a<k
1<b<k

2k
= Y| Y (a—b)taty
n=3

1<a<k

2k
= Z Z (a_b>2tatb

2k

X" 35T S (@b (b—1)taty | X3

n=3 a+b=

2k 1
- ¥ 5 S (a—b)2taty | X"7P
n=3 at+b=n
1<a<k
1<b<k
2k
= Y TpX"0
n=3

QRX)—Q(0)

Dong, la dérivée du quotient

X

Q'(X)

peut s’exprimer de la fagon attendue.
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CHAPITRE 3
LE CHAMP TETRAEDRIQUE
La courbe de Véronese,

vi={(z,2% 2%, 2" zeR},

est tres importante du point de vue historique parce qu’elle a donnée lieu a la
naissance de l'approximation diophantienne en variétés (voir [9]). Le but du
champ tétraédrique est de caractériser les points algébriques de cette courbe
comme ses vecteurs guides supérieurs (définition [1.4.4]).
En effet, soit C(X) := X* —Z§:1 t;XFI o (ty,ta, ., ) € (Q>0)*\{0} et k > 2.
On note (3 la seule racine réelle positive de C(X ). La classe d’équivalence Rsg (cl, cz%, 03#,
..,Ck%) —O—Rzo(l —c1,1—c9,1—c3,..,1— Ck), ou
1, si t; #0,
Vi€ {1,2,..k}, ¢:= i7 (3.1)
0, si t; =0,

peut étre caractérisée comme les points de maximum de la fonction
k
k P D i1 tiTi
Zj:l tix; log ( ! ;

Sty

définie sur la frontiere (les points avec de coordonnées égales & zéro) par

L(zy,22,..,2) = , Vx>0, (3.2)

continuité, sauf a ’origine, ou elle n’est pas définie au but de donner un caractere

projectif a la construction.

3.1 L’équation différentielle tétraédrique

Définition 3.1.1. Une fonction tétraédrique M : [0,4+00] — R est une fonction
continue (selon la topologie hérité de la droite réelle achevéeED, de classe C? dans

I'intérieur de son domaine de définition, telle que :

LCette condition implique l'existence de lim,_, o+ M (x) et limy_, oo M ().
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1. M(0)#0 et M(400)#0;
2. M(z)>0,Vze (0,+00);
3. M'(z) <0, Vx € (0,400).
Définition 3.1.2. L’équation tétraédrique est I’équation différentielle suivante,

M'(x)
xM(z)’

B M//<$>

=V S+

(=)

Vz € (0,+00), (3.3)
ou ¢ > 0 est une constante arbitraire.

Remarque. La constante ¢ dans I’équation (3.3)) s’interprete comme 'unité de me-

sure par rapport a n’importe quel phénomene physique décrit par cette équation.

Définition 3.1.3. Soit M (x) une fonction tétraédrique, une fonction d’entropie

tétraédrique associée a M (x) est une solution de classe C? de I'équation (3.3)).
A continuations on déduit certains propriétés des solutions de ’équation (3.3)).

Lemme 3.1.1. Soit M (x) une fonction tétraédrique et f(x), la fonction d’entropie
tétraédrique associée a M(z). Six =1 € (0,+00) est un point stationnaire de f(x)

alors x =r sera un point de mazximum local strict.

Démonstration. Soit x =r € (0,400) un point stationnaire. En vertu du théoréme

de Fermat, ’équation ({3.3]) devient

M'(r)
"(r)= <0. 3.4
fr) CrM(r) (34)
Par conséquent, z = r est un point de maximum local strict de f(z). O

Lemme 3.1.2. Soit M (z) une fonction tétraédrique et f(x) la fonction d’entropie
tétraédrique associée a M(x). Si x =r € (0,400) et x = s € (0,400) sont deuz

points de mazimum locauz stricts de f(x), ils seront égau.
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Démonstration. Supposons que x =1 et x = s sont deux points de maximum locaux
stricts de f(z) et que r # s. On se restreint, sans perte de généralité, au cas r < s.
Par le théoréme de Fermat, f'(r) = f'(s) = 0. Par le théoréme de Rolle il existe
un point € € (r,s) tel que f”(£) =0, mais cela est absurde en raison de I'inégalité

(3.4). Par reductio ad absurdum, r = s. 0

Lemme 3.1.3. Soit M () une fonction tétraédrique et f(x) la fonction d’entropie
tétraédrique associée a M(x). Si x =1 est un point de maximum local strict de

f(z), alors x =1 sera un point de mazimum global de f(x).

Démonstration. 11 suffit de démontrer, en raison du lemme [3.1.2] que ni =0 ni
x = 400 sont de points de maximum globaux de f(x). Supposons que x =0 est
un point de maximum global de f(z). Par le théoréme des bornes atteintes, f(x)
atteint son minimum sur [0,r]. Si o était le point de minimum de f(x) sur [0,7],
on aurait 0 < o < r, parce que r est un point de maximum strict. Dans ce cas r
serait un point stationnaire d’apres le théoreme de Fermat. Par le lemme [3.1.1], o
devrait étre un point de maximum local strict, mais cela contredit le fait que o soit
un point de minimum local. Par reductio ad absurdum, r =0 n’est pas un point de
maximum global de f(x).

Supposons que x = 400 est un point de maximum global de f(x). Par le
théoreme des bornes atteintes, f(x) atteint son minimum sur [r,+o0o0| (méme si
I'ensemble [r,+00] n’est pas borné, il est un compact et la fonction est continue sur
[r,4+00]). Si o était le point de minimum de f(z) sur [r,+o0], on aurait I'inégalité
r <o < 400, parce que 7 est un point de maximum strict. Dans ce cas r serait un
point stationnaire d’apres le théoreme de Fermat. Par le lemme [3.1.1] o devrait
étre un point de maximum local strict, mais cela contredit le fait que o soit un
point de minimum local. Par reductio ad absurdum, xr = +00 n’est pas un point de

maximum global de f(x). O

Lemme 3.1.4. Soit M(x) une fonction tétraédrique généralisée. Si f(x) est une

fonction d’entropie tétraédrique associée a M(x), alors f(x)+aM (x)+b sera aussi
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une fonction d’entropie tétraédrique associée a M(x), pour n’importe quelle paire

(a,b) € R2.

Démonstration. On vérifie sans peine que,

(aM(x)+b)" = ]]\\44/,/((;6)) (aM(x)+b), Ve (0,4+00), (3.5)

par l'identité antérieure et 1’équation (3.3]),

_ M"(z)
M (z)

M'(x)

(f(x)—i—aM(x)—i—b)" (f(x)+aM(:1:)+b)/+c (3.6)

Donc, f(x)+4aM(x)+0b est aussi une fonction d’entropie tétraédrique associée

a M(x). O

Lemme 3.1.5. Soit M(x) une fonction tétraédrique généralisée. Si f(x) et g(x)
sont deux fonctions d’entropie tétraédrique associées a M(x), la fonction h(x) =
f(z) —g(x) pourra s’exprimer par la somme h(x) = aM (x)+b, pour quelque paire

(a,b) € R2,

Démonstration. Soient f(x) et g(x) deux fonctions d’entropie tétraédrique associées
a M(x). La fonction h(x) = f(x) — g(z) est une solution de ’équation (linéaire)

(83)

_ MU(ZC)

h//(l') M/(gj)

h'(x), Ve (0,+00). (3.7)

’ !/
Par conséquent, M'(z)h" (x) — M"(x)h/(x) =0, c’est-a-dire (1\@/’@)) = 0. Ainsi,

]}\ZI%)) est une constante, notée a. D’ou, h'(x) = aM'(z). Donc, il existe un nombre
beR tel que h(z) =aM (z)+0. O

Proposition 3.1.6. La famille de fonctions d’entropie tétraédrique d’une fonction
tétraédrique M (x) peut étre paramétrée par (a,b) € R?,

T

Vo € (0,400); fap(x)=c [M(x) . t]\jl[t@) —log:v] +aM(z)+0. (3.8)
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Démonstration. Par les lemmesm Met la linéarité de (3.3)), il suffit de vérifier
que f(x)= ( () [ 137 t —log :c) est une solution particuliere de (3.3). On le fait

a continuation,

f(e) = [ (=) xt]\jit)—logx]/

- /(x)/l t]\i_/lt(t)—i_ ( )x]\;(m)_ i:

_ M) /ft]\ii[t(t)’ (3.9)
ey = e(we [ i)

]

Proposition 3.1.7. Soit M (z) une fonction tétraédrique et f(x) la fonction d’en-
tropie tétraédrique associée a M (x). Il existe un point x =1 € (0,400) de mazimum

global strict de f(x).

Démonstration. Par la proposition 3.1.4, il existent deux points a,b € R tels que

f(z)= fap(z)= { () [T 77 t logx} +aM (x)+0b. En raison de I'équation 1D
pour garantir 1’existence d’un pomt stationnaire de f(z) il suffit de montrer que

I’équation suivante a une solution x € (0,+00),

v dt
/1 A =" (3.10)

Par les inégalités M (0) # 0 et M(+00) # 0, on peut borner [i" 75

t y par deux

multiples du logarithme,
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(3.11)

logx < /x dt < logx
M(0) —J1 tM(t) — M(4o00)
Par conséquent, il y a deux points u,v € (0,+00) tels que flumji[# < —a et
ke U\?ﬁ > —a. Par le théoréme des valeurs intermediares, il existe un point & € (u,v)
tel que ff tz\gt(t) = —a. Par le lemme [3.1.1] z = £ est un point de maximum local.

Par le lemme [3.1.2 @ =7 est le seul point de maximum de f(z). Par le lemme[3.1.3]

x =& est un point de maximum global. O]

3.1.1 Fonctions tétraédriques polynomiales

Définition 3.1.4. ([31]) Soit C(X) un polynéme de degré k, son polynéme réciproque
est Q(X) = X*C (%)

Proposition 3.1.8. Le polynome C(X) a une racine positive et seulement une.

Démonstration. Par la reégle des signes de Descartes (voir [43]), le nombre de racines
réelles positives de C(X) est plus petit ou égal a 1, car il y a un seul changement
de signe.

On suppose, sans perte de généralité, que t; # 0 (autrement, on pourrait diviser
C(X) par X7 sans changer le nombre de racines positives). En conséquence, C(0) <
—tx, C(K) > 0 pour quelque nombre K € Ry assez grand, car limy_1oC(X) =
+00. Par le théoréme de valeurs intermédiaires, C(X) a au moins une racine posi-

tive. Donc, le polynéme C(X) possede une racine positive et seulement une. H

Définition 3.1.5. La fonction tétraédrique polynomiale associée a C(X) est définie

par

Q(2)-Q(0)
M(z) = % V>0, (3.12)

Les valeurs M(0) et M (+00) sont définies par continuité.

Désormais M (z) sera une fonction tétraédrique associée a C(X).
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Proposition 3.1.9. La fonction tétraédrique polynomial associée a C(X) est, en

effet, une fonction tétraédrique selon la définition|5.1. 1.

Démonstration. La fonction M (z) est bien définie et continue sur (0,+o00) car
Q'(z) # 0 parce que x — Zle tjal~1 est strictement croissante. On vérifie sans
peine que lim, o+ M(z) =1 et limy— 400 M(z) = + (condition 1. de la définition
3.1.1). La fonction M(z) est positive sur (0,+oc) parce que 1 —Q(z) > 0 sur le
méme intervalle (condition 2. de la définition Finalement, M (x) vérifie la
condition 3 de la définition [3.1.1] en raison du lemme [2.2.5]

2k —

(Q'(x))?

M'(z) = — (3.13)

Donc, M (z) est une fonction tétraédrique. O

Lemme 3.1.10. La famille de fonctions d’entropie tétraédrique polynomiales as-

sociées a C(X) peut étre paramétrée par (a,b) € R? de la fagon suivante,
Vo e (0,400);  fap(z) =cM(x)log(l—Q(x)) —logz+aM(z)+b. (3.14)

Démonstration. Par le lemme [3.1.6il suffit de calculer,

o

v Q1) dt
J ;

1-Q(1)
_ (=)
1 1-Q()

= log(1-Q(z)) —log (1 -Q(1)).

]

Exemple 3.1.1. Le graphique montre la fonction d’entropie tétraédrique y =
f(z),ota=0,b=0et C(X)=X3- X2 - X 1.
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0.6 |

0.4

0.2 1

-1 | 1 2 3 4 5 6

Figure 3.1 : Graphique de la fonction d’entropie tétraédrique (3.14]).

Définition 3.1.6. Soient cy,c,..,c; € {0,1} fixés. Deux suites finies uy,ug, .., up
et v1,ve,..,v d’éléments sont (cq,ca,..,cx)-Equivalentes si et seulement s’il existe
A > 0 tel que pour chaque j € {1,2,..,k}, si ¢; =1 alors u; = Av;. Une suite finie
est une progression géométrique (ci,ca,..,cx)-sélective si et seulement si elle est

(c1,c2,..,c)-équivalente & une progression géométrique.

On définit 'ensemble compact

k
X = {@nanm) € @0 Y gt =1
j=1

et Vje{1,23, k) ¢=0=z;=1}, (3.15)

de maniére que la restriction L|y contienne la méme information que L, en raison
de son invariance par dilatations. Par le théoreme de bornes atteintes il y a au

moins un point de maximum de L|y, noté (x7,z35,..,27) € X.

Lemme 3.1.11. Avec les mémes hypothéses et les mémes notations de la proposi-
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tion [F1T0,

cL <R>0 (Cl,CQx,Cg,xz, ..,Ckxk_l) —{—Rzo(l —c1,1—c9,1—c3,..,1— Ck)>
ol .16

ot la fonction L est définie en .

Démonstration. On utilise la notation 0log (%) = 0. Par le lemme |3.1.11

U

cL (R>0 (01,0293,03332, ..,ckxk_l) +R>o(l—c1,1—c9,1—c3,..,1— ck))
o k_ it i—1
Thospterog (St
Z?:ljcjtﬂj_l
k i—1
. C ot
SR - N
Z§:1 jtjad=t
(t1 +tox + ...+t ) log(ty +tox + ... +tpak~1) — Z?:l tizdLlogai—1
t1 + 2tox + 3tz + ...+ ]ﬂthkfl

) (25’;1 tjxj_l) log Z;?:l tjmj_l — (Zle jtjxj_l) logx + (2521 tjxj_l) log x
t1 + 2tox + 3t3w2 + ... + ktprk—1

k j—1 k
czj_l—J log (:1: > tjle) —clogx

C

= C

= C

koooy -1
Zj:ljt]xj j=1

= Joo(z).

]

Lorsque l'on restreint la fonction-cotit du champ tétraédrique a la courbe de
Véronese on obtient la fonction d’entropie tétraédrique (lemme , qui peut
étre caractérisée par une équation différentielle linéaire non homogene de deuxieme
ordre a coefficients variables. Le cas limite de cette équation est I’équation différentielle
de la fonction d’entropie binaire, qui n’est plus une fonction d’entropie tétraédrique.
Donc, dans une généralisation de cette théorie a dimension infinie, I’entropie tétraédrique

doit étre substitué par ’entropie binaire et ce changement qualitatif aura de conséquences
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non triviales dans le comportement diophantienne du champ de Lagarias. Par
exemple, le but ne serait plus d’approcher les puissances négatives de la constante
de k-bonacci (nombres irrationnel en dimension finie), sinon les puissances négatives
de 2 (nombres rationnels en dimension infinie). Dans ce mémoire néanmoins on se
limite au cas ou la dimension soit finie. Voir un exemple d’approximation diophan-

tienne en dimension infinie en [26].

3.1.2 Propriété extrémale des progressions géométriques

Lemme 3.1.12. Soit L(x) = %, ot F,G : (R>0)*\{0} — R sont deuz fonctions
de classe C? telles que F(Ax) = AF(x) et G(Ax) = MG (x) # 0, pour chaque \ €
R>o et x € R>g. Pour chaque (x%,25,..,23) € X, si (z7,23,..,x}) est un point de

mazimum local de la fonction L|x alors (z7,23,..,27,) sera une solution de [’équation

oF oG

—(x) = L(x)— =1,2,3,..,k. 3.17

5u ()= L0OZ (00, j=123... (317
Démonstration. Par le théoreme de Fermat, tous les points de maximum de L

vérifient,

oL

—(x) = 1 =1,2,3,.. k.
al’](X) 07 J ) 737 ’

Par la régle du quotient,

I (x)G(x) ~ F(x) 9 (x)

On multiplie ’équation antérieure par G(x) # 0,

OF F(x) 0G

@(X) = @%j(x)'

Substituant LX) par L(x), on obtient
G(x)

OF oG
aTCj(X) = L(X)aT;j(X)‘
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Supposons que (x7,25,..,27) est un point de maximum local de L|y, c’est-a-
dire, le maximum de L est atteint sur la demi-droite R = Rx(x7,25,..,2%). Donc,

(x7,23,..,27) vérifie 'équation antérieure. O

Lemme 3.1.13. Les coordonnées de tous les points de maximum locaux de L sont

(c1,c2,..,cL)-€quivalentes a (1,%,%,,..,%), ot (3 est la racine positive de C(X).

Démonstration. Soient F'(x) et G(x) données par

k k
1t
F(z1,29,...,x5) = Y _tjzjlog <M>, (3.18)
j=1 Lj
k
G(z1,22,...,x) = thjxj. (3.19)
j=1

Prenons 1 <p <k tel que ¢, = 1. Supposons, sans perte de généralité, que =, # 0
(pour obtenir le cas x, =0 il suffit de passer a la limite lorsque x, — 07 dans les

identités ci-dessous). On calcule sans peine

0G (x)
= pt .2
81’]9 p p (3 0)
et
oF 0
7(X) = — (tlxl +toxo+ ... —l—tk{l?k) log (t1$1 +toxo+ ...+ thk)
Oxp Oxy

) k
—o— D tjwjlog;
D j=1

= (tplog(tiz1 +toxa+ ... +trxr) +t,) — (tplogxy +1p)

t1x1 +tore + ... +tpxy
= tplog . :
p

(3.21)

Substituant les expressions au-dessus dans ’équation (3.17)), on obtient

tix1 +toxo+ ... +tpa
tplog .
p

) —t,pL(x). (3.22)
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Pour chaque index j € {1,2,3,..,k} tel que t; # 0 et ¢j, 4, # 0 pour quelque
dj >0, on calcule la différence entre I’équation (3.22) évaluée en p = j et elle méme

évaluée en p = j +d;,

log< L ) — d; L(x). (3.23)

xj—Fdj
X .
Donc, les coordonnées de chaque point de maximum local vérifient %_dj =z% >
]
X5 .
0 a condition que t; # 0 et bt # 0 pour quelque d; > 0. Substituant %j] =z

par z~% dans 1’équation antérieure, on obtient

d; L (R>0 (Cl,CQQS,CgQZQ, ..,Ck.l"k_l) +R>o(l—c1,1—c9,1—c3,..,1— Ck))

= logx_dj.
Par le lemme [3.1.11},
1 —d.
Ef070(x) = loga™%
f()p(l’) = —Cdj loga:
cM(z)log(1—Q(x)) —cdjlogr = —cdjlogx
cM(z)log(1-Q(z)) = 0
log(1-Q(z)) = 0
1-Qz) = 1
Qz) = 0.
Dong, les coordonnées de tous les points de maximum locaux de L sont (cq,ca, .., ¢k )-
équivalentes a (1, %, é, - ﬁkl,l), ou [ est la racine positive de C(X). n

Théoreme 3.1.14. Les coordonnées de tous les points de maximum de L sont en

progression géométrique (c1,ca, .., cp)-sélective, (c1,ca, .., cp)-Equivalente a (1, %, 51—2, . %),

ot [ est la racine positive de C(X).
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Démonstration. Soit n = c1 4+ c2+ ... + ;. En raison de l'invariance par dilata-
tions de L et de I'indépendances de coordonnées j-emes telles que ¢; = 0, il suf-
fit de démontrer que les coordonnées de tous les points de maximum de L|y

sont en progression géométrique (cy,ca,..,cx)-sélective, (c1,c,..,cx)-équivalente a

(1, %, é, ) ﬁ) On rappelle que I'ensemble X est défini dans ’expression ([3.15]).

Il faut remarquer que X dépend de cq,co,..,c, méme si on ne le met pas en

évidence dans la notation. On va démontrer par induction finie en 7 l'affirmation

plus générale suivante :

Si (x7,3,..,x7) est un point de maximum global de L|x(z1,22,..,2k)
alors (xf,z%,..,27) sera un point de maximum localﬁ de L. En plus,
(x7,23,..,27) est une progression géométrique (c1,ca, .., ¢ )-sélective (c1,ca, .., cx)-
bquivalent & (1,£,62,63, .65 1) et maxL|y = —logé&, ol ¢ est la seule

racine positive de Q(z) (on remarque que £ = %)

cas 1= 1. La fonction L|y devient,

tb Ty
L‘X = tp,Tp, log (11>
.Tbl

= tp,xp, log (tbl) , (3.24)

ou tp, #0.

Pour que la solution appartienne a X il est nécessaire et suffisante que b1y, 7, =
1. Cette condition est vérifiée par le seul point (en X) (27,23,..,2%) tel que z =
ﬁ et 27 =1 pour j # b1. En particulier, (x7,23,..,27) est une progression géométrique
(c1,c9,..,ck)-sélective, car c’est (c1,c2,..,cx)-équivalente & un seul élément non nul.
En plus, (z7,23,..,2}) est un point de maximum local de L, parce que aucune de

ses coordonnées n’est nulle. On vérifie sans peine que £ = (1/ tbj)l/ b et max L|y =

bijlogtbj = —log¢.

2(’est un point de maximum local non strict en général, c’est-a-dire il peut étre un point-selle.
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cas 1<n<u—1< k= cas n=u. Soit by,bs,..,b, la suite finie croissante

d’index j tels que ¢; = 1. La fonction L|y devient,

u / okt
Liw = tom, log< by oot b"xb"> . (3.25)

j=1 b

Soit (x1,235,..,2%) un point de maximum de L|y. Si (27,23, ..,2}) n’était pas un
point de maximum local de L, quelque zp; serait zéro, car le point de maximum
serait & la frontiere de (R>)¥\{0}. Supposons que p,, = 0 pour quelque jg. Par
conséquent, (z7,z35,..,x}) est aussi le point de maximum d’un probleme analogue,
avec la seule différence que cj, = 0 et la valeur n est diminuée d'une unité. Par
hypothese de récurrence, la valeur de max L|y est —log&p, ou &y est la racine

positive de I’équation

> ol =1 (3.26)

1<j<u
J#Jjo

Soit &1 la racine positive de I’équation

u
Sotyati =1, (3.27)
j=1

La racine positive de I’équation (3.26)) est plus grande que la racine positive de
I'équation (3.27), car bj, # 0 et la fonction

T Z tbj:cbj

1<j<u
Jj#Jo

est strictement croissante. Par 1'inégalité

L(1,&,8,6,61,..,6571) = —log&r > —logé&, (3.28)

on conclut que L n’atteigne pas son maximum sur la fronticre de (R>()*\{0}. Par

reductio ad absurdum, (x7,z35,..,27) est un point de maximum local de L.

Par le lemme [3.1.13] (27,23,..,2}) est (c1,c2,..,c;)-équivalent &
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(175175%75%7“7 f_l)'

Par induction finie Pafirmation est démontré. O]

3.2 Construction du champ tétraédrique

3.2.1 Préliminaires
3.2.1.1 Diviseurs bornés

On munira l'ensemble (N\{0})? d’un ordre plat (définition [1.2.1)), noté C. La
propriété d’étre continue selon Scott pour une fonction f: (N\{0})?U{Ll} —
(N\{0})2U{ L} dans ce cadre est équivalente &

Vo, (L) E f(2),

c’est-a-dire la fonction évaluée dans un argument indéfini ne peut contenir plus

d’information que sont évaluation dans un élément défini. Par la proposition
1.2.2) D:=(N\{0})2 — (N\{0})? est un ensemble partiellement ordonné complet.

En plus, il s’agit d’'un domaine parce que I’élément minimal est la fonction x L.

Soit la fonction d’ordre supérieur : D — D déterminée par

1, si (n,m)=1,
n, si m=1,

B(0) := (n,m) — (3.29)
O(n,m—1), sim>1et *¢Z,
min{O(n,m—1),m}, si m>1 et X cZ.

La fonction d’ordre supérieur § est définie comme une composition de fonctions
monotones (selon [C) et sa variable, qui est une fonction aussi, U. Donc, 8 est
continue selon Scott par le théoréme [I.1.2] Par le théoréme [I.1.1] 8 a un point fixé
minimal [iv.] € D. Ainsi, I'algorithme div, est determiné sémantiquement, méme

si on ne s’interese pas a sa syntaxe.
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3.2.1.2 Diviseurs minimaux

On définit un algorithme vy, dont sa sémantique [9i0pyiy] : N\{0} — N\ {0}

soit déterminée par

[iomin] (1) := [0ive] (1,n). (3.30)

3.2.1.3 Sémantique de nombres premiers

Soit N muni d'un ordre plat et D := N — N, I’ensemble de fonctions conti-
nues selon Scott pour l'ordre mentionné. Gédel a introduit en [29], d’une fagon
syntactique, un algorithme pour calculer le n-eme nombre premier premier. Dans
ce mémoire [premier] est le point fixé minimal de la fonction d’ordre supérieur

continue selon Scott 8: D — D déterminée par

1, sin=1,
B(O) :=n—<¢ 2, si n=0,

min{p eN:p>U(n—1) et p=[diomin](p)}, si n>0.
(3.31)

3.2.2 Sémantique du logarithme vectoriel

Proposition 3.2.1. Les logarithmes naturels de nombres premiers sont linéairement

indépendants sur Q.

Démonstration. Soient %,%,..,% de nombres rationnels, écrits dans la forme
réduite. Supposons que
m mo m
—Llogpr + —logpa + ...+ —-log py, = 0, (3.32)
ni n9 N

P1,pP2, .-, Pk sont de nombres premiers différents. Si 'on multiplie I’égalité

antérieure par le plus petit multiple de dénominateur, on obtiendra
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uq logpr +uglogpo + ... +uplogpr =0, (3.33)

ou ui,us,..,u sont quelque nombres entiers. On applique la fonction

exponentielle a 1’égalité antérieure,

uy, u2

piipy?.ppt =1 (3.34)

Par le théoreme fondamental de I'arithmétique, un nombre rationnel est égal

a 1 si et seulement si tous les exposants dans sa décomposition en nombres pre-

miers sont égaux a zéro. Ainsi, u; = ug = ... = up = 0. Par conséquent, %1 = %2 =
= 7::—: = 0. Donc, les logarithmes naturels de nombres premiers sont linéairement
indépendants sur Q. n

Soit, V' I'espace vectoriel de dimension infinie dénombrable généré sur QQ par la
base va,Vv3, V5, V7, ..., ou les index sont les nombres premiers. On introduit 1'ordre
plat en Q~q et V. Par la proposition I’ensemble de fonctions continues selon
Scott D :=Q~g— V est partiellement ordonné. Par continuité de Scott selon ’ordre
plat, D contient un élément minimal z +—_. Donc, D est un domaine. La fonction

d’ordre supérieur 8 : D — D déterminée par

1, si =1,
m Oy, sim=1et n=1,
B(U) = —+— BT 3.35
(©) n O [[Dwm;{l]](m)> + Viom](m), 1 m> 1 et n=1, ( )
O T) — Voip.... , sin>1.
Bl ) L Ominl )

est continue selon Scott en raison du théoreme [1.1.2] parce qu’elle est définie a
partir d'une composition de fonctions monotones et de son argument . On
suppose toujours que ged(m,n) =1 dans la représentation de . Par le théoreme
1.1.1] cette fonction a un point fixé minimal [log] : Qg — V', appelé logarithme
vectoriel, qui est une fonction totale, car le plus petit diviseur non trivial d’un

nombre plus grand que 1 est toujours plus grand que 1.
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3.2.3 Logarithme numérique

Soit In un algorithme dont sa sémantique [In] : N\{0} — R, asigne a chaque

p € N\{0} son logarithme naturel [In](p) =logp determiné par la suite

[n]() = 3 (3.36)

La différence entre les sémantiques des algorithmes [n et log est que la premiere
fonction calcule le logarithme naturel numériquement dans une arithmétique exacte
tandis que la deuxieme fonction calcule le logarithme naturel symboliquement

comme un point dans un espace vectoriel.
Proposition 3.2.2. L’algorithme In détermine un nombre réel récursif.

Démonstration. Par le développement de Taylor du logarithme,

1 1 1
— — — - — >
log(1+k)<k< log(l k)’ k>2,

1
log(k+1) —logk < — < logk —log(k —1),

k
pn 1
log(np+1) —logn < Z % < log(np) —log(np—1),
k=n
pn 1
log(np+1) —logpn < > %—logp < logn —log(np—1),
k=n
1 LS| 1
log| 14+ — <Zf—logp<—log 1——,
pn ik pn
1 |
< ——1 < —
pn+1 ;;zk‘ o8P -1’

Pour obtenir 27"+ —logp < + il suffit de choisir n > [&](N) := N +1 selon
la définition [1.3.1] car pnl_l < p(NJil)_l = pNJ:p_l < % Par le lemme|[1.3.1} la suite

détermine un nombre réel récursif. O
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Définition 3.2.1. La fonction linéaire [a] : V' — R, du champ de Lagarias tétraédrique

est définie en chaque élément de la base par

[al(V[premiee)(n)) == [In] © [premier](n), (3.37)
ol [n est 'algorithme définie en (3.36)).

La fonction vectorielle du champ de Lagarias tétraédrique est déterminée par

Oy, si pj =0,
o _ - 3.38
[[ J]](p) tipj [[[og]] (W) , Si pj #0, ( )
O, si Vj,p;j =0,
[e) =, 339

T Sh1951(p1.p2, - o), si 3j.pj #0.
j=1

ou (p1,p2,..,pk) sont les coordonnées de p.

Proposition 3.2.3. Soit 8 la racine réelle positive de C(X) et ¢cj le symbol défini en
. Chaque élément de la classe d’équivalence R~ (1, %, %, e %) +R>o(1—
c1,1 —co,1 —c3,..,1 —cp) est associé, du point de vue projectif, a un vecteur un

guide supérieur de du champ de Lagarias pondereﬂ

Démonstration. La fonction [a] o [R] peut étre interpolée par I'expression ([3.39))
peut étre interpolé au valeurs non entiers par la fonction (3.2)). Donc, le résultat

suit du théoreme B.1.14] O

3 . .z . . LN a ag a1
On dit que (a1,a2,...,a;) est associé du point de vue projectif & (i, Tz ar )



CHAPITRE 4
LE CHAMP DE RAUZY

Rauzy a introduit en [74], pout I’étude de la répartition dans R? modulo Z?
de la suite {Nn},en (7 est unvecteur a coordonnées dans un corps cubique), une
nouvelle norme, appelée norme de Rauzy, permettant d’établir un lien entre les
meilleures approximations diophantiennes simultanées et les fréquences des lettres
dans un mot combinatoire infini. Cette construction combinatoire, qui est le point
fixé d’une substitution de Pisot, conduit a déterminer, lorsque le corps cubique
soit le corps de décomposition du polynéme C(X) =X 3_X2_-X —1, la suite de
nombres de tribonacci (A000073 en [69]), qui est globalement F-représentable par
le noya] [1,1,1] (voir [49]), permettant d’exprimer les meilleures approximations

diophantiennes simultanées de (%, 0 1

¢T)2> par les quotients

(1,1,1)
1,1,1) )’

<n13(111) Fn 23
(L,1,1) 7 Fs(

ou ¢3 est la racine réels positive de C(X).

Dans ce chapitre on réinterprete le résultat de Rauzy en termes des champs
de Lagarias, au but d’établir une comparaison entre la méthode de Rauzy et la

méthode tétraédrique définie dans ce mémoire.

4.1 Le tenseur de Rauzy

Soit o une de racine complexe non réelle du polynome C(X) = X3 — X2 - X —1.

Proposition 4.1.1. On peut exprimer Ra et (3a)? a partir de ¢3 de la fagon

sutvante,

1Cette propriété signifie que I'on peut générer cette suite numérique (décalée) a parir de la
suite de polynémes de Fibonacci généralisés évalués dans le noyau, c’est-a-dire {Fy,—23(1,1,1)}.


https ://http://oeis.org/A000073
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1 1

Ra = ——dgt-

« 2¢3+2,
3

(SaP = (656 (1.2

(4.1)

Démonstration. Les deux racines non réelles du polyndéme X3 — X2 — X —1 sont
complexes conjuguée parce que tous les coefficients sont réels. Par les identités de

Vietes,

pst+a+a=1.
Par conséquent, Ra = 13¢3. Par les identités de Vietes une fois encore,
psac = 1.

Do, (Ra)? + (Sa)? = % On développe cette identité,

(Sa)? = ——(Ra)?
®3
1 1 1 \2
- 5 G3%)
_ 3, e 1,5
= Z((b?’) 2(253 1

]

Définition 4.1.1. ([74]) La forme quadratique de Rauzgﬂ est la forme quadratique
R(z,y) a coefficients en Z[¢p3] donnée par la formule

2

R(z,y) := , (4.3)

<a+1>x+1
®3 bs”

ou z et y sont deux variables réels.

2Rauzy a défini en [74] la norme qui porte son nom. Dans ce mémoire on s’interese plus & la
forme quadratique qui la determine.
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Proposition 4.1.2. On peut exprimer R(z,y) explicitement de la facon suivante,

R(z,y) = ((¢3)* = 3) 2+ (—(03)* + 3¢5 — 2) ay + (—(¢3)* +263) v*.  (4.4)

Démonstration.

R(z,y) :

2

<a+1>x+1
®3 bs”

(et (¢3)® —d3—1) 2+ ((93)* — 3 —1) y‘z

(%a+(¢3)2_¢3—1>x+((¢3) — 3 — 1)y+z Sa)z

(Rt (63)? = 63— 1)+ ((6)” — 05— 1)) £ (Sa)a?
2

¢3 (¢3> —¢3— 1)I+ —¢3— 1 >+( —*gb— )x2

(G-t 2
(((¢3) —¢3—)56+( —¢3— 1) ) +(i(¢3)2—;¢—2)1‘2
(en@ - (Sar)or—sr—v) + (Bont-2o-3)a2

() (o2 (-2

NEIE
(2% =2y —y?) (63)" + (3ry+2¢°) d3 + (—32% — 2uy)
((63)% =3) 2+ (—(3)* + 303 — 2) wy+ (—(3)* +203) v

Définition 4.1.2. Le tenseur de Rauzy G : Q3@ Q3 — Q3 est donné par

ﬁ(v,w) = (WTAV,WTBV,WTCV) : (4.5)

ol les matrices A, B et C sont définies par



1 3 1
1 =10 0 3 -3 -3 -1 -1
_ 1 — 3 3 — 1
A=| -1 1 1 [B=]| 2 2 3 [[C=|-1 0 1 (4.6)
0 -1 0 -3 3 -1 -1 5 2

Proposition 4.1.3. On peut exprimer la mesure d’approximation a ((ﬁi, (¢§)2)

donnée par la méthode de Rauzy a partir du tenseur de Rauzy,

T T (¢3)?

R(x—(igz,y—@z)zﬁ vy |.| v b3 : (4.7)

z z 1

Démonstration.

Aot L)
= R(z—((¢3)*—¢3—1) 2,y — (—(¢3)* +203) )
= ((¢2)*=3) (z—(($2)* =3 —1) 2)2
+(—(09)2+303—2) (v— ((¢3)2 =83 —1) 2) (y— (—(03)* +203) 2)
T (~(63)2+20) (y— (~(63)° +203) =)
= ((69)*=3)2® + (—(9)*+ 303 — 2) wy+ (—(63)* + 203) y* + ((63)* — 63— 2) w2
+(=2(3)2 + 303 +1) yz + (—¢3+2) 2°
= (2?—ay— v’ +ay—292) (¢3)°
+ (3zy +2y* — w2+ 3yz — 2%) 63
+ (=827 — 2wy — 2wz +yz +22%) 1
T T (¢3)?
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4.2 Construction du champ de Rauzy

Proposition 4.2.1. La suite

G”H—l(la 17 1)
Gn(1,1,1)

determine un nombre réel récursif.

Démonstration. Par le lemme [2.1.2) G,,(1,1,1) = (¢3)" +a" +a™. On peut calculer

sans peine le nombre M > 0 tel que

G +1(17171>
Gn(1,1,1) —9s
B (¢3>n+1+an+1 _'_an—i—l _¢
B P3)"+an+a" 5
B (¢3>n+1+an+1+@n+1_ ((¢3)n+1+¢3an+¢3@n)
N (¢3)" +an +a"
_ a"(a—¢3)+a(a—¢3)
<¢3)n_|_an _i_an
< a”(a—gbg) @n(@—(bg)
— (¢3>n+an+an <¢3)n+an _i_an
!a|>n
M| —
= <<Z53
Gpn41(1,1,1)

En conséquence, Cnl) T ¢3‘ < N a condition que n > og (la\) log ( MN)

@
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En effet,
> ! 1 < 1 )
n gl ——,
o ()
nlo o] 1 L
o\" _ 1
®3 MN’
|a|>n 1
M| — < =
( ®3 N
Par le lemme [1.3.1] la la suite determine un nombre réel récursif. m

Définition 4.2.1. Le champ de Rauzy est un champ de Lagarias (a,R) tel que
k=3 et V est l'espace vectoriel sur Q généré par la base B = {vy,va,v3}.
La fonction linéaire [a]] du champ de Rauzy est définie sur la base B de la fagon

suivante,

[a)(vi) = nHanzl(’lii)l), (4.)
[a] (vs) := 1. (4.10)

La fonction [R] est définie a partir de ses coordonnées dans la base B de la

facon suivante,

p1 p1
[[8](p1,p2,p3)] 5 == d p2 || p2 : (4.11)
b3 D3

Proposition 4.2.2. Le vecteur (%, (é)z) est un guide inférieure du champ de

Rauzy.

Démonstration. On a construit 'expression (a,R) du champ de Lagarias en (4.11])
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selon I'expression (4.8). D’ou, la valeur zéro est un point d’accumulation de I'image
de [a] o [R] en raison du théoreme d’approximation de Dirichlet appliqué au vec-
teur (%, @, 1). Dong, il reste a démontrer que R(x,y) est définie positivﬂ pour
garantir que [a] o [K](p1,p2,p3) > 0 pour (p1,p2,p3) # (0,0,0). On vérifie sans peine

que le coefficient de x, (¢3)? — 3 et le discriminant de R(z,y)

(—(63)> +303—2)" —4((63)° —3) (~(9)> +25)

sont positifs, d’aprés Pexpression (4.4). Donc, R(x,y) est définie positive.

4.3 Comparaison

La liste suivante montre la comparaison entre les meilleures approximations
supérieures et inférieures selon le champ tétraédrique et le champ de Rauzy, respec-
tivement. On a fait une permutation dans I'ordre de coordonnées au but d’obtenir
deux quotients pour s’approcher simultanément au vecteur (%, ﬁ)

Méme si 'on a développé une sémantique tres élégante pour 'arithmétique de
précision infinie, du point de vue pratique c¢’est mieux d’utiliser les nombres réels a
virgule flottante, méme si pour de valeurs de n trop grand cela ne va plus marcher.

Donc, on va utiliser le programme informatique suivant, écrit en SAGE :

tribonacci_constant = 1.83928675521416
def N_Rauzy(x,y):
return float( ( (x"2 - x*y - y~2)*tribonacci_constant™2 +

(3xxxy + 2%y~2)*tribonacci_constant - (3*x"2 + 2xxxy) ) )

def L_Rauzy(x,y,z):

3Méme si la motivation pour définir R(z,y) était le carré de la norme de Rauzy, on n’a pas
encore démontré cela dans ce mémoire.



66

return N_Rauzy(x - z/tribonacci_constant, y

- z/(tribonacci_constant~2))

def max_mult3(n):
A=1]
for j in range(1,n+1):
A=A+ [(p,float(sum([ (0 if a == 0 else
a * log( float(sum(p))/a ))
for a in p 1) )/j) for
p in WeightedIntegerVectors(j, range(1,4)).list()]
s = A[[a[1l]lfor a in A].index(max([a[1] for a in A]))][O]
return (Integer(s[1])/Integer(s[0]), Integer(s[2])/Integer(s[0]))

def min_Rauzy(n):
A=1]
for j in range(1,n+1):
A=A+ [(p,L_Rauzy(pl[0],pl[1],p[21))
for p in WeightedIntegerVectors(j, range(1,4)).1list()]
s = A[[a[1]for a in A].index(min([a[1] for a in A]))][O]
return (Integer(s[0])/Integer(s[2]), Integer(s[1])/Integer(s[2]))

Apres I'exécution du programme informatique antérieur on a obtenu les valeurs
suivants, qui montrent I’avantage du champ tétraédrique par rapport au champ de
Rauzy selon la suite de complexités isobariques (définition S1,992,93,.... On
a choisi quelque valeurs de n en particulieres au but d’obtenir les approximations

en termes de nombres de tribonacci consécutifs.



n | tétraédrique | Rauzy
20| (33) | (31)

29| (&) | (19)

CEYRIGCE)
181 | (fr31) | (581)
21| (st3r) | (i 51)
3| (o5 1w) | (5121)
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Tableau 4.1 : Comparaison entre le champs tétraédrique et le champ de Rauzy



CONCLUSION

Nous avons trouvé une facon orientée vers I'optimisation discréte de généraliser
le concept de meilleure approximation diophantienne simultanée, en préservant le
caractere combinatoire de la méthode de Rauzy, c’est-a-dire le champ de Lagarias
a garanti I’élimination des pathologies par rapport a la calculabilité de la fonction-
cotit. On a développé la théorie du champ tétraédrique et les structures liées : le
g-analogue des nombres tétraédriques et la fonction d’entropie tétraédrique. On a
développé également la théorie du champ de Rauzy pour établir une comparaison
entre la performance de chacune de ces méthodes. On a conclut empiriquement
que pour la suite de complexités isobariques, la méthode du champ tétraédrique
est plus performante, dans le sens de donner des dénominateurs plus grands, que

la méthode du champ de Rauzy.
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ANNEXE A
LE CHAMP QUADRATFREI

Le but de cette annexe est de démonter que la définition n’est pas ad hoc,
c’est-a-dire, qu’il y a d’autres champs de Lagarias de dimension infinie également
naturels, du point de vue arithmétique, en plus que ceux dont I'espace V' est généré
par les logarithmes de nombres premiers. Les démonstrations de I'existence de
points fixés seront exactement les mémes que pour les définitions correspondantes
du champ tétraédrique, c’est-a-dire des applications du théoreme Donc, elles

seront omis par souci de brieveté.

A.1 Partie vectorielle

Définition A.1.1. Supposons que les ensembles N\{0} et (N\{0})? sont munis
d’un ordre plat (définition et que D := (N\{0})? — N\{0} est le domaine
de fonctions continues selon Scott pour 1'ordre mentionné (proposition . Soit
[oioon] € D le point fixé minimal de la fonction d’ordre supérieur 8: D — D,

déterminée par

1, si (n,m)=1,
B(U) = (n,m) = § B(n,m—1), si 15 ¢7Z, (A1)
m, S1 #EZ

Définition A.1.2. Soit divg lalgorithme dont sa sémantique [oivg] : N\{0} —
N\{0} soit déterminée par

[oivg](n) := [oivgo](n,n). (A.2)

Définition A.1.3. Supposons que ’ensemble N est muni d’un ordre plat et que
D :=N — N est le domaine de fonctions continues selon Scott correspondantes a

I'ordre mentionné. Les nombres entiers positifs sans facteurs carrés sont générés
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par 'algorithme quadratfrei dont sa sémantique [quadratfrei] € D est le point fixé

minimal de 8: D — D, déterminée par

1, si n=1,
B(U) :=n—<¢ 1, si n=0, (A3)
min{p e N:p>0T(n—1) et [oivg](p) =1}, si n>0.

Soit V' le Q-espace vectoriel de dimension infinie Q[v1, Ve, V3, V5.Vs, V7, V10, ...,

ou les index sont les nombres entiers positifs sans facteurs carrés.

Définition A.1.4. On introduit un ordre plat en N\{0} et V. Soit D :=N\{0} =V
le domaine de fonctions continues selon Scott pour l'ordre mentionné. La sémantique
[racine] € D de l'algorithme racine carrée vectorielle vacine est le point fixé mini-
mal de la fonction d’ordre supérieure continue selon Scott : D — D, déterminée

par

1, sin=1,
Oy, si n=0,

B(0) :=nw— (A.4)
Vi, si n>0 et [oivg](n) =1,
[[amm]]zs(m), si n>0 et [oiog](n) > 1.

A.2 Partie numérique

Définition A.2.1. Soit sqrt un algorithme dont sa sémantique [sqet] : N\{0} —
R. asigne a chaque p € N\{0} sa racine carrée [sqrt](p) = \/p déterminée par la

suite

n— —, (A.5)

ou chaque paire (an,by) est générée par 1'algorithme de Bhaskara-Brouncker, 8.

Pour construire cet algorithme, on muni d’abord ’ensemble N dun ordre plat.
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Soit D :=N — (N\{0})? I'ensemble de fonctions continues selon Scott
correspondantes a 'ordre mentionné. La sémantique [B] € D est le point fixé
minimal de la fonction d’ordre supérieure continue selon Scott $: D — D

déterminée par

(1,1), si n=0,
B(UO) = n A6
©) ~ f(OB(n—1)), si n>0, (A6)
fla,b) = (a+bp,a+b). (A.7)

Proposition A.2.1. L’algorithme sqet détermine un nombre réel récursif.

Démonstration. L’ordre d’approximation de l'algorithme Bhaskara-Brouncker est

(voir [30])
an, 1
bn \/]3‘ S

n

ou [B](n) = (an,by). Pour p=1, a, = b, =n, chaque approximation finie est
exacte. Supposons p > 1. On va démontrer par induction complete que a,, > n et
bn, > n.

n=1. On obtient par définition que a1 =1 et by = 1.

cas n—1 = cas n. Par hypothese de récurrance,

ap=ap-1+bp—1p>(n—1)+(n—1)p>net
bp > an—1+bp—1 > (n_1)+<n_1) >n.
Par induction complete, a, > n et b, > n.

Donc, pour garantir que ’[[sqtt]] (n) — \/ﬁ’ < %, il suffit que n > [&](N) := N,

parce que b% < # < % < % Par le lemme [1.3.1| la proposition est démonstré.

Finalement, on peut construire le champ quadratfrei.

Définition A.2.2. La fonction linéaire [a]] : V' — R, du champ quadratfrei est

définie en chaque élément de la base de la facon suivante,



[[a]] (V[[quaatatftei]] (n)) = [[Eq‘tf]] © [[quabtatftei]] (n)

La fonction vectorielle du champ de Lagarias quadratfrei est définie par,

Oy, si p=0,
[[ﬁ]](p):{ " ’

m 21§i<j§k[[tadﬂe]] (plp]) si P 7& 0.
/=1

XV

(A.8)

(A.9)
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