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RESUME

La théorie classique de la demande‘ considBre que les
quantités demandées ﬁar un consommateur“sont fonctions des prix et de
son revenu., Ma;shall a montré dans son cadre d'analyse particulier que
cette relation de demande exbrimait également les prix que le consomma-
teur accepte de payer pour différentes quantités de biens. Cette dimen-
sion a &té& oubliée par les dévelopbements modernes de la théorie de la
demande. Nous montrons que les hyﬁothéses habituelles de la demande)par—
mi lesquelles on explicite celle dé&finissant le systéme de prix comptables,
permettent de construire une théorie de 1'évaluation parfaitement généra-
le et duale. de celle de la deminde. La premidre partie de la thése dé-
veloppe les résultéts théoriques. La seconde partie améne conjointement
les deux théories jusqu'aux tests empiriques. Tant la méthodologie que
les résultats montrent que la théorie de 1'évaluation doit &tre considé-
rée comme une facette de la théorie de la consommation qui est aussi im-

portante que celle de la demande.
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SOMMATIRE

Cette th@se comprend deux parties: la premidre dégage les ré-
sultats obtenus par les théories de la demande et de 1'évaluation ainsi
que leurs liens, la seconde s'intéresse 3@ 1'applicabilité de ces résul-

tats.

Pour la premi8re partie, apr@s que certains concepts de base
aient &té repris en introduction, le Chapitre I étudie la dualité &troite
des théories de la demande et de l'évaluation en construisant un difféo-
morphisme entre 1l'espace des biens et celui des valeurs. Le Chapitre II
géveloppe les deux théories de fagon paralléle 3 partir du schéma classi-
que de 1'utilité. Le Chapitre III est consacré 3 deux prolongements:
le premier est une interprétation analytique des résultats obtenus pré-

cédemment, le second donne la forme générale des fonctions de demande et

d’évaluation marginale agrégées sur les consommateurs.

Dans la seconde partie, le Chapitre IV &tudie les conditions
d'agrégation empirique des fonctions de demande et d'évalﬁation margina-
le sur les trois composantes: individus, biens, temps. Le Chapitre V
est une premié;e application des résultats avec une estimation des fong-

tions de demande et d'évaluation marginale sur des données canadiennes.

La conclusion envisage rapidement certaines conséquences de

ces résultats et des extensions.
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PR L *1
La demande réalisée d'un bien par un consommateur est la

quantité de ce bien qu'il a acquis dans un environnement donné dont le

prix est 1’un des éléments.

La théorie statique de la demande interpréte ce phénoméne comme
la réalisation d'une des situations possibles que le consommateur envisa-—
ge et qui sont re?résentables par un bar@me exprimant les quantités qu'il
achéterait dans divers environnements dont la série des prix est 1'un des

éléments.

Pour que ce comportement soit possible,il est nécessaire que le
consommateur soit capable d'é&valuer les biens. La base de cette évaluation

est 3 préciser,mais existe nécessairement d&s qu’'il y a calcul &conomique.

Les formulations modernes de la théorie de la demande ne mettent
cependant pas l'accent sur cette facette du phénoméne. On y considére
surtout les quantités comme dépendant directement des prix fixés et de

1l'environnement via les préférences du consommateur.

I1 n'en a pas toujours &€té ainsi. Marshall (1920) insiste dans
son Chapitre III sur le fait que le bar@me de demande représente et les
quantités que le consommateur prendra 3 un prix donné,et les priﬁ qu'il
sera prét 3 payer pour des quantit@s données. Ceci implique en particu-
lier que,pour la demande réalisée,l’@valuation qu'’il a du bien selon la

quantité considérée est &gale au prix exigé. Comme corollaire ceci

*1 Le terme bien est pris comme synonyme de biens et services &conomiques.



implique qu'il est capable d'&valuer les biens dans 1l'unité de valeur
du marché ou de toute autre institution 3 laquelle il est confronté. Ce-
ci traduit bien 1'expérience de chacun: nous sommes capables de mettre un

prix sur les biens.

Développer 1’aspect évaluation dans la demande donnera des ré-
sultats dont 11 existera toujours le pendant du c8té de la théorie usuel-
le *2 puisque 1l'on analyse le méme phénoméne avec les mémes hypoth&ses.
Mais examiner cette dimension est intéressant 3 plusieurs titres. Elle
permet au blan théorique d'analyser le bhénoméne de la demande sous un
angle différent,et de donner 3@ la théorie toute sa généralité et sa puis-
sance. Les conséquences sont aussi importantes pour les domaines con-
nexes: 1'E&tude des équilibres non-concurrentiels, les procédures de
planification , les mécanismes d'ajustement... font souvent appel 3
1'aspect évaluation de la demande. Au plan explicatif,cet aspect permet
de couvrir certains champs faibles de la théorie usuelle: 1la demande de
biens ayan£ de fortes indivisibilités - la décision d'achat d'un automo-
bile...- s'explique directement par 1'évaluation qu'en font les con-
sommateurs. Comme le note Hicks (1956, p. 83), au niveau agrégé,consi-
dérer les prix comme fonction des quantités est plus pertinent pour expli-
quer les mouvements de prix conduisant 3 l'ajustement de la demande 3 une

offre donnée. Cette remarque est peut €tre particulidrement &évidente

pour les marchés agricoles.

*2 Le terme usuel qualifie la facette de la théorie de la demande que
l'usage a consacréepll les quantités demandées sont fonctions des

prix et revenus.



L'historique des travaux traltant de l'aspect éyaluation dans
la théorie de la demande n'est ?as ais€ & faire car cette question est
présente d 1'état diffus dans quasiment toute la litté&rature &conomique,
Mais 3 notre connaissance,les essais de formulation et de systématisation
restent cependant assez rares et ils reposent sur des motivations tr@és

diverses.

Dés 1886, Antonnelli (1886) - construit des fonctions
inverses de demande oii les prix sont fonctions des quantités - et d'une
normalisation avec un numéraire - bour résoudre 1'intégrabilité des fonc-
tions de demande. Cette méthode a &té suivie dans une longue série de
travaux ol Samuelson (1950) représente une &tape importante. Cependant
ces fonctions inverses de demande sont surtout des instruments de calcui
pour résoudre un probléme sbécifique,et rebosent en particulier sur des
normalisations avec numéraire. De méme,Hotelling (1932) analyse un para-
doxe sur la taxation et dégage 1esipremiéres propriétés /des fonctions
inverses de demande. Hicks (1934), Allen (1934),en donnant leur premier
critére de substitution - complémentarité dans 1l'espace des biens,c'est—
é—diré en se basant sur les évaluations du consommateurs, semblent les
premiers & traiter de fagon systématique cet aspect comme une composante
importante de la demande. 1Ils ont cependant abandonné ce critére ensuite,
étant donné sa variabilité par rapport au choix du numéraire dans la
classe particuliére de normalisations qu'ils avaient choisie. Nous en

verrons les raisons profondes 3 la fin de notre Chapitre I.

Wold (1943, ch. 8) développe les premi&res propriétés des

fonctions inverses de demande dans son traité sur la demande. Nous montre-



rons dans le Chapitre II comment ses résultats se transforment,et sont

en fait la base d’une théorie plus générale.

Par la suite Hicks(1956, ch. 9) &tudie les fonctions inverses
de demande pour elle—mémes,et développe une approche de la demande par
les évaluations dans le sens ol nous l'envisagerons ici. Nous suivrons
entre autres sa terminologie pour nommer la forme génédrale des fonctions

inverses de demande, des fonctions d'évaluation marginale. Son exposé
» g P

repose cependant toujours sur le choilx d'un numéraire.

Pearce (1964) n'a pas fourni une formulation de 1'approche de
Hicks qui permette de donner 3 ses fonctions de "demande martienne" le
méme niveau de généralité qu'aux fonctions usuelles de demande: cepen—
dant sa méthodologie ,consistant & border le systéme de demande,est & la

base de nos résultats.

L'approche plus récente de la dualité a permis de systémati-
ser les propriétés qui caractérisent les deux facettes de la demande
selon 1l'espace dans lequel on la considére. En particulier, Bromsard
(1971) donne une typologie des résultats mais en conservant 1'hypothése

du numéraire.

C'est en généralisant cette hypoth&se que nous dégagerons
d'abord les propriétés des fonctions d'évaluation marginale,et que nous
montrerons comment cet aspect de la demande a le m@me niveau de généra-

1lité que celui de la théorie usuelle.



Dans sa premiére partie,cette thése développera les résultats
théoriques tant pour les fonctions de demande - usuelles - que pour les

fonctions d'évaluation marginale.

Ayant précisé dans 1l'introduction les concepts de base sur les-
quels repose 1'évaluation, nous procéderons d'abord par dualité &troi-
te, c'est-d-dire que nous montrerons comment tout résultat de la théorie
usuelle de la demande se projette sur les é&valuations. La méthode uti-
 lisée consiste 3 construire un difféomorphisme entre 1'espace des valeurs
(sur lequel sont définies les fonctions de demande - usuelles -),et 1l'es-
pace des biens sur lequel sont définies les fonctioqs d'évaluation mar-
ginale . La seconde &tape développera de fagon paralléle la théorie
usuelle de la demande et celle de 1'@valuation én partant du schéma clas-
sique de la maximisation de 1l'utilité. Nous donnerons finalement deux
types d'extension & ces résultats: nous interpréterons analytiquement
les matrices de Slutsky et d'Antonnelli généralisée, qui sont deux
élémeﬁts—clefs de notre analyse,et'nous examinerons les contreparties
agrégées des formes significatives obtenues dans les chapitres précé-

dents. Ceci constituera un premier pas vers l'application des résultats.

Dans la seconde partie,nous envisagerons 1l'applicabilité des
deux théories. Nous considérerons d'abord les problémes poséé par
l'agrégation effective des formes théoriques obtenues dans la partie
précédente. Nous donnerons en particulier une formulation unifiée du
probléme posé par l'agrégation sur les consommateurs,ainsi que les ré-

sultats principaux. Le second volet appliquera 3 des données canadien-



nes les deux formes significatives de la demande. Cette estimation
imposera en particulier la contrainte de semi-définition négative sur les
matrices de Slutsky et d'Antonnelli. Dégagés sur huit (8) biens agrégés,
ces résultats sont comparables & ceux de Barten- Geyskend1975) obtenus
pour cing (5) biens avec l'estimation de la théorie usuelle de la deman-

de. Nous proposmsfinalement un essai de comparaison des deux modé&les,

"La science peut se définir par sa méthode: partir d’hypo—
théses bien explicitdes, déduire de ces hypoth&ses toutes les conséquen-
ces et rien que les conséquences, confronter ces conséquences avec les
données de l'observation, accepter la théorie au moins provisoirement,

ou la rejeter, suivant qu'il y a accord ou désaccord, telle est la mé-

.

thode scientifique. C'est la méthode qu'autrefois Henri Poincaré a com-—
mentée si valablement & propos des sciences physiques, et que Vilfredo
Pareto a eu le mérite d'étendre aux sciences sociales'". Ce raccourci
éloquent d'Allais (1968, p. 6) résume les aspirations de beaucoup de
chercheurs. Pour ses avantages comparés, nous avons choisi 1'outil ma-
thématique pour tenter de satisfaire aux deux premiéres conditions. Nous
n'en avons cependant pas utilisé toute la puissance en n'employant que des
mathématiques de niveau &lémentaire -~ c'est-d-dire le n8tre -. Outre

le niveau de qualification,ceci correspond également & l'arbitrage que

doit faire toute théorie entre la simplicité et le degré d'approximation.

Pourtant vitales, les deux derniéres phases restent cependant
faibles dans notre approche — et nous sommes en bonne compagnie sur ce

point ! - : dinsi que nous le montrerons, les résultats négatifs de



1'agrégation et les moyens disponibles ne permettent pas un test perti-

nent pour les deuxr mod8les. Le plus que l'on puisse dire est qu'ils ne

peuvent 8tre rejetés sur ces tests.

*3

*3

Rappelons que les deux derniéres &tapes sont certainement les points
faibles dans la méthode scientifique telle que décrite ci-dessus, lors-
qu'elle est appliquée aux Sciences humaines: les hypothdses du mod&le
de test se veulent:en général aussi importantes que celles du modéle
théorique. Thuillier (1971) donne un exposé approfondi de cette ques-
tion pour les théories scientifiques prises en général.



PARTIE I

DUALITE DES THTZ’OR_ZE’S DE LA DEMANDE ET DE

L'EVALUATION: RE,S ULTATS THE’ORZ QUES
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INTRODUCTIORN

La théorie de la consommation a pratiquement délaissé la '"théo-~
rie de 1'évaluation" pour la "théorie de la demande". Comme nous 1'avons
mentionné précédemment, rares sont les études qui ont envisagé la théorie
de 1’évaluation avec le méme esprit que celui qui a prévalu dans les tra-
vaux sur la théorie de la demande. Hoteling 1(1932), Wold (1943), Hicks
(1956) et,dans le courant de la dualité, Bronsard (1971) ont dégagé les
premiéres propriétés utilisant des normalisations avec un numéraire. Ils
ont insisté en particulier sur 1la variabiiité de leurs résultats par rap-
port au choix de ce numéraire. Ceci a des conséquences importantes au
niveau des applications: Hicks-Allen,aprés avoir défini leur crit@re
de substitution-complémentarité entre les biens d'abord dans 1l'espace des
valeurs ~ Hicks (1934), Allen (1934) -, l'ontabandonné ensuite pour cette
raison: Hicks (1937), (1946) \lui substitue son correspondant dans
1l'espace des biens oii ce probléme disparait - nous en donnons 1l'explication
en conclusion du Chapitre I -. ’Bronsard, Salvas-Bronsard, Zarra (1973)
rencontrent le méme probléme pour caractériser et calculer une structure
de taxation optimale pour 1'économie canadienne. L'allocation finale
d'un équilibre de monopole - Bronsard (1973, p. 265) - et celle d'un équi-
libre d'oligopoles - Gabszewick et Vial (1972) - dépendent aussi du choix
du numéraire. Le méme probléme se rencontre au niveau des propriétés de

*1 P
stabilité d'un équilibre = voir par exemple Mukherji (1973)-. Décri-

*]  Cette liste n'est pas exhaustive; on peut pratiquement affirmer que
cette question apparailt dés que 1l'on quitte 1'équilibre concurrentiel.



re 1l'ensemble de ces solutions est donc important.

L'existence de normalisation est en fait 3 la base du mécanis-—
me d'évaluation. Tout systéme de valeur nécessite un ancrage sur la réa-
lité pour &tre opérationnel et sa définition conditionne directement tous
les calculs qui l'emploient. Ce point est souvent négligé (car supposé
acquis), ce qui explique certainement en partie la faiblesse de la théo-
rie de 1'évaluation. Il nous semble donc pertinent de reprendre ici cer-

taines définitions de base.

Quelques définitions

Dans son ouvrage fondamental Allais (1943) distingue deux sys-

témes pour représenter 1'Etat et 1'évolution de 1'&conomie - (1943, p. 64

et suivantes) -:

i) le systéme des biens qui est une représentation physique
- qualifiée réelle - de la circulation et de 1'accumulation

des biens,

ii) les systémes des valeurs qui sont des représentations abs-
traites du systéme des biens en utilisant la notion de

"valeur".

Ces derniers sont des comptabilités du systéme des biens et

sont donc nécessairement des représentations biaisées. Ils permettent

11
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par contre de comparer dans des bases homogénes les &léments hétéro-

génes contenus dans le premier.

Toutefois cette comptabilité ne sera opérationnelle que si on
définit une correspondance stable entre les unités des systémes des va-
leurs et un ou plusieurs &léments du systéme des biens. Cette corres-
pondance peut cependant avoir une forme trés générale,comme nous le ver-—

roms.

Notons de suite que nous retiendrons une définition fonction-
nelle *2 de la "valeur". En particulier la valeur d'un élément du systé-
me des biens est la grandeur qu'on lui associe dans le systdme des va-
leurs correspondant, et la valeur de 1'unité d'un bien est appeléeson

prix.

L'unité de valeur doit donc &tre d&finie en dimension et en
mesure. Cette double définition de 1'unité de valeur é un r8le essentiel
dans les mécanismes d'évaluations et d'échanges dans la société. Elle
lul donne le réle de référentiél dans l'espace et le temps, pour les in-
dividus et la collectivité. En particulier elle permet aux agents de
communiquer dans la mé€me base. Cet avantage est particu}iérement sensi-
ble pour les &conomies ayant dépassé le niveau du troc,et explique en

partie cette &volution.

*2  Ainsi que le remarquent entre autres, dans des contextes différents,
Allais (1943), Robinson (1962), la discussion de la nature de la valeur
a fort peu de chancesde déboucher sur des notions opérationnelles. No-
tons cependant que la méthode employée ici pour 1'éviter est de la méme
nature que celle utilisée dans les sciences physiques et est fondamen-
talement tout aussi rigoureuse.
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La "condition de référence" d'une &conomie de compte

Choislssons, parmi les systémes des valeurs, le syst&me des
valeurs comptables pour brésenter en premiére approximation les &tats de
1'économie - c'est-3-dire que 1l'on ne reconnait 3 la monnaie que le rdle
d'unité de compte -~. La définition en dimension et mesure de 1'unité de
compte constitue la "condition de référence'" de 1l'économie dans la termi-
nologie d'Allais (1943, p. 67). La dimension de 1'unité de combte - et
ses fractions - sont définies par la loi. Raﬁpelons qu'historiquement
la dimension de la monnaie circulant et celle de la monnaie de compte

n'ont pas toujours été confondues

La définition de la mesure de 1'unité de compte est moins sim-
ple. Une solution consiste 3 fixer le prix comptable du médium d'échange
de 1'économie. Si celui-ci est un bien (ou plusieurs biens daﬁs le cas
de 1'€cu d'argent et du louis d'or), la fixation de son prix comptable
suffit & fonder le systéme des valeurs comptables. Faire varier cette
.définition est un instrument de politique monétaire de ces éconamies *4.

Si ce moyen d'échange n'est pas un bien ayant une utilité directe pour

*5
les agents, fixer son prix comptable n'est pas suffisant . La contrain-
p p

*3  En France, de la fin du rBgne de Charlemagne 3 la Réyolution, la li-
vre tournois et ses divisions jouaient le r8le de monnaie de compte
cependant que 1'&cu d'argent et le louis d'or servaient de monnaie
circulante. Sans contrepartie physique cette monnaie de compte a été
appelée aussi "monnaie imaginaire" ~ voir Einaudi (1936)-.

*4. Les difficultés du bimétallisme - voir Marchal (1968) - peuvent s'in-
terpréter également en ces termes.

*5 Le prix comptable du dollar est un dollar.
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te de sa disponibilité crée une relation sur les prix monétaires et ainsi
une relation sur les prix comptables. Cette relation suffit 3 fonder la
mesure de 1'unit@ de compte. Cette définition de 1'unité de compte est
donc sensible & tout phénom@ne affectant la liquidité de 1'économie.

Nous isolerons cet effet sous le terme d'inflation pure sur la forme
significative des fonctions d'évaluation marginale . Renvoyant cepen-—
dant au Chapitre I pour des notations plus précises, nous pouvons for-
maliser d8s mainfenant la définition de la mesure s de 1l'unité de compte,
dans sa forme la plus générale, comme une foncfion des prix comptables

P, que nous &crirons !sous la forme:
1 - s =uw'p

ol w est un vecteur de poids. La dimension de 1'unité de compte est dé-

crite par 1'équation dimensionnelle associée. Par exemple,

1 = (0yueey 1/32)  (Ppsenes B )"

$ = (2,..., once) (2,..., $/once)’,

est une définition de 1'unité de compte dollar par rapport au bien-or du

systéme des biens.

Cette condition de référence,ou normalisation collective,est
une contrainte que chaque agent doit respectermais qu'il n'est pas obli-
gé par contre d'utiliser dans ses calculs personnels. Le touriste dans

un Pays @tranger n'effectue certainement pas ses calculs personnels 3
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1'aide de la condition de référence du pays visité,mais il la respecte

dans ses actions sur le marché.

Prix personnels et é&valuations marginales

Ceci nous améne 3 distinguer entre prix personnels et évalug-

tions marginales.

Pour tout complexe de biens, les prix personnels de 1'individu
sont définis en méme temps que les utilités marginales et ne sont qu'une
. h -
transformation sur ces dernieres. Si u est son vecteur d'utilités mar-
. h . h
ginales pour un complexe de biens, o un scalaire, le vecteur T des prix

personnels de 1'individu h vérifie donc,
() ™=l

La dimension de ces prix personnels peut €tre celle de 1l'éco~
nomie dans laquelle il é&volue, celle d'une autre &conomie - dans le cas
du touriste par exemple -, celle d'une unité de compte disparue - aprés
1959 et 1l'opération nouveaux francs, de nombreux Frangais ont continué
d'évaluer en anciens francs -, ou méme celle d'autres biens - travail,
avoirs personnels -. La normalisation qui soutient ce systéme lui est
fournie par son expérience dans un contexte institutionnel quelconque.

Formalisons cette normalisation par:

1
(3) sh = wh ﬂh s
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ol wh est un vecteur de pondérations,'sh la mesure de 1l'unité de compte
personnelle. Avec (2) et (3)7le syst®me de prix personnels se définit
alors aussi par:
h h h, '"h h, h
4) m (xh,s) = (s /w u) u
x! "X,
Les évaluations marginales sont 1'expression des prix person-
nels dans 1'unité de compte de 1'&conomie. Celles-ci respectent (1), 1la
condition de référence de 1'économie. Notons ph le vecteur d'évaluations
marginales du consommateur h; celles-ci vérifient avec (1),
h _ y. b, h
(5) P (s/w'u ) u_.
Ce systéme est proportionnel 3 celui des prix personnels.
Par s il est exprimé dans la dimension de 1l'unité de compte;la régle
de conversion entre prix personnels et &valuations marginales, est donnée
avec (4) et (5), par:
¥
(6) P o= (s/8M) (@ Puwta®
b4 X
h . .
(s/s*) supporte le changement de dimension entre prix personnels et éva-

luations marginales lorsque celles-ci sont différentes.

Rappellons qu’d 1l'équilibre du consommateur, les &valuations

marginales sont &gales aux prix d'équilibre de l'’économie considérée.
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Par 1la suite nous &tudierons seulement les évaluations mar-

ginales du consommateur,et ce pour différentes raisons:

i) (6) permet de les relier au plan théorique au systéme de

prix personnels,

ii)  elles sont l'aboutissement du processus d'évaluation du

consommateur,en ce sens qu'elles seules lui permettent de

communiquer avec les autres agents,

iii) elles sont observables et leurs propriétés testables em-

piriquement ainsi que nous le montrerons,

iv)  elles ont le méme niveau de généralité que les fonctions

de demande,comme nous le montrerons &galement.



CHAPITRE . T

LE DIFFEOMORPHISME DE LA DEMANDE
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INTRODUCTION

Ainsi que nous l'avons mentionné en introduction, les travaux
portant sur l’évaluation n’ont pas fourni une théorie qui,basée sur des
définitions suffisamment générales, permettait de dériver des résultats

opérationnels dont le domaine de validité soit trds large.

Cette absence de généralité est illustrée en particulier par
la variété des appellations qui ont &t& utilisées. Hurwicz (1971 ch. 9)
propose "prix-demandés" versus "quantités-demandées"pour la demande usu-
elle mais reste dans le cadre d'une normalisation spécifique. Malinvaud
(1971b) emploie "propension marginale 3 bayer". Pearce (1964) les qua-
lifie de "fonctions de demande martienne ". T1 insiste cependant sur
leur utilité pour les planificateurs *l. Finalement Hicks (1956) utilise
"évaluations marginales". Nous reprendrons sa terminologie car la défini-
tion que nous avons donnéed ce concept dans 1'introduction généralise
son approche. Le terme foncfion inverse *2 de demande séra un synonyme

de fonction d'évaluation marginale.

*1  Voulant d'abord traduire formellement le chapitre IX de Hicks (1956)-voir

Pearce (1964 p. 57) -  Pearce développe ensuite des résultats
que nous ne pourrons cependant pas interpréter comme cas particuliers
de ceux de notre &tude,qui veut mettre 1'accent sur la dualité dans
la théorie de la consommation.

*2  Le présent chapitre fera les hypoth3ses nécessaires i 1'existence de
fonctions de demande. Ces hypoth8ses ne sont cependant pas essentiel-
les 3 notre démarche. Le second chapitre,old 1l'on dérivera directement
les fonctions d'évaluations marginales,sera compatible avec 1'existence
de correspondances de demande.



L'absence de généralité illustrée par cette variété d'appel-
lations est due au fait que ces travaux se sont heurtés au probléme de
1'inversion des systémes de fonctions de demande qu'ils ont contourné

avec des solutions spécifiques.

N'intégrant pas la condition de ré&férence du systéme des va-
leurs explicitement ~ et sous une forme générale -, ces démarches condui-~
sent 3 exprimer des &valuations en prix relatifs,et non en prix compta-
bles. Méme s'illeur est toujours possible de revenir aux évaluations mar-—
ginales (exprimées en termesde 1'unité de COmbte,mais avec la normalisa-
tion particuliére qu'ils ont posée), elles ne montrent pas comment ces
€valuations marginales sont une facette différente du phénoméne de la

demande.

Nous mettons 1l'accent dané ce chapitre sur la dualité &étroite
existant entre les deux théories sous de bonnes conditions analytiques.
Aprés avoir construit un difféomorphisme entre 1'espace des valeurs et
celui des biens avec les fonctions d'évaluation marginale et les fonc-
tions de demande, nous préciserons les propriétés de leurs formes diffé-
rentielles. Partant de leurs différentielles directes dont les proprié-
tés théoriques et empiriques sont faibles, nous donnerons finalement des

formes ayant des propriétés théoriques et empiriques plus consistantes.

Nous progresserons en faisant des hypoth&ses sur les fonctions

de demande et en montrant comment leurs propriétés se transposent sur les

20



évaluations marginales. L'opposé peut 8tre également fait - & condition

d'avoir déj3 une théorie des évaluations marginales -.

La Section I formalisera d'abord le probléme et montrera en
particulier les approches habituelles et 1'impasse dans laquelle elles
s'engagent. Nous proposerons une solution générale permettant de mon-
trer comment,sous de bonnes conditions analytiques, on peut passer des
fonctions d'évaluation marginale aux fonctions de demande et vice versa.
Finalement nous considérerons les premiers résultats sur les formes dif-

férentielles de ces fonctions.

Dans la Section II nous continuerons de caractériser de fa-
¢on duale les formes différentielles de ces fonctions: la définition
de la matrice d' Antonnelli généralisée et sa caractédrisation relative-
ment 3 la matrice de Slutsky d&boucheront sur les formes différentielles

significatives des fonctions de demande et des fonctions d'évaluation

marginale .

21
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SECTION I. CONSTRUCTION ET PREMIERS RESULTATS

Le premier paragraphe précise au plan formel notre probléme.
Dans le paragraphe deux, aprés y avoir dé&veloppé les approches classiques,
nous présenterons notre alternative. Le troisidme paragraphe donnera les

relations de dualité brutes.

§1. Notations, premiéres hypoth&ses et positions vis-3-vis du probléme

Notons x = f(p,m) la transformation représentant le syst&me
de fonctions de demande, définie de P XM dans X. P est 1'espace des n
prix strictement positifs, P- = {p ¢ IEn]p >>‘0}*3, M est 1'espace revenu,
M= {mn e IElm > 0}. X, 1'espace quantité est une partie convexe, fermée
et bornée inférieurement de TE". X contilent le vecteur nul de IE" et

- * %
tout vecteur x tel que x 2 x ou x appartient 3 X.

Nous supposerons dans ce chapitre que ce systéme de demande
épuise toujours le revenu du consommateur c'est-3-dire que p'x = m.
i

Nous supposons &galement que: |

(H2) Le consommateur n'est pas sujet @ L'illusion comptable

*3  IE désigne l'espace euclidien. Nous noterons x >> y la relation
entre deux vecteurs x et -y de TE lorsque xii’Vi, 2 1l,..4,0; X > ¥
lorsque x¥ > yl, v 1 =1,...,n et x # y; X >y lorsque xi » yl,
Vi=4,...,n. x' est le Vecteur transposé de x.



Cette hypothése résume toute la signification de celle d’ab-

sence d'illusion monétaire. Une variation équiproportionnelle des prix

comptables et des revenus nominaux n'affecte pas le choix du consommateur.

Ne prétendant pas &tre général dars nos hypothéses techniques,
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nous nous donnerons toujours de bonnes conditions analytiques. Nous suppo-

serons donc que:

(H1 a) f est une fois continuement différentiable sur P% M. ( f €

1
C (Px M)

X étant de dimension n, P x M de dimension n + 1, la transfor-
mation f n'est pas inversable - voir Spivak (1965 p. 39). Il n'est donc
pas possible d’'obtenir des fonctions exprimant les prix et revenus en

fonction des quantités en inversant directement f.

Pour lever cet obstacle, la théorie classique utilise comme
forme équivalented 1'hypothése d' ''absence d'illusion monétaire'", la
proposition que les consommateurs effectuent leurs calculs en termes

réels.

La version la plus ancienne et la plus répandue de ceci con-
siste a supposer l'existence d'un numéraire dont le prix est fixé. Ceci
permet de traduire les calculs du consommateur & partir des prix relatifs

3 ce numéraire.



Si n est 1l'indice du bien numéraire, définissons P* 1'espace
des prix relatifs @ n et M* 1'’espace des revenus réels normalisé&spar n
"

\ - n- =
ou P*¥ = {p* e TE [p*,l] xp € P} et M* = {m*ezlElm* XP_ € M},

Le systéme des quantités demandes s'écrira alors
x = £ (p,,1,m)).

f est alors définie de P* x {1} x M* sur X, c'est-d-dire

encore par f,, sa restriction a P* x M* définie par
f* (p*) m*) - f (_P*’]-)m*)'
S5i on suppose que:

(H3") £, est une fois continuement différentiable sur P, x M,
et de plus appartient @ l'ensemble des Cl ~difféomorphismes

de X et P* x M¥%,

la structure d'hypothéses ((H2), (H3')) est cohérente.

Le systéme de demande peut s'inverser et respecter (H2). Il

existe alors des fonctions g, et h, définies de P* x M* dans X telles que

gy (%)

% h* (X):

ja=)
%
1

24
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et telles que f (g* (x),l,h* x)) = x. Alors (g*,h*) forme le syst@me

classique d’'évaluations en prix relatifs.

I1 est nécessaire de spécifier en plus ' la nature et le prix
du numéraire si on désire transposer ces évaluations dans les prix comp-
tables afin qu’elles contiennent 1'information suffisante pour que les

*4
agents économiques puissent communiquer entre eux .

On n'aura cependant pas donné aux évaluations marginales la
méme généralité qu'’aux fonctions de demande. Leurs propriétés dépenderont

en particulier de 1l'existence du numéraire et de son identification.

Ure autre approche est possible pour lever 1’obstacle de 1'ex-
istence de fonctions d'é&valuations marginales via 1'inversion des systs-

mes de fonctions de demande.

Elle consiste 3 border le systéme de demande f par une n + 1ieme

relation permettant ainsi de faire disparaftre du méme coup le probléme

A~

de dimension et celui de singularité dd & 1'homogénéité de degré zéro de

f. Les approches classiques n'ont pas développé cette possibilité de manidre

me

. s . . ie . ~
significative et c'est sur le choix de cette n + 1 relation et sa portée

que repose notre travail.

*4  Pearce (1964 p. 58) ainsi que la littérature centrée sur la dualité
(Lau (1970) Diewert (1973a)...)utilisent la normalisation p/m qui con-
duit 3 la m@me indétermination,
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Lorsqu'on dérive les fonctions de demande f des conditions
du premier ordre de la maximisation d'une fonction d'utilitéd sous con-
*

. ' . . - . . 5
trainte, par l'application du th&oré&me des fonctions implicites ,on

est amené 3 dégager le syst&me

£ (p,m)
A (p,m)

b
3]

>
1

ou A est 1'utilité@ marginale du revenu. Ce systdme est inversable, mais
comme le note Pearce (1964 p. 58) le syst8me inverse présente peu d'inté-

rét car il dépend par A de 1'indice d'utilité choisi.

Cependant cette approche szuggdre une alternative plus signi-
ficative qui consiste A border le systéme de demande f par la solution

de référence définissant 1'unité de compte.

Dans un environnement de prix comptables et de revenu donnés,
le consommateur détermine les quantités demandées. Cependant ce syst&me
de prix comptables vérifie nécessairement la condition de référence qui le
définit. La prise en compte de cette régle de normalisation nous fourni-
ra une relation supplémentaire significative qui nous permettra de dériver

directement les &valuations marginales en prix comptables.

*5 Nous reprendromns ce calcul dans le Chapitre II.



27

§ 2. Les systémes de demandes et d'&valuations marginales

Nous formalisons la condition de référence que doit respec-~
ter le systéme de prix comptables dans sa forme la plus générale par une

fonction e définie de Px M dans S par s= e (p,m) avec S = {s eTIEls > 0}.

Cette normalisation sur le syst@me de prixprovient des con-
traintes institutionnelles. Dépendant de ce cadre elle peut @tre la méme

pour tous les individus,et peut avoir les formes rencontré&es habituelle—

. n . n
ment dans la littérature: s= P,s S —iil P> 8 —151 ai pi, ol les ai

sont des pondérations...

La forme générale proposée ici prend ces formes comme cas particuliers.

Notons que cette normalisation peut &tre individualisée dans
certains cadres institutionnels (pour certaines procédures de pianifica—
tions par exemple - voir Malinvaud (197lach.8)). Cependant la forme s = m
rencontrée fréquemment en théorie de la dualité appliquée 3 la structure
des fonctions d'utilit@ (Houthakker(1960), Samuelson (1965) (1969),
Lau (1969), Diewert(1973a)...) n'est pas une'forme tras significative
pour une condition de r&férence d'un syst@me de prix comptables d'une
€conomie de marché. Elle doit &tre interprétée comme définissant le sys-—
téme de prix personnels du consommateur. De plus,Blackorby, Primont,
Russel (1975a) ont montré que la normalisation n'était pas essentielle 3

1'étude de la structure des fonctions d'utilité.



Pour E€tre effective 1a régle de normalisation doit 8tre in-
dex€e sur les prix (et possiblement les revenus). Nous supposons donc
que
(H4) e (p,m) est homogéne de degré r positif en p et m.

Dans ce cadre d'hypothé&sesle syst@me complet de demande prend la forme

1.1

»
n

£f (p,m)

€ (P’m)

10}
]

L'hypothése de différentiabilité sur f((Hl a))peut Etre complétée par

celle de e((Hl b))et on notera (H1):
(H1 a) f est une fois continuement différentiable sur P x M

(H1 b) e est une fois continuement différentiable sur P x M

Notons J(f s) la matrice jacobienne de (f,s)
b ] -

3f/%p 9f/ 9m F £

= - m

J
(£,s) 3s/3p as/ om eé £

oi F est la matrice des effets-prix (effets de substitution bruts selon

Green (1971), effets de substitution apparentsselon Solari (1971)...),

28
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£ est le vecteur des effets-revenus,

e est le vecteur des pondérations brutes des prix de biens dans la

normalisation,
£ est la pondération du revenu dans la normalisation.

Sous (H4),(ep, em) peuvent Etre interprétés &galement comme

des coefficients d'indexation pour les &valuations marginales.

Par (H1 a), (H4) et m = p'x la condition de référence peut
également s'écrire avec le théor@me d'Euler (vair par exemple Lancaster

(1968)),

s = (l/r)(e; + x'ém) p

que nous noterons aussi

avec,

w' = (1/r)(e£ + x'em).

Par ailleurs (H1) peut €tre aussi renforcée par,

(H3) (f,e) appartient a l'ensemble des

ct ~difféomorphismes de X X S.ét P X M
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La structure d'hypoth&ses((H2), (H3), (H4)) est cohérente
et 11 existe alors une transformation inverse de (1.1) définie de XX §

dans P x M7 telle que

(1.2) p g(x,s),

h(x,s).

B
1

g est le systéme d'évaluations marginales du consommateur. Elles sont
fonctions des quantités offertes et de 1'unité de compte qui définit la

dimension et la normalisation. h est 1'évaluation par le consommateur

de son revenu nominal en termes de 1'unité de compte.
La matrice jacobienne de (g,f) existe par (H3) et sera notée .

dg/dx  Jg/3s G g

J =
h
(8:1) sn/ox  on/es B!
ot G est la matrice des effets—quantités,
g _est le vecteur-des effets d'une variation de la normalisation
sur les évaluations marginales, c'est-d-dire des effets d'échelle
sur les évaluations marginales,

h est le vecteur des recettes marginales,

n_est l'effet d'une variation de la normalisation sur 1'&valuation

du revenu nominal.
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Considérons les propriétés des formes différentides de ces

fonctions de demande et fonctions d'évaluation marginale .
La différentiation directe de x = f (p,m) donnée par
(r.1") dx = Fdp + fmdm,

permet de décomposer une variation de la demande en un effet - prix

et un effet-revenu.
De méme la différentiation de p = g (x,s) donnée par
(1.2 v dp = Gdx + gsds,

permet de décomposer une variation des &valuations marginales en un

effet-quantité et un effet de variation de normalisation.

Ces deux formes se prétent mal 3 des tests empiriques.

Voyons cependant les implications empiriques qu’on peut en tirer.

Considérons la différentiation de m = p'x dans 1'espace

P x M: on a sous (H1 ),

]
b
4
o]
o
3

(1.3) 0
(1.4) 1

mn
o
Hh



Par (1.3) une variation des prix laissant le revenu nominal
de 1’individu inchangé wva modifier son allocation entre les biens via

les effets - prix.

(1.4) est la propriété classique d'agrégation sur les biens:

"le dollar marginal est intégralement dépensé sur les biens".

Finalement sous (Hl ) avec le théoréme d'Euler, l’hypoth&se

d’absence d'illusion comptable (H2) se traduit par
(1.3%) Fp + fmm = 0.

Ainsi (1.3), (1.3'), (1.4) sont les restrictions portant sur la forme

différentiée

(1.1 . dx = Fdp + fmdm,

des fonctions de demande.

La différentiation de m = p'x dans 1l'espace X x S donne

sous (H 3):
(1.5) h; g p' + x'G,
(1.6) n. & x'g
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qui ne peuvent &tre directement transposés sur
(1.2") dp = Gdx + gsds .

Complémentairement 3 la structure des préférences du consomma-
teur, la théorie de la demande a développé d'autres propriétés de symé-
trie et convexité&, qui ne peuvent &tre testées sur la forme différentiel-

-le (1.1'). Comme il est classique de le faire nous dégagerons une alternative

d (1.1') basée sur la matrice de Slutsky qui supportera toutes ces proprié~
tés. Nous montrerons comment on peut faire de méme pour la différentiel-

le des fonctions d’évaluations marginales et (1.2').

Ainsi on définira dans la suite par

-

K = F + f£x'
m

la matrice de Slutsky que 1l'on identifiera 3 la matrice des effets de

substitution nette de Hicks (voir appendice A).

Sous (H1 ) cette matrice vérifie la propriété p'K = 0 dont

la démonstration est &vidente par (1.3) et (1.4).

De plus sous (H1 ) et (H2)- la propriété d'homogénéité- la

matrice K vérifie Kp £ 0 qui est équivalente 3 (1.3').
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La méme argumentation nous aménera i définir dans la section
suivante la matrice d'Antonnelli généralisée. Considérons d'abord les

premiéres propriétés découlant du difféomorphisme de la demande.

§ 3. Relations de dualité& brute

Sous (H3) les matrices jacobiennes des transformations (f,e)

et (g,h), vérifient

Tig,e) Tgn) Fhas,

T,y Jg,e) E

Explicitons successivement ces deux relations de dualité entre

les deux transformations. On a alors

| =
(1.7) FG + fmh x - In,
(1.8) . ng + fmns =0,
1 \J =
(1.9) v epG + Emhx 0,

'e 4 =
(1.10) epgs €Ng 1,



‘puis ’

(1.11) GF «+ gseé = In,
(1.12) Gfm + 8.E = 0,
(1.13) h;F + nséé = 0,
(1.14) h}’(fm-!- nsem =z 1 .

De ces relations de dualité brute découlent un ensemble de résultats:

Résultat (1.1): Sous (H3), la matrice des effets-quantités G est g-

*
inverse 6 de la matrice de Slutsky. Sous (H3) et
Em = 0 elles sont g — inverses réflexives. Sous (H43)
et € = 0 1la matrice des effets -prix F est g - in-

verse de la matrice des effets-quantités G.

Preuve: Par (1.7) et (1.5) on a
G G
' = =
(1.15) , [F fm] h! | = [F fm] b 4 x'G | C I

*6  Une matrice A est g-inverse d'une matrice B si BAB = B. Elle est g-
inverse réflexive si de plus ABA = A. Elle est inverse généralisée
au sens de Moore - Penrose si elle est g— inverse réflexive et si
(AB)' = (AB) et (BA)' = BA (voir Rao-Mitra (1971)).
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que 1l'on peut encoxe écrire comme KG + fmp' = In. Ceci implique avec

pP'K =0,

(1.16) KGK = K.

Si Em = 0, compte tenu de (1.12), KG + fmp' = In prémultiplié par
G s'écrit

(1.16) GKG = G.

Si € = 0, compte tenu de (1.12), (1.7) prémultiplié par G implique
GFG = G. A

Rappelons que le cas € = 0 correspond & une classe de conditions de

références significatives pour une &conomie de marché.

Résultat (1.2): Sous ((H2), (H3)) et Em = 0, les évaluations marginales

sont colinéaires aux effets d'échelles 8 et plus précisément

= ' .
P (ep P) 8

Preuve: (1.11) postmultipliée par p donne avec . Kp = 0,

. - + ' =
(1.17) mem gsep P P.
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Si em = 0, on a alors directement par (1.12)

(1.18) 13 = (el') p) B+ A

Résultats (1.3): Sous ((H2), (H3), (H4)), les fonctions d'évaluations

marginales sont homogénes de degré 1/r en s - et donc
p = (rs) g, ~» les évaluations du revenu sont également

homogénes de degré (1/r) en s - et donc m = (rs)nS -

Preuve: Reprenons de la preuve précédente 1’expression

. .
mem + gSep P

H
e’

Compte tenu de (1.12), on a alors

+ e! =
8 (em m ep p)

t
o

Cependant (H4) implique e m + e;p = rw'p et
(1.19) p - (r s) 8-

Une variation dans le niveau de 1'unité de compte - la loi
double le prix de 1'or par exemple -~ entraine une variation proportion-
nelle des éyaluations marginales. On remarquera que les résultats (1.18)

et (1.19) sont cohérents avec 1'absence d'illusion comptable de 1l'individu.
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Il enregistre automatiquement dans ses évaluations marginales toute
variation dans la condition de référence, 1’ampleur de cet ajustement

dépendant de r.

La fin du résultat (1.3) s'obtient directement en prémulti-

pliant (1.19) par w'.En tenant compte de s = w'p,on a en effet:

(1.20) 1=r w'gs,

qui est la contrepartie duale de (1.4). (1.19) dans (1.6) fournit direc-

tement la relation sur 1'évaluation du revenu:

(1.21) m = (r s) n,- A



SECTION II. LA MATRICE D'ANTONNELLI GENEFRALISEE ET LA CARACTRRISATION

RELATIVE DU SYSTEME D'fVALUATIONS MARGINALES

Ainsi que nous l'avons noté en introduction, un certain nom-
bre de travaux ont abordé la caractérisation des fonctions d'évaluations
marginales avec les régles de normalisation spécifiques. Les travaux
les plus complets dans cette approche sont certainement ceux de Bronsard
(1971), Katzner (1970 ch. 3) qui utilisent la normalisation pn =1 et
ceux de Diewert (1973a) avec la normalisation m = 1. Rappelons que les
propriétés dérivées par Pearce (1964) avec cette dernidre normalisation

ne sont que partiellement duales de celles de la demande.

Ayant défini ~ paragraphe 1 - une matrice d'Antonnelli géné-
ralisée, nous caractériserons ses propriétés relativement 3 celles de la
matrice de Slutsky. Nous dégagerons dans le second paragraphe la forme

différentielle significative des fonctions d'évaluation marginale .

§ 1. La matrice d'Antonnelli généralisée

Par (1.3) la matrice de Slutsky peut s'écrire sous la forme

(1.22) K= (I -fp') F.

Définissons la matrice d'Antonnelli généralisée comme la

matrice formellement duale dans l'espace X X S.
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(1.23) H= G [1_ - (1/s) wp'l.
On remarquera que [In - (1/s) wp'lw =0 imblique
(1.24) Hw = 0 .

La matrice d'Antonnelli - Hicks - Allen définie & partir de
la normalisation pn = 1 = s appartient bien 3 la classe des matrices
H. -Voir par exemple Karzner (1970), Bronsard (1971)...- De méme la ma-

~

trice K définie par Diewert (1973a) avec la normalisation p = 1 Y appar-
tient aussi - au facteur m prés -.

La premiére définition de 1l'effet de substitution - Hicks
(1934), Allen (1934) -, bas@e sur la matrice d’Antonnelli - Hicks - Allen,
permet de justifier d&j3 partiellement 1'interprétation de H comme une
matrice d'effets de substitutions généralis@e caractérisant une structure

de substitution - complémentarité définie sur les &valuations marginales.

Nous &taierons cette interprétation en conclusion 3 ce cha-

pitre et au cours des Chapitres II et III.

Montrons d'abord que la dualité entre H et K n'est pas seu-

lement formelle. Ceci se traduit dans la série suivante de résultats.

*7 Dans le cas w ¥ x cette propriété a la forme Hx = 0 qui est formel-
lement duale de p'K = 0. Utilisée abondamment en thdorie de la duali-
té,elle présente cependant peu d'intér8t par la normalisation qu'elle
implique.



Résultat (1.4): Sous (H3), H est g - inverse de K. Sous (H3) et

e = 0, elle est g - inverse réflexive de K.

Preuve: KHK = KG [In - (1/s)wp’IK par p'K = 0 et le résultat (1.1,

s'écrit

(1.25) KHK = KGK = K.
HKH = G [In— (l/s)wp'] KG [In - (l/s)wp'] s'écrit avec p'kK = 0,
HKH = GKG [In - (1/s)wp'] qui s'écrit, avec e, = 0 et le résul~
tat (1.1),

HKH = G [-In - (1/s)wp'l = H. A

Remarquons que ce résultat ne requiert pas les hypothdses (H4) et (H2).

Résultat (1.5): Sous ((H3), (H4)), H est g - inverse réflexive de K -
c'est~3-dire que HKH = H et KHK = H -, et de plus

w'H = 0.

Preuve: (1.9) combiné avec (1.5) donne e; G 4-€m (p'*—lx'G) = 0.

la définition de pér (H4) implique alors
(1.27) w'G = - (l/r)€mp'.
Comme on a

(1.28) p' [I_ - A/s)up'] =0,
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ceci implique aussi avec (1.27),
(1.29) w'H = 0.
Compte tenu de p'K = 0, le produit HK s'écrit HK = GK = GF ¢ Gfmx’.

(1.11) et (1.12) permettent de le récrire HK = In . (e; + emx').

Avec (1.19) et la définition de w, on obtient finalement:
(1.30) HK = In - (1/s8) pw'.

I1 suffit de reprendre (1.29) pour construire

(1.31) HKH = H.

H étant déja g - inverse de K par (H3) - résultat(1.4)—, elles sont g -

inversesréflexives avec (H4) et (1.31). A

On remarquera la propriété (1.27) sur les effets ~ quantités
et sa forme w'G = 0 lorsque e = 0. La propriété (1.30) est 3 la base
de la dualité des deux théories ainsi que 1'illustrera la construction

des fonctions d'évaluations marginales sous forme différentiée. t

Résultat (1.6): Sous ((H3), (H4)), l'équation fondamentale de la dualité

de la demande est donnée par



(1.32) H (1/s)p K w I 0

(1/s)p' 0 w' 0 0 1

Preuve: Elle est immédiate,compte tenu de (1.30), Hw = 0,

P'K = 0 et de la définition de s. A
Malgré le fait que H puisse &tre définie comme 1'inverse

g — réflexive de K (comme &tant donc une classe de matrices), on remar-

quera que,pour w donné, H est unique car appartenant 3 1'inverse de

Ce point devient clair avec le résultat (1.7).

Résultat (1.7): Sous ((H3), (H4)),

i) 1la matrice de Slutsky est de rang n-1,

ii) 1la matrice d'Antonnelli est de rang n-1.
Preuve: Cette preuve s'appuie sur un lemme.

Lemme 1. (Barten - Kloek - Lempers ( 1969, lemme 2)):

*8 Ce point nous a &té mentionné par un arbitre anonyme de la revue
Econometrica.
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Si la matrice /A =

est d'ordre (n + 1)X(n + 1) et non singuliére,alors A d'ordre n x n est

au moins de rang n - 1.

Preuve du lemme: Supposons A de rang n-2, alors il existe El et Ez

deux vecteurs non colinéaires non nuls>tels que

et/ou C i) EiA =0 et EéA = 0 est vrai,
et/ou L ii) AEl =0 et AEZ = 0 est vrai,
et/ou iii) AEl = 0 et EzA = 0 ou son opposé est vrai.

On a de plus Ei aZ%0 et &é a Z 0 nécessairement, sinon [£!,0] et [g!,0]

"annuleraient" A dans au moins un des cas i), ii), iidi).

e 1= = 1 _. ' " -—
Considérons 53 (El a)E2 (52 a)gl, alors (EB,O) annule
rait" A dans 1'un des cas i),ii), iii) avec €3 £0 et A ne serait pas

de rang n + 1. A

Appliqué & K dans 1l'&quation (1.32) ce lemme implique que
K soit de rang supérieur a n - 2, Par p'K 2 0, K est de rang n - 1. La

méme démonstration donne le résultat pour H. A
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Aprés la premiére formulation donnée par Slutsky (1915) dans
le cas de deux biens, Samuelson (1947) a rassemblé les implications em-

piriques de la théorie de la demande sous la série de propriétés:

p'fm 21, P'K =0 (propriété d'additivité),

Kp = 0 (homogénéité des fonctions de demande)7

K EvK' (symétrie des effets de substitution nets),
'Kz € 0,V C e IE® (convexité& des ﬁréférences).

A 1'aide des hypoth8ses de difféomorphisme ((H3)), et d'homo-
généité de la normalisation ((H4)), nous avons développé les relations de
dualité directes entre H et K et les conséquences de 1'homogénéité des fonc-
tions de demande (H2) sur celles-ci. Il nous reste 3 considérer mainte-
nant les propriété@s correspondantes aux deux dernidres propriétés signi-
ficatives des fonctiéns de demande pour la matrice d'Antonnelli généra-

lisée. Nous poserons ces propriétés par hypothd@ses sur K c'est-i-dire:
(H5)  La matrice des effets de substitutions nets est symétrique,

(H6)  La matrice des effets de substitutions nets est semi définie

négative.



46

On obtient alors la série suivante de résultats:

Résultat (1.8): Sous ((H3), (H4), (H5)), la matrice d'Antonnelli géné-

ralisée H est symétrique - c'est-3-dire H = H' -.

Preuve: Il suffit de remarquer sur (1.32) que l'inverse d'une matrice

symétrique est symétrique. A

Résultat (1.9): Sous ((H3), (H4), (HS5), (H6)), la matrice d'Antonnelli

généralisée est semi définie négative - c'est-d-dire

T'HL S 0, V ¢ ¢ IE® -.

Preuve: Par le résultat (1.5) on a HKH = H. K &tant symétrique semi
définie négative, HKH l'est aussi (voir Balestra (1972 p. 180)),

et donc H l'est également. A

En résumé les propriétés classiques de la demande ont leurs
correspondants duaux sur la matrice d'Antonnelli généralisée. On remar-
quera que si l'on avait fait les hypoth&ses de symétrie et de négativité

sur la matrice H,elles se seraient transposé&es de la méme manidre sur K.

I1 nous reste donc & montrer en quoi ces propriétés sur H

sont bien des propriété€s sur les évaluations marginales.
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8 2. Les fonctions d'évaluations marginales sous leur forme différentide

Soit

dx F
(1.33) = dp + dm)

_ds | _e pJ i %m J

la forme différentielle de (1.1)le systéme de demande bordé.

Compte tenu de dm = p'dx + x'dp, la forme significative du

systéme de demande sous forme différentiée s'écrit
(1.34) dx = Kdp + fmp' dx.

Une variation des quantité&s demandées due 3 une variation de
prix et revenu se décompose comme la somme d'un effet de substitution net
(Kdp), et d'un effet de revenu réel (gn p'dx). (1.34) supporte les impli-

cations empiriques de la demande (Samuelson (1947)).
On a de méme pour la condition de référence:
(1.35) ds = e'pdp + emdm.

Une variation dans les prix comptables et/ou dans le revenu

nominal peut €tre provoquée par une variation dans la normalisation.



Prémultiplions (1.34) ?ar H, compte tenu de
(1.30) HK S I - (1/s)pu,
on obtient
(1.36) dp = Hdx 4+ (1/s)pw'dp - Hfmp’ dx.

(1.36) est la forme significative des évaluations marginales sous forme

différentiée.

Une variation des &valuations marginales peut &tre due 3

trois effets:

i) un effet de substitution net (Hdx), traduisant 1'impact d'une varia-
‘tion dans 1'offre, compte tenu de la structure de substitution - com-

plémentarité au sens de Hicks (1934) et Allen (1934),

ii) un effet d'inflation pur ((1/s)pw'dp) provenant d'une variation dans

la condition de référence,

iii) un effet de revenu réel (—Hfm p'dx) traduisant une variation dans
1'évaluation des biens provoquée .par une variation réelle du revenu,

et tenant compte de la structure d'Engel des biens (biens supérieurs,

normaux ou inférieurs).
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(1.36) est la contrepartie duale de (1.34). Cette forme

est testable empiriquement avec
w'Hf =0, w'H=0,H=H' et C'HL €0, V[ e IE,
comme restrictions sous les hypothéses (H2), (H3), (H4), (H5), (H6).

On obtient une forme voisine de (1.36) avec (1.2'), le ré-

sultat (1.3) et la définition (1.23) de H’c'est—a-dire
(1.37) dp = Hdx + (1/s) G wp'dx + (1/rs)p ds.

Cette forme ne s'identifie cependant pas terme 3 terme avec

(1.36) lorsque em £ 0. En effet, avec (1.35) et sa forme développée
ds = e; dp + emp'dx + emx'dp,

(1.37) se réécrit:

(1.38) dp = Hdx + (1/s) [Gw + (l/r)pem] p'dx + (1/s) (w'dp) p

qui est une autre version de (1.36). Notons que comﬁte tenu de (1.27),

on a bien w' [Gw + 1/x psm] = 0.

On a également comme conséquence de (H5), (H6):
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Résultat (1.10): Sous ((H3), (H4), (H5), (H6)), la matrice G des effets—~

quantités vérifie 1la relation Z G [ < 0O pour tout

vecteur non nul g deIEn, tel que g'p = 0.

Preuve: Par le résultat (1.7), K est de rang (n-1) et admet p comme
vecteur  propre associé a 0O,et le résultat (1.1) montre que
K = KGK. Tout vecteur [ dans l'ensemble des vecteurs de IEn
orthogonaux 5@ peut donc s'écrire § = KZol L est un vecteur
choisi adéquatement dans cet ensemble. Ainsi quelque soit
de IE" non nul et orthogonal da pon a §'G ¢ =C'KGKLZ=CZ'KZ

< 0 par (H5) et (H6). A

Ce résultat est la forme générale de la propriété obtenue par
Wold (1943 p. 72) dans le cadre de la normalisation s = P,- Ainsi que nous
le montrerons dans le second chapitre)cette propriété est une conséquence
directe de la stricte quasi~concavité de la fonction d'utilité qui sous-
tend les fonctions de demande et d'évaluation. En effet nous savons que,
pour les fonctions de demande,la différentabilité&, (H5) et (H6) suffisent
4 assurer leur intégrabilité et l'exi;tence de cette fonction d'utilité.
La méme implication existe au niveau des fonctions d'&valuation margina-

le: ce sera 1'un des résultats du Chapitre II.



CONCLUSTION

La dualité étroite que nous avons établieentre les formes
et propriétés des fonctions de demande et celles des fonctions d'évalua-
tion marginale montre bien que les deux concepts ont le méme niveau de
généralité et recouvrent le méme phénoméne. Ainsi il est &vident que si

1l'on avait postulé les hypoth&ses sur les fonctions d'évaluations margi-

nales plutSt que sur les fonctions de demande, elles se seraient trans-

posées directement sur celles-ci, en employant la méme méthode.

Notons que le fait d'introduire les hypothé&ses "au compte-
gouttes''sur les fonctions de demande et de considérer leurs conséquen-
ces sur les évaluationsest important par son interprétation au niveau

*9 S .
de la demande collective. On sait qu'en général les contreparties
agrégées testables des restrictions sur K n'existent pas: notre mé-
thodologie permet de voir les implications pour les fonctions d’évalua-

tion marginale agrégées dans chaque cas.

Par ailleurs nous avons rassemblé et généralisé une premid-

re partie des résultats fragmentaires de la théorie des fonctions inverses
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de demande. Il reste encore i discuter de 1'intégrabilité de ces fonctions:

ce sera l'objet d'une ipartie du Chapitre II.

Finalement, (1.36) confirme déji que H est une matrice d'ef-

*9 La section I du chapitre IV en donne un exposé.
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fets de substitution nets: & niveau de vie constant (p'dx = 0) et con-

dition de ré&férence invariante (w'dp = 0), on a alors

(p'dx = 0)
dp = H dx.
(w'dp = 0)

I1 est clair par ailleurs qu'en spécifiant w on peut retrou-
ver sur H certaines formes des matrices d'Antonnelli classiques. Avec
s = P> cette forme correspond i celles‘d'Antonnelli (1886, p. 347),
Hicks (1934) et Allen (l934),bien que ceux-~ci donnent leur crit&re sous
forme d'élasticité& de substitution, Samuelson (1950 p. 377), Katzner

(1970, p. 45), Bromsard (1971, p. 19)')Hurwicz (1971, p. 194). Avec

s = m on obtient la "matrice inverse de Slutsky " de Diewert (1973ap. 20)

au coefficient m pres.

Entre autresHicks (1946}, (1956 ch. 16), et Samuelson (1947,
ch. 7) ont déploré que les définitions de substitution basées sur H et K
ne concordaient pas. Katzner (1970 p. 49) et Bronsard (1971, p. 21) ont
montré que si on construit H,, et K, , les matrices d'Antonnelli et de
Slutsky, privées de la ligne et de la colonne correspondantes au numé-
raire, on a alors K;i = Hgy- Il est clair qu'd moins de spécifier
la structure des préférences de facon adéquate ou d'un cas numérique
spécial, il n'y a aucune raison pour que la structure de signes de K,

et de son inverse H,, coincident. Ainsi certaines paires de biens qui

sont complémentaires dans l'espace des valeurs (p - complémentaires dans
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la terminologie de Hicks (1956, p. 156)) deviennent substituts dans
1’espace des biens (c'est-i-dire ¢ - substituts). Si de plus on chan-
ge la nature du numéraire, certains éléments de la nouvelle matrice Hy,
auront un signe différent de ceux correspondants dans la premidre.
Ainsi certains couples debiens g.substituts avec le premier numéraire

deviendront p- complémentaires avec le second.

La synthése de ces deux points est donnée par la relation

de - 1nverse réflexive existant entre H et K:
g

i) Pour une mEme normalisation les définitions de p et q « substituts
satisfont 3 une "concordance faible'" .décrite par les structures de

signes de K = KHK et H = HKH,

ii) sur l'ensemble des normalisations,la structure des q~- substituts
"varie par la construction de H mais vérifie cependant une concor-

. 1 2 = . . -
dance affaiblielsi w et w représentent deux normalisations diffé-

2 . ~
rentes et Hl et H® les matrices d’'Antonnelli associées, on aura,

I

Structure de signe de K = structure de signe de KHlK

structure de signe de KHZK.

Remarquons finalement que 1'invariance de la définition ba-
sée sur K provient de l'homogénéité de degré 0 en (p,m) des fonctions
de demande. En effet (F, fm) est alors homogdne de degré (-1) en (p,m)

ainsi que (F + fmx') = K. Toute variation proportionnelle des prix et
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revenus nominaux laisse K inchangé (4 un scalaire prds). Cette robustes-
se a motivé 1le choix final de Hicks pour K comme base du critére de
substitution -~ complémentarité. C'est ce qu'il souligne par "1'effet
de substitution se rapporte # une variation desprix relatifs'" - Hicks

(1946 p. 45) -.



CHAPITRE IT

DERIVATION ET INTEGRABILITE DES FONCTIONS DE

DEMANDE ET D'EVALUATION MARGINALE



INTRODUCTION

L'expression "implications emﬁiriques" - meaningfull theo-
rem; ~ de Samuelson (1947 p. 107) s'adresse 3 la matrice de Slutsky et
aux fonctions de demande sous forme différentiée. Ces propriétés sur
les fonctions de demande permettent de faire le "pont" entre les théories
de la demande et de 1'utilité dans la théorie de la consommation. Sous
de "bonnes" conditions analytiques, Samuelson (1947) montre qu'elles sont
des conditioné nécessairement satisfaites par les fonctions de demande
lorsqu'elles sont obtenues d'une fonction d'utilité classique} puis il
montre que ces conditions sont également suffisantes ~ Samuelson (1950) -.
Ces travaux de Samuelson font en fait le ﬁoint d'une littérature antérieu-
re *1 fort abondante. D&s le début du courant ordinaliste, la recherche
de résultats indépendants du choix de 1'indice d'utilité a induit des
travaux sur les conditions suffisantes: Antonnelli (1886) présente les

premiers résultats dés 1886.

Aﬁrés avoir repris dans la premiére section la théorie de
la demande dans une &conomie de compte, nous dégagerons dans la section
I1 les propriétés des fonctions d'évaluations marginales en partant d'une
fonction d'utilit&. Nous étudierons alors l'intégrabilité de ce systé-
me‘d'évaluations marginales dans la section III. Avant soulignons deux

points importants. L

*1  En plus de sa contribution personnelle avec Uzawa ( Hurwilcz - Uzawa
(1971 ch. 6) , Hurwicz (1971 ch. 9) donne une synth8se remarquable
des développements modernes de cette question. Nous nous proposons
d'appliquer la méme méthodologie avec les fonctions d'@&valuation
marginale.
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Premi@rement, la discussion (voir par exemple Katzner
(1970 b. 56)) centrée sur la définition de 1'effet de substitution men-
tionne 1'approximation que 1'on commet lorsqu’on identifie la définition
de 1l'effet de substitution (dite de Slutsky) basée sur une compensation
en termesde pouvoir d'ach#t (p'dx = 0), & la définition basée sur une
compensation en termesde satisfaction (dite de Hicks (19 46 p. 41 et sui-

vantes)).

Comme nous le montrons dans 1'appendice A, les deux défini-
tions‘sont €quivalentes si on consid&re des variations proportionnelles

des prix ou/et des variations trés faibles de ces prix.

Afin de relier aisément les chapitres I et IT (entre autres
au niveau des définitions de H et K), il nous faut donc accepter 1’hypo-
th&se supplémentaire que les variations de pPrix et quantités sont faibles

dans le voisinage de 1'&quilibre initial. Cette hypothése aura par
ailleurs 1'avantage de simplifier considérablement le probléme mathéma—
tique de l'intégration,en permettant de considérer seulement 1'intégra-

bilité locale du syst@me d'évaluations marginales.

Pour justifier cette hypothd&se - ou &'en consoler -, on
peut accepter avec Samuelson (1974 p. 126) que tout compte fait les va-

riations observées dans la pratique sont toujours faibles, et que lors-

qu'elles sont plus importantes elles correspondent aussi 3 des changements
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. *2
dans la structure des préférences .

Le second point sur lequel nous voulons insister est que
les Sections II et III restent encore valides si 1l'on considé&re des fonc-
tions d'utilité@ seulement quasi concavesplut8t que strictement quasi
concaves. Les surfaces d'indifférences peuvent présenter alors des por-
tions planes qui cependant n'emp&chent pas 1l'existence de fonctions d'é-
valuation marginale. Le éonsommateur peut &valuer de la méme fagon des
complexes de biens différents. Dans ce cas, on a des correspondances
de demande et non des fonctions. On remarquera cependant que 1'hypothgé-
se de continue différentiabilité de u nous est nécessaire dans ces sec-
tions: 1'individu-ne pourra pas évaluer différemment le méme complexe
de bien comme c'est possiblement le cas lorsque les cburbes d'indifféren-

ce sont "cassées".

Ce second polnt ne sera toutefois pas isolé dans ce chapitre
afin d'éviter de compliquer un corps d'hypoth&se déji trop touffu. L'ex-
tension A& 1'hypothé&se de quasi concavité des résultats de ces deux dernid-

res sections est immédiate.

*2 Il est intéressant de remarquer que le mé@me type d'argument est uti-
lisé par Barten (1971) lorsqu'il définit son effet de substitution
comme une approximation de celui de Hicks -~ Allen (voir Charette -
Bronsard (1976)) ainsi que dans sa justification pour tester les pro-
priétés empiriques de la demande. Ces arguments vont cependant &

1'encontre des aspirations usuelles des économétres sur les données...

L a marge de manoeuvre est donc étroite entre les deux.
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SECTION I. LES FONCTIONS DE DEMANDE DANS UNE ECONOMIE DE COMPTE

§ 1. Les hypothé@ses et la formulation du probl&me.

Notre objectif n'étant pas de développer la théorie de la
consommation dans son cadre le plus général, nous retiendrons ici un

corps d'hypothéses assez fortes.

Supposons que les préférences de 1l'individu sur les biens
- . . . %3
sont représentables par une fonction d'utilité u ~ - ou toute transfor-
mation monotone croissante de celles-ci -,satisfaisant 3@ de "bonnes' -

conditions analytiques, et dont les propriétés sont résumées pax. (H7):

(H7 a) u est définie sur X, continue et croissante dans ce sens que
pour tout xlet xzdex satisfaisant xl > xz, alors u (xl)

> u (x%),

(H7 b) u est deux fois continuement différentiable sur X - u ¢
C2 (X) -, et ses dérivées premiéres ne sont jamais toutes

simultanément nulles,

*3  Hicks (1956 p. 166-67), Lancastexr (1966), (1971) ont considéré les
biens comme étant des moyens pour atteindre des objectifs ou sa-
tisfaire des besoins d&finis sur des caractéristiques. S1 on sup-
pose une technologie appropriée (concave) pour passer des bilens aux
caractéristiques, les propriétés de la fonction d'utilité définie
alors sur les caractéristiques sont conservéessur celle définie
sur les biens. (par application directe du théoréme I de Berge
(1966 p. 217)). Les deux approches sont alors également significatives.
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(H7 ¢) u est strictement quasi concave sur X et telle que st U
est la matrice hessienne, u_ le gradient de u en un point

de X,alors la relation

2.1 E'UE < 0 avec £ ¢ En, EX0 et tel que E'ux =0,

e ee.e %4
est vérifiée .

En d'autres termes (H7 c) implique que u est fortement
quasi concave - dans la terminologie de Ginsberg (1973)-. Notons
cependant que la stricte quasi  concavité de u suffit 3 imposer que les

surfaces d'indifférence soient strictement convexes.

Compte tenu de cette fonction d'utilité, le consommateur
choisit dans un environnement de prix et revenu donnée le complexe de
biens qui lui apporte la plus grande satisfaction. Formellement ceci
revient 3 déterminer le vecteur x de X qui maximise la foﬁction d'utili-

té sous la contrainte de bﬁdgét,c'est—é—dire la solution du probléme:

maximiser u (x)

sous les contraintes p'x <m, x €X.

*4 Pour une synthése des définitions et les interprétations de la qua-
si concavité, on peut consulter Fenchel (1953), Arrow-Enthoven:
(1961), Katzner (1970), Diewert (1973b).... La classe de fonctions
d'utilité caractérisée par (H7 c¢) a l'avantage de permettre une
dérivation aisée de tous les r&sultats usuels de la demande - et des
évaluations marginales -, tout en restant assez générale.
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Nous ferons 1'hypoth8se supplémentaire que

(H8) Le consommateur demande de tous les biens.

Les consommations d'équilibre de 1'individu ne se situent
pas sur la fronti&re de X,1'espace des consommations physiquement pos~—
sibles. Cette hypothése technique permet d'éviter les "solutions de
coin" du probléme de programmation associé et permet d'obtenir des con-

ditions du premier ordre qui soient simples. Celles-ci ont alors la for-

me usuelle:

= ' ’* - =
(2.2) BAX,K/BX u x(x ) ~Ap = 0
' = p' xk - =
(2.3) an,K/aA p' x m 0
.ol Ax , est le lagrangien associé au probléme, A le multiplicateur de
, :

Lagrange associé a la contrainte de budget.

Par la quasi concavité et la croissance de u, x* la so-

lution de (2.2), (2.3) est nécessairement un maximum sous contrainte

de u.

) P

Sous (H7 c¢), la matrice bordée n'est pas singuliBre,
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En effet,supposons que cette matrice soit singuli8re; alors
il existe un vecteur d'ordre n et un scalaire Yy tels que [e',y] #0 et

tel que Uc + py = 0 et p'c = 0. Alors c'Uc + c'py = c'Uc = 0 qui con-

H
o

tredit (H7 c) - compte tenu de Ap = u_-, d moins que ¢ = 0. Mais ¢

implique py = 0 et donc y = O,qui n'est pas possible par hypoth@se sur

[C'SY ]'A

Ce résultat et sa démonstration sont empruntés # Barten,

Kloek, Lempers (1969, lemme I).

Par 1'application au syst@me (2.2), (2.3) de 1la premiére
partie du.théor%me des fonctions imﬁlicites Q‘voir Dieudonné (1960 p.
275477)3on prouve l'existence locale d'un syst8me de fonctions de deman-
de définies sur un voisinage *3 de (p,m) de P X M dans X et continuement

différentiables sur ce voisinage -~ voir Katzner (1968) -, qui s'écrivent,

(2.4) X f (p,m)

>
]

et A (p,m).

*5 Le terme voisinage est pris dans son interpretation topologique
classique: N = {(p,m) <P xM | ||(p,, - (@,m) || < p lest
un voisinage de (po,mo) €Px M C ];Enx ]E, si p > 0, Dans sa
forme la plus générale,un voisinage n'est pas nécessairement sphéri-
que mals contient nécessairement de tels volsinages., Une proposi-
tion P est vraie sur un voisinage de (po, mo) s' 11 existe un voi-
sinage N de (p., m ) tel que P soit vraie sur tout voisinage de
(po, m ) inclusdans N.
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A a &té interprété . comme 1'utilité marginale du revenu
(Roy (1942)), et dépend par construction - voir (2,2) -~ de 1'indice

d'utilité choisi.

Remarquons que si on ne spécifie pas la fonction d'utilité
u, on ne peut connaftre 1l'équation des fonctions de demande. On peut

montrer cependant qu'elles sont homogénes de degré 0 en (p,m).

En effet,supposons que tous les prix et revenus soient si-
multanément multipliés par un méme nombre positif. Ni la fonction 3
maximiser sur X, ni le domaine défini sur X par la contrainte de budget

ne sont modifiés,et en conséquence 1'équilibre ne sera pas modifié.

§ 2. La premiére forme des fonctions de demande différentides et ses

propriétés

Si on ne spécifie pas la fonction d'utilité,les investiga-
tions empiriques directes sur f ne sont pas possibles. Cependant on peut
dériver des propriétés sur la différentielle de ces fonctions, C onsidé-
‘rons donc la forme différentielle de celles-ci - qui existe par la pre-

miére partie du théoréme des fonctions implicites ~, c'est-d~dire

11

(2.5) dx Fdp + £ dm,

ot F  of /aﬁ]est la matrice des effets—prix et'fm = 3f /omlle vecteur

des effets-revenus.



L'homogénéité de degrd 0 en (p,m) de f se traduit sur (2.5)

avec le théor&me d'Euler - Lancaster (1968) - par

(2.6) 0 = Fp + f m.
m

Par ailleurs,les fonctions de demande satisfont & la seconde

condition du premier ordre,c'est-d-dire

m = P'f (p,m),
dont la différentiation par rapport 3 é.donne
(2.7) 0 = x'+p'F

et celle par rapport 3 m,

-t
|

(2'8) P'f .

(2.8) est la propriété d’agrégation sur les biens.

Ainsi (2.6), (2.7), (2.8) sont les restrictions que 1'on
peut poser sur (2.5), la premi&re forme différentiée des fonctions de

demande.
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§ 3. La seconde forme des fonctions de demande différentiées et 1’é-

quation fondamentale de la demande

Ce systéme de restrictions peut cependant 8&tre complété
par d'autres,dont la signification est plus riche,en modifiant la forme

de (2.5).

Considérons la différentiation de la seconde condition du

premier ordre,
(2.9) dm = p'dx + x'dp.

Soit K = F + fmx'rkla matrice de Slutsky, Compte tenu de

(2.9), (2.5) s'écrit alors
(2.10) dx = Kdp + fmp'dx.

Sur (2.10), K s'interpréte directement comme un effet de

substitution compensé en termesde pouvoir d'achat, par

dx = Kdp.
(p'dx = 0 )

Compte tenu de m I p'x, la propriété d'homogénéité de degré

0 des fonctions de demande -~ i.e. (2.6) - se traduit sur K par
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— 0
— .

(2.11) Kp

La propriété (2.8), d'agrégation sur les biens, reste

valide sur (2.10).

(2.7) est modifiée et remplacée par

(2.12) p'K = 0.

I1 suffit pour cela de substituer (2.8) dans (2.7) et de

tenir compte de la définition de K.

I1 est possible de compléter cet ensemble de propriétés

sur K en remontant 3 celles de la fonction d'utilité.

La seconde partie du théoréme des fonctions implicites

(Pieudonné (1960 p. 275-77)) pose que les différentielles des fonctions

f et A vérifient (sous forme matricielle ici),

.
hel
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(2.13)

ot Ap = 9A /3p et Am = BA /Om.

(2.13) est 1'Equation Fondamentale de la Demande dérivée par
Barten (1964) qui la présente cependant sous un arrangement légérement

différent.

Le membre de droite de cette équation est de rang n + 1.

Postmultiplions (2:13) par 1'inverse de ce terme c'est-3-dire par

amiI, o

a/n x' -1

*4 Il faut souligner 1'importance de la seconde partie du théorZme des’
fonctions implicites — Dieudonné (1960 p. 275-77) -,qul permet de
caractériser directement la matrice des effets - prix , le vecteur
des effets-revenus ainsi que AP, Am, par

Cette €quation est méconnue-dans la littérature &conomique oii le .
théoréme des fonctions implicites n'est utilisé que comme thé&ors-
" me d'existence -~ voir p.e. Katzner (1968) -~. i




68

On obtient alors

|
r-h
o
(=]

(2.14) u -p (/A (F + fmx')

m

I
>
o
-

-p Of [M/A+ (/2w

S1 1'on prend en compte la définition de la matrice de Sluts-
ky (K = F + fmx'), et la symétrie des trois matrices (l'inverse

d'une matrice systématique), cette équation se réécrit:

(2.15) [} -p (1/M)K —fm I 0

-p' 0 [-£! A 0 1

On en déduit d'abord que la fonction d'utilité mar- ’

ginale du revenu A = ) (p,m) est homogéne: de degré (~1) en p et m.

En effet, fm = (10 (AP + x'Am) postmultipliée par p' se
réécrit: (-1)X = A; p + Amm compte tenu de p'x = m. La réciproque du

théoréme d'Euler-Lancaster (1968) achdve la preuve.

(2.15) permet de compléter les propriétés classiques des
fonctions de demande telles que rassemblées sous le terme"d’implications

P/
empiriques de la théorielpar Samuelson (1947). Alnsi,sur (2.10),Qes pro-—
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priétés se résument par:

i) 1'homogénéité des fonctions de demande en (p,m) qui se traduit

sur (2.10) par
(2.11) Kp = 0.
ii) 1la symétrie des effets de substitution qui sevtraduif Par
(2.16) K = K'.

En effet,sur (2.15) la symétrie de 1'’inverse d'une matrice

symétrique implique (2.16),

iii) 1la semi-définition négative de la matrice des effets de substitu-

tion qui se traduit par
(2.17) 'R & 0, Vi e IE".

Montrons ce point: a tout vecteur § de IE" correspond son
transformé ¢ = KE. Par la symétrie de K et Kp = 0, cette classe .de vec-
teur est orthogonale 3 p,c'est—a-dire'que p'C = 0. De (2.15),o0n obtient

(1/2) UK + pf& = In qui,prémultiplié par K,s'écxit alors K (1/A) 'K =K

)]

en tenant compte de (2.11). Comme £'K & = E'K (1/A) UKE = T'A/A) ulet



¢' @A/N) v < O(par (H7 c¢) et X > 0) la forme quadratique 'K est
semi définie négative. Notons que K est de rang (n-1) car appartenant
dans (2.15) 3 une matrice négative, symétrique, d'ordre (n+l)x(n+l) et
vérifiant gp = p'RK 2 0 - ?our la preuve voir Chapitre I, section II,
résultat (1.7)- Ce point a €galement &té démontré par cette approche, par

Barten,Klock)Lempers (1968, proposition 2).

iv) la propriété d'agrégation sur les biens ,c'est-3-dire

L} =
(2.8) P fm = 1.

i), ii), 1id), et iv) sont les propriétés empiriques du
systéme de demande sous la forme (2.10). ii) et iii) sont des condi~
tions nécessaires - voir Samuelson (1947), Hicks (1946) ...-, et suffi-
santes - voir Samuelson (1950), Hurwicz (1971 ch. 9) ... - pour fonder

la théorie de la demande sur la théorie de 1'utilité a partir de notre

corps d'hypothéses.

Complémentairement,l’'environnement donné de prix (et reve-
nu ...) satisfait 3 la condition de référence de 1'unité de compte de

1'économie’c'est—5—dire,

s « e (p,m)
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qui sous ((H1 b), (H4), s'écrit encore,

(2.18) s = w'p

avec

(2.19) w =(1/r) [eé + x'em].

Dans un cadre de statique ‘comparative,on peut admettre

que tous les prix et revenus varient, de méme que la mesure de 1'u-
nité de compte. La différentielle de =

compte tenu de (2.19%

(2.20) ds = rw'dp + e p'dx.

Une variation dans la définition de 1'unité@ de compte peut
se décomposer en une variation du niveau des prix - et des revenus no-

minaux -, et/ou du niveau du revenu réel.

s = e (p,m) peut s'écrire alors,
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’ ’
- SECTION 1II. LES FONCTIONS D'EVALUATION MARGINALE DANS UNE ECONOMIE

DE COMPTE

§ 1. La forme implicite des fonctions d'évaluation marginale
g

Ainsi que nous l'avons vu dans 1'introduction, les &valua~
tions marginales d'un complexe de biens par le consommateur sont coli-
néaires aux utilités marginales définies sur ce complexe (et coliné~

alres €galement aux prix personnels), c'est-3-dire que
(2.21) p = 6fu_ ,
oi O est un terme positif.

A 1'8quilibre du consommateur et sous 1'hypoth&se de divisibilité
des biens, ces é&valuations marginales sont €gales aux prix du marché et de

plus 1'&valuation du revenu est &gale au revenu réel, c'est-a-dire
(2.22) m = p'x.

Complémentairement,les &valuations marginales respectent
la condition de référence de 1'unité de compte de l'économie)c'est-a—
dire la relation s = e(p,m). Sous (11 b), (H4) cette normalisation

s'écrit encore

(2.18) s = w'p



avec

(2.19) w' = Q/r) [e? + € x'].
P m

Compte tenu de (2.19), les évaluations marginales données

par (2.21) vérifient encore

(2.23) p = (s/w'ux) u

avec 6 = (s/w'ux) dans (2.21).
De méme,(2.22) prend la forme
- 1 v
(2.24) m (s/w ux) ul X.

I1 faut souligner que,sauf en cas particulier oli w est un
vectéur de constantes, (2.23) n'est pas 1l'équation explicite - forme de
Monge - des fonctions d’évaluations marginales.- En effet si dans (2.23)
s est exogéne, w peut &tre fonction de p. La méme remarque s'applique

d 1'évaluation du revenu - (2.24) -. En conséquence,si on note

n

| (2.25) P g(x,s),

1

(2.26) m ‘ h(x,s),
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le systéme des fonctions d’éyaluation, elles vérifient par (2.23) et

(2.24),
(2.27) p = g(x,s) = (s/w'u) u_ = ¢(x,5,p)
(2.28) m = h(x,s) = (s/m'ux) u; s = x'"¢(x,s,p).

§ 2. La premiére forme des fonctions d'évaluation marginale différen-

tiées et ses propriétés

A moins d'expliciter la r&gle de normalisation,il n’est
‘donc pas possible de ‘spécifier la forme des fonctions d’évaluation.

Considérons cependant leur forme différentiée, c'est-3-dire

(2.29) dp = Gdx + g ds
s

oi G =[8g /9x ] est la matrice des effets-quantités etgS = 9g /9s.
(2.29) n'’est pas observable avec ds 3 moins de spécifier w. Il est

cependant possible de dériver des propriétés sur (2.29).

Résultat (II.1l): Sous ((H1l b), (H4),A(H7)), les effets d'échelle sur

les évaluations vérifient la relation w'gs = (1/0).

Preuve:La différentiation implicite(voir Buck (1956 p. 254-55)) par

rapéort 3s de (2.27) donne
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, » 2
' = ! Y o ! ’ '
(2.30) 8’ (1l/w ux) ul -s (1/w ux) ul (gs Wux)

o W= [dw/dp + (Bu/om) x'].

Cependant avec (H1 b) et (H4) s est homogéne de degré r
en (p,m) et w = (1/r) (eé + x'sm) est homogéne de degré (r-1) en p.
On a alors par le th&oréme d'Euler - Lancaster (1968)-,

(2.31) (r - 1) w= (3w/3p)p + (w/dm)m = Wp.

Reportant (2.31) dans (2.30) et tenant compte de (2.23),

on obtient
(2.30") g's = (A/s)p'-(1/8)p’ (gl w) (xr - 1),
qui,postmultiplié par w,donne le résultat]

(2.32) ; gé w= (1/xr) A.

Résultat (II.2): Sous ((H1 b), (H4), (H7)), les fonctions d'évaluation
marginale sont homogénegde degré (1/r) en s (et donc

p= (rs)gs), de méme la fonction d'évaluation du reve-

nu est homogéne de degré (1/r) en s (et donc w = (rs)ns).



Preuve: Reprenons l'expression (2.30') qui s'@crit maintenant avec

(2.32),
(2.33) g;s = @A/ p'.
Prémultiplier p = (1/rs)g par x' suffit 3 prouver le résultat sur m
' =
avec x'g_ = m A.

Une variation dans la valeur de 1'unité de compte n'affecte
pas les &valuations marginales relatives et se traduit uniquement par

un phénoméne d'indexation des &valuations.

Résultat (II.3): Sous ((H1 b), (H4), (H7)), la matrice des effets

quantités vérifie w'G = -(1/r) %np'. Si %m =0,

on aw'G=20

Preuve: En prémultipliant (2.29) par w'

, on obtient, en tenant compte

de (2.32),
(2.34) . w'dp = w'Gdx + (1/r)ds.
Cette expression identifiée 3 ds = rw'dp + e p'dx fournit

(2.35) w'c = «(1/r)€m p'. A
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(2.32) et (2.35) sont les restrictions sur la premiére

forme différentie (2.29), des fonctions d'évaluation marginale.

Notons que les résultats (II.1), (I1.2), (II.3) ont déja
été dérivés (différemment) dans le premier chapitre. Remarquons égale-
ment que seulesles composantes (H7 a), (H7 b) de (H7) ont été néces-
saires pour dériver ces résultats: elles sont donc trés géné-

rales,et ne requi8rent pas la convexité des préférences.

§ 3. La seconde forme des fonctions d'évaluation marginale différen-

tiées et ses propriétés

Comme pour les fonctions de demande, il est possible de
modifier la forme de (2.29) - et de (2.32), (2.35) ~, afin de faire
apparaitre des propriétés plus significatives sur les différentielles

des fonctions d'évaluation marginale .

Par différention implicite de (2.27) par rapport d x et

en réarrangeant les termes, on obtient;
(2.36) [1 - (A/s)pw'le = (s/w'u) [T~ A/s)pw'] U

51 la matrice d'Antonnelli généralisée est définie par
H=gG [In - (1/s)wp'], elle est alors relie 3 la matrice hessienne de

la fonction d'utilité@ par,
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(2.37) [In - (l/s)éw']H = (s/w'ui) [In - (1/s)pw']u [In-(l/s)mp'].

Compte tenu de (2.35) et de p[In - (1/s)wp'] = 0, la

matrice d’Antonnelli généralisée vérifie
(2.38) , w'H =0,
et par [In —(lkﬂup']w =0,

(2.39) ' Ho = 0.

Finalement’H s'exprime en fonction de la matrice hessienne

de u comme,
(2.40) H = (s/w'ux) {In - (1/s)pw"]u [In - (1/s)w'p].

H est indépendante de toute transformation monotone crois—
sante sur la fonction d'utilité. En effet,si on considére la transfor-

mation monotone ¢(u) sur u, (2:40) s'écrit

H= (s/¢,0'w) [T ~A/s)pw'] [<1>uU+d>3uX wl 1 ~(1/s)w'p]
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qui, sous u = fp et p [In -(1/s)w'p] = 0,1laisse (2.40) inchangé.

L'interprétation de H comme matrice d'effet de substitu-
tion - complémentarité est directe sur (2.40). (2.40) explicite éga~-
lement les causes de la variabilité de la substitution -~ complé-
mentarité (Hicks (1956 p. 156)) par rapport 3 la normalisation choisie,
malgré que sa base soit directement la matrice hessienne de u (ce en
quoi elle se rapproche du critére cardinaliste.d?Edgeworth—Paretor— voir,

Allen (1934 p. 196).) .

On constate directement sur (2.40) que H est symétrique)

c'est-3-dire,
(2.41) H = H'
et on a de plus:

Résultat (II.4): Sous ((Hl a), (H4), (7)), la matrice d'Antonnelli

généralisée est semi-définie négative.

, N }
Preuve: Tout vecteur £ non nul de IE et non colinéaire 3 Ww.peut se

décomposer comme la somme

E =g + /) @E) w,



ol El est un vecteur de IE" tel que Ei P - 0 - c’est-3~-dire aussi
Eiux ® 0 ~. Compte tenu de (1/s)p'w = 1, cette décomposition impli-

que avec (2.39),
E'HE = £1U8; (S/w'ux)-

Le terme (s/w'ux) étant toujours positif et €iU§1 £ 0 par

(H7 ¢), on a

- soit £'H £ < 0 pour tout &' non nul et non colindaire

jor]

W,

~ soit £'H' £ = 0 pour £ colinaire 3 w (par (2.38)).

La matrice H est donc semi-définie négative . A

Reprenons avec (2.29) les fonctions d'évaluation marginale
sous leur forme différentiée. En tenant compte de la définition de H,

elle s'é@crivent maintenant

dp = Hdx + gsds + (1/s) Guwp' dx

qui est observable si on comnnait ds. Toutefois cette expression se réécrit

encore avec (2.34),
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Ce résultat a été obtenu avec la normalisation s = p_,Par Wold (1943

p. 72).

Nous avons retrouvé ainsi toutes les propriétés obtenues
précédemment sur les fonctions marginales avec 1'hypothé@se de difféo-
morphisme. Ceci confirme que ces fonctions sont des entités indépendan-
tes de l'existence des fonctions de demande. En particulier;tous les
résultats développés dans cette section restent valides si on reldche
1'hypothése (H7 c) de forte quasi~-concavité pour celle de faible quasi-

concavité.

11 est eneffet gyident que 1'existence de ces fonctions -
d'évaluation marginale est bréservée avec des surfaces d'indifféren-
ce '"plates" localement ou globalement (et convexes). Rap- ) .7 |
pelons que dans ce cas les fonctions de demande n'existent plué et
que 1'on a seulement des corresbondances de demande - voir par exemple

Katzner (1970 p. 51-52) -.
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’ 14 .
SECTION IIT. INTEGRABILITE DU SYSTEME D'éVALUATIONS'NARGINALES

Nous venons de dériver des conditions nécessaires ' pour
qu'un systéme d'évaluations marginales soit généré par une fonction
d'utilit&. Nous nous intéressons maintenant aux conditions suffi-

-

santes pour qu'il ait cette propriété.

Les travaux portant sur 1'intégrabilité ont surtout
considéré ce probléme pour les fonctions de demande. On peut les

classer selon leur méthodologie :

i) dinversion du syst&me de demande puis intégration des fonctions
inverses de demande (avec normalisation particulidre), sur une

fonction d'utilité - ou sur les surfaces d'indifférence -

ii) intégration directe du systémeide demande sur une fonction

d'utilité indirecte et "inversion" de celle~ci.

Cette seconde méthode,en permettant d'éviter les
hypothéses nécessaires 3 1'inversion du systéme de demande, est plus
générale. Elle a &té développée en particulier par Hurwicz-Uzawa

(1971, ch. 6).

La premi&re est la plus ancienne et s'applique directement

& notre probléme car elle se ramBne en fait i 1'intégration d'un
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systéme d'@yaluations marginales. Hurwicz ( 1971, ch. 9),outre

sa contribution,donne une excellente synth@se de cette approche.

Antonnelli est le premier 3 avoir donné une réponse
d cette question, Samuelson ( 1950) et Wold 1943), (1951) y ont

donné simultanément la premil8re solution compléte,
Techniquement, la résolution passe par deux &tapes :

i) "1'intégrabilité mathématique" qui,dans la terminologie
d'Hurwicz,consiste @ utiliser les conditions nécessaires et suffisantes
d'intégration de la forme différentielle p"dx = conétante. Cette
solution s'appuie sur le théoréme d'existence de Frobenius - Goursat

(1929, p. 552 ), Dieudonné (1960, p. 34 )-,

ii) "1'intégrabilité &conomique" spécifie les conditions suffisantes
pour que 1'intégrale-solution soit compatible avec un systéme de
courbes d'indifférence convexes ou une fonction d'utilita quasi-

concave.

§ 1. "L'intégrabilité mathématique'" d'un systéme d’évaluationSmarginales

Les conditions (2.38), (2.41) et la négativité de H sont
satisfaites lorsqu'un syst@me d'’évaluations marginales est dérivé d'une

fonction d'utilité. Ces propriétés constituent donc les conditions
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nécessaires d'intégrabilité '"'mathématique et &conomique" pour un sys-—

téme d'évaluations marginales,

La recherche de conditions suffisantes peut 8tre abordée
de différentes maniéres. Nous proposons de considérer ici 1’intégra-
tion locale sur une surface d'indifférence. La forme différentielle
d'une surface d'indifférence au voisinage d'un complexe x = x* de X,

est donnée par

1
(=]
*

(2.43) u' dx
Considérons sous quelles conditions la forme
(2.44) g'(x,s)dx = 0,
admet localement les mémes intégrales-—solutions que (2.43).

I1 faut d'abord préciser quand une forme comme (2.44) est
intégrable - probléme de 1'int&grabilité mathématique -. Cette question
estexposée len détail par Goursat (1929 p. 592). Ainsi la forme diffé-

rentielle g(x,s)'dx = 0 est localement - intégrable dans un

voisinage x* de X si et seulement si les expressions Pijk définies par

(2.45) Pige T PyBycgiyd * By Gy 8y R (84 m8yy),



sont nulles pour tout i,j,k allant de 1 & n et ol Py = gi(x,s) et
gkj est 1'élément correspondant de G &valuée en x*. Cette forme du
théoréme de Frobenius est employée par Hotteling (1932), Wold (1943
p. 114), Samuelson (1950 p. 380)..., avec la normalisation s = P,

Sous quelles conditions a--t—on3 pour une normalisation quelconque,

(2.46) Pie = 05 153,k Sl,....m ?

Notons T = -Gw un vecteur dont 1'é&lément caractéristique

s'écrit

n k
T, = - L g, w pour i allant de 1 & n.
i k=1 ik

L'élément hi‘ de la matrice d'Antonnelli généralisée s'écrit alors

hij = gijrf(l/s)ripj-

Si H est symétrique, on aura donc les &galités

0Q
1

]
]

ij ji (1/5)(iji'Tin):

gjk—gkj = (l/s)(rkpj-ijk)’

]

ghi—gik (1/5)(Tipk—Tkpi)’

86
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pour toute permutation i, j, k. La condition (2.45) se met alors sous

la forme du déterminant7

P 1 Pj Pk
P,. = ~-(1/s)
ijk T 1 'rj 'l'k
P
i pj pk

qui est nul puisque la premiére et la derniére ligne sont identiques..

La symétrie de la matrice d"Antonnelli généralisée est donc
une condition suffisante & 1'intégrabilité mathématique de g'(x,s)dx = 0.
Elle est &galement mécessaire comme nous l'avons vu dans la section pré-

cédente.

§ 2, "L'intégrabilité ‘Gconomique" d'un systéme d'évaluations marginales

"Nous avons donné des conditions suffisantes pour que la
forme g'(x,s)dx = 0 soit infégrable, I1 faut spécifier maintenant des
conditions suffisantes pour que 1'intégrale—so;ption soit compatible
avec une surface d'indifférence. "L'intégrabilité &conomique" se ramé-
ne donc 3 étudier la courbure de la solution donnée par 1'intégration

mathématique.

Notons ¢ (t(x)) = constante, la famille d'intégrales~solu-~

tions (au voisinage de x = x%), de la forme p'dx = 0. d(t(x)) est
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deux fois continuement différentiable sur ce voisinage et vérifie en

particulier
(2.46) ( 9¢/3t )(dt/ax )]X - = glx*,s),
(2.47) [(32¢/8t ot) (ot/ox) (Bt/9x)'+ (9¢/at) (thlaxax) ]x = x]*—':G(x*,s).

Une condition suffisante pour que ¢ (t(x)) = constante soit
convexe sur un voilsinage de x%Xest que z = ¢ (t(x)) soit fortement quasi-
concave)c'est—é—dire que
(2.48) E'[(32¢/ otdt) (dt/dx) (dt/dx)' +®¢/3ﬂ(32 t/0x3®] £ <0
pour tout vecteur £ non nul de E" tel que& ' (3¢ /o8 (3t/dx) = 0.

Par (2.46), (2.47), cétte condition s'exprime auséi comme
(2.49) EGE< 0
pour tout vecteur & non nul de =" tel que £'p = 0.

On peut montrer que H semi-~définie négative et de rang n-1,

est une condition suffisante pour assurer (2.49). En effet,si H est semi-

définie négative et de rang n-l,on a £'Hf < 0 tout vecteur &' non nul de
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IE" qui n'est pas colinéaire 3 w. C'est-3-dire encore,
&6 [1_ -U/s)wp'] E< 0.

Sur le sous-espace défini par p'g = Oyon a alors £'G ¢ < 0. Comme par
ailleurs si £ = Aw etA = 0, on a E'p = 0, le résultat est démontré:

H semi-définie négative est suffisant pour assurer (2.49).

Ainsi la semi-définition négative de H,1a matrice d'Anton~
nelli généralisée (lorsqu’elle est symétrique) , est une condition suf-
* . '
fisante > 3 1'intégrabilité &conomique du systéme d'évaluationsmargi-

nales.

La condition nécessaire est donnée par (2.40) et le résul-~

tat (II.4) obtenus dans la section précédente,

~

*5. Dans la Section I du Chapitre IIL on montrera que H est reliée trés
directement ¥ la matrice hessienne de la surface d'indifférence.
La relation entre la négativité de H et la convexité de cette sur-
face deviendra alors &vidente.



CONCLUSTION

Dans ce chapitre,nous avons considéré en fait

7

deux propositions.

Premiérement, si 1'individu est confronté 3 un environnement
donné de prix-revenu,alors il est capable de déterminer le complexe de
biensqu'il consommera - sous réserve ici que ses préférences soient
représentées par une fonction d'utilité ayant de bonnes propriétés
analytiques—, C’est ce que nous enseigné la théorie usuelle de la de-
mande. Nous avons donné un exposé& rapide et homogeéne des principaux
résultats en utilisant le théoréme des fonctions implicites et ses con-

~ *6
séquences .

La seconde proposition établit que,si l’agept eét en pré-
sence d'up complexe de biens’alors il est également capable d'évaluer
ces biens en terme de 1'unité de coﬁpte de 1'économie - sous la réser-—
ve,due 3 la méthode employée, que les préférences de 1'individu soient
représentées par une fonction d'utilité ayant de bonnes propriétés ana-
lytiques —-. Nous avons alors développé cette théorie de 1'évaluation

et dérivé ses propriétés significatives dans un cadre trés général.

*6 Ainsi quede nombreuses autres, je dois cette idée 3@ C. Bronsard, On

notera que dans son article classique, - Katzner (1968) ne
fait qu'appliquer la proposition d'existence donnée par le théo-
réme des fonctions implicites Les cons@quences directes de ce.
théoréme ~ voir Dieudonné& (1962 p. 275-77) ~ étalent restées
inexploitées par les &conomistes.
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CHAPITRE I I T

DEUX COMPLEMENTS



INTRODUCTTION

Par leur clarté et leur puissance suggestive, les représen—
tations géométriques ou graphiques sont utilis@es dans tous les domaines.
La terminologie de la g&ométrie 1les péndtre méme souvent: en &conomie

on parle couramment de courbes d'indifférence et de droites de budget...

I1 est intéressant pour renforcer notre compréhension de
donner 1'interprétation géométrique des deux principaux &léments de
notre analyse, la matrice de Slutsky et la matrice d’Antonnelli généra-
lisées, ainsi que celle de leurs propriétés principales. L’hypoth&se de
différentiabilité qui est & la base de notre méthode nous permet cette in-

- terprétation dans les termes de la géométrie différentielle.

Ainsi,nous montrerons dans la premi8re section que la ma-
trice d’Antonnelli est,d une transformation prés; la matrice hessienne
d'une surface d'indifférence dans 1l’espace des biens,et que sa négati-
vité implique la convexité de cette surface. De méme lorsquetla fonction
d'utilité est fortement quasi-concave,la matrice de Slutsky est la matri-
ce hessienne d'une surface d'indifférence dans l'espacé des valeurs,et
sa négativité implique la concavité de cette surface. Nous donnerons

finalement le lien existant entre les matrices hessiennes &valuées au méme

équilibre pour ces surfaces.

Ces résultats indiquent que les matrices H et K sont des

indices de courbure des surfaces d'indifférence 5et satisfont en cela
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1'une des interprétations fondamentales des critéres de substitution -
complémentarité (voir Hicks (1934 p. 58), Allen (1934 p. 199, p. 204),

Allais (1943 p. 139)...).

La seconde section de ce chapitre &tudie 1l'agrégation faible
sur les individus des formes significatives des fonctions de demande et
d'évaluation marginale ainsi que ses interprétations. Pour cela nous
nous situerons dans un cadre institutionnel ol les .prix d’équilibre ne

sont pas différentiés entre les individus.

I1 est bien connu que l'agrégation des fonctions de demande
est 1'un des points &pineux pour rendre cette théorie opérationnelle.
La forme d'agrégation que nous envisagerons ici est une agrégation par-
faite mais elle sera dite faible car elle n'est pas opérationnelle: les
formes qu'elle donne nécessitent en général de 1l'information sur chaque
individu pour &tre utilisables. Nous réservons au chapitre suivant 1'é-

tude de résultats plus puissants.

Toutefois,jl'étude de 1l'agrégation faible est intéressante
car elle permettra d'éclairer les résultats de l'agrégation forte. Elle
permet en particulier de dégager un concept intermédiaire entre les con-
tours de Scitowski (Scitowski (1942 p. 365-67), de Graaff(1957 p. 46)), et
les courbes d'indifférence collectives (voir par exemple Leontief(1933),
Samuelson (1956 b. 3-5)). En effet,la somme des matrices de Slutsky in-

dividuelles pour un vecteur de prix et une distribution des revenus don-
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nés est la matrice hessienne d'un contour de Scitowski - Debreu dans
1'espace des valeurs. Ce concept est défini et &tudié dans 1'appendi~

ce B.

Ces contours sont convexes, donc plus spécifiques que les

*1
contours de Scitowski y mais ils peuvent se couper si la distribution
des revenus varie et en cela, ils sont donc moins spécifiques que les

courbes d'indifférence -collectives.

Pour les fonctions d'évaluation. marginale nous avons ren-
contré deux difficultés. Premidrement nous avons été ihcapable d’agré-
ger directement ces fonctions en leur conservant léur dualité avec les
fonctions de demande agrégées Par 1'agrégation faible. Nous avons con-
tourné cet obstacle en supposant 1'invertibilité des fonctions de deman-
de agrégées et en.considérant les fonctions d'évaluation correspondantes.
Notons que la matrice'd'Antonnelli'" ainsi construite n'est pas la somme
des matrices individuelles, mais elle conserve cependant leurs proprié-
tés caractéristiques. Comme conséquence, la seconde difficulté que nous
avons rencontréea &té l'interprétation de cette matrice. I1 est proba-
ble qu'elle soit reliée aux contours de Scitowski-Debreu dans 1'espace

des biens mais nous avons €té incapable de le démontrer.

*1  Notons que dans une économie ou le systéme de prix n’est pas diffé-
rentig, contour de Scitowski et contour de Scitowski-Debreu seront
identiques dans 1'espace des valeurs. Les deux concepts sont dif-
férents dans 1'espace des biens.
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SECTION I. INTERPRETATION ANALYTIQUE DES MATRICES H ET K

Pour 1'approche ordinaliste,la relation d'indifférence est
un invariant particuliérement significatif. Elle permet de caractériser
des comportements indépendamment de toute distance définie sur la rela-

tion de préférence.

Par ailleurs nous avons vu que la matrice d'Antonnelli

généralisée définie par

(2.37) | H = (s/w'ux) [In— A/s)pw'] U [In- A/s)wp']

est indépendante de toute transformation monotone sur la fonction d'uti-

lité.

A partir de ces remarques, examinons le lien existant entre

H et la matrice hessienne d'un contour d’'indifférence.

Soit 1'&quation implicite d'un contour d'indifférence,

(3.1) u (x) = u

ol u désigne le niveau d'utilité assigné, Une méthode plus rigoureuse

de noter (3.1) serait
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(3.2) u (x) = u (x%),

ol x* serait un complexe de biensdonné,et ainsi 1'équation (3.2) serait
fondée pour tous les indices d'utilité. Nous nous contenterons de (3.1)

en remarquant que tous nos résultats seront indépendants du choix de cet

indice.

Par 1'hypothése ((H7 a), (H7 b) sur la fonction d'utilité

il existe n tel que ux %1 0. Le théoréme des fonctions implicites
n
permet alors d'écrire (3.1) relativement A la variable X, sous la for-

me

3.3 x = M (x u

(3.3) 0 . G @)’ )

- . idme

ou X est le vecteur x privé de sa n composante. Un est une

(n)

fonction définie sur un voisinage de x*(n) - un point de la restriction
de X engendrée par x(n) — vers un voisinage de xg qui est un point de la
restriction de X engendrée par X - 11n est continuement différentiable

au voisinage de X*(n)' Il faut souligner que le choix de n correspond
seulement 3 une normalisation mathématique pour exprimer la courbe d'in-

différence repérée par (3.2) en fonction de n-1 wvariables.

Par différentiation implicite de (3.2), le gradient de (3.3)

s'écerit



(3.4) Bun / 3 X, = —u / u_
i n

oi ivadel dn-1,

(3.5) Bun / an = l/uxH

Par (2.21), (3.4) vérifie donc également:

(3.4") w /axg = o-py/py

ol i va de 1 3 n-1. On obtient de méme la matrice hessienne de un

dont 1'’élément type s'écrit,

(3.6) du /ax. ox, = - J
un/ i°%; u * 2 Yy
n (u ) J
n
2
9 u/9x_dx, azu/gxz
+ u n n
X z T % 3 Y%,
1 (uX ) 1 (UX ) J
n n

ol i et j vont de 1 8 n«l, Si on note Bn la matrice hessienne de pn,

97
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*
la forme (3.6) s'écrit sous forme matricielle 2,

(3.7) B, = -1 ;s -uu/udulr ., -u fu 1" (1/u )

~ - . . iéme
od u, est le vecteur des utilités marginales privées de sa n compo-

sante et u = Bu/axn. On peut montrer que,

Résultat (III.1l): Sous ((H4), (H7a),(H7 b)), la matrice hessienne ex-

primée relativement & la composante n, en un point ¥

d'un contour d'indifférence, s'obtient 3 partir de
la matrice d'Antonnelli généralisée - évaluée en

ce point -, par la transformation

(3.8) B = -[I_y»-Pu/P JHIT _;.-P./P 1" (/P ).

Preuve: considérons 1l'expression

(3.9) (1, _»-Po/P IHIT _;.-Pu/P 1" (-1/P).

Par une partition adéquate des matrices on obtient directement la rela-

tion

*2  L'expression de la matrice hessienne d'une courbe donnée en forme
implicite, relativement 3 l'une des variables, a été proposée par
Camille Bronsard au cours de discussions au S.I.T.E.
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(3.10) [In_l,-p*/pn][In-(1/5)pw'] = [In_l,—p*/pn].

Or H s'exprime encore comme

(2.37) H = (s/w'ux) [I_-(1/s)pw'JULTL -(1/s)up']

qui,reportée dans (3.9) compte tenu de (3.10),donne

(3.9) [1,_1» =p*/p,] U LT ,=p*/p ] (-1/p) (s/w'u).

(s/w'ux) s'exprime encore avec (2.23) comme
' =
(s/w ux) pn/un.

La forme (3.9') de (3.9) est bien identique d (3.7) et (3.8) est véri-

fiée. A

On remarquera que cette relation est indépendante de la
normalisation w choisie - ainsi que de toute transformation monotone

sur la fonétion d'utilité.

Par (3.10) et la définition de H, (3.8) s'édcrit encore

(3.11) B = -[In_l,-p*/pn]G[In_l,—p*/pn]'(l/pn)-
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On réalise sur (3.8) ou (3.11) que si la (stricte)
quasi~-concavité de u(x) est vérifiée, la matrice hessienne Bn est (défi-
nie positive) semi-définie positive et les courbes d'indifférences (stric-
tement) convexes. Et inversement,si H est définie non-positive et de
rang (n-1), Bn est définie non-négative (positive) et la surface d'in-

différence (strictement) convexe.
Un résultat semblable existe dans 1l'espace des valeurs, P X M.
Au probléme usuel défini par (u(x), A, £ (p,m)) od £ (p,m) est le sys~

téme de fonctions de demande, A un multiplicateur de Lagrange, on asso-

cie la fonction d'utilité indirecte définie par
v = v (p,m) = u(f(p,m)),
pour tout (p,m) de P X M. Différentions v par rapport 3 p et m:

(3.12) v; =(3v/ 9p)'= (Qu/ 3f)' (3f/ 3p)'= u; F = Ap'F

AER-£ x') T o,

1

(3u/ 30)' (3%/ 3w) =} £ = Ap'E = A.

(3.13) v = 9v/ Om o

(3.12)et (3,13) donnent directement les identités de Roy

(1942 p. 24),
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(3.14) x = —vp/vm.

V, la matrice hessienne de la fonction d'utilité indirecte

s'écrit alors directement comme

—xX;,—KF A
(3.15) vV =

Al A

On définit une courbe d'indifférence dans l’espace des

valeurs par 1l'équation implicite
v (p,m) = u = u(x*)

ou par son équation explicite relativement 3 la variable revenu par

(3.16) m =y (p,d).

Si on note Am la matrice hessienne évalu&e en un point
(p,m) du contour d'indifférence dans l'espace des valeurs, on peut mon~-

trer que:

Résultat (II1I.2): Sous (H7), la matrice de Slutsky est la hessienne

d'une courbe d'indifférence dans l'espace P x M,
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C'est-3-dire
(3.18) A = K,

ol les deux matrices sont évaluées au méme point (p,m.)

Preuve: Par une transformation de mé&me type que (3.7), A.m s'exprime

en fonction de V comme

- - - 1 -—
(3.17) Am [In—l’ Vp/vm]V[In_l, vp/vm] ( l/vm).
*I1 suffit de reﬁrendre les identités de Roy, (3.14) et (3.13) pour

obtenir directement avec (3.15),

(3.18) A = K A

Ce résultat est dual de celui obtenu sur H. On remarquera
qu'il repose sur l'hypothé@se (H7) au complet cependant que celui sur H

s'appuie sur (H7a), (H7b)

Finalement par (H7 c), la semi définition négative de K
implique que les surfaces d'indifférenée dans 1'espace Px M sont con-
caves. De plus sous de bonnes conditions analytiques - (H7) -, il existe
une relation directe entre les matrices hessiennes des courbes d'indiffé-

rences duale .
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P i8me
Notons K ,, la sous matrice de K amputée de ses ni m

ligne et‘niame colonne et (Am)** la méme transformation sur Am;

Résultat (III.3): Sous (H4),(H7) les matrices hessiennes des courbes

d'indifférence duales vérifient

@B.21) PB, (A, = I, .

Preuve: Compte tenu de (3.8), formons le produit K**Bn’

— —p* -pk '
KysB_ K [T o5 -p*/p 1 B [T ,-p*/p 1'(1/p )

qul s'écrit encore,

(3.19) Ry B = -lKy=(/p) PRy, BT ,-p,/p 1" (/p ).
Sous p'K = 0 et en notant K*n la nieme colonne de K sans
son nieme é€lément, on a -
Py Koy = P Ky -

Substitué dans (3.19), ceci permet

KB, = [Kypo Ko TBIT o5 -p,/p 1" Q/p).



Par ailleurs, KH = [In— (1/s)wp'] permet d'écrire

Compte tenu de (3.10), (3.19) s'écrit finalement

(3.20) KeuB, = @/p) I,

qui n'est autre que

(3.21) p,B (A),, = I .. A

Ceci aché&ve l'interprétation analytique des matrices de
Slutsky et d'Antongelli généralisées. Il est intéressant de noter que
le lien existant entreIietBnJa,matrice hessieﬂﬁe du contour d'indiffé-
rence dans X)est invariant par rappoft au choix de la normalisation.
(Ceci est illustré par le fait que cette transformation tient é&galement
pour la matrice des effets - quantités avec(3.11)). Cette transformation
(3.8) . permet donc de construire 3 partir de H un critére de substitu-
tion - complémentarité‘indépendant de la régle de normalisation - et en

particulier de sa spécification qui peut rester inconnue -.

On peut construire ainsi n structures de substitution - com-
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plémentarité— autant que de normalisations mathématiques de base — dans

*
1’espace des biens et n'ayant aucune variabilité économique. 3

~

*3 Complémentairement & cette remarque, il eat peut 8tre possible de
construire une critére de q « complémentarité - substitution inva-
riant et dual de celui de p -~ complémentarité& « substitution 2
partir de (3.21) et de l'inverse généralisée au sens de Moore~
Penrose de K.
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SECTION II. FONCTIONS DE DEMANDE ET D’éVALUATION MARGINALE AGREGEES

La modélisation d'un phénoméne - i.e. la description et
1'explication de la réalité @ 1'aide d'un schéma logique - est indisso-~

ciable de l'agrégation.

C'est sur 1l'agrégation que reposent pour une bonne part la
valeur descriptive (ou degré d'approximation) et la valeur explicative
(par le réalisme des hypoth@ses faites) du modéle. Dépendant du phéno-
méne &tudié, l'agrégation est a faire dans différents eséaces. La théo~

rie de la demande distingue habituellement trois composantes,
~ 1l'agrégation sur les individus
~ 1l'agrégation sur les biens
- 1'agrégation sur le temps.
L'agrégation sur le temps est un éléient nécessaire 3 tous

les modéles puisque tous les phénoménes ont une dimension temporelle et

: *
qu’il est alors nécessairxe de spécifier la base structurelle 4 du modéle.

*4 La relation entre structure et modéle est prise dans le sens décrit
par Malinvaud (1964p. 61). '"On utilise stxucture pour désigner la
forme que prend un modéle lorsque sont fixés toutes ses caractéris-—
tiques, y compris celles qui n'dtaient pas données a priori".
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L'agrégation sur les biens est nécessaire d’abord si on met
en place des tests sur les hypothéses de la théorie et si on désire rendre

le mod8le opérationnel.

L’agrégation sur les individus intervient aussi lors du
test des hypothéses et traite en particulier des problémes de 1'identi-
fication et de 1l'explication au niveau collectif, des implications de no-
tre thédrie des comportements individuels moyens. Nous ne considérons
dans cette section que cette composante de l'’agrégation d'’abord pour sa
nature théorique,et ensuite parce que ses résultats seront 3 la base de

résultats plus spécifiques que nous développerons dans le Chapitre IV.

Notons cependant que l'agrégation sur le temps a été sbé—
. cifiée en partie par les hypothéses de notre modeéle théorique -~ par (H7)
par exemple - et notre méthodologie. Nous achéverons de la sbécifier
avec l'agrégation sur les biens et celle sur les individus, en fonction
des buts et moyens de la seconde partie en posant des hypothéses complé-

mentaires a celles du mod&le théorique considéré ici.

Ainsi nous nous préoccuperons de savoir si,au niveau collec-
tif,on peut dégager et caractériser des fonctions agrégées de demande et

d'évaluation marginale dans le cadre de notre mod&le du consommateur.

Le premier paragraphe montre comment se reportent au niveau

agrégé les résultats obtenus sur la demande individuelle. En acceptant
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encore l'hypothése de difféomorphisme entre les deux espaces,nous mon-
trerons comment le "méme" ré€sultat peut 8tre atteint sur les fonctions

d’évaluation marginale agrégées - paragraphe 2—.

§ 1. L'agrégation des différentielles des fonctions de demande

Notons

(3.22) dx® = kPap + f:lb'dxb,

le systéme de demande du consommateur b dans une population de 7 indi-

*5 - - . . .
vidus . Ce systeme peut vérifier dans notre théorie - et en parti-

culier sous (H7) -

(3.23) K" p= 0,
(3.24) Kb = K'b,
' b ) n b
(3.25) E'’K'E¥0; VEe IE et rang K = n-1,
b .
' =
(3.26) P fm 1.

La variation de la demande collective est la somme des varia-

tions de demandes individuelles. Considérant maintenant une &conomie ol

*5 Dans le but de simplifier les notations, nous noterons (3f£7&n£) =f

le vecteur d'effets revenus de fetindividu‘f. . Au sens strict,
nous aurions di noter celui-ci £ -

¥4

m
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il y aunicité des prix, la variation de demande collective s'@crit encore

_ £ ,
(3.27) dx = Kdp + I fb p'dxb7
b=1 ™
£ b ¢ b
od dx =% dx, K =% K,
b=1 b=1

(3.27) explique donc les variations de la demande totale
face @ une variation des prix - la méme pour tous -, et face 3 des
variations des revenus individuels. TI1 est &vident que 1'on a sur (3.27)

les restrictions1

(3.28) , . Kp = 0,
(3.29) K = K',
(3.30) E'REL 0; VE ¢ ]:En,‘ rang K = n-1_

£

1 b L) b - 1
(3.31) P I fp'dx =p dx,
m
b=1
*6

qui correspondent sur la demande agrégée aux restrictions sur les de-

mandes individuelles.

*6 On remarquera que ces restrictions agrégées peuvent &tre encore
valides si on 3 des correspondances de demande plutat que des fonc-
tions. En particulier,on pourra avoir K de rang n-l1 sans que tous
les K le soient. Dans la suite cependant,nous conserverons 1'hy-
pothdse (H7) ou alternativement celle de difféomorphisme sur le
modéle individuel.



Précisons le sens de cette agrégation: si chaque individu
b est 3 un niveau d'utllité préassigné ub (xb) = Gb ~ correspondant
localement 3 une variation de revenu réel (p'dxb) nulle—, alors dans
1’espace P X M,Kb est la matrice hessienne de la surface d'indifféren-

b _ b, -b - b .
ce m = vy (p,u). K=ILK est alors la matrice hessienne de
b
b _ b -b

Im =LYy (p,u).
b b

s b . .
Ainsi K = £ K est la matrice hessienne d'un contour de
b
Scitowski-Debreu dans 1l'espace P x M. Nous définissons un tel contour
et ses propriétés dans l'appendice B. Cette agrégation dépend des ni-
] . . /—b - . - . ] + 1]
veaux d'utilité u préassignés,mais ne suppose pas l'existence d"une

fonction d'utilité collective dont les arguments seraient les quanti-

tés globales.

En particulier, les contours de Scitowski- Debreu dans
P X M, qui sont localement concaves par la semi-définition négative de K
(avec (3.25) ), peuvent se couper si on fait varier la distribution des

niveaux d'utilité entre les individus.

Lorsqu'on dispose de données pour différentier les catégo-
ries de’consommateurs, la forme (3.27) est testable. Si les données
utilisées sont agrégées sur l'ensemble des individus, la forme (3.27)
doit @tre modifiée avec des hypoth2ses supplémentaires pour €tre testa-

ble. Ceci fera l'objet du Chapitre IV.
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§ 2. L'agrégation des différentielles des fonctions d'évaluation

marginale

Dans ce paragraphe,nous dérivons les fonctions d'évaluation
marginale agrégées par inversion du systéme de fonctions de demande
agrégées, c'est-3-dire avec un corps d'hypothéses assez restrictif ((H3)
et/ou (H7))sur les comportements individuels. Ceci en particulier a pour

conséquence,

Lemme: Si les préférences de chaque consommateur satisfont 1'hypothé-

se (H7) ét si la régle de normalisation collective est de la

forme s = w'p sous (H4), alors la matrice

(3.28) K w

est de rang n + 1 @t inversible.

Preuve: En effet,s'il existe [£ ,0 ], un vecteur non nul de =" x IE
tel que
(3.29) K w £ Q

= .,'
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alors
(3.30) KE + wh = 0,
(3.31) w' £ = 0.

Prémultiplions (3.30) par p'} alors,combte tenu de (3.28), (3.29) et
(H4)yon obtient sO = 0 qui implique donc © = 0. Cependant 6 = 0 impli—‘
que K& = 0 par (3.30)let nécessairement £ = Ap (A &tant un scalaire non
nul), puisque K est de rang n-1 et Kp = 0. Cependant Aw'p est dif-

férent de 0 et contredit (3.31). &

Remarquons d'abord qu'il n'est pas nécessaire que toutes
les fonctions d'utilité satisfassent (H7) pour que cette propridté soit
vérifiée - voir &galement la note 6 de ce chapitre—,

9

w
T ]

0 Alors on a né-

Notons [ i, 1'inverse de [i

cessairement t = (1/s)p et T = 0.

En effet,la relation d'inverse entre ces deux matrices

implique
(3.32) K + tTw = In .

(3.33) t'K + ww'= 0,



113

Postmultiplions (3.32) par p, compte tenu de s = w'p et Kp = 0 on

obtient t = (1/s)p. DB&s lors,il est direct que T = 0.

Les relations d’inversion en forme partagée, entre ces deux

matrices, sont données alors par

(3.34) R+ (1/s) po' = I,
(3.35) w'T = 0,

(3.36) COLELE
(3.37) K (1/s)p = o.

On remarquera d'abord que T s'écrit nécessairement de la

forme

(3.38) . T = 8 [In— (1/s) wp'].

En effet si la matrice T vérifie (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), 1a
matrice T [In ~(1/s)wp’] vérifie également ce systeme, combte tenu de
p'K = 0. Cependant 1'inverse dfune matrice étant unique, il existe donc
nécessairement une matrice S d'ordre n x n et une matrice idembotente

[In ~(1/s) mﬁ'] telles que T = § [In -(/s)wp’']. Par (3.35) on a de plus
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soit w'S = 0, soit w'Ss = Ap' avec X un scalaire non nul. Et finalement

S est g - inverse de K. En effet)par (3.34) et (3.38),on a KSK = KTK = K.:k7

La matrice T est &galement g - inverse réflexive de K; en

effet (3.34),postmultipliée par T, fournit avec (3.35):
(3.39) TKT = T.

Avec (3.37), (3.34),prémultipliée par K ,donne

(3.40) KIK = K.

Finalement T vérifie les propriétés:

(3.35) w'T = 0,
(3.41) 4 T = T,
(3.42) §'TE £ 0, pour tout &£ de IE" et T de rang n-1.

(3.35) est vérifiée par construction. La symétrie de T est
obtenue de celle de K,lors de 1’inversion des matrices bordées. (3.42)

est directe avec (3.39) ~voir Balestra (1972 p. 180) - et (3.30).

*7 Ceci correspond aux résultats (Il) et (I.5).



Revenons maintenant aux fonctions de demande agrégées dont

nous prémultiplions 1'équation (3.27) par T, c'est-3-dire

. 4 b b
Tdx = TKdp + T I f p'dx
b=1 ™
qui,compte tenu de (3.34),peut s'&crire
' £ b b
dp = Tdx - T I £ p'dx + (1/s)w'dp p.
b=1 ™

(3.43) est la forme différentielle du systéme de fonctions

d'évaluation marginale agrégé sur les consommateurs.

Si (H7) est vérifié par toutes les préférences des indivi-

dus et si la régle de normalisation collective vérifie (H4), une varia-

tion dans les prix comptables de 1'économie peut &tre induite et/ou:

- par une variation dans 1l'offre,

- par une variation dans les revenus réels via leur niveau

ou leur distribution,

—~ par un phénoméne '"d'inflation pure" provenant de varia-

tion dans la condition de référence de 1l’&conomie.
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De plus,avec 1l'hypothése de difféomorphisme, (3.43) vérifie

(3.35) w'T = o0,

(3.41) T = T',

(3.43) E'TE & 0 pour tout £ de IEn, et T est de rang n-1,
£ ‘b

(3.44) w't ¥ £ = o0,
b=1 ™

Nous testerons une forme voisine de (3.43) avyec (3.35),
(3.41), (3.42), (3.44) dans la seconde partie de ce travail en ajoutant

des hypothéses nécessaires 3 1'agrégation des effets revenus individuels.

Plusieurs questions restent cependant en suspend ici. I1
est tentant d'iﬁterpréter T comme la matricé hessienne transformée d'un
contour de Scitowski-Debreu dans l'espace des quantités. Il est fort
probable que ce soit le cas.,Cependant 1'agrégation directe des fonctions
d'évaluation marginale individuelles n'est pas une simple sommation et
nous avons &té incapable de l& vérifier. Celle-ci nous aurait permis
en plus d’'échapper 3 l’hypothése d'inversion du syst@me de demande et)ven
particulier,de retrouver sur la forme agrégée.la généralité que nous a-
vons obtenuedans le Chapitre ILL sur les &valuations marginales indivi-

duelles.



PARTIE I I

APPLICABILITE DES THEORTES DE LA DEMANDE ET DE L '"EVALUATION



INTRODUCTION

Ainsi que le souligne Malinvaud (1957 P. 72), "il est peu
de modéles utilisés en &conomie qui ne se traduisent pas par une agré-

gation plus ou moins poussée".

La théorie classique de la consommation est 1'un des domai-
nes ou cette proposition est particuliérement vraie,par les fondements

méme du mod&le et 1'information qu'il nécessite pour 8tre opérationnel.

Les résultats que nous avons développés jusqu’d présent sont
basés sur des comportements idéaux (ou moyens). Comme 1le souligne Hicks
(1956 p. 55) et (1969p. 12), "On ne prétend pas par exemple que la théo-
rie de la demande permette d'avancer la moindre hypoth8&se intéressante
sur le comportement d'un consommateur particulier: éelui—ci peut &tre
dominé par des motivations qui lui sont tout 3 fait propres; mais par
contre cette théorie permet d'affirmer un certain nombre de choses sur
le comportement global du marché& - c'est-a-dire de 1’ensemble des consom-
mateurs d'un certain produit". ‘Les tests et 1l'opérationnalité de nos

résultats sont donc 3 envisager au niveau collectif.

Cette agrégation n'’est cependant pas directe et rencontre
un obstacle théorique important. L'agrégation des choix transitifs diffé-

rents - qui sous- tendent les fonctions individuelles (moyennes) de deman-

*1 Marschak (1952) discute €galement ce point pour la théorie de la
consommation.
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de et d'évaluation -,fait perdre en général cette propriété au .choix

%2
collectif . Il est donc pertinent de dégager dans notre cadre d’analy-
se les conditions conservant aux fonctions collectives les caractérisa-

tions des fonctions individuelles.

Cette question devient essentielle au niveau des tests et
de 1l'opérationnalit@ du modéle. En plus des tests qu’elles permettent
sur la théorie, les restrictions théoriques sont un moyen pour diminuer

le nombre de paramétres 3 estimer.

Cependant lorsqu'on sait que 1'information disponible est
constituée la plupart du temps de données tr8s agrégées, il est certain
que la variance du comportement moyen est &levée et que les hypothdses

d’agrégation des caractérisations seront tr&s restrictives.

Hicks (1956 ch. 6) illustre la nature et 1’ampleur de cette
question. On peut distinguer par ailleurs deux approches 3 ces problé-
mes. La plus ancienne cherche des conditions suffisantes sous lesquelles
on peut agréger: dés 1886, Antonnelli (1886 p- 334) s'est interressé i
ce probléme dans le cadre de la théorie de la demande. Nataf (1953),

Gorman (1953) donnent le résultat de base de cette approche., Une appro- -

*2  Le paradoxe de Condorcetest une illustration simple de ce phénom@ne.
Arrow (1963 p, 59) synthétise ce résultat dans son théoréme général
des possibilités,



che plus récente recherche des conditions nécessaires d'agrégation,
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Ayant montré qu’il existait des fonctions de demande excédentaires d'une

€conomie walrasienne qui n'étaient pas décombosables en une somme de
fonctions individuelles ~ Sonnenshein (l973a),Debreu (1974) ...-,cette
approche &tend ce résultat aux fonctions de demande d'une économie de
marché - Sonnenshein (1973b) Nous donnerons une autre preuve de ce

résultat dans la section I du Chapitre 1IV.

Face & cette situation, différentesattitudesexistent: cer-
tains économétres’comme Barten -~ voir par exemple Barten (1975 p. 33) -,
acceptent des approximations des conditions locales d’agrégation, par

contre certains théoricienspréconisent 1'abandon des caractérisations de

la demande au niveau agrégé.

Complémentairement & 1'agrégation sur les individus, 1'a-

grégation sur les biens et le temps sont nécessaires.

Pour l'agrégation sur les biens, des solutions théoriques
et une solution pratique coexistent. Ces premiéres passent par la Spé-
cification des relations de préférences, les secondes par des formes du
théorgme de Hicks - ! Hicks (1937 p. 17) -,comme celle pro-

posée par Diewert (1974).

Notre approche est essentiellement statique. Nous serons

cependant obligé de considérer la meilleure approximation a faire pour
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approcher nos variations infinitésimales 3 1'aide d'équilibres intertem-

porels. Celle-ci repose sur un résultat obtenu par Theil Q967 p. 223).
Ces questions d'agrégation feront 1l'objet du Chapitre IV.

Le chapitre V sera une application de nos mod&les théoriques
avec des données canadiennes. Nous accepterons alqrs les ﬁypothéses qui
permettent toutes les agrégations. Deux questions techniques seront envisa-
gées: la paramétrisation du mod&le d'évaluation et la prise en compte
de la contrainte de négativité sur les matrices de Slutsky et d'Antonnelli

généralisées.

Ce chapitre doit €tre considéré comme un test tra&s sévadre
de notre mod&le théorique. Bien que nous utiliserons déj3 la paramétri-
sation de Rotterdam pour l'estimation des fonctions de demande, il est
cértain qu’il faut penser 3 des formes utilisant la distribution des reve-
nus pour avoir des résultats vraiment significatifs. Pour les fonctions
d'évaluation,la méme remarque est valable mais en plus il faudrait "inves-
tir" maintenant dansides paramétrisations avec normalisation moné;aire

pour utiliser toute la puissance explicative du modale.



CHAPITRE IV

AGREGATION ET APPLICABILITE DES THEORIES

DE LA DEMANDE ET DE L'EVALUATION
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INTRODUCTTION

La théorie de la demande est 1'un des domaines brivilégiés
oli la théorie Economique et 1'@conométrie se rejoignent pour permettre
une approche relativement unifiée de la théorie, de ses tests et de ses
applications. Ainsi que le note Barten (1974 p.1): "constructing complete
demand system 1S an example of the ideal type of econometrics. It uses
a well developped theory, aﬁ extensive set of data and a refined estima-
tion technique. In particular, a strong relationship between theory and
egstimation distinguishes it from other empirical economic studies". 1I1
nuance cependant cet optimisme en remarquant que "this strong relation-
ship is at the same -time a source of possibilities and a source of pro-

blems".

Dans ce chapitre,nous nous attacherons 3 décrire ces pro-
blémes. et 3 montrer comment ils ont 8té,ou peuvent &tre résolus. 1Ils
reposent sur le fait que 1l'on ne dispose généralement pas de 1'information
nécessaire pour tester ou appliquer au niveau agrégé les conséquences
d'un modéle basé sur des comportements in&ividuels *l. Nous serons done
amené E.anigager les conditions et conséquences de l’agxégation de com—

portements individuels moyens. Cette agrégation présente trois composantes

*1  Rappelons qu'il ne serait certainement pas intéressant de le faire
si on le pouvait: notxe modBle prétend représenter des comportements
moyens et ne peut retirer son opérationnalité que de ceci.



i) 1’agrégation sur les individus,
i1) 1l'agrégation sur les biens,
iii) 1'agrégation sur le temps

Les trois sections de ce chapitre les examineront successivement.

Avant, quelques remarques sont 3 faire.

Nous avons mentionné les tests de la théorie comme 1'un
des objectifs de 1'estimation. En réalité ces tests portent avantrtout
sur les hypoth&ses qui ont permis de mettre les résultats théoriques
dans des formes testables et non nécessairement sur les hypothéses du

*
modéle théorique lui -méme 2.

L'agrégation demande de renforcer notre corps d'hypothéses:
on rencontre en général deux attitudes face 3 ce probléme selon les ob-

jectifs visés.

La premi®re cherche des solutions exactes; elle accepte de

poser des restrictions sur les fonctions d'utilité afin de caractériser

*2  Les tests d'hypoth8ses d'agrégation n'dtant pas 1'objet de ce tra-
vail, dans le Chapitre V nous proposons une estimation avec l'en-
semble des restrictions ayec un test global,sans procd&der “pas &
pas”dans 1'imposition des contraintes, Ceci serait 1'objet d'une
(ou plusieurs!) thBse.
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des formes finales des fonctions de demande ~ ou d'évaluation -, testa-

bles sans erreur d'agrépation.
greg

La seconde accepte des solutions approchées: plus pragmati-
que, elle cherche @ isoler des situations vraisemblables pour lesquelles
les biais d'agrégation sont faibles au voisinage des équilibres consi-

dérés.
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SECTION 1I. L'AGREGATION SUR LES CONSOMMATEURS

Les relations (3.27) et (3.43) donnent les formes agrégées
sur les consommateurs des systdmes de demandes et d'évaluations margina-
les dans le cadre du mod2le théorique. Un test ou une utilisation direc-
te de ces formes (avec les restrictions qui port%?t sur elles) suppose
de 1l'information sur chaque consommateur - par 1L p'dxb -. Ceci n'est

b=1
évidemment pas envisageable - ni 3 envisager -.

Définissons d'abord la demande collective (moyenne) d'une

économie comme la relation reliant les quantités moyennes demandées,,

_ by
x = A/ x,
b=1
- 2’ b
aux prix p avec la dépense moyenne m= (1/%) I m. Cette demande col-
b=1

lective sera représentée par la fonction ¢ une fois continuement diffé-

rentiable sur PX M, c'est 3 dire encore

(4.1) x = ¢ (p, m).

Nous supposerons également que cette demande collective sa-
tisfait la contrainte budgétaire collective (moyenne), c’est-3-dire p'x =«m
Nous verrons que ceci implique une propriété d'additivité sur (4.1). Sou-

lignons cependant que,dans la définition, il n'est pas fait référence aux

demandes individuelles, ni 3 1'homogéniété de degré 0 en p et m de¢ .
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Définissons maintenant la demande agrégée (moyenne) d'une
€conomie comme la moyenne des demandes individuelles des consommateurs
qui constituent cette &conomie, compte tenu des prix et distribution

de revenus qui y prévalent,c’est-3-dire

A 2
(4.2) X2 @ = amsz £ p,abd.

b=1 b=1

fb (p,IE) est la demande du consommateur b dans 1'environnement des prix p et de
son revenu b. Par sommation des contraintes de budget individuelles, la

demande agrégée vérifie toujours la contrainte budgétaire collective.

Chaque fonction individuelle fb étant homogéne de degré 0
en p et mb, la somme de ces fonctions est homogéne de degré 0 en p, ml,...

b <
m Ainsi que nous le montrerons, ces fonctions de demande agrégées ne

vérifient pas en général 1'homogénditéd de degré 0 en p et m ,

A 1l'aide de ces définitions,on peut envisager deux types de

questions:

- pour une fonction de demande collective donnée, existe-t-il toujours
une &conomie - définie par les préférences &soconsommateurs et leurs
revenus-dont la fonction de demande agrégée est identifiable 3 cette
fonction de demande collective ? Cette propriété est-elle encore vraie
sl on ?ostule une distribution de revenus donnée ? Notre fonction de

demande collective, ayant ces propriétés,sera dite décomposable.



-~ lorsqu’elle sont décomposables, quelles propriétés vérifient les
fonctions de demande collectives ? -Quelles sont les conditions suf-
fisantes pour obtenir les propriétés usuelles de la demande sur la

demande collective ?

Ces deux classes de questions seront les objets des deux

paragraphes suivants. Notons que lespropriétés dégagées ici dans l'espa-
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ce des valeurs pour les fonctions de demande ont leur correspondant dans °

1’espace des biens pour les fonctions d'évaluation. Salvas -~ Leblanc -
Bronsard (1975) donnent une démonstration pour la décomposabilité dans

1l'espace des biens dans 1'appendice I de leur &tude.

§ 1. Décomposabilité des fonctions de demande collective

Une fonction de demande collective est dite localement dé-
composable ‘-~ au voisinage d'un point (psm) de Px M - s'il existe 4
consommateurs dont la fonction de demande agrégée est telle que
L 2

(1/9 % Fdp+ @1/9 L £ dm
b=1 p=1 ™

b

i

(4.3) dx = ¢ dp + ¢I>nd51

avec % = [3¢/3PJ, ¢H§IB¢/85'J .

Sonnenschein (1973a,théoréme 1) montre que,dans une &co-~

nomie comprenant deux biens-n = 2 -, si ¢ satisfait une condition de
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Lipchitz sur m et est homogéne de degré‘O en p et m, alors cette
fonction de demande collective est localement dé&composable avec une
fonction de demande agrégée générée par deux consommateurs ( £= 2) se
partageant le revenu total &galitairement *3. Dans (1973 b, 404), il
étend partiellement ce résultat au cas de n biens en montrant que ¢
est toujours localement décomposable avec un nombre fini de consomma-
teurs se partageant le revenu égalitairement. Il conjecture (1973 b,
p. 408) que pour certaines fonctions de demande collective - vérifiant‘
de plus la condition d'homogénéité -y1le nombre minimal de comsommateurs
se partageant égalitairement le revenu qui est nécessaire 3 décbmpo—
ser ces fonctions est &gal au nombre des biens. De plus,toute fonc-
tion de demande collective - homogéne - serait décomposable sur.n tels

*4

consommateurs. Il prouve également la premiére partie de la conjecture .

Le résultat suivant généralise cette conjecture.

Résultat (IV. 1): Quelqué soit 1'équilibre (p, m) de P x M, quelque

soit la distribution desrevenus dans 1'économie et
quelquesoit 1la fonction de demande collective ¢

continuement différentiable sur P x M, il existe %
consommateurs, avec % supérieur ou égal au nombre

de biens (¥ > n), sur lesquels cette fonction est

*3 (e résultat ne suppose éyidemment pas qu'il n'y a pas d’autres dé-
compositions possibles « yoir par exemple Mantel (1975)-.

%4  Debreu (1974) montre que la décomposition générale de certaines
fonctions de demande collective excédentaires d'une économie d'é-~
change walrasienne Tn'est possible que si le nombre des consomma-
teurs est supérieur ou égal au nombre des biens. Complémentairement,
toute fonction de demandeexcédentaire collective est décomposable sur
n consommateurs. De plus ces propriétés sont globales sur P x M.



130

décomposable localement. Par contre,il existe de tel-
les fonctions non décomposables sur moins de n con-

sommateurs.

Preuve: Montrons d'abord la seconde partie du résultat ; Définis-
sons par K = ® + ¢m E', une matrice formellement semblable
3 une matrice de Slutsky. Si on différentie la contrainte de
budget collective p'x = m » la condition (4.3) de décomposa-
bilité se réécrit:
~ 2 L b

(4. 4) ¢ TRdp+ ¢ p'dk = (/L) I Kodp + (1/8) I fz p dx’,
b=1 b1

ol Kb est la matrice de Slutsky du consommateur b,d&finie au point
L

d'équilibre (p, mb),avec z mb = m.
b=1

Par l'unicité des différentielles et (4.3), on obtient aussi

Loy
(4.5) ® = (/I B,
b=1
4.6 dm 5 (1/%) § £ an?
(4.6) | ¢9 m R m .

* .
Notons §(a) = [(1/%) dmi/dm] 5, le vecteur d'ordre £ x 1 représentant
tout mécanisme de distribution des revenus dans la collectivité, F 1la

, b
matrice d'ordren x £ formée avec les { vecteurs fm , €t X la matrice

*5 Le paramdtre®a” traduit les politiques de distribution du revenu dans
la société. Il sera omis lorsque l'on ne fait aucune hypothB8se sur

ces mécanismes.
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- b P
d'ordre £ xn formée avec les % vecteurs x . (4.6) peut alors se réé-

crire
(4.7) ¢ = F ¢,

compte tenu de (4.5) et (4.7).0n a alors

~ 2 :
(4.8) K-(1/2) I K’ =F (8 %' ~X).
b=1
, L b
Comme la propriété d'additivité est vérifide par et (1/2) Z £ , on
’ b=1
a aussi
~ L b
(4.9) p' [K -(1/2) £ x° ] = o0,
b=1
- L b -
[K - (1/2) £ K ] est de rang maximal n-1. La matrice F (6x' -X)

b=1 : .
est de rang maximal (£ - 1) par construction(p' F= t'et T' Ox' -x) =0 6)

I1 suffit alors de choisir ¢ tel que K soit de rang n - 1 et définie

positive pour rendre la décomposabilit@ impossible lorsque & < n: en
~ %
effet,K - (1/8) I Kp est alors de rang n-1 et F (8%’ ~X) de rang
b=l
@ - 1),ce qui contredit (4.8) et (4,4).

Considérons maintenant le premier point. Pour toute matrice

K, 11 exlste une matrice A telle que p'A = 0, et telle que K + A soit

de rang (n - 1), symétrique et semi-d&finie négative.

*6 T’ est le vecteur unitaire d'ordre £ x 1.



Supposons 2 2n >1 avec & > 2 et notons par p le vecteur
d’'ordre £ x 1 représentant la rébartition des revenus dans la socilété —
c'est-3~dire tel que pi = mi et tel que T'p = m -, Alors il existe une
matrice F = [fz ] d'ordre n x %, une matrice ¥ = [xb] d'ordre £ x n et
® ]

un vecteur § = [§ d’ordre & x 1,qui sont solutions du systéme de

(n +l)2 + £ &quatiomsd 2(2n + 1) inconnues,

(4.10) . A-¢ x' = F X,
(4.11) ¢ = Fs,
(4.12) - ' x'Toyry,
(4.13) P = Xp,
(4.14) 1 = 18,

La premiére partie de (4.4) se réécrit alors avec (4.10) et (4.11),

(K +4) dp+F pax - F (6x' +X) dp.

(4.15) - dx

. ey
/) dmb/dm et dmb = p'dxb‘+ xb dp pour obte-

11

I1 suffit de poser Gb

nir finalement

~ , 2
(4.16) dx =(K + A) dp*+ (/%) X fz p' dx”.
b=1

132
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~

Décomposer (K + A) en une somme de % matrices symétriques,

semi~définies négatives, (1/%) Kb vérifiant p'Kb = 0, achéve la démonstra-

1)}

tion dans ce cas. Le cas n = & 2 est démontré avec le lemme de Sonnen-—

shein (1973b p406). Le cas dm = O n'est pas intéressant car il impose

des restrictions supplémentaires sur ¢ et peut €tre traité directement

2
avec = (I/) L F et p' (1/2) I F'=-%=p'. 4

b=1 b=1

Soulignons que le résultat (4.1) n'implique pas qu’il n'ex-

iste pas de fonction ¢ décomposable sur moins de consommateurs que n.
Notdns €galement que nous n'avons pas restreint la répartition initiale
"des revenus avec P, mais que nous avons contr;int la diétribution des
revenus par §, les préférences par F (et complémentairement A) et les
consommations individuelles X- Le nombre des degrés de liberté -

2 (2n+1) - (n+ l)2 - £ - augmente rapidement avec £ et n croissants
(2 > n) mais il semble impossible cependant de décomposer plusieurs
fonctions ¢ sur une &conomie compl&tement déterminée (en ce sens que
1'on fixerait les préférences, la répartition initiale des revenus et
leur distribution). Il est par contre possible de décomposer une fonc-
tion ¢ sur un nombre croissant d'économies différentes avec £ augmen-
tant. Rappelons finalement que les résultats développés ici ne sont

valables que localement a priori.
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Diewert (1973a) a donné une forme particuli@re des résultats
sur la non-décomposabilité de certaines fonctions de demande collective

sur moins de n consommateurs (n étant toujours le nombre de biens).

Corollaire: Si & <n et la fonction ¢ décomposable, il existe une
matrice Z d'ordre n x £, orthogonale aux vecteurs fz s
et une matrice V d'ordre n x £,orthogonale aux vecteurs
xb avec b allant de 1 & £ , telle que 2'¢ Z = z'éz et
vioev=y’ Ev,soient symétriques et semi-définies néga-

tives.

?reuve: zZ' fz Z Oy pour tout b allant de 1 a8 £ (£ < n), implique avec

(4.5) et (4.6),

L ~ ~
4.17) zZ' (1/2) & sz = 2'¢Z=2'"[K~¢ x']2Z=2'K2Z.
b=1 n
g L ~
Les propriétés de X K se transportent sur Z' (1/2) L K Z et Z'K Z.
b=1 ' b=1

Une telle matrice Z existe nécessairement si £ < n. La méme démonstra-

tion avec V ach@ve la preuve. A

Lancaster (1975 p. 8) interpréte ce résultat pour distinguer
entre rationalité des consommateurs et quasi-rationalité des ménages -

considéré comme un groupe de consommateurs «.
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Ces résultats conditioment]'utilisation des contraintes
obtenues des théories pour 1'estimation des fonctions de demande et
d'évaluation. Cebendant)comme le résultat (4.1) 1'indique, les condi-
tions de non-décomposabilité sont assez contraignantes. Elles indiquent
par contre que la classe des fonctions ¢ satisfaisant aux conditions
usuelles de la demande est assez étroite. Ce résultat avait &té mis
en lumiére d'une fagon originale par Hicks (1956, ch. 6 et 11) et les
fésultats précédents peuvent &tre considérés comme des systématisations
de son approche. Toutefois les résultats classiques de l'agrégation dans

la théorie de la demande laissaient déj3 peu d'espoir sur ce point ainsi

que nous allons le démontrer maintenant.

§ 2. Propri&tés générales des fonctions de demande collective

décomposables

I1 est bien connu que 1’agrégation de préordres de préfea-
rences est quasiment impossible. Une littérature abondante traite de
ce probléme et de ses solutions en théorie de la demande: d&s 1886,
Antonnelli (1856, page 344), donnait une solution partielle, Wold
(1953 p. 143, exercice 27), Ngtaf (1953) (1964), Gorman (1953), Pearce
(1964, ch. 3), Chipman (1974), ... semblent 8tre les autres étapes im@or-
tantes. Ces contributions se sont attachées 3 dégager des conditions
suffisantes sur les mécanismes de distribution de revenus et/ou les
préférences permettant de transéorter sur les fonctions de demande collec-

tive d&composables, les propriétés des fonctions de demande agrégées -
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celles des fonctions de demande individuelles - qui les sous-tendent

Formellement la question qui se pose est: existe-t-il des
propriétés correspondantes 3 (3.23), (3. 24), (3. 25), (3.26), sur le

membre de gauche de (4.4) ? Considérons ces propriétés successivement

i) la propriété d'additivité

Cette propriété est vérifiée d8s que l'on suppose que

la fonction de demande collective ¢ satisfait la con-

trainte de budget m = p'x - c'est-3-dire par définition
ici ~-.
ii) la propriété d'homogénéité,

I1 est intuitif que pour des &conomies quelconques cette
propriété n'esﬁ §aé transportée ou générale sur les
fonctions de demande collective. Il suffit de remarquer
qu'une augmentation proportionnelle des prix et du reve-
nu total dans 1'@conomie ne s'accompagne pas nécessaire-
ment d'une augmentation proportionnelle de chaque revenu
individuel i(dépendant du mécanisme de distribution des
revenus). Ainsi certaines quantités demanddes par les

individus varieront et ne se compenseront pas nécessaire-

ment dans 1'8conomie. Le résultat (4.2) montre formel-
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lement ce point et dégage les conditions nécessaires

et suffisantes qui permettent l'agrégation.

1 L L
Notons o = (& (a,m), ..., & (a,m)), le vecteur représentant
tout mécanisme de distribution et redistribution des revenus dans la so-

ciété, c'est-a-dire tel que
(4.18) . mb = ab (a,m) m ,
b allant de 1 3 f.2est un paramétre servant 3 décrire toute action possible

b
sur les revenus. Ce vecteur est tel que o (a,m) > O pour tout b et
tel que T'ax = 1. " Les fonctions de demande individuelles s'écrivent alors
b

(4.19) X = fb (, ab (a,m) m).

Elles sont homogénes de degré 0 en (p, ab (a,m) m), c’est-a—~dire telles

que
b b b -
(4.20) g) + im o (a,m) m = 0,
On a alors sur les fonctions de demande agrégées,
b b b
(4.21) @/ i Fopt+ @/ X £, ¢ @mm=0
b b

et sur les fonctions de demande collectives,
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Résultat (4.2): Une condition nécessaire et suffisante pour que les

fonctions de demandes collectives décomposablessoient
homogénes de degré 0 en (p, m), est que la distribution

des revenus et/ou les préférences vérifient

b b
o (a, m) fm .

[ o RS

(4.22) ¢ =

b=1

Preuve: Si les fonctions de demande collectives sont homogénes de

degré 0 en (p, m) on aura,
(4.23) op + ¢ m = 0
qui,avec (4.5) et (4.21))impliquent (4.22) . La réciproque est éyidente, &

Si on tient compte de (4.6) et de la définition de o,cette
condition se réécrit également

L
)

(4.24) [® (a, m) - 6° (a)] £ = o.

b=1
Toute distribution des revenus maintenant la répartition

initiale des revenus implique l’homogénéité des fonctions de demande

collective - indépendamment des préférences des indiyidus -.
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iii) la propriété d'intégrabilité mathématique et &conomique,

Ainsi que le soulignent Pearce(1964 ch. 3), Hurwicz (1971

p. 177),1"intégrabilité math&matique - ¢'est-3-dire la Symé—
trie de la matrice de Slutsky associe - n'est pas suffisan-
te pour assurer 1l'existence d'une fonction d'utilité dont la
maximisation SOUS contrainte génére la fonction de demande
considérée: 1'in£égrabilité economique ~ c'est-3-dire une
matrice de Slutsky semi-définie négative -~ est nécessaire.
Ceci reste vrai pour les fonctions de demande collective
décomposables et 1'existence d'une fonction d’utilité collec~
tive w = w *(x) dont la maximisation sous contrainte du re&e—
nu total génére la dite fonction. On a ainsi les condi-

tions suivantes,

Résultat (4.3): Une condition nécessaire et suffisante 3 1'intégrabilité

Preuve:

mathématique d'une fonction de demande collective est que

la matrice [Z fz (x'b - i'ab (a,m)] soit symétrique.

b
Une condition suffisante pour que cette fonction de deman-
de collective soit intégrale €conomiquement est que cet-
te matrice soit définie non négative.
La symétrie de K est une condition nécessaire et suffisante d'in-

tégrabilité mathématique de dm - x dp = 0 - par le théoréme de

Frobenius  voir Goursat (1929 p. 592), Dieudonné (1960 p. 134)-.
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Comme % Kb est symétrique par construction, avec ¢ = (1/2) I Kb R
~ b b
K est symétrique si, et seulement si

(4.25) @z -k = [/ fz X

b b

vb_q)_;(V]

m

~

est symétrique. Remarquons que si K est symétrique, 1'homogénéité de
degré 0 en p et m de la fonction de demande collective est satisfaite

nécessairement. Dans ce cas avec (4.22), (4.25) peut s'écrire

b o b b ..b
(4.26) (/2 Z K -k =@/ [z £ (' -x'a (a,m)].
b p

Ceci achéve la démonstration de la premidre partie du résultat. Si on

écrit ; comme E = (1/%) = Kb - [ @/ = Kb - E ], étant donné que

/8 I Kb est semi—dgfinie négative,bune condition suffisante pour

que E soit aussi semi-définie négative est que (1/2) I Kb - K,
b

~

c'est-d-dire (4.26),soit définie non négative. A

Nataf (1953 p. 21), Gorman (1953) ont donné une condition
nécessaire et suffisante pour que les fonctions de demande collective
décomposables soient intégrables mathématiquement et &conomiquement, si
1'on ne fait aucune hypoth€se sur les mécanismes de distribution et de

%

redistribution - de revenus v7; Katzner (1970 p. 139-140), Chipman (1974

théoréme 3)..., ont reformulé cette condition en tenant compte de la re<

*7 Dés 1886, Antonnelli (1886, pages 344-345) avait dégagé ce résul-
tat. en partie.



marque de Samuelson (1956 note p. 5), @ l'effet qu'elle implique que
toutes les courbes d'Engel sont linéaires confondues et ﬁassent ?ar 170~
rigine. Remarquons que ce point reste vrai méme si on ne considére que
1'intégrabilité Locale des fonctions de demande collective: en effet’
fixer dm , mais laisser « (a,m) libre, oblige 3 considérer bour chaque
consommateur les cas ou il dispose d’un revenu nul et ofi il diépose du
revenu total. Apré&s avoir exposé ce point (résultat 4.4),nous verrons
ensuite comment des restrictions sur o (a,m) permettent de le modifier

(résultat 4.6).

Considérons d'abord la définition suivante et ses consé-
quences. Des préférences sont dites homothétiques si pour tout couple
de complexes de biens (xl, x2) ol X, est préféré (indifférent) 3 xz,
alors pour tout scalaire A tel que Axl et sz soient dans X, on a Axl
préféré (indifférent) 3 sz. Ainsi que 1l’ontmontré Gorman (1959) Lau
(1970) , ' Chipman (1974) ..., des_  fonctions de demande générées par des
préférences homothétiques ont des élasticités - revenus unitaires *8.7

En effet, x = f (p,m) est générée par une relation de préférence si:

% P o *
2. V¥ x lees X tel que p'x £ m, est tel que x est préféré 3 x .

Si la relation de préférence est hqmothétique, alors quelque soit ) tel

*8 la réciproque est &galement vraie.

141
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que A x appartienne 3 X, on a
1. p"Ax = Am

* -
2. Vx A xe X tel que p' A x £ Am, est tel que Ax est préféré
* !
2 Ax . On a donc alors Ax = f (p, Am) = Af (p,m). Si f est

différentiable, le théordme d'Euler permet d’écrire,
4.27) f m = x.

Soulignons la signification de telles préférences: une augmentation du
revenu entraine uné augmentafion proportionnelle de la consommation de

tous les biens. Gorman (1959) et Nataf (1953 p. 26) ont insisté sur ce
point dans des contextes différents. Notre définition permet d’'exprimer

le résultat suivant:

Résultat (4.4) (Nataf - Gorman): Si chaque fonction de demande indi-

viduelle est générée par la méme relation de préférences
homothétique, alors la fonction de demande collective est

donnée par
x= @/ I £ e, ) T @M= W o, o),
b b

ot j est 1'indice d'un consommateur quelconque - et vérifie

donc les restrictions usuelles de la demande.
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Preuve: Procédons en deux &tapes:

1. Condition nécessaire et suffisante & 1'intégrabilité mathématique:
ainsi que nous l'avons déj3 mentionné, le fait que 1'on n'impose
aucune restriction sur O implique que,dans certains cas limites,
on ax = fj (p, (1/9) Z mb). Comme les préférences individuelles

b .

]
sont homothétiques et identiques,on a alors fm = ¢£ pour tout j

allant de 1 3 £ et ¢ est homothétique. En conséquence avec (4.27),
on aura:

b - b b' b -
(4.28) amy Ik -x F YT L g w - e o]

b

qui est symétrique.

2. Condition suffisante 3 1l'intégrabilité &€conomique: (4.28) s'écrit
encore en tenant compte de ¢5 = fi pour tout J allant de 1

ae,

~

(4.29) (1/8) = K° -k = (1/1&)[<1>n—1 ¢é pX (mb -m)] =0,

b b
qui, achéve la preuve avec le résultat (4.3). A

~

Remarquons que dans ce cas (1/%) I P = K , 1'intégration

b
sur un contour de Scitowski ~ Debreu revient 3 celle sur une courbe d'in-

différence collective. Rappelons également que dans ce cas 1l'homogénéité



de degré 0 en (p, m ) est vérifiée par ¢. Nous avons donné le résultat
(4.4) au voisinage d'un point (p,m ) dans P X M: il est clair que la
propriété locale définie ici est vraie globalement dans P x M avec

£ (p,ﬁ») = ¢ (p, m), pour tout consommateur.

Si on pose maintenant des restrictions sur le mécanisme de
distribution et redistribution des revenus, on connait d'autres condi-
tions suffisantes d'intégrabilité mathématiques et &conomiques. La

plus simple est donnée par Wold (1953, théorémel,p. 117);

Résultat(4.5): Si les consommateurs ont les mémes préférences (quel-

conques) et disposent du méme revenu, alors les fonc-

tions de demande collective sont intégrables.

Preuve: Elle est immédiate puisqu'alors x = ¢ (p, m ) = fj (p, m)
ol j est n'importe quel consommateur. A
Dans ce cas.on a aussi (1/%) & Kb = K, mais remarquons
b
cependant que si les consommateurs ont tous les mémes revenus mais des

préférences différentes,ceci n'est pas suffisant @ assurer l'intégrabili-

té,ainsi que 1'a noté@ Hicks (1956 ch. 6 et 11).

Une condition suffisante plus générale est de supposer qu'il

n'y a pas de mécanisme de redistribution des revenus, c'’est-d-dire que

o est indépehdant de a - Roy (1970), Chipman (1974), ... -,

144
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Résultat (4.6): Si chaque consommateur a des préférences homothétiques

mais non nécessairement identiques et s'il n'y a pas

de mécanisme de redistribution du revenu, c’est-d-~dire
- 2 b

que o (a, m) = [a (m), ..., O (m)],avec o~ (@) 30

pour tout consommateur b, alors les fonctionsde demande

collective sont intégrables. La fonction d'utilité

collective qui génére cette fonction de demande collec~

tive est également homothétique.

Preuve: Procédons en deux &tapes:

1. Intégrabilité mathématique: si chaque consommateur a des préféren-

ces homothétiques,alors sa fonction de demande est telle que

fz = xb (l/mb) par (4.27),et
(4300 @/ I K -k=@/m [Ixx @md)-o-z £ o]
b b ' my m

ab (m) m et que 1l'homogénéité est une condition

Cependant, comme mb
nécessaire a 1'intégrabilité,(4.22) permet d’écrire,

@3 am K or=am iz o am’ - g gl
b

b

—

qui est symétrique. Il est clair que l'on a également ¢a m =X avec

(4.25).
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2. Intégrabilité &conomique:

Sous 1'homogénéité - (4.22) - de la demande et Thomothétie des pré-

férences=(4.27)5 (4.31) se réécritencore:

~ ' '

(4.32) /L) z Kb -K=m [J ab'xb xb -z ‘Xb_ab L xb ab 1.
® P~ % P T% P T3
m m m m

~

Si on note 0 la matrice diagonale d'ordre & x £, formée avec

0, C la matrice  x m ayant pour vecteurs - colonnes les vecteurs

xb / mb, on a

~

(4.33) 1/2) 2k -K =mlc'ac-C'aaC ]
' b

que 1l'on réécrit,

~

1

(4.34) A/ K -x=m [c' T-aa’ at)a@-ataanc
b
compte tenu de (I - o o' a_l) o (,a—l oa') = 0. Comme o est définie

non négative - avec ab > 0 pour tout b -, (1/%) E Kb - K 1l'est égale-
ment. Finalement,l'intégrabilité et ¢£ m = x dimpliquent que la fonction

d'utilité collective est homothétique. A

Il est clair que les conditions suffisantes d'agrégation

des propriétés des fonctions de demande individuelle sur les fonctions
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de demande collective, telles que nous venons de les décrire,sont trés
restrictives par leurs implications sur les préférences. Cependant,
comme le notent Nataf (1953, b. 70-71) , Malinvaud (1957 p. 72-73),
1l'agrégation doit 8tre définieven considération de 1l'objet auquel elle
s'applique. Ainsi il est parfois pertinent d'accepter des erreurs d'a-
grégation - lorsqu’elles sont faibles - pour béné&ficier des implications
empiriques de la théorie dans les &tudes économétriques. Barten (1974)
développe cette idée 'pour la théorie de la demande. Il insiste en parr
ticulier sur le fait que 1l'on cherche seulement des conditions locales’
ce qui permet d'accepter les abﬁroximations. Toutefois les résultats
qu'il développe ensuite sont encore des cas particuliers du résultat
général (4.3),comm; nous alions le montrer.

b

1
Corollaire 1 du résultat (4.3): K}/&) % (fm - ¢ﬁ) (xb - ab (a,m)x")]
: b

symétrique est une condition nécessaire et suffisante d'in-
tégrabilité mathématique de la fonction de demande collec-
b b’ b ’ P
tive. [(1/2) I (fm - ¢£ ) (x= - o (a,m)x')] symétrique
b
et définie non positive est une condition suffisante d'inté-

grabilité mathématique et &conomique de la fonction de de-

mande collective.

Preuve: On a

4.35) A/ LG -m) & < @, mxn) =
| . ) ,
/
’ ] ) . .
At £ & - o®a,mx) - @ e & &P - o @m x")
. ’ LN ;
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Comme X (x’b - ab (a,m) x') = 0, (4.35) se raméne 3 (4.26) et le
b ‘
résultat (4.3) s'applique.

Corollaire 2 du résultat (4.3): Sidm # 0 , c'est-d-dire si le

revenu total varie, la symétrie de la matrice (1/%) I fz

b
(xi - § (a) x') est une condition nécessaire et suffisante
d 1'intégrabilité mathématique totale, sa semi définition

positive est une condition suffisante - lorsqu’elle est

symétrique ~ & 1'intégrabilité &conomique.

Preuve: Sidm # 0 et la fonction ¢ décomposable, par (4.5), (4.6)

et la définition de § (a), on a

b b

(4.36) @z K’ -x = @a/m s x
b p ™

A
- 6§ (a) x").
La preuve s'achéve en reprenant les arguments des résultats précédents. A

Notons que le cas dm 7’ 0 est significatif au plan &cono-
métrique puisqu’il est peu concevable en pratique de ne pas avoir de

variations de revenu - nominal et/ou réel -.

'
En remarquant que ¢ﬁ [@a/e) = (xb - x'6b Y] =0 compte
b
tenu de T' § = 1, (4.36) se réécrit encore
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b

(4.37) A/ K ok=@m s -y & -8 x).
b b m m

Barten (1974, p. 7) prend le cas particulier ofi cette expression est

nulle pour exprimer sa condition suffisante d'agrégation.
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SECTION 2. L'AGREGATION SUR LES BIENS

Supbosons que 1l'agrégation sur les consommateurs est réso-
lue. La taille du systéme de demande - ou d'évaluations - que nous esti-
mons est fonction du nombre d'observations dont nous disposons, des res -
trictions dégagées sur les modéles théoriques et des restrictions supplé-

- - . *9
mentaires propres 3 1l'agrégation sur les biens .

La prise en compte des restrictions théoriques dans le cal-
cul de la taille du systéme a estimer se fait aisément: 1'estimation
d'un systéme de n fonctions de demande revient 3 dégager n2 paramétres
pour la matrice de Slutsky et n paramétresbour le vecteur d'effets-re-
venus. Ces (n + 1)n param&tresme sont pas tous 3 estimer: méme sans

information supplémentaire, la propriété d'additivité - p'¢a =1,

~

~

pP'K=0 -, en enléve n + 1. Si 1'homogénéité est vérifigealors Kp= 0
permet de calculer (n - 1) paramétres et donc de n'en estimer plus que

n (m -1). La symétrie de la matrice de Slutsky fait baisser ce nombre

i(m-1) (n-2) /2.

%
Pour les fonctions d'évaluation marginale 10, il y a n2

paramétres dans la matrice d’'Antonnelli généralisée, n paramétres pour

~ ~

H"¢ﬁ et n pour le vecteur w. La propriété Hw = 0 permet de calculer
n coefficients et de n'en estimer plus que n2 + n. La symétrie de H

perﬁet de n'en estimer plus que (N« 1) (n + 2) /2 + n

*9  Notons que la question de 1'agrégation sur les biens est toujours
présenteyque l'on considére la demande d'un seul bien ou celle de
1'ensemble des biens.

*10 Nous supposerons W copnu dans la param@trisation que nous utilise-
rons; il faudra donc enlever 'n aux calculs faits ici pour obtenir
les degrés de liberté,
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~ ~

Notons que la définition de K et H est de 1l'information
sur la spécification des fonctions 3 estimer mais ne diminue pas le
nombre des paramétres dans 1'estimation. Les restrictions que nous ve-
nons d’examiner restent souvent insuffisantes pour permettre l'estima-
tion de modéles de taille importante vuela carence de données. La di-
minution du nombre de coefficients 3 estimer passe donc par des hypo-
théses d'agrégation sur les biens dont le choix dépend des objectifs

de 1'étude.

Si 1’on désire estimer les demandes pour un grand nombre

de biens, deux solutions au moins se présentent:

- retenir des variantes quasiment additives de la fonc-
tion d'utilité et employer de l'information a priori

sur la structure des préférences,

- retenir des procédures de budgétisation avec des indices

de prix et de quantités.

Examinons rapidement ces possibilités. Ces variantes s'ap-
puyant sur des fonctions d'utilité cardinalistes permettent la décompo-
sition probosée par Houttaker (1960) de 1l’effet de substitution en un
effet de substitution spécifique ~ basé sur l'’inverse de la matrice hessi-
enne de la fonction d'utilité -~ et un effet de substitution générale -

défini entre autres 3 l'aide des effets ~ revenus -.
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*11
Quand W est inversible,on obtient ainsi 3@ partir de (2.15),

(4.38) K= AW~ -(d/ (3)/ &m)) ¢= ¢é .

L'avantage de ces formes réside dans les spécifications possibles de W
et W_l, diminuant ainsi le nombre de paramétres 3 estimer *12. Par ex-
emple,le mod&le linéaire de dépenses— développé par Stone (1954) -, a
la forme

m
(4.39) . = X + bim + c

13P4 172

ol i est 1'indice du bien.  Ce mod&le s'appuie sur une fonction d'utilité

de type

n *13

(4.40) W& =S I (x

bj
+a,. / (b, -1))
1=1 ii i

i
qui se raméne par la transformation logarithmique 3 une fonction addi-
tive. Ce cas a &té assoupli par Frisch (1959) en introduisant la notion
d“indépendance des préférences pour un bien - ici le bien 1 -, et en

montrant ses implications sur la demande. Ceci revient 3 considérer des

*11 W est la matrice hessienne de la fonction d'utilité collective asso-~
clée & 1l'agrégation sur les individus. Le méme raisonnement tient
avec U si 1'on a un seul consommateur.

*12  Remarquons que cette décomposifion requiert a priori une méthode d'es-
timation non linéaire sur le premier membre de (4.4).

*¥13 Voir par exemple Champsaur-Milleron ( 1971, exercice 5) ou en particu-
lier aij &= bj aij /(bj—l).
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fonctions d'utilité du type
(4.41) W (x) = t, (il) +t, (Ez, cee s §n)

, t, des fonctions adéquates.

avec 9 W / 8.}E =0 pour j =1 et ty 9

1 3

Barten ( 1964) et Theil ( 1967) ont généralisé
cette hypothése en considérant des fonctions d'utilité presqu'additives
ou indépendnates par blocs dans des versions du mod&le de Rotterdam.

En bref, ces formes ont 1l'avantage de faire apparaftre une structure d'é-
léments nuls servant d'infor@ation a priori pour l'estimation de W_l -
voir par exemple Theil ( 1967 p. 199) et Barten (1964 p. 4). Le Systime
Indirect Addilog basé sur l'article de Houttaker (1960) ob&it au méme
principe. Les travaux de Jorgenson-Lau (1975) présentent une généraliéa—
tion de ces approches en utilisant’une classe plus générale de fonctions

d'utilité - fonctions d'utilité transcendentales logarithmiques direc-

tes et indirectes -.

Les variantes qui s'orientent vers des procédures de bud-
gétisation s'appuient sur des versions renforcées des arborescences de
choix. Induite par les travaux de Sono (1943 ), Leontieff (1947),une

littérature abondante a caractérisé les différentes nuances des rela-
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: *
tions de préférence séparable 14. Geary - Morishima (1973, partie 2)

et Blackorby, Primont, Russel(1975b) donnent les principales définitions

et propriétés de ces fonctions.

Si on désire conserver un grand nombre de biens, cette
approche implique que 1l'on construise des indices de prix permettant
d'allouer le revenu entre des "envelopbes" my G=1, ... , k), affectées
d chaque classe de N respectivement, buis dais un second temps de réal-

louer ces enveloppes sur les biens élémentaires de leurs classes respec—

tives.

La faible séparabilité est une condition nécessaire et
suffisante pour permettre la seconde &tape, c'est-d-dire 1'allocation
intra-classe des envelopﬁes e g=1, ..., pz), compte tenu des seuls
prix pertinents aux classes corgespondantes. Si complémentairement on
veut affecter le revenu m entre les enveioppesuﬁv Gg-=1, ..., k), a
1'aide d'indices de prix et de quantités définiestour chaque classe, la

séparabilité homogéne de la fonction d'utilité est nécessaire et suffisan-

te - Gorman (1959), Blackorby, Lady, Nissen, Russell (1970) -.

*14  Une fonction d'utilité u (x) est-dite faiblement séparable relati-

vement # une partition N = {N., ..., N, } de l’ensem?le des biens,

si et seulement si elle est de la forme. u (x) =y (u (xl), cee

u (xk»,oﬁ &L, ..., xk) est la partition correspondante 3 N des

complexes de bilens x, ¥y (ul ..., uK) est une fonction de k variables

et pour h = 1, ..., k,uh (xﬁ) est une fonction de sous—vecteur x™ seu-
lement. Elle est dite fortement séparable par rapport 3 cette parti-
tion si et seulement si u (x) est de la forme - avec k > 2 -, u (x) =
Y (ul x1) + ... + uk (xk)) oji Y est une fonction monotone croissante
d'une variable. On appelle u" (xR), fonction d'utilité spécifique au
sous-vecteur x de x. Les propriétés des fonctions d'utilités spéci-
fiques permettent de nuancer la séparabilité de u.
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En s'orientant vers les structures de choix récursives -
voir Blackorby, Primont, Russel (1975b)-, cette seconde apﬁroche semble
prometteuse en ce qu'’elle permet entre autres de rejoindre les abﬁroches
de Hicks (1956 p. 166-67), Lancaster (1966), (1971), 0l 1l'on sépare par
une technologie l'objet des préférences de leurs manifestations sur le

marché.

Remarquons toutefois que ces méthodes.impliquent avec
1'agrégation sur les individus que toutes les fonctions d'utilité soient
séparables selon la méme partition des biens lorsqu'on définit les biens

composites.

Alternativement,si 1'objectif est d'estimer des systémes
de demandesde taille plus modeste sans faire d'hypothé@ses additionnelles
trop contraignantes sur les fonctions d'utilité - du moins globalement -,
1'approche proposée par Hicks (1937) , (1946) semble plus pertinente.
Elle consiste @ grouper sous le méme bien composite les biens dont les

prix varient proportionnellement.

Si on considére deux *15 classes de biens: ceux dont les
prix sont 1liés et que nous désignerons par 1 et les autres que nous grou-
_ perons dans la classe R,avec card (I) + card (R) = n. Si p; est un état
du sous—-vecteur des prix des biens dans I, alors tout autre état pI de ce

vecteur se décrit par

*#15 La méme démonstration tient avec k (2 £ k &n ) classes de biens.
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.42 = n p°
(4.42) p. = nol,

ol 1 est un scalaire que 1l'on peut interpréter comme un indice de prix.

Une variation des prix dans I se traduit alors par
(4.43) dp; - pp dn,

Considérons le systéme de demande différentié sous forme partagée selon

les classes I et R, c'est-d-dire

~ ~

(4.44) d Xy KII KIR dp

= + p'dx

d % Ker %er | |9PR % R

I

~

ot KIR est la sous-matrice de K d'ordre card (I) X card (R), ... . Comp-

te tenu de (4.43), on peut réécrire (4.44) sous la forme

- ~ ~ 0

(4.43) | dx; K1 %l [ P1 O%r || % oar _
_ | = + p'dx
dxp K21 %xe| | %r1 Lrr || 9PR| |%mr

oli OIR est une matrice nulle d'ordre card (I) X card (R) et IRR la ma-

trice identitéed’'ordre card (R) X card (R). Si on définit comme bien

composite sur I 1'indice de volume
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(4.46) 4 = pp Xy

alors une variation de cet indice,induite par des variations des quan-~

tités des biens élémentaires)sera donné e par
(4.47) dq = Py de .

Le systéme de demande (4.45) devient alors,en tenant compte de la demande

pour le bien composite,

- o' - - o o'
(4.48) | dq | | Pp Ol | Ky Xpg| | Pr Omr| | I | |Pp g )
. o + p'dx
dxp Ot Trr| | %rr %Rr| | Pme Tme| | P& Y
Si on note
(4.49) B.. B o' ¢ ° o' ¢
Y 11 “1r! (P1 11 Pr P *r

la matrice de Slutsky agrégée sur les biens,od Bll est d'ordfe (1 x 1)

et BRR d'ordre card (R) X card (R), on obtient finalement
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4. 3 -
(4.50) | dq Byp Bpg| [4m Py 9np
) | B Paa| |9% i

qui est 1'’équation du systéme de demande agrégée sur les biens, On véri-

fie directement sur (4.49) et (4.50) que,

i) la propriété d'agrégation sur les biens est conservée,c’est-3-dire

que

' o' _
(5.41) [n, pR] Py b |z,

ii) la propriété d'homogénéité est conservée sur le systéme agrégé avec

la forme

(4.52) B B1R n

iii) 1la symétrie de la matrice de Slutsky est transportée sur la matrice

agrégée sur les biens,

(4.53) B B',
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iv) la matrice B est semi définie négative par conséquence de cette
propriété sur K: on a prémultiplié et posmultiplié K par une matri-
ce et sa transposée. Donc

(4.54) ' B € 0 pour tout § de IE card (R) + l.

Le méme raisonnement reste valide si on considére plusieurs classes de
biéﬁs. Ainsi que le montrent Champsaur et Milleron (1971 , exercice 2),
une telle agré&gation sur les biens revient & considérer en fait. une trans-

formation de la fonction d'utilité - qui n'est pas séparable a priori -

du type,

(4.55) Y @ LD = WE G D, EY)
avec la contrainte

(4'56) nq + pR XR m,

ol X
I

théoréme des fonctions implicites au sous-systéme de conditions du premier

(Ek, q) est une fonction vectorielle obtenue par application du

ordre,

o .
(4.57) w;(.I - Ap; =0,
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(4.58) p' ¥ - § = o.

Remarquons finalement que cette forme d'agrégation sur les Biens est trés
compatible avec celle sur les individus par 1l'unicité du syst®me des prix -
et le fait qu'elle n'implique pas la méme séparabilité pour toute les
fonctions d'utilité -. Par contre,elle peut conduire 3 grouper ensemble
des biens tr&s hétéroclites. De plus,rien ne guarantit a priori que cette
méthode perméttra de réduire suffisamment la taille du ;ystéme. Cebendant,
Diewert (1974) a montré qu'il suffisait que les prix varient de manigre
approximativement proportionnelle pour que cette méthode reste valide sans

erreurs d'agrégation importantes.
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SECTION  III. L'AGREGATION SUR LE TEMPS

Au moins trols questions aﬁbaraissent dans 1'ajustement
des données chronologiques aux mod&les théoriques développés *1 en
premiére partie. La premi8re est parfaitement générale aux estimations
des modéles statiques 3 1l'aide de séries chronologiques: 1'hypothgse
de constance dans le temps de la structure du moddle - c'est-3~dire ici.
la structure des préférences - est-elle acceptable ? En second lieu
une estimation linéaire fournit des param8tres constants pour des équiliQ
bres différents: ceci réduit encore les structures des préférences envi-
sageables méme si les parametrisationsaffaiblissent cet inconvénient,
Finalement le mod&le thorique est exprimé en variations infinitésimales

alors que nos observations générent des différences finies.

Relativement au premier point, nous supposons que les
préférences moyennes des consommateurs sont restdes quasiment stables
dans le temps et que les seules modifications qu'elles ont subles sont
de nature tendancielle et peuvent &tre prisesen compte dans les séries

- *17
par des paramétres de tendance . Alors la matrice de Slutsky (ou
d'Antonnelli généralisée) ainsi que le vecteur d'effets-revenus (ou d'ef-
fetse-revenus duaux) que 1l'on estime sont supposés obtenus a partir de

structuresde préférences corrigées de leur tendance.

*16  Rappelons la nature statique de ceux-ci.

*17 Dans l'application, nous n'utiliserons pas un tel paramétre: les
expériences précédentes de Barten (1969), Barten-Geyskens (1975),
semblent montrer que ce facteur n'est pas indispensable.
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La seconde question reldve de la forme du mod@le estimé:

1l'estimation directe du mod&le théorique en forme différentide - ou son

approximation en différences fixées - ne permet pas de prendre en compte

complétement le fait que les paramdtres sont fonctions des équilibres

considérés. Si on fait abstraction de la nature temporelle des séries,

A Y
a chaque &quilibre correspond une matrice de Slutsky (d'Antonnelli) et un

vecteur d'effets-revenus (duaux) qui sont différents de ceux des autres

équilibres. L'ignorer revient 3 supposer une classe de fonctions d'utilité

assez spécilale ainsi que 1'indique (2.15) ou (2.37). Plusieurs approches

permettent de contourner ce probléme:

i)

ii)

iii)

comme dans les cas des agrégations précédentes, il existe
une solution en spécifiant la forme de la fonction
d'utilité: 1l serait possible alors de faire dépendre

K et ¢m de (p,m)~ H et H ¢£ de x 5

on peut accepter que l'agrégation sur les biens et
sur les individus assouplissent cette restriction:

seules les matrices agrégées satisfont 3 cette par-

ticularité;

on paramétrise le mod&le théorique - comme ce sera
le cas avec le modéle de Rotterdam pour la fonction
de demande -: ce sont alors des transformations de K

et de ¢£ qui sont constantes par rapport aux &quili-

bres;



iv) on choisit un &quilibre ﬁarmi ceux observés et on
estime les baramétres attachés a cet équilibre en se
servant des autres équilibres comme observations des
déviations dans le voisinage de cet équilibre. Cette
méthode est d'autant plus performante que les équi~

libres observés sont proches les uns des autres.

Si pour le systéme de demandes la paramétrisation de Rot-
terdam permet de contournerce probléme, pour le systéme d'évaluations
la paramétrisation que nous utiliserons nous placera dans le cas le plus

restrictif.

Le troisiéme point est celui du paséage des modéies en
variations infinité@simales aux mod@les endifférences finies. Il est né-
cessaire de supposer que les voisinages sur lesquels se font ces variations
infinitésimales autour de chaque &quilibre soient assez larges pour appro-
cher au moins un autre &quilibre observé. Barten (1967), Theil (1967,

P- 223 ) évaluent 1'approximation que 1'on commet lorsqu’on remplace ainsi
ces variations infinitérimales par des variations finies. Si on prend
. une approximation de Taylor - que 1l'on suppose exister et &tre convergen-—

te - d'une fonction vectorielle réelle t = t (z) au voisinage de z = z*,

on obtient

163

“.59) At=e @A) -t =ae/s, [ A+ @) (A @%csa, o) ] 4

Zmz & z=Z
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ol AZ est une variation autour de z = z* et R3 un polynome du troisiéme

degré au moins en Az. Une approximation du méme type permet d'écrire:

(4.60) at/3, =oc /o, |8, o+ I8 @ 2) I+’

z = z% + Aé z T z% zez*

~ o2 - - -
oi R~ est un polynome du deuxiéme degré au moins en A . Reportant cette
z

seconde expression dans (4.59), on obtient avec l’élimination de la ma~

trice hessienne de t,

(4.61) At = (3) at/az + at/az AZ + R
. zZzk + A z=z*
zZ

ol R3 + Aé R2 est un polyndme du troisiSme degré au moins en AZ.

Cetté approximation s'éppliqﬁé directement aux différen-
tielles des fonctions de demande ou d'évaluation marginale: on peut passer
aux différences finies, c'est-i-dire remplacer dp par Ap, dx par Ax,
les matrices jacobiennes - transformées - des fonctions considérées, par

les moyennes de celles obtenues en (p,x) et (p + Ap, x + Ax), en commet-~

-

o
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*18

tant une erreur du troisiéme ordre seulement .

Ces approximations seront utilisées dans le cadre des

/ P
parametrisations sur les fonctions de demande et d'évaluation marginale

dans le Chapitre V.

*18

On peut illustrer egalement ce point de la maniére suivente: 1la
différentielle de x = ¢(p,m) autour de (xl, Pys m ) s'écrit:

dx = ¢

dx = &

dp + ¢~ dm ,
pP=pq m=m1
celle autour‘de (§2, Pys Ez) dans le voisinage de (;i, bl’ ﬁ) s’écrit:
dp + ¢ﬁ dm . Nos données ne nous permettent pas de
P=P, m=

discerner entre. ces deux formes. On a dongc approxime dx par t
&y - xz), dp par % (Pl

o1

P= P,

par 3 [¢l

P=P;

p2) dm par * (m - m ) .1 et
p- Py
] en commettant une

,P:PZ

erreur du troisiéme ordre au maximum.
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CONCLUSTION

Il est reconnu que la théorie de 1l'agrégation contient
plus de résultats d'impossibilité que de possibilité. L'autre face de
la médaille est moins souvent explicitée, c'est-d-dire qu'’en toute géné-
ralité les tests Ou prolongements pratiques de la théorie passent par

les mémes exigences.

La théorie de la demande y fait exception et toute tenta-
2o = 5 *19
tive est sévérement analysée selon ces critdres . La discussion que

nous venons de faire illustre les principaux problémes.

Par ordre d'exposition, 1 'agrégation sur les consommateurs
d'une collectivité implique presque nécessairement 1'homothétie des pré-
férences individuelles. Une solution pour assouplir les hypothéses serait
de considérer différentes classes de revenus avec l'hypothése plus accep-

table de consommateurs représentatifs pour chaque classe.

L'agrégation sur les biens est assez bien résolue par le
critére de Hicks. Cependant il semble que les prolongements vers 1'ap-
proche de Hicks ~ Lancaster et les arborescences de choix permettent des
résultats plus significatifs. Ceci implique bien sir une spécification -

*1
ou un Elargissement selon le point de vue S du modéle théorique.

*19 Cecl réyéle les préoccupations en partie différentes des théoriciens
et des pra ticiens.
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Dans le cadre du mod8le théorique statique, 1'agrégation
sur le temps est également lourde de conséquences, car elle revient en
fait n spécifier les formes fonctionnelles des fonctions d'utilité envi-
sagées. Il semble donc peut EBtre plus pertinent de partir avec des spé-
cifications a priori assez générales des fonctions d'utilité directes ou
indirectes,et de faire directement des estimations non linéaires des pa-

ramétres des fonctions de demandes correspondantes.

Méme pris séparément, ces prolongements sont tr8s ambi-
tieux et nous ne nous y engagerons pas ici. Le chapitre suivant propo-
sera simplement une premi&re application de notre modg&le théorique avec

“les hypothéses d'agrégation classiques.



CHAPITRE 14

UNE ESTIMATION DES SYSTEMES DE DEMANDES ET D'EVALUATIONS MARGINALES



INTRODUCTTION
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L'objet de ce chapitre est une premi8re tentative pour tester

et appliquer les résultats dérivés dans la premidre partie. Malgré son

originalité, cette tentative est en fait limitée par les contingences usu-

elles de 1'estimation des fonctions de demande et par les paramétrisations

utilisées. En particulier nos données ne nous permettront pas d'échapper
aux hypothéses d'agrégations les plus restrictives, exposées au chapitre
précédent. L'hypothése d'iﬁversion entre les deux espaces‘que nous fe-
rons transporte &galement cette situation sur 1'estimation de fonctions

d'évaluations marginales.

Si,pour les fonctions de demande, nous suivons la paramé-
trisation du modéle de Rotterdam, nous utiliserons pour les fonctions
d'évaluations marginales une formulation qui repose sur le choix empiri-~
que d'uﬁe régle de normalisation. Il semble que cette formulation puis-
se étre améliorée sans toutefois remettre en question la méthodologie ap-

pliquée ici.

La tradition du mod&le de Rotterdam veut que l'on impose
les contraintes une 3 une dans 1l'estimation afin de tester leur validité

“pas 3 pas? I1 faut cependant mentionner deux points:

i) les tests ne portent pas directement sur la théorie

de la demande, mais sur son niveau agrégé, c'est-



d-dire qu'ils sont d'abord des tests sur les hypo-
thé@ses d'agrégation et ensuite des tests sur la

théorie.

ii) Ne bas rejeter statistiquement une ou plusieurs con-
traintes et rejeter les autres,a fort peu de signi-
fication: 1les hypoth@ses faites sur 1'agrégation
montrent qu'en fait les situations qui permettent
d'accepter 1'homogénéité sont pratiquement suffisan-

tes pour accepter les autres contraintes,

En somme, il semble donc fondé& d'imposer simultanément

toutes les contraintes et de les tester globalement.

La premiére section transformera les équations du mod&le
théorique afin de les rendre testables avec le minimum d'hypothéses, re-
lativement 3 la nature des données dont nous disposons. Le probl&me es-
sentiel ici sera celui de 1l'agrégation dans le temps. On dispose de
données pour des &quilibres différents, c'est-d-dire que les variations
que nous construisons ne seront pas relatives au méme équilibre. On en-—
visagera donc des transformations des formes initiales afin de prétendre
% des classes4de fonctions d'utilité assez générales. Malheureusement,
les résultats restent modestes et semblent justifier la démarche partant

*
directement de spécifications de la fonction d'utilité l.

*1  Signalons dans cette approche les premiers résultats de Jorgenson-
et Lau (1975).
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La seconde section décrit l'estimation des formes para=-
métris€es: apreés avoir exposé la transformation des données utilisées,
nous expliquerons surtout la formulation mathématique permettant d'incor-
porer les contraintes dans le processus de minimisation de 1'estimation.
Dans le troisi@me paragraphe de cette section,nous analyserons les résul-
tats des deux modéles. Nous verrons que ces résultats sont positifs et
que bien qu'une comparaison directe entre les deux mod8les soit malaisée,
il semble que la performance du modéle d'évaluation soit comparable 3 celle

du modéle de demande.
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SECTION I.  PARAMETRISATION

Supposons que les données chronologiques dont nous dis-
posons suffisent a brendre en compte la distribution de revenus dans
la société, c'’est-d-dire que le probléme de 1'agrégation sur les consom-—
Si on a suffisamment de données pour estimer une

mateurs est résolu.

fonction de demande - ou d'é&valuation - on serait donc amené 3 estimer
(5.1) dx = K dp + o= p' dx ,
et avec 1l'hypothé&se d'inversion entre les deux espaces,

(5.2) dp = ﬁ dx - é ¢ﬁ pldx + ((w' dp)/(w'p)) p.
Il reste cependant que cette information est relative 3 des équilibres
différents des consommateurs et qu'une estimation directe impliquerait
des fonctions d'utilité polynomiales du second degré. Un des objectifs
deé paramétrisations sera d'alléger cette hypothise: celle du moddle
de Rotterdam implique des formes de Cobb-Douglas- voir Barten (1975

p. 44) -. Pour le systéme d'évaluations, la paramétrisation permet de
rendre la forme testable en fixant w a priori, mais restreint considé-

rablement la classe des fonctions d'utilités envigagées.
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§ 1. Le modéle de Rotterdam

: %9
Cette paramétrisation est due & Theil - Barten . No-

*3 A
tons p la matrice diagonale d'ordre (n X n), construite avec le vecteur

. A -
p et prémultiplions (5.1) par p, c'est-a-dire

A= _ AT AV A -
(5.3) pdx = pKp pdp + p ¢a p'dx.
A_ Al ‘
Définissons par w = p x (1/m), la matrice des parts budgétaires des

dépenses sur chaque bien et w le vecteur correspondant. En divisant

(5.3) par m, on obtient aussi

Hi>
Mi<

- A - . -~ AT AV ey =
(5.4) (/@) p d% = (/@) pKR P pdp+ (1/m) P ¢ p'
P Yy ._ . - v -
qui se réécrit avec X dX = dlog X et p dp = dlog p,
v - -
(5.5) w dlog x = B dlog p + b w' dlog x,
oi B = (1/m) 6 K 6 est une transformation de la matrice de Slutsky et

b = 3 ¢~ s'interpréte comme un vecteur de propensions marginales a
m

consommer. (5.5) est la forme du modéle de Rotterdam. Si T est le

*2  Nous nous appuyons dans cet exposé sur le cours polycopié du profes—
seur Barten - Barten (1967, ch. 5) - et le document de travail du
professeur Theil - Theil (1973)-.

s ' A
*3  Cette notation sera générale dans ce chapitre: on notera ¢ la ma-
trice diagonale construite avec le vecteur c et ¢ = 87l son inver-
se (lorsqu'elle existe).



vecteur unitaire, les propriétés de (5.1) se transposent sur (5.5) par,

(5.6) T =1, T'B=0
(5.7) Bt =0
(5.8) B =B'
(5.9) E'BES O, VEeIE

Avec cette paramétrisation des fonctions de demande, on a un mod&le d'al-

"location de la dépense qui décrit les variations dans les dépenses sur
les différents biens, en fonction des changements dans les prix et la dé-

pense totale.

Considérons l'agrégation dans le temps de cette formula-

tion. Avec dm = p' dx + X' dp,la forme (5.5) se réécrit
(5.10)  dlog x = B dlog p + b (dlog @ - w'dlog p)-

‘ .V
En prémultipliant (5.10) par w, on a aussi

v
(5.11) dlog x = 5 Bdlogp+ wb (d logm - w'd log p),
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qui est la forme différentielle d'une fonction en log p et log m et

dont les dérivées s'écrivent,

£<
o
-

(5.12) dlogx /3 logm =

v\; (B -~ bw').

(5.13) 9 log x / 9 log p

Notre information porte sur X et p et par.conséquent sur
log X , log p, m et log m. d log x peut s'approximer par log ;t+l -

d log p par log p ~ log P> d log m par log m o1 log m s

LR

log £’ e+l

oi t et t + 1 dindiquent les périodes. Si on note Dit’ Dpt, Dmt ces

différences finies, compte tenu de (4.68) et sous (5.12), (5.13), on peut

approximer (5.11) avec nos données, par

v v 7

- - v \% 2
(5.14) Dxt = @) [(wt+l + wt) B - LAY b Vsl T Wt b W ] Dpt

v v - 3
+(3) (W, + w)bDm + R,

ol R3 est un résidu du troisiéme ordre en Dpt, Dmt. Remarquons que

Vv

(5.15) « (/8 (g + 8D Gy + W) = DT+ B) Gy W)

£ @) @ o-w,) ],

t+l

compte tenu des équations,



A v A v A v v
5.16 w w = + -
( ) t+1 t Ve Y (g = W) W,
A ALV
=1+ -
(wt+l Wt) Vs
‘/} \'\A/T - A v + (/\ \ ) A\
t t+1 T Y41l Yen Ve T Verl! Ve
A A v
=71+
I (Wt Wt+1) Visl?

s'écrit finalement ¢

(5.15')  (1/4) (St+l W) (W ..+ w) DI+ (1/4) (6t+1 - Qt) (%t '¥c+1

+
]
N
~~
=

I+R2,

ou le terme résiduel est du deuxiéme ordre en (pt+1 - pt) et(mt+1 - mt).

Postmultiplié par B D P, et b D Et,il passe au troisiéme ordre. Ainsi
A A '
(5.14) prémultiplié par (%) (Wt+l + wt) s'écrit aussi

A A - -
(5.17) (3) (wt+1 + wt) Dx, BDp +bD &,

(1/8) (B .+ 9 )0 . by .+ 9 bu')D
) (g W BV Ve PV P,

+ RB,

Dans cette &quation,on peut encore écrire,

176
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A AL LV , v . -
(1/4) (wt+l + wt) (wt+1 bw' g ¥ w, bwl) Dp,
A ALV e v, L *
A/4) Gy * W) Wy wig* W W) Dp by
o , v .
ou encore,en ajoutant et retranchant Ve Wi
- A Ay,Y Vv _— A ALV
e [(1/4) (wt+l + wt)(wt+1 + Wt) Vil (1/4) (wt+l + wt) Wt
v
A w) ] Dp, b.
Compte tenu de (5.15'),  on obtient alors
- 2y o, A AV v
cen [(T + RY) Vil (1/4) (Wt+l + wt) w, (wt+l wt)] Dpt b.

Si on isole (-%) (Wt+l - Wt':) dans la seconde partie de cette expression,

on a
= 2 ' - ' - 'Y AC - A A t I |

ee. = I+ RY) Wil %) (wt_'_1 wi) (1/4) (Wt+l w,) v, (wt+l wt)]Dptb.

*4 Dans cette forme, les dimensions des matrices ne concor-

dent pas exactement. Nous aurions di &crire:
1/4) (Q + W ) It\s (w! Di) )+ v (w! Dia )] b, afin de conser—
t+1 t t+l Tt+l Tt t Tt t ?

ver les produits scalaires (w":+1 Dpt) et (wt': Dpt). Cependant la

forme choisie allgge 1'exposé.
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La derniére partie de cette expression est alors du second ordre en
Pry1 ~ Pp- Postmultiplie par Dpt, elle passe au troisiZme ordre)de

meme que R LA Dpt. Finalement (5.17) se réécrit,

' ' A A - - - ' ' 3
G217 @) Gy *w) DX = BDp +b[pa -3 (v e+l WP IR,

qui est la forme agrégée sur le temps de (5.10).

I1 est aussi possible de transformer (5.17') dans une forme

correspondant a& (5.5) en commettant une erreur du troisiéme ordre.
En effet,la différentielle de w,
A A

dw = (1/m) p dx + (1/m) x dp - (1/m) w dm

s'écrit encore,
- A - A -

dw - wdlogx + wd logp - wd log m.

Approximée par des différences finies, elle devient avec (4.68):
A A - A A
- = Dp -
Veul TV T2 W+ w) Dx, + % (w1 + W) Dp, -4

CARIERS DA+ R3,



Dp., Dm_ .

ot R3 est un polyndme du troisiéme degré en th s ¢ "

Cette expression,prémultiplige par le vecteur unitaire 1', s'@crit:

- - 3
= + ' + + ! - .
0 (wt+1 wt) Dxt (wt+1 wt) Dpt 2 Dmt + R

On a alors finalement la forme agrégée sur le temps de (5.5):

A A - -

. v + = + 1 + 1 .
(5.5") (&) (wt+1 wt) Dx, BDp, b (%) (Wt+1 Wt) Dx_+ R
Remarquons finalement que, compte tenu de T'B = 0,

. ™' =1, T' (%) ($t+1 + Qt) =1, on a aussi T'R3 = 0. La propriété
d'additivité est respectée par construction dans ce modéle. Nous uti-
liserons la forme (S.Sf) pour estimer les fonctions de demande. Notons
aussl que B = (1/m) S % 6 constant sur les &quilibres considérés,res-
treiht considérablement la classe des fonctions d'utilité - en fait a

des Cobb-Douglas, comme le note Barten (1975 p. 44)-, mais permet d'é-

chapper 3 1'hypothése de linéarité,
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§ 2. La paramétrisation du mod&le d'évaluation marginale

Sous 1'hypoth&se d'inversion entre les deux espaces et
les problémes d'agrégation sur les biens et les consommateurs suppo-

sées résolus, le systme d'évaluations marginales prend la forme
(5.2) dp= Hdx - H¢-p'dx + (('dp) / w'p)) p,

sur laquelle on a les restrictions,

(5.18) i w = 0,

(5.19) H = B,

(5.20) . E'HE <0, V EeIE
(5.21) W' H o= = 0 .

Cette forme n'est cependant pas estimable car dx et p'dx

provoquent de la multicolin@arité entre les variables exogénes. Pré-

A - A A _A :
multiplions (5.2) par w et faisons apparaitre C = w Hw et ¢ =W H¢ﬁ s

c'est-d-dire

(5.22) SdpTcddXx - ¢ pdx + ((w'dp) / (wp'))d p.
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Cette forme satisfait alors aux restrictions,

(5.23) cC t = 0,

(5.24) c = ¢

(5.25) E'C £ €0, ¥ £ e IE"
(5.26) T'e = 0.

Toutefois cette paramétrisation requiert la spécification
de la normalisation w: nous choisirons x, la consommation de 1'année
de base dans les séries - 1961 -, comme approximation. Le modéle se

réécrit alors sous la forme finale,

- - (] ] - v - ] -
(5.27) XOLIn (l/ (x0 p)p xo]dp Cx dx +cp'dx
ou encore ,

- - ' ' = v 1
(5.28) XO[In (1/ (x0 PP xo] Ap c X Ax + cp'Ax,

quand on passe aux différences finies. (5.28) supporte alors les res-

trictions (5.23), (5.24), (5.25), (5.26). Sous cette paramEtrisation,
. ‘ *
toute variation de prix normalisée et nette d'inflation pure > se

* 5, Celle-ci &tant provoquée par une variation dans la définition
de 1'unité de compte.
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décompose en un effet de substitution provoqué par une variation d'of-

fre et un effet de revenu.

Cependant, sous cette forme,1'agrégation dans le temps de~
vient inutile: nous devons considérer C et ¢ et donc E comme constants
éar rabbort aux différents &quilibres considérés. Cecl restreint en
pratique la classe des fonctions d'utilité envisageables aux fonctions
polynomiales du second degré. Remarquéns finalement que, sous cette pa-

ramétrisation, les contraintes TC = 0 et T'c = 0 sont respectées par

construction.
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SECTION 1II. L'ESTIMATION ET LES RESULTATS

Abrés avoir décrit les données et la construction des
indices de prix et quantité&s employés - paragraphe 1 -, cette section
exﬁose 1'estimation de (5.5') sous les contraintes (5.6), (5.7), (5.8),
(5.9), et 1'estimation de (5.28) sous les contraintes (5.23), (5.25),
(5.26). Remarquons d'abord que les deux équations sont semblables for-
mellement et qu'elles sont sujettes 3 des restrictions de méme type.

Ceci a facilité la mise au point de la procédure d'estimation. Toute—

fois les restrictions (5.8) et (5.25) sont de nature non linéaire: nous
avons employé pour 1l'estimation une généralisation par Gallant (1975)

des résﬁltats classiques de Zellner (1962). La formulation de la contrainte
de négativité et son intégration dans l'estimation utilisent la décomposi-
tion de Choleski des matrices -~ B et C en 1l'occurence -, ainsi que pro-
posée bar Lau (1974) et appliquée avec la méthode du maximum de vrai-
semblance par Barten - Geyskens (1975) pour le systéme de demande. Cette

méthode minimise le nombre d'éléments 3 estimer.

I1 est cependant & noter que les résultats obtenus ici
pour le modéle de demande ne sont pas sensiblement différents de ceux
obtenus par Salvas-Bronsard, Leblénc, Zarra, Bromsard (1973), avec une
méthode linéaire pour imposer une con&ition suffisante de définition de la

matrice B,a partir des mémes données .
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Finalement, les résultats obtenus par les deux modéles
sont comparables statistiquement: 1les contraintes sont compatibles
avec l'information contenue dans les données. pes résultats sont plus
instables entre la phase sans contrainte et celle avec contraintes pour
le systéme d'évaluation que pour le systéme de demande. Ceci s'ex-
plique certainement par le choix quasi-arbitraire de la normalisation
et un degré plus élevé de co linéarité entre variables explicatives

dans le modéle d'évaluation.

Hicks (1956, ch. 16) et nés résultats théoriques (voir
pages 52-3-4) indiquent que les définitions de substitution—complémentarité
différent entre les deux espaces mais que la divergence entre les signes
est plutdt 1'exception que la r&gle. Les résultats obtenus par 1l'estima-
tion de B et C concordent avec ces résultats théoriques: nous avons un

seul cas de contradiction.

§ 1. Données et indices

Les données que nous utiliserons sont des séries chrono-
logiques de dépenses au Canada de 1947 3 1971, pour 39 groupes de biens,
évaluées en dollars courants et dollars constants (base 1961) - Cansim
(1973), voir en annexe C 1la liste des groupes -. Les trois composantes

de l'agrégation sont donc nécessaires.

Nous supposons que les conditions d'agrégation sur les

consommateurs sont remplies, c'est-d-dire que ces donndes nous suffisent



pour estimer les formes (5.5') et (5.28), sous 1les restrictions corres-
pondantes. Ayant déji résolu les problémes d'agrégation sur le temps
dans la section précédente grice 3 ces formes, il nous reste i envisa~

ger l'agrégation sur les biens.

Ne disbosant que de 25 observations pour 39 biens et
n'ayant pas d'information a ériori = autre que celle nécessaire aux
agrégations précédentes - sur la forme des préférences, nous devons
donc agréger.ces 39 biens en biens composites. Nous avons choisi de
ramener le systéme & 8 groupes. Ce nombre permet de construire des
agrégats assez significatifs au plan économique tout en‘conservant suf-
fisamment de degrésde liberta pour l'estimation et ' une taille ma~

*6
noeuvrable dans les calculs sur ordinateur .

Pour cette agrégation, nous utiliserons le critdre de
Hicks: ayant construit un indice de prix de Paasche défini par gt =
P, xt / P1961 xt pour chacun des 39 biens, on forme les vecteurs de
différences Ht+l - Ht,(t =1, ..., 24),pour chacun des biens et on en
calcule les coefficients de corrélation deux 3 deux. Sans obtenir di-
rectement une partition comﬁléte des 39 biens, on peut cependant cons-
truire nos' 8 groupes en admettant un certain seuil de tolérance. On

dégage alors les groupes suivants - voilr en appendice C la composition

*6. Barten-Geyskens (1975) ne considérent que des systimes de 5 biens.
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des grouPes -2
1. Ameublement
2. Tabac et boisson
3. Habillement
4. Loyer et loisirs
5. Produits pétroliers et services
6. Soins médicaux et &ducation
7. Transports publics et transports privés

8. Nourriture

186

Comme le note Diewert (1974), les erreurs d'agrégation res-

tent minimes si les prix élémentaires varient quasi-proportionnellement
dans un bien composite: ceci laisse donc une lattitude pour construi-
re des agrégats significatifs *7. Notons de plus que cette procédure
permet de réduire la multico..linarité possible entre les vériaﬁles exo~
génes du modéle’de demande. Par contre,rien de tel n'est garanti par
cette procédure pour le systéme d'évaluation. Il semble que 1'agréga-
tion avec 1'hypothé&se de budgétisation aurait cette proﬁriété pour le
systéme d'évaluations, puisque l'agrégation se fait alors selon des dé-
penses par biens. Rappellons cependant que cette forme impiiqqe des

préférences homothétiques. Désirant appliquer les deux moddles aux

*7 I1 est intéressant de noter qu'une solution systématique de ce
probléme revient 3 chercher les cliques dans un graphe dont les
arétes indiquent des coefficients de corrélation supérieums 3
un seuil donné entre les biens-sommets.  La solution dépendra
alors du seuil choisi.



mémes agrégats, notre choix biaise donc la comparaison en faveur du

modéle de demande.

Notons N ='{Nl, cens Né} la partition correspondante des
indices de 39 biens obtenue par la phase précédente. Ayant additionné
les séries de dépenses sur les biens-correspondants de chaque groupe

Nj’ (=1, ..., 8), on construit comme indice de prix un autre indice
de Paasche,

t i i i i *8
=z p, x_.) [/ (Z p X, )
4 ieNj t | t ieNj 1961 “t /s

(5.29) I

pour j =1, ..., 8et t =1, ..., 25. Comme indice de volume, on prend

la dépense exprimée en dollars constants, c'est-i-dire

o=z i o
2
I gy, 1961 Tt

3

(5.30)

pour j =1, ..., 8 et t =1, ..., 25. Remarquons que ces indices véri-

fient,
8 8
i _
(5.31) 5 I qjt =5 I 'pi' x = om
3=1 §51 ieN

t
*8 Dans 1la suite Il sera toujours défini par (5.29).
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pour t =1, ..., 25, c'est-3~dire qu'ils traduisent exactement la

contrainte de budget de chaque période.

§ 2. La méthode d'estimation
a) la position du probléme

I1 est clair que les &équations (5.5') et (5.28) ont la
méme structure, c'est-d-dire que leur estimation se raménera 3 celle du

modéle

(5.32) Y. T Axt + az, + e

t b

pour t =1, ..., 24. Par ailleurs:

- A est une matrice d'ordre (8 x 8) sur léquelle portent les restric--

tions,
(5.33) T'A = 0, AT= 0
(5.34) A = A

(5.35) E'A E ¢ 0, VEelIE
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qui . traduisent, selon le Casl(5.6), .7), (5.8), (5.9) ou (5.23),

5.24), (5.25),

~ a est un vecteur d'ordre (8 x 1) satisfaisant
(5.{36) T'a = g

qui traduit (5.6) avec a = 1 ou (5.26) avec o = 0,

- y,_ est le vecteur d'ordre (8 x 1) des variables endog€nes contem-

t
poraines 4 t (t = 1, ..., 24), construites avec Ht, qsm s 9961

d'aprés (5.5') ou (5.28) selon le systéme envisagé,

- X est le vecteur d’ordre (8 x 1) des variables exogénes contempo-
raines 4 t (t =1, ..., 24), construites avec Ht, U> 9y961° d'aprés

(5.5") ou (5.28) selon le cas,

-z est un scalaire décrivant la wvariation de revenu réel de la

période t (t = 1, ..., 24), construite 3 partir de Ht’ 95 95967 °

- e est le vecteur d'ordre (8 X 1) des résidus contemporains 3 t,

(t =1, ..., 24).
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Rappelons que sur la forme (5.32) les contraintes T'A = 0
et T'a 0, sont respectées par construction,avec les paramétrisations

des modéles.

Pour le systéme de fonctions de demande,‘l’estimation
du modéle (5.32) a été faite sous les contraintes d’homogéméité et de
symétrie - c'est-d-dire (5.33), (5.34) -, avec la méthode du maximum
de vraisemblance par Barten (1969) et avec la méthode des moindres car—
rés linéaires sous contraintes linéaires par Park (1969), Byron (1970),
Theil (1971), Lluch (1971), Deaton (1972), (1974) *% en suivant la
procédure de Zellner (1962). L'estimation du systéme de demande sous
les contraintes d'homogénéité, symétrie et négativité a d’abord &ta
faite par Salvas—Bronsard,‘Leblanc, Zarra, Bronsard (1973), en imposant
la contrainte de négativité sous forme de condition suffisante avec
une contrainte linéaire et la méthode de Zellner (1962). Barten - Geys~
kens (1975) ont imposé cette contrainte avec la paramétrisation utili-
sant la décompoéition de Choleski, telle que proposée par Lau (1973%
et la méthode du maximum de vraisemblance. Gallant (1975) a dégagé
une méthode d'estimation des systémes d'@quations simultanées par moin-
dres carrés non linéaires avec contraintes non linéaires qui générali-
se les‘résultats de Zellner (1962). Relativement & la méthode du maxi-
mun de vraisemblance, cette méthode ne nécessite pas le calcul analyti-
que des dérivées secondes. Nous 1 'utiliserons ici pour 1'estimation

des deux mod&les avec une variante de la méthode de Lau (1974) pour impo-

*9  Nous citons ici les études qui,3 notre connaissance, utilisent la
version (5.5') du mod&le de Rotterdam.
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ser la négativité.
b) Décomposition de Choleski et formulation des contraintes

Lau (1974) rassemble les définitioﬁs et résultats suivants:
une matrice carrée symétrique A admet une décomposition de Choleski s'il
existe une matrice L triangulaire unitaire inférieure - c'est-a-dire,
ayant une diagonale formée de 1 - et une matrice diagonaleA » telles que
A =L AL'. Les valeurs sur la diagonale de A sont les valeurs de Cho-
leski de A. Si de plus la matrice A est semi-définie négative, cette
décomposition existe toujours et toutes les valeurs de Choleski sont né-
gatives ou nulles et leurs signes'respecteﬁt la signature de A.

Comparée a celle utilisant les vecteurs propres, cette
décomﬁosition a l'avantage de diminuer le nombre des paramétres i esti-
mer et & manipuler aux seuls &léments de L et A. De plus, si on désire
imposer simultanément toutes les contraintes, il devient inutile d'iso-
ler les valeurs de Choleski *10: les résultats précédents permettent
d'8crire A= -DD' o D =L yf:Z dans le cas d'une matrice semi-défi-
nie négative. D est alors une matrice triarngulaire inférieure dont les
€léments sont & estimer pour avoir simultanément la symétrie et la (gemi)

négativité. Compte tenu de ce que T'A = T' (-DD') = 0 est respecté

par - construction, cecl &vite d'imposer AT = 0 - A &tant symétrique -

» ’ 14
*10 Barten - Geskens (1975) font une estimation pas 3 pas . avec cette

décomposition, et isolent donc ces valeurs.



192

et diminue encore le nombre des paramétres 3 estimer sur D - et donc
sur A -. Nous choisirons ainsi de ne pas estimer les &léments diago-
naux de D et de les calculer & partir de T'D = 0. Nous procéderons

de méme bour le vecteur a: on estimera 7 paramétres et on calculera

le huitiéme avec T'a = qa.

Sous ces conditions,le modéle (5.32) se réécrit donc

sous la forme,

- — 1
(5.37) Y, DD x, + Gzt + e,
, . j-1
pour t = 1, ..., 24 et oti:t -~ d,, = - L d; pour j =1, ..., 8,
337 T 4
- dij =0 pour 8 > § > 1 et 1=1,...,8,
- Gi = a, pour i =1, ..., 17,
7
- 68 -0 - El ai - 38 y

qui internalise toutes les contraintes. Notons que réciproquement par
rapport & (5.32), on a défini ainsi des fonctions A = A (dij) et

-

a=a (61). On pose:
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-E la matrice d'ordre (24 x 8) ayant pour vecteurs-lignes

"

les vecteurs de résidus e s (t =1, ..., 24),
.Y le vecteur d'ordre (192 X1) composé des vecteurs y,

de variables endogénes, (t =1, ..., 24),

-X la matrice d'ordre (24 x 9) ayant pour vecteurs-li-
gnes les vecteurs xt,(t = 1,004, 24), bordés en
neuviéme colonne par 1'élément z, correspondant.
Cette matrice est donc une matrice de variables &xo-

génes.

.T 1le vecteur d'ordre (72 x 1) composé des 8 séquences:

*vecteur ligne de A - &lément de a de la ligne corres-

L4

pondante. Ce vecteur contient donc tous les paramé-
tres 3@ estimer. Par (5.37), ses &léments sont également

de la forme Tk (d Gi) pour k = 1, ..., 72.

ij’
Sous cette notation, 1'estimation du mod&le par moindre s
carrés se rameéne 3 minimiser dans 1'espace des paramédtres (dij’ Gj),

' - 35 *]1 .
¢'est-a-dire dans IE » la forme quadrdtique

_ -1
5:38) Q4. §) = WY -TQ®X) T (¢,,6)1'C™" o 1) [¥-

’(I‘QX) T (d:ij, §)]

i

*11 I1 y a en effet (n-1) (n42) /2 =(7 x 10)/2 paramétres (dij,8i) d esti~
mer pour n = 8 - voir page 150-.
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- -1
oi I est 1'inverse de la matrice des variances - covariances des

résidus.
c) Les étapes de l'estimation

Elles se regroubent en deux phases: la premiére consiste
i estimer ﬁ la matrice des variances - covariances des résidus, la
seconde 3 estimer les paramétres par les moindres carrés généraliséds avec
ﬁ (méthode d'Aitken). L'algorithme de minimisation utilisée dans ces deux
?hases est une version de 1'algorithme de Powell modifiée par zangwill
( 1967),qui est disponible dans la bibliothéque des routines IMSL (1974)
sous 1'intitulé ZXPOWL. Cet algorithme, partant d'une  solution ini-
tiale, s'arr@te lorsqu'entre deux itérations les modifications faites sur
les paramétres ne permettent plus de diminuer la valeur de la fonction
d'un ?ourcentage choisi comme seuil de précision. Cette routine ne né-
cessite pas le calcul analytique des dérivées premiéres de la forme a
minimiser. Cependant,afin de vérifier la précision des solutions obte-
nues,nous avons calculé analytiquement les dérivées partielles premié-
res de (5.38) et construit la r;utine évaluant les conditions du premier

*
ordre de minimisation de (5.38) a la solution donnée par ZXPOWL. 12

*¥12 Rappelons que ce probléme de minimisation est &galement soluble
par la solution du systéme d'agrégations homogénes construit
avec les conditions du premier ordre - sous réserve que les

conditions du second ordre soient vérifiées -.
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Formellement, l'estimation a suivi la procédure suivante:

Phase I. Estimation de I .

i) estimation de la forme (5.32) par moindres carrés ordi-
naires sans contraintes. On obtient ainsi (A , a )
mco’ “mco

et E tel que E 1=0.
mco ‘mco

: symétriéation de A en fo t ; = !
1) mco rorman &) (Amco + A mco)'

-~

~ ~

iii) definition négative de A en formant A = A - kI (avec k>0).

L'étape i1) construit une matrice symétrique & partir
de Amco’ 1'étape 1ii) transforme cettg matfice en une matrice
définie négative en construisant une matrice E.diagonale dominante. Ces
deux &tapes permettent de construire une solution initiale vérifiant les
contraintes, qui est assez voisine de la solution finale.
iv) minimisation de (5.38) avec T = I, On utilise Z comme

solution initiale de ZXPOWL. Cette étape nous fournit

d* et &%,

v) construction de A* (d*), a* (6*) et E*, ainsi que I* =

E'#* E*,



Phase II. Estimation de A (d

vi)

vii)

viii)

196

), a (6 )'

1] 3

inversion généralisée de I*, I* est singulidre car

E*T = 0. On utilise alors L' = [I* + k TT']-l— a/x)tt',
(k > 0) - voir Theil (1971 p. 272) - pour construi-~

re 1'inverse de Moore-Penrose de %*., La valeur k = 1

a toujours &té assez grande.

minimisation de (5.28) avec I = I*, On utilise A%

(d*) et a* (6*) comme solution initiale de ZXPOWL..

Cette étape fournit d**et §%%,

construction de A** (d**), a** (§*%) et E**, ainsi que

Tk = Exk! Ehk

Phase III. Construction des statistiques.

1x)

x)

xi)

calcul des variances-covariances des €léments d**, §**,

calcul des variances-covariances des &léments A** (d#*%),

ak* (5**) R

2
construction des t de Students et X .
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§ 3, Les résultats

Ils sont tabulés dans 1l'ordre suivant:

Tableau Ia: Structure de p - substitution - complémentarité au Canada:

Estimation par moindres carrés ordinaires sans contraintes

Tableau Ib: . Structure de q - substitution - complémentarité au Canada:

Estimation par moindres carrés ordinaires sans contraintes

Tableau IIa: Structure de p - substitution - complémentarité au Canada:

Estimation par moindres carrés généralisés non linéaires

avec contraintes

Tableau . IIb: Structure de q -~ substitution - complémentarité au Canada:
Estimationr par moindres carrés généralisés non linéaires

avec contraintes.

Sous chaque coefficlent est inscrit le t de étudent cal-
culé. Les coefficients de corrélation (Rz), les coefficients de corré-
lation corrigés des degrés de liberté (R2 cor.) et les statistiques
Durbin-Watson (D.W) sont notés dans les derniéres colonnes pour les es-

timés par moindres carrés ordinaires sans contraintes.
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a) Le systéme de demande

Les moindres carrés ordinaires sans contraintes donnent
des estiﬁés ﬁositifs ﬁour les huit propensions marginales A consommer
des biens, dont seﬁt le sont significativement (éu seuil de 95%Z). Tous
les biens sont normaux ou subérieurs. L'existence de biens inférieurs
aurait &té surprenante 3 ce niveau d'agrégation. La propension marginale
d consommer des transports privés et publics: est la plus élevée (.3668),
celle des boissons et tabac, la plus faible (.0438). Tous les &léments
diagonaux de la matrice de Slutsky (paramétrisée) sont négatifs; ceci
est en accord avec le résultat fondamental de la théorie de la demande
(& ce niveau d'agrégation) .Parmi les €léments hors-diagonaux, habillement
et ameublement sont significativement P - substituts. Seuls produits

pétroliers et soins médicaux sont significativement divergents (.0455 et

.0521). Nous donnerons une explication partielle & ceci dans la suite.

Ces résultats préliminaires encouragent 3 imposer les
contraintes découlant de la théorie. L'estimation par moindres carrés
généralisés avec contraintes . confirme cette impression: on constate

une remarquable stabilité générale dans les coefficients.

Tout d'abord, les propensions marginales 3 consommer res-
tent toutes positives et leur ordre de grandeur différe tr&s peu par
rapport & ceux de la premi&re &tape. Hormis celle pour la nourriture,

elles sont toutes significatives.
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On a maintenant 5 couples de biens significativement Pp-

substituts.
- Ameublemept et boissons-tabac (.0045),
— Ameublement et habillement (.0547),
- Ameublement et loyer-loisir (.0817),
- Boissons~tabac et soins médicaux - &ducation (.0264),
- Transforts et produits pétroliers - services (.0505).

L 'interprétation de ces relations n'est pas directe. Nous n'avons pas
construlit les agrégats ﬁour mesurer si tel groupe de biens trés iden-
tifié est substitut de tel autre. — c'est-3-dire en faisant des hypo-
théses sur la structure de la séparabilité des préférences -. Le cri-
tére de Hicks conduit 3 grouper ensemble des biens de nature assez diver-
se: cecil explique en partie la cinquiéme relation et 1'incoh&rence men-

tionnée plus haut.

Bien entendu, la contrainte de symétrie a fait disparai-
tre toute divergence et celle de négativité a maintenu tous les coef-

ficients diagonaux négatifs. Par ailleurs le test du xz,( x2 =1.9),
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confirme notre premiére impression que l'information contenue dans les

contraintes n'est pas incompatible avec celle contenue dans 1l'échantil-

lon.

Notons un point intéressant 3 ce sujet. Il semble que
Plus le systéme est agrégé, plus les deux informations concordent.
Thedil (1971 p.337), obtient directement des matrices de Slutsky, semi-
définiesen impoéant seulement la symétrie sur des agrégations en 4 grou-
pes de biens. Nous avons eu la méme expérience avec nos données. Le
fait que cette propriété se dilue avec la désagrégation n'est pas sur-
prenant du point de vue statistique, mais a certainement aussi une in-
terbrétation économique *13. On peut se demander si, au niveau de 4
biens composites, il n'y a pas quasi-identité entre biens et caracté-
ristiques, conformément & 1'approche de Lancaster (1966) ,(1971), cepen-
dant que cette propriété s'affaiblirait naturellement avec 1l'accroisse-
ment du nombre de biens considérés. Notons que cette remarque va aussi
dans le sens d'une justification des hypothéses de base du schéma clas-

sique de la théorie du consommateur.
b) Le systéme d'évaluation

Par moindres carrés ordinaires, on obtient 6 effets-re-

venus duaux négatifs dont 3 significativement,alors que 2 sont signifi-

*¥13 Cette question a &té soulevée par un arbitre anonyme de la revue
European Economic Review,au sujet des résultats de Salvas-Bronsard,
Leblanc, Zarra, Bronsard (1973).
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cativement positifs. Notons que 1'interprétation de ces effets-revenus
dans l'eséace des quantités n'est pas directe: le signe négatif signi-
fie une relation d'infériorité,mais celle-ci ne correspond pas 3 celle
dans l'esﬁace des valeurs. Par ailleurs, 5 &léments diagonaux de la
matrice C sont négatifs et aucun n'est significativement positif: ceci
donne donc un ﬁréjugé favorable aux résultats de la théorie de 1'&valua-
tion. Parmi les éléments hors-diagonaux, nourriture et habillement sont

q - substituts, cependant que deux couples sont divergents:
- Habillement et loyer-loisir (~.0959 et .1238),
- Nourriture et loyer-loisir (.1742 et -.2004).

Avec 1l'estimation par moindres carrés généralisés et
contraintes, la structure des effets-revenus duaux change. Cette ins-
tabilité peut provenir de lé co linéarité entre % dx" et p'dx,que la
baramétrisation n'a pas réussi i atténuer suffisamment. (En fait, cing
des coefficients de corrélation partielle sont supérileurs a .6). La

matrice C présente maintenant 5 couples de q - complémentaires:
~ Ameublement et habillement (.0211),

- Boissons - tabac et habillement (.0382),
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- Habillement et soins médicaux - &ducation (.0149),
- Loyers - loisirs et nourriture (.0772),
- Produits pétroliers - services et nourriture (.0369).

La contrainte-de symétrie a fait disparaitre toute diver-
ge:nce et celle de définition de C a renforcé la négativité des éléments
diagonaux. L3 encore,l'information introduite avec ces contraintes n'est
pas incoméatible avec celle contenue dans l'échantillon: un xz de 4.8

le confirme.
¢) Une premiére comparaison des deux mod&les

Le tableau III résume les résultats. Ils ne peuvent ce-
ﬁendant pas étre comparés directement pour différentes raisons. D'abord, .
les deux paramétrisations ne sont pas parfaitement duales. Ensuite, le
choix de la normalisation a &té trés empirique, ce qui est une faiblesse
du modéle d'évéluation. Finalement, Hicks (1956 ch. 16) souligne que
les définitions de p et q - substitutions peuvent logiquement diverger.
I1 remarque cependant que ces cas devraient @tre peu fréquents. Hormis
pour les &léments diagonaux, on constate que ce fait est assez bien vé-
rifié ici. Un seul couple de biens s'oppose selon les deux définitions;
pour les autres ﬁaires, les éléments significatifs s'é@vitent, mais ne

se contredisent pas - volr tableau III. -
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Compte tenu de cette dernieére remarque, on peut esti-
mer les ré&sultats obtenus comme satisfaisants. Pour corroborer la re-
marque de Hicks, on éeut noter que lescontraintes d'homogénéité T's = 0
et de négativité ont tendance 3 biaiser vers la P - substitution dans
1'espace des valeurs, cependant que les contraintes correspondantes
dans l'esﬁace des biens biaisent vers la q - complémentarité. On a obte~

nu en effet 5 p - substitutions et 5 q - complémentaires significatifs.
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CONCLUSTION

Le domaine de validité des résultats obtenus dans ce
chapitre est limité par deux types d'hypothéses : les hypothéses du moda-
le théorique et cellesnécessaires & son estimation. Nous discuterons

ici des secondes.

D'abord les tests statistiques ne permettent pas de reje-
ter ces résultats comme n'étant paé une premiére approximafion valable
de la réalité. Plusieurs améliorations peuvent cependant &tre apportées
qui permettraient de diminuer le poids des hypoth@ses d'estimation rela-

tivement a celle du modéle théorique dans le processus d'application.

L'estimation avec plusieurs séries de revenus permettrait
d'alléger les hypothéses d'agrégation sur les consommateurs en reportant
celles-ci sur des groupes homogénes,a partir de 1l'estimation des &qua~
- tions obtenues dans la derniére section du Chapitre III. - (3.27) et

(3.43) -. Toute la procédure d'estimation resterait wvalable dans ce

cas.

Le choix d'autres paramétrisations pour le systéme d'é-
valuations en utilisant peut-8tre de 1l'information extérieure pour ai-

der & spécifier la régle de normalisation améliorerait certainement les

performances de ce modéle.
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Le choix d'autres formes fonctionnelles pour les fonec-
tions d'utilité ou des mécanismes de choix a plusieurs &tapes sont éga-

lement prometteuss .

L'obtention de données concentrées sur une plus courte

durée permettrait d'améliorer 1'approximation.

Ces améliorations dans les estimations constituent un
effort complémentaire @ celui des perfectionnementsdu modé&le théorique.
I1 semble cependant que ce soit de ce c8té que 1l'on puisse attendre

les progrés les plus intéressants.
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons donc élaboré la théorie de 1'évaluation et son
applicabilité au méme niveau de générabilité que la théorie de la deman-
de. Utilisant le méme corps d'hypothéses (dont l'une n'é@tait pas expli-

citée), 11 &tait prévisible d'arriver 3 ce résultat.

Plusieurs directions de recherches prometteuses s'ouvrent
sl on sort de ce cofﬁs d'hyﬁothéses. Certaines ont déja &té explorées
avec le modéle de demande} toutefoils, leur réexploration complémentaire
avec le modéle d'évaluation sera certainement fructueuse. On peut citer

entre autres:

- 1'élargissement des hypothé&ses techniques nécessaires 3
1l'existence de fonctions dans les deux espacesyen créant

une dualité "souple'" 3 1'aide de correspondances,

— 1'extension vers le modéle de Hicks - Lancaster et la

séparabilité assymétrique,

— 1'extension du modéle d'évaluation vers les fondements

microéconomiques de la courbe de Phillips,



-~ 1'extension du mod&le d'évaluation dans une &conomie
monétaire., La contrainte de disponibilité de monnaie
ﬁermettant de définir la condition de référence,il est
bossible de construire le modéle d'évaluation dual du

modéle de demande de Bromsard - Lacroix (1973),

- la dynamisation du mod&le et &ventuellement la prise en
compte des anticipations permettraient de constiuire-un

modéle explicatif - en &quilibre partiel - du mécanisme

d'inflation.

Ces extensions ne doivent cependant pas faire oublier que
les r&sultats développés avec notre corps d'hypoth&ses permettent égale~
ment de généraliser les résultats de certains modéles classiques d'équi-

libre général,comme nous 1l'avons indiqué en introduction & la premidre

" partie,
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L'EQUIVALENCE A LA LIMITE DES EFFETS DE SUBSTITUTION

*
DE SLUTSKY ET HICKS 1

Nous montrerons ce point en deux étapes. Nous verrons
d'abord que 1l'effet-revenucompensatoire de Slutsky est un majorant de
celui de Hicks, mais que la différence est du second ordre. Nous ver-
rons ensuite que la matrice des effets de substitution au sens de Sluts-

ky et celle au sens de Hicks sont identiques.

Pour Slutsky (1915 p. 42), "1'accroissement dpi du prix,
accompagné d’un accroissement du revenu égal i la perte apparente, peut
8tre appelé variation compensée du prix". Dans le texte, "15 perte ap-
parente" est égale i ds = Py dxi. Etendue a n dimensions, la ‘variation
compensée de prix est définie comme dp telle que p'dx = O, c'est-3-dire
encore telle que dm = x'dp, soit la variation compensatoire de revenu.
Notons dn% cette Variation compensatoire, c'est-d-dire
(A.1) de = x'dp

Pour Hicks (1946 p. 45), "l'effet de substitution se rap-
porte & une variation du prix relatif. On peut isoler cet effet 3 con-
dition de ne considérer que les variations qui laissent le consommateur
sur la méme courbe d’indifférence. Les autres variations peuvent se ra-

mener 3 une variation de ce type combinée 3 une modification proportion-

*1  Katzner (1970 p. 56-~57) développe aussi ce point. Schultz (1938),
Bouchard ( 1972)... traitent également de cette question.
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~nelle de tous les prix; cette dernidre, équivaut 3 un changement du

revenu réel, induisant un pur effet de revenu".

Considérons la courbe d'utilité indirecte v définie par
v=v (p, m) =u (£f(p, m)). La courbe d'indifférence dans 1'espace des
valeurs correspondant 3 une courbe d'indifférence dans 1’espace des quan-

tités, c'est-d-dire
(A.2) u T oux) v (p,m)))
peut s'écrire comme

(A.3) m = v (p, 1_1)

par application du théoréme des fonctions implicites — Dieudonné (1960)-.
Notant de la variatjion compensatoire de revenu au sens de Hicks, on
obtient par un développement de Taylor de (A.3),au voisinage d'un &qui-

libre donné,

- ' ' 3
(A.4) dm, = x'dp + (3) dp'ldp + € (dp).
En effet, on a par 1l'identité de Roy,

oy /o9p = -(9v /3p) /(dv/dm) = x.
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Alors, [ = [82 Y /sz] est bien la matrice des effets de substitution:

au sens de Hicks. (A.1l) et (A.4) permettent d'écrire
- 3
- — '
(A.5) dm, - dm, (3) dp' [dp + €~ (dp).

Les deux définitions du revenu compensatoire différent. Le revenu com-
pensatoire au sens de Slutsky est un majorant de celui au sens de Hickg—-

par la semi définition de [ . 1La différence est du second ordre en

dp.

Reprenons maintenant les conditions du premier ordre de

1'équilibre du consommateur,

(A.6) ux - Ap = 0,

I
(]

(A.7) . p'x - m

L'application du théoréme des fonctions implicites - Dieudonné (1960,

. 275) permet d'écrire aprés quelques transformations — voir (2.13) -
P

(A.8) U -p a/mx £ I 0

I

-p' o —f& A 0 1

*
ol K est la matrice des effets de substitution au sens de Slutsky 2.

*2  Nous supposons que nous sommes dans les conditions d'application
du théoréme des fonctions implicites.,
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Considérons maintenant ce systeéme,

(A.6) u - Ap = 0

1
o

.9 -u (x) + u

ot la seconde &quation implique la conservation du niveau de satisfac—
tion. L'application du théorame des fonctions implicites 3 ce systéme
permet de construire des fonctions de demande x = x (p, 5) ainsi que
A =X (p, ﬁ). La seconde partie du théor&me des fonctions implicites

permet d'écrire

(A.10) 3x (p,u) / dp x (p,u) / du U -p -\ 0

A /% A /| [ o o 1
c'est-d-dire encore
(A.1D) In o U -p ox (p,u) / dp ox (p,d) / du In o||AI o

o 1/A -u' o X (p,8) / 8p 3\ (pou) / Bu| fo 1/Allo -1

* 2 Nous supposons que nous sommes dans les conditions d'application
du théoréme des fonctions implicites.
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On obtient encore

w12 [v  -p] [ox @.D/% o (.0 /3u] [A/NI o

‘51—4

n

-p' o ER (p,u)/dp A (p,u)/du o -\ o

qui s'écrit finalement

(A.13) [ U -p| [(1L/A) 3x (p,u)/dp =-Adx (p,u)/du I o

n

-t

-p' ) (1/2) X (p,u)/3p A3\ (p,u)/du o

Par unicité de 1'inverse, on obtient finalement avec (A.8) et (A:13),

(A.14) ; x (p,u) / ¥ = K

ot [3x (p,u)/dp] est la matrice des effets de substitution au sens de

Hicks.

Cecl confirme que les deux définitions et les deux décom-—

positions sont équivalentes 3 la limite.
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CONTOURS DE SCITOWSKI - DEBREU

Définissons un contour de Scitowski-Debreu - voir Debreu
(1959, p. 102) - dans l'espace desquantités, comme 1'ensemble des con-
sommations totales (minimales) telles que chaque individu ayant un ni-
veau de satisfaction donné, se maximise sous des systémes de prix non

différentiés,

Ce contour est une hypersurface dans 1'espace X. Ainsi

si Db définit la surface d'indifférence de niveau Gb de 1'individu b,

b s pb.
1

o

= '{xb € X,| u(xb) = ﬁb}, alors D =
b

c'est-d~-dire D

[ e

D étant la somme ensembliste de courbes convexes dans
X ,est €galement convexe. Par contre D ne caractérise pas un systéme
de surfaces d'indifférences collectives. Il suffit en effet de consi=
dérer des distributions différentes de niveaux de vie {ul, ...,uia, pour
obtenir des contours qui s'intersectent. D appartient également 3 la
famille des contours de Scitowski - voir De Graaf (1957 p. 46)-, asso-

ciés 3 la distribution {ul, cees uia,des niveaux d'utilités.

Considérons un processus de construction de D. Si
*1 *L -
x ", «.., x ) sont les consommations individuelles face 3 un systa-

me de prix p* unique avec la contrainte que chaque individu b a un ni-
L
*
veau de vie pré-assigné, alors x* = Ix appartient au contour de
b=1
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*
Scitowski-Debreu associ&. Cependant comme les tangentes en x 1 a Dl,

*2 2 - ’
x abD”, ..., sont colinéaires car normales au vecteur prix p*, la

tangente en x* 3 la surface-somme 7 est &galement normale au vecteur

prix p¥*.

Cette construction revient donc 3 sommer vectoriellement
dans X, les points des surfaces d'indifférences oii les tangentes sont

co. linéaires.

Ce schéma de construction est également utilisé pour 1'a-
grégation des ensembles de production en théorie de 1'optimum (voir
Malinvaud (1971 p. 87)). La figure I illustre ce principe dans le cas

de deux biens et deux individus.

FIGURE 1. Cas de deux biens. et deux individus.
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Sauf cas particulier, la matrice hessienne de D en x*
n'est pas la somme des matrices hessiennes B:’ des contours d’indiffé-
h - -h, _ - *h
rences X x) = un = (n)’ u ) évalué - en x (dans les notations de

la Section I du Chapitre III). On a en effet:

* * *
x = % xnb = I uz x b s U )
b b (n)
= *1 * -1 -
¢ x 7, s X7, u, L.,ul)
(n) (n)
. - L. ¥ -1 £
qui est différent en général de y (I x s W, seuy, T).
b (m)

Caractérisons €,,1e contour dual de D dans 1l'espace des

valeurs. Soit 1'é&quation

b b b -b .
(3.1) u (£ (pom)) -u” =0,
.. b _ b b -
od x = f (p, m) est le systéme de demande du consommateur b. On a
(8.2) L T N
m® e omd

oli A est le multiplicateur de Lagrange différent de 0. Par le théordme

des fonctions implicites (Dieudonné (1960)), il existe une fonction

mb = Yb (é, Eb) définie dans un voisinage de (p, Gb)’qui est solution

222
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en mb de 1l'équation (B.1).De plus cette solution est unique et locale-

ment continuement différentiable, avec en particulier,

(3.3) oy b

— = -X

op

Notons €b, 1’hypersurface de dimension (nt+l) décrite
- e b_ b ~b
dans P x M = {(p, m),l peP,me M} par m = Y (p, u). Comme par ail-
b _ ,b b - . < _*b
lears m = p'x , y est homogéne de degré 1 en P.- Ainsi @ x = apparte-
nant 3 Db-, correspond un rayon 0 (mb, pP) € €b, (6 > 0) dans P x M. Cette

correspondance est biunivoque par 1'unicité de la solution de (B.1).

La figure II donne une illustration de cette correspon-

dance dans le cas de deux biens:

0 (mb,P)_.B >0

Py

—— ¢ (O,P),B > 0

Py

FIGURE II. C(orrespondance entre D b et € b.
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On peut donc construire & surfaces d'indifférences gb correspondant de

)

fagon biunivoque aux P avec l'ensemble {El, «e.» U }. Au point x* =
L *b , b
L x €D correspond de manigre biunivoque le rayon 6 (p, £ m )
b=1 x5 b

~par 1l'unicité de p -, de € =1 €b, décrit parm* =X m = Yb (p,ﬁb).
b b b
gest le contour - hypersurface de P X M -, de Scitowski-
Debreu dans 1l'espace des valeurs correspondant i D le contour
de Scitowski-Debreu dans 1l'espace des quantités. Cette
correspondance est biunivoque par construction si la méme distribution

-1 -2 -
{u™, ..., 4"} est conservée.

Comme nous 1'avons montré dans la Section I du Chapitre
III, la matrice de Slutsky Kb évaluée en 6 (p*, m*b), 6 > 0), est la
matrice hessienne de Eb sur ce rayon,de mb = 'Yb (r, Gb) . Alors K =
X Kb est aussi la matrice hessienne de £ sur le rayon 6 (p*, X m*b),

b , : b
(6 > 0) car on a bien par 1l'unicité du prix:

b -b -1 o
Y (p,u)=E(p,u, ceey U ).
1

=]
1
™Mo -

Sous la semi définition négative des Kb, les surfaces d'in-

- b . ,
différence €° sont concaves; sous celle de K, le contour de Scitowski-

Debreu €est aussi concave.
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LISTE DES BIENS ELEMENTAIRES , COMPOSITION DES AGREGATS ET DONNEES.

On distingue entre: Service (S), Non durable (N.D), Semi durable (S.D),

Durable (D),

I. Liste des 39 biens élémentaires

1. Nourriture et boissons non alcooliques (N.D)
2. Boissons alcooliques (N.D)

3. Tabac (N.D)

4. Habits hommes et gargons (S.D)
5. Habits femmes et enfants (S.D)
6. Chaussures et entretien (S.D)

7. Loyer estimé (S)

8. Loyer payé (8)

9. Autres dépenses de logement (S)

10. ' Electricité (N.D)

11. Gaz (N.D)

12. Autres combustibles (N.D)

13. Meubles, tapis et autres revé@tements du sol (D)
14. Appareils ménagers (D)

15. Equipement ménager, semi durable (5.D)
16. Equipement ménager non durable (N.D)
17. Blanchissage et teinturerie (S)

18. Services domestiques (8)



19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
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Autres services ménagers (S)

Soins médicaux (8)

Soins hosﬁitaliers et assimilés (S)
Autres dépenses et soins médicaux (S)
Produits ﬁharmaceutiques et articles divers (N.D)
Automobiles neuves et d'occasion (D)

Réparations et pi8ces détachées (D)

Essence, huile et graisse (N.D)

Autres services attachds i 1'automobile (8)
Transports (8)

Autres moyens de communication (S)

Récréations, sports et &quipement de camping (D)
Livres, journaux et magazines (S.D)

Services de récréation (S)

Education et services culturels (S)

Bijoux, montres et réparations (s.D)

Articles de toilette et cosmétiques (N.D)

Soins personnels (8S)

Dépenses dans les restaurants et hotels (s)
Services financiers et services légaux (S)

Dépenses d'opération de sociét& a but non lucratif (S).
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II.  Composition des agrégats

-Ameublement : 13-14-18-19-38

-Boissons et tabac : 2-3

~Habillement : 4—5—6—17—35—36

~Loyers et loisirs : 7-8-9-16~30-31-32-34

—Produits pétroliers et services : 10-11-12-26

-Soins médicaux et &ducation : 20-21-22-23

-Transports privés et transports publics : 15-24-25-27-28-29-37

-Nourriture : 1

IIT. Données

Elles sont diéponibles dans la banque de données C.A.N.S.I.M.
(Systéme Canadien d'information socio-&conomique), construite par Statistique
Canada. Les données utilisées apparaissent scvs les intitulés:

- "Personal Expenditure on Consumer Goods and Services,

Annually from 1947 in Millions of Current Dollars".

- "Personal Expenditure on Consumer Goods and Services,

Annually from 1947 in Millions of Constant Dollars

(base 1961)."
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