UNIVERSITE DE MONTREAL

LE TRAITEMENT DE LA PREMIERE OBSERVATION

EN PRESENCE D'AUTOCORRELATION

PAR
ROBERT GOSSELIN
DEPARTEMENT DE SCIENCES ECONOMIQUES

FACULTE DES ARTS ET DES SCIENCES

MEMOIRE PRESENTE A LA FACULTE DES ETUDES SUPERIEURES
EN VUE DE L'OBTENTION DU GRADE DE
MAITRE ES SCIENCES (M.Sc.)

JANVIER 1985




TABLE DES MATIERES

R0 111 = T of v
Introduction ...t e e 1
Chapitre I - Revue de la littérature ................c..ocn... 5
Chapitre II - Discussion des hypothéses ..................... 9
Chapitre III - Régression sur une constante ................. 13
Chapitre IV - Le modéle général ...........c.oiiiiinrnnunnnnn. 20
IV.L. Le MOdBIe ittt e e e e e 21
IV.2. Matrices de cOVariancCes .........vviriinernennnenns 23
IV.3. Efficacité de CORC vs PW ... virrirriiiinnnn 26
IV.4. InterpTr@tation ... ..i.tinitinninenenennnnneenennnns 33
IV.S. Evaluation .. ...ttt ittt ettt eee e e iane s 36
IV.6. Validité des tests de Student ..o vevevneeeeeenennns 36
IV, 7. ConcCluSIom ..ottt ittt i i it it eeenn s 39
Chapitre V - Estimation de O ...ttt iinnrineinennnnenns 40
V.l. Les eStimMateUrS vttt it iitiee e reeiaesennenns 41
V.2. Revue de la littérature ..........coviierereneneenn. 45

LS TP < - o 48
Chapitre VI - Résultats empiriques ............cviuevininnnnn. 52
VI.1. Covariances théoriques ...........cciitiinuennnnnnn. 53
VI.2. Analyse des résultats empiriques ................... 57
VI.3. Distribution de B, et B, ........... e e 57
VI.4. Distribution des autres paramétres ................. 75
VI.S5. Cofits de traitement . ........uiiineinrrenenennnenns 95
COMCIUSTIOM v vt vttt et et et e e e 96
AN XS ottt ettt e e e e 100
REMETCIEMENTS o ittt ettt sttt ettt ettt et et e e e 119



LISTE DES TABLEAUX

Tableau 1 : Exemples de valeurs pour la borne .............
Tableau 2 : Variances de éO et él (p connu) ..,............
Tableau 3 : Biais de éo e e e e
Tableau 4 : Biais de él ...................................
Tableau 5 : Efficacitéd de él ..............................

Tableau 6 : Nombre de fois qu'un estimateur de
Bl est plus pré&s de la vraie valeur
que MVS ..

Tableau 7 : Efficacité de BO .................. e e

Tableau 8 : Nombre de fois qu'un estimateur de B
est plus prés de la vraie valeur
que MVS ... ... e e,

Tableau 9 : Biais et efficacité de P
Tableau 10 : Biais et efficacité de ... ...
Tableau 11 : Biais et efficacité de 52 e e e e,

. . 2
Tableau 12 : Nombre de fois qu'un estimateur de s
est plus prés de la vraie valeur
que MVS .,........ e e e et

Tableau 13 : Proportion de rejets de 1'hypothése
nulle : BO = BO (distribution de
Student) ..,.............. ettt

Tableau 14 : Proportion de rejets de 1'hypothése
nulle : B, = Bl (distribution de
L

Tableau 15 : Proportion de rejets de 1'hypothése
nulle : o = o (distribution de Student) .......

Tableau 16 : Nombre d'itérations et temps de
traitement .............. ...



Tableau 17 : Résultats de Beach et MacKinnon (1978)

Annexe A ... e 101
Tableau 18 : Proportion de rejets de 1'hypothése

nulle : BO = BO (distribution normale)

Annexe B [........ S e e e e e 103
Tableau 19 : Proportign de rejets de 1'hypothése

nulle : 81 = Bl (distribution normale)

Annexe B L.l 105
Tableau 20 : Proportign de rejets de 1'hypoth&se

nulle : a = o (distribution normale)

Annexe B ................... e e, 107
Tableau 21 : Liste des variables explicatives 110

Annexe C ..... e e e e et et



SOMMATRE

Les méthodes pour corriger 1'autocorrélation du premier ordre
peuvent €tre divisées en deux groupes : celles qui laissent tomber la
premiére observation (ex. : Cochrane et Orcutt (1949)) et celles qui

s . /2 , . :
1'incluent avec un poids de v1-p~ (ex. : Prais et Winsten (1954)). Cet-
te deuxiéme méthode a toujours &té considérée comme la plus efficace,
cependant, il faut alors Supposer que la variance de la premiére obser-

. 2 2 . ~ . .
vation est Ge/(1~p ),ce qui peut s'avérer inexact en pratique,

Nous démontrons ici que lorsque p est connu, il est plus
efficace de laisser tomber 1'observation initiale si sa variance est
plus grande qu'une certaine borne. Ces résultats restent approximati-
vement corrects pour le coefficient de la pente méme si p doit &tre es-
timé. L'estimation de la constante pose cependant certains probl&mes
lorsqu'on laisse tomber la premiére observation et que p est grand,

comme le montre 1'é€tude de Monte-Carlo que nous avons réalisée.



INTRODUCTION



Dans un modéle simple tel que : Yy =XB + u, u . =pu. g te

t)
2 2 ., 1 A _

Var(et) = oe; Var(yl) = Ol, 1'autocorrélation peut &tre corrigée de plu-

sieurs facons. Les différentes méthodes d'estimations peuvent &tre re-

groupées en deux (2) classes : celles qui incluent la premidre observa-

tion et celles qui la laissent tomber.

De nombreuses €tudes, autant théoriques qu'empiriques (e.g.,
Prais et Winsten (1954), Beach et MacKinnon (1978), etc.), arrivent i la
conclusion qu'il est toujours pré&férable d'inclure les valeurs initia-
les avec un poids de V1 - pz. Cette proposition n'est cependant vala-
ble que si la variance de la premi&re variable dépendante est effective-
ment (Og/(l—pz)). Comme le suggére Theil (1971, p. 253), i1 est possi-
ble que cette variance soit différente, notamment lorsque les données
suivent immédiatement une période de conflit armé. Dans ce cas, Theil
suggére d'employer 1'autre méthode puisqu'elle est conditionnelle 3 la
premiére observation, ce qui peut s'avérer plus efficace et donner des
tests de Student valides. Le lecteur aura certainement reconnu les mé-
thodes qu'il est maintenant convenu d'appeler Prais-Winsten (PW) et

Cochrane-Orcutt (CORC).

Si CORC a longtemps été la technique universellement utilisée,

de plus en plus, un certain choix est offert aux praticiens @ l'intérieur



des logiciels de régression. Entre autres, 1'algorithme du maximum de
vraisemblance présenté par Beach et MacKinnon (1978), est maintenant
disponible sur TSP, un des logiciels les plus employés en &conométrie.
Comme cet estimateur inclut la premiére observation, il nous apparalt
essentiel de mieux définir les domaines odi chacun sera le plus efficace.
En particulier, nous nous posons la question : quand est-il plus effi-
cace de laisser tomber la premidre observation plutdt que de 1'inclure

avec un poids erroné?

Personne n'a vraiment abordé ce probléme. Le seul texte qui
fait référence & une mauvaise spécification des conditions initiales,
Gurland (1954), se limite 3 étudier la perte d'efficacité de CORC par
rapport aux MCG (moindres carrés généralisés) en supposant les matrices
de covariance (et p) connues. Ses conclusions sont aussi trés restric-
tives puisqu'elles ne s'appliquent qu'a des cas limites (par exemple
p tend vers 1). Tous les autres textes qui traitent de 1'efficacité re-
lative de différents estimateurs en présence d'autocorrélation du pre-
mier ordre se limitent au cas stationnaire, c'est-a-dire lorsque PW est

I'équivalent des MCG (moindres carrés généralisés) .

Apr&s une bréve revue de la littérature pertinente (chapitre
I), et une discussion sur la spécification des conditions initiales
(chapitre II), nous verrons dans le cas ol p est connu, et pour le mo-
déle le plus simple (estimation d'une moyenne), qu'il est toujours pré-

férable de procéder 3 1'estimation conditionnelle si la variance de la



s . 2 . .
premi€ére observation (Ol) est plus grande qu'une certaine borne (chapi-

tre III). Cette borne dépend de o, de Og et de la taille d'échantillon.

Dans le chapitre IV, nous prouverons qu'il existe également
une seule valeur critique pour Of dans le cas général avec un nombre
K (K < N) de variables explicatives. Lorsque Gf est plus grand (petit)
que cette valeur, alors la différence entre la matrice de covariance
de PW et celle de CORC est positive (négative) semi-définie. Ce résul-
tat va beaucoup plus loin que ce qui a été fait jusqu'i présent : d'abord,
nous n'imposons aucune restriction sur les conditions initiales, ensui-
te, nous utilisons un mod&le parfaitement général quant au nombre et 3
la forme des variables explicatives, enfin nous sommes les premiers 3

utiliser la différence des matrices de covariance comme mesure d'effica-

cité en présence d'autocorrélation,

Dans les chapitres V et VI, nous €liminerons 1'hypothése que
P est connu, Nous présenterons alors le plan et les résultats d'une
vaste expérience de Monte-Carlo comparant la performance de différents
estimateurs, Comme toujours, nous observons plusieurs différences entre
la théorie et la pratique, en particulier pour la constante et (ou)

lorsque p est tr&s grand.



CHAPITRE I

Revue de la littérature




Les procédures de transformation de CORC et PW sont bien pré-
sentées dans tous les manuels de base €t nous supposons que le lecteur
est familier avec celles-ci. Précisons €galement que partout dans ce
chapitre et les trois suivants, nous supposons que p est connu et que
les variables explicatives sont parfaitement exogénes. Nous ne verrons
ici que les auteurs qui font les mémes hypothéses. Une revue des con-

tributions ol p est estimé sera présentée au début du chapitre V.

Toutes les &tudes effectudes jusqu'a présent, sauf Gurland
(1954), arrivent i la conclusion qu'il est toujours plus efficace d'in-
Clure la premiére observation avec un poids de (1—p2)1/2. Prais et
Winsten (1954), Kadiyala (1968), Maeshiro (1976, 1979), Taylor (1980)
et enfin Doran (1980) nous suggérent tous d'utiliser cette transforma-

tion.

Prais et Winsten (1954) ainsi que Maeshiro (1979) ont calculé
les variances exactes des coefficients (ﬁ) de CORC par rapport aux
MCG (PW). 1Il1s ont utilisé des modéles simples (deux variables explica-
tives dont une contante) en spécifiant directement les valeurs des va-
riables exogénes. Dans certains cas (e.g,, une tendance linéaire) ils ont
trouvé que le ratio des variances &tait excessivement &levé pour le

coefficient de la pente. Kadiyala (1968) et Maeshiro (1976) procddent



de la méme fagon que les deux premiers mais en comparant plutdt CORC
aux MCO (moindres carrés ordinaires). Le premier (Kadiyala) montre
que les MCO sont toujours plus efficaces que CORC pour 1'estimation
d'une moyenne échantillonnale (régression sur une constante). Maeshiro
(1976) trouve un gain important en utilisant les MCO lorsque la varia-

ble explicative comporte une tendance.

Taylor (1980) choisit une approche différente. Avec une seule
variable exogéne (X) dont la forme reste assez générale, il trouve une
approximation pour les variances des MCG (PW), des MCO et de CORC en
fonction de la distribution de X. Selon lui, CORC serait généralement
une bonne approximation des MCG sauf si on observe peu de variations

de la variable explicative,

Le rapport des variances généralisées (CORC/MCG) a &té &tu-
dié par Doran (1980) avec un modé&le général, sans contrainte sur le nom-
bre et la forme des variables explicatives. L'expression qu'il trouve
dépend inversement de la taille d'échantillon et positivement du nombre
de variables explicatives. CORC serait aussi relativement moins effi-
cace en présence de multicollinéarité. Cette expression se révélera
trés intéressante parce que la borne que nous avons dégagée est direc-

tement reli€e 3 celle-ci (c.f. chap. IV).

Si le modele utilisé par Doran (1980) est le plus général que
nous ayons rencontré, il repose cependant sur 1'hypothése que le proces-

sus générant les erreurs aléatoires se poursuit depuis un passé infini.



Gurland (1954) est le seul qui n'impose pas cette condition. Malheureu-
sement, il se limite d un modéle simple avec deux variables explicatives.
Le seul résultat qu'il obtient est que le ratio des variances générali-
sées (CORC/MCG) peut devenir infini lorsque p tend vers un ou que la

premié€re valeur de la variable explicative tend vers 1'infini.

En fait, toutes les &tudes précédentes ont considéré CORC
comme une approximation des MCG. Une approche beaucoup plus fructueuse
sera de le considérer comme un estimateur conditionnel 3 la premiére

observation.



CHAPITRE 11

Discussion des hypothéses




R
g ?

Plusieurs raisons ont été avancées pour justifier la pondéra-
tion appliquée 2 la premidre observation. Nous verrons qu'aucune de
ces hypothéses n'est pleinement satisfaisante et que de telles erreurs
de spécification sont susceptibles de se produire plus souvent qu'on ne

t
serait porté 3 le croire. :

Lorsque u =0 + €., une condition suffisante pour que

“t-1
Var(ul)= o) 5/(1-p2), est que le processus générant les erreurs aléatoi-
res (u) ait débuté i moins D'infini. Cette formulation ne peut évidem-
ment €tre retenue et on suppose souvent que 1'erreur d'approximation
est faible si le passé est suffisamment long. Combien de temps faut-il
pour que l'erreur soit négligeable? La théorie ne répond pas 3 cette
question, chaque cas est un cas d'espéce qui doit &tre jugé par le pra-
ticien. Theil (1971, p. 253) nous PTOpose au moins un cas ol 1'on peut
douter fortement de la pertinence d'une telle hypothése : si les don-
nées disponibles suivent immédiatement une grande guerre, les change-
ments structurels de 1'économie affecteront sirement les erreurs et
1'approximation risque d'€tre trés mauvaise. Les conflits armés ne
sont qu'un exemple parmi tant d'autres oll la structure €conomique est
affectée. Comme une pratique courante en &conométrie est justement

de procéder 2 1'estimation d'un modéle entre deux périodes de change-
ments, la formulation précédente Tisque d'8tre inexacte dans de trés

nombreux cas.



Comme on le sait, une source importante d'erreurs provient
de 1'observation des variables. Une modification des méthodes de col-
lecte des données peut donc affecter le processus de la méme fagon qu'un
changement structurel de 1'économie. Ici encore, on peut douter de la
validité de 1'approximation si un changement des méthodes d'observation

a eu lieu prés de la période initiale.

Un des inconvénients majeurs de cette premiére formulation
est qu'elle repose sur des valeurs pass€es qui ne sont pas observées.
<. . . 2 2
Pour éviter ceci, nous pouvons supposer directement que VAR(ul) = Oe/(l—p )
ou bien que le processus est stationnaire. Cette formulation reste
pour le moins arbitraire et demanderait 3 &tre vérifiée empiriquement.
Si la stationnarité est une qualité importante, elle n'est cependant

pas nécessaire et ne devrait pas &tre imposée sans contrdle.

Prenons ici un exemple simple. Supposons que nous avons un
modéle théorique simple (une équation) pour expliquer les quantités
vendues de t€léviseurs. Ce mod&le nous suggére que les erreurs aléa-

toires sont de la forme bien connue

I1 est clair que les quantités vendues avant 1'introduction
du produit sur le marché sont identiquement nulles, les erreurs le

sont donc forcément. Si nous disposons de données complétes sur les

il

ventes, nous aurons pour u1 : u1 o) uO + el = el, puisque u, est

11



identiquement nul. 11 est alors impossible de supposer en méme temps
que les innovations (e) sont homoscédastiques et que le processus est

stationnaire (Var(ul) = OZ/(1~p2)).

Nous verrons plus loin (chap.IV) que CORC admet certaines
formes d'erreurs non stationnaires ce qui en fait une méthode plus sou-
ple et plus robuste que PW. De plus, les tests de Student appliqués
aux coefficients ne sont valides que si les erreurs sont stationnaires,
pour PW ou lorsque p = 0, pour les MCO. En utilisant CORC, ces tests

restent valides pour toutes les valeurs de p et de Of.

12



CHAPITRE II1I

Régression Sur une constante




Avant de s'attaquer au mod&le général avec plusieurs varia-
bles explicatives, 1'examen d'un probléme plus simple peut 8tre inté-
ressant. La forme la plus simple de régression est évidemment le cal-
cul d'une moyenne &chantillonnale puisqu'il s'agit d'une régression sur
une seule variable explicative constante. Comme 1'a montré Kadiyala
(1968), ce modéle est particuli€rement défavorable & CORC qui est tou-
jours moins efficace que les MCO si 1le processus est stationnaire. Les
conditions sous lesquelles CORC sera meilleur que PW risquent donc
d'8tre trés sévéres. Nous verrons pourtant qu'elles sont en fait assez
peu restrictives. Nous nous attendons alors 3 trouver des conditions
encore moins rigoureuses dans les cas ol CORC est une bonne approxima-

tion des MCG.

Soit le modéle

(1) yt = B + ut t=1, ..., N
(2) ut =p ut_1 + et t=2, ..., N
(3) e, ~ N.i.d. (0, 09 t =2 N
t o~ - - - 3 e , IOQ,
(4) u ~ N.i.d. (0, o9
1 -~ . - » 3 1

On vérifie aisément que 1'estimation de la moyenne par CORC

se réduit 3



by -0 Yeo1)
(N-1) (1-p)

(5) B(CORC) = %

I~z
—

(Le signe de sommation I sans indice doit &tre interprété comme :

t=2

L'estimateur pour PW sera plutét

(-0%y, + 2y, - 0y, D1 - o)

(6) B(PW) = > 5
(I-p™) + (N-1) (1-p)

Ce qui donne aprés substitution :
B(CORC) = B + I e /L (N-1) (1-p)]

et
BEW = B+ [0-pDu, + (10) T e, /1007 + (1) (1-g) ]

Ces estimateurs sont évidemment sans biais et leurs variances sont res-

pectivement :
2
- - (Z e)
(7)  Var(B(CORC)) = E(B(CORC) - B)2 = E 5 t 5 = Oi/E&—l) (l-p)%
N-D¢ a-p® | CF =

et
3 . - ) [(1-p2)u1 + (1-p) I et]2

(8) Var(B(PwW)) = E(B(PW) - B)” = E 5 55

[(1-p7) + (N-1) (1-p)“]
(1097 02+ (v1) (1-p)2 o

[(1-0%) + (N-1) (1-p)2]2
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A partir de ces deux formules nous pouvons maintenant énoncer

et démontrer un théoréme qui régit le domaine d'efficacité relative de

ces estimateurs.

THEOREME 1 : Si les hypothd&ses (1) 2 (4) sont vérifides, et si p est
connu et [pl < 1 alors 1la variance de 1'estimateur de
CORC sera plus petite (grande) que celle de PW si et seu-

. . o . 2
lement si la variance de 1la premiere observation (Ol) est

plus grande (petite) que

(1-0%) o
(2) 2 + 5 5
(N-1) (1-p) 1-p

Preuve

La preuve est ici assez simple, soit :

Var(g(CORC)) < Var(E(PW)) =>

o0 _laeh? el ey ap? ol
N1 (1-0)° [ -pD) + (1) (1-p)2]2

Comme les dénominateurs sont positifs, le signe d'inégalité ne change

pas en écrivant

ool + (-1 (1921 < (-9 02 + -1y (1op)? 0C] (1) (1-p)°

En effectuant les multiplications, nous obtenons
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0ol (1097 + 2001 -0 (D) + -2 (1]

0D 07 a-09% o] + (en? (ept o

Les termes (N-l)2 (1-0)4 og s'annulent des deux c¢6tés, donc :

0ol 1-697 + 2001 (1-007 (1-69] < 21 (1-p)? (1.p2)?

et
o L0097+ 200 a-p? D))
< 0
(1-0% N-1) (1-p)? (1-p%) 1
Donc,

Var(g(CORC)) < Var(g(PW)) ssi

02 1-p2
o > ——~eT 2+ 5
(1-p7) (N-1) (1-p)

Q.E.D.

. . 2 _ .

Le premier terme de dr01te,oe/(1—p2) représente la variance
des "u'" dans le mod&le stationnaire. Ici, une nuance s'impose : nous
verrons dans le chapitre suivant que la variance de chacune des erreurs

. . 2 . 2 s 2 2
aléatoires (ou) est affectée lorsque oy est différent de Oe/(l—p 3.
Cependant, lorsque la taille d'échantillon tend vers 1'infini, alors
Var(uN) tend vers la valeur stationnaire. C(Cette expression doit donc

€tre interprétée comme la variance de long terme.



Le second terme entre crochets [(1—p2)/(N-l) (1-0)2] est tou-
jours positif pour |p| < 1, il tend vers I'infini lorsque p tend vers
1, mais tend vers zéro lorsque N tend vers 1'infini. La variance de
la premi€re observation doit donc &tre au moins le double de celle de
long terme pour que CORC soit plus efficace que PW. Les cas les moins

favorables 4 CORC sont ainsi ceux ol p est grand et N est petit.

Le tableau suivant donne quelques exemples des valeurs qu'on

trouve pour le rapport des variances sous différentes hypothéses pour

p et N.
Tableau 1
Exemple de valeurs pour la borne

p N 2+ (-0 %/ (N-1) (1-p)°
-0,99 50 2,00055

0,6 21 2,2

0,8 28 2,333

0,95 40 3

0,99 50 6,06

Pour toutes les valeurs négatives de p, et les valeurs posi-
tives moyennes de p et N, 1'expression reste relativement faible. Ce-
pendant, lorsque p approche I'unité, il devient de moins en moins inté-

ressant de laisser tomber la premidre observation.



I1 est assez difficile d'évaluer si de telles conditions sont
susceptibles de se produire souvent en pratique parce que la distribu-
tion des "u" ne retient jamais 1'attention des analystes. Cependant,
une simple transformation nous permettra de mieux juger la situation.

L'expression (9) peut se réécrire
2 2 2 2 2
0p(1-p7) > 0ll2 + (1-p%)/(N-1) (1-p)°]

Le terme de gauche est maintenant 1la variance de la premifre erreur
- ' -~ . . - 2 -
transformée sous 1'hypothé&se de stationnarité (Var(v¥1-p ul)). En gé-
P . P . 2
néral, oi est estimé de facon assez précise, mais pas of(l-p ). Un
rapport de 1'ordre de deux ou trois entre ces termes passera donc ina-
percu la plupart du temps ce qui montre bien que la condition du théo-

réme 1 est peu restrictive si p n'est pas trop grand.

L'estimation d'une moyenne &chantillonnale en présence d'auto-

corrélation reste assez rare en &conométrie. Ce modé€le simple nous a
cependant permis de prouver que dans certains cas, l'estimation condi-
tionnelle peut 8tre préférable. Nous pousserons maintenant cette étude

vers un modéle parfaitement général.

19



CHAPITRE 1V

Le modéle général!

JRappelons que partout dans ce chapitre p est connu et [pf < 1.



S'il existe une borne unique lorsque le modéle comporte une
seule variable explicative constante, Tien ne nous permet de croire
qu'il en sera de méme avec plusieurs variables. Le théoréme 2, que
nous présenterons bientdt, nous garantit qu'une seule borne existe aus-
si dans le cas général. De plus, le corollaire 1 nous donne une inter-
prétation beaucoup plus intuitive de cette borne. En premier lieu, il

est &videmment nécessaire de présenter le modéle général.
IV.1. Le modé€le

Soit
(1) y = XB + u

est de dimension Nx1;

<

X est de dimension NxK (K < N);
B est de dimension KxI;

u est de dimension Nxl1.

Nous supposons &videmment que les hypothéses de base sont
satisfaites

est la variable al€atoire dépendante;

t
1<

- X est non stochastique; rang (X) = K;

- B et u ne sont pas observés;
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(2a) u, = p ut_1 + e, t=2, ..., N

(2b) e, ind N(0, o;) t =2, , N

(2¢) u; = ey

(2d) e, ~ N(O 32 02) / indépendant de e e
1 ’ e : 22 " N

La différence essentielle entre ce modéle et les autres est

représentée par les &quations (2c) et (2d). Nous aurons alors

02 = a2 Gi, et si a2 = 1/(1-02) nous retrouvons le modéle stationnaire

qui est habituellement utilisé.

Les estimateurs de CORC et PW seront respectivement :

(3) B(CORC) = X'Q'QX) "} X'Q'qy
oll
o 1 0 ... 0
0 -0 1 0
(4) Q =
(N-1) XN 0 0 -p 0
0 0 0 -p 1

(5) B(PW) = (X'PpX) "} x'pipy



p¥
(6) p = |-I
NXN Q
N 2,1/2
| B - 1
oup; = (I-p7) i
et il =[1 o0 o0 0]

IV.2. Matrices de covariances

Avant de définir 1'estimateur des MCG, nous devons obtenir la
matrice de covariance des 'u'. Remarquons d'abord qu'en prémultipliant
le vecteur u par une matrice R, nous obtenons le vecteur e. On vérifie

aisément que

(7 R =

Les &quations (2a) 3 (2d) peuvent donc s'écrire sous forme matricielle :

(8a) e =Ru
(8b) e - N0, 0% )
ol
a2 g!

A =

NxN R
et

o =[0 0 o0 ... 0]
1x(N-1)

De (8a) et (8b) nous obtenons la distribution de u
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(9b)

EW = R E(e)

(9) Cov(u) = E(uu')
u ~ N0, 0% p°?
- =2 Ve

U~ N(O, 02 V)

D'aprés Gurland (1954), R

[1
p
(9) R = [ 2
N-1
P
Ce qui donne pour V :
a’ 0 a’
0 a2 pzaz+1
p2a2 p332+p
V=
p3a2 p432+pz
N-1 2
a P

4
N2, N-2 N+l 2 N-5 (1-
a“+p T patph e )

9

R Etee R = 02 p1 ppe”]

AR"l)

est de la forme

0 0 0]
1 0 0
o] 1
pN-z ]

22

p-a“

psa2+o

4
p4a , (1~pz)
1-p

1-p2

.......

.......

pZ[N-l)aZ+

.......

.......

2(N-1

1-02

Q-p7 7 ) _‘

)
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Remarquons ici que cette matrice de covariance n'est pas sta-
tionnaire excepté lorsque a2 = 1/(1-92). Cependant, lorsque N devient
trés grand, Var(uN) tend vers og/(l—pz)et les €l€ments hors-diagonale
tendent aussi vers leur valeur "stationnaire". La matrice V est donc
la matrice de covariance d'un processus (AR1) qui retourne 3 la stabi-
lité aprés avoir recu un choc exogéne. Plus ce choc est important (az)
et (ou) plus p est grand, plus il faut de temps pour retrouver cette
stabilité. oi/(l—pz) doit donc 8tre interprété comme la variance de

long terme.
L'estimateur des MCG sera alors :

BMe) =(xv iy Thayly

On vérifie aisément que les trois estimateurs, CORC, PW et

MCG sont sans biais. Par exemple :

BOPW) = (x'p1px) "L xipip y
= (x'P'PX)'l X'P'P (XB + u)
=B+ (xpex)” ! xoprp u
E(g(pW) - B) = x'p'px)" ! xipep E(w =0

Les matrices de covariance des paramdtres estimés seront res-

pectivement
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(10) Z(CORC) = EEE(CORC) - B) (B(CORC) - B)j
= (X'Q'QX)-I X'Q'QE(}_R_J') Q'QX(X'Q'QX)-I
_ 2 Y -1 ' ' Nt -1
= 0, (XTQ'QX) 7 X'Q'QVQ'QX(X'Q'QX)
= 2 -1 -1
(11) Z(PW) = O, (X'P'PX) " X'P'PVP'PX(X'P'PX)
(12) I(MCG) = og(x'v"IX)°1

IV.3., Efficacité CORC vs PW

Théoriquement, le meilleur estimateur est celui des MCG, mais
en pratique il est difficilement applicable parce qu'il faut connaftre
az. Il semble donc préférable de définir les domaines d'efficacité re-

lative des estimateurs connus, en particulier CORC et PW.

THEOREME 2 : Si les hypothé&ses (1) @ (2d) sont vérifiées, si p est con-
nu et Ipl < 1 alors : l'estimateur de CORC tel que défini
en (3) sera plus (moins) efficace que PW (défini en (5))
au sens oll la différence des matrices de covariance est

positive semi-définie si et seulement si

k> 2+ (1-09) xjoogran !y

ol k = 03/[0%/(1-0%)]

k est le rapport entre la variance de la premiére observa-

tion (ul) et celle du long terme, et
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= LI i! =
(13) X X i, i [1 0o o ... 0]
Kx1 Nx1
(51 est un vecteur contenant la premidre observation de
chaque variable explicative).
Preuve :

Nous devons dans un premier temps exprimer Z(CORC) et I(PW)

sous des formes plus maniables que les équations (10) et (11). Reprenons

d'abord 1'équation (10)

1 1

Z(CORT) = 02 (X'Q'Q0) ™! X1Q'QuQr X (X' Q1 QX)”

Le terme du milieu (QVQ') est une matrice unitaire d'ordre N-1 parce que :

1 -1

QVQ' = QR ™ AR'™" Q! (d'aprés (9))
-1 1 -1
IN = RR ~ = R (d'aprés (7)
Q
R o
-1
QR 0 IN_l
donc :
-1 _ .
(14) QR " =10 : Iy 1]



et

— - — —
o | o

Q' = qr™ ARt Q= [0 Iy ] = Ina
Y I -1
L ~ L

(d'aprés (8b) et (14)). Par conséquent,

1 1

(15)  I(CORC) X'Q'IQX(X'Q'QX)~

I

2 vy ' -
ol (X'Q'QX)

1

i

o2 (x1Q'Q)”
= Oﬁ W (pour simplifier la notation).

Nous exprimerons maintenant I (PW) en fonction des mémes &1é-

ments que Z(CORC), notamment

Peoash X1 X

(X'P'PX) = W }

et X'PIPVPIPX = W1 + a%(1-p°)2 x, X!,

On pout démontrer ces deux identités comme suit. D'abord,

Py

(16) X'P'PX = (d'aprés (6))

|
<
~™

e

o

2
—
-~

Q

]

X'(py p; +QQ X

X

1

X'Q'QX + (1-0%) X'i,11

Wl (l—pz) X

_151 (d'apres (13) et (15)).
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en posant z = (l-p Xy ,nous avons

(17) X'P'PX = W4 zz2'

et on vérifie aisément que : (voir Maddzala (1977, p. 446)

oop )t s ezt oy T Wz oz W,

d'el en définissant h = 1/(1+z"' } z), un scalaire,

(18) PPt =W howz oz oW,
D'autre part :
| -1 -
PVP' = PR™" AR' " P! (d'aprés (9))
[ 1 ' "1—
PR LS 4 |
(19) PR™* = R~ = (d'aprés (0))
-1
& |
- )
(1-p%1" R (1-091/2 o
- - (d'aprés (6), (9) et
-1 (14))
L R | 0 -1
Donc,
(1_02)1/2 0 o2 0 (1_02)1/2 0"
(20) PVP' =
0 Tn-2dL0 - 0 IN-1
a’(1-p9) o
= (d'aprés (8b) et (19))
0 I



et,

(21) P'PVP'P = [p, : Q']

o
—t
]

i}
—
jov]
[ o]
~~
[y
1
e
(38
—
o]
oute
O
e

Par suite,
(22) X'P'PVP'PX = X' (a® (1-p?) PPy +QQ X
= XQIQX + a®(1-07)7X" p, p1 X

=W+ 2’0t 2xi 4y x

ol 2., 202 \
=Worad-en)t Xy

= wlixz o

(23) k = az(l—oz)

En utilisant (18) et (23) nous obtenons

(d'aprés (6)

(d'apreés

(d'aprés

(d'aprés

(d'aprés

(1))

(€) et (15))

(13))

(17))

(24) I(PW) = og whenw zz0 W) Wk zz') (W-hWzz' W)

Nous pouvons maintenant chercher les conditions nécessaires

et suffisantes pour que I(PW) - Z(CORC) soit positif semi-défini. En

regroupant les équations (15) et (24), nous aurons :
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% (CORC) = oi M

Z (PW)

I

G2l (W - hiwzz' W) Wl kzz) - hwzzow - W]
En effectuant chacune des multiplications, nous obtenons :
M= W-+kw§g'W—2hW§§'W-2khW§g'WEE’W

+hZng'ng'W-+khZWEE'Wgz'ng’W— W)

En posant g = z'#Wz (un scalaire) et en regroupant les termes nous ob-

tenons :

i

(25) M= (k- 2h-2khg+h'g + k h% g} Wz 2t

Pour que I(PW) - I(CORC) soit positive semi-définie, il est nécessaire
et suffisant que le terme entre parenthéses de 1'équation (25) soit po-
sitif puisque Og est positif et Wz z'W est une forme quadratique posi-
tive semi-définie; Wz est un vecteur kxl et W = W'. Pour que le pro-
duit d'un scalaire et d'une matrice positive semi-définie soit positif
semi-défini, il est nécessaire et suffisant que le scalaire soit posi-

tif:

K- 2h-2khg+hg+kh g% >0

’

Rappelons que h==1/(1+g'l€z) = 1/(1+g)

2
+ —Kg

2 Zkg + 8
2 2
(1+g) (1+g)

I+g  1+g

>0
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En multipliant les deux cdtés par (1+g)2, on ne change pas 1'inégalité

k(1+g)2 - 2(1+g) - 2kg(l+g) + g + kg2 >0

k +

-
1

kg + kg® - 2 - 2g - 2kg - 2kgZ 4+ g + kg2 > 0

2-g>0

82(1-02) = Of(l‘pz)/og

2wz = (1-0%) xpxrQreo !y,

Donc, la différence des matrices de covariance est positive semi-définie

si et seulement si

01(-07/07 2 2+ (1-0%) xjvQren x

Cette différence sera négative semi-définie (PW plus efficace) si 1le

signe d'inégalité est inversé et sera nulle si on a 1'égalité stricte.

Q.E.D.

Nous obtenons ainsi une borne unique, méme dans le cas de

plusieurs variables explicatives. Cette borne délimite parfaitement

le domaine d'efficacité relative de CORC et PW. Une des deux méthodes

se révélera donc plus efficace que l'autre pour au moins un des paramé-

tres et

stricte,

sera au moins aussi efficace pour les autres. S'il y a égalité

les deux estimateurs ont la méme variance.



IV.4. Interprétation

Présenté ainsi, le résultat apparaft assez peu intuitif. Le
terme de gauche est le rapport entre la variance de la premigre obser-
vation et celle de long terme, mais le terme de droite n'a pas d'inter-
prétation économétrique. Le corollaire suivant propose une formulation

beaucoup plus claire,

Avant de présenter ce corollaire, quelques remarques et défi-

nitions sont nécessaires.

- Le prédicteur simple de Y] par CORC est

-~

(26) ¥, = X} B(CORC)

- sa variance est

9 - 2 - 2
Var(y) = E(y; - y))©" = E(x] B(CORC) - y))

E(§i(§(c0RC) - B) - ul)2

]

Puisque B(CORC) et u, sont indépendants

it

(27) Var(y) = xJ E[B(CORC) - B) (B(CORC) - §)']§1 + B’

= <2 rviyian -1 2 , .
=0, §I(X Q'QX) X+ 0y (d'aprés (15))
.2 2 2 . . . P .
- Si o1 > oe/(l—p ), le modéle présenté au début du chapitre ne peut

eétre différencié d'un modéle ol les hypothéses (2¢) et (2d) sont rem-

placées par
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(2¢) up = e /a2y
(26) Y~ N(0, 02)  indépendant de e s ey
(2g) e ~ N(0 o 1 )

& N

vV représente un choc aléatoire exogéne qui frappe le mod&le stationnai-

- s . 2 . .
re d la période initiale. Si o, = 0, le processus reste stationnaire.

Nous aurons bien entendu :

(28) Uf = OZ/(I-pz) + 05
et
(29) Var(y)) =ag +02 [0/ (1-p3) + x1 (xrqrgu) ] x,)]

La variance de Y, peut donc 8tre expliquée par deux facteurs indépen-
dants, Oi/Var(yl) est la partie qui est due au choc, 1'autre part étant

due au processus stationnaire.

COROLLAIRE 1

Si les hypothé&ses du théoréme 2 sont satisfaites, et si
Of 2 Oé/(l—pz) alors CORC sera toujours plus (moins) efficace que PW,
au sens ol la différence des matrices de variance est positive semi-
définie, si et seulement si plus (moins) de 50% de la variance de ;l

est due au choc exogéne "v'" (défini en (2e)), c'est-a-dire

(30) Oi/Var(yl) > 0,5
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Preuve :
2
2 - 9y
OV/Var(yl) == 5 =1 {d'aprés (27))
01 * 0. (X7 (X'QrQX) X))

La condition &noncée peut donc s'écrire :

1

2 2 2 -
2 o, > oy + oe(gi(X’Q'QX) 51)

Q0N x (drapres (28))

2

2 2 2 2
2(0l - ce/(l-p ) > O] + O

1

2 2 2 2 -
01 2 2 05/(1-p7) + o x!(X'Q'QX) Xy
2 2
oy (1-07) 2 -1
(31) 7> 2+ (-00) xpxren Tt g
Oe
Les conditions du théoréme 2 et du corollaire 1 sont donc
équivalentes.

Q.E.D.

~

De fagon symétrique, si moins de 50% de la variance de Y] est

due au terme stationnaire, alors CORC sera plus efficace. 11 faut donc

~

que la variance de Yy soit le double de la variance "stationnaire',

02 (1/(1-69) + (xy (X' 7]

€galement efficaces. En fait, plus le choc (Gi) est important plus PW

51)) pour que les deux estimateurs soient

se révélera inefficace.
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IV.5. Evaluation

-~

Que 1'on évalue la variance de Yyo ol la borne de Of, le ter-
me prédominant sera souvent gi(X'Q'QX)_l Xg - Cette expression est évi-
demment positive et ne peut &tre nulle que si tous les &léments du vec-
teur X, sont nuls. Doran (1980) trouve un terme similaire pour le rap-
port des variances gén€ralisées. Il propose entre autres qu'il est d'au-
tant plus petit que N est grand, mais qu'il peut devenir trés grand en
présence de multicollinéarité. Dans plusieurs cas, on peut aussi s'at-
tendre 34 une augmentation lorsque le nombre de variables explicatives
s'accroft. Cette derniére relation reste cependant subjective puisqu'il
reste facile de trouver des contres—exemples dans des cas précis. En-
fin, il semble que §i(X'Q'QX)—1 X, augmente avec p de sorte que CORC

-

sera moins susceptible d'&tre préféré & PW lorsque p est grand.

IV.6., Validité des tests

-

Jusqu'd présent, nous nous sommes limités i étudier 1'effica-
cité de CORC par rapport & PW. Un autre point tout aussi important
s'ajoute en faveur de 1l'estimation conditionnelle. Lorsque Oi # Oi/(l-pz),
il est le seul (avec les MCG) dont les &carts-types estimés sont sans
biais. Il est donc le seul 3 donner des tests de Student valides, indé-

pendamment de la variance de la premiére observation.

En utilisant PW, la matrice de covariance est estimée par

1

(X'P'PX) ~., Celle-ci sera différente de la matrice véritable (équation



(11)) sauf si a2 = l/(l—pz), soit un processus stationnaire. De plus,

. . 2 - C .
1'estimateur de la variance (s°) sera également biaisé puisque :

52(N—K) = ;' é
ol % = P(y - Xé)
= P(I - XxX'P'Px) " xpipy y
= P(I - X(xvp'pX)‘l X'P'P) u

én nous servant des propriétés de la trace (tr), nous aurons

E(e' e = E[u' (I - P'PX(X'P'PX)" X') P'R(I - XOUP'PX)™L X1p1p) u]
= E(u' (P'P - P'PX(X'P'PX)™T X'P1P) w)
= E(tr u'P'Pu) - E(tr uw'P'PX(X'P'PX) "L X1ppy)
1

]

E(tr Puu'P') - E(tr Puu'P'PX(X'P'PX) = X'P')

i

tr P E(uu') P' - tr P E (uu') P'PX(X'P'PX) L x'p

Og(tr PVP' - tr PVP'PX(X'P'PX)_I X'P1)

1

Gg tr (PVP' (I - PX(X'P'PX) ~ X'P"))

Posons M = (I - PX(XP’PX)‘1 X'P'), une matrice idempotente; tr M = N-K.

En partitionnant M et en nous servant de 1'équation (20), nous obtenons



- N
(2. 2
a -0y 0 ™1 12
E(c' o) = og tr
¢ -1 ™ o)
2, 2. 2
= Oe(a (1-07) m11 + tr M22)

Pour que 52 soit sans biais, il faut que, az(l-pz) m 4 + tr M22 = N-K.

Cependant,

1]
G
=

tr M = m11 + tr M22

donc la condition n'est réalisée que si

2 2
a”(1-p7) mll = m11

c'est-3-dire a2 = 1/(1-p2) si LI # 0.

Un argument similaire peut &tre appliqué aux MCO. Ainsi, méme
si, dans certains cas, ils sont plus efficaces que CORC, comme le souli-
gnent certains auteurs (e.g., Maeshiro (1976), ils ne peuvent &tre con-
sidérés comme une alternative valable puisque les écarts-types estimés
sont biaisés et les tests de Student appliqués aux coefficients ne sont

plus valides.



IV.7. Conclusion

Nous avons vu que lorsque p est connu, il existe une borne
unique qui détermine le domaine d'efficacité de CORC et PW. De plus,
seule l'estimation conditionnelle donne toujours des €carts-types cor-

rects pour les coefficients de régression.

Cependant, en pratique, p et oi ne sont jamais connu. Si 1la
taille d'€chantillon est finie, 1'estimation de p peut affecter la dis-
tribution des coefficients de régression et les €carts-types estimés.
Comme les distributions deviennent trop difficiles d analyser théorique-
ment, nous aurons maintenant recours aux techniques de Monte-Carlo pour

étudier ce probléme.
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CHAPITRE V

Estimation de p




V.1. Les estimateurs

Plusieurs méthodes d'estimation sont disponibles lorsque p
est inconnu. De fagon générale, elles peuvent &tre divisées en cing
groupes
1) les méthodes "stationnaires dérivées des MCG; on remplace p par un

estimateur convergent et l'on utilise la matrice de transformation
de PW (P);

2) les méthodes '"conditionnelles'" dérivées des MCG; on utilise ici la
matrice de transformation de CORC (Q) oli p est remplacé par un esti-
mé convergent;

3) le maximum de vraisemblance 'stationnaire'; il s'agit de maximiser
la fonction de vraisemblance sous 1'hypothése de stationnarité;

4) le maximum de vraisemblance conditionnel; on maximise alors la fonc-
tion de vraisemblance conditionnelle 3 Yy

5) toutes les autres méthodes; plusieurs autres méthodes ont &té pro-
posées pour tenir compte de 1'autocorrélation, par exemple : esti-
mation bayésienne, différences premiéres, etc., etc.;

(Notons que les estimateurs de vraisemblance sont des cas spéciaux

des deux premiers groupes).

Pour chacun des groupes, plusieurs techniques différentes

peuvent €tre appliquées. Pour ne pas alourdir inutilement la discussion,
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nous ne présenterons qu'un exemple concret pour chaque cas. Ce sont
les techniques les plus utilisées ofi celles qui ont présenté les meil-
leures performances dans les &tudes empiriques précédentes. Toutes

ces méthodes sont bien connues et sont présentées dans tous les manuels
de base (sauf le maximum de vraisemblance stationnaire) de sorte que

nous nous contenterons d'une présentation trés bréve.

La procédure qui a été la plus utilise est sfirement celle
proposée par Cochrane et Orcutt (1949). C'est une méthode itérative
ol un premier estimé de p, obtenu des résidus des MCO, est utilisé dans
la matrice Q (cf. chap. IV) pour obtenir un vecteur (ED de paramétres
estimés. Une nouvelle valeur de 5 est calculée 3 partir des nouveaux
résidus non transformés (u). Ces deux étapes, calcul de 5 et calcul de

B, sont itérées jusqu'a convergence. Comme on sait, 3 chaque itéra-

tion,

o)
n
I~ 2
(=i
(=)
~
I o2
o

t=2 t
Cette méthode est encore trds souvent considérée comme une

approximation des MCG. Cependant, Cooper (1972) entre autres, remar-

que qu'il s'agit en fait du maximum de vraisemblance conditionnel (MVC)

d la premiére observation. Nous conserverons ce terme (MVC) pour bien

marquer la différence avec CORC qui suppose p connu.

Depuis son inclusion dans "TSP", 1'algorithme du maximum de

vraisemblance stationnaire (MVS), présenté par Beach et MacKinnon (1978),
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devient de plus en plus populaire. Selon les auteurs, cet estimateur
devrait toujours 8tre employé en pratique parce que

-~

- P est contraint dans le domaine d'invertibilité et de statioﬁnarité.
o] < 1

- la convergence est assurée;

- 1'algorithme converge trés rapidement;

- les estimateurs sont plus efficaces que ceux de MVC, en particulier

pour la constante.

C'est une méthode itérative qui utilise la matrice de trans-
formation "P'" pour obtenir le vecteur %. Son originalité provient de
1'estimation de p. En maximisant le log de 1la fonction de vraisemblan-
ce par rapport 3 ;, nous obtenons un polyndme du 3° degré en 5. Beach

et MacKinnon (1978) ont démontré que ce polyndme ne possédait qu'une et

une seule racine entre -1 et 1. Soit,
- 3 2
oL/3p = p~ + ap“ + bp +c =0

La racine désirée est obtenue directement par la formule
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= -2 V-p/3 cos(d/3 + n/3) - a/3

©H
{

oi p=b - a2/3

g = c - ab/3 + 2a3/27
a=-(T-2) T4 0 /(T-1) 3% . - 49
t t-1 t-1 1
= a4 52 ~2 ~2 ~2
b= ((T-Du -TzZau , -1 up)/(1-1) (€O - 4

2

a ~ - ~ ~2
c=TZ u, ut_l/(T-l) (Z u g o- ul)

d cos—l((q/§73/(20Vtij)

]

et les u sont les résidus non transformés obtenus de 1'étape précédente.

Les méthodes d'estimation dérivées des MCG sont maintenant
utilisées assez rarement. Néanmoins elles peuvent nous donner des

points de comparaison intéressants.

La méthode conditionnelle qui semble avoir donné les meilleurs
résultats est celle de Durbin (1960) , dénotée DUR. 0 est d'abord obtenu du

coefficient de Yeo1 dans le mod&le de régression :

-~ -~

= t 1
Ye o} Yeop t ot §t @ + X 1Y +te

X! t=2, ..., N

.
.t s
-~

Le vecteur de coefficients £ est ensuite obtenu de la facon habituelle

en substituant p dans la matrice Q.

Selon Park et Mitchell (1980), 1'estimateur le plus efficace

dans le cas stationnaire est celui qui minimise (sur R et p) la somme



N

des carrés des résidus!(SCR = I et) de tout 1'échantillon. C'est en-
t=1

core une procédure itérative qui ne différe du MVS que par la formule

d'estimation de p. Nous avons ici

o RD
1}

b 1 2
e
jali }
~

o
ot

Nous conserverons ici le terme utilisé par Park et Mitchell (1980) pour
désigner cette méthode, soit : Prais-Winsten itéré (PW1). Rappelons
qu'il faut généralement ajouter une contrainte pour s'assurer que

|p| < 1 sinon l'estimateur n'existe pas &8 cause du terme (1’p2)1/2.

Parmi les autres méthodes, la seule qui présente ici un cer-
tain intérét est l'estimation en premidre différence. p est alors tout

simplement contraint 4 1'unité et la constante n'est pas estimée,

En plus des MCO, ces cing méthodes feront 1'objet de 1'étude
de Monte-Carlo que nous présenterons aprés la revue des &tudes empiri-

ques précédentes.

V.2. Revue de 1la littérature

Plusieurs études de Monte-Carlo ont déja été réalisées sur
1'efficacité de différents estimateurs en présence d'autocorrélation du
premier ordre. Une bréve revue de celles-ci nous sera précieuse pour
€tablir le plan de notre propre expérience et pourra éventuellement ser-

vir de point de comparaison pour nos résultats.

11 s'agit évidemmen; des résidus transformés sous 1'hypothése de station-
narité (e = P(y - X8)).
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Rao et Grilliches (1969), Pfaffenberger et Diellman (1979)
ainsi que Spitzer (1979), ont tous utilisé un méme moddle trds simple

avec une seule variable explicative (xt = A +

X1 t

sans terme constant. Les seules différences entre eux sont les estima-
teurs considérés et le nombre de reprises (50 pour Rao et Grilliches,

100 pour les deux autres). La taille de 1'échantillon €tait fixée 2 20
et les paramétres p et A variaient par intervalles fixes entre -0,99

et 0,99. Les MCO se sont toujours révélés plus efficaces pour |p| < 0,3.
Si Rao et Grilliches (1969) estiment que le gain d'efficacité da 3
I'inclusion de la premidre observation n'est pas important, cette con-
clusion est cependant infirmée par les deux autres €tudes, en particu-
lier pour les méthodes itératives. Les premiers n'ont utilisé que des

estimateurs en deux &tapes.

Hong et L'Espérance (1973) ont &étudié plus particuliérement
les effets de la taille d'échantillon, de la collinéarité entre les va-
riables explicatives et de la valeur des coefficients (R). 1Ils ajou-
tent au modéle précédent un terme constant et une autre variable présen-
tant différents degrés de collinéarité avec la premiére. Comme Rao et
Grilliches (1969) ils ne considérent que des estimateurs en deux étapes.
Ils observent d'abord que les MCO deviennent relativement plus effica-
ces lorsque la taille de 1'échantillon est petite (N=10)., Ni la va-
leur des param@tres, ni la présence de collinéarité ne semblent affecter
1'efficacité relative des estimateurs considérés. Selon eux, il serait
préférable de laisser tomber la premiére observation lorsque p est trés

grand,

. . 2
Ver Voo~ N.i.d. (0, ov))

46



47

L'étude de Beach et MacKinnon (1978) est sfirement une des plus
importantes, méme si elle se limite A deux estimateurs (MVC et MVS) ,
trois valeurs de p (0,6, 0,8, 0,99) et deux variagles explicatives
une constante et une autre variable qui prend trois formes différentes.
L'avantage de cette simplicité est de présenter des conclusions claires
et nettes. Dans tous les cas étudiés, le MVS &tait préférable au MVC,

en particulier pour la constante,

La derniére &tude connue est celle de Park et Mitchell (1980).
Elle se distingue surtout par le nombre &levé de reprises, 1'utilisa-
tion de variables explicatives réelles et les tests de Student appliqués
aux paramétres. Généralement, les conclusions sont les mémes que celles
de Beachet MacKinnon (1978) mais de plus, 1'erreur quadratique moyenne
(EQM) de MVC devient quelquefois infiniment grande. D'autre part, les
tests de Student appliqués au coefficient de la pente rejettent beau-
coup trop souvent 1'hypothése nulle sauf si "X'" est un bruit blanc.
Malheureusement, ces tests n'ont &té effectués que pour la pente, avec

les estimateurs qui incluent la premiére observation.

Evidemment, toutes ces expériences ont &té faites avec le
modéle stationnaire (32 = 1/(1—p2)). I1 est donc normal que 1'estima-

tion conditionnelle soit moins efficace,



V.3. Plan

Pour obtenir le maximum d'information de cette &tude empiri-
que, nous avons choisi d'utiliser la méme spécification que celle de
Beach et MacKinnon (1978) en 1la complétant de différentes facons. Comme
nous l'avons dit, cette étude a 1'avantage d'étre claire, elle est aussi
bien connue et les modéles utilisés semblent assez réalistes. Nous pré-
senterons d'abord le plan complet de Beach et MacKinnon (1978) puis nous

verrons comment notre €tude se distingue de celle-ci.

Soit le modéle simple :

Ye = BO + 81 X, + u, t =1, , N
u. =p ut_1 + e t =2, , N
2.1/2

up = e, /(1-p7)

e_ind N(0, 0,0036) t=1, ..., N

p=20,6; 0,8; 0,99.

Trois séries de variables explicatives différentes ont été
utilisées, les deux premiéres correspondent a une taille d'échantillon
de 20 et la troisiéme de dimension 50. Dans le premier cas, x compor-

tait une tendance telle que

48



X, = exp(0,04t) + W, t=1, ..., 20

et W, ind N(0, 0,009) t=1, ..., 20

Dans le second cas, il s'agissait d'un bruit blanc
g

x, ind N(0, 0,0625) t=1, ..., 20

La troisiéme spécification &tait équivalente 3 la premidre

(tendance) sauf pour le nombre d'observations (50).
P

Enfin, pour chaque paramétre estimé (BO, 81, p} ils ont cal-
culé le biais, la racine de 1'erreur quadratique moyenne (REQM) et le
nombre de fois que l'estimateur du MVS &tait plus prés de la vraie va-

leur que celui du MvC.

L'aspect le plus original de notre &tude est évidemment 1'hy-

pothése retenue sur la premiére observation, qui n'a encore fait 1'ob-

jet d'aucune recherche. Pour vérifier objectivement nos résultats théo-

riques, nous devons considérer autant de valeurs de part et d'autre de
la borne en plus de cette dernidre. Pour chaque valeur de p, cing Sspé-
Cifications différentes seront retenues pour l'écart-type de la premié-

re observation

2

Q
]

0,5 Oe/ 1-p

it

oe//i-pz (hypothése de stationnarité)

i

0%, tel que VAR(B(CORC)) = VAR((PK))

]

1,5 o~

=2 o*
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L'intervalle ainsi couvert nous apparait plus que suffisant
pour dégager des conclusions intéressantes sur le comportement des dif-

férents paramétres estimés.

Nous couvrirons &galement trois autres sujets qui n'ont été

abordés dans aucune étude précédente.

1. Comme nous le disions au début de ce chapitre, nous inclurons 1'esti-
mation en premiére différence (DIFF) puisque la pratique est assez

courante lorsque p est grand.

2. Parce que la distribution de q = 80(1~p) est au moins aussi impor-
tante que celle de BO dans les modéles destinés 3 1a prévision
(yt+1 =q + p Ye ¥ Bl(xt+1 -p xt)) les statistiques habituelles

seront compilés pour ce paramdtre.

3. Enfin, personne n'a jugé bon d'étudier la distribution de 1'estima-
teur de la variance (52). Nous n'insisterons pas sur 1'importance

de cette statistique, mais son inclusion apparaft primordiale.

D'autres extensions seront encore apportées au plan de Beach
et MacKinnon (1978). D'abord, nous ajouterons une série de variables
explicatives sans tendance avec une taille d'échantillon de 50
(Xt ind N(0, 0,0625)). En plus de MVC, MVS et DIFF, trois autres
méthodes d'estimation seront considérées : MCO, DUR, PWI (cf. section
V.1). Le critére de convergence pour les méthodes itératives est le

méme que Beach et MacKinnon (1 x 10—5). Pour PWI, nous contraignons
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p=10,99999 si p > 1,0 comme 1'ont fait Park et Mitchell (1980). Le nom-
bre de reprises sera porté a 1 000 plutdt que 200. Enfin, la validité

des tests de Student (sur BO’ 81, a) sera €tudiée avec des niveaux de

signification de 5, 10 et 20%.

Aucune expérience empirique sur 1'autocorrélation n'a encore
présenté une telle envergure. Seuls Park et Mitchell (1980) ont un nom-
bre aussi €levé de reprises. Nous comptons 60 modéles différents qui
varient selon la forme de la variable explicative, le nombre d'observa-
tions, la valeur de P et celle de Gf. Dans la plupart des cas (MVC,
DUR, MVS, PWI) nous avons cing paramétres 3 estimer (éO’ él’ 5, &, sz)
pour lesquels nous compilerons le biais, la racine de 1'erreur quadra-
tique moyenne (REQM) et le nombre de fois que l'estimateur considéré

est plus prés de la vraie valeur que MVS (NF).
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CHAPITRE VI

Résultats empiriques




VI.1. Covariances théoriques

La premiére &tape dans la mise en oeuvre du plan a été de gé-
nérer les quatre séries de variables explicatives?. Ensuite, pour cha-
cune d'elles, nous avons calculé les cinq valeurs de Oy,associées a
chaque valeur de p. Nous pouvions d&s lors calculer les matrices de
covariance thé€oriques (p connu) pour chacun des 60 moddles d'aprés les

formules du chapitre IV, soit

1

TMC0) = o207t xovx oo

Z(CORC) = o2 (x'Q'QX)~}

1

Z(PW) = oi(x'P'pX)‘ X'P'PVP'PX (x'P'PX)’l

Z(MCG) = og(x'v’1X)’l

Le tableau 2 présente les variances des paramétres, ainsi
que les valeurs de 1'écart-type de la premiére observation (Ol) associées
d chaque modéle. Si l'estimation de p n'affecte pas l'efficacité
des estimateurs, les REQM devraient &tre sensiblement €gales 3 ces va-
leurs théoriques. Nous reviendrons un peu plus loin & ces comparaisons.
Auparavant, quelques remarques peuvent s'avérer intéressantes pour re-

lier cette partie du travail aux chapitres précédents.

'La liste compléte est donnée au tableau 21, annexe C.
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Comme il se doit, PW est toujours équivalent aux MCG lorsque
d = 1 et les variances de CORC et PW sont égales, & la borne (d*). On
vérifie ais€ment que la différence des matrices de covariance est posi-
tive semi-définie conformément au théoréme 2. Notons qu'il y a trés
peu de différences entre CORC, PW et MCG pour la pente lorsque la varia-

ble explicative est un bruit blanc.

Le comportement des MCO est beaucoup plus instable. Dans la
majorité des cas, l'estimateur de la pente (Bl) est moins efficace que
ceux de CORC et PW, mais la constante se situe plutdt entre les deux.

En général, 1'efficacité des MCO augmente lorsque p, d ou N baissent.

Si nous portons notre attention sur la valeur de la borne {(d®)
nous voyons qu'elle augmente avec p, mais baisse avec N. Elle est aus-
si relativement plus grande lorsque la variable explicative comporte
un trend. Elle atteint un maximum de 6,9 pour la premiére variable

explicative (trend, N=20) lorsque p est trés grand (0,99).

Aprés ces quelques observations sur les variances théoriques,
nous pouvons maintenant concentrer nos efforts sur les résultats obte-

nus lorsque p est estimé.
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VI.2. Analyse des résultats empiriques

Etant donné le grand nombre de statistiques qui ont &t& compi-
lées, 1'analyse des résultats devra se faire de fagon trés systématique,
en nous limitant aux questions les plus importantes, de facon & réduire
le plus possible toute source de confusion. Parce que MVS et MVC sont
les méthodes les plus utilisées, leur comportement sera €tudié de plus
prés que les autres méme si elles ne constituent pas toujours le meil-
leur choix. Ceci nous permettra de simplifier énormément 1'analyse sans

affecter vraiment la portée pratique des résultats.

~

Comme la distribution des coefficients de régression (éO’ 81)
est le probléme qui nous intéresse plus particuliérement, nous lui con-
sacrons la plus grande partie de ce chapitre. Nous examinerons ensuite
plus briévement la distribution des autres paramétres estimés (5, &, 52),

puis la validité des tests et enfin les performances en terme de cofit

de traitement.

~

VI.3. Distribution de BO et Bl

Dans les chapitres précédents, nous avons soulevé plusieurs

questions concernant 1l'efficacité de BO et 81.

- L'estimation de p affecte-t-elle la valeur de la borne?

- La variance des estimateurs conditionnels reste-t-elle indépendante

de oi?

- Quand est-il préférable de laisser tomber la premié€re observation?

- L'estimation de p affecte-t-elle la variance des coefficients?
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Avant de répondre & ces questions, nous devons nous demander

si les estimateurs sont bien centrés.

josi]

VI.3.1. Biais de BO et

Méme si toutes les &tudes précédentes concluent que le biais

des coefficients BO et 81 est nul, une vérification empirique s'impose.

En examinant les tableaux 3 et 4, nous remarquons que certaines va-
leurs du biais sont trés €levées, en particulier pour la constante.
Dans un cas, il s'éléve méme jusqu'd -8,1 (variable sans tendance, N=50),
p=0,99, d=2d*, MVC, éo). Si on se contente de cette statistique sim-
ple, il nous faut admettre que l'estimateur n'est pas toujours centré.
Par contre, en tenant compte de la variance les conclusions sont tota-

lement différentes.

En fait, le biais qui est calculé est tout simplement la moyen-
ne échantillonnale d'une population dont chacune des observations (B - B)
est indépendante pour un estimateur (MCO, MVC, etc.) et un coefficient

(B

0’ 81) donné. Pour chacune des valeurs calculées, nous pouvons effec-
tuer un test simple, soit
_ 1000 .
HO : B - B=1/1000 % (Bi - B =0
i=1

Hl : B- B#0

Sous 1'hypothése nulle, 1'application du th€oréme limite-centrale nous

donne
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/1000 (B - @)
1000 - _ 5172
[1/1000 I - E):l

1=1

~ approx N(u, 1)

Le dénominateur est la variance estimée soit la différence entre 1'er-

reur quadratique moyenne (EQM) et le biais au carré.

0,

En fixant le niveau du test 4 1% nous devons rejeter 1'hypo-

thése nulle si |z| > 2,576,

Les valeurs de "z'" sont données entre parenthéses au tableau
3. Nous retrouvons maintenant deux moddles ol le biais est statisti-
quement différent de z&ro. Ceci se produit dans les deux cas pour la

constante, lorsque la taille d'échantillon est petite (20) et que la

variagble explicative est un bruit blanc (p=0,6; d=0,5 et p=0,8; d=1,5d*).

Si 1'hypothése nulle doit Btre rejetée, nous croyons qu'il s'agit plu-
tét de 1'effet du hasard puisque les biais restent trés faibles en va-
leur absolue. Notons enfin que les cas ou le biais est important en

valeur absolue, sont facilement rejetés puisque la variance est aussi

plus grande.

Les paramétres estimés BO et 81 semblent donc effectivement

centrés.
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VI.3.2. Efficacité de B_ et R

Le but premier des études empiriques précédentes était d'éva-

luer les performances de divers estimateurs lorsque p doit &tre estimé.

Pour cela, les auteurs ont eu recours & diverses statistiques telles que

les EQMs (ou REQMs), leurs ratios, ou le nombre de fois (NF) qu'un es-
timateur €tait plus pré&s de la vraie valeur qu'un autre, Une lacune
importante de cette approche est qu'elle ne nous permet pas de distin-

guer les causes des différences d'efficacitéd.

En effet, chacune des EQMs des paramétres (éO’ él) peut &tre
vu comme la somme de deux termes soit la variance théorique (p connu)
plus un terme (k) qui est di uniquement & 1'estimation de 0;

EQM(éb)= Var(ép) + k. Les différences entre deux estimateurs peuvent

donc €tre dues 3 1'un ou 1'autre de ces termes ou 4 une combinaison des

deux,

Nous examinerons dans un premier temps le rapport entre les
EQMs et les variances théoriques (p connu), Lorsque ces rapports sont
prés de 1'unité, nous pourrons conclure que les variances sont indépen-
dantes de 1'estimation de p. Les résultats théorique (chapitre IV) se-
ront directement confirmés puisque les variances empiriques ne sont pas
différentes des variables théoriques avec lesquelles ces résultats ont
€té obtenus. Une analyse plus approfondie ne se révélera donc néces-

saire que dans les cas contraire.
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Les tableaux 5 3 8 donnent les REQMs de chaque estimateur
avec le ratio entre 1'EQM et la variance théorique et le nombre de fois
que cet estimateur est plus prés de la vraie valeur que le MVS. Rappe-
lons ici que les covariances théoriques de DUR et MVC sont celles de

CORC alors que pour PWI et MVS nous utilisons PW.

Comme nous nous y attendions, les EQMs des MCO sont toujours
trés prés des variances théoriques. Etant donné que p n'est pas estimé,
les variances empiriques ne sont affectées que par la génération des va-
riables aléatoires. Seul le hasard ou une erreur de programmation au-
raient pu expliquer une différence appréciable entre ces valeurs. Nous
pourrons donc porter toute notre attention sur les méthodes qui corri-

gent 1'autocorrélation d'une fagon ou d'autre autre.

VI.3.3. La pente (81)

Observons d'abord le comportement des ratios pour la pente

-~

(B

1 tableau 5). Lorsque la variable explicative est un bruit blanc
(X2 et X4), les différences entre les variances th&oriques et les EQMs
sont négligeables, peu importe la méthode d'estimation. Par contre, avec
une tendance (X1, X3), l'estimation de o affecte assez considérablement
les variances empiriques de MVC et DUR et dans une moindre mesure

celles de PWI et MVS. Cet effet est d'autant plus important que ©

est grand et (ou) la taille d'échantillon (N) est petite, Par exemple,

lorsque N=50, aucun rapport n'est différent de 1 sauf pour 0=0,99; mais

si N=20 1'EQM de MVC est toujours différente de la variance théorique
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Tableau 5

Efficacité de él

04

REGM £GM/COV
D= 5 0 D* 1.5D% 2D .5 1.0 D» 1 5D+ 2D«
RD=_ &0
MCo 049 . 076 052 116 144 964 . 989 986 1.001 1. 024
DUR . 090 096 099 . 096 104 .893 1,023 1.083 1.020 1§ 181
MVC 111 L117 123 107 0132 | 1.361  1.%01 1.665 1.267 1.903
PWI . 062 . 073 . 095 . 142 .188 | 1.085 . 1.071 .997  1.218 1. 306
Mvs . 062 073 . 094 . 137 .180 | 1.084 1. 037 . 964  1.127 1.203
— DIF . 110 . 127 . 149 .18% . 230 ND ND ND ND ND
S RO= 80
1l Hco . 106 . 124 . 180 . 294 38 [ 1.005 1.067 1.013 .927  1.037
=z DUR 146 . 154 173 . 188 196 742 .B22  1.063 1.221 1.330
- mve 191 .193 . 201 . 199 208 | 1.263 1.293 1.408 1.380 1.494
3 PWI . 092 S 174 . az8 311 {1.227 1.200 1.0%4 . 902 . 991
= Mvs . 093 J111 . 175 . 230 316 [ 1.241 1.199 1.0%8 917 1.023
2 DIF . 114 . 126 178 . 2r7? . 302 ND ND ND ND ND
2 RO=. 99
19) MCo . 196 . 220 . 481 . 639 . 847 .B47 1,001 1.048 923 . 995
g DUR . az7 . 249 . 426 . 544 en . 461 .853  1.618 2 434 3.763
= muc . 264 . 273 . 422 . 817 505 . 623 .673  1.%%1  2.384 3.263
— PUl . 169 . 189 . 422 . 599 716 | 1.109 1.312 1.583 1. 416 1.378
< MVS 173 . 192 . 437 . 5@ .76% [ 1.1%3 1.363 1.700 1.3%2 1. %&9
DIF . 157 . 164 . 336 449 . 890 ND ND ND ND ND
RO=. 40
] . 070 . 074 . 082 . 098 .12t | 1.042 1.004 . 971 .9%8  1.010
DUR . 039 . 061 . 059 . 099 .09 |1.067 1.19%8 1.078 1.073 1.0%4
MVC . 098 . 061 . 0359 . 089 .058 |1.060 1.1350 1.070 1.075 1.044
PUI . 054 087 . 097 . 060 .061 |1.030 1.083 1.008 . 942 . el
mvs . 094 . 057 . 057 . 061 .062 | 1.029 1.086 1.018 . 966 . Bas
DIF .08% © . o037 . 094 . 0% . 099 ND ND ND ND ND
RO=. B0
— mco . ogs . 099 . 113 148 . 182 .966 1.039 . 948 973 . 981
S DUR . 054 . 038 . 083 . 082 .092 [1.076 1.146 1.0%4 1.014 1.007
" Mve . 083 . 093 . 093 . 082 032 [1.060 1.131 1. 042 1.004 1.001
- PUHI 031 . 094 . 092 . 082 .0%2 {1.014 1.138 1.015 .93 . 840
R Vs . 091 . 094 . o%2 . 092 .052 |1.016 1.146 1.028 . 968 . 880
9 DIF . 080 . 082 . 050 . 0% . 031 ND ND ND ND ND
S Ro= 9
- Mco 148 . 181 . 19¢ 243 . 298 995 981 976 961 987
e DUR 050 . 0%0 . 047 . 0%0 .049 |1 137 1,120 1.003 1.148 1 D77
2 mve . 0%0 . 049 . 047 . 0%0 .048 |1 124 1. 102 991 1,118 1 050
- PuWl . 049 . 088 . 0a¢ . 048 .047 | 1. 079 1. 06&% . 981 1.063 557
~ Mys . 049 . 049 048 . 048 .047 | 1.092 1. 078 .961 1 0&& 1,001
< pIF . 048 . 048 . 045 . 048 . 046 ND ND ND ND ND

REQM : Racine de l'erreur quadratique moyenne.

EQM/COV : Ratio de l'erreur quadratique moyenne sur la variance théorique

(p connu),
ND": Non disponible.




Efficacité de é1

Tableau 5 (suite)

65

REGM EQM/COV
D= .5 .0 D#» 1. GD# 2D» S 1.0 D» 1. 5D» 2D»
RO=. 60
mMCOo . 011 . 011 . 011 . 012 . 013 1.014 . 973 1. 048 1.012 . 787
DUR . 011 . 011 . 011 .01 . 011 1.017 . 9468 1. 037 . 951 . 999
mMve . 011 . 011 . 011 . 011 . 011 1.013 . 969 1.035 . 949 . 999
PWI . 010 . 010 . 011 . 013 . 013 1.044 . 973 1. 054 1.174 1.215
E; m"vs . 010 . 010 . 011 . 013 . 019 1.044 . 973 1.046 1. 143 1.174
2] DIF . 029 . 029 L 026 . 028 . 027 ND ND ND ND ND
I RO=_80
z -MCO . 018 .019 .o21 . 023 .07 . 941 . 942  1.00% .985%  1.027
- DUR . 019 . 020 . 020 . o21 . 021 . 841 . 943 -978  1.10B 1. 0&7
3] MvC . 019 . 020 . 020 . 021 . 022 . 840 . 935 .976  1.104 1. 143
g PH1 . 016 . 018 .02t . 024 . 029 . 908 .960 1.071 .972 . 982
= mvs . 016 .o18 . 021 . 024 . 029 . 918 .957  1.0%8 .®69  1.0t6
S DIF . 030 . 030 . 030 . 031 . 031 ND ND ND ND ND
o) RO=. 99
4 MCO . 087 . 063 119 . 150 . 206 . eay .®92  1.087 .903  1.023
Z DUR . 087 060 . 085 .102 . 120 . 454 .513  1.012 1.453 2 026
£ mve . o358 . 062 . 082 . 094 . 109 . 477 . 544 .961  1.243 1.67%
< PH1 . 049 033 . 092 .113 .149 | 1.041 1.18% 1.20% . 969  1.026
MVS . 050 054 . 098 Li21 <162 | 1.0%58 1.218  1.363 1.123 1.226
DIF . 048 0351 . 082 . 101 . 139 ND ND ND ND ND
RO=. 60
HMCO . 039 . 041 . 040 . 038 .039 | 1.022 1.090 1.0%8 . 944 . 983
DUR . 029 . 030 . 029 . 029 .029 | 1.023 1.037 1.010 .963  1.009
MVC . 029 . 029 . 029 . o028 .029 | 1.017 1.029 1.007 .960  1.008
PUI . 029 . 029 . 02% . 029 . 030 1.01% 1. 01% 1. 010 . 982 1. 003
"s . 029 . 029 . 029 . 029 .030 | 1.016 1.020 1.010 .983  1.004
DIF . 029 . 029 . 029 . 029 . 030 ND ND ND ND ND
= RO=. 80
ot MCO . 043 . 043 . 046 . 050 . 033 . 932 . 970 968 . 997 . 966
" DUR . 026 . o27 . 026 . 029 . 026 .969  1.019  1.00% . 895 . 975
= MvC . 026 . 027 . 0R6 . 028 . 026 .967 1.019 1.004 . 895 . 973
o PUWI . 026 . 027 . 026 . 028 . 026 .976  1.019 1.006 . 883 . 984
5 Mvs . 026 .0z27 . 026 .0RS . 026 .976  1.019  1.007 . 884 . 985
s DIF . 026 .07 . 026 . 025 . 026 ND ND ND ND ND
- O=. 99
g Mco . 062 . 061 . 066 . 069 .072 | 1.016 .91 1.03% 1,009 . 946
= DUR . 023 . 024 . 024 . 024 . 025 . 948 . 992 988 1032 1 093
et Mve . 023 . 024 . O24 . 024 . 029 . 947 . 991 .988 1.032 1.0%4
= PWI . 023 . 024 . 024 . 024 . o283 . 941 . %87 .979 1.028 1.047
mvs . 023 . 024 . 024 . o024 . 023 . 941 . 988 .980 1.027 1.047
DIF . 023 . 024 . 024 . 024 . 028 ND ND ND ND ND
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Tableau 6

Nombre de fois qu'un estimateur de B) est plus
prés de la vraie valeur que MVS

D= -] 1.0 Dx 1. 5D+ 2D» 5 10 D» 1 SD» 2D
1 X1 (avec tendance, N = 20) X3 (avec tendance, N = 50)
RO=. 60
Mo . 383 . 429 _49g . 607 . 659 428 - 472 488 . 587 . 578
| DUR . 268 . 369 - 503 - 610 . 689 - 349 - 443 - 304 . 571 . 607
\ moc | - 267 . 365 492 . 598 . 685 - 348 - Ad4 - 305 . 872 . 609
PuWI . 876 . %18 . 480 . 382 . 338 . 341 . 500 . 481 . 382 . 404
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 309 . 327 .318 . 3m . 312 - 210 218 - 249 .ars . 304
RO=. 80
mMca . 340 . 369 . 438 . 441 . %00 <376 - 419 . 480 . 504 . 531
DUR . 265 . 334 . 849 . 620 . 732 .33 411 517 . 957 . 651
MVC . 244 . 307 . %09 . %83 703 . 329 . 408 . 520 . 8%7 . &54
PUI . 602 . 879 . 554 . 867 . 558 - 569 . 326 . 481 . 487 . 490
' ) ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 432 . 439 . 514 . 540 . 568 - 303 . 339 . 344 . 392 . 493
RO=. 9%
MCO . 354 . 302 . 299 . a2 .218 - 331 - 3% . 303 . 268 . 168
DUR . 267 _ana . 803 =39 &12 . 461 . 477 . 688 . 70% . 806
MVC . 324 . 319 . 454 . 438 . 529 - 459 - 471 . 676 . 499 . 812
PWI . 629 . 651 . 742 . 767 . BoR . 599 . 856 . 701 . 747 . 827
MvS ND ND ND ND - ND ND ND ND ND ND
DIF R--1-] . 363 . 742 . 789 . 834 . 918 . 957 . 70% . 787 . 830
RD=. &0 X2 (bruit blanc, N = 20) A X4 (bruit blanc, N = 50)
"60 . 373 . 366 . 327 L2712 . 280 . Jé61 . 346 . 343 . 386 . 390
DUR . 393 . 426 . 493 . 309 . 847 - 481 . 468 . 477 . 499 . 300
MVC . 394 . 443 . 48 . 501 N-1.7] . 480 . 471 . 491 . 504 . 508
PuWl . 496 . 520 .545 877 . 616 - 322 - 320 . 513 . 306 . 303
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 864 . 476 . 318 . 860 . 599 - 484 . 499 . 490 . 912 . 507
RO=. 80
MCO . 313 . 287 . 251 174 182 . 305 . 301 . 306 . 277 . 281
DUR . A8h . 463 . 490 . 517 . 524 - 303 . 506 . 482 . 487 . 540
MvC . 448 . 453 . 493 . 828 . 914 . 907 - 311 . 481 . 485 . 340
PW1 . 911 . 804 . 841 . 380 . 897 . 495 .97 . 300 . 529 . 357
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 493 . 494 . 914 . 936 . 882 . 492 - 302 . 493 . 506 . 547
RD=. 99 1
MCO 166 161 141 111 . 106 . 214 . 231 .203 . 217 211
DUR . %07 470 493 . 461 471 . 494 . 473 . 468 . 802 . 488
MVe %14 488 497 . 480 . 480 . 498 . 478 . 470 . 506 451
PUWI . 569 . =3p 173 . 517 . 345 . 493 . 499 493 476 463
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF 548 531 . 538 .02 . 337 . 492 . 452 . 491 . 476 . 473

Tous les chiffres sont en proportion de 1'échantillon total.



alors que ceux de MVS sont trés semblables sauf lorsque p est trés grand

(0,99).

Le point le plus étonnant est sfirement le ratio des variances
pour les estimateurs conditionnels qui est beaucoup plus petit que 1'u-
nité lorsque p est grand et Of(l—pz)/Og est petit. 1I1 semble ici
préférable d'estimer p plutdt que d'utiliser sa vraie valeur. Ceci pa-
rait contre-intuitif, mais puisque MVC n'est pas le meilleur estimateur,

il peut exister des valeurs de Q1 # Q telles que

55 ('} 0 ™ x10)0,vaye, X (10,0 L < ol (Qn!

Si les valeurs de ; sont concentrés autour de la valeur de Ql’
il est probable que les variances empiriques seront plus petites que
celles calculées avec la vraie valeur de p. Notons cependant que cette
réduction de la variance n'est pas suffisante pour que 1'estimation con-
ditionnelle devienne préférable 3 1'estimation stationnaire. Les con-
clusions th€oriques restent donc valides : il est préférable d'inclure
la premiére observation si d < d*. Seule la différence entre les deux

méthodes est moins importante que prévue.

Examinons maintenant plus en détail les autres cas ol 1'esti-
mation de p affecte les EQMs. Toujours pour p=0,99, et X avec tendance,
les REQMs de MVC, DUR, PWI et MVS nous semblent approximativement €gales
lorsque d = d*. Notons que la taille d'échantillon affecte toutes les

méthodes de la méme facon : lorsqu'elle est grande (50), une seule EQM
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est différente de la variance théorique (MVS), lorsqu'elle est petite
(20) toutes les EQM augmentent d'environ 25% par rapport 3 leurs valeurs
théoriques. Ainsi, toutes les méthodes restent aussi efficaces 1'une

que l'autre avec une légdre préférence pour MVC,

Pour terminer avec les grandes valeurs de p (0,99), il reste
les cas ol d > d*. Nous nous attendons alors i une meilleure performan-
ce des estimateurs conditionnels et c'est effectivement ce que nous ob-

servons. Le MVC offre encore la plus faible REQM, suivi de prés par DUR.

Pour les petites valeurs de e (0,6, 0,8), les EQMs ne sont
€loignées desvariances théoriques que lorsque N est petit (20). Comme
prévu, il est préférable d'inclure la premiére observation lorsque
d < d*. PWI et MVS sont alors équivalents mais DUR surpasse clairement
MVC. Si d = d*, DUR, PWI et MVS sont trés peu différents, mais MVC
reste moins efficace que les autres. Enfin, lorsque d > d* les résul-
tats théoriques sont respectés puisque DUR est le meilleur estimateur

suivi de MVC.

-~

Avant de passer 4 1'efficacité de la constante, quelques re-
marques s'imposent sur 1'estimation en premiéres différences (DIFF).
Cette méthode est toujours la plus efficace lorsque p est prés de 1'uni-
t€, en particulier si la taille d'€chantillon est petite (20). De plus,
il se révéle au moins aussi efficace que les autres méthodes pour les
plus faibles valeurs de p (0,6, 0,8) lorsque la variable explicative
est un bruit blanc (X2, X4). Par exemple, c'est lui qui présente la

plus faible REQM pour XZ, N=20 , p=0,6 et d=d*.



VI.3.4, La constante (BO)

Si 1l'estimation de p affecte somme toute assez peu les varian-
ces de la pente et que les résultats th€oriques du chapitre IV sont géné-
ralement confirmés, il en est tout autrement pour la constante. Comme
le montre le tableau 7, seule 1'EQM des MCO reste toujours €gale 3 la
variance théorique. Pour les méthodes stationnaires (MVS et PWI), les
ratios sont relativement importants lorsque p est petit (0,6, 0,8)
et d est grand. Pour les méthodes conditionnelles (MVC, DUR), elles ne
sont vraiment équivalentes a CORC que si N est grand (50) et p est trés

petit (0,6).

I1 ne reste donc pratiquement aucun cas qui se comporte iden-
tiquement au modéle théorique pour toutes les valeurs de d. Une analyse
comparative de toutes les spécifications serait ici beaucoup trop lon-
gue et n'apporterait pas nécessairement les €claircissements souhaités.
Nous tenterons plutdt de dégager les points les plus importants en lais-
sant au lecteur l'initiative d'établir les comparaisons qui 1'intéresse

plus particuliérement.

De facon globale, les estimateurs stationnaires offrent une
meilleure performance que les méthodes conditionnelles par rapport i
leurs variances théoriques. Nous observons moins de cas ol les ratios
sont différents de 1 et ces différences sont en elles-mémes moins impor-
tantes. Par exemple, 1'EQM de PWI est au maximum 3,2 fois plus élevée que

la variance théorique (X4, p=0,8, d=2d*) alors que celles de DUR et MVC
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Tableau 7

Efficacité de BO
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REGM EGM/COV
D= 5 0 D 1.5Ds  2D» 5 1.0 D 1.5D% 2D«
RO=. 60 |
MCo 107 . 124 154 . 200 253 .941 1. 008 . 982 98B  1.014
DUR ; 134 167 199 190 . 183 -B6%  1.023 1.446 1.319 1. 225
= MvC | 238 . 287 . 284 . 236 -303 2039 2424 2931 2029 3 3es
o PWI l . 093 J119 . 166 . 261 -3611 1.085 1.071  1.011 1.276 1. 440
g MVS | . 09% 118 . 162 . 247 339 1.092 1.060 965  1.146 1 282
=z RO=. BO j
< MCO | . 162 . 202 . 323 . 437 . 604 .983%  1.0% 1. 000 .923 1.0a4
g DUR . 293 . 288 . 373 . 424 4 w27 . 810 -78%  1.318 1.70% 193 992
= MVC 524 . 469 . 831 . 435 3114 2,803 2,079 2671 1.792 2. 476
s PWI 136 . 183 . 335 . 462 659 1.293 1 1835 1. 099 . 945 1.102
+ mvs . 138 . 183 . 330 . 457 .650! 1.32% 1.178 1 033 924 1.073
s RO=. 99
= Mco . 328 .540 23,378 4.874 6. %82 .947  1.013 ° 1.013 . 940 . 965
— DUR . 364 198 3.269 4.957 & 814 . 032 .143 1.06%5 2 448 4. 223
= Mve . 744 .086 3.048 4. 194 s o3 . 083 117 925  1.7%2 2 791
- PWl . 289 502 3.302 4.7%9 6397 1.081 1.085 1.086 1 004 1. 021
MvS . 294 ‘507 3323 4801 6469 1118 1.107 1. 100 1. 022 1. 044
RO=. 0
MCo . 032 . 031 . 034 . 036 .042 | 1. 087 . 963 1. 025 . 929 . 978
DUR . 036 . 033 . 041 . 035 0581 1.105 1.032 1.426 1.022 2. 796
mve . 039 . 036 . 038 . 03y -038( 1.292 1.070- 1.183 1.093 1.227
PWI .03 . 031 . 038 . 0%4 -080 | 1.133 1.006 1.214 1.740 2 804
g? mve . 031 . 031 . 03& . 04S .063 | 1.127 .986  1.087  1.2%1 {.720 |
RO=. 80
" mMCOo . 033 . 099 . 068 . 085 . 098 -920  1.003 1.021 1097 1.011
- DUR . 108 . 104 .130 1.&78 155 2.473 2,289 3.363 393 606 5. 08%
o mve .103 . 207 .0B4 1 118 3311 2.232 9.06B 1.483 263 %10 23.084
= PWI . 050 . 057 . 074 1183 1341 1.003 1.008 1.1%4 1. 676 1. 939
a MVs . 050 . 057 . 070 . 103 134 . 993 -991  1.040 1.347 1 464
Fu] RO=_ 99
g MCOo . 236 .400  1.373 2.072 2. 628 . 989 . 943 .994 1. 012 917
5 DUR 782 714 3,620 4.304 11.300 | 1876 269 6.916 10.705 &7, 385
= Ve . 483 -421 2,09 4.461 11.140| 1.161 10 314 2 318 10. 302 &5. 450
1 Pl 231 -39 1,375 2,071 2631 1. 021 . 942 998  1.010 . 919
Mvs . 232 -396  1.374 2070 2.630| 1. 028 . 948 .9%&  1.00% . 918




Efficacité de BO

Tableau 7 (suite)
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REGM EQM/COV
D= - .0 D* 1.3D% 2D« .8 1.0 D= 1.3D%  2D»
RO=. 60
HCo . 040 . 042 . 048 . 047 .0%3| 1.008 1.021 1.083 .969  1.002
DUR . 044 . 045 . 046 . 043 . 044 .998 1.018 1. 093 . 918 969
= MvC . 044 . 043 . 046 . 042 . 044 .994  1.013 1. 092 . 916 . 968
L PWI . 039 . 041 . 046 . 099 .080) 1.037 1.021 1.09% 1.277 1.703
" mvs | 039 . oa1 046 037 073 1.040 1.021 1.083 1.193 1. 473
= RO=. 80
o mMCco . 070 . 076 . 086 . 102 .118 . 938 .939  1.013 1.038 1.007
g DUR . 081 . 086 . 086 . 110 . 092 . 830 . 947 .937 1.%49 1. o84
4% MvC . 080 . 083 . 089 . 104 . 182 . 827 . 916 .932  1.2389 4. 260
5 PWI . 062 . 072 . 093 129 . 174 957 .983  1.110 1.200 1.487
+ hvs . 063 . 072 . 092 121 . 165 948 .981  1.074 1.127 1. 326
Qg [Ro= 99
Z MCO . 266 L4688 1.665 2.296 3.230 .984 1.073  1.0%6 .898  1.001
~ DUR . 443 .649 2,128 3.436 7.360 077 . 164 1,767 & b16 22 34%
N Mve . 210 .023  2.3%1 3.3% 3681 1.910 .409 2.161 4. 403 S 240
PWI . 293 -433 1643 2270 3.19%| 1.088 1.097 1. 038 .899 1. 002
mvs . 253 (495 1.651 2278  3.206| 1.089 1.104 1.066 . 908 1. 0O
RO=. 60
MCO . 020 . 021 . 021 . 023 . 023 .988 1.0035 1.012 1.048 . 983
DUR . 021 . 021 .o21 . 022 . 022 . 990 .986 1.003 1.009 1.024
mve . 021 . 021 . 021 . 022 . 022 . 991 .987  1.003 1.009 1.024
> PWI . 020 . o021 . 022 . 029 . 043 . 993 .9946  1.039 1.876 2. 80
e mvs . 020 .o21 . 022 . 027 . 033 . 996 .996 1.032 1.308 1. 709
L RO=. 80
<z MCO . 038 . 041 . 041 .047 091 .947 1.013 .937 1.06%  1.060
o DUR . 047 . 044 . 042 . 045 .04% | 1.184 2. 230 .964  1.092 1. 126
= Mve . 068 . 049 . 042 . 044 L0451 2. %08 1.204 .970  1.077 1.120
= PHI . 037 . 040 . 044 .o72 109 .98%  1.009 1 078 =2 072 3 229
- MVS . 037 . 039 . 043 . 061 . 083 .982 1. 002 994 1 481 2 008
= RO= 99
j; Mco . 260 . 288 .B27 1.261  1.637 . 974 . 976 .942  1.00% . 987
~ DUR | 5. @83 -973  10.660 17.010 20 270 (132. 945 1. 288 1%4 671 393 824 9%9. 244
= mve . 154 .730 2,998 5. 977 228. 200 36.2 61.6 12.2 49 & 70880. 2
PWI . 242 . 377 .830  1.277 1.482| 1.013 . 980 .937  1.008 . 992
Mvs . 244 .are .828  1.272 1. 678 1.030 . 986 .933 1.000 . 987




Tableau 8

Nombre de fois qu'un estimateur de Bo est plus

prés de la vraie valeur que’'celui du MVS

D= 5 1.0 D= 1. SD» 2D+ -] 1.0 D» 1. 5SD#» 2D+
X1 (avec tendance, N = 20) X3 (avec tendance, N = 50)
RO=. 60
mco . 348 . 431 . 833 . 645 . 702 . 809 . 461 . 528 637 687
DUR . 230 . 366 . 491 . 617 . 710 . 296 . 420 . 485 . 389 . 659
MVC . 225 . 364 . 482 . 609 . 700 . 296 . 421 . 487 . 589 659
PWI . 998 . 319 . 428 . 342 . 293 . 567 . %07 . 439 . 336 L2276
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
RO=_ 80
MCO . 296 . 378 . 497 . 534 614 . 369 437 . 857 . 618 . 704
DUR 199 . 326 . 548 . 638 . 740 . 274 . 397 . 825 . 603 . 703
MvC . 189 . 300 . 508 . 607 715 271 . 397 . 828 . 603 . 704
PWI . 696 . 370 . 470 . 433 . 403 . 880 533 . 404 . 362 . 29%
L ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
RO=. 9%
Mco . 361 . 388 . 313 . 269 . 246 . 407 . 416 . 450 . 434 . 434
DUR L3112 . 389 . BAs . 567 . 635 . 303 . 418 . 678 717 . 792
mve 277 ass . 827 . 523 . 574 . 301 . 407 . 666 . 710 . 808
Pi1 . 615 600 . 696 . 790 .772 . 887 . 998 . 541 . 876 . 628
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
X2 (bruit blanc, N = 20) X4 (bruit blanc, N = 50)
RO'Azg . 423 . 457 . 821 . 624 . 687 . 430 . 482 . B4y . 986 . 642
DUR . 306 . 419 . 827 . 997 . 652 . 357 . 446 . 324 . 372 . 627
MvC . 314 . A16 .919 393 . 632 . 3% . 447 . 822 . 568 . 626
PWI . 986 . 328 . 433 . 333 . 278 . 555 . 507 . 423 . 382 .318
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
RO=. 80
Mco . 422 . 417 . 308 . 622 . 706 . 419 . 434 . 828 . 667 . 686
DUR . 268 . 398 . 503 . 633 . 676 . 321 . 429 . 497 .62k . 653
Mve . 268 . 384 . %04 . 625 . 4673 . 313 . 431 . 492 . 623 656
PWI . 573 . 34s . 438 33 251 . 991 . 334 . 419 . 302 .2%8
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
RD=_ 99
MCO . 423 . 464 . 493 . 503 . 497 . 396 . 423 . 504 . 851 -1V
DUR . 307 . 403 . 655 . 669 . &97 . 293 . 378 . 574 . 680 . 681
mMvC . 292 . 401 . 654 676 728 . 233 .376 . 878 . 687 . 693
PH1 . 560 . 538 . 481 470 . 472 . 9872 . 360 . 487 . 443 . 437
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND




73

sont souvent deux fois plus €levées que si p &tait connu. On trouve méme
un ratio de 70 880  pour MVC (X4, p=0,99, d=2d*). En général, les dif-
férences observées entre les valeurs théoriques et empiriques sont de

moins de 20% pour PWI et MVS.

Entre les deux méthodes stationnaires, MVS nous semble 1&gé-
rement préférables sauf pour la premidre variable explicative (avec
tendance, N=20). Les différences entre ces deux estimateurs sont tou-

jours assez faibles,

A l'opposé, MVC et DUR présentent un comportement assez impré-
visible. On note souvent un écart trés appréciable entre les deux. I1
semble que plus p et d sont grands, plus leurs REQMs deviennent errati-
ques. Par contre, la présence d'une tendance atténue ces problémes. En
fait, aucune des deux méthodes n'est systématiquement préférable a 1'au-

tre.

Si nous comparons directement les REQMs des estimateurs condi-
tionnels et stationnaires, ces derniers sont nettement préférables lors-
que d n'est pas trop grand. Méme lorsque d est grand, PWI et MVS sont
quelquefois sup€rieurs 4 DUR et (ou) MVC. Ceci se produit lorsque N et
P sont grands pour les deux formes de variables explicatives et aussi
lorsque N est petit et X est un bruit blanc (X2) pour les valeurs de p
de 0,8 et 0,99. 11 ne reste alors que peu de place aux méthodes condi-
tionnelles soit lorsque p est trés petit (0,6) et d est grand ou pour

p=0,8, N=50 et d est grand.



Comme 1'ont noté Beach et MacKinnon (1978) ainsi que Park et
Mitchell (1980), les estimateurs conditionnels produisent un petit nom-
bre de trés mauvaises valeurs pour la constante. Ces valeurs affectent
les REQMs de facon dramatique de sorte qu'elles donnent une image défor-
mée de la dispersion véritable. Une autre forme de mesure est donc

souhaitable.

En considérant le nombre de fois qu'un estimateur est plus
prés de la vraie valeur que MVS (NF) en proportion du nombre de repri-
ses (1 000), nous devons admettre que les conclusions tirées des REQMs

sont pour le moins douteuses. (tableau 8).

Avec un intervalle de confiance de 5%, des valeurs entre 0,469
et 0,531 ne sont pas différentes de 0,5 pour une binomiale (1 000, 0,5).
Pour tous les modéles ou d=d*, le NF des estimateurs conditionnels n'est
jamais statistiquement plus petit que 0,5. Les conclusions théoriques
sont aussi confirmées dans tous les autres cas : lorsque d est plus
grand (pétit) que d*, MVC et DUR sont plus (moins) souvent prés de vraie
valeur que MVS, leur dispersion est donc plus faible (grande). 11 sem-
blerait alors que la distribution de la constante des estimateurs condi-
tionnels soit plus concentrée au centre et dans les queues, au détriment
des valeurs moyennes. Soulignons enfin que PWI apparait trés souvent
préférable 3 MVS pour X1 et X3 (X avec tendance). Quelquefois le NF de
PWI est méme plus grand que ceux de DUR et MVC mais ceci ne signifie pas

qu'il leur est préférable.



Avant de passer en revue la distribution des autres statisti-
ques, un bref résumé s'impose pour €claircir la situation. Nous avons
d'abord vu que les EQM des estimateurs conditionnels dépendent dans une
large mesure de 1'estimation de p. Lorsque p est grand, les variances
empiriques ne sont plus indépendantes de of, mais les autres résultats

théoriques sont respectés pour 81. La constante pose certains problémes

puisque des statistiques différentes donnent des conclusions différentes,

én particulier lorsque p est grand. Par contre, lorsque p est trés
grand 1'estimation en premidres différences est toujours celle qui est
préférable. Les problémes affectant la constante sont donc indirecte-

ment résolus puisque ce paramdtre n'est pas estimé,

VI.4. Distribution des autres paramétres

En plus des coefficients de régression, les statistiques sur
trois autres paramétres ont &té compilées soit 5, & et 52. Nous exami-
nerons d'abord le comportement de 5 pour lequel nous avons certains
points de comparaison dans 1'étude de Beach et MacKinnon (1978). Nous
verrons ensuite que la distribution de o est trés similaire 3 celle de

-~

p. Nous terminerons enfin par quelques observations sur s

VI.4.1. Distribution de p (tableau 9)

Toutes les €tudes empiriques précédentes concluent que le
biais de p est négatif. C(C'est effectivement ce que nous retrouvons ici
dans les modé@les stationnaires (d=1). Les valeurs calculées sont aussi

directement comparables i celles de Beach et MacKinnon si on tient
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compte des différences dans la génération des variables exogénes (voir

tableau 17, Annexe A).

La différence entre la moyenne empirique et la vraie valeur
augmente (vers z€ro) 3 mesure que N augmente, ou que p baisse ou si X
est un bruit blanc. Cependant, une différence importante distingue no-
tre €tude des précédentes. Disons d'abord que le biais tend 3 augmen-
ter avec la variance de la premiére observation; il augmente tellement
qu'il devient quelquefois positif pour les estimateurs stationnaires
(PWI, MVS). Par exemple, pour X4 (N=50, bruit blanc), p=0,6 et d=2d*,
le biais pour PWI est de 0,035. Ces observations contredisent nette-
ment les conclusions des travaux précédents qui ne sont valables que si
le modeéle est purement stationnaire. Ce résultat peut avoir plusieurs
implications, par exemple sur les tests appliqués au coefficient d'auto-

corrélation et une €tude plus approfondie s'imposerait.

En général, la moyenne des estimateurs conditionnels semble
moins sensible & la spécification de d. Le biais reste plus stable,
mais aussi plus &levé en valeur absolue que celui des méthodes station-

naires.

Les REQMs suivent approximativement la méme direction que la
valeur absolue du biais excepté par rapport 3 p : elles baissent lors-
que d ou N augmentent ou si X est un bruit blanc, mais elles augmentent
avec p. Une augmentation de la variance de la premiére observation amé-

liore donc 1l'estimation de p ce qui est normal puisqu'asymptotiquement,
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. . . - 2 .
la variance de p est inversement proportionnelle a la somme des u, qui

augmente avec d.

Le meilleur estimateur de p, au sens des REQM semble 8tre ce-
lui de PWI. Viendraient ensuite dans 1'ordre : MVS, MVC et DUR (DUR
€st cependant préférable & MVC lorsque X comporte une tendance et N = 50).
Nous constatons ici qu'une estimation plus précise du coefficient d'auto-
corrélation n'est pas suffisante pour améliorer 1'efficacité des coeffi-
cients de régression. Dans plusieurs cas, le meilleur estimateur de p

ne correspond pas au meilleur pour B. et B, méme en comparant DUR et MVC
p P P 0 1 p

ou PWI et MVS entre eux.

Bien que les méthodes conditionnelles soient moins efficaces
au sens des REQMs, dans plusieurs cas, elles sont plus prés de la vraie
valeur que MVS pour la majorité des reprises. Ceci se produit lorsque

d est grand et p est relativement petit (0,6, 0,8).

VI.4.2. Distribution d= &

-~

Les statistiques sur o (tableau iO) sont pratiquement équiva-
lentes 3 celles de ; et paraissent ind&pendantes de éO' Dans tous les
cas, les biais de ; et ; sont €gaux i la deuxiéme décimale sauf pour le
signe qui est inversé. On ne retrouve que deux exceptions 3 cette ré-

gle soit les modéles ol d > d* lorsque X comporte une tendance, N = 20 et

p=0,99. Les différences sont alors de 1'ordre de 0,1 (entre o et o).
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Les REQMs de ces deux paramétres sont aussi 3 peu prés identi-
ques, mais les différences sont ici beaucoup plus évidentes. Contraire-
ment & 5, les REQMs de & tendent a augmenter avec d lorsque p est trés
grand (0,99). Ce sont les seuls cas (p=0,99 et d assez grand) ol 1'on
peut noter une différence entre les deux distributions empiriques. Rap-
pelons qu'il s'agit des mémes cas oll les variances empiriques de la
constante €taient trés &levées, en particulier pour les méthodes condi-
tionnelles, mais aussi pour les estimateurs stationnaires. 11 faut donc

~ -~

que la variance de BO soit trés grande pour influencer celle de «.

~

Les meilleurs estimateurs pour o restent les mémes que ceux
de p : les méthodes stationnaires sont légérement supérieures aux au-

tres.

VI.4.3. Distribution de 52

La variance estimée (52) est slirement la statistique la plus
importante dans un modéle de régression. C'est en grande partie parce
que son estimation est fauss€e que les MCO ne sont pas employés en pré-
sence d'autocorrélation. Les méthodes stationnaires risquent également
d'étre biaisées puisque le poids attribué 3 la premi@re observation est

incorrect lorsque d # 1.

s . P 1z 2
Les statistiques habituelles ont €té compilées pour s”, elles
sont présentées aux tableaux 11et 12. Précisonsici que pour les MCO les sta-

s o n s s 2 2 . .
tistiques ont été compilées par rapport a oe/(l—p ) soit la variance



Tableau 11

.. . . 2
Biais et efficacité de s

BIAIS REGM
D= .5 1.0 D# 1 5D# 2D# 5 1.0 D+ 1. 3D+ 2D+%
RO=. &0
MCOl —. 00137 ~. 00144 - 00106 -. 00022 . 00113 . 0019 . 0020 . 0024 . 0037 . 0058
DUR} - 00035 ~. 00034 -. 00038 —. 00030 -. 00032 . 0012 . 0012 . Q012 . 0012 . 0013
MVC) ~-. 00036 ~-. 00036 —-. 00041 -. 00033 -. 00037 . 0012 . 0012 . 0012 . 0012 . 0012
PWI| —. 0003% - 00030 ~. 00014 . 00023 . 00067 . 0012 . 0012 . 0013 . 00195 . 0020
E; MVS( - 00039 ~. 00030 ~-. 00014 . 00026 . 00068 . 0012 . 0012 . 0013 . 0018 . 0020
o DIF| .00093 .00104 .0010% .00139 . 00148 . 0018 . 0019 . 0019 . 002 . 0026
. RO=. BO
= MCO| -. 00519 ~. 00483 -. 00394 -, 00282 ~. 00047 . 0029 . 0033 . 0046 . 0066 . 0108
Q; DUR| -. 00048 -. 00041 -. 00041 -. 00039 ~. 00036 . 0013 . 0013 . 0012 . 0013 . 0013
2 MVC| = 00031 -. 00043 -. 00046 -. 00045 ~ 00045 | .0013 .0013 .0012 .0013 .0012
= PWI| -. 00042 -.00030 -. 00008 .00013 .00062| .0012 .0012 .0012 .001S . 0021
5 MVE| -. 00041 -. 00030 -. 00006 .00014 .00064 | .0012 .0012 .0013 .001S .0021
* DIF| .00047 .00035 .00049 .00083 .00119| .0015 .0015 .001& .0018 . 0023
8 RO=. 99
5 MCO| ~. 17931 ~ 17910 ~. 17492 - 17472 - 17365 | . 0348 0351 . 0353 . 0332 . 0364
- DUR| -. 00070 -. 00068 -. 00051 -.00034 -. 00001 | .0013 .0013 .0013 .0014 . 0017
= MVC/ -. 00076 -. 00074 -. 00065 -. 00057 ~. 00037 | .0013 .0013 .0012 .0013 .0014
PWI -. 00034 -. 00048 -. 00033 -. 00016 .00030 | .0012 .0012 .0013 .0014 . 0019
VS| -. 00033 -. 00047 ~. 00031 -.00014 .00033| .0012 .0012 .0013 .0014 . 0019
DIF| .00008 .00009 .00025 .00039 .000BO| .0013 .0012 .0014 .0013 . 0020
RO=. 60
MCOl -. 00101 -. 00088 -. 00043 .00050 .00197| .0023 .0025 .0029 .0041 . 0067
DUR/ -. 00020 -.00021 -.00024 -. 00017 -. 00016 | .0012 .0013 .0012 .0012 .0012
MVC| - 00022 -. 00024 -. 00026 -. 00020 -.00020 | .0012 .0012 .0012 .0012 . 0012
PWI - 00031 -.00019 -.00002 .0003% .00073| .0012 .0012 .0012 .001S 0020
MVS| -. 00030 -. 00019 -. 00001 .00036 .00078| .0012 .0012 .0012 .0016 . 0020
e DIFI .000B2 .00088 .00094 .00122 .00148| .0018 .0018 .0019 .0021 . 0024
N RO=_ BO
i MCO ~-. 00388 -. 00329 -. 00243 . 00007 00333 . 0043 . 0049 . 0061 . 0101 . 0131
- DUR) -. 00025 -. 00027 -. 00024 -. 00026 -. 00022 | .0012 .0012 .0012 .0012 . 0012
. MVCl - 00028 ~. 00030 -. 00028 -. 00031 -.00027 | .0012 .0012 .0012 .0012 . 0012
= PWIl - 00033 -. 00022 -. 00005 .00021 .00067 | .00I2 .0012 .0012 .0014 0018
:3 ﬂv% -. 00032 ~. 00021 -. 00003 . 00025 . 00074 . 0012 . 0012 . 0012 . 0013 . 0019
© DIF| . 00033 .00036 .00046 .DDOSO .00099 | .0014 . 001S 0014 . 0016 . 0019
t RO=. 9%
a MCO | 16978 ~ 16973 ~ 16446 ~. 19709 ~. 14685% . 0407 . 0404 . 0480 . 0980 . 0732
) DUR I-. 00042 -. 00046 - 00044 -. 00035 ~ 00031 | .0012 .0012 .0012 .0013 0012
~ MVC [ 00048 -. 00051 - 00030 -. 00042 -. 00036 | .0012 .0012 .0012 . 0013 . 0012
> PHI |-. 00026 - 00029 - 00004 .0002% .00062 | .0012 .0012 .0013 .0016 . 0020
MVS . 00023 ~. 00025 . 00003 .00035 .00075 | .0012 .00i12 0013 0016 . 0021
DIF 1 00002 - 00002 .00017 00041 00076 | .0012 .0012 0013 0016 0020
. . .. N 2 2
Pour MCO, il s'agit du biais et REQM par rapport i 0o/ (1-p7). Pour les au-
tres, les statistiques sont compilées par rapport & oe.
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Tableau 11 (suite)

.. . L 2
Biais et efficacité de s

B1AIS REGM ]
D= 5 1.0 D» 1.5D»  2D* 5 1.0 D# 1.5Ds  2D% |
RO=~. 60
MCO{ -. 00076 —. 00066 —-. 00042 . 00002 .00061 | .001% .0020 .0022 .0028 .003&
DUR| -. 00011 -, 00012 -. 00010 -. 00009 —-. 00010 | .0007 .0007 .0007 .0OOB .0007
MVC| ~. 00011 -, 00012 ~-. 00010 -. 0DOOS —. 00010 | . 0007 .0007 .000D7 .0OO8 . 0007
) PWI| -. 00015 ~-. 00011 ~. 00002 .00019 .00038 | .0007 .0007 .0007 .000Y .O0O11l
ok MVE| - 00015 - 00011 -.00002 .0001% .00038 | .0007 .0O007 .0007 .0009 .0O11
: DIF| .00095 00094 .00100 .00114 .00122 | 0014 . 0013 .0014 0015 .0O1&
= RO=. B0
° MCO| -. 00278 -. 00270 -. 00234 — 00100 .00047 | .0043 .00A8 .0032 .0068 .0093
é DUR| -. 00010 ~. 00014 ~ 00017 -. 00012 - 00013 | . 0008 .0008 .0007 .0007 . 0007
é% MVC| -. 00010 -. 00014 —. 00017 -. 00013 -.00013 | .0008 .0008 .Q0O7 .0007 .00C7
5 PWI|~. 00012 -. 00012 -. 00007 .00010 .00028 | .0007 .OOOB .00O7 .QOOB .000%
* MVS| -, 00012 ~. 00011 - 00007 .00011 .00028 | .0007 .0OOOEB .000D7 .0O0OB .0O10
3 DIF| .0ODD47 .0004& ' . 00046 .00035 .00068 | .0010 .0010 0009 .0010 .0O11
= RO=. 9%
it MCO! ~. 16844 -, 16757 —. 16361 —. 16084 —. 15339 | 0399 .0408 .0454 0498 . 0554
2 DUR| ~. 00031 ~-. 00032 -. 00026 -. 00023 -. 00023 | .0008 .0O0O0B .00OE8 .OO0B .0O00B
MVC| -. 00021 ~. 00032 -. 0002% —-. 00023 ~-. 00026 | . 0008 0008 . 0008 0008 . 0008
PWHI|-. 00023 -. 00023 -. 00009 .00001 .00016 | .0007 .0008 .000B .0OO08 .0O00%
MVS| -. 00023 -. 00022 -. 00008 .00003 .O0001B | . 0007 0008 . 0008 0008 . 0009
DIF| . 00003 .00002 .00009 .00019 .0002% | .0007 .OOCOB .000B .0O0OB .0O09
RO=, 60
MCO| -. 00046 ~. 00031 -. 00013 .00035 .00092 | .0022 .0023 .0024 .0031 .0OA1
DUR| -. 00010 -. 00004 —. 00008 -. 00006 —-. 00007 | . 0OOB 0008 . 0007 0007 .0008
MVC| -. 00010 -. 00006 ~. 0OO0E —-. 00007 —. 00009 | .OO0B .0008 ' .0007 .0007 .OO0O8
PWI{ - 00015 -. 00006 -, 00002 .00020 .00033 | .0008 .0007 .0007 .0008 .0010
MVE| ~. 00015 —. 00006 -. 00002 .00020 .00033 | . 0008 .0007 .0007 .0008 .0O11
= DIF| .000B2 .00091 .000B8 .00104 .00108 | .0013 .0013 .0013 .0014 . 001%
L RO=. B0
I MCO| -. 00174 ~. 00139 -.000BS .00060 .00232 | .0059 .0062 .0068 .0086 .O111
= DUR| -. 00008 -. 00007 -. DOOOB ~-. 0000S ~. 00009 | . 0007 .0007 .00DB .0007 .0O0O7
o MVC| -. 00009 -. 00008 ~. 0OOOB -. 00003 —-. 00010 | . 0007 .0D007 .0008 .0007 .0007
g PWI{ -. 00013 ~ 00007 .000D1 .00017 .0QOO28 | .0007 .0OO7 .000B . OOOB  .0009
= MVS| - 00012 -. 00007 . 00001 00017 .00029 | .0007 .0DOO7 .0O0OB .0008 .0O0O9
- DIF| .00038 .00041 00044 .000%3 .000%7 | 0009 .000% .0010 .0010 .0O10
'g RO=. 99
j; MCO |- 15470 ~ 1%312 -. 14040 - 12169 ~. 09515 | 0544 . 0%64 . 0736 osae 1345
bt DUR } 00018 -. 0DO1% - 00017 - 00013 - 00014 | 0007 .0007 .0007 .0007 .O0OB
= MVC . 00016 - 000159 ~-. 00018 - 00013 ~-. 00014 | .0Q007 . 0007 . 0007 .00O7 . 0008
PWI }. 00011 -. 00010 - 00002 . 00012 .00023 |.0007 . 0007 .000B .000B .O00O%
MVS |. 00009 - OOODE .0000D 00016 .00D27 |. 0007 .0O07 . 0OOB  .00OB . 0009
DIF | . 00002 .00002 .00007 0001 00029 |.0007 . 0007 0008 . 000B 0009

84



Tableau 12

Nombre de fois qu'un estimateur de 52
prés de la vraie valeur (Ug) que MVS

est plus

D= .5 1.0 D= 1. 5D# 2D» 5 1.0 D# 1. 5D+» 2D»
X1 (avec tendance, N = 20) X3 (avec tendance, N = 50)
RO=. 60
MCO ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DUR . 826 . 940 . 490 =26 =33 . 543 . 313 . ®11 . 533 . 581
MVC . 328 . 529 . 492 .19 . 533 - 543 -1 - 509 - 531 . 883
PWI . 328 . 353 . 392 . %08 . 390 . 409 . 427 . 462 . 993 . &01
Mvs ‘ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 464 436 . 393 .33s 277 . 333 . 32% .282 . 248 218
RO=. 80
mMco ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DUR . 501" . 460 . 474 . 488 .17 . S22 . 482 . 489 . 303 . 954
MvC . 487 . 459 . 464 . 480 . 952 . %21 . 483 . 489 . 303 . 354
PWI . 319 . 365 . 410 . 476 .78 . 399 . 413 . 43% . 322 . 578
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 8528 . 807 454 . 439 . 406 .43% a4y . 410 .3%4 . 36%
RO=. 99
MCO ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DUR . 473 . 464 . 476 483 . %08 . 476 . 460 . 458 . 489 . 324
MVC . 460 . 441 . 479 490 . 504 . 473 . 438 . 457 . 490 . %17
PWI . 299 . 295 .39 . 386 . 492 . 366 . 357 . 436 . 470 . 862
mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 603 . 611 . 381 64 . 839 . 877 . 864 . 843 . 381 . &10
RO=. 40 X3 (bruit blanc, N = 20) X4 (bruit blanc, N = 50)

] Mco ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DUR . 319 . 494 . 463 . 831 . 363 . 994 . 807 . 499 . 822 . 891
MVC . 913 . 491 . 498 .926 . 982 . 995 . 0% . 496 . 820 . 890
PWI . 3%4 . 390 . 438 . 346 . 620 . 396 . 446 . 467 . 360 . 604
Mvs ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 471 . 434 . 406 . 366 . 382 . 386 . 336 . 318 . 226 . 279

RO=. BO
MCo ND ND ND ' ND ND ND ND ND ND ND
DUR . 312 . 495 . 474 . 831 . 867 . 536 . 519 . 310 . 833 . %50
MVC . 09 . 497 . 473 . 829 . 865 . 836 . 9818 . 311 . 832 . 548
PWI . 3%7 . 393 . 43% . 498 . 619 . 408 . 432 . 460 . 347 . 898
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 830 . 4B6 . 492 . 494 . 958 . 4A8 . 434 . 431 .373 . 398

RO=. 9%
MCO ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DUR 454 420 . 484 . 517 . 573 454  Ab4 . 474 . 509 . sa2z
MVS . 452 . 418 470 . 800 . 569 . 483 462 475 . %07 820
PWI . 38% . 379 435 -1 . 370 . A12 . 824 .4%9 . 584 571
MVS ND ND ND ND ND ND ND ND ND ND
DIF . 888 . 339 . 586 . 627 . 681 . 330 . 817 . 339 . 571 . 610




de long terme des "u'. Les comparaisons avec les autres estimateurs

doivent donc &tre évitées parce que ceux-ci sont basés sur O-

Comme nous nous y attendions, les estimateurs conditionnels
sont ceux qui dépendent le moins de la variance de 1la premiére observa-
tion. Leurs biais et leurs REQMs varient trés peu avec d sauf lorsque
p est grand et N est petit, Nous remarquons qu'ils sous-estiment systé-
matiquement la variance véritable et ce, d'autant plus que N est petit
ou p est grand. Le biais (en valeur absolue) est aussi plus grand lors-
que X est un bruit blanc. Lorsque N est petit, la différence entre la
moyenne empirique et la vraie valeur est de 1'ordre de 10 4 20%. Une
correction supplémentaire serait donc trés profitable (en plus de 1'ajus-

tement pour le nombre de degrés de liberté).

Entre les deux estimateurs conditionnels, DUR est généralement

mieux centré que MVC, mais ce dernier présente les plus faibles REQMs.

Le biais et les REQMs de tous les autres estimateurs dépendent
dans une large mesure de Oi. Dans tous les cas, sauf DIFF, le biais est
négatif pour les faibles valeurs de "d" mais devient positif pour les

2 2 . 2
valeurs plus &levées. Par contre, DIFF surestime constamment 0°, et

e’
d'autant plus que d est grand. Les REQMs augmentent elles aussi avec
d, elles sont souvent presque deux fois plus grandes entre les valeurs

extrémes de '"d".

Evidemment, les méthodes stationnaires sont les plus effica-

ces lorsque d = 1, mais aussi lorsque d = d*. Pour les valeurs plus
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faibles ou plus grandes de d, il est généralement préférable d'employer

un estimateur conditionnel.

VI.4.4., Validité des tests

Nous ne reviendrons pas sur 1'importance qu'il faut attribuer
d la validité des tests de Student. Rappelons tout de méme que CORC
est le seul estimateur dont les tests sont corrects pour toutes les va-

leurs de "d" (si p est connu).

En pratique, la situation est trés différente. Dans la gran-
de majorité des cas, 1'hypothése nulle (% = [3) est rejetée beaucoup trop
souvent comme le montrent les tableaux 133 15. Ces résultats confirment ceux de
Park et Mitchell (1980) qui, comme nous, trouvent que les tests ne sont
valides que pour le coefficient de la pente (él) lorsque X est un bruit
blanc. Lorsque N est petit, les estimateurs conditionnels nous semblent
nettement préférables puisque la proportion de rejets de PWI, MVS et
DIFF est trop grande si d et p sont assez grands (Bl’ X sans tendance).
Lorsque N est plus grand (50), les différences entre ces estimateurs
sont moins grandes, mais alors méme MVC et DUR tendent 3 ne pas rejeter

1'hypothése nulle assez souvent.

Dans tous les autres cas, 1'hypoth&se nulle est rejetée beau-
coup plus souvent que ne le laisse supposer le niveau du test; DIFF est

I'exception. Notons qu'il est normal de trouver une proportion de rejets

-~

trés élevée pour o (tableau 15) puisque ce coefficient est biaisé. Sa va-

-~ o~ 1
~

riance a €té estimée en utilisant la matrice de covariance {(X'Q'Qx) ou

lapremiére colonne de QX est remplacée par un vecteur unitaire.
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Les mEmes tests ont &té effectués en utilisant la distribu-
tion normale plut8t que celle de Student. Comme le lecteur pourra le
constater a 1'Annexe B, les deux tests sont pratiquement identiques

et ne doivent alors &tre utilisés qu'avec la plus grande prudence.

VI.5. Cofits de traitement

Beach et MacKinnon (1978) mentionnaient que leur algorithme
(MVS) était plus rapide que MVC et que cet avantage devait &tre pris
en compte dans 1'€valuation de ces deux estimateurs. Cette observation
n'était basée que sur le nombre d'itérations. En plus de calculer le
nombre moyen d'itérations, nous avons aussi considéré les temps requis

par MVC, PWI et MVS. Ces résultats sont présentés au tableau 16.

Pour tous les estimateurs, le temps et le nombre d'itérations
augmentent avec p et d. S'il est vrai que MVS peut &tre jusqu'l cing
fois plus rapide que MVC, la différence en secondes pour une estimation

est infime (moins de 0,03) et peut &tre considérée comme nulle.



CONCLUSION



Aprés avoir vu qu'en présence d'autocorrélation, la premiére
observation pouvait &tre incluse avec un poids erroné. Nous avons dé-
montré que dans un modéle simple, 1'estimation conditionnelle était pré-
férable si le rapport entre la variance de la premiére observation et

celle de long terme &tait plus grande que la valeur critique
2 2
2+ (1-p7)/(1-0)7 (N-1)

Nous avons ensuite &tendu ce résultat au mod&le général avec
un nombre indéterminé de variables explicatives. La valeur critique

devient alors

2+ (1-07) xjegreo ! g

si le rapport est plus grand que cette borne, CORC est plus efficace
que PW au sens ol la différence de leur matrice de covariance est posi-

tive semi-définie.

Nous avons ensuite &laboré une vaste étude de Monte-Carlo
pour vérifier si les résultats précédents sont affectés par l'estima-
tion de p. Les estimateurs conditionnels (MVC et DUR) sont alors ceux
qui sont les plus sensible 3 cette nouvelle inconnue, et d'autant plus
que p est grand. En fait, la borne théorique reste valable pour le

coefficient de la pente (81) mais non pour la constante (BO) d'aprés



98

les erreurs quadratiques moyennes (EQM). Par contre, tous les résul-
tats théoriques sont confirmés si 1'on se fie au nombre de fois ol un
estimateur est plus prés de la vraie valeur que le maximum de vraisemblance
stationnaire (MVS). Ceci est d@l & un petit nombre de trés mauvaises

valeurs qui gonflent 1'EQM de BO (MVC et DUR).

Plusieurs autres statistiques ont &té compilées, notamment
- 2 N 2 s -
pour p, (Bo(l—p)) et s°. Dans la majorité des cas, les méthodes sta-
tionnaires présentent les meilleurs estimés de p et o mais sont surpas-

sées par MVC et DUR pour 52

Enfin, les tests de Student sur les coefficients de régres-
sion ne sont valides que pour la pente, lorsque la variable explicative
est un bruit blanc. Dans tous les autres cas, 1'hypothése nulle est

rejetée beaucoup trop souvent.

Toutes les études effectuées jusqu'a présent concluaient qu'il
est toujours préférable d'inclure la premiére observation avec un poids
42 = . ‘s . P
de v1-p”. Nous ne prétendrons pas ici qu'il est toujours préférable de
la laisser tomber, mais nous incitons le lecteur 3 faire preuve de pru-
dence avant d'effecteur cette transformation; le résultat peut &tre 1'in-

verse de celui recherché.

Si nous avons pu résoudre certains problémes dans ce travail,

plusieurs autres questions ont &té soulevées en cours de route



comment vérifier en pratique si la variance de la premiére observa-
tion est plus grande que la borne?

existe-t-il une méthode plus efficace pour toutes les valeurs de Gf?
comment doit-on effectuer les tests sur les coefficients de régres-
sion?

le biais de 52 peut-il €tre corrigé? Si oui, comment?

pourquoi 1l'estimation conditionnelle de la constante est-elle si mau-

vaise? Son espérance mathématique existe-t-elle?

Ces quelques questions ne sont qu'un bref apercu du travail

qui reste 3 accomplir,

99



ANNEXE A

Résultats de Beach et MacKinnon (1978)
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ANNEXE B

Validité des tests avec la distribution normale
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CONTINUE
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SM2=SQ2+ (C##2) /DELZ

CALL INVR(NM, SM2, SM, XVXIN)

PRINT 999

PRINT #, "EXPL= R T DEL 2=
PRINT®, " VAR(U1)/VAR(U) = DSIE2
PRINT#*, " 8 D(U1)/S. D(U) = D!
PRINT#, " RHO= " RHO
PRINT 999
‘DO R00 ID=1,3
COVMCO(ID)=COVMCO(ID)*. 0036
E(ID)=XQAXINCID)*. 0036
COVPW(ID)=COVPW(ID)*. 0036
XVXINCID)=XVXIN(ID)* 0036
Hﬂ[TE(E:?O?)CDVHCD(ID):E(ID).CUVPN(I
HRITE(&:909)COVNCD(ID),E(ID).CDVPH(I

CONTINVE

FORMAT (1HO, 4F20. 1%)

CONTINUE

CONTINUE

STOP

END

SUBROUTINE SUMN. X, S, 52, 521
DIMENSION X(N)

(=]~

X
X

PRINT®, "X(1)= TiXC1), XtN)= ' X(N)
S=52=521=0, 0

DO 10 I=i, N
Ji=]1-1

S=5+x(1)
S2=S2+X (1) #x2
IF(I.€Q. 126070 10
S21=S21+X(I)#X (11
CONT INUE

RETURN

END

)

SUBRODUTINE INVR(X1, X2, X3, XIN)
DIMENSION XIN(3)
D=X18#X2-X3%%2

XINC1)=X2/D

XIN(2)=X1/D

XIN(3)=(~1. )#X3/D

RETURN

END

SUBROUTINE COV (XX, XVX, COVA)

DIMENSION XX(3), XVUX(3), COVA(3)
CDVA(1)=XVX(1)*XX(1)il2+2.*XX(l)*XX(G)*XVX(3)+XVX(2)*XX(3)**2
CDVA(Z)-XVX(E)*XX(2)**2+2.*XX(?)*XX(Q)*XVX(3)+XVX(1)*XX(Q)l*E
CDVA(S)BXX(X)*XX(a)*XVX(1)+XX(2)*XX(3)*XVX(2)+ R

+ XX(1)iXX(Z)iXVX(3)+XVX(3)*XX(3)§*2

RETURN
END
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