Université de Montréal

Sur les prolongements de sous-copules

par
Ayi Ajavon

Département de mathématiques et de statistique

Faculté des arts et des sciences

These présentée a la Faculté des études supérieures
en vue de 'obtention du grade de

Philosophiae Doctor (Ph.D.)
en Statistique

février 2015

© Ayi Ajavon, 2015






Université de Montréal

Faculté des études supérieures

Cette these intitulée

Sur les prolongements de sous-copules
présentée par
Ayi Ajavon

a été évaluée par un jury composé des personnes suivantes :

Professeur Alejandro Murua

(président-rapporteur)

Professeur Francois Perron

(directeur de recherche)

Professeur Manuel Morales

(membre du jury)

Protesseur Ernest Monga

(examinateur externe)

Professeur Patrice Marcotte

(représentant du doyen de la FES)

These acceptée le :
16 janvier 2015







RESUME

L’objet du travail est d’étudier les prolongements de sous-copules. Un cas
important de T'utilisation de tels prolongements est l’estimation non paramé-
trique d’une copule par le lissage d'une sous-copule (la copule empirique). Lorsque
I’estimateur obtenu est une copule, cet estimateur est un prolongement de la sous-
copule. La these présente au chapitre 2 la construction et la convergence uniforme
d’un estimateur bona fide d'une copule ou d’une densité de copule. Cet estimateur
est un prolongement de type copule empirique basé sur le lissage par le produit
tensoriel de fonctions de répartition splines. Le chapitre 3 donne la caractérisation
de I’ensemble des prolongements possibles d’une sous-copule. Ce sujet a été traité
par le passé par [Schweizer et Sklar, 1974], [Neslehova, 2007], [Riischendorf, 2009],
[Mesfioui et Quessy, 2010], [de Amo, Diaz Carrillo et Ferndndez-Sénchez, 2012];
mais les constructions proposées ne s’appliquent pas a la dépendance dans des
espaces tres généraux. Le chapitre 4 s’attele a résoudre le probléme suivant posé
par [Carley, 2002]. 11 s’agit de trouver la borne supérieure des prolongements en
dimension 3 d'une sous-copule de domaine fini.

Sommaire et mots-clés frangais : copules, sous-copules, densités, prolongements,

borne supérieure.






vii

SUMMARY

The extension of subcopulas is an important domain. One of possible appli-
cations is the nonparametric estimation of a copula: it consists of the smoothing
of a subcopula (the empirical copula) while preserving the copulas properties.

In Chapter 2, we present an extension of the empirical copula based on the
tensor product of splines functions. Our estimators are bona fide estimators of
the copula.

Chapter 3 tackles the problem of finding all possible extensions of a given sub-
copula. This subject has been treated by [Schweizer et Sklar, 1974], [Neslehova,
2007], [Rischendorf, 2009], [Mesfioui et Quessy, 2010], [de Amo et coll., 2012];
but these characterizations do not apply on very general spaces.

Chapter 4 deals with the following problem of [Carley, 2002]: finding the
expression of the upper bound of the extensions of a finite subcopula in dimension
3.

English summary and keywords: copulas, subcopulas, density, extensions, upper
bound.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

Ce chapitre introductif présente les notions de copules et sous-copules et donne
la motivation du sujet de recherche qu’est le prolongement des sous-copules. Il

donne une vue générale des résultats de la these.

La dépendance entre des variables aléatoires réelles X1, X, ..., Xy, est décrite

par la donnée de la fonction de répartition conjointe

F : (=00, +00)?+— [0,1]

F(xy,...,zq) = P(Xy < zy,...,Xq < x4),
x1,...,2q € R. Rappelons que les fonctions de répartition marginales associées
sont données par

Fi(r;) = P(X; < ),

r; € Rji=1,...,d. Létude des copules découle du probleme de Fréchet [Fréchet,
1956] consistant a trouver l'ensemble des fonctions de répartition conjointes F'
compatibles avec des fonctions de répartition marginales fixées, Fi,..., Fy. En

dimension d = 2, il a montré que les bornes de cet ensemble sont

W(F\(x1), Fo(22)) < F(w1,22) < M(Fi(x1), Fo(xs)), 1,29 € R,
Wuy,ug) = max(uy + ug — 1,0), (ug,us) € [0,1]%,

M (uy,ug) = min(uy, us), (ui,us) € [0,1]2.

Les fonctions W (Fy(+), Fo(+)), M(Fi(+), F3(+)), sont des fonctions de répartition
conjointes appelées bornes de Fréchet. Wassilly Hoeffding [Hoeffding, 1940] fut le
premier a ramener le probleme & celui de la recherche de ’ensemble des fonctions
de répartition conjointes F' compatibles avec des fonctions de répartition mar-
ginales uniformes sur [—1/2,1/2]. Il anticipait par la l'introduction de la notion
des copules par Sklar [Sklar, 1959]. En effet, les copules seront définies comme
des fonctions de répartition sur [0, 1]* dont les marges sont uniformes (lorsque les

fonctions de répartition marginales sont continues).



En toute généralité, une d—copule est une fonction
C :[0,1]% — [0, 1]

qui satisfait les criteres suivants :

— C(ug, ... ug) = ug, st ugug - ug =w;, i =1,...,d;
— (' est d—croissante c’est-a-dire pour u = (uq,...,uq), v = (v1,...,0q)
tels que u; < vy,...,ug < vg, le C—volume du pavé [u,v] = X?Zl[ui,vi],

Ve([u, v]) est positif ou nul, et est donné par

Ve(luv)) = > (=1)"Y0(),
teXd {usvi}

ot n(t) =#{k tpy =up,k=1,...,d}, t € XL {u;,v;}, X étant mis pour

le produit cartésien généralisé.
Une autre définition des copules est celle donnée par Nelsen [Nelsen, 1999, chapitre
2] qui définit les copules comme des fonctions reliant les distributions multiva-
riées a leurs distributions marginales univariées. En effet, a tout point (F(xy),
o Fy(zq)) € [0,1]% , on peut associer le scalaire F(xy,...,z4), v; € R, i =
1,...,d. Un résultat fondamental de Sklar [Sklar, 1959] énonce que cette corres-
pondance est réalisée par des fonctions (appelées copules).
Théoréme 1.0.1. Etant donnée F une fonction de répartition sur R avec Fy, ..., Fy

comme fonctions de répartition marginales, il existe une d—copule telle que pour
(21,...,2q) € RY,

F(xb Ce ,ZL’d) = C’(Fl(xl), Ce ,Fd(.ﬂjd)),

C étant définie de maniére unique sur Ry X --- X Ry, R; étant 'ensemble image
de Fy, i=1,....d.
Les copules sont tres utiles pour caractériser la dépendance entre des variables

aléatoires dont les fonctions de répartition marginales sont connues.

1.1. LES COPULES ET LA TRANSFORMATION DE FELLER [FELLER,
1968]

Il est tres fréquent dans I’étude des copules, de ramener les fonctions de ré-
partition marginales a l'uniforme. Les transformations qui permettent une telle
opération sont celles de Feller [Feller, 1968] et ses généralisations.

Soient X1, Xs, ..., Xy des variables aléatoires de fonctions de répartition mar-
ginales F, Fy, ..., Fy continues et de fonction de répartition conjointe F' continue.
D’apres le théoréme de Sklar 1.0.1, il existe une copule C telle que F(z1, ..., z4) =

C(Fi(z1),. .., Fy(xg)), (x1,...,24) € RL Considérons les variables aléatoires U; =
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Fi(X4),Uy = F5(X3),...,Us = Fy(Xy) introduites par [Feller, 1968]. La fonction

de répartition conjointe du vecteur (Uy, Uy, .. ., Uy) est la copule C, et les fonctions
de répartition marginales de Uy, Us,,..., Uy sont uniformes. La transformation
Ui = Fi(X;),i=1,...,d permet de ramener les fonctions de répartition margi-

nales a la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1] tout en conservant
C' comme copule caractérisant la dépendance. Cependant cette transformation
n’est pas adaptée au cas ou les variables aléatoires Xi, Xo,..., X; ne sont pas
continues. Voici une généralisation proposée par Szczesny [Szczesny, 1991].

Définition 1.1.1 ([Szczesny, 1991]). Soit X une variable aléatoire de fonction

de répartition F ; définissons la transformation I},

1, st F(r) <wu
* u—F(x)~ . _
I (F(x),u) = WEV()I)—’ si F(x)” <u< F(x);
0, st F(z)” >u.
r€R, F(x)” =sup{y,y = F(t),t < x}.
Soient X1, X5, ..., Xy des variables aléatoires continues de fonctions de répar-
tition marginales Fi, Fs, ..., Fy et de fonction de répartition conjointe F'. Soit la

fonction de répartition F* définie par

F*(uy, .. ug) = Jg-o Jo Ipy (Fr(21),w) - I (Fa(wa), ug)dF (21, . . ., 7q),

(u1,...,uq) € [0,1]%. Aux points de continuité de Fy, Fy, ..., Fy, nous avons la
relation

F*(Fi(x1),..., Fy(zq)) = F(xy,...,z4q),
(11,...,74) € R
Théoréme 1.1.1 (Généralisation du théoreme de Sklar, [Niewiadomska-Bugaj
et Kowalczyk, 2005]). Etant donnée F' une fonction de répartition sur R? avec

Fi, ..., F; comme fonctions de répartition marginales, la fonction définie par

F*(uy, ... ug) = [+ Jga L3 (Fi(21),u1) - I (Fy(wa), ug)dF (1, . . ., 2q),

(u1,...,uq) €[0,1]%, est une d—copule qui auz points de continuité de Fy, Fy, ..., Fy

F(zy,...,2q) = F*(Fi(x1),..., Fy(zq)),

(z1,...,2q4) € RL
Le théoreme de [Niewiadomska-Bugaj et Kowalczyk, 2005] permet d’étendre
I'utilisation des copules aux cas ou les fonctions de répartition marginales des

variables aléatoires ne sont pas nécessairement continues. Dans ces cas, on parle
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plutdt de sous-copule et la transformation de [Szczesny, 1991] est un moyen de

prolonger une sous-copule en une copule.

1.2. LES DIFFERENTS TYPES DE PROLONGEMENTS DE SOUS-COPULE

Dans le théoreme de Sklar 1.0.1, la copule n’est définie de fagon unique que
sur un sous-ensemble de [0, 1]%. En filigrane dans ce théoréme, se dessine la notion
de sous-copule.

Définition 1.2.1. Une d—sous-copule D est une fonction qui satisfait les critéres
sutvants :

— le domaine de définition de D est un sous-ensemble de [0,1]%, Ry x -+ x Ry,

R; étant un sous-ensemble de [0,1] contenant 0 et 1,1 =1,...,d;

— D(uy, ..., uq) = Uy, Stugug - ug =u;, u; € Ry, i=1,...,d;

— D est d—croissante c’est-a-dire pour u = (uy,...,uq), v.= (v1,...,04)
tels que up < vy, ..., ug < vy, u;,v; € Ry, 1 =1,...,d, le D—volume du

rectangle [u, v] = XL, [u;, vi], Vp([u,v]) est positif ou nul, et est donné par

Volluv)= ¥ (1D
teXd {ugvi}
oun(t)=#{k: ty =up,k=1,...,d}, t € X {u;,v;}, X étant mis pour
le produit cartésien généralisé.

Une sous-copule peut étre vue comme la restriction d’une copule sur un sous-

ensemble de [0,1]¢ de type Ry x --- x Ry, R; étant un sous-ensemble de [0, 1]
contenant 0 et 1. La relation entre une sous-copule et une copule est donnée par
le théoreme suivant.
Théoreme 1.2.1. Soit D une sous-copule définie sur Ry X --- X Ry, R; étant
un sous-ensemble de [0,1] contenant 0 et 1. Il existe une copule C telle que
D(uy,...,uq) = Cluy,...,uq) pour tout (uy,...,uq) € Ry X -+ X Ry; c’est-a-
dire toute sous-copule peut étre prolongée a une copule. Le prolongement n’est en
général pas unique.

Les sous-copules sont associées aux vecteurs aléatoires dont les fonctions de
répartition marginales ne sont pas nécessairement continues. En effet, dans ce cas,
les espaces images des fonctions de répartition marginales Ry, ..., Ry, auxquels
{0,1} est rajouté, ne sont pas toujours tous égaux a [0, 1]. Dans la littérature, il
n’existe pas de famille de sous-copules, ce qui rend difficile I'utilisation des copules
dans I'étude de la dépendance pour les vecteurs aléatoires dont les fonctions de
répartition marginales sont discontinues. L’approche adoptée pour contourner le
probléeme consiste a considérer les prolongements des sous-copules en copules [De-
nuit et Lambert, 2005], [Mesfioui et Quessy, 2010], [Genest et Neslehova, 2007].
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Dans cette theése, nous ne considérerons que les copules non-paramétriques (défi-
nies comme des prolongements de sous-copules). En ce qui concerne I'utilisation
des copules paramétriques pour l'analyse de telles variables, le lecteur peut se
référer a [Nikoloulopoulos et Karlis, 2009], [McHale et Scarf, 2007], [Zimmer et
Trivedi, 2006], [Cameron, Li, Trivedi et Zimmer, 2004], [Song, 2000}, [Van Ophem,
1999]. Plusieurs techniques existent pour construire les prolongements de sous-

copule. Pour cause de simplicité, nous donnons les prolongements en dimension

2.

1.2.1. Les prolongements analytiques
1.2.1.1. Le prolongement bilinéaire

Ce type de prolongement a été proposé par [Sklar, 1959], [Schweizer et Sklar,
1974], [Sklar, 1996].
Théoréme 1.2.2. Soit D une sous-copule , soit C' la fonction définie par

Clur,ug) = lim D(z,y)

(z,y)ER1 X Ra,(z,y)—(u1,u2)
pour tout (uy,us) € Ry X Ry. Pour (uy,us) ¢ Ry X Ry, définissons

a; = sup{t € Ry :t <w},
by = sup{t € Ry:t<wus},
ay = inf{t € Ry :t>u},
by = inf{t € Ry:t>us},

uy—ay y
A = P sta; < ap
1, sia; = ao,

\ _{ by i by < by
) =

1, ST b1 = bg,

C(’U,l,UQ) = (1 — )\1)(1 — )\2>C(CL1, b1> + (1 - )\1))\20(@1, bQ) + )\1(1 — )\2)0(@2, b1)+
)\1)\20(&2,[)2).

La fonction C est une copule qui prolonge D.

La preuve est tirée de [Nelsen, 1999, la preuve du lemme 2.3.5 ].

DEMONSTRATION. Le domaine de la fonction C' est [0,1]? et C' est égal & D sur
Ry X Rs. Supposons sans perte de généralité que {0,1} C R;, i = 1,2. Soient
uy = 0, uy € [0,1]. Nous avons Ay = 0, a; = 0, C(0,b,) = 0, C(0,b2) = 0 et
C'(0,uz) = 0. Par le méme raisonnement, nous avons C'(uy,0) = 0 pour u; € [0, 1].

De fagon similaire, pour u; = 1, us € [0, 1], nous avons Ay = 1, ay = 1, C(1,b;) =
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b17 O(l7b2) - an
C(l, Ug) = (]_ - /\Q)bl -+ )\ng = U2.
De méme, nous avons C(uq, 1) = uy pour u; € [0,1]. Montrons maintenant que

la fonction C' est 2—croissante. Soient (u1, us), (v}, uh) € [0,1]? tels que uy < uf,

ug < uh. Posons

a; = sup{t € Ry :t <y},
¢ = suplt e Byt <),
by = sup{t € Ry :t <uy},
b, = sup{t € Ry:t < ub},
ag = inf{t € Ry :t>u},
apy = inf{te Ry :t>u\},

by = inf{t € Ry:t>uy},
by = inf{t € Ry:t>ub},

1, sid} = d,
ub—b .y ’
X, = o St by < b,
1, sib] =U.
Pour évaluer Vi ([ug,u)] X [ug,u)]), nous devons considérer plusieurs cas de

figure. Si a] = ay, b} = by, ay = ag, by = by, alors

Ve(lur, ui] X [ug,us]) = (A) — A1) (Ay — A2)Ve([ar, ay] X [ba, b)),
= (M = M)Ay = A)Vp([ar, ai] x [be, by]) > 0.

Pour les autres cas de figure, posons

e; = sup{t € Ry :uy; <t <ui},
fi = inf{t € Ry 1uy <t <ul},
ea = sup{t € Ry :uy <t <ubh},
fo = inf{t € Ry:upy <t <ub},

nous avons la décomposition suivante

[ur, ui] X [ug,uy] = {lur,er) Uler, f1) Ufr, uh]} x {[ug, e2) Ulea, fo) U [f2, up}

Nous pouvons donc décomposer [uy, u}] X [ug, ub] en neuf rectangles Ry, ..., Ry
( certains pouvant étre vides) ; et pour ces rectangles, en nous inspirant du premier

cas de figure, nous avons Vo (R;) > 0, ¢ = 1,...,9. La fonction C est donc
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2—croissante, a marges uniformes, s’annule des que u; = 0 ou us = 0 et coincide

avec D sur son domaine. C’est par conséquent un prolongement de D. U

1.2.1.2. Les prolongements basés sur la méthode des rectangles

Les prolongements basés sur la méthode des rectangles sont une généralisation
des prolongements bilinéaires. Des constructions de ce type ont été réalisées par
[Mesiar et Szolgay, 2004], [Nelsen, Quesada-Molina, Rodriguez-Lallena et Ubeda-
Flores, 2008], [Durante, Saminger-Platz et Sarkoci, 2009], [de Amo et coll., 2012];
la plus récente étant celle de [de Amo et coll., 2012]. La construction de [de Amo
et coll., 2012] consiste & décomposer I'ensemble [0, 1]* en une famille de rectangles,
puis a définir une mesure doublement stochastique a l'intérieur de chaque rec-
tangle. Soit H une fonction de répartition conjointe en dimension 2 avec comme

fonctions de répartition marginales F' et GG. Soit D la sous-copule associée a F'

définie sur R; U {0,1} x Ry U{0,1} avec Ry, Rs les ensembles images respectifs
de F et G. Prenons I'ensemble R; U {0,1} et considérons la famille S; des sous-
intervalles fermés de R, U {0,1} telle que leurs intersections deux & deux soient
vides. Considérons la classe P; des éléments de S; qui sont des singletons, et po-
sons Ey = 51\ P;. La fermeture des complémentaires dans [0, 1] des éléments de
S1 est une famille notée O¢. Soit T" un ensemble indexant les éléments de £ U Oy,
E, U Oy = {[ay, ay],t € T'}. Réalisant la méme décomposition pour m,
notons J 'ensemble indexant o U Oy, EyUOy = {[by;, boj], j € J}. Soient Fy; une
fonction de répartition sur [ay;, agy] et Gy; une fonction de répartition sur [b;, by,

t €T, j € J satisfaisant les conditions de la partition de I'unité :

.ZJ E'ﬁtjﬁt-Fw(ul) = wuy, uy € [0,1], pour [ay, ay € O;
VIS Jj€ J
Z - th(u2) = U, U2 € [07 1]7 pour [b1j>b2j] € 02;

ter 2arer P
Bij = D(ay,bij) + D(ag,byj) — D(ay, bej) — D(ag, byj), t€T,j € J.

Tout prolongement d’une sous-copule D par la méthode des rectangles est de la

forme
Clur,ug) = Dlaw,bi) + BiyCry(Fy (M=50), Gy (23 + % BryGr (G232 )+

azt—aie baj—b1; =
5, Aoy
J'€Z;

a2¢t—ait

(Ul,UQ) §é Rl U {0, 1} X R2 U {0, 1}, (Ul,UQ) € [alt,aQt] X [blj,bgj], Ctj étant une
copule, S; = {t' a1y < an}tet Z; = {j : byy < by}, t €T, j € J. Pour tout
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prolongement C, les fonctions F}; et Gy; prennent la forme :

Fiij(w) = B (C((Clzt — a1)Uy + agg, baj) + Cas, bi;) — Clane, bay)—
((azt — ay)uy + ay, biy));
Gij(uz) = 5-(Claat, (baj — bij)uz + byy) + Clare, biy) — Claze, byy)—

C(aut, (baj — bij)uz + byj));
teT, jel.

1.2.2. Les prolongements probabilistes

Certains des prolongements analytiques définis plus haut peuvent également
étre obtenus a partir de transformation sur des variables aléatoires. C’est ce qu’a
réalisé Neslehova [Neslehova, 2007] a partir de la transformation de Szczesny
[Szezesny, 1991]. Soit (X, X2) un vecteur aléatoire de fonction de répartition
conjointe H, la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire X; étant
F, la fonction de répartition marginale de la variable aléatoire X5 étant G. Consi-

dérons les fonctions 1, 1

R x [0,1] — [0,1]
(x4, u;) — (g, u) = P(X; < xy) +wi(P(X; = xy)),

i = 1,2. Soit U; une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] indépendante de
X, i € {1,2}. Les variables aléatoires ¢ (X1, Uy), 19( Xz, Us) sont de loi uniforme
sur [0, 1]; la fonction de répartition conjointe de (¢ (X1, Uy), 2(Xa,Us)) est une
copule qui prolonge D. Si U; et U, sont deux variables aléatoires indépendantes,
le prolongement obtenu est le prolongement bilinéaire. [Mesfioui et Quessy, 2010]

ont généralisé cette transformation en dimension d > 2.

1.2.3. Le cas particulier de la copule empirique et de la copule em-

pirique lissée

Ce fut [Deheuvels, 1979] qui introduisit pour la premiere fois la notion de

copule empirique. Soient (Xi,Y7),...,(X,,Y,), n vecteurs aléatoires i.i.d, soient
u; le rang de X; parmi Xy, ..., X, divisé par n, v; le rang de Y; parmi Y;,...,Y,
divisé par n, i = 1,...,n. Toute copule C,, dont la restriction sur {0,2,2...,1}?
vérifie _

Ci( Q]; ZI z‘_]j)aOth]éSna

est une copule empirique. Un autre point de vue consiste a définir la sous-copule
D,

DJ1 V(0 <22),0< 41, ja <,
n n

3\*—‘
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et a voir les copules empiriques comme des prolongements de la sous-copule
D. Tout prolongement de D est un estimateur de la copule associée au couple
(X1, Y1). Le prolongement le plus utilisé dans ce cas est le prolongement bilinéaire.

Pour I'estimation, il est le plus souvent utilisé une pondération de la sous-
copule D [voir Sancetta et Satchell, 2004]. En effet, considérons par exemple D’

la sous-copule suivante :

ki ko J1 J2
) n)pkl,n< )pkz7 (n)

avec

Prn(u) = <Z> Wk (1 — u)mF,

u,v € [0,1],0 < j1,72 <n, k€ {0,1,...,n}. La sous-copule D’ est une approxi-
mation de la sous-copule D :
J1 Jo J1 Jo
D' D(=,7)| <
D2y Dt 2 <
0 < ji1,j2 < n (ceci est dii au fait que l'oscillation de D sur tout rectangle, dont
les cotés sont de longueur 1/n, est inférieure a 2/n ). Un prolongement de la

sous-copule D’ est la copule de Bernstein

n n kl kQ

=2 2. D )k (Wphs n(v),
ko=0

k1=0

Pra ) = <Z> Wk (1 — u)"F,

u,v € [0,1], k€ {0,1,...,n}.
L’estimateur de la densité de copule est :

. N L.
C(U,’U) = Z Z Cn(77 7)p;€1,n(u)p;€27n(v)7
k1=0 ka—0 non
avec u,v € [0,1], pj,,, est mis pour la dérivée de py,, k € {0,1,...,n},. Ce sont

des estimateurs bona fide de la copule et de la densité de copule. En dehors
de ces estimateurs, on peut trouver les estimateurs basés sur la méthode du
noyau [Gijbels et Mielniczuk, 1990], [Fermanian, Radulovic et Wegkamp, 2002],
les estimateurs obtenus par décomposition sur une base de Riesz [Genest, Masiello
et Tribouley, 2009]. Cependant pour ces estimateurs, l'estimateur de densité n’est

pas une densité de copule.
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1.3. BORNES DE FRECHET DES PROLONGEMENTS

1.3.1. Bornes de Fréchet des prolongements en dimension 2

Etant donnée une sous-copule bivariée D, les prolongements possibles ne sont
pas uniques. Etablir la borne inférieure LC' et la borne supérieure des prolon-
gements UC permet de connaitre en chaque point (uy,us) € [0,1]? Uintervalle
[LC(uy,us), UC(uy,us)] des valeurs admissibles pour les prolongements. Ce pro-
bleme a été abordé pour la premiere fois par [Carley, 2002] dans le cas d’une
sous-copule D avec un domaine de cardinalité finie. [Carley, 2002] a prouvé qu’en
dimension 2, la borne supérieure et la borne inférieure étaient des copules et a
donné leurs expressions. Soient Ry = {a11, a1a,. .., a1,}, Re = {as1, a0, ..., a2},
O=an1 < app < - <ay=1,0=ay < ap < -+ < as, = 1, la solution
proposée par [Carley, 2002] est :

n m jo—1 Ji—1

UC(UMUQ) = > max((),min(ul — A1j5,-1 — > Pji1, U2 — Q25,—1 — > pljzapj1j2>>
J1=2 j2=2 =1 =1
nm . J2 ) Ji
LC(u1,us) = ‘22 422 max (0, min(u; — a1, + lzlpjllapjljz) + min(ug — agj, + lzlpljga
J1=2])2= = —

Pjij2) = Pjijz)

avee Py, = D(aflj17a2j2) - D(Gljl—b(hg‘g) - D(aljm@szfl) + D(aljl—bam’g—l),
jl € {2,...,71}, jg € {2,...,771,}, P11 = P1jp = Pj11 = O, jl S {2,...,71}, j2 S
{2,...,m}, (u1,us) € [0,1]?. Cependant, des difficultés apparaissent lors de la
généralisation de cette formule a une dimension d > 2.

1.3.2. Bornes de Fréchet des prolongements en dimension d > 2

En dimension d > 2, il n’est pas toujours possible de construire une copule avec
des marges multivariées fixées : ce probléme est connu sous le nom de probleme
d’incompatibilité [Joe, 1997], [Nelsen, 1999],[Rodriguez-Lallena et Ubeda Flores,
2004], [Durante, Klement et Quesada-Molina, 2008]. Ce probleme a été discuté
par [Bass, 1955], [Genest, Quesada-Molina et Rodrigues-Lallena, 1995b], [Joe,
1997], des solutions partielles ont été proposées par [Bass, 1955], [Kellerer, 1964],
[Dall’Aglio, 1972]. Les solutions apportées ne peuvent cependant s’appliquer aux
prolongements de sous-copules ; en effet, des contraintes additionnelles s’imposent,
des contraintes dont ne tiennent pas compte ces travaux. Mis a part, la tentative
de [Carley, 2002] de trouver la borne supérieure des prolongements de sous-copules
en dimension 3, a notre connaissance, il n’y a pas de travaux ayant réalisé une
caractérisation de I'ensemble des prolongements d’une sous-copule en dimension

d > 2 ou ayant établi la borne supérieure ou inférieure d’un tel ensemble.
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1.4. APPORTS DE LA THESE ET CONCLUSION

La these fait des apports dans trois directions : ’estimation non paramétrique
de la copule, la caractérisation de tous les prolongements d’une sous-copule donnée
en dimension 2, et la recherche de la borne supérieure des prolongements dune
sous-copule en dimension 3.

En ce qui concerne l'estimation de la copule, il y a un manque de résultats
relatifs & la convergence uniforme sur [0,1]¢ et la convergence uniforme locale
(sur un voisinage autour d’un point) de tels estimateurs. Le chapitre 2 donne le
résultat local en s’appuyant sur le lissage spline de la copule empirique, tandis
que le résultat sur [0,1]? est donné pour I'estimateur copule de Bernstein empi-
rique. L’apport principal du chapitre 2 est de fusionner les deux approches (locale
et globale) dans un méme cadre. C’est un premier pas vers la construction d’un
estimateur multirésolution par insertion de noeuds a partir de la copule de Bern-
stein empirique. Un tel estimateur pourrait étre utile par exemple pour 1’étude
de la dépendance locale (la dépendance entre un groupe de variables pour des ni-
veaux fixés d'un autre groupe de variables), la dépendance spatiale (en utilisant
comme parametres de résolution des parametres spatiaux), 'analyse multiréso-
lution multivariée (construction d’ondelettes multivariées a partir de la copule
empirique), I’étude de la dépendance pour les données de grandes dimensions (il
est possible de diminuer la dimension du probleme en remplagant les données par
les coefficients de 'analyse multirésolution). Le chapitre 3 s’attele a caractériser
I’ensemble des copules qui prolongent une sous-copule donnée en dimension 2 et
donne la borne supérieure et la borne inférieure de cet ensemble. Ce travail a été
par le passé réalisé par [de Amo et coll., 2012] mais la caractérisation proposée
ne couvrait pas la dépendance dans les espaces tres généraux. Considérons par
exemple la sous-copule D définie sur A x [0, 1], A C [0, 1], A étant nulle part dense
de mesure de Lebesgue non nulle. La construction de [de Amo et coll., 2012] est
inopérante dans ce cas. En effet, la construction de [de Amo et coll., 2012] utilise
un nombre dénombrable de rectangles alors que le nombre d’éléments de A est
non dénombrable. Le chapitre 3 illustre les limites de la construction de [de Amo
et coll., 2012] dans le cas I'étude de la dépendance sur [0,1]? en s’appuyant sur
les ensembles de Cantor gras; il donne la caractérisation la plus générale possible
(théoreme 3.2.1).

En dimension 3, il n’y a pas encore de travaux établissant la borne supérieure
des prolongements d’une sous-copule. Le chapitre 4 essaie de combler ce vide. Il

détermine la borne supérieure des prolongements d’une sous-copule de domaine
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fini en dimension 3. Cette borne supérieure se trouve étre une quasi-copule. Un

exemple de la construction d’une telle borne est donné a la fin du chapitre.



Chapitre 2

CONVERGENCE DES ESTIMATEURS BONA
FIDE DE COPULE ET DE DENSITE DE
COPULE OBTENUS PAR LISSAGE SPLINE
DE LA COPULE EMPIRIQUE

Résumé. Nous proposons des estimateurs bona fide de la copule et de la densité
de copule basés sur le lissage spline de la copule empirique. Ces estimateurs sont
une généralisation de la copule de Bernstein empirique. Il y a un manque de ré-
sultats sur le comportement asymptotique des estimateurs de la densité de copule
basés sur les pseudo-observations : le seul résultat connu est l’écart quadratique
moyen (MISE) de lestimateur par ondelettes [Genest et coll., 2009]. Nous don-
nons les résultats sur la convergence (presque sire, quadratique) et la vitesse de

convergence des estimateurs proposés.

2.1. INTRODUCTION

Le théoréme de Sklar 1.0.1 [Sklar, 1959], redécouvert par [Deheuvels, 1978], a

ouvert la voie & l'utilisation des copules dans la modélisation multivariée. Etant

donnée une fonction de répartition ' d’un vecteur aléatoire (X, Xo, ..., Xy), avec
comme fonctions de répartition marginales F}, Fy, ..., Fy, il existe une copule C'
telle que :

F(.I‘l,l'z, ... ,.I'd) = C(Fl(xl)a F2(CC2)7 s Fd<xd));

(11,29, ...,24) € R% La densité de copule associée, ¢, lorsqu’elle existe, vérifie :

f(x1, 29, 2a) = c(Fi(z1), Fa(x2), - . ., Fa(xa)) fr(21) falza) - - - fa(wa);

(11,29, ...,2q4) € RY, fest la densité conjointe du vecteur aléatoire (X1, Xo, ..., Xy),

fi, fo, ..., fa sont les densités marginales.
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L’estimation de la copule ou de la densité de copule, lorsque les distribu-
tions marginales ne sont pas connues, n’est pas une tache facile. Le plus souvent,
I'inférence s’opere récursivement ou non en deux étapes; une pour l'estimation
des distributions marginales et une autre pour l'estimation de la copule ou de
la densité de copule. A cet effet, on distingue les méthodes paramétriques (IFM,
distributions marginales et copule estimées par maximum de vraisemblance [Joe,
2005]), semi-paramétrique (distributions marginales estimées par une méthode
non paramétrique et copule estimée de fagon paramétrique, [Genest, Ghoudi et
Rivest, 1995a], [Shih et Louis, 1995], [Chen et Fan, 2006]). L’approche non para-
métrique estime en une étape la copule en remplagant les distributions marginales
par les distributions empiriques correspondantes. Elle peut compléter utilement
les approches paramétriques et semi paramétriques pour ce qui concerne la qualité
de 'ajustement [Genest et coll., 2009]. Ce fut [Deheuvels, 1979] qui introduisit
pour la premiere fois un estimateur non paramétrique de la copule qu’il appela
copule empirique. Soient {(uy1,...,uag1), ..., (Uin, ..., Uss)} les rangs associées a
I'échantillon {(Xi1,..., Xa1),. -, (Xin, ..., Xan)}; toute copule C' dont la restric-
tion définie sur {%, %, ..., 1} vérifie

A J1 Jay 1 & : : : ;
Cl=,...,=5) ==Y Tw < j1) - I(ug < ja), 0 < ju,...,ja <,

n n nis

est une copule empirique. La copule empirique n’est pas unique. Néammoins, il

existe une approximation naturelle de la copule emprique,
C~'n(u1, o) = Fu(FL (w), .. Fy(ug)  (u, .. ug) € [0, 1),
selon la définition de [Deheuvels, 1979] avec F), la fonction de répartition empi-
rique,
Fu(z, ... 2q) = :LZJ(XM <1 Xg <aa), (21, 24) € RY

Fi.(.) = Fu(., 400, ..., 400), ..., Fyn(.) = Fu(400,...,+00,.) sont les fonctions

de répartition marginales empiriques,

Fy,

(u) =inf{t € R, Fj,(t) > u}, ue0,1), j=1,....d
sont les fonctions de quantile associées. Un autre estimateur défini par [Genest
et coll., 1995a] est :
1
Cn(ul, e ,ud) = ﬁ ZI(FIn(Xlz) S Uty ... 7Fdn<Xdi) S ud), (u, e ,ud) S [0, 1]d
i=1
(2.1.1)

L’estimateur C,, présente 'inconvénient de ne pas étre lisse. Différents lissages

de la copule empirique et de I'histogramme associé a C,, ont été proposés parmi
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lesquels le lissage par B-spline [Shen, Zhu et Song, 2008], par la méthode de
noyau [Gijbels et Mielniczuk, 1990], [Fermanian et coll., 2002|, par les ondelettes
[Genest et coll., 2009], par polynémes de Bernstein [Bouezmarni, Rombouts et
Taamouti, 2010], [Sancetta et Satchell, 2004], [Rodel, 1987]. L’estimateur par
noyau de la densité de copule connait des problemes de biais multiplicatif et d’une
vitesse de convergence du biais plus faible a la frontiére du support [Hominal et
Deheuvels, 1979], [Charpentier, Fermanian et Scaillet, 2007]. Des palliatifs ont
été proposés : noyau image miroir [Hominal et Deheuvels, 1979], [Schuster, 1985],
transformation bijective [Devroye et Gyorfi, 1985], noyau frontiere [John, 1984],
[Miiller, 1991]. Un autre inconvénient de ces estimateurs est qu’ils ne sont pas
des densités de copule car leurs distributions marginales ne sont pas uniformes.
L’estimateur de la densité de copule par les polynéomes de Bernstein présente
I’avantage de ne pas avoir de biais multiplicatif et les estimateurs de la copule en
découlant sont des copules. Une généralisation de I'estimation par polynomes de
Bernstein est 'estimation par spline introduit par [Schoenberg, 1946]. Les splines
ont 'avantage d’étre des bases locales, et peuvent donner une meilleure vitesse de
convergence [Cai et Meyer, 2011; Perron et Mengersen, 2001]. Nous généralisons
les estimateurs par polynémes de Bernstein de la copule et de la densité de copule
de [Sancetta et Satchell, 2004], déterminons la distance entre les noeuds donnant
le meilleur compromis biais-variance, et donnons les résultats asymptotiques pour
les estimateurs obtenus.

A la section 2 est présentée approximation spline d’une copule. De cette
approximation sont tirés les estimateurs splines de la copule et de la densité
de copule a la section 3. Les résultats asymptotiques y sont aussi présentés :
ils s’appuient sur les résultats concernant le module d’oscillation d’un processus
empirique [Stute, 1984], et sur les résultats asymptotiques de [Riischendorf, 1974,
1976], [Einmahl et Ruymgaart, 1987; Deheuvels, 1997; Fermanian et coll., 2002].
Suivent respectivement aux sections 4 et 5, la comparaison avec les estimateurs
existants et les démonstrations des résultats. La conclusion se trouve a la section
6.

2.2. APPROXIMATION DE COPULES PAR DES SPLINES

Nous construisons une approximation spline d’une copule basée sur des fonc-
tions de répartition sur [0, 1]¢. Considérons des nceuds sur (0,1), 0 < z; < 245 <

oo < Tim, < 1,7=1,...,d. Nous supposons que

Opour j=0,—-1,...,—k +1
Lij = .
! 1 pour j=m;+1,m; +2,...,m; + k;,
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m; entier naturel, ¢ = 1,2, ..., d. Nous définissons les fonctions indicatrices R;;(x
kiymg),i1=1,2,...,d,7=1,...,m; + k; sur (0,1]

1si&in <x <&
Rij(x Dk, my) = Sig—h < Sij-ki;

0 sinon,
ou
1 ki—1
Z Lij+1,
ki 1=
i=1,....d
Considérons un vecteur aléatoire sur (0,1]¢, (X1, X, ..., Xy), avec comme

fonction de répartition conjointe F' et définissons

d
Pky-kgjija = E[H RZJ2<X2 . ki,mi)], 1 S ]z S m; + /{}7;, 1= 1, Ce ,d.

i=1
Soit C' une copule, considérons la restriction de C' sur H?Zl(fiji_ki, Eiji—kst1] -

P(&1jy — 1y <X1<21,50 7§djd kg <Xa<zq)

C B i S1 Dky-keg jiga > 0
ki-kqji-ja ($17 e 7xd) - P(£1]1 kq <X1<x1, ’gdﬂd kd<Xd<-77d)

P15y —ky <X1<€1jq —ky +1) XX P(Eaj g~k g <Xa<&djy—ky+1) SIOLL .
La copule C' prend la forme :
k14+m1 kot+ma kqtmg
Clxr, 29, yxa) = X X 0 X DhyokgiijaChikagna(T15 - Ta),
Ji=1 j2=1 Ja=1
(2.2.1)
(x1,...,24) € (0,1]%. Une approximation de C' basée sur des fonctions de répar-
tition sur [0, 1], {G]kl};rifkl, i=1,...,d, est donnée par :
ki+mq kg+mg
le"'kd(x17 sy L Z Z Pky-kq jrja H sz k;
n=1 Ja=1
Les splines polynomiales {Gj;,j = 1,...,m + 1,9 = 1,...,k;} sont construites

selon les formules de récurrence :
Hji1 4+ (1= Hjip1)Gi st j = 1,
Gjip1 =1 HjinnGj—1i+ (11— Hji)Gisij=2,...,m+i,
Hji1Gjyisij=m+i+1,
avec
0six <z
ool sig e I

H..(x) = Tj—Tj—i A
() I(z > xj) si, z;_; =z,

Tj—g <z< Zj,

Isix >y,
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i=1,...,k, et Gjo=I(x > x;), j =1,...,m. Il est montré en annexe A que
les fonctions {Gjy, }T;fkl, 1 =1,...,d sont des fonctions de répartition associées

a des M-splines et qu’en particulier
Nkt kit = Gjim1bs = Gk

est une B-spline, j =1,...,m; +k;, 7 =1,...,d. L’approximation GYy,.., est une
fonction de répartition [Schoenberg, 1967] car étant une combinaison convexe de

fonctions de répartition. De plus, les marges sont uniformes grace au lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.1. Les fonctions de répartition {ij};”:fk, i=1,...,d satisfont la
condition
m;+k;
Thi — Thiek
Z ( kij kkl] k@)G]kl(x):x7 xe(o’l]’ ’LIl”d
=1 ‘

et Gy, ..., est une copule.

DEMONSTRATION. D’aprés [Beutel, Gonska, Kacsé et Tachev, 2002, propriété

P1], nous avons la propriété suivante pour les B—splines normalisés :

m;+k;+1
Z fij—kiNj—ki—Lki-i-l(x) =z,0<x<1,
j=1
avec
1 ki=l
§ij = — Z Lij+1,
ki 1=0
j=1, ..., k+m, i=1, ...,d. Notons que nous avons
(Thij = Trij—hi) :
gij*kz‘Jrl_gij*ki: ’ L : 7]:17"'7k+m72217"'>d'
Pour z € (0,1], 2 =1,...,d, nous avons
0 0 ( i3 Theyi— z) . 1 0
) SRR Gy () = 2 (&ij=kirr = i) Gin (2),
j= Jj=
= X Si-henGon(@) = 2 & G (@),
m]z:rkr‘rl jimﬁ-ki
= X Gr-nGiow(@) = 2 &k Gin(),
Jj'= Jj=
avec j =4+ 1,7=1,....m; + k;,
m;+k;+1 m;+k;
= ¥ &y-wGiow(r) — X &Gk ()
§'=2 =2
— -1, Gu, (7)),
mi+k;
- ‘ZQ gij/_ki(Gjl_lki (I) - Gj/ki (I)) + §imi+1Gmi+kik‘i (I)
J'=

- gilfkilei(x)-
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Comme Gj’—lki - Gj’ki = N"—ki—l,ki-i-l? j/ = 2, e,y + kz +1 (lemme All),

&i1—k, = 0 (de part la définition de &1y, les éléments de la sommation la défi-

nissant sont tous égaux a 0, 14, = --- = x9 = 0), i = 1,...,d, nous pouvons
écrire
mi+k; (Th, i — Tk, j— k) Ak
P R G () = S G Ny k-1 ki (2)
+ fimi+1Nmiaki+1(I> + gil—k’iN_kivki'f‘l (ZL‘),
m;+k;+1
= X itk Ny ki1 k11 (),
] =
g SC,
€ (0,1]. O

A Tl'issue de cette démonstration, on a pu s’apercevoir que (G5, pouvait aussi s’écrire

a l'aide de B—splines,

k+m k+m

Gk(ul,...,ud):Z---ZC’(@-I,.. f]d H —k—1, k+1 ’LLZ)

Jji1=1 Ja=1
(ug,...,uq) € [0,1]%, en utilisant I’équation A.1.3

m-+i

G],z = Z lei, i+15
1=j

j=1...m+i,i=1,... k.
Le lemme qui suit donne une idée de la qualité de 'approximation obtenue.

Lemme 2.2.2. Nous avons

d ki
. 1 5l A]
1Ghy oty — Clle < S wi(Cy .. ha)(1 + ming , 5
o ; B hin/ 2k —2) i
(2.2.2)
d 1 1 (ki +1)]A2
1Gryka = Cll oo < ;M(C, his..osha)(1+ oz Mgy S DA 2k
avec
. r—1 (1 h?
wn(Coha, . ha) = sup S (1) (1) C’(m—l—(r—ZZ))‘
B3| <hi,...|h | <ha,z€]0,1) ||1=0 2

|A;| est la distance mazimale entre deux neeuds distincts consécutifs sur l'axe i,
i=1,2,...,d, hy,...,hg € [0,1].

DEMONSTRATION. Ces inégalités ont été tirées de [Marsden, 1972; Beutel et coll.,
2002]. O
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L’approximation est d’ordre O(|A|/k) pour k = ky = -+ = kg, |Ay] = -+ =
|Ag| = |A], by = - -+ = hg = |A]/k, lorsque C admet des dérivées partielles d’ordre
1 continues. L’approximation est d’ordre O(|A|?/k) pour hy = - -+ = hq = |A|/VE

si C'admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues (voir [Beutel et coll., 2002]).

2.3. ESTIMATION DE LA COPULE ET DE LA DENSITE DE COPULE :
PRINCIPAUX RESULTATS

Llq. —Tlq. — .
(s ;1) kk“ 5 soit

Pour la suite, nous utilisons des nocuds uniformes tels que n
entier, 5, = 1,....k+m, 1 = 1,...,d, n désignera le nombre d’observations.
Cette hypotheése permet de simplifier les notations et les calculs (mais elle n’est
pas indispensable) et elle nous permettra d’écrire

#{l:n&, < R <n&j, py1; 1=1,...,n} (Thj, — Thjik)
- = &ji—kt1 — &k = —
Ji=1,.. k+m, {(R},...,RY),...,(RL, ..., R")} les vecteurs de rang associées
a Péchantillon {(Xi1, ..., X14), -+, (Xa1, -+, Xna) }-

(Thj; —Thj;, k)
k

Comme le terme s J3i=1,....)k4+m,i=1,...,d, jouera un roéle

important dans les preuves, nous introduirons I’expression

ko 1<j<ktm k
Cette expression |7|/k sera 'analogue de la fenétre dans une estimation par

Il @ Tiek)

noyau. Dans le cas de I'estimation par polynomes de Bernstein, 'expression |7|/k
revient a 1/k, et dans l'estimation par splines, k est fixé et |7r|/k est la distance
maximale entre k£ nceuds consécutifs divisée par une constante k. Nous aurions
pu prendre |A|/k mais |r|/k a été choisi parce qu’il rend les calculs aisés et

correspond grossierement a la distance entre deux points de quasi-interpolation.

2.3.1. Estimation de la copule

Soit C' une copule et C,, la copule empirique associée (2.1.1), l'estimateur

que nous proposons est une approximation spline 2.2.1 avec k = k; = -+ = ky,
my = =my,
k+m k+m d
Gk(ula s >ud) = Zl e Zl Cn(gjla <o agjd) 1_[1 N'i—k’—l,k’-i-l(ui)v
J1= ja= i=

ou C,, est la copule empirique (2.1.1), Nj,__1 x41 est une B-spline vérifiant

Nj,’*k*lk#»l = Gjiflk - G]Zka
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€[0,1],7=1,...,d; Gy prend aussi la forme

k+m k+m

Gk<u1a"'7 Z Zpk Ji- JzHGJz ul

Jji=1 Ja=1

#{:n&, x < B <n&jy g1y, n&jr < Ry <n&j, pyr; 1=1,...,n}
n
ji=1....om+k(n),uel0,1,i=1,....,d,l=1,...,n
Lemma 2.3.1. L’estimateur Gy, est une copule. Pour k =1, G}, est l’estimateur
empirique B-spline de [Shen et coll., 2008].

Dk, ji-ja =

DEMONSTRATION. Les fonctions de répartition marginales de GG, sont uniformes

d’apres le lemme 2.2.1

| R @ = k) oy -
Gr(l,... L, 1,0, 1) = > p Gin(w) =u;, u; €10,1),i=1,....d.
Ji=1

Ceci est dii aux propriétés de partition de 'unité des B-splines. Pour £ = 1, nous
sommes en présence de B-splines linéaires avec noeuds uniformes [Shen et coll.,
2008]. O

La copule GG, peut étre décomposée en deux termes : la copule indépendante
plus un reste. Cette propriété est aussi vérifiée par la copule de Bernstein et peut
étre utilisée pour tester I'indépendance.

Lemma 2.3.2. Nous avons la représentation suivante de la copule Gy,

k+m k+m d d
Gk(ula cee U H u; + Z Z Pk, j1ja — H(&ji—k-i—l - SZ]z_k)) H GJC(“Z)?
J1=1 Ja=1 =1 i=1
i=1,...,d. En particulier, pour m = 0, Gy, est la copule de Bernstein de [San-

cetta et Satchell, 2004] avec les pseudo-observations a la place des observations.

DEMONSTRATION. Ceci est dii au fait que

k+m . :
Z (o xk]i_k>Gjik(ui) =u;, u; €[0,1), i=1,....d
Ji=1 k
et
Lki. — Tkij.— . .
giji—k‘-i-l _giji_k - W?]i = 17-'-7k+m7 t= 1""’d'

i

Les deux théoremes qui suivent donnent le comportement asymptotique presque
str et la convergence en loi de I'estimateur de la copule. Le théoréme 2.3.1 donne
une condition suffisante pour une convergence uniforme de 'ordre de \/by%.

Cette condition s’appuie sur la majoration du lemme 2.2.2.
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Théoreme 2.3.1. Supposons que la copule C' a des dérivées partielles continues

d’ordre 1. Soit {p(n), n > 1} une suite de nombre réels positifs telle que

) log logn
A p(n)y === =0

lim p(n) |G, = C[[, =0

alors

presque surement st

min{(Qlj_Q),\/E|A\} _ O(N/hjgl;g"),

|A| la distance mazimale séparant deux neuds consécutifs distincts.

mm{\/(zkl— 2)’ \/EA'} =0l log:gn)

donne pour |A| petit, par exemple |A| = 1/y/n, k = O(loglogn) ; cette condition

La condition

devient £ = O(1) pour |A| = y/loglogn/n. Pour des valeurs élevées de |Al, par

exemple |A| =1, nous avons k = O(n/loglogn).

DEMONSTRATION. Preuve du théoréme 2.3.1
Définissons ), comme 'opérateur de quasi-interpolation par les splines de [Schoen-
berg, 1946] : @, est aussi un opérateur de projection. En utilisant I'inégalité

triangulaire, nous obtenons la décomposition suivante :

1Gr = Clloe < |Gk = @xCll o +1@C = Cll
< @G = Ol + 1€+C = Cl
< G = Clle +[1@xC = Cll

Pour ||C,, — (|, la preuve de la convergence presque stire d’ordre O(4/ bgl%)
a été faite par [Deheuvels, 1979 :

Jim o(n) [|C, — C|, =0.

Le résultat utilise le lemme 2.2.2 : si la condition

min{\/(zlj— 2)’ \/EIAI} =0l logfgn)

est respectée, alors
Jim o(n) |Q-C = C|, =0

et le résultat est acquis. (]
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Le processus {v/n(C, — C)(uy,...,uq) : (uy,...,ug) € [0,1]%} converge en loi
vers un pont brownien arrété. Ce résultat est aussi valable pour le processus

{Glun, - ua) = V(G — C)(ur, - ua) : (- ug) € 0, 1]},
Théoreme 2.3.2. Supposons que la copule C' admet des dérivées partielles d’ordre

2, le processus
(Culun, - ug) = V(Gr — C) o) (un, - ug) € [0, 1))
converge dans 1°[0, 1] vers un processus gaussien (G(u1, ..., Ua)(w,, . ug)eo,1]? -

d 5C(u1,...,ul,...,ud)
aul

G(uy, ... uq) = B(ug, ..., ug) — B(,...,1,u;,1,...,1)

=1
)
1 k + 1

Vnmin{ g —5 AP} = o(1).
avec |A| la distance mazximale sepamnt deux neeuds consécutifs distincts,
(B(u1, ..., %a))(uy,...ug)efo,1d Un pont brownien.
La démonstration s’appuie sur la représentation presque stire du processus

empirique {\/n(C, — C)(uy,...,uq) : (uy,...,uq) € [0,1]4}, n > 0.

DEMONSTRATION. Preuve du théoréeme 2.3.2

Le processus /n(C,(u,v) — C(u,v)) converge en loi vers le processus gaussien
(Guw)) (uw)efoa)2 d’apres [Fermanian et coll., 2002]. D’apres la représentation forte
du processus empirique de copule de [Zari, 2010], nous pouvons trouver une ver-
sion continue de G telle que y/n(C,, — C') — G tende presque stirement vers 0
lorsque n tend vers l'infini. Soit (), 'opérateur consistant a lisser par les splines.
Nous pouvons donner une représentation forte du processus lissé par la copule en

faisant la décomposition suivante :

Vi(Ge = C) =G = /n(Gy — QxC) = QzG + (@G — G) + /n(Q-C - ).
En appliquant la norme uniforme et I'inégalité triangulaire,la condition suffisante
pour que ||/n(Gy — C) — G| tende vers 0 est \/ﬁ\A](l—l—min{m, \/%}) =
o(1) car les termes
[Vi(Gi = @:0) = @:6||_=|e-(vi(C. - O) - 6)| _ < |valC, - o)~ ¢l .
(d’apres ’équation 2.2.2)

Q-G - G|, — 0, A—0,

Vn|Q,C — C| < /n|Al(1 + min{ —————

|A|m \/>}



25

(d’apres I'équation 2.2.2, en prenant hy = --- = hy = A). Nous rappelons que
I’équation 2.2.2 est

a : 1 151A]
1Gryky — Cllg <D wi(C,ha, ..., hg)(1 4 min{
i=1

- hiy/(2k; —2) i
Rappelons que |A| est la distance maximale entre deux nceuds consécutifs dis-
tincts. 0

ok

2.3.2. Estimation de la densité de copule

De l'estimateur de la copule, nous tirons un estimateur de la densité de copule.
L’estimateur spline de la densité de copule, g, est donné par la formule :

k+m k+m d

ge(Ur, .. ug) = Z e Z Pk, jrgy |1 Mk, k(1s),
=1 jg=1 i=1
avec
My, g 1(us) = Gp(wi), jo=1,... ) k+m,i=1,....d
u; € (0,1),4=1,...,d. Avant d’énoncer les résultats de cette section, nous avons

besoin de donner des définitions et résultats préliminaires.

Soient U;; = Fi(Xi1), Ui = Fi(Xi2),...,Upm = F;(X;,) des variables i.i.d de
loi uniforme sur [0, 1], X;1, ..., X;, des variables aléatoires réelles de fonction de
répartition F, i = 1,...,d. Le vecteur (Uy, ..., Uy) a pour fonction de répartition
une copule C' de fonction de densité ¢, [ = 1,...,n. Définissons le processus

empirique
d 1" d

O‘N(H[Ovti]) = \/ﬁ(i Z[H I{Uikéti} - C(t)]):

i=1 k=1 i=1
t = (t1,...,tq) € [0,1]% Un résultat de [Stute, 1984] donne la vitesse de conver-

gence du module d’oscillation de «,
) = supflan(R)], B = (b1, b1 + ] - x (ta,ta + B},

t=(t1,...,tq) €[0,1]4,

n(fns t
lim _wnllnt) = [ sup c(u);
"o J2hd log(hd) uelo,1]4

c(u) = m > 0; la valeur \/sup,ep e c(u) peut étre remplacée par \/sup,eg, c(u),
si tous les rectangles R sont inclus dans Ry. La suite h,, n > 0 doit vérifier les
conditions

Aipm, n{ha)” = oo, lim b =0,

lim log(h, %) = o(nh?),

n— oo
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lim log(h,%)(loglogn)™" = oc.

n—oo

Lemme 2.3.1. Posons

d n d
=1 k=1i=1
F;, étant la fonction de répartition empirique associée a X1, ..., X, 0 =1,...,d,
t €0, 1]4.
Nous avons
d
| (e, —aun)(T]10, ti])] < wale, t)+wn(—€,t)+Vn[C(t+e(l,... . 1))=Clt—e(1,.... 1)),
i=1

avec € = \/21@%.

DEMONSTRATION. En considérant la loi du logarithme itéré, nous avons

loel
|Fon(Xi) — Fi(X)| < /222280
n

i=1,...,d presque siirement pour n grand. Ceci implique que
AG(110,8]) < VA E 1T Iineazerg - CO)
< 0nl 10,1+ ) + V(O + (1, 1)~ C0),
< an(i]ij[l[o,ti 4 )+ VACE+ (1, 1) = Clt—e(1,...,1))).

On peut donc en déduire que

(o), = an)(IT[0,t]) < wale,t) + V(O +e(L,... 1)) = Ct —€(1,..., 1)),
< wp(et) + wn(— et)+\/—( (t+e(1,...,1) = C(t—e(1,...,1))).

Nous pouvons écrire le méme type d’inégalité avec a,, — o/, en remplacant ¢ +

e(1,...,1) par t —e(1,...,1). Finalement, nous avons
[(a), — ) (T2 [0, 8])| < wnle,t) +wn(—€6,) +VR(CE+e(1,...,1)) = C(t —e(1,...,1))).
O
Posons
k+m k+m
fn(U17~--,Ud): Z ZVC J1-Jd H Ji— kkul
Jj1=1 Jja=1
To(ur, ... ,uq) = 230, Zf:r"f Z?;Wf A Jd(Fl(Xu) o Fy(Xa)) TIR ) My, (),

= ﬁ[zfj—:n; ) Z?jlan( g1+ ]d)Hl 1 Jl kk( )]+fn(u17"'aud)a
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I'estimateur g s’écrit

1 k+m k+m

d
gk’(ub B vud) = ﬁ[z T Z a;’L(Ajl"'jd) H Mb—k’,k(ui)] + fn(ul, S >ud)7
J1=1 Ja=1 =1

(u1,...,uq) € [0,1]%, Ve est la fonction volume associée a la copule C, A;,..;, =
T [k Ejykrn)s Ji = 1,k +m, i = 1,...,d . Les résultats asymptotiques
présentés aux théoremes 2.3.3 et 2.3.4 sont essentiellement ceux de T, ; ces ré-
sultats sont identiques a ceux de gy si g — 1, décroit assez vite par rapport a
T, — fn ou est du méme ordre; une condition suffisante pour que ce soit le cas
est que h,, décroit moins vite que € (en effet si la densité ¢ est bornée au voisi-
nage de t, on peut borner C(t+¢€(1,...,1)) = C(t—€(1,...,1) par une constante
multipliée par €). Les conditions posées (K1) — (K4) ne sont qu’une adaptation
des conditions de [Stute, 1984] avec h,, = |r|/k auxquelles nous avons rajouté la
condition (K2)pour que g — 1), puisse décroitre assez vite par rapport a T,, — f,
pour n grand. La condition (K5) permet de s’assurer que la variance de g et la
variance de T,,, n > 0, sont du méme ordre.

Théoréme 2.3.3. Supposons que k ou || soit fixé, et que la densité de la co-
pule dans un voisinage de (uq, ..., uq) soit finie et continue. Supposons que les

conditions suivantes sont satisfaites :

(K1) lim n(m)d =00, lim Ll =

0,

n—oo

(K2) lim (|7Tk|)d(6)_1 € (a,o0],a > 0,
(K3) lim log(h,”) = o(nhy),
(K4) lim log(h, %) (loglogn)™" = oo

(K5) JLHC}O(MI{;')d_dl/z logn € [0,¢],c¢ >0

Le biais et la variance de ’estimateur g, vérifient :

|E[(gr — ¢)(urs - - ug)]] = Olwn (e, B, ... 7)),
Var(gr — c)(uy, ..., uq) = O(%), si || est fizé;
Var(gr —c)(uy, ..., uqg) = O(C(Z(l‘i%l)“dd)), sik est fixé;
dy est le nombre de uy,...,uq différents de O et 1. Le choix optimal pour ‘%' par

rapport a l’écart quadratique moyen (EQM) en (uq, ..., uq) est

||

o= O(niﬂdidl/?), si |m| est fizé;

1 ,
La vitesse de convergence en probabilité pour ce choix est n~ =472 pour |r| fixé.
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DEMONSTRATION. L’ensemble des suites satisfaisant aux conditions (K1) — (K5)

n’est pas vide. Par exemple, le choix
L
k Vn

satisfait les conditions (K1) — (K5). La démonstration consiste a montrer prin-

cipalement que

|E[(Ty, — ) (ui, ..., ug)]| = Owi(c, 2, ... 17y,

ceci est fait au lemme 2.5.2;

Var(T,(uy, . .., ug)) = O(-4=2t0) ) i || est fixé;

n(%)d—dl/Q

Var(Ty(ui, ... ug)) = O(L%ta)) i k est fixé.

n(Fhe
Ceci est fait au lemme 2.5.4. Il nous reste a montrer que les autres termes de la

variance de g; sont négligeables devant la variance de 7;,, n > 0.

Var(gr(uy,...,uq)) = Var(T,(uy,...,uq))+ Var(T, — gx)(ui, ..., uq))
+ 2cov(Ty(uy, ..., uq), (g — Tn)(ur, ... uq)).

Nous avons
Var((To = gi)(ur, - ua)) < [|(To = gi) = E(T — gi)lI?
qui est négligeable devant Var((T,,)(u1,...,uq)) grace a la condition (K5). De
plus,
cov(Ty(uy, ... ug), (g — Tn)(ug, ... ugq)) < \/Var(Tn(ul, ceyUg))

VVar(T, = gi)(ur, ..., ug))
qui est négligeable devant Var((T,,)(u1, ..., uq)) grace a la condition (K5). O

En ce qui concerne la convergence presque stire, elle est donnée par le théo-
reme 2.3.4. Pour fixer le cadre par rapport aux estimateurs concurrents, notons
que la vitesse de convergence uniforme presque stire de 'estimateur de la densité
par la méthode des noyaux est de \/logn/(nh¢) [Hansen, 2008; Deheuvels et Ma-
son, 1992], h étant la fenétre. Nous montrons que les mémes vitesses de conver-
gence s’appliquent pour l'estimateur spline de la densité basé sur les pseudo-
observations.

Théoreme 2.3.4. Supposons que la densité de copule est bornée inférieurement
et supérieurement par des réels strictement positifs, et continue dans un voisinage

de (uq,...,uq) € [0,1]% Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(K1) lim n(|7rk|)d =00, lim — =0,

n—o0
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(2) Jim (70" € (a.00).a > 0.
(3) lim log(hz?) = o(nh),
(£4) lim log(h,,*)(loglogn)™ = oo
Sous les conditions (K1), (K2), (K3), (K4), ¢ bornée sur un voisinage de (uy, . .., uq),
nous avons :

: ||

lim s —)d o -F o < 0.

1m nggo ( L ) logn (ub ,Ud) (gk(uh 7ud))| &
En plus, (gr — ¢)(uq, ..., uq) converge presque stirement vers 0 quand n tend vers
Uinfini, (uy,...,uq) € [0,1]%. La convergence est uniforme si la densité de la

copule est continue en tout point.

DEMONSTRATION. Nous avons
k+m k+m

’gk<u1’.”’ud) _Tn(uly--~;ud)| S Z Z ['an(Ajl Jd)\/ﬁa/ (Ajl“-jd)\
Jz:l Ja=1
,1:11 Mji_kvk(ui)L
< BL(5)
sup ’a;z(Ajr“jd) - an(Ajl“'jd)|7

tseeja €41y km}
B > 0, d’apres la propriété de partition de l'unité des M —splines établie au
lemme 2.5.1 que nous rappelons :

k+m k+m

Toqa(uy, ... ug) = 3 -+ 3 H(fyz 1 — &ji—i) Mg, ik (wr).

J1=1 Ja=1ll=

Or, en utilisant le résultat du lemme 2.3.1 nous pouvons écrire

| (Ajrja) = an(Ajra)] (47 jd)— n (A5,
(Ve ( Ji Jd) VC(Ay_l Jd))
( g1 ]d)_ (AJ_l Jd)|

(

Ve(4,.5.)

JiJd

[e%
vn
|O‘n
Vn

+ IN + IA

Vo (AT

jreda) ~

< 2B1y/2¢?1og(e?) + Bay/ne

d
A;’_l“'jd = H[Sjl—k — 6,&j k1 +€),

=1

avec

d
Aj_l"'jd = H[sz—k + €7§jl—k+1 — 6),
=1
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J1y---5yJda=1,...,k+m. Nous en déduisons que

’a;l<Aj1"'jd)_O[n(Ajl"'jd)‘ < B sup [wﬂ(€>t>+wn(_€7t)

tEAjl Jd
+ \/HVC( ji- ]d\Ah ]d)

By > 0. Si la densité ¢ est bornée sur AJ1 iy Jise-oyJa € {1,..., k +m}, nous
pouvons trouver By > 0 tel que

|a;L(Aj1"‘jd)_an(Ajl"'jd)| < By sup [wn(evt)+wn(_€7t)
tEAjl dg

+ B2\/_6(%)d_17

By > 0. Finalement, nous avons

T n 2¢d| log(ed
(Tt lgeur, - ua) = Ty(ua, .. ua)] < 2BB W

+ BBse /logn(\zl)dn 1

et on en déduit que

lim sup (?) li‘gk( "7ud)_Tn(u17"'7ud)’ < 00,
n—o0

et que

lim sup /(TN B (s ) = ooy, 1)) < 00

S A% ogn k(UL ... Ug n(UL, .., Uqd :
On refait le méme travail pour T),(uq,...,uy); en remarquant que E(T},) = fn,
nous avons
|Tn(u17 oo 7ud) - E(Tn<u17 oo 7ud>)| - ﬁ[zfj:nf ij 1 Oén( Ji- "jd)]7

S Bli(m) sup |an(A )|7
\/ﬁ k jl,...,jd€{17...,/€+m} S

B’ > 0. On en déduit que

©\d_n 2/ log((FFh) )|
()| T, - wa) = E(To(w, -y ug))| < 2B/ Byy| =0

En utilisant I'inégalité triangulaire
lgr (v, -y ua) = E(gr(u, - ua))l < lgr(us, .o ua) = Tolua, - - ua)
|Tn(u17 B ,Ud) - E(Tn(ula s 7ud>>|
+ |E(gk‘(u1a"'7ud)_Tn(u17"'aud))|7
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on arrive au résultat. Pour montrer que (g — ¢)(uq,...,uq) converge presque

stirement vers 0, on peut utiliser I'inégalité

g6 tta) — s w)| < lgelom s ta) — Tulom, )|
+ |Tn(u17"'7ud)_E(Tn<u17"'7ud))’
£ BT, u) — e, ).

Les deux premiers termes de I'inégalité convergent. La convergence du troisiéme

terme est donnée par le lemme 2.5.2. O

Pour ‘—ZI = O((log n/n)ﬁ), k fixé, nous atteignons la vitesse optimale de la
convergence uniforme presque siire pour une densité (bornée inférieurement et
supérieurement par des réels positifs) dont les dérivées partielles d’ordre un sont

bornées.

2.4. DISCUSSION

L’estimateur spline de la densité de copule est une densité de copule. Il réalise
un meilleur compromis biais-variance que l'estimateur de la densité de la copule
de Bernstein. Le biais est de l'ordre h pour I'estimateur spline de la densité de
copule tandis qu'il est de 'ordre A% sur (0,1)? pour 'estimateur par la méthode
des noyaux, h représentant la fenétre (pour I'estimateur spline h équivaut a 7 /k, 7
distance maximale entre deux noeuds distincts consécutifs, k& Uordre des splines).
Cependant, cet avantage de I'estimateur par noyau n’est obtenu qu’au prix de
I’hypothese que la densité de la copule a estimer est deux fois dérivable, hypothese
qui n’est pas nécessaire dans notre cadre de travail. Les résultats présentés dans
ce travail sont avant tout d’ordre asymptotique : nous avons constaté que pour
n (nombre d’observations) petit, I'estimateur de la densité n’est pas une tres
bonne approximation de la densité de copule aux bords (surtout si la densité
est infinie aux bords). Sur les simulations (figures 2-1 & 2-6), nous présentons les
estimations de la copule et de la densité de copule dans le cas des familles de
copules de Clayton, Frank, Gumbel, et des copules gaussiennes. Il nous a fallu
prendre au moins n = 10 pour que la variance de I'estimateur respecte I'ordre

de grandeur spécifié dans cet article.

2.5. RESULTATS INTERMEDIAIRES ET PREUVES DES THEOREMES

Pour la clarté de I'exposition des résultats, rappelons les quantités

1. k+m k+m

Tn(ul, e ,Ud> = ﬁ Z Z cee Z IAjl“‘jd (FI(XM), Ce ,Fd(Xdi)) H Mjl_hk(ul),

i=1j1=1 ja=1 =1
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et
k+m k+m
fn(u1>"'vud)zz ZVC J1ja H Ji— kkul
n=1 Ja=1
(uy,...,uq) € [0,1]%, Vo est la fonction volume associée a la copule C, A;,..;, =

T (& &krn)s di=1,...,k+m,i=1,...,d . Nous avons E(T},) = f,..
Lemme 2.5.1. Résultat intermédiaire pour le théoreme 2.3./

Soit Cy la copule indépendante vérifiant
Co(ug, ..., ug) =uy---uq

(uy,...,uq) €[0,1]¢. Nous avons :

k+m k+m

C’o(ul,...,ud): Z 2:1

Jji=1 Jd

lli(ijzkﬂ — &) G (w), (2.5.1)

k+m k+m

Lo pa(u, ..y ug) = 3 -+ 3 H(é‘]l k1 — i) My, k(). (2.5.2)

ji=1 Ja=11=

DEMONSTRATION. Nous devons démontrer que

k+m

Colui, ..., uq) = 1H1 Z (k1 = &i—k) Gk (W)
qi=1
Or, les équations
k+m
D (ke — k) Gpmin () = wy,
Ji=1
Il =1,...,d ne sont quune reformulation du lemme A.2.1. Ils permettent d’abou-

tir a I’égalité (2.5.1). L’équation (2.5.2) n’est qu’une reformulation de (2.5.1) pour

la fonction de densité. O

Lemme 2.5.2. Résultat intermédiaire pour le théoreme 2.3./
Si c la densité de la copule est continue dans un voisinage de (u1, ..., ug) € [0,1]%,

nous avons les inégalités suivantes :

| fro(ur, .o ug) — c(ug, ... ug)| < d%wl(c,h,...,h)
1—i-h21—i-\/>2 ‘”’“‘ Jwa(c, hy ... h).

avec |w| = max(z;_p — x;). Si ¢ est continue en (uy,...,uq), folur,...,uq)
j

converge vers c(uy, ..., Uq).

DEMONSTRATION. Nous avons

|(fn _C)(ulv"wud)’ = ‘(Qﬂc_cxul?"'aud)’a
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Q. est 'opérateur lissage par splines. Nous avons par conséquent
| fultn, o yug) = clu, . ug)| < dTw (e, hy . h)
1+h21+\/22'”’“' wale, by ..., h).

Lemme 2.5.3. Soit g la mesure de Lebesgue sur [0,1]%, pour k assez grand,

k+m k+m

3 3 e T ) = ()

Ji1=1 Ja=1

avec dy le nombre d’éléments parmi uy, . .., uq différents de O et de 1.

DEMONSTRATION. Pour [ fixé, soit u; € [0, 1]
— Si u; € {0,1}, supposons pour fixer les idées u; = 0. Nous avons pour
o # g
Mjl,k,k(ul)Mjl/_k,k(ul) =0.

En effet, d’apres I'équation (A.1.2) et le lemme 2.2.1, nous avons

m-+k

Z Z% k1) Nj—k, £(0) = 0.

j=1
Comme les M-splines sont des B-splines & une constante pres, les Mj,_ 1(0)
sont tous nuls a l'exception de M;_y, 1 (0).

— Siu; ¢ {0, 1}, nous avons pour j; # j/, nous utilisons I'approximation des

splines par la densité d’une loi normale. Posons

7k = 5j+1—kU(k:k) + -+ 5jU(1:k)7

avec

5j+1—k = Tj41—-k — Tj—ky--- 753' = Tj41 — Ty,
yi=1,...,m; Ugy) est la [eme statistique d’ordre parmi Uy, ..., Uy, va-
riables aléatoires de loi uniforme sur [0,1], 1 =1,...,k,j =1—k,...,m. La

fonction Gy, si elle est continue, est la fonction de répartition de x;_;+ Z*,
g=1,....m+1,2=1,..., k. Cerésultat est la conséquence directe du fait
que la densité de x;_,+ Z* est la M-spline dont les nceuds sont x;_y, . .., z;,
(voir [Adell et Sanguesa, 2005; Karlin, Micchelli et Rinott, 1986]). En uti-
lisant le fait que les espacements d’ordre 1 entre statistiques d’ordre sont

asymptotiquement indépendants et de loi béta, nous avons

E(7F) — Zf:oxjflwrlﬂ -0
(Z%) k+1 (),

7—2 = V<Zk) = O((k+1)l§(k+2) Zf:o xggkarlJrl) = O(“?%)
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G exp =52z = (377,
L

Lemme 2.5.4.

VaT(Tn(ula s 7ud>) = %Z;&j—:ﬂf : Zf:_nll :u( Ji- "jd)(l - M( Ji- ]d)) Hl 1 ]l —k, k(ul>

Si la densité de la copule c est continue au voisinage de (uy, ..., uq), (ug, ..., uq) €

0,1]¢, et n assez grand, nous avons

V@T(Tn('Uq, ce >Ud)) — O(M)

n(%)dfdl/Q
avec dy le nombre d’éléments parmi uq, ..., uq différents de O et de 1.

DEMONSTRATION. Nous avons

1 k+m k+m
Var(Ty(uy, ... uq)) ==Y - > Var(la, 5, LX), Fa(Xan) H ik, k(1)

" ji=1 Ja=1
d’ou
Var(T(u, o) = 4 55 S Vo) (= Ay s) [T M2 )
= e
Ve est la fonction volume associée a C'. Si la densité de la copule ¢ est continue

au voisinage de (uy, ..., uq), (u1,...,uq) € [0,1]%, et n assez grand, nous avons

Ve(Ajygy) = O(c(u, - ua)po(Ajyga))

po étant la mesure de Lebesgue sur [0, 1]¢. Enfin, le fait que
»ld
M0<Aj1“'jd) = O(% )7

et le lemme 2.5.3 permettent de conclure. O

2.6. CONCLUSION

Nous proposons des estimateurs spline de la copule et de la densité de copule
basés sur des pseudo-observations. Ce sont des généralisations des estimateurs
copules de Bernstein empiriques. L’estimateur de la densité ainsi construit ne
souffre pas de biais aux frontieres et atteint la vitesse de convergence optimale
pour une densité dérivable une fois et bornée inférieurement et supérieurement
par des nombres réels positifs. Cet estimateur pourrait étre utilisé dans le cadre

d’une analyse multirésolution de la copule de Bernstein par insertion de noeuds.



Copule de Clayton, a=2

Estimation de la copule
de Clayton a=2, n=10°

Rank/n Rank/n

Ficure 2.1. Copule de Clayton
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Log densité estimée avec n=10° Log densité de copule de Clayton, a=2

FIGURE 2.2. Log densité de la copule de Clayton



37

Estimation de la copule de Frank
=2, n=105 Copule de Frank, a=2
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FiGURE 2.3. Copule de Frank
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Log densité estimée avec n=10° Log densité de copule de Frank, a=2
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FIGURE 2.4. Log densité de la copule de Frank




Estimation de la copule gaussienne

rho=0.4, n=10°
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Ficure 2.5. Copule gaussienne

Copule gaussienne, rho=0.4
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Log densité estimée avec n=10° Log densité de copule gaussienne, p=0.4

FIGURE 2.6. Log densité de la copule gaussienne



Estimation de la copule de Gumbel

a=5, n=108 Copule de Gumbel, a=5
1 0.9
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08 | :
L1407
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0. 0.1

0

Rank/n
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F1GURE 2.7. Copule de Gumbel
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Log densité estimée avec n=10° Log densité de copule de Gumbel, o=5

5

Rank/n

00 Rank/n

FIGURE 2.8. Log densité de la copule de Gumbel



Chapitre 3

CARACTERISATION DES
PROLONGEMENTS D’UNE SOUS-COPULE
EN DIMENSION 2

Résumé. L objectif du chapitre est de caractériser l’ensemble des copules qui
prolongent une sous-copule donnée en dimension 2. Ce sujet a été traité par le
passé par [Neslehovd, 2007], [Faugeras, 2012/, [de Amo et coll., 2012]. Cependant,

il reste des zones d’ombre que ce chapitre cherche a combler.

3.1. INTRODUCTION

Soit F' une fonction de répartition en dimension 2 avec F, Fy les fonctions
de répartition marginales. Nous disons que D est une sous-copule générée par F'
si S; est 'espace image de F;, i = 1,2, D est définie sur S; x Sy par la relation
D(Fi (1), Fy(z2)) = F(x1,72) pour tout (z1,22) € R% Une sous-copule D est
générée par une fonction de répartition F' si et seulement si D est une sous-
copule et inf{t € S; : t > w;} € S; pour tout u; € [0,1], i = 1,2, S; x Sy étant le
domaine de D.

Soit. € 'espace des copules et & 'espace des sous-copules. Nous disons que
C € € est un prolongement de D € & si la restriction de C' sur S; x S, est
donnée par D. Soit €' (D) l'espace des prolongements de D, D € & . 1l existe
un lien entre les prolongements d’une sous-copule générée par une fonction de
répartition et le théoreme de Sklar. Le théoreme de Sklar dit que si F' est une

fonction de répartition alors il existe une copule C' telle que
F(z1,22) = C(Fi(z1), Fa(22)), (21, 2) € R?,

C est définie de fagon unique sur {(Fy(x1), Fo(z2)) : (21, 22) € R?}. L'objectif
de ce chapitre est de donner une formule explicite de tous les prolongements

possibles dans le cadre le plus général possible.
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Si D est générée par une fonction de répartition, par le théoreme de Sklar,
nous pouvons montrer que ¢ (D) # (). La toute premiére preuve du théoreme
de Sklar peut étre trouvée dans [Schweizer et Sklar, 1974]. D’autres versions et
prolongements peuvent étre trouvés dans [Carley et Taylor, 2002], [Denuit et
Lambert, 2005], [Riischendorf, 2009]. Un autre type de prolongement basé sur
la transformation de [Szczesny, 1991] a été proposé par [Neslehova, 2007]. Se
basant sur une autre version plus générale de la transformation de [Szczesny,
1991] donnée par [Shorack, 2000], [Faugeras, 2012] a proposé une caractérisation
des prolongements des sous-copules discretes.

Nous dirons que C™** est le prolongement maximal de la sous-copule D si
Cmx ¢ (D) et C™>* > (' pour tout C' € €(D). De la méme fagon, C™" est
le prolongement minimal de la sous-copule D si C™" € €' (D) et C™» < C pour
tout C' € €' (D). Le plus souvent, les prolongements d'une sous-copule ne sont pas
uniques mais, le prolongement maximal et le prolongement minimal existent. Ce
résultat a été prouvé par [Carley, 2002] lorsque le domaine de D est de cardina-
lité finie. Une généralisation au cas ou le domaine est dénombrable a été faite par
[Genest et Neslehova, 2007]. A part la caractérisation de tous les prolongements
de la sous-copule D, un autre objectif du chapitre est de montrer que les pro-
longements maximal et minimal existent dans le cadre le plus général possible.
Apparemment, nos objectifs ont été atteints par [de Amo et coll., 2012]. Cepen-
dant, la caractérisation de [de Amo et coll., 2012] implique des ensembles P; et
P, appelés ensembles de singletons (Section 3). Il est implicite dans la construc-
tion que P; et P, sont de mesure de Lebesgue nulle. Nous pouvons trouver des
contre-exemples en utilisant I’ensemble de Smith-Volterra-Cantor par exemple,
voir [Aliprantis, 1998]. Nous proposons donc une construction dans le cadre le
plus général possible au théoreme 3.2.1.

Dans la section 2, nous donnons une construction caractérisant tous les pro-
longements d'une sous-copule D (théoreme 3.2.1). L’'idée de base s’appuie sur
la regle des probabilités totales. Dans les section 3 et 4, nous développons une

expression pour C™* et C™" Notons que C™8 et C™® sont liées par la relation
C™0(u,v) = v — C™(1 — u,v),u,v € [0,1].

A la section 5, nous discutons des limitations de Papproche proposée par [de Amo
et coll., 2012].

Dans ce chapitre, 'intérieur d’un ensemble E est noté E. La fermeture d’un
ensemble E est notée E. L'inverse généralisé de la fonction de répartition F sur
[0,1] est noté F(=Y et est donné par FV(u) = inf{t € [0,1] : F(t) > u},
u € [0,1].
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3.2. LES PROLONGEMENTS

Soit D une sous-copule sur S; x S3. Nous voulons trouver ’ensemble des
copules prolongeant D. Le lemme 3.2.1 et lemme 3.2.2 donnent des prolongements
naturels. Ces prolongements sont uniques. Apres le lemme 3.2.1, nous donnons
une partition de [0, 1]*. Cette partition est 1’élément clé du chapitre. Le lemme
3.2.3 donne 'application de la regle des probabilités totales appliquée aux copules.
Le résultat général est donné au théoreme 3.2.1.

Lemme 3.2.1. Soit D une sous-copule définie sur Sy X Sy alors D admet un
prolongement en une sous-copule D sur Sy x Sy. Nous avons C™* € €(D) si et
seulement si C™* € € (D).

DEMONSTRATION. Si D est une sous-copule sur S} x Sy alors D est Lipschitz-

continue de constante de Lipschitz 1. En d’autres mots,

|D(u,v) — D(u',0")| < |u— |+ |v =], (u,v), (v, v) € S; x S,.

Si (u,v) € S; x Sy, alors nous pouvons trouver une suite {(u,,v,))}>2, dans

S1 X Sy convergeant vers (u,v). Définissons

D(u,v) = lim D(uy,v,).

n—oo

La fonction D est bien définie (ne dépend pas de la suite utilisée dans la
définition) parce que D est Lipschitz-continue de constante de Lipschitz 1. Tl est
facile de vérifier que D est une sous-copule et que C' est une copule prolongeant

D si et seulement si C' est une copule prolongeant D. 0

Trouvons une partition de [0, 1] basée sur S; x Sy. Comme Sy, est fermée, et
que {0,1} C Sk, k = 1,2, nous pouvons écrire

0,1] = U Vi, Vio = Sk Vi = (g, b)), ag < by, 0 <l € Jy C Nk =1,2.

ey

Supposons que {0} € Jy, soit J; = Ji \ {0}, k = 1,2. La partition est construite

de la fagon suivante. Nous prenons

Bu = (aw, b, 1 € T3, Eo = [0,1]\ U Bk =1,2
leJy
[0, 1]2 = U Eli X Elj-
(’L',j)EJ1><J2
Considérons les classes d’ensembles 7., k = 1,2, données par

,={(a,b] :a < b,a,be Sy U{[0,b] : b€ S} k=12
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Posons
%:{Al XAQCAkGJZ{k,k:]_,Q}.
Il est aisé de voir que .7 est une semi-algebre. Pour A, € 7, un intervalle

ayant comme extrémités ay, by, ar < by, k = 1,2, nous considérons la fonction Vp

définie par

Vp(A; x Ay) = D(ay,b1) — D(ag, by) — D(ay, be) + D(as, by).
Lemme 3.2.2. La fonction Vp définie sur o/ admet un prolongement unique en
une mesure de probabilité Py sur o(</).

La preuve du lemme 3.2.2 peut étre trouvée en annexe. Soit 77 'espace des
fonctions de répartition continues sur R. Considérons {Ay; x Ag; : (1,7) € J; x Jo}
une partition de [0,1]%, J, C N, k =1, 2.

Lemme 3.2.3. (1) Nous avons C € € si et seulement si
C(u,v) = > DijCii(Hyij(w), Hoij(v)), u,v € [0, 1] (3.2.1)
{(3,j)€J1 x J2:p;;>0}
pour p;; € [0,1], (i,7) € J1 X Jo avec Cy; € €, Hyj € H,(1,7) € J1 X Ja,
k=1,2

Z pij = 1,

(i,4)€J1x J2

Hy;j, Hyij sont des fonctions de répartition continues concentrées respecti-
vement sur Ay; et Agj, (i,7) € J1 X Jo, pij >0

{(i,j)€ 1 XJQIpij>O}
U~ 0,1] si
iGJl,Zpij>0,
j€J2
Z pinQij(/U) = P(U S [O, U] N Agj),?] c [0, ]_]7 (323)

{(t,j)€J1x J2:pi;>0}
51

i€Jy

(2) Supposons que C est donné par 'équation 3.2.1. Soit Po la mesure de

probabilité associée avec C' et
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M ={(i,7) € Jy X Jo : pij > 0}. Pour tout u,v € [0,1], nous obtenons
pij = Po(An X Agj), (1,7) € J1 X Jy
Hyi5(u) = Po([0,u] x [0, 1[Ay; x Ag;), (i, j) € A

Hayj(v) = Po([0,1] % [0,0]| Ay x Ag;)(i, ) € A

Hy;j, Hy;j sont Lipschitz-continues de constante de Lipschitz pi_jl, (1,§) €

M .

Cij(u,v) = Po((—o0, Hiy" (u)] x (—oo, H;V (0)]| Ay x Asy), (i,5) € A.

(3) Soit Po la mesure de probabilité associée a C, C' € €. Considérons les
fonctions de répartition Hy,;., Hs.; données par

Hyi(u) = P(U <u|U € Ay;) pour P(U € Ay;) >0,U ~%(0,1),i € J;

HQ.j(U) = P(U < ’U|U S Agj) pour P(U - A2j> > O,U ~ %(0,1),] S JQ.

Les équations (3.2.2) et (3.2.3) sont satisfaites si et seulement si

Hlij - <I>1Z-j O (I)gzl) O HliA

avec

> PPk
{k:(i,k)e. A}
q)li- - )
>, Dik

{k:(i,k)eA}

(i.5) € A,
Haij = @a50 D451 0 Hy

avec

> pqu)%j
P, . — {k:(k,j)e}
24 =

Pkj
{k:(k,j)e.#}

(Z,j) c %, pour q)lij7q)2ij € %, (’L,j) < %

Y

DEMONSTRATION. (parties a et b) Il est facile de voir que si C satisfait 1’équation
(3.2.1) avec Hy;; et Ho;; des fonctions de répartition concentrées sur Ay, Asj,

pij >0, (i,7) € A et Y jyesxs, Pij = 1 alors C est une fonction de répartition
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concentrée sur [0, 1]. Soit Pe la mesure de probabilité associée a C. A partir des

équations (3.2.2) et (3.2.3), nous obtenons

Po([0,u] x [0,1] M Ay; x [0,1]) = P(U <u,U € Ay;),
pour P(U € Ay;) > 0,1 € Jy;

Po(]0,1] x [0,0] N [0,1] x Agj) = P(U < 0,U € Ayj),

pour P(U € Ajy;) > 0,j € Jo. Ceci implique que C' a des marges uniformes, donc
Cce%.
Supposons que C' € €. Soit Pc la mesure de probabilité associée a C'. Soit

pij = Po(Avj X Agiy), (4,7) € A .
Nous pouvons écrire
C('U,, ’U) = Z p,;jPC([O, U] X [O,U“Ah'j X Agij), u,v € [0, 1]
(4,9)€J1 % J2:pi; >0

Soit Pe(-|Ayi; X Asgij) la probabilité conditionnelle induite par Pe, (i,75) € 4.
Soient Hy;; et Hy;; les fonctions de répartition marginales associées a P (| A5 X
Agiy), (i,j) € A . S10 <wuy <wuy <1 alors

pij(Hhij(u) — Higi(wo)) < Xkgmen Pir(Hiig(ur) — Higi(uo)),
= Pc((lbo,ul] N Alij X [O, 1])
S ul_u();(Z?j)E%)

ceci montre que H1;; est Lipschitz-continue avec une constante de Lipschitz de pi_jl.
De facon similaire, Hy;; est Lipschitz-continue avec une constante de Lipschitz de

pz-_jl. Le théoreme de Sklar implique que
Pe((0,w] x (0, v]|Aryy x Agiy) = Cyi(Huij(w), Haij(v))
avec

Ciy(u,v) = Po((—o0, Hi;" (w)] x (=00, Hy; ) (0)]|Av; x Agy), (i, 5) € M.

2ij

L’équation (3.2.2) et I’équation (3.2.3) sont automatiquement satisfaites.

(partie ¢, condition nécessaire) Si I’équation (3.2.2) et I’équation (3.2.3) sont
satisfaites alors Hy;; € €, k = 1,2, (i,5) € A . Soit ®y;; = Hy,j, (i,5) € A .
Dans ce cas, ®1;. = Hy;. pour Po(U € Ay;) >0, U ~ 2(0,1), 1€ J;.Sii € J;
satisfait Po(U € Ay;) > 0, U ~ %(0,1), alors ®y;. o @5;”(33) = z pour tout
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z e (0,1) et
> pilHiy — Prijo @Y 0 @3] = 0. (3.2.4)
{7:(.5)e#}
De plus nous avons toujours @g;l) 0 ®y;(z) <z, xzeR, (i,j) € . En utilisant
cette propriété, nous obtenons Hy;; > Hy;j o @&;” 0 ®y; = Py 0 @g;l) o &y,
(1,7) € A ; ainsi tous les éléments de 1'équation (3.2.4) sont positifs ou nuls. Par
conséquent, Hy;; = ®y;5 0 @5;1) o ®y;. pour tous (i,7) € A .
De facon similaire, on peut montrer que si ®y;; = Hy;j, (4,5) € A alors
Hyij = Py 0 (I)é,_jl) o ®,.; pour tous (i,7) € A.
(partie ¢, condition suffisante) Si ®x,; € 2, k = 1,2, (i,j) € A alors &y, € A
si P(U € Ay;) > 0,4 € Jp. (cela peut étre prouvé par le théoreme de convergence
dominée). De fagon similaire, ®5.; € 2 si P(U € Ay;) > 0, j € Jo. Si P(U €
Ay;) > 0,4 € Jy, et Hyyy = ®yy50 @g;l) o Hy;. alors ®@y;. o @g;l)(x) = x pour tout
€(0,1) et

pikHuik
{k:(i,k)en}

= (I)lz'- 9] (I)g,jl) o) Hli- = le
Pik
{k:(i,k)e '}
Cela montre que I’équation (3.2.2) est satisfaite. De fagon similaire, nous pouvons

montrer que I’équation (3.2.3) est satisfaite. O

Théoreme 3.2.1. (1) Une copule C' est un prolongement d’une sous-copule
D si et seulement si C' satisfait
(a) les conditions spécifiées au lemme 3.2.1 (partie 1) avec Ay; = Ey;, Agj =
Esj, (1,7) € J1 x Jo;
(b) pij = Pp(Ey; X Eyj), (i,j) € Jy X Jo;
(c)
Higj(u) = ([ u] x [0,1]| Ey; x Ej;), (3.2.5)
€ [0, 1], pour (0,7) €
Hsio(v) = Pp([0,1] x [0,v]|Ey; x Es;j), (3.2.6)
(

€ [0,1], pour (i,0) €
(d)
Con(u,v) = Pe((~00, Higg (u)] X (=00, Higg (v)]| Eng X En),
(0,0) € A, u,v € [0,1].
(2) Soit M* = {(i,j) € A :i,j > 0}. Soit C" un prolongement de D, Pc la

mesure de probabilité associée a C'. Considérons les fonctions de répartition

Hiyiy et Hoyj données par
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P(U <u,U € Ey;) — pioHyio(u)
Zj:(i,j)EJ/[+ Dij

Hyiy(u) =

P(U € Elz) > Dio; (S Jik;
P(U <v,U € Eyj) — pioHa;(v)
Zj:(i,j)e.//[+ Dij

9

)

Hyj(u) =

P(U € Eyj) > poj, j € J5. Les équations (3.2.2), (3.2.3) (avec Ayij = Eyij,
k=1,2, (i,7) € J1 x Jy sont satisfaites si et seulement si les équations
(3.2.5) et (3.2.6) sont satisfaites,

Hlij = q)lij o <I>§Z+1) o Hyiy

avec
> DikP1ik
i = {k:(i,k)eMy}
’ > Dik ’
{k:(i,k)e sy}
(1,9) € AM*,
-1
HQij = (I)2ij o <I>§+j) o H2+j7
avec
> DPri®okj
o = {k:(k,j)eay}
! > Prj

{k:(k,g)ets}
(i,J) € M*, pour Grik, P2ij € H, (1,7) € M*.

DEMONSTRATION. Considérons les fonctions I : [0, 1] — R données par I (t) =
sup{u € Sy :u < t}, t € [0,1], k = 1,2. Nous avons ly(t) = ¢, t € [0,1] si et
seulement si t € Sy, k = 1,2. Si lx(t) < ¢, t € [0,1], alors (I;(¢),t) N Exo = 0,
k = 1,2. Cela implique que [0,u] N Eyg x [0,1] = [0, x(u)] N Ey x [0,1] € o()
pour tout u € [0,1] et [0,1] x [0,v] N Eyg = [0,1] x [0,1x(v)] N Ey € (&) pour
tout v € [0, 1]. Ainsi donc, Hy;(u) et Hapo(v), u,v € [0,1], (4,j) € 4 sont bien
définis méme si u ¢ S; ou v ¢ Sy. Si C' € ¢ alors les conditions données par le
lemme (3.2.1) (partie 1) sont des conditions nécessaires. Si C' € € (D), Pc est la
mesure de probabilité associée avec C' et Py est la mesure associée a D sur o (<),
alors nous devons avoir Po = Pp sur o(</). Aussi, les autres conditions énoncées
dans le théoreme 3.2.1 sont des conditions nécessaires.

Soit A* = {(i,j) € A ,: i,j > 0}. Si les conditions du lemme 3.2.3 (partie
1) sont satisfaites alors C' € €. Nous avons besoin de vérifier que la restriction
de C sur S} x S est donnée par D. Notons que [0,u] N Ey; € {0, Ey;} pour tout
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u € Sy, (1,0) € A, i > 0. De fagon similaire, [0,v] N Ey; € {0, Fy;} pour tout
v €Sy, (0,7) € .4, j > 0. Cela montre que

PC([O,u] X [O,UHEU X Egj) = PE([O,U] X [O,UHEM X Egj), (327)
(U,U) S gl X ?2, (Z,j) e M*. Siv Egg, EQj N [O,U] = @, (0,]) e M, >0 alors
Pc([(),'LL] X [O,U”Elo X Egj) =0= Pﬁ([(),u] X [O,UHElO X Egj),
u < gl-
Sive ?2, Ezj N [O,U] = Egj, (O,j) S/ j > 0 alors
Fo([0, u] x [0, v][Exg X Ey;) = Hio;(u) = Pp([0,u] x [0, v]| Evg X Es;),

u < gl-
Nous obtenons que

Pe([0,u] % [0,0]| B x Eaj) = P5([0,u] x [0,v]|Exg x Es), (3.2.8)

(u,v) E§1 X§27 (Ovj) €%7j>0'

De facon similaire,
PC([O,U] X [O,U”Eli X EQ(]) = Pﬁ([O,U] X [O,’U”Eli X EQ()), (329)

(u,v) € Sy x Sy, (4,0) € A, i > 0.

De la définition de Hygo, k£ = 1,2 et Cyg, nous obtenons automatiquement que

Pe([0,u] % [0,0]|Ero % Eso) = P([0,] x [0, 0]| Ero % Eno), (3.2.10)

(U,U) S gl X gg, (0,0) e M.
En utilisant I’équation (3.2.7), '’équation (3.2.8), I’équation (3.2.9), I'équation
(3.2.10), nous obtenons que

C(U,U) = > Pc([o,u] X [O,U“Eli X E2j)PC(E1i X Egj)
(i,5)ed

= X Pp([0,u] x [0,0][Ey; X Eaj) P5(Er; x Eaj)
(i,5)e#

= D(u,v),(u,v) € S; x Ss.
La démonstration de la partie 2 est vraiment similaire a celle de la partie du

lemme 3.2.1 et est omise. O
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3.3. LA COPULE MAXIMALE

Soit D une sous-copule. Dans cette section, nous trouvons C™**  le prolon-
gement maximal de D. Le résultat principal de cette partie est donné par le
théoreme 3.3.1. Le théoréme 3.3.2 fait le lien entre le théoreme 3.3.1 et la section
3.2. Il fait aussi le lien avec les autres résultats de la littérature scientifique.
Théoréeme 3.3.1. Soit

I(s) = sup{teSy:t<s}tsel0,1]k
Li(s) = sup{te€ Sy:t>s}tsel0,1],k
Ex(s) = (lg(s), Li(s)],s € [0,1],k = 1,2

1,2
1,2

E(u v)si (u,v) € Eg X Ey
E(blzy ), — ay; + D((lh‘, ’U))SZ' (U, U) € Eli X EZO
min E(U 62]) — Qg; +E(u CLQj))SZ' (U, U) € El() X EQj

min(

O™ (u,v) = (
in(C™(qu, agj) + C™*(ay;),v)

(

(

=}

a1, baj), O™ (u, byj) + C™(ay;), v)
aii, baj))si (u,v) € Ey; X Es;.

-D
-D

Nous avons
Cme(y,v) = D(li(u),la(v)) + min(P(U < u—l1(u)), P5(E1(u) x [0,l2(v)]))
+ min(min(P(U < v —11(v)), P5([0, L1 (u)] x Es(v))),
min(P(U < u — 1 (u)), P5(Ei(u) x [0, Ly (v)]))
+ min(P(U < v —1y(v)), P5([0,1;(u)] x Ez(v))).

Nous avons les résultats suivants :

(1) C™* est une copule prolongeant D,
(2) C < C™* pour tout C' € € (D),
(3) C € €(D).

DEMONSTRATION. Nous savons déja que la restriction de C™* sur Ejo X Ey est

donnée par la restriction de D sur Eyg X Fq. Il est facile de vérifier que

u=0by;,v € Fy,1 € J]
C™(u,v) = D(u,v) si { u € Eig,v =by;,j € J5
(u,v) = (byi, b)), (i, 7) € Jy x J3.
Ceci montre que la restriction de C™ sur S; x Sy est donnée par D. Soit C' €
% (D). Soit Po la mesure de probabilité associée a C. Si (u,v) € Ey; X Eo, i € Jf

alors
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C(u,v) — D(ay;,v) = Po((ay, u] x [0,v]) < Po(Ey x [0,]),

C(u,v) — D(ay;,v) = Po((ay;, u] x [0,v]) < Po((aqs, u] x [0, 1)),

et C(u,v) < C™*(u,v). De la méme facon, si (u,v) € Ejg X Ey;, j € J5 alors
Clu,v) < C™(u,v). Si (u,v) € Ey; x Eyj, (i,7) € Jf x J; alors

Cl(u,v) = Po(]0,u] x [0,v]),
Pe([0,u] x [0, ag]) + Po([0, bu] x (ag;,v]),
= C’(u, agj) + (C(bmv) - O(b1i7 an))v

Cmax(,u’ a2j) + (Cfrnaux(bh.7 ’U) — D(blia a2j)).

x|
x|

IN

IN

Par symétrie, nous avons aussi

Cu,v) < C™(ay;,v) + (C™(u, byj) — D(ay, by;)).

Ceci montre que C' < C™#*, Montrons que C' € €. Nous avons

C™™(u,v) = 0si min(u,v) =0,
C™ma(y,1) = wsiue€l0,1],
C™*(1,v) = wvsive][0,1].
Il reste a prouver que la fonction volume Vimax est positive. La fonction Vimax
est finiment additive. Tout rectangle (u,u'] x (v,v'] C [0, 1]? peut étre décomposée

en une partition finie utilisant des rectangles de la forme (uy, us] x (v, vo] avec

(ul,ug] C Eh', (Ul,’UQ] C Egj, (’L,j) < Jik X J; (331)
Ui, U € gl, (Ul,UQ] C Egj,j € JQ* (332)
(ul,UQ] C Eli,Ul,UQ < gg,i < Jik (333)

Ui, Us € Sq, 01,09 € Sy (3.3.4)

Pour les cas (3.3.1) a (3.3.4), nous avons besoin de montrer que Vimax (w1, ug] X
(v1,v9]) > 0. Soit

Gmax(i,j; u, ’U) = Il'llIl(V max((au, U] X EQj), VCmax (Eh X (CLQj, ’U]))

pour (u,v) € Ey; X Esj, (i,7) € J; x J;. Nous avons

VCmaX((U’l?uZ] X (U17U2]) - Gmax(z"j;u% U?) - Gmax(z"]‘; U’l?”?) - Gmax(i’j; u27U1)

+Gmax(i7j; Uy, vl)a
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pour ui,us € Fli,vl,vg < Egj, (’L,]) < Jik X J; La fonction chax((ali, ] X Egj)

est croissante sur Fy;, i € J;, et la fonction Veomax(Fy; X (ag;, +]) est croissante sur

Esy;, j € J;. Ceci implique que la fonction G™ (i, j; ug, -) — G™>(i, j; uq, -) est

croissante sur EQJ‘, j € J3 pour tout u; < ug, ur,uy € Fy; montrant par 1a que

Vomax est positive pour le cas (3.3.1). Nous avons aussi

C’max(u, U) = mln(ﬁ(u, b2j), U — Q2j —+ 5(u, a2j>), (U,, ’U) < §1 X Egj,j S J;

La fonction C™*(ug,-) — C™*(uy,-) est croissante sur Ey; pour tout u; < us,

uy,u; € S1, montrant ainsi que Vomax est positive pour le cas (3.3.2). De la méme

fagon, nous pouvons montrer que Vemax est positive pour le cas (3.3.3). Enfin,

Vemax est positive pour le cas (3.3.4) car C™# est un prolongement de D. U

Théoréme 3.3.2. Posons

Emax

Lij
max
B0

Emax

2ij
max —
E20j =

i€ Jr jEJ;

(a1; + D(ay;, byj) — D(ay;, ag;), a; + D(by, baj) — D(by;, az;)],
Eli \ U Emax

U B

JjeJS
(as; + D(byi, asj) — D(ays, asj), as; + D(bui, baj) — D(axi, baj)],
B\ U B3,

ieJ;

Si C' est le prolongement maximal, alors

Cij(u,v) = min(u,v),u,v € [0,1],i4+7 > 0,(i,j) € A,

Hlij(u) = P(USU|U€E£?X)7UG[0a1]72>07(17])€%7
Hyj(v) = P(U <|U € Eyf),ve(0,1],j>0,(,j) € A

DEMONSTRATION. Soit C' le prolongement maximal. Si (i,j) € Z*, (u,v) €
Eh’ X Egj, alors

pz’jHij (U, U) = C(U, U) — C(u, azj) — C(CLM, ’U) —+ C(CLM, azj),

= min(C’(bM, ’U) — C(bh’, an) — C(CLM, U) + C(CLM, CLQj),
C(u, byj) — C(u, az;) — Clayi, baj) + Clay, agj)),
= piymin(Hy;(u), Hag(v)).

Si(0,7) e A, j>0, (u,v) € Ey x Eyj, alors

poj Hoj(u, v)

= C(u,v) — C(u,ag;) — > pijHij(u,v)

{i>0:(4,5) €4}

= min(D(u, by;) — D(u, ag;),v — ag;) — > pijHaij(v),

{i>0:b1i§u,(i,j)€<ﬂ}
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avec o _
pojHhoj(u) = D(u,by;) — D(u, az;) - 2 ey P
{i>0:b1;<u,(i,5) €4}
pojHao;(v) = v —azy — 2 Pij Haij (V).

{i>0:(4,5)e4}
Soit ¢ (u) = ag; + D(u, by;) — D(u,ag;), u € [0,1], (0,7) € .4 . Nous obtenons

Hgij(c;nax(u)) = ][blim)(u),u S E107 (Z,]) - %*

Siv > ™ (u), (u,v) € Eyg x Eyy, (0,7) € A, j > 0 alors Hy;j(v) = 1 pour
bij < w et Hyj(u,v) = Higj(u) = Hag;(c*(u)) < Hagj(v), done Hoj(u,v) =
min(Hio;(w), Haoj(v))-
Si v < ™ (u), (u,v) € Eyg X By, (0,7) € A, j > 0 alors Hy5(v) = 0 pour
bij < u et Hoj(u,v) = Hogj(v) < Hogi(c]™(u)) < Higj(u), donc Hoj(u,v) =
)

min(Hig;(u), Hy;(v)). De la méme fagon, nous pouvons montrer que

Hio(u,v) = min(Hyo(u), Hyo(v)),i > 0, (,0) € .

3.4. LA COPULE MINIMALE

Soit D une sous-copule. Dans cette section, nous trouvons C™™", le prolonge-
ment minimal de D. Le résultat principal de cette partie est donné par le théoreme
3.4.1. Le théoreme 3.4.2 fait le lien entre le théoreme 3.4.1 et la section 3.2. Il fait
aussi le lien avec les autres résultats de la littérature scientifique.

Théoreme 3.4.1. Soit

I(s) = sup{te S,:t<s},se€l0,1],k=1,2
Ly(s) = sup{teSy:t>s}se(0,1],k=1,2
Er(s) = (lg(s), Lk(s)],s € [0,1],k =1,2

D(u,v)si (u,v) € Eyg X Fayg

max (D (ay;,v),u — by + D(byy, v))si (u,v) € Ey; X Eayg
Cmin () max(D(u, as;), v — ba; + D(u, by;))si (u,v) € Eig X Ea;
u,v) = . .
max(C™(u, ag;) + C™(a1;),v)

—E<CL11‘, (le), C’mi“(u, bgj) + Cmin(bh‘), ’U)
—E(bh‘, bgj))Si (u, U) € Eli X Egj

Nous avons les résultats suivants :
(1) C™™ est une copule prolongeant D,
(2) C > C™" pour tout C' € € (D),
(3) ™" e €(D).
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DEMONSTRATION. Nous savons déja que la restriction de C™" sur Fo X Fyg est

donnée par la restriction de D sur Eyg X Fy. 11 est facile de vérifier que

u = by;,v € Ey,1 € J;
C™(u,v) = D(u,v) si { u € Eyg,v =byj,j € Ji
(u,v) = (b4, bay), (1,7) € J7 x J3.
Ceci montre que la restriction de C™* sur S; x Sy est donnée par D. Soit C' &
% (D). Soit Po la mesure de probabilité associée a C. Si (u,v) € Ey; X Eosg, @ € J;

alors

E(blivv> - O(“a U) = PC((ua blz] X [07 U]) < 5(bliav) - E(au,’lj),
E(b1i7v) — O(U, ’U) = Pc((u, blz] X [O, ]_]) < bli —Uu,

et C(u,v) > C™"(u,v). De la méme fagon, si (u,v) € Eig X Eyj, j € J5 alors
C(u,v) > C™(u,v). Si (u,v) € Ey; X Eaj, (i,7) € JF x J5 alors

C(u,v) = Po([0,u] x [0,v]),

< Pe([0,ay;] x [0,v]) + Po([0,u] x (0,ay;]) — Po([0,ay;] x (0, ayl),
= C(u,a9) + (C(ar;,v) — C(a;, as;)),
> O™y, ag;) + (C™"(ay;,v) — D(ay, as;)).

Par symétrie, nous avons aussi
Clu,v) < C™0(by, ) + (C™(u, byj) — D(bui, bay)).

Ceci montre que C' > C™", Montrons que C™" € €. Nous avons

C™in(y v) = 0si min(u,v) =0,
Chin(y,1) = wsiue(0,1],
cmin(1,v) = wsivel0,1].
Il reste & prouver que la fonction volume Vpomin est positive. La fonction Vimin
est finiment additive. Tout rectangle (u, v’] X (v,v’] C [0,1]? peut étre décomposée

en une partition finie utilisant des rectangles de la forme (uy, us] X (v, vo] avec

(w1, us] C B, (v1,va] C By, (4,5) € Jf x J3 (3.4.1)
U, Ug € ?1, (’Ul,'UQ] C Egj,j € J; (342)
(Ul, Ug] C Ejli7 V1, Vg € 32,2- € Jf (343)

Ui, U € 31, U1, Vg € gg (344)
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Pour les cas (3.4.1) a (3.4.4), nous avons besoin de montrer que Vimin (w1, us] X
(v1,v2]) > 0. Soit

Gmin(@j?% v) = — min(Vemn ((u, by;] x EQj); Vomin (Ey; X (azjﬂf]))

pour (u,v) € Ey; X Fyy, (i,7) € Ji x J;. Nous avons

Vemin ((u1, ug] X (v1,v9]) = G™2(i, j; ug, vo) — G™ (4, J; uy, v9) — G™™(4, j; ug, vy)

_|_Gmax(i7j; Uy, Ul)a

pour uy,us € By, v1,v2 € Faj, (4,7) € Jf x J3. La fonction Vomn((-, b1;] X Ea;)
est décroissante sur Ey;, i € J;, et la fonction Vomin(E1; X (ag;,-]) est croissante
sur Fyj, j € J;. Ceci implique que la fonction G™ (i, j; ug, -) — G™*(i, j; uq, -) est
croissante sur Egj, J € J5 pour tout uy < ug, Ui, us € FE; montrant par 1a que

Vemin est positive pour le cas (3.4.1). Nous avons aussi
O™ (u,v) = min(D(u, ag;),v — byj + D(u, by;)), (u,v) € S1 X Egj,j € Js.

La fonction C™™(uy, ) — C™™(uy,-) est croissante sur Ey; pour tout u; < us,
uy,u; € S1, montrant ainsi que Vgmin est positive pour le cas (3.4.2). De la méme
fagon, nous pouvons montrer que Vomin est positive pour le cas (3.4.3). Enfin,

Vemin est positive pour le cas (3.4.4) car C™™ est un prolongement de D. O

Théoréme 3.4.2. Posons

Epm = (by; — D(bui, baj) + D(ag, bay), bii + D(aws, asj) — D(bi, agj)],

1ij
Efy = Eu\ U ERY,

il
B3 = (by 4 D(bis, ag;) — D(byi, bj), by 4 D(ans, ags) — D(ays, baj)],
BRP = B\ U BRP

ve Ji, g e Js.
Si C' est le prolongement minimal, alors

Cij(u,v) = max(0,u+v—1),u,v€[0,1],i4+75>0,(i,j) € A,

Hlij(u) = P(U§U|U€E{%n)7u6[0,1],Z>07(’L,j)€%7
H2ij(v) = P(U < U|U € Egilgi'n)7v € [071]7] >0, (Zvj) €M

DEMONSTRATION. Soit C' le prolongement minimal. Si (i,5) € Z*, (u,v) €
Eli X Egj, alors
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pz’jHij(ua ’U) = C’(u, U) — C’(u, a2j) — C(ah‘, U) + C(CLM, a2j),
= max(0, (C(by;,v) — C(ay;,v)) + (C(u, byj) — C(u,as))—
(C(b1s, baj) — Clai, azy))
= pij maX(O, Hlij (U) + Hgij (’U) — 1)
Si (0,]) S %, j > 0, (U,, ’U) € Eyg X Egj, alors

pojHoj(u,v) = Clu,v) = Cu,ay) — > pijHii(u,v)
{i>0:(i,5)e }

= max(0,v — by; + D(u,baj) — D(u,az;) — > pijHaij(v),
{i>0:b1i§u,(i,j)6<//f}
avec - B
pOjHIOj(U) = D<U,b2j) - D(U7a2j) - > Pij;
{i>0:b1i§u,(i,j)€//f}
pojHaoj(v) = v —ag — > pijHaij(v).

{i>0:(4,5) 4}
Soit ¢ (u) = by; — (D(u, byj) — D(u, ag;)), u € [0,1], (0,7) € .4 . Nous obtenons

Hoij (™ (1)) = T—oop,)(u),u € By, (i,5) € A*.

Siv > M (u), (u,v) € Ey % Ey;, (0,7) € A, j > 0 alors Hyj(v) = 1 pour
bij > w et Hoj(u,v) = Hio;(u) + Hagj(v) — 1 = Hagj(u) + Haoj (¢ (u)) — 1 =0,
donc Hy;(u,v) = max (0, Hyo;j(u) + Hagj(v) — 1).

Siv < M (u), (u,v) € By X Eyj, (0,7) € A, j > 0 alors Hy;j(v) = 0 pour
by < et Hoj(u,v) =0 = Higj(u) + Hagj (™ (uw)) — 1 > Higj(u) + Haos(v) — 1,
donc Hy;(u,v) = min(Hig;(w), Ha;(v)). De la méme fagon, nous pouvons montrer

que

Hio(u, U) = maX(O, Hh’o(U) + HQZ'()(U) — 1),7/ > 0, (2, O) c M.

3.5. LA METHODE DES RECTANGLES ET L’ENSEMBLE DE CANTOR

Cette section est motivée par 'article de [de Amo et coll., 2012]. Les ensembles
Py et P, apparaissant dans [de Amo et coll., 2012] sont liés aux ensembles V; et
N, définis dans cette section. L’approche développée dans [de Amo et coll., 2012]
est basée sur la méthode des rectangles. Dans la méthode des rectangles, D est
une sous-copule sur S; x Sy. La partition de [0, 1] a la forme :

[0,1] = N1U{U Eh‘},Jl C N,

i€Jy
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les ensembles Ey;, @ € J; sont des intervalles et ’ensemble N; est appelé ensemble
négligeable. Les ensembles Fy;, i € J;, satisfont les conditions dF;; C S et
By NSy € {0, Eyy).

Exemple 3.5.1. S S; = {s; : j=1,...,n} avec 0 = 51 < --- < s, = 1 alors
nous pouvons prendre

N1 = {O},Eh = (SZ‘,SZ'_H],?: = 1,...,7’L— 1.

Exemple 3.5.2. 5i X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N ayant
une fonction de répartition F avec f(n) < 1 pour tout n € N et R est l’espace
image de F' alors nous pouvons prendre Sy = RU{1} ={s; : j=1,2,...} U{l}

avec 0 = 81 < Sg < -+ -,
N1 = {0,1},E1i = (Si,Si_H],i = 1,2,...

En général, nous pouvons écrire

[O, 1] — 851 U {UiEJ1 Wli}7 Jl C N
= NiU{Uics, Euit,
avec Wy; = (ay;, B1;) des intervalles disjoints et

By = (aw,Bul,i € Ji, Ny = [0,1]\ {Uies, Eui}-

Dans la méthode des rectangles, nous voulons éliminer les ensembles négli-
geables. Pour ce faire, nous avons besoin de montrer que si C' est un prolongement
de D et Py une mesure de probabilité associée a C', alors Po(Ues, Ujes, Fri X
Ey;) =1
Lemme 3.5.1. Nous avons Po(Uicy, Ujes, Bri X Ey;) = 1 si el seulement si
PU €0Sy) =0,k=1,2.

DEMONSTRATION. Prouver que Po(Uies, Ujes, Eri X Eaj) = 1 est équivalent a
prouver que Po({N; x [0,1]} U{[0,1] x No}) = 0. Nous avons

Po({N1 x [0, 1]} U{[0,1] x No}) < Po({N x [0,1]}) + Pe({[0, 1] x Na})
. é P(U € 8S})

et

Fo({Ny x [0,1]} U {[0,1] x No}) - = max(Pe({N x [0,1]}), Pe({[0,1] x Na}))
= max P(U € 9Sy).

ke{1,2}
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Si la sous-copule D est induite par une vecteur aléatoire discret (X, X3) alors
Sy est lespace image de la fonction de répartition de X; et P(U € 05;) = 0.
Cependant, il est bien connu qu’il existe des ensembles S C [0, 1], satisfaisant
P(U € 0S) > 0. Nous pouvons prendre en exemple les ensembles de Cantor.
Considérons (9, p) € (0,1] x (0,1) et soit Fio(d, p) I'ensemble de Cantor associé
a (0,p). Soit p la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Nous construisons F,(d,p) a
travers une formule récursive. A 1’étape 1, nous retranchons de [0, 1] 'intervalle

V11(9, p) de longueur §(1 — p) centré en 1/2. Nous obtenons la partition

[0,1] = [0,(1=46p)/2]U((1—0p)/2,(1+p)/2) U[(1+dp)/2,1],
= F11(0,p) UV11(6,p) U F12(9, p).

A T’étape n, nous avons la partition

[07 1] = Fn,1(57 p) U le(év p)U Fn,2(57 p)U Vm?(dv p)U Fn,3(57 p)
U UVpan 1(6,p) U Fron(9,p).F12(6, p).

Les ensembles F), , k = 1,...,2" sont fermés,

pEnk(0,p)) = [L=0(1=p")]/2"k=1,...,2"
p(Vaar-1(6,p0)) = 6(1—p)p"~t/2"k=1,...,2""%

A Tétape n + 1, les ensembles F, (6, p), k = 1,...,2", sont partitionnés. Nous

obtenons

F.x(3,p) = Foi126-1(9,p) U Vig12k-1(8, p) U Frui106(0, p),
k=1, 92"
Vn+1,2k(57 p) = Vmgk((s, p), k‘ = 1, ey 2 — 1.

Nous posons F,(d,p) = Ui_, Fx(6,p). Les ensembles F,(d,p) sont fermés
et emboités. Finalement, posons Fi (0, p) = N>°4 F,.(6, p). L'ensemble F. (6, p)
est un ensemble de Cantor. Cet ensemble est nulle part dense, et p(Fo(d,p)) =
1—0>0s0< d,p < 1. Les cas ou p = 1/2 correspondent aux ensembles
classiques de Cantor dans la littérature.
Définition 3.5.1. Une variable aléatoire X sur [0, 1] a la distribution de Cantor(d, p)

si X est de loi uniforme sur [0, 1] pour 6 =0, p € (0,1) et

P(X <z) = sup{y € F(6,p) : y < x},x €0, 1],

(0,p) € (0,1] x (0,1)
Nous pouvons voir que I’équation 3.5.1 donne une fonction de répartition car
Fo(0, p) est fermé. Soit F,,(0,p) = [0,1], p € (0,1). Lorsque X ~ Cantor(9, p),
0<d§d<1,pe(0,1), Iespace image de la fonction de répartition de X est donné

(3.5.1)

par (0, p). Lorsque 6 = 1, p € (0,1), X est une variable aléatoire discrete.
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Considérons une sous-copule D associée au vecteur aléatoire (X1, Xs) et soient
F, F les fonctions de répartition marginales associées. Soient ay;, B14, © € Jq, les
bornes des ensembles Ey;, i € J;. Nous obtenons toujours que P(Fy(X;) = 51;) >
0, i € Jy. Dans 'exemple 1, et dans I'exemple 2, il est aussi vrai que P(F(X;) =
ay;) > 0,1 € Jy. En général, nous pouvons obtenir que P(F;(X;) = ay;) = 0 pour
un certain ¢ € J;. Pour les cas discrets, nous pouvons penser que p(9S;) = 0
parce que 0957 est aussi au plus dénombrable mais ce n’est pas toujours le cas.

Considérons X ~ Cantor(1,1/5). Nous avons

P(X =2z) >0 sietseulement si x=0,dids---d
avec dy, € {0,9},k=1,...,1—1,d,=9,1 > 1.

Siu € [0,1]\ Sy, alors u = 0,dydy---d; avec d € {0,9}, k = 1,...,1 — 1,
de{1,2,....8),1>1,

ll(u) == 0, dldQ tee dl—l]-
L1<U,) = 0, dldg tee dl_19
)

montrant par la que P(F(X;) = ay;) =0, ¢ € J;. Finalement, un point u € 95,

si et seulement si

u = O,dldgdg"' avecdkE{O,Q},kZI

montrant par la que 957 n’est pas dénombrable.

3.6. CONCLUSION

Pour une sous-copule donnée D, il s’est agi de caractériser dans le cadre le
plus général possible, les prolongements de D. En dimension 2, il s’avere que les
bornes supérieures et inférieures des prolongements sont aussi des prolongements
de D. Ce résultat a été dans le passé atteint par [de Amo et coll., 2012]. Mais
le résultat en question n’était pas le plus général possible; la section 5 explique

pourquoi.






Chapitre 4

BORNE SUPERIEURE DES
PROLONGEMENTS D’UNE SOUS-COPULE
A DOMAINE FINI EN DIMENSION 3

Résumé. La recherche de la borne supérieure des prolongements d’une sous-
copule discréte en dimension 3 est un probléme posé par [Carley, 2002]. L’ apport
de ce chapitre est de donner en dimension 3 en tout point (uy,us,u3) € [0,1)° la

formule de la borne supérieure.

4.1. INTRODUCTION

Pour une sous-copule D, I’ensemble des prolongements possibles peut compor-
ter un grand nombre d’éléments [Genest et Neslehova, 2007]. Dans la pratique, le
prolongement de [Schweizer et Sklar, 1974] ou ses variantes [Riischendorf, 2009;
Denuit et Lambert, 2005] sont les plus utilisées mais il se pose le probleme d’un
critere de choix d'un prolongement. A défaut de proposer un critére de sélection,
plusieurs auteurs se sont penchés sur la détermination des bornes de I’ensemble des
prolongements d’une sous-copule. Le probleme se formule comme suit : étant don-
née D une sous-copule, on étudie les propriétés des fonctions UC : [0, 1]¢ — [0, 1]
et LC : [0,1]% — [0,1] données par

UC(uy, ..., ug) =sup{C(uq,...,uq) : C est un prolongement de D},

LC(uy, ..., ug) = inf{C(uy,...,uq) : C est un prolongement de D},
Uy, ..., uq €10,1], d > 2.

Ce probléme a été abordé pour la premiere fois par [Carley, 2002] dans le cas
d’une sous-copule D avec un domaine de cardinalité finie. [Carley, 2002] a prouvé
qu’en dimension 2, les fonctions UC' et LC' étaient des copules et a donné leurs
expressions. Soient Ry = {a11, a12, ..., 010, }, Ro = {as1,a92,...,a2,,}, 0 =aj; <

g < -+ < ayp, = 1,0 =ag < agp < --- < ag,, = 1. La solution proposée par
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[Carley, 2002] et étendu au cas de domaine infini par [Genest et Neslehova, 2007]

est :
ni n2 . J2—1
UC(ur,uz) = Y Y max(0,min(u; —aj,—1 — > P
J1=2 j2=2 =1
ji—1
U — A2j,—1 — > pljzypjm))
S =1 | .
LC(ui,up) = > 3 max(0, max(0, min(u; — ayj 1 — Pirls Pivga))+
J1=2j2=2 I=jo+1
. n2
max (0, min(us — azj,—1 = 3 Py Pivj)) — Piaje)
l=j1+1
avec pjj, = Dl(ayj,,az5,) — D(aij, 1, az;,) — D(ay,, azj,—1) + D(ayj, -1, a2j,-1),

e mb el )
Notons que la formulation présentée ici est celle de [Genest et Neslehova,
2007]. La technique de résolution de [Carley, 2002], encore appelée principe de la

gratification immédiate, repose sur les égalités suivantes :

UC(ayj,—1,u2) = D(a1j,-1,a2j,—1) + min(us — a2j2_1,jl§1plj2),
UC(u1, agj,—1) = D(a1j,-1, a2j,—1) + min(u; — aljl_l,j;:illpjll),
LC(ayj,—1,u2) = D(ayj,-1, a2j,—1) + min(us — agj,—1 — l>%:_1plj27jl§1plj2)7
LC(u1,a2j,—1) = D(a1j,-1, a2j,—1) + min(u; — azj,—1 — bglpjmj;:illpjlz),

(4.1.1)
uy € (aij—1,a15), u2 € (agj,—1,095], 1 € {2,...,m}, jo € {2,...,n2}. Ces
relations proviennent du fait que les bornes inférieures et supérieures sont des
copules, et que les copules ont des marges uniformes. En dimension 3, il y a
cependant deux difficultés a surmonter pour généraliser ces équations :

— il n’est pas siir que la borne supérieure en dimension 3 soit une copule;

— toute généralisation se heurte au probleme d’incompatibilité; en effet, il

n’est pas toujours possible de construire une copule en dimension d > 2
avec des marges multivariées fixées.

L’étude de la borne supérieure des prolongements en dimension d > 2 nécessite
I'introduction de la notion de quasi-copule. Les quasi-copules ont été introduites
par [Alsina, Nelsen et Schweizer, 1993]. Une quasi-copule @ sur [0, 1]¢ est une
fonction @ : [0, 1]4 — [0, 1] vérifiant selon [Molina et Sempi, 2005; Nelsen, 1999]
les propriétés suivantes :

— (Q est croissante par rapport a chaque variable;

— Qug, - yug) =0siuy--ug =0, et Quy, - ,uqg) = u; st ug---ug = uy,

w, €10,1],i=1,....d;
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Q- ) — QU )| < ém ), un € [0,1], i = 1,....d.
Une autre caractérisation des quasi—copulze_s est donnée par [Genest, Molina, Lal-
lena et Sempi, 1999]. En dimension d = 2, [Nelsen et coll., 2008] ont montré que
la borne supérieure des copules qui admettent la méme restriction sur un sous-
ensemble fixé de [0,1]? est une quasi-copule. [Rodriguez-Lallena et Ubeda Flores,
2007] ont determiné en dimension d > 2 la borne supérieure des quasi-copules
dont les restrictions coincident, mais cette borne supérieure differe en général de
la borne supérieure des prolongements d’une sous-copule. Notre travail montre
que la borne supérieure des prolongements dune sous-copule D en dimension
d > 2 est une quasi-copule. Notre apport par rapport a la littérature existante
est de proposer une démarche constructive générale pour I'obtention d'une telle
borne.

Le chapitre est structuré comme suit : en premier lieu, la caractérisation de
I’ensemble des prolongements d’une sous-copule a domaine de cardinalité finie est
proposée, ensuite la solution en dimension 2 est présentée. Enfin, la solution en
dimension 3 est établie. Un exemple de construction de la borne supérieure basé

sur le lemme 4.2.1 complete le chapitre.

4.2. CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS D’UNE SOUS-COPULE
AVEC UN DOMAINE DE CARDINALITE FINIE

Avant de définir la notion de sous-copule, définissons la notion de d—croissance.
Définition 4.2.1. Soient

R; ={ai, i, ... ain,}, 0=a; < ap < ... <apy =1,

i=1,...,d, des sous-ensembles de [0, 1] de cardinalité finie , soit D une fonction
réelle a d wvariables telle que le domaine de D soit Ry X --- X Ry. Soit B =
(ug,v1] X -+ X (ug,vq] un pavé dont les sommets sont situés dans Ry X -+ X Ry,
Uy < Vi,...,Uq < vq. La fonction D est dite d—croissante si le D—wvolume de B
donné par

Vp(B) = > (=1)"D(t), avec

texXd {uivi}
n(t) = {k:ty=up,k=1,...,d},

est positif ou nul. Une d—sous-copule est une fonction qui satisfait les criteres
suivants :
— D : Ry x---x Ry — [0,1] est d—croissante, R; étant un sous-ensemble de
cardinalité finie de [0, 1] qui contient 0 et 1;

— D(uy,ug, -+ ,uq) = u; sl ugug -+~ ug = u;, u; € Ry i € {1,...,d}.;
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— D est d—croissante.
Avant d’établir les bornes de ’ensemble des copules prolongements d’une sous-
copule donnée D, il serait judicieux de caractériser cet ensemble. Soit D une
sous-copule discrete de domaine Ry x --- X Ry. Soit J; ={2,...,n;},i=1,...,d.

Soit py,..q, défini par

b1y, = VD((aulfl,CLul] XX (adldflaadld])v
h S Jﬁ i:: 1,...,d.

Lemme 4.2.1. Toute copule C' qui prolonge D se met sous la forme

C(Ul, e ,ud) = Z pll...ldCll...ld(Fl,ll...ld(ul), Ce ,Fd7l1...ld(’ud)),
li€d;i=1,....d
avec
l1~~lsz'7l1~~ld(Ui) = U — Ay, -1, Ui € (Qi,—1, Gty

Fi1 .1, sont les fonctions de répartition continues concentrées sur (@i,—1,a,),
Cl,..1, sont des copules, l; € J;, u; € [0,1],i=1,...,d.
De méme, toute fonction C :[0,1]¢ — [0,1] de la forme
C(Ul, s ,Ud) = ey ‘21 dpzl...zdcll..-zd(F1,11~.zd(ul)> s aFd,ll-~-ld(Ud))a
i€Jir=1,...,

est un prolongement de D avec

Piy-1y 70,

F; 1.1, des fonctions de distribution continues concentrées sur (a,—1, ai,), Ciy.a,
des copules, l; € J;, u; € [0,1], i =1,...,d.

DEMONSTRATION. Soit une fonction C' vérifiant pour u; € [0,1],i=1,...,d,
C(Ul, e ,’LLd) = L) Zl dpll“‘ldcll“'ld(F17l1“'ld(u1)7 Ce ,Fdh...ld(ud)),
i€Jir=1,...,

avec

pllmlszi,ll“'ld(ui) = U; — Qp;—1, Uy € (aili—la a’ili}?
lkEJk,kE{l ----- d}\{z}

l; € J;,i=1,...,d. La fonction C est d—monotone dans tout pavé (ay;, 1, ay,| X
X (g1, aa,), l; € Ji,i = 1,...,d, est définie sur [0, 1]%, est continue, et a
des marges uniformes. De plus, elle coincide avec D sur son domaine puisque
la mesure de probabilité associée affecte la masse py,..., au pavé (ay,—1,a1,] X
- X (aagiy—1, aa,), l; € Jiyi =1,...,d. La fonction C' est donc un prolongement
de D. Maintenant considérons C* un prolongement de D. Elle affecte la masse

Pyt AU pavé (ay, 1,y X -+ X (@gry—1, aar,), l; € Jiyi =1,...,d. Considérons la
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distribution conditionnelle associée & C* dans (ay;, -1, a1y, | X+ - X (@ar,—1, Gar,], pour
liediyi=1,...,d.

Pour [y € Jy,...,ly € J4, par application du théoreme de Sklar, nous pouvons

Py, > 0, et notons la fonction de répartition associée Fy;
trouver une copule Cj,..;, et des fonctions de répartition continues concentrées

sur (a1, aw,), 59,0, 1 =1,...,d, telles que

F}j---ld(u17 s 7ud) - Cll"'ld (Fl*,ll---ld(ul)v R Fj,ll---ld (ud))7

w; € (ag,—1,aq,], @ = 1,...,d. Le fait que C* doit avoir des marges uniformes

implique que

Pt iy, (W) = wp — a1, ui € (a1, a,),
€ Jy ke{L,....d}\{i}

*
2 Pyt Fiy

lied;i=1,...d
représente la fonction de répartition marginale associée & C* sur (a;,—1, ay,], i =

1....d 0
Pour (uy,...,uq) € [0,1]¢ fixé, trouver la valeur UC(uy, . .., u,) définie par
UC(uy,...,ug) = sup{C(uq,...,uq): C est un prolongement de D}

revient a résoudre le programme

sup Cluy, ..., uq) (4.2.1)
{Fz‘,llu-ld(Ui)5li€Ji7i:1,m7d}
avec
C(ul, ce ,ud) = Z Pli-1y min(FLll...ld(ul), ey Fd,l1-~~ld(ud))a
l;€J;i=1,....d

Piyty Fiyty (i) = wi — @i -1, wi € (ag,—1, aq,],
I €Ik, ke{1,....d}\{i}

0 < Figpgy(ug) <1
lie Ji,1=1,...,d, ou les copules (},..;, sont prises égales a la borne supéricure
de Fréchet :

[0, 1]¢ —  [0,1]

(ug,...,uq) — min(uyg,...,uy),
L€ Ji,...0lg € Jg, @ = 1,...,d. Ceci est vrai car pour Fj; ..., fixés, l; €
Ji,..lg € Jg, v = 1,...,d, le prolongement pour lequel les copules Cj, ...,

sont prises égales a la borne supérieure de Fréchet est une borne supérieure.
Les contraintes du programme émanent du fait que toute copule a des marges
uniformes et elles se mettent sous la forme :

> pl1~~~ldE,l1"'ld < max((), min(Id — Qij;—1, > pll"'ld)) (4.2.2)

li=Ji ke <ti,k#i li=Ji, 0 <t ,k#i
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ou Id est mis pour I'application identité, Id(u) = u pour tout u € [0,1], j;,7;—1 €
Jisth € Sy, k#£d,i=1,....d.

Lemme 4.2.2. En tout point (uy, ..., ug) € [0,1]%, il existe une copule (dépendant
du point (uy, ..., uq)) qui étend la sous-copule D et qui atteint la borne supérieure
(4.2.1).

DEMONSTRATION. Pour (uy,. .., uq) € [0, 1]¢ fixé, considérons I’ensemble
E ={C(uy,...,uq) : C est un prolongement de D}.

Cet ensemble est un sous-ensemble de [0, 1]. Si on considére la borne supérieure
de cet ensemble sup E, on peut trouver une suite (C(uq,...,uq))n=0 dont la
limite est sup E. Considérons la suite des prolongements (C),),~o. Cette suite
est uniformément bornée et équicontinue; il existe une sous-suite (C,, )n,>0 qui
converge uniformément. La limite de cette sous-suite est une copule qui atteint

la borne supérieure en (uq, ..., uq). O

Le dernier résultat du paragraphe montre que la borne supérieure est une quasi-
copule.
Lemme 4.2.3. La fonction UC définie par

Uuc: [0,1]* — 0,1]

(ugy ..o ug) — sup{C(uy,...,uq),Cest un prolongement de D}

est une quasi-copule.

DEMONSTRATION. La fonction UC' a des marges uniformes car pour u; € [0, 1],
UC(uy,1,...,1) = sup{C(uy,1...,1) = uy,C est un prolongement de D} . La
fonction UC' est monotone en chaque coordonnée : pour 0 < wu; < uf < 1,

u; € [0,1], 4 =2,...,d fixés, nous avons

UC(uy,...,ug) = sup{C(uq,...,uq),C est un prolongement de D}
< sup{C(u},ug,...,uq),C est un prolongement de D}
= UC(ulj,ug, ..., uqg).

Aussi, UC est nulle des qu’une des coordonnées uyq, . . ., ug est nulle parce que UC'

correspond dans ce cas au supremum d’un ensemble réduit a 0. La fonction UC

coincide avec D sur son domaine. En effet pour (uy,ug, ..., ug) € Ry X ... X Ry,
I'ensemble {C(uq, ..., uq),
C' est un prolongement de D} est réduit au singleton {D(uq,us,...,uq)} et on a

UC(uy,...,uq) = D(uq, ..., uq).
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4.3. LA SOLUTION EN DIMENSION 2

Dans le cas de la dimension 2, pour (u1,us) € (aij,—1,0a15,] X (agj,—1, a2,
J1— 1,51 € Ji,j2 — 1, jo € Jo, nous avons a résoudre
sup C(Ul, UQ) (431)
{Fi,hjz (ui):ji€J;,i=1,2}
avec

Clur,ug) = Dlayj,—1,a2j,-1) + 2 PjunFrjus (u1)+

l2<j2—1

> PujaFang, (u2) + pjyj, min(Fy g, (ua), Fa g (u2))

l1<ji—1

sous contraintes

> i) < min(ur — a-1, Y Pi),
12o<tg l2<to
> pl1j2F2,llj2 (u2) < min(UQ — A2j5-1, > pl1j2)>
h<ti L<t (4.3.2)
0 < Fj,(u1) < 1,
0 < Fyy,j,(ug) < 1,

b <jul<jo,ti €{ji —Lji}ta € {ja— 1,2}, i — Lj1 € J1,ja — 1, j2 € Jo.

La démarche de résolution consistera a trouver dans un premier temps un
majorant de ’ensemble des prolongements puis a prouver que ce majorant est un
prolongement.

Théoréme 4.3.1. En (uy,uy) € (a1j,-1,@1j,] X (agj,—1, a2j,], la borne supérieure

est
UC (u1,u2) = D(ayj,—1,a2j,—1) + min(fi1 + fao, fiz + fo1)
avec
fir = min(u; — a1, Z Pjit);
2 ]27
f22 = mln(UQ a2]2 1 Z pl1]2)
l1<j1
f12 — mln(ul a’l]l 1s Z p]llQ)
12<j2
le = min(u2 — a2j271, Z pl1]2)
hi<p-1

n—Ljp€eJi,jpp—17 €l

DEMONSTRATION. Soit C' un prolongement de la sous-copule D en (ug,us) €
(aljl_l, aljl] X (a2j2_1, ang], nous avons

Cluy,ug) = D(ayj,—1,a2j,-1) +min( 3 pj, Frjn(u) + 3 prjaFo g, (u2),

12<j2 h<ji—1

> p]1l2F1,]112(u1) + Z pllJ2F2 l1]2(u2))

l2<jo—1 l1<j1



70
g1 — 1,51 € Ji,jo — 1,5 € Jo. A partir des inégalités

Z Pl P (1) < min(ug — agy, o, Z Dirls)

12<j2 l2<j2

> PP (un) < omin(u —ag-1, X i)
l2<jo—1 l2<j2—1

Z pllszZ 1172 (u2) S (u2 a2]2 1 E pl1]2)
l1<51 l1<j1

> pll]2F2 l172 (UQ) < (UQ a2j2—17 Z pll]2)
h<ji—1 lh1<ji—1

nous pouvons déduire que C'(uy, ug) < UC(uq, uy). Le lemme suivant prouve qu’il
existe un prolongement C' telle que C(uy,uy) = UC(ug,us); ce qui prouve que

UC (uy,uz) est la borne supérieure en (ug, ug). O

Lemme 4.3.1. Soit (ul,u2) c (aljl_l,aljl] X (agjg_l,azh], jl - ].,jl c Jl;jQ -
1,72 € Jo, il existe un prolongement qui atteint la borne UC en (ui,us). En

particulier, le prolongement C' vérifiant :

Pivje F1jujy = max(0, min(/d — ayy, 1 — l% Pisly T Pirjar Pinga))
2102

pj1j2F2,j1j2 = maX(Ov min(ld — 42551 — l%:t Piijs + pjle’pj1j2))
1>01

Pijo >0, 71— 1,71 € J1,J2—1, 2 € Jo satisfait la relationC(uy, us) = UC(uq, us).
DEMONSTRATION. Soit le prolongement C' avec les égalités suivantes :

Z, pj1l2F1,jll2 - maX(Oamin(Id A1j4,—-1, Z p]llz))

12<j2 [2<72 (4.3.3)
> Pl ja FQ,lljz = maX(O’ min(u2 25,1, Z pluz))
l1<j1 l1<j1
et
Z Pjii, F17j112 = maX(O? min<[d — d1j-1, E p]ll2))
l2<ja—1 l2<j2=1 (4.3.4)
> Pty ja FQ,ZU& = maX(Ov min(Id - a2j2—17 Z pll]2))
Lhi<ji—1 h<ji—1

Jj1 € Ji1,72 € Jo. Les seules fonctions capables de vérifier ces égalités (4.3.3),
(4.3.4), pour tous (ji,j2) € J1 X Jp sont ceux du lemme. Les fonctions F j,;,,
Fy ., 71 € J1, j2 € Jo sont des fonctions de répartition et C' est un prolongement
de la sous-copule D. En outre, les égalités (4.3.3), (4.3.4) nous permettent de dire

que C(Ul,UQ) = UC('LLl,UQ), (ul,u2) c (aljl,l,aljl] X (a2j2,1,&2j2]. O

4.4. LA BORNE SUPERIEURE EN DIMENSION 3

Soit D une sous-copule de domaine Ry X Ry X Rz, R; = {a;1, i, ..., ain, },
0= ;1 < Qg < 0 < Qypy = 1, 1 = 1,273. Soit (u17u2,u3) & (aljl_l,aljl] X

(ang_l,ang] X ((13]‘3_1,@3]‘3] fixé. Soit

R;" =R, U {ul} = {big, ceey bim+1}7
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biir = a1, .. ., biji—l = Qjj;—1, biji = Uy, bz’ji—l-l = Qigj;y -+ s bmi+1 = Qjn,;,t = 1,2,3.

Soit D' un prolongement de D sur R} x R; x Rj. Posons

Phaigts = Vor((buy—1, b1, ] X (baty—1, bat ] X (bsgy—1, by, ),
Jr={2,...,n;+ 1}, 1 =1,2,3, avec les égalités suivantes

p21l2l3 = pl’ll'Qléalg = lz si lz < jz,l; = lz — 1 sinon ,z =1, 2, 3,
(lilosls) € JP N\ g + 1} X I3\ {J2, g2 + 1} x J3\ {3, js + 1}

Il reste ny X ny X ng — (ng — 2) X (ng — 2) X (ng — 2) quantités a définir pour
définir complétement D’. Ces quantités sont :

Phagts = 0, (I l2, 15) € {1, 1 + 1} x 5 x J3,
Plists = 0, (I, 1o, 13) € JE\ {1, jn + 1} x {ja, jo + 1} x J5,
p;ﬂzls Z 07 (ll7 l27 l3> € Jik \ {jl?jl + 1} X J; \ {j27j2 + 1} X {j37j3 + 1}

Elles sont définies de la maniére suivante :

p;j—i-llglg +p;‘1lgl3 = Pjilalss ly € Js \ {j27j2 + 1}a I3 € Jg \ {jg,j3 + 1}7
Phjstits T Pljots = Plajolss (1 € Jy \ {d1, j1 + 1}, 3 € J3\ {7s, js + 1},
p21l2j3+1 +p21l2j3 = Dlilajss ll € ‘]ik \ {jl,jl + 1}a l2 € J; \ {j27j2 + 1}7
Pirtags T Pivitngs T Piitoget1 T Piittlajst1 = Pialagss b2 € J5 \ {Ja, j2 + 1},
Phijats + Pji1iats T Piijarits T Plystjotits = Piagalss s € J5 \ {U3, Js + 1},
Plijajs T Pljatijs T Plijajstt + Plijot1jast = Phajajss 1 € J7\ {1, 51 + 1},
, , ) ) , , (4.4.1)
Pjigags T Pivtjajs T Piagotijs T Pivjajst1 T Pit1jatigs T Pinjat1js+1
TP 4 1j2js+1 T Pyt tjotjs+1 = Pirjasss

, P j— .
p  Piialy = U1 — Q15,415
l2€J2 ,l3€J3

/ f— J— .
2 *plml?, = Uz — A2j,—1,
Z1EJ1 ,lgEJS

/
Pllyj, — U3 — A3j5-1-
hedier;

Rechercher la borne supérieure des prolongements en (uq,us,us) revient a ré-

soudre le programme suivant :

/
. sup. D(a1j,-1, 2j,—1, asjy—1) + > Pyt
(Pl 1y 55 L€ TT 1=1,2,3} Ui<gii=123y N0 U =i
i=1,2,3
sous contraintes
/ y y
0 S plll2[3 S Pliislsz, l’L S Ji,t = 17 27 3a
/
Z Pjiisis < up — A1ji-1,
12<j2,l3<j3
/
Z Plyjots < Uup — 25215
11<g1,13<j3

/
Z . pl1l2j3 < Uz — A3j3—1-
11<51,l2<72
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Lemme 4.4.1. Probléme réduit. Posons

Sk = {0, 1} U {akjk_l, akjk}, k= 1, 2, 3,
S}: = Sk U {uk},k = 1,2,3.

Soit Dy la sous-copule restriction de D sur S; x Sy x S3;
(a) si D' prolonge D sur R} x Ry x R, alors il existe D}y un prolongement de
Dy sur S} x S5 x S§ tel que D'(uy,ug, uz) = D{(uy, ug, us) ;
(b) si Df, prolonge Dy sur ST x Si x S3, alors il existe D" un prolongement de
D sur Ry x Ry x R tel que D{(uy,ug,us) = D'(uy,ug, ug).

DEMONSTRATION. Nous ferons la démonstration en utilisant les mesures induites
par les sous-copules.

(a) Pour le premier résultat, il suffit de poser D{, comme la restriction de D’
sur ST x S5 x S;. Le domaine de Dy étant inclus dans celui de D, D' est
aussi un prolongement de Dy ; par conséquent Dj, est un prolongement de
Dy.

(b) Soient P la mesure de probabilité induite par D, @) la mesure de proba-

bilité induite par Dy, @' la mesure de probabilité induite par Dj. Posons
0 = cio, i1 = Qij,—1, Cia = 4j5,, 3 = 1,0 =1,2,3;
0 =dio,din = @ij—1,dio =, dis = a;5,,dia = 1,9 = 1,2, 3.
Digts = P(aw,—1,a1,] X (agy—1, a2p,] X (as,—1, as)),

(
qlllglg - Q((Clll—h Clll] X (02l2—1a 6212] X (0313—17 C3l3])) 1 S l17 l27 l3 S 37
Uy = Q' ((duy—1,du] X (dagy—1, doy] X (dggy—1,dsi,]), 1< 11,1, 13 < 4.



Nous posons

*
Priisis

*
Djiis15

*
pj1+1lzl3

*
Djijats

*
pj1+1j213

*
Dy jat113

*
Dji 41524115

73

Py —1(1y>j1)la—1(l2>j2)l3— 1 (Is>53)
sily & {jr, Jr + 1}, k=1,2,3,

q/21+31(l2>j2)1+31(l3>j3)
921421 (19 >jo)14+21(13>53) Ph—I(l>j1)la=1(12>52)ls—1(I5>33)

!
93 1431(19>759) 14+31(3>73)
q2 14+21(ly>js) 1+21(13>j3)p31 la=I(l2>j2) ls=1(l3>]3)

sily & {Jr, ji +1},k=2,3
Ty 1431 (13> j3)
422 14+21(13>j3)
si l3 ¢ {j37j3 + 1}7
39 1431(13>53)
422 1+42I(13>j3)
si l3 ¢ {j3aj3 + ]-}7

/
932 1431(13>53)
422 1+21(13>]‘3)p]1]2 I3—1I(l3>]3)

si l3 ¢ {j37j3 + 1}7

/
933 1+31(13>73)
G20 1+2[(z3>13)p]”2 la=1(ls>Js)

si l3 ¢ {j3aj3 + 1}7

Pjrjo 13—1(13>5s)

Pjija 13—1(13>53)

!
p;ljzjs - Z;%pjl]é]é?
p;1j2+1j3 - Z;%pjl‘h]é?
p;1+1j2j3 = Z;%pjljlﬁ?
p;1+1j2+1j3 = Z;ﬁpﬁjwﬁ:
p;1j2j3+1 = Z;%pjljzjiﬂ
p;1j2+1j3+1 = Z;%pjljzjzw
p;1+1j2j3+1 = Z;%pjljzj:a?
Pjit1jat1jstl = Ziﬁpﬁjm )

s * * * *
1<l <ni,i=1,2,3. Les formules de pj,j, ;. Df, j, 115> Pl jags+10 Phyjat1js 1o

* * * * Jo
Dhitngss Di1indss Philajst 10 Phi1iajs+1 SO0t Obtenues par symétrie des formules

*
Djjats>

* * * . , .
Dhintitss Phyiiinlsr Phyitipstsrd < li < ny, i = 1,2,3. Définissons la

loi de probabilité P* sur R} x R x Rj :

P*((alll—balll] X (@212—1,&212] X (a313_1,a313]) = Pflzm,

1 <1; <nge=1,2,3. Laloi de probabilité P* a des marges uniformes. Soit

D' la sous-copule associée a P* . Nous avons D' (uy, ug, uz) = Dj(uy, ug, us3)

et D’ est un prolongement de D.

O
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Pour la suite, nous utilisons la sous-copule Dy restriction de D sur S; x Sy X S3.
Posons D = {Dj, : D|, est un prolongement de Dy sur S} x S5 x Si}. Posons

L = {(hl205) € {1,2,3}° . TI1, (2 — ;) = 0},
L' = {(l,lo,l3) € {1,2,3,4} : TI_, (2 — I;) = 0},
Ly = {(lilo,l3) € L:1; <2,i=123},

Ly = {(llals) € L2 1; < 2,i=1,2,3},

L = {(li,lo,l3) € L: 1 =2},

L, = {(li,lo,l3) € L' : I, = 2},

Loy = LoN Ly,
Ly, = Lyn L.
Soit ' la mesure de probabilité associée a Dy, posons

0 =dj,di1 = aiji—ladz? = Uy, diz = aijiadi4 =1,1=1,2,3.

QZ11213 = Q'((diy—1,du,] X (doty—1, ot | ¥ (dsiy—1, dsi,)),
1 <ly,ls,l3 < 4. Nous avons
/ /
D (uy, ug, ug) = D(ayj,—1, a2, -1,a3j5-1) + D ity
(l1,12,l3)€L6

Posons

0 = Z q21l213‘

(I1,l2,l3) €L

On cherche & maximiser Q' sous contraintes

q>0l€elL,

Totts < Q2 15—1(12>2) 15—1(15>2)5 l2 & 12,3}, 13 € {2,3}, (2,12, 13) € L,
ql,12l3 S Q—1(1>2) 2 13— 1(13>2); l §§ {27 3}7 l3 ¢ {Qa 3}a (lla 2, l3) S
Uiz < h—11>2) -1>2) 2, 10  {2,3}, 12 ¢ {2,3}, (11, 12,2) € L,
ooy + ozt T Gy < @2215-105>2) 13 € {2,3},(2,2,03) € L,
Qo+ Qotys + Q12 < Q2215-1015>2), l2 & {2, 3}, (2,12,2) € L,

QZ/122 + 91/123 + QI/132 < qu-rms2 el & {2,3} (L,2,2) e L,

Gaoz + Gz + Qoso + Qo33 + Q320 + Q303 + P332 < Gooa.
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On pose

My, = up—agj—1,k=1,2,3,
o1 = min(My, go11),
mo1 = min(Ms, qi21),
T2 = min(Ms, q2),

T = My —my,

5 = My —mo,

5 = Mz —m,
Too1 = min(M{, MS, go11),
To12 = min(My, MS, ga12),
Ti2o = min(MS, M$, qi22),
pr = min(M{, w1 + m212),
po = min(Ms, w1 + mi92),
ps = min(Ms, w10 + mi92),

c __ Cc __ c __

T222 = miﬂ(M1 p, My — po, My — ps, Q222)-
On peut montrer qu’on peut poser sans perte de généralité

/ _
211 = To211,
/ _
Q121 = T121,
/ _
112 = Ti12-

Théoreme 4.4.1. Résultat principal

sup{Dy(ur,uz,u3) : Dy € D} = qu11 + To11 + Ti21 + T2 + oo+
min{fﬂ%@, P + T2z, fho + 12, fig + o1 }

DEMONSTRATION. La démonstration sera structurée en étapes.

(Etape 1) Montrons qu’on peut poser sans perte de généralité

/ _
o117 = T211,
/ _

dio1 = T121,
!

i1 = Ti12.

Soit ¢;, | € L’ un candidat qui satisfait toutes les contraintes. Supposons
que ¢4y, < mo11. On pose

1"

4211 = T211,
qgu = 7T2€11 — 9115
Gty = S oty (2:12,13) € T, (Ia, 13) # (1,1),
nglg = 3iyly — qélzlg’
1

q = q/sily #2,3,lel.



On trouve que ¢, , | € L' satisfait toutes les contraintes. De plus,

Saq-q = X q—q=>0
leLy leLy,

A partir de maintenant, nous poserons

! _
4211 = T211,
/ _
121 = T121,
/ _
112 = T112-

(Etape 2) Montrons que si

min (g + T2, flo + To12, 3 + Ta21) < @221 + G212 + G122

alors il existe k € {1,2,3} tel que

min(jey + Tigo, flo + To12, 3 + Tao1) = Mg+ Moo (k) 2—I(k) 215 (k)-

Supposons sans perte de généralité que M7 < M5 < M.

(1) Sl Mlc S IniIl(Qle, Qng), Mf S 122, NOUS avons

9921 = Mlca

9212 - Mlca

122 = Mg,

K1 = My,

i = g,

3 = min(M§, ma19 + T122),
min(fun + oo, flo + Toi2, i3 + To1) = M{ + M

(2) Si M{ < min(ga21, g212), MS > @192, nous avons

221 = My,
212 = My,
122 = (122,
th = M,
Lo = min(M$, M{ + q122),
3 = min(M$, MY + qi22),

min(py + Tioo, plo + To12, i3 + Ta21) = M7 + qiao

(3) Si go21 < M{ < o129, M§ < 129, nous avons



221

212

122 _
H1 :
M2 :
M3 :

min (g + T2, flo + To12, 43 + To21) =

q221,

M,

M3,

My

M,

min (Mg, M{ + MS),
min( Mg + qoo1, MY + M)

4) Si
(4) Si goo1 < MY < go12, M§ > q192, nOUS avons

Tr221

212

122

H1

M2

M3

min gy + Tig2, fl2 + T212, U3 + T221)

G221,

My,

122,

My

min(My, gio2 + q201),
min (Mg, MY + qi22),
= M+ qi22

5) S
(5) Si ga12 < MY < go91, M35 < qi22, nOUS avons

221

212

122

H1

2

H3

min(f + T2, o + o1z, f3 + T201)

M,

q212,

Mg,

My
= M,
= min(Mg, Ms + ¢o12),
= Mj+ g2

6) Si
(6) Si go12 < M < qa91, M§ > qq22, nous avons

221

212

122 _
H1 :
M2 :
M3 :

min(py + w99, o + Ta19, 43 + To21) =

M,

q212;

q122;

My

min(MS, M{ 4+ q192),
min(M§, M7 + go12),
min(MF + quo, M5 + go12)

7
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221
212
122
H
M2
H3

min (g + T2, o + T212, f3 + T221)

(7) Si max(q212, QQ21) < Mlc, MQC < 122, NOUS avons

221
212
122
M1
2
M3

min (g + T2, 2 + T212, i3 + T221)

4221,

4212,

Mg,

min(M7, gao1 + @a12),

Mg,

min(M§, M§ + go12),

min (Mg + gai2, M5 + qa21)

(8) Si max(go12, qa21) < M{, MS§ > 122, nous avons

My, gao1 + g212),
MS, gao1 + q122)
MS, go12 + q122),

11111

o~ o~ o~ o~

(Etape 3) Si 1 + 122, flo + To12, f3 + Ta21 > o1 + Ga12 + qio2 alors

221
212
122
H1
H2
3

q221;,
4212,
q122;
G221 + G212,
G221 + G122,
G212 + G122,

(Etape 4) Si % < min(py + my99, o + Ta19, i3 + Ta91) alors

sup{D{(u1, ug,us) : D{ € D} = qu11 + To11 + Ti21 + T2+

En effet, nous avons

Qo1 + Qo192 + Q120

IN

H1tpo+ps
5 .

! ! ! ! ! /
922119212 921219122 922119192
2 + 2 + 2

2

p1tpo+tps

M + qiao, MS + ga12, MS + q122)
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En choisissant

/ __ patpe—ps
4201 = 2 )
/ . pitps—p2
4212 = B )
/ . p2tpuz—p
22 = B

on atteint la borne. Pour tout autre solution telle que ¢j,, = S > 0, nous

avons
/ / C
Qo1 +Go1 < M7 — S,
/ / C
Qo1 + Go1 < M5 — S,
! / C
Q12 t q1oa < Mg — 5,
ce qui entraine
/ / / Mi+MS+Ms S
o1t P1o+ Qian < 3 -9
pitpotpus S
< 2 2"

(Etape 5) Si % Z min(,ul -+ 122, U2 —+ 212, U3 + 7T221) et min(ul -+

T122, 2 + To12, 3 + Ta21) < a1 + Q10 + Glop alors

sup{Dj(ur, us,u3) : Dy € D} = qu11 + To11 + Ti21 + Ti2+

min(gy + T2, flo + Ta12, i3 + To21).

En effet, supposons sans perte de généralité que

min (g + T2, flo + To12, 3 + Ta21) = i1 + Tia2.

Nous avons
— C
H1 = Mj
/ / /
Q91 + Qo120 + Qroe < p1 + T2 = My + mioa.
La borne est atteinte pour
! — H2—T221
T2 #2%&3*27!'122’“ ’
/ — 13 —T122
Q212 #2%&3*27!'122'“1
!
Qo0 = T122

Ce choix maximise ghy; + ¢h1o + q120 €t donne ¢jyo = 0. Si on prend un autre

choix avec ¢hyy = S > 0 alors on devra avoir

G321 + G519 < Mj-5,
Qo1 + Qo190 + Quog + S < M{ + miaa.
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Pour satisfaire les contraintes, on pose

@01 = O,

Ghzr = min(Mg — oo1, G221 — Gha1),

Gz = 0,

Goiz = min(Mg — go1a, ga12 — Go1a),

Grop = min( 5 — min(gaoy, My), Mg — min(gae, Mg), q122)
Qs = min(Mg —min(gaay, M3) — ¢hag; G122 — q122)

Giz2 = rnm(MC — min(qyg, M) — q1a0, Q122 — Gho2)

G = 0,

Goze = 0,

@1 = 0,

q§23 = 0,

Gy = 0,

Q3o = min(Mg — min(Msg, gaia + qaz1), M5 — min( Mg, ga12 + a21), G222),
Q303 = min(Mg5 — min(Ms, ga12 + q221) — G309, G222 — T329),

Q330 = min(Mg — min(Ms, g212 + G122) — @399, G222 — P392),
(Etape 6) Simin(guy + Ti22, plo + To12, 13 + T221) = @aoq + Q1o + o alors

sup{Dy(u1,uz,us3) : Dy € D} = qui1 + To11 + Ti21 + T2+
G122 + Q212 + Goo1 + To20.

Le choix optimal est

Qo1 = 221,
Qo120 = T212,
Qg = Ti22,
9522 = T222.
Si on choisit ghyy < T2 alors
Goo1 + Q212 t Q120 < @221+ @o12 + Gio2,

(o1 + Q12+ Qlaz + Gazn < Qu22 + G212 + Qo1 + T2z
Si on choisit ¢hyy > oo et les contraintes sur les marges satisfaites alors

(220 < Ta99. Supposons sans perte de généralité que mags = M{—(qao1—Go12)-
Dans ce cas,

921 + T212 — (Q221 - Q212)7
122,
991 + To12 + T122 + o229,

(J§21 + qgu
Q122
Goo1 + Qo129 + Q120 + Goz0

VANRVANVAN
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Si Tog9 = 22 POSONS Ghyy = (o22; Sinon sans perte de généralité, posons

Moo = M7 — (go21 + q212),

Groe = Ta22,

Uoos = da32 = Gz =0,

Q3o = min(Ms — (qaa1 + qr22), M5 — (212 + q122), G222),

Gro3 = min(Mg — (ga21 + g212) — (Gao2 + G322)s G222 — (G20 + G302));
G3zo = min(Mg — (ga12 + qi22) — (Gaon T G322)s G222 — (G220 + G300))-

La borne est atteinte.
O

Exemple 4.4.1. Considérons D : {0,1/2,1} x {0,1/2,1} x {0,1} — [0,1] telle
que D(1/2,1/2,1) = 1/4.

Soit la fonction UC' donnée par

— (1) pour (vy,ve,v3) € [0,1/2]* x [0, 1]

UC(vy,v9,v3) = min(vy, vy, vs, i);
— (2) pour (v1,vq,v3) € [0,1/2] x [1/2,1] x [0, 1]
UC(vi,v2,v3) = min(min(vy,vs, 1) + min(vy — 1/2,1/4), min(vy, vz, 1/2))
— (3) pour (v1,v9,v3) € [1/2,1] x [0,1/2] x [0, 1]
UC(vi,v2,v3) = min(min(vs, vs, 1) + min(v; — 1/2,1/4), min(vo, v3, 1/2))

— (4) pour (vy,ve,v3) € [1/2,1]? x [0,1/4]

UC(vy,v9,v3) = w3
— (5) pour (vy,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(vy — 1/4,1/2) > min(v; — 1/2,1/4) + min(vy — 1/2,1/4)
UC(vi,v2,v3) = min[min(vs, 1) 4+ max(0, min(v; — 1/2,1/4))

+ max(0, min(vy — 1/2,1/2)),
min(vs, 1) + max(0, min(vy — 1/2,1/4))
+ max(0, min(v; — 1/2,1/2))].

— (6) pour (vy,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et

min(vz — 1/4,1/2) < min(v; — 1/2,1/4) + min(ve — 1/2,1/4)

UC(vy,v9,v3) = min(vy, vy, v3).

Montrons que la fonction UC' est un majorant
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Soit C' une copule prolongement de D.
— (1) Pour (vy,v9,v3) € [0,1/2]* x [0, 1]
C(v1,v2,v3) < min(vy, va,v3, 1) = UC(v1, 02, v3);
— (2) pour (vy,ve,v3) € [0,1/2] x [1/2,1] x [0, 1]
C(v1,v9,v3) < min(Ve([0,v1] x [0,1/2] x [0, v3])+

Ve ([0,v1] x (1/2,v9] x [0, v3]), Ve ([0, 1] x [0, 1] x [0,v3]))
S UC(U17U2,1)3)

— (3) pour (vi,ve,v3) € [1/2,1] x [0,1/2] x [0,1], par symétrie pour le cas
(01,03, 05) € [0,1/2) x [1/2,1] x [0,1]

C(’Ul,vg,vg) S UC(’Ul,UQ,Ug)
T (4) (U1’027U3) € [1/27 1]2 X [07 1/4]
C('Ul, Vg, Ug) S V3 = UC('UI, Vg, Ug)
— (5) pour (vi,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(vs — 1/4,1/2) > min(v; — 1/2,1/4) + min(vy — 1/2,1/4)
Pour toute copule C, prolongement de D, nous avons

C(v1,v9,v3) < min[Ve([0,1/2] x [0,1/2] x [0,v3]) + Vo ([1/2,v1] x [0,1/2] x [0, v3])+
Ve([0,v1] x [1/2,v9] x [0,v5]), Ve ([0,1/2] x [0,1/2] x [0, v3])+
Vo([0,1/2] x [1/2,v9] x [0,v3]) + Ve ([1/2,v1] X [0, v9] x [0, v3])]
min[min(vs, 1) + max(0, min(v; — 1/2,1/4))+
max(0, min(vy — 1/2,1/2)), min(vs, 1)+
max (0, min(vy — 1/2,1/4)) + max (0, min(v; — 1/2,1/2))],
< UC(vy,v9,03).

IN

— (6) pour (vy,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(vs — 1/4,1/2) < min(v; — 1/2,1/4) + min(vy — 1/2,1/4)
Pour toute copule C, prolongement de D, nous avons

C(v1,v2,v3) < min(vy,ve,vs),
< UC(vy,vg,0v3).

Montrons que la fonction UC' est la borne supérieure
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Considérons les prolongements Cy, Cy : [0,1]> — [0, 1], tels que pour (vy,va,v3) €

[0,1]%,

C1(v1,v9,v3) = max(0, min(vy, v, vs, 1/4))
+ max(0, min(v; — 1/4,v9 — 1/2,v3 —1/2,1/4))
+ max(0, min(v; — 1/2,v9 — 1/4,v3 — 1/4,1/4))
+ max(0, min(v; — 3/4, vy — 3/4,v3 —3/4,1/4));

Cy(v1,v9,v3) = max(0, min(vy, ve, vs, 1/4))
+ max(0, min(v; — 1/4, v —1/2,v3 — 1/4,1/4))
+ max(0, min(v; — 1/2,v9 — 1/4,v3 —1/2,1/4))+
+ max(0, min(v; — 3/4, vy — 3/4,v3 — 3/4,1/4));

pour (uy, ug, uz) tel que (uy,ug,uz) € [1/2,1]% x [1/4,1] et

min(ug — 1/4,1/2) > min(u; — 1/2,1/4) + min(uy — 1/2,1/4)

)

03(?11,272,113) =

+ o+

+

max (0, min(vy, vg, v3, 1/4))

max (0, min(v; — 1/4, vy — 1/2,v3 — 1/4, min(uy — 1/2,1/4)))
max (0, min(v; — 1/4 — min(uy — 1/2,1/4),

vy —1/2 —min(uy — 1/2,1/4),

vg — 1/2 —min(ug — 1/2,1/4),1/4 — min(us — 1/2,1/4)))
max (0, min(v; — 1/2,v9 — 1/4,v3 — 1/4 — min(us — 1/2,1/4),
min(u; — 1/2,1/4)))

max (0, min(v; — 1/2 — min(u; — 1/2,1/4),

vg — 1/4 —min(uy — 1/2,1/4),

vg —1/4 — min(uy — 1/2,1/4) — min(uy — 1/2,1/4),
1/4 — min(uy —1/2,1/4)))

max (0, min(v; — 3/4, vy — 3/4,v3 — 3/4,1/4)).

On peut remarquer que

Cs(ur,ug, ug) = 1/4 + min(ug — 1/2,1/4) + min(u; — 1/2,1/4)

du fait qu’on ne peut avoir d la fois uy > 3/4 et ug > 3/4.

Nous montrerons que Cy, Cy, C3 atteignent la borne supérieure des prolongements

de D sur des régions dont la réunion donne [0,1]>.
— (1) Sur [0,1/2]* x [0,1], nous avons

C1(v1,v9,v3) = max(0, min(vy, ve,vs, 1/4))

= UC(v1,v2,03);
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— (2) Sur [1/2,1] x [0,1/2] x [0, 1], nous avons

Ci(vy,v9,v3) = max(0, min(ve, vs, 1/4))+
max (0, min(v; — 1/2, vy — 1/4,v3 — 1/4,1/4))
= UC(Ul,UQ,Ug);

pour (vy,vg,v3) € [1/2,1] x [0,1/2] x [0, 1].
— (8) Sur [0,1/2] x [1/2,1] x [0, 1]

Cy(v1,v9,v3) = max(0, min(vy, vs, 1/4)) + max (0, min(vy — 1/4,v9 — 1/2,v3 — 1/4,1/4))
= UC(U171)27U3)7

pour (v, va,v3) € [0,1/2] x [1/2,1] x [0, 1].
— (4) Sur [1/2,1)* x [0,1/4], nous avons

Cy(v1,v9,v3) = v3 = UC(v1, v2,03).
— (5) pour (vi,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(vs — 1/4,1/2) > min(v; — 1/2,1/4) + min(vy — 1/2,1/4);
soit (uy, ug, u3) tel que (uy,ug,uz) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(us — 1/4,1/2) > min(u; — 1/2,1/4) + min(us — 1/2,1/4);
nous avons
Cs(uy,ug,u3) = 1/4 + min(ug — 1/2,1/4) + min(uy — 1/2,1/4) = UC(uy, ug, ug)
— (6) pour (vy,ve,v3) € [1/2,1]* x [1/4,1] et
min(vs — 1/4,1/2) < min(v; — 1/2,1/4) + min(ve — 1/2,1/4)

— (6-a) si 1/4 < wv3 < 3/4, nous avons

Ci(v1,v9,v3) = max(0, min(vs, 1/4)) + max(0, min(vs — 1/2,1/4))+
max (0, min(vy — 1/4,1/4)),
= U3 = UC(2)17U2,U3)
— (6-b) si vy > 3/4, d’aprés les conditions posées, nous devrions avoir
v1 > 3/4, v9 > 3/4 et

Ci(v1,v9,v3) = 3/4 4 max(0, min(vy — 3/4,v9 — 3/4,v3 — 3/4,1/4)),

= min(vy, vy, v3) = UC(vy, 09, v3)
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4.5. CONCLUSION

Nous nous sommes intéressés aux prolongements dune sous-copule a domaine
en dimension d = 3. La borne supérieure n’est pas nécéssairement une copule
contrairement au cas de la dimension 2. Nous donnons la formule de la borne
supérieure. Celle de la borne inférieure et la généralisation au cas infini feront
I'objet d'un travail ultérieur.






Chapitre 5

CONCLUSION

Cette these s’intéresse aux prolongements de sous-copules. L’une des applica-
tions concerne ’estimation des copules a ’aide des prolongements de type copule
empirique ou copule empirique lissée. Cette méthode permet d’obtenir des esti-
mateurs bona fide de la copule. Il y a un manque de résultats en ce qui concerne
la convergence uniforme sur [0, 1]¢ et la convergence uniforme locale (sur un voisi-
nage autour d’un point) de tels estimateurs. Le chapitre 2 donne le résultat local
en s’appuyant sur le lissage spline de la copule empirique, tandis que le résultat
sur [0,1]¢ est donné par l'estimateur copule de Bernstein empirique. C’est un
premier pas vers la construction d’un estimateur multirésolution par insertion de
nceuds a partir de la copule de Bernstein empirique.

Le chapitre 3 s’est attelé a caractériser 'ensemble des copules qui prolongent
une sous-copule donnée en dimension 2 et donne la borne supérieure et la borne
inférieure de cet ensemble. La borne supérieure et la borne inférieure de tels
prolongements se trouvent étre elles aussi des prolongements de la sous-copule.

Le chapitre 4 essaie de déterminer la borne supérieure des prolongements d’'une
sous-copule de domaine fini en dimension 3. Cette borne supérieure se trouve étre
une quasi-copule. Un exemple de la construction d’une telle borne est donné a la
fin du chapitre. Une des applications du présent travail serait I’étude du probléeme
d’incompatibilité : la difficulté de construire des fonctions de répartition ayant
des marges multivariées fixées. Une premiere étape serait de construire la borne
supérieure et la borne inférieure point par point de I'’ensemble de ces fonctions
de répartition lorsque cet ensemble est non vide. Cette these pourrait fournir les

matériaux pour une telle construction.






Annexe A

UNE APPROCHE PROBABILISTE DES
SPLINES

A.1. CONSTRUCTION DE SPLINES MONOTONES
Considérons un ensemble de noeuds
O<z1 <29 <--- <2y, <1, avec m > 0.

supposons que yi,...,Ymn+ sont les valeurs distinctes de zq,...,x,,, avec y; de

multiplicité kq,..., Yy« de multiplicité k- < k. Pour 0 < kg et 0 < ky«11, posons

Opour j=0,—-1,...,—kg+ 1
xT; =
! lpourj=m+1m+2,....m+ ky-y1,
Lj=(zj_,x;), j=1,....om+i, i=1,... ket k est un réel. Pour simplifier la

présentation, nous prendrons kg = k,,» 11 = k.

Nous construisons des fonctions de répartition G ,, 7 = 1,...,m + 1,1 =
1,...,k en deux étapes. Considérons aussi les fonctions de répartition H; ;, j =
1,....m+41,i=1,... k définies par les formules

Osiz <xj_y,

Hyi(a) = 4 oo si 93'6 Lij, xj— < xj,
I(ZE‘Z.TJ) Sll’EIz'j, XTj—i = Xj.
Isix >z
Les splines polynomiales {G; ;,j = 1,...,m +i,i = 1,...,k;} sont construites

selon les formules de récurrence :
Hj,i+1 + (1 — Hj,iJrl)Gj,i si j = 1,
Gj,i+1 = Hj,'H»lijl,i_'_(l_Hj,iJrl)Gj,i Slj :2,,m+z (All)
Hj’ i+1Gj—1i si ] =m-+1+ ].,
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j:].7-.~7m+7:)7::17‘.',k7etGj70:[<$2xj)7j:1,""m‘Simzoetque
Ozml—k:"':$0<1:331:372:"':xk,

les relations ressemblent aux relations de récurrence définissant les polynomes de
Bernstein :

Gjiv1=2Gj_1,;+(1—2)G,;sij=2,...,1.
Ces relations peuvent étre mises en paralleles avec les formules de récurrence
[de Boor, 1972] définissant les B-splines normalisées ([Schoenberg, 1946]) :

[ P VN | T — X
J—t J
—Nj,i,l,i(:c) + —
Tj1— Tj—i—1 Tj — XTj—

Nj,i,1’1+1(l‘> = Nj*ivi(x%

xr e [:Uj,i,l,a:j), et le :I[xj,ﬂfj+1) avecj: 1,,m+z,z:0,,k

Lemme A.1.1. Nous avons

Gji — Gjs1,i = Nj—ijita (A.1.2)
m+1
Gji= Y Nisii+1, (A.1.3)
I=j
! N M
G50 = IVj—iji = Mj—i i,
J - T J J

avec g;, j = G;’j, M;_; i la B-spline non normalisée ou encore M-spline associce

de_Z-J,j:O,...,m—i—i,izl,...,k.

DEMONSTRATION. Nous allons tout d’abord montrer que Gy, 1i i = Ny i1. D’apres
les relations de définition (A.1.4)

Gmﬂ',i = Hm-i-i,iGm—i-i—l,i—la (A.1.4)
avec G, 0 = (T, <& < Xppp1) = [(xy, < 2 < 1). Les splines Ny, 40,0 =0,...,k
sont définies par les relations de récurrence :

T — T

N iv1(z) = Ny, i(2),

Tm+i — Tm
avec Ny, 1 = I(xy, <2 < xppy1) = (2, <z < 1). On peut déduire que

Gm—l—i,i = {Vm, i+1,

i=0,... k.
De facon générale, nous allons montrer que G ; — G,41,; = N,_; i+1. Pour
x € [z;_;,x;), en utilisant les équations de récurrence (A.1.4), nous pouvons



écrire

Gjiv1(r) = Giprin(z) = (272G 0u(2) + =G ()

Tj—Tj—i—1 Tj—Tj—i—1

= (G5 G@) + =G (@),

Tj—Tj—i—1 Tjp1—T5—i

+

A-iii

Tj+1—%

(e — ) Giilo) + (25

Tj—Tjoi-1 L1 i

Tj—Tji-1 L1 i

w (G = Gyl (@) + 22 (G = G (2)

)Gj,i(2),

= (G = G )(e) (G = G, (2).

Tj—Tj—i—1 Tjp1—T5—i

D’autre part, si z € [xj_i—1,2j—;), Gjt1,i+1(2) = G; () = Gj11,:(x) = 0 et nous

avons

(G ix1 — Gjg1,in1)(2) = ——2=LGy (),

Tj—Lj—i—1

= (G = G (@) + (Gl — Gig,a) (@)

Tj—ji1 Tjp1 =T

Six € [zj,xj), Gjivi(z) = Gji(x) = Gj_1,:(x) = 1, nous avons

(G i1 — Gjq1,im1)(x) = (;:J__Zj;:l + x,f;g_jq) - (:c;:i]ij,z + xﬁ:;fﬂ

Gjr,i(7)),

= (G = G (@) + (G — Gl (2).

Tj—Tj—i—1 Tjp1—Tj—i

En résumé, pour x € [z;_;_1,%;41),

(Givn = G i) (0) = =2 (Gions — Gia) (o) + 22— (G — Gaaa) ().

Tj—Tj—i—1 Tjp1 =i

De pIUS Gj70—Gj+1’0 = Nj71 = I[xj,IjJrl), j = ]., e ,m—i—i,i = 07 .. .,k’. Les splines

{G;i—Gj41,5,)=0,....,m+i,i=0,...,k} vérifient les relations de définition

des b-splines normalisées et leur sont égales pour ¢ = 0. Par induction, ce sont

des B-splines normalisés. La deuxieme assertion vient de la somme télescopique.

Nous allons prouver la derniere assertion par récurrence sur j. Tout d’abord,

montrons qu’elle est vraie pour j = m + ¢. En dérivant I’'équation
Gji— Gjr,i = Njiiv1,

nous avons
{ ?
/!

9j,i — gj+1,i = Nj—i, i+1 — Nj—i,i - Nj—i+1,ia

Tj—Tj—g Tjr1 — Tj—it1

car d’apres [Prochazkova, 2005]
) l
!
Nl—z‘, i1 =Ny i— —— N1,
Ty — Ty Li4+1 — Li—i+1

Ainsi,

Im+i, i — Im+i+l, i = (Z/($m+z - $m))Nmz - (i/($m+i+1 - $m+1))Nm+1,i7
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et puisque ¢gp4it1,i = 0 = Nypq1 4, DOUS avons
Im+i, i = (i/(Tmyi — mm))Nm,z
Supposons maintenant que pour j fixé,
1

95,0 = ———Nj—ii,
g X

et montrons qu’alors

A partir des égalités

? 1
/
95,0 = Yj+1,i = Nj-i7i+1 =——Nj i ——Nj_i11,4
LTj — Lj—i Tj+1 — Tj—i+1
1 1
!
9j—1,i — Gj,i = Nj_i_l,,url = Njfifl,i T 'Njfi,ia
Tj—1 — Tj—i-1 Lj — Tj—i
et de ’hypothese de récurrence, le résultat se déduit. Il
Des lors, si m = 0 et que
Ole_k:"':ﬁ(]o<1:$1:$2:"':l’k7

les fonctions {g; i, =1,...,4— 1} sont des polynémes de Bernstein et les fonc-
tions {G},;,7 =1,...,1—1} sont des primitives de polynémes de Bernstein s’an-

nulant en 0 et valant 1 au point 1. De fagon générale, lorsqu’elles sont continues,
les fonctions {G; ;,j =0,...,m+i+1,i=1,... k} sont des I-splines.
Corollaire A.1.1. Les splines {G;:,j = 0,....m+i+ 1,0 = 1,... k}, lors-
qu’elles sont continues, sont des I-splines et {g; i, =0,...,m+i+1,i=1,... k}
sont des b-splines non normalisés ou encore M-splines.

L’intérét de construire les splines monotones par les relations de récurrence
tient a leur mise en oeuvre. En effet, les I-splines sont obtenus par intégration
des M-splines et lorsque les nceuds sont simples, s’écrivent comme une somme de
b-splines normalisées. La formule (A.1.3) généralise cette écriture aux I-splines
avec noeuds multiples. Les formules (A.1.4) et (A.1.3) fournissent des algorithmes
de calcul simple des I-splines. En outre, ces splines monotones peuvent présen-
ter des discontinuités, ce qui n’est pas le cas des I-splines. Elles sont donc une
généralisation possible des I-splines.

Les splines ainsi construites serviront a approcher des fonctions monotones

notamment les fonctions de répartition.



A.2. APPROXIMATION A L’AIDE DES SPLINES MONOTONES

Les splines monotones décrites a la section précédente permettent de recons-
truire parfaitement les fonctions de répartition qui sont des polynomes. Le lemme

suivant donne le cas particulier de la fonction de répartition uniforme.

Lemme A.2.1. Les fonctions de répartition {Gj,k};-”:ﬁk, satisfont la condition :
m+k
T — Ti_k
j=1

DEMONSTRATION. C’est une conséquence de identité de Marsden [Marsden,
1968] pour le polynéme de degré un. U

L’approximation d'une fonction de répartition I’ a l'ordre k dépend de poids A; &,

jg=1,...,m+ k,.1 et est donnée par

m+km+1

Gk - Z )\jij, k-
=1

Lorsque les neeuds intérieurs sont de multiplicité un (k; = -+ = k,) et kg =
kmi1 = k, Schoenberg [Schoenberg, 1967] a défini une méthode d’approximation

par splines d'une fonction F' définie sur [0, 1] par la formule :

QF(x)) = Z F(&)Nj—g—1, k+1(x),

avec §; vérifiant
m+k

> &k Njg w(x) =z, z €[0,1],
j=1

1 k
= % Z Lij+1,
=1
j=1—=k,...,met w la partition de I'axe engendrée par les noeuds.
Une écriture équivalente avec les splines monotones définies ci-dessus (en uti-
lisant 1’équation (A.1.2)) est :

+

Z (§-rs1) — F(§-1))Gj k(). (A.2.1)

Ce type d’approximation inclut I’approximation par polynémes de Bernstein

comme cas particulier. [Marsden, 1972] a montré que pour cette méthode, lorsque
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les noeuds intérieurs sont de multiplicité un, ’erreur en norme uniforme est ma-

jorée de la facon suivante :

| 1
HQWF - FHoo < W(Fu h)(]- +m1n{h (2k — 2)7 h });
ousi F' € C0,1]

2
1QnF — F|, < wa(F,R)(1 + hl2 min{;k, (’”112””'})

avec || = max j(x;41 — ;) le pas maximal de la partition 7 en gendrée par les

neuds 0 =zg <y <+ < xp < Tppy1 = 1.

Le terme min{m, \/%} indique que le comportement asymptotique
est proche de celui des splines polynomiaux pour || petit. Lorsque || est grand,
le comportement asymptotique est proche de celui des polynémes de Bernstein
[de Leeuw, 1959]. [Beutel et coll., 2002] donne l'erreur d’approximation de la
dérivée (Q F) :

F—FY L B SR SN L AC] 3 YN
HQeF = FYll < TElan (1, 1) + (14 2y (144252 e )

avec |r| = max |z;_ — ;.
j




Annexe B

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2.2

DEMONSTRATION. Puisque D est une sous-copule sur S; x S5, nous obtenons que
Vp est positive sur 7 et Vp([0,1]?) = 1. Nous aons besoin de montrer que Vp est
o—additive sur . Premierement, montrons que Vp est additive sur 7. Soient
Ay, Ay deux ensembles disjoints de o7, avec Ay, = By xC, k=1,2et AJUA, € &7.
Il est facile de vérifier que Vp(A; U As) = Vp(Ay) + Vp(Az). De fagon similaire,
siAy =B xCg k=1,2et AjUAy € o alors V(A3 U Ay) = Vp(Ar) + Vp(As).
Soit A € o7/. Considérons une partition de A de la forme A = U, A;, 4; € &,
A; = B; x C, i = 1,...,n. Par induction, nous obtenons que Vp(U'; A;) =

? 1 Vp(A;). Delaméme fagon, si A = U, A;, A, € o/, Ay = BxCy,i=1,....n,
alors Vp(U, Ai) = X0, Vb (A4;). Soit A € o7. Considérons une partition de A de
la forme A = UL, U2, Ay, Aij € &, Ay =B, x Cji=1,...,n1,j=1,...,na.
Nous obtenons que Vp (U2, U2, Aij) = 202, 372, Vp(Ayj). Plus généralement,
soit A € .o/, considérons une partition de A de la forme A = U, U2, Ay,
A € @, Ay = B, x Bj, avec

Ak = U U BZ X Cj,
{i:B; x[0,1]NA#0} {5:[0,1]xC;NAL#D}
k=1,...,n. Dans ce cas, nous avons

Vp(Uit U2y Agy) = X2 272 Vb(Ay)

= Yo > Vp(Aij)
{(’L,j)BZ XCjﬂAksé(Z)}

{(4,5):BixCN A, £0}

= k=1 Vp(Ap).
Ceci montre que Vp est additive sur /. Montrons que Vp est o—additive sur
/. Supposons que A = (a,b] X (¢,d], A = (a;,b;] x (¢;,d;], i > 1. Soit

Bn - (an - 627(n+2)’ bn + 627(n+2)] X (Cn - 627(n+2)7 dn + 627(n+2)] N A
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Considérons B,,, n > 1. Les ensembles B,,, n > 1 forment un recouvrement de

A. Puisque A est fermé, il existe N € N tel que By, B, ..., By est un recouvre-
ment de A. A forceriori, él, .ég, e By est un recouvrement de A. Nous obtenons
que

N N
Vb(A) = Vp( L:Jl B,) < ;1 Vb(B,)
< S (Vp(An) +27) < 3 V() +e.

n=1
N
Puisque Vp( U 4,) < Vp(A) pour tout N > 1, nous avons le résultat. Fi-
=1

nalement, il nl;eut étre prouvé que ce résultat est aussi vrai pour A € o/ et
A =10,0] x (¢,d] ou (a,b] x (0,d] ou [0,b] x [0,d]. O
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