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SOMMAIRE

Le Théoreme de Sylvester-Gallai affirme que dans un ensemble fini .S de points
dans le plan, ot les points ne sont pas tous sur une méme droite, il y a une droite
qui passe par exactement deux points de S. Chvatal [I4] a étendu la notion de
droites aux espaces métriques arbitraires et a fait une conjecture généralisant le
Théoreme de Sylvester-Gallai. Chen [10] a démontré cette conjecture qui s’appelle
maintenant le Théoréme de Sylvester-Chvatal.

En 1943, Erdés [18] a remarqué un corollaire pour le Théoreme de Sylvester-Gallai
affirmant que, dans un ensemble fini V' de points dans le plan, ou les points ne
sont pas tous sur une droite, le nombre de droites qui passent par au moins deux
points de V' est au moins |V|. De Bruijn et Erdés [7] ont généralisé ce corollaire,
en utilisant une définition généralisée de droite (voir Chapitre [2) et ont prouvé
que tout ensemble de n points, ou les points ne sont pas tous sur une méme droite,
détermine au moins n droites distinctes.

Dans le présent mémoire, nous allons étudier les théorémes mentionnés ci-dessus.
Nous allons aussi considérer le Théoreme de De Bruijn-Erdos dans le cadre des

hypergraphes et des espaces métriques.

Mots-clés Points et droites, Sylvester-Gallai, De Bruijn-Erdos, hypergraphes

et espaces métriques.
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SUMMARY

The Sylvester-Gallai theorem states that in a finite set S of points in the
plane, not all on the same line, there is a line passing through exactly two points
of S. Chvatal [I4] extended the concept of lines to arbitrary metric spaces and
made a conjecture generalizing the Sylvester-Gallai theorem. Chen [10] proved
this conjecture which is now called The Sylvester-Chvatal Theorem.

In 1943, Erdés [18] noticed a corollary to the Sylvester-Gallai theorem stating
that, in a finite set V' of points in the plane, not all on a line, the number of lines
that pass through at least two points of V' is at least |V/|. De Bruijn et Erdés [7]
generalized this corollary, using a generalized definition of a line (see Chapter [2))
and proved that any set of n points, not all on the same line, determines at least
n distinct lines.

In this master’s thesis, we will study the theorems mentioned above. We will also
look at the Theorem of De Bruijn-Erdés within the framework of hypergraphs

and various metric spaces.

Keywords Points and lines, Sylvester-Gallai, De Bruijn-Erdos, hypergraphs

and metric spaces.
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INTRODUCTION

Dans le présent mémoire, je fais une synthese des résultats sur le sujet des
points et des droites. La majorité des résultats présentés sont dus a V. Chvatal
(et a ses collaborateurs). Apres avoir fait le cours Discrete Mathematics of Paul
Erdés donné par V. Chvatal, je me suis davantage intéressé a ce sujet. Les ré-
sultats sans référence de ce mémoire ont été prouvés et présentés dans un atelier
donné a l'université Concordia au printemps 2013, sous la direction de V. Chva-

tal. J’étais un des participants de cet atelier.

Théoreme de Sylvester-Gallai
P. Erdés a écrit dans [19] qu’en 1933, lorsqu’il lisait le livre « Anschauliche Geo-

metrie» de Hilbert et Cohn-Vossen, la conjecture suivante lui est venue :

e Soit x1,--- ,x, un ensemble fini de points dans le plan, qui ne sont pas
tous sur une méme droite. Alors, il y a une droite qui passe par exactement

deux de ces points.

Il s’attendait a ce que cette conjecture soit facile & démontrer, mais a sa grande
surprise et déception il n’a pas pu trouver de preuve. T. Gallai a trouvé la preuve
aprés qu'Erdés lui ait soumis la conjecture. L. M. Kelly a remarqué quelques an-
nées plus tard que la conjecture n’était pas nouvelle. Elle avait été publiée par
J. J. Sylvester dans FEducational Times [29] en 1893. Erdds a confirmé que la
preuve de Gallai était néanmoins originale. On ne sait pas si Sylvester avait une
preuve de cette conjecture, qui est aujourd’hui connue sous le nom de Théoréme
de Sylvester-Gallai. Dans le présent mémoire, on verra une preuve donnée par L.
M. Kelly.

V. Chvatal, dans [I4], a donné une définition de droite dans les espaces mé-

triques arbitraires, puis a fait la conjecture suivante :
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e Soit (V,d) un espace métrique tel que 1 < |V| < oo, alors V' contient deux
points distincts a et b tels que la droite ab est : soit égale & {a,b}, soit

égale a V.

Cette conjecture est une généralisation du Théoréme de Sylvester-Gallai. Elle
est connue aujourd’hui sous le nom de Théoreme de Sylvester-Chvatal et a été
prouvée par Chen [I0]. Dans le présent mémoire, cette preuve sera étudiée en
détail dans le Chapitre

Théoréeme de De Bruijn-Erdds

En 1943, Erdés [18] a démontré un corollaire pour le Théoreme de Sylvester-
Gallai :

e Soit V' un ensemble fini de points dans le plan, les points de V' pas tous
sur une droite; alors le nombre de droites qui passent par au moins deux

points de V' est au moins |V].

En 1948, De Bruijn et Erdés [7] ont prouvé un théoreme qui généralise cet
énoncé. Celui-ci est connu aujourd’hui sous le nom de Théoreme de De Bruijn-
Erdos. 11 faut mentionner qu’il y a un autre théoréme connu sous le méme nom.
Il concerne le nombre chromatique des graphes infinis et apparait dans De Bruijn
et Erdés []].

Voici le Théoreme de De Bruijn-Erdos :
e Soient m et n des entiers positifs tels que n > 2. Soit V un ensemble de n
points. Soit F une famille de m sous-ensembles de V' telle que 2 < |L| <

n — 1 pour L € E et telle que toute paire de points de V' appartient a

exactement un membre de E. Alors, m > n, et m = n si et seulement si :
(1) E est de type {pl:p% ---apn—l}a {plapn}a {p2:pn}a "->{pn—17pn}
ou,

(2) n = k(k — 1) + 1 avec chaque membre de E contenant k points de V

et chaque point de V' contenu dans k£ membres de E.
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Nous allons voir deux preuves du Théoreme de De Bruijn-Erdés dans le Cha-

pitre [2] dont une preuve bijective.

Chen [10] a prouvé la généralisation du Théoreme de Sylvester-Gallai énoncé
précédemment. Dans le méme esprit de généraliser le Théoreme de De Bruijn-

Erdds, Chen et Chvatal [11] ont posé la question suivante :

e Vrai ou faux 7 Tout espace métrique fini (X, d), ott aucune droite ne contient

tous les points de X, définit au moins | X| droites distinctes.

Dans le Chapitre [3] on verra des généralisations du Théoréme de De Bruijn-
Erdos avec des variations différentes pour les hypergraphes, ainsi que des bornes
sur le nombre de droites définies sur un hypergraphe. De cette fagon, on verra

que ’énoncé ci-dessus est faux dans le cadre général (hypergraphes).

Dans le Chapitre [4, on étudiera le Théoréme de De Bruijn-Erdds pour des
espaces métriques différents. Ainsi, on verra quelques espaces métriques qui ont
soit une droite qui contient tous les points de 1’espace, soit déterminent au moins

| X| droites distinctes (ce qu'on appellera la propriété de De Bruijn-Erdds).



Chapitre 1

LE THEOREME DE SYLVESTER-GALLAI

Dans ce chapitre, nous allons voir le Théoreme de Sylvester-Gallai, ainsi
qu’une généralisation de ce théoréme (dans un espace métrique arbitraire) connue
sous le nom de Théoreme de Sylvester-Chvatal. Par la suite, on va regarder une

application du Théoreéme de Sylvester-Chvatal aux designs.

Théoréme 1.1 (Sylvester-Gallai). Soit S un ensemble fini de points dans le plan
dont les points ne sont pas tous sur une méme droite. Il y a une droite qui passe
par exactement deux points de S.

Nous allons regarder une preuve du théoreme donnée par L. M. Kelly [15].

DEMONSTRATION. Parmi tous les triplets z, v, 2 de points dans S tels que z n’est
pas sur la droite Ty, choisissons-en un qui minimise la distance de z a 77.

On sait qu'un tel triplet existe car par I’hypothese les points de S ne sont pas
tous colinéaires.

On montre maintenant que Ty passe seulement par x et y. Supposons le contraire :
il y a au moins trois points de S sur Ty. Sur cette droite choisissons le point p
qui est le plus proche du point z. Ce point p divise la droite en deux demi-droites
qui se rejoignent au point p. Au moins une de ces deux demi-droites contient au
moins deux points de S, appelons-les py, p2, tels que p; est plus proche de p (ou

méme possiblement égal a p, la figure ci-dessous).

T=p2 pP=n Yy

FIGURE 1.1. Le cas ou p; est égal a p.



Maintenant, p; est plus proche de zZps que z de Ty. Contradiction. 0]

En 1943, Erdds [I8] a démontré un corollaire pour le Théoreme de Sylvester-
Gallai.

Théoreme 1.2. Soit V un ensemble fini de points dans le plan dont les points
ne sont pas tous sur une méme droite. Le nombre de droites qui passent par au

moins deuz points de V' est au moins |V|.

DEMONSTRATION. Par induction sur |V|. Par le Théoréme de Sylvester-Gallai,
on sait qu’il existe deux points x et y tels que Ty ne passe par aucun autre point.
Si les points V' — {z} ne sont pas tous sur une droite, alors par hypothése d’in-
duction on a au moins |V| — 1 droites distinctes qui passent par au moins deux
points de V' — {z}. Par le choix de x toutes ces droites sont différentes de 77.

Si les points de V' — {z} sont tous sur une droite, alors cette droite et les |V| — 1

droites Tz avec z € V — {x} sont toutes distinctes. O

1.0.1. Le théoréme de Sylvester-Chvatal

Dans la présente section nous allons étudier une généralisation du Théoréme
de Sylvester-Gallai |29, [15].

Définition 1.3. Une métrique p sur un ensemble V' est une fonction
p:VxV —R

telle que Vu,v € V :
(1) p(u,v) >0 et p(u,v) =0 si et seulement si u = v;
(2) p(u,v) = p(v,u);
(3) plu,v) < p(u,w) + p(w,v).
L’espace métrique (V, p) est l'ensemble V' avec la métrique p définie sur V.

Dans un espace métrique (fini ou infini) (V, p) on définit la relation ternaire

B(p) sur V par :

(u,v,w) € B < u,v,w sont tous distincts et p(u, w) = p(u,v) + p(v, w).

La relation ternaire B(p) peut nous indiquer que v est entre u et w. On peut
écrire [uvw] pour (u,v,w) € B (notation adoptée par Menger [24], ou elle est

écrite sans les crochets).



Définition 1.4. Une droite ab peut étre définie de la fagon suivante :

{z: [xab]} U{a} U{x : [axb]} U {b} U{z : [abx]},
ot a et b sont appelés les générateurs de la droite ab.
Avec cette définition une généralisation directe du Théoreme de Sylvester-
Gallai n’est pas vraie.

Exemple : Soit V' un espace métrique avec les points u, v, z,y, z tel que :
p(u,v) = p(v,z) = p(x,y) = p(y, z) = p(z,u) = 1,

p(u,z) = p(v,y) = p(z,z) = p(y, u) = p(z,v) = 2.
Ici on a vy = {v,z,y} et Ty = {v,z,y, 2} (une droite qui est un sous-ensemble
d’une autre). Ainsi, il n’y a pas de droite qui contient seulement deux points ni

une qui contient tous les points.

Si on veut que le théoréme reste vrai, il nous faut une définition différente
de droite. Chvatal [I4] a donné une autre définition de droite dans un espace

métrique arbitraire qui permet de généraliser le théoreme.

Regardons la définition de Chvatal [14]. La relation ternaire B(p) est trans-
formée en un ensemble H(B(p)) de sous-ensembles de cardinalité trois de V' (ou

lordre des éléments de chaque triplet est oublié) :
Définition 1.5. (1) H(B(p)) = {{a,b,c} : (a,b,c) € B(p)}
(i7) Une famille A(H(B(p))) de sous-ensembles de V' est définie par :

AH(B(p))) ={S CV : aucun T dans H(B(p)) a |T NS|=2}.

La famille A(H(B(p))), qu’on note A, est fermée sous l'intersection (par
exemple si (V) p) est un espace Euclidien, alors A(H(B(p))) définit ses sous-

espaces affines).

Pour tout sous-ensemble W de V' définissons :

cwy= ] S

WCSeA
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Ainsi, si W et V sont finis, alors C(IV) est la valeur retournée de ’algorithme

suivant :

S =W,
tant que un T dans H(B(p))a|T NS| =2
faire S < SUT fin;

retourner S

Pour voir que l'algorithme se termine, il faut remarquer que |W| < |V, ce qui
veut dire que |S| pourrait étre au plus égal a |V| et chaque itération diminue le
nombre de triplets qui intersectent S en 2 points. Cela implique que la boucle

s’arréte définitivement.

Définition 1.6. Pour toute paire de points distincts a et b de V, la droite ab est

définie comme C({a,b}), ot a et b sont appelés les générateurs de la droite.

Pour voir la relation entre les définitions et [1.6] regardons, par exemple,
ce que [abc] veut dire dans le sens de la définition de Chvétal [14]. Par [abc], nous
avons p(a,b) + p(b,c) = p(a,c), ce qui veut dire qu’'on a (a,b,c) € B. Par la Dé-
finition nous aurons {a, b, c} dans H(B(p)). Maintenant, la droite engendrée

par a et ¢ contient le point b étant donné que |{a,b,c} N{a,c}| = 2.

Théoréme 1.7 (Sylvester-Chvatal [10]). Soit (V,p) un espace métrique tel que
1 < |V] < 0o. Alors V' contient deuz points distincts a et b tels que la droite ab

est soit égale a {a,b}, soit égale a V.

Le Théoreme de Sylvester-Gallai est un cas particulier du Théoreme de Sylvester-

Chvatal ou (V, p) est un sous-espace fini d'un plan Euclidien.

DEMONSTRATION. Donnée par Chen [I0]. Soit V' notre espace métrique fini avec

au moins deux points. Soit p la métrique de V.

Observation : Si tout triplet de points de V' est dans une droite, alors il y a une

droite qui contient tous les points de V.

Preuve de l’observation : Considérons une droite maximale L (par rapport a
I'inclusion des ensembles). On va montrer que L = V. Supposons le contraire,

donc on a un point ¢ ot ¢ ¢ L. Soit L la droite ab, ot a et b sont des générateurs
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de L. Par hypothese, on a que les points a, b, ¢ sont tous les trois dans une droite
quelconque. Cette droite contient L U {c}, ce qui est une contradiction avec la

maximalité de L.

Maintenant, nous allons prouver que si un triplet de points de V' n’est contenu
dans aucune droite, alors il existe une droite qui consiste de précisément deux

points. Ceci (avec l'observation) terminera la démonstration.

Par une aréte simple (cette terminologie est empruntée de I'interprétation de
I'espace métrique comme un graphe complet pondéré), on veut dire une paire
ab € E de points de V telle qu’il n’existe pas de point = qui satisfait [axb]. Par
un triangle simple, on veut dire n’importe quel triplet de points a,b,c de V tels

que ab, be, ca sont toutes des arétes simples.

Maintenant, considérons les trois énoncés suivants :

(1) Tl existe un triplet de points de V' qui n’appartient & aucune droite.

(2) Il existe un triangle simple qui n’est dans aucune droite.

(3) 11 existe une droite qui contient précisément deux points.

On va montrer que (1) = (2) = (3).

(1) = (2). On a trois points a,b,c de V tels qu’aucune droite ne contient

{a,b,c} (1.1). Parmi tous les triplets de ce genre choisissons-en un qui minimise

p(a,b) + p(b,c) + p(a,c). On montre que a, b, ¢ est un triangle simple.

Supposons le contraire : sans perte de généralité il existe un point d tel que
[adb]. Ainsi, on sait que d # ¢ car sinon [acb] est en contradiction avec (1.1).

Maintenant,

p(d, c) < p(d,b) + p(b, c)

car sinon (1.1) est en contradiction avec [dbc| et [adb]. On a donc,

pla,d) + p(d,¢) + pla, o
<p(a,d) + p(d,b) + p(b,c) + p(a,c)
:p(a, b) + p(b, C) + p(a, C)'

Maintenant, la minimalité de a,b, ¢ implique que {a,d,c} est contenu dans

une droite. Parce que d est entre a et b (c’est-a-dire [adb]), on a que la méme



10

droite contient aussi {a, b, c}. Ce qui est une contradiction avec (1.1).
(2) = (3). Pour chaque triplet ordonné w, v, w de points de V' écrivons

A(u7 v, w) = p<u7 U) + P(U, w) - p(U, w)
Par (2) on a un triangle simple a,b, ¢ qui satisfait (1.1). Parmi tous les tri-

angles de ce genre choisissons-en un qui minimise A(a, b, ¢). Nous allons montrer

que la droite ac contient précisément deux points.

Supposons le contraire. La droite @¢ contient au moins trois points. C’est-a-
dire qu’il existe un point d qui satisfait [dac| ou [adc] ou [acd]. L’aréte ac est
simple donc on ne peut pas avoir [adc|. Sans perte de généralité supposons (par
symétrie) [acd]. Parmi tels d, choisissons-en un qui minimise p(c,d). Ceci nous

garantit que cd est une aréte simple.

Montrons que bd n’est pas une aréte simple (1.2). Si bd est simple, alors (b, ¢, d)
est un triangle simple. Maintenant, [acd] et (1.1) nous garantissent que ce triangle

simple n’appartient a aucune droite. Ainsi,

A(b,e,d) > Ala, b, )
Ce qui signifie,

Puisqu’on a [acd], ceci nous donne [abd], ce qui est en contradiction avec (1.1).
Maintenant, observons que

pla,b) + p(b,d) < p(a,d) + A(a,b,c). (1.3)

Si (1.3) n’est pas vrai, alors étant donné qu’on a [acd] :

p(b,d) = p(b,c) + p(c,d)

Ce qui nous donne [bed], mais ici aussi nous avons une contradiction avec (1.1).

Par un chemin, on entend une séquence P = (ay, as, - -+ , a;) de points distincts

de V. Sa longueur est définie comme :
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I(P) = X pla ais)

Par un chemin spécial, on veut dire un chemin (ay, as,- - , ax) tel que a; = a,
ap =d, k> 3 et

(7) aucune droite ne contient {ay, as, as},

(#7) au moins un des ajas et agas n’est pas une aréte simple.

Le chemin (a,b,d) est spécial. On a (i) a cause de [acd] et (1.1). On a
(71) a cause de (1.2). Maintenant, on peut choisir un plus court chemin spécial

(a1, a9, -+ ,ax) qu’on appelle P. Le chemin (a, b, d) est spécial et de (1.3) on a

I(P) < pla,d) + A(a,b,c). (1.4)
Afin de compléter la preuve de (2) = (3), on va distinguer trois cas pour le

chemin spécial P.

Cas 1 : Ni ajas ni asaz ne sont des arétes simples.
On a donc un point by2 tel que [a;b12a5]. Parmi de tels points by2, prenons-en un
qui minimise p(ba, as) (cette propriété de byo nous donne que bjsas est une aréte

simple).

Ainsi, il y a un point beg tel que [asbogas] et tel que asboz est simple. Aucune
droite ne contient {bya, as, bag} (1.5). Sinon, [a1b12as] et [asbeszas] impliqueront que
la méme droite contient {a;, as, az} ce qui est une contradiction avec la propriété

(1) de P.
Soit P’ le chemin (ay, by, beg, as, - -+ , ax). De [a1bisas] et [asbozas] on a,

I(P) = I(P") = A(by2, a, ba3).

Maintenant, A(b2, ag, bez) > 0 par (1.5), et donc P’ est plus court que P. On
avait P minimal, donc P’ n’est pas spécial. Aucune droite ne contient {aq, b2, bos},
car sinon [a;bj2as| donne que la méme droite contient {by2, az, beg} ce qui contredit
(1.5). Le chemin P’ n’étant pas spécial, a1bio et biabos sont des arétes simples.

L’aréte biabos étant simple, bya, as, beg est un triangle simple, et (1.5) implique

A(b12,a2, 523) > A(a, b, C)
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Maintenant,

l(P) = l(P/) + A(blg,CLQ,bgg) Z p(CL, d) + A(CL, b, C)

ce qui est en contradiction avec (1.4).
Cas 2 : ajay est une aréte simple et asaz n’est pas simple.

Comme dans le Cas 1, il existe un point beg tel que [agbasas] et tel que asbog est
une aréte simple. Notons qu’aucune droite ne contient {ay, bes, as} (1.6). Sinon,
[asbosag] garantit que la méme droite contient {aj,as,as}, ce qui contredit la

propriété (i) de P. Soit P’ le chemin (ay, beg, as, -+ ,ax). De [agbesas], on a

I(P) — I(P') = A(ay, as, be3)

Ainsi A(ay,ag,by3) > 0 (a cause de (1.6)). Donc, on a P’ plus court que P
et la minimalité de P implique que P’ n’est pas spécial. Aucune droite contient
{a1, as,bes} car sinon, [asbssas] implique que la méme droite contient {a;, as, bas}
contredisant (1.6). Le chemin P’ n’étant pas spécial, aibyz et bazag sont des arétes
simples. L’aréte a1beg étant simple, aj, as, boz est un triangle simple et (1.6) im-

plique

A(ab a2, 623) 2 A(a7 b7 C)

mais

I(P) = I(P') + A(a1, az, bas) > p(a,d) + A(a, b, c)
ce qui contredit (1.4).

Cas 3 : asaz est une aréte simple et ajas n’est pas simple.

Comme dans le Cas 1, il existe un point byo tel que [a1b10a2] et tel que biaas est
une aréte simple. Notons qu’aucune droite ne contient {b12, as,as} (1.7). Sinon,
[a1b12a2] garantit que la méme droite contient {ay, as, as}, ce qui contredit (i) de

P. Soit P’ le chemin (ay, b2, as, -+ ,ax). De [a1biaas] on a

I(P) = U(P") = A(bi2, az, az).
(1.7) donne A(bya,as,a3) > 0 et par conséquent P’ est plus court que P. Le
chemin P étant minimal, cela implique que P’ un chemin qui n’est pas spécial.

Aucune droite contient {a1, b1, ag}, sinon [a;b12a5] implique que la méme droite
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contient aussi {b12, as,az} contredisant (1.7). Le chemin P’ n’étant pas spécial,
a1bia et biaas sont des arétes simples. Comme bjpas3 est une aréte simple, by, as, as

est un triangle simple et (1.7) implique

A(bl% a2, CL3) Z A(a7 bv C)

mais

[(P) =U(P") 4+ A(b12, a2, a3) > p(a,d) + A(a, b, ¢)
ce qui contredit (1.4).

1.0.1.1. Une application aux designs

Définition 1.8. Un ensemble V' de v points, ou toute paire de deux points est dans
exactement \ sous-ensembles (appelés bloques) et chaque sous-ensemble contient

k points, est appelé un (v, k, \)-design.

Définition 1.9. Un hypergraphe est une paire ordonnée (X, H) tel que X est
un ensemble et H est un ensemble de sous-ensembles non vides de X. Les élé-
ments de X sont des sommets (ou des points) de ’hypergraphe, les éléments de

H sont les hyperarétes de [’hypergraphe et | X| est appelé V'ordre de I’hypergraphe.
On peut interpréter un design en tant qu’hypergraphe.

Définition 1.10. Un hypergraphe sur un ensemble V' de v points, ou toute paire

de deux points est dans \ hyperarétes et chaque hyperaréte contient k points est

un (v, k, X)-design.

Un design sur V' est réalisable en tant qu’espace métrique s’il existe un espace

métrique (V,d) tel que pour n’importe quel triplet de points a,b,c € V
{a,b,c} € H(B(d)) <= {a,b, c} est dans une bloque (une hyperaréte) du design.
On sait par définition que :

e Un plan projectif fini d’ordre n est un (n® +n + 1,n + 1,1)-design.

e Un plan affine fini d’ordre n est un (n?,n,1)-design.
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e Un systeme de Steiner est un (v, 3, 1)-design.

Si un (v, k, 1)-design est réalisable en tant qu’espace métrique, alors chaque
droite dans cet espace métrique contient exactement k points. Le corollaire sui-
vant qui découle du théoreme de Sylvester-Chvatal (théoreme , nous dit que
ceci est impossible pour k£ > 3.

Corollaire 1.11 (Chen [10]). Aucun (v,k,1)-design avec k > 3 et v > k n'est
réalisable en tant qu’espace métrique. En particulier, aucun plan projectif d’ordre
plus grand que 1, aucun plan affine d’ordre plus grand que deux, et aucun systéme

de Steiner avec plus de trois points n’est réalisable en tant qu’espace métrique.

Exemple : Le plan de Fano n’est pas réalisable en tant qu’espace métrique. Le
plan de Fano est un (7,3, 1)-design. On peut aussi le regarder en tant qu’hy-
pergraphe (design) avec les sommets (points) 0,1,2,3,4,5,6, et les hyperarétes
(bloques)

{i mod 7, (i 4+ 1) mod 7, (i + 3) mod 7} pour i=0,1,2,3,4,5,6.



Chapitre 2

LE THEOREME DE DE BRUIIJN-ERDOS

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux preuves du Théoreme de De

Bruijn-Erdos dont une preuve bijective.

Théoréme 2.1 (De Bruijn et Erdés [7]). Soit m et n des entiers positifs tels que
n > 2. Soit V un ensemble de n points. Soit £ une famille de m sous-ensembles
de V telle que 2 < |L| <n —1 pour L € &€ et telle que chaque paire de points de
V' appartient a exactement un membre de €. Alors m est supérieur ou égal a n

et les deux sont égaux si et seulement si

(1) 5 est de type {plap%“'apnfl}a {plapn}a {p27pn}7 "'7{pn717pn}

ou

(2) n = k(k — 1) + 1 et chaque membre de € contient k points de V et

chaque point de V' est contenu dans k membres de £.

DEMONSTRATION. Présentée par Chvétal. Soit d(p) le nombre de membres de &€

qui contiennent un point p de V.
On observe :

SipeV,Le&p¢ L= |L| <d(p). (1)

Pour voir ceci, a chaque point p’ de L attribuons I'unique membre f(p’) de
€ qui contient p et p'. Le point p € f(p'),p ¢ L alors on a f(p') # L et donc
f(@)NL={p'}. On sait que 'intersection f(p")N L ne contient pas d’autre point
car si f(p') N L contient un autre point p”, alors p’ et p” appartiennent a deux

membres différents de £. Ainsi, 'application f est injective. Fin de la preuve de
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().
Soit k le plus petit d(p), et soit p* € V un point pour lequel d(p*) = k.

Observation :

k> 2.

Pour voir ceci, prenons un point p’ de V' tel que p’ # p*, et considérons 'unique
membre L de £ qui contient p* et p’. Puisque L € &, il existe un point p” de V'
qui n’appartient pas & L. L’unique membre de £ qui contient p* et p” est différent

de L. Fin de la preuve de I'observation.

Enumérons les membres de € Ly, Lo, - - -, Ly, tels que tous les Ly, Lo, - -+ , Ly

contiennent p* et aucun de Lgyq, Ly, -+ , L, ne le contient. Les k& ensembles

Ll - {p*}7L2 - {p*}v U 7Lk - {p*}

sont non vides. On peut donc trouver des points pi, pa,--- ,pr de V tels que

p1 € Lo —{p*},po € Ls —{p*},-- - spk—1 € L — {p"}, o0 € L1 — {p*}.

Comme les k ensembles Ly — {p*}, Lo — {p*}, -+, Ly — {p*} sont deux a deux

disjoints et comme k > 2, on a que p1,ps,- - -, pr sont deux a deux distincts et

p1 & Li,pa & Lo, -+ ,pe—1 & L1, ¢ L.
De on a que

Enumérons les n — k points restants de V ; Dkil, Prao,  ,Dn. Par on
a que |L;| < d(p*) Vi =k+1,k+2,---,m. Par le choix de p*, on a aussi

Maintenant, supposons m < n (sinon, il n’y a rien a prouver). On a donc

|Li| <d(p*) <d(p;) Vi=k+1,k+2,---,m. (3)
Comptons les couples (L;,p;) telles que 1 < i <m, 1 < j<mn, p; € L; de
deux fagons différentes : une fois en les regroupant par les L; et une autre fois en

les regroupant par les p;. Ainsi, on trouve

1L = > dwy). (1)
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En comparant (2),(3), et (4) on constate que m = n et |L;| = d(p;) Vi =
1,2, . m.

Maintenant, on va examiner deux cas. Soit 7 un indice qui maximise |L,|.

Cas 1 : |L;| < |L,| pour tout i # r.
Ici, d(p;) = |L;i| < |L,| lorsque i # r, et donc (1) nous donne p; € L, lorsque
i # r. Il s’en suit que |L,| = n — 1. Ce qui implique que & est de type :

{p1, 025 D1}y APL, P}y AD2, P }s oo APno1, Pa}-
Cas 2 : Il y a un indice s # r tel que |Lg| = |L,|.
L’intersection L, N L, contient au plus un point, donc soit il existe un indice ¢ tel
que L, N Ly = {p;}, soit L, N L, = (). De avec L =L, ou L = L, on a

|L;| = d(p;) = |L,|lorsque i # ¢.

La maximalité de |L,| implique

|L;| = |L,| lorsque i # t
et

|Le| < |Ly]. (5)

Si|Li| > n—1, alors (j5)) et 'hypothese |L,| < n—1implique |L;| = |L,| = n—1.

Si|Ly| <n—2, alors d(p:) < n— 2 et donc p; est a Uextérieur d'un ensemble L;
avec i # t. L’inégalité implique

| Lel = d(pe) = [Li] = [ L.

En mettant k£ = |L,|, on conclut que :
Chaque membre de £ contient k£ points de V' et chaque point de V' est contenu
dans k£ membres de &£.

Chacune des (Z) paires de points de V appartient a exactement un des n membres

de £. Ainsi, chaque membre de £ contient exactement (g) de ces paires-la. On a

(2)=(2)

n=*k(k—1)+1.

ce qui donne
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2.0.2. Une preuve bijective du théoréme de De Bruijn-Erdés

Dans la preuve bijective du théoreme de De Bruijn-Erdos, nous allons utiliser
le théoreme des mariages (théoreme de Hall). Ce théoreme nous donne les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour avoir un couplage (un ensemble d’arétes qui

ne partagent pas de sommets) dans un graphe biparti.

2.0.2.1. Théoréme des mariages (Hall)

Définition 2.2. Un sommet v est incident a une aréte e si v € e.

Définition 2.3. Deux sommets u,v d’un graphe G sont adjacents ou voisins, si

uv est une aréte de (.

Définition 2.4. Le degré dg(u) est le nombre des voisins du sommet u dans le
graphe G.

Si le contexte est clair, on peut écrire d(u) pour dire dg(u).

Définition 2.5. Dans un graphe G = (V, E), l’ensemble Ng(U) est I’ensemble
des voisins des sommets de U C V.

Si le contexte le permet, on peut écrire N(U) pour dire Ng(U).

Définition 2.6. Deux arétes e et f (e # f) sont adjacentes, si elles partagent

un sommet.

Définition 2.7. Un ensemble des sommets ou des arétes est indépendant ou

stable si ses éléments sont deux a deur non adjacents.

Définition 2.8. Un ensemble M des arétes indépendants dans un graphe G =
(V, E) est un couplage. M est un couplage de U C V' si tout sommet de U est

incident d une aréte dans M. Les sommets dans U ont alors un couplage (par M ).

Définition 2.9. Un chemin P, est un graphe non-vide tel que
V= {xla Lo, - 7$n} E = {1'11’2,.1'21'3, T 7xn71xn}'

Définition 2.10. Si P = (V, E) est un chemin avec V. = {uy,us,--- ,ur} et
E = {uug, -+ ,up_qug}, le graphe C = (V, E U {ugu,}) est appelé un cycle.
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Définition 2.11. Un graphe non-vide G est appelé connexe si toute paire de

sommets est reliée par un chemin dans G.

Définition 2.12. Un pont (ou un isthme) d’un graphe connexe est l'aréte dont
la suppression déconnecte le graphe.
Les ponts dans un graphe sont précisément les arétes qui ne se trouvent pas

sur un cycle.

Théoréme 2.13 (P. Hall [20]). Soit G un graphe biparti sur V.= X UY et

AC X. Alors A a un couplage dans G si et seulement si
IN(S)[ =S|, VSCA ()

ot N(S) est l'ensemble des voisins des sommets de S.

DEMONSTRATION. Donnée par R. Diestel [16]. Notons que la condition est évi-
demment nécessaire. On prouve qu’elle est suffisante par induction sur |A|. Pour
|A| = 1 l'affirmation est évidemment vraie. Soit |A| > 2, supposons que |N(S)| >
|S| VS C A, est suffisant pour 'existence d’'un couplage de A lorsque |A| est plus
petit.

Si |[N(S)| > |S| + 1 pour tout ensemble non-vide S C A, on peut prendre une
aréte ab € G, a € A et b € X\A, et on peut considérer le graphe G’ := G — {ab}.
Maintenant, pour tout ensemble S C A\{a} on a

[Ner(S)] = [Na(S)| =1 = [5]

et donc par I'hypothese d’'induction G’ contient un couplage de A\{a}. Ceci avec
I’aréte ab nous donne un couplage de A.
Maintenant supposons que A a un sous-ensemble propre et non-vide A, avec
|B'| = |A'| ou B’ := N(A’). Par 'hypothese d’induction G’ := G[A" U B'| (le
sous-graphe induit pas A’U B’) contient un couplage de A’. Aussi, G — G’ satisfait
la condition (t). Supposons le contraire :

15 C A\A,, |NG_G/(S)| < |S|
et ainsi on aura
INc(SUA| < |SUA|
mais ceci est en contradiction avec I'hypothese. Alors, on a par induction que

G — G’ contient un couplage de A\A’. En mettant les deux couplages ensemble

on a un couplage de A dans G. OJ
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Maintenant regardons de nouveau le théoreme de De Bruijn-Erdds, avec une

preuve bijective donnée par Bondy en 2013.

Soit V' un ensemble fini de n points et soit £ une famille de cardinalité m dont
les membres sont des sous-ensembles de V (appelés droites), telle que n’importe
quelle paire de points est incluse dans exactement une droite.

Supposons qu’il n’existe pas de droite universelle, c’est-a-dire, une droite qui

contient tous les points. Alors, m > n avec ’égalité si et seulement si,

(1) L" est de type {p17p27 "'7pn71}7 {plupn}v {p27pn}7 (RS {pnfhpn}
ou,

(2) |V] = k(k—1)+1 et chaque droite contient k points de V', et chaque point

de V est contenu dans k& droites de L.

DEMONSTRATION. On sait que toute droite contient au moins deux points. On
peut aussi supposer que n > 3 car si n = 2, on a une droite universelle. De plus,
il n’existe pas de point x qui appartient a toutes les droites. Car, par hypothese,
il existe au moins deux droites contenant chacune au moins un point autre que x
et la droite unique contenant ces deux points ne contient pas le point x.

Soit G [V, L] le graphe biparti sur (V, £) avec 'ensemble des arétes

{zy:x € V,y € L et x est dans la droite y },
Soit H [V, L] le graphe biparti sur (V, £) avec I'ensemble des arétes
{zy:x € V,y € L et x n’est pas dans la droite y }.

Etant donné qu’il n’existe pas de droite universelle et qu’il n’y a pas de point qui
appartient a toutes les droites, le graphe H n’a pas de point isolé. On va montrer
qu’il existe un couplage M de V dans le graphe H.

Par le théoreme de Hall, il suffit de montrer

Soit S un sous-ensemble de V. Si |S| =1, alors |[Ng(S)| > 1 = |S| comme H n’a
pas de sommet isolé. Supposons alors |S| > 2. Comme n’importe quelle paire de
points appartient a une seule droite, n’importe quelle paire de sommets de V' a
un voisin unique commun dans G.

Par conséquent,

INg(S)| > m — 1.
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Car sinon [Ny (S)| < m—1, et alors dans le graphe H, ils existent au moins deux
membres y; et yo de L tels qu’aucun élément de S n’est adjacent ni a y; ni a
y2. Ce qui veut dire que dans le graphe G, les éléments de S sont adjacents a
Y1 ou & yo. Si dans le graphe G, les éléments de S sont tous adjacents a y; et a
Yo, alors ceci veut dire que les éléments de S sont a la fois dans y; et dans ys.
Contradiction avec I'hypotheése. Maintenant supposons, sans perte de généralité,
que dans le graphe G les éléments de S sont adjacents a y;. Ceci veut dire que s
devrait appartenir a Ny (S). Contradiction.

Supposons que n > m. Si les sommets de £ n'ont pas de couplage dans H,

alors
VS CV tel que |S| =m, 3y e Ltel que Ny(S) = L\{y}.

Mais maintenant, on aura zy € E(G), Vo € V ce qui veut dire que y est un
sommet isolé de H. Ce qui est une contradiction.

Alors, on a un couplage M dans H couvrant un sous-ensemble V' de cardinalité
m de V' et tous les sommets de L.

Maintenant, dg(x) > dg(y) pour toutes les arétes zy de H avec z € V et y € L.
Ceci parce que si x n’appartient pas a la droite y, alors les droites Ta, a € y sont
distinctes.

En particulier,
da(x) > dgly) Yeye Mou z e V' ,ye L

et donc

> da(x) > Y da(y).

zeV’ yeL
D’autre part on a

> da(x) = da(y)

zeV yeL
ce qui nous permet de conclure

dg(r) = da(y) Yoy e M (6)

et que V' =V, et donc n = m.

Le graphe H ne contient pas de pont. Supposons le contraire. Soit 'aréte 1/
un pont dans H et soit zy dans M. Comme z est adjacent & ¢ dans H, dg(z) est
forcément plus petit que dg(y). Mais par (6]) on sait que dg(z) = da(y), Yoy € M.
Contradiction.

Maintenant supposons que le pont xy’ est dans M. Soit z € £ un voisin de x. On
sait que zz ¢ M, alors il existe un point 2’ tel que 2’z € M. Comme m = n, il

existe une droite 2z’ € £ ou 'z’ et xz’ ne sont pas tous les deux dans M. Donc,
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il existe un point z; tel que x12’ € M. Mais comme m = n, il existe une autre
droite z; € L ou x121, ¥’z et xz; ne sont pas toutes les trois dans M. Alors,
on a forcément un point x, tel que xo2; est dans M. En fait, on peut continuer
les étapes ci-dessus, mais ceci est impossible comme n est fini. Alors, on ne peut
avoir de pont dans le graphe H.

Comme H ne contient pas de pont, les composantes de H sont de deux types :
un cycle ou une aréte. Si H a plus d’'une composante connexe, alors une seule
de ces composantes contient plus d'une aréte. Car sinon, les points d’une com-
posante de H appartiendront tous a plus qu’une droite dans G. Ce qui est une
contradiction.

Si H contient une composante connexe qui est une aréte, alors le premier cas du
théoreme est vérifié. Soit ab la composante aréte de H ou a € V et b € L. Dans
ce cas, le point a appartient a m — 1 droites dans le graphe GG. Les n — 1 points
de la composante qui n’est pas I'aréte ab dans H appartiennent a la droite b € £
dans G et ils forment chacun une droite avec le point a.

Si H a une seule composante connexe, alors le deuxiéme cas du théoreme est
vérifié. Dans ce cas, toute aréte de H est incluse dans un cycle.

Soit X1YsToy3Ts . . . YpTpy1 X1 un étiquetage des sommets de cycle dans H ou x; €
Viyi € L, zy; & M et yuo; € M pour 1 < 4,5 < neti## j. On sait que si
zy € M, alors dg(x) = da(y) et que si xy ¢ M alors dg(z) > dg(y). En parcou-
rant les arétes de cycle dans H et en regardant le degré de chaque sommet on
obtient

do(r1) 2 do(y2) = d(w2) 2 -+ 2 d(yn) = da(wn) 2 da(y1) = da(z1).

C’est-a-dire, pour 2 < k < n, on a dg(x1) > dg(zg) > dg(x1). Ce qui implique
que dg(z1) = dg(xy).

Le graphe G est donc régulier de degré dg(y) = dg(x) onx € Vet y € L, ce
qui veut dire que chaque droite contient dg(y) points, et chaque point de V' est
contenu dans dg(x) droites de £. Pour le nombre des droites, en comptant les
droites a partir de V', nous avons ("2/‘). En comptant les droites a partir de L,
nous avons m - (dcz(y)) droites. Le nombre m étant égal a n, on a le deuxieme cas
du théoreme.



Chapitre 3

HYPERGRAPHES

Dans ce chapitre, on donne la définition d'une droite sur un hypergraphe,
et nous allons voir quelques résultats sur les hypergraphes ayant un nombre de
points inférieur ou égal a 6. Ensuite, nous étudierons des généralisations variées
du Théoreme de De Bruijn-Erdés ; ainsi que des bornes sur le nombres de droites
sur un hypergraphe. A la fin du chapitre, on verra la notion la représentabilité
d’un hypergraphe.

Rappelons-nous la définition d’un hypergraphe.

Définition 3.1. Un hypergraphe est une paire ordonnée (X, H) telle que X est
un ensemble et H est une famille de sous-ensembles non vides de X. Les élé-
ments de X sont des sommets (ou des points) de ’hypergraphe, les éléments de

H sont les hyperarétes de ['hypergraphe et | X | est appelé V'ordre de I’hypergraphe.

Définition 3.2. Un hypergraphe est k-uniforme si toutes ses hyperarétes contiennent

exactement k éléments.

3.1. DROITES DEFINIES SUR LES HYPERGRAPHES

Définition 3.3 ([11]). Soit u,v deuz sommets distincts d’un hypergraphe (X, H).

La droite wv est définie par :

uv = {u,v}U{p:IT € H,{u,v,p} CT}

Remarque 3.4. Si l'hypergraphe (X, H) est 3-uniforme, la droite Uv avec u,v
distincts a la forme :

wo = {u,v} U{w: {u,v,w} € H}.
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Exemple : Soit (X,H) un hypergraphe 3-uniforme tel que X = {a,b,c,d} et
H = {{a,b,c}}. Cet hypergraphe détermine quatre droites :

ab = ac = bc = {a, b, c}

da = {d,a}
db = {d, b}
dc = {d, c}.

Exemple : Soit (X, ) un hypergraphe 3-uniforme tel que X = {a,b,c,d} et
H = {{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}}. Cet hypergraphe détermine une seule
droite contenant tous les sommets :

@b = ¢ —cd = ad = bd = ac = {a, b, ¢, d).

Exemple : Soit (X,H) un hypergraphe tel que X = {a,b,c,d} et H = . Cet
hypergraphe détermine (3) = 6 droites.

Les exemples ci-dessus nous font remarquer qu’en général plus il y a d’hyper-

arétes, moins il y a de droites.

Définition 3.5 (la propriété de De Bruijn-Erdés). Un hypergraphe (X, H) a la
propriété de De Bruijn-Erdés sl a soit une droite qui contient tous les points de

X (aussi appelée une droite universelle), soit au moins n droites, oun = | X]|.

Pour tout hypergraphe (X, %) il existe un hypergraphe 3-uniforme (X, H®)
tel que (X, H) et (X, H®) définissent la méme famille de droites :

HS ={S:|S|=3etIT € Htel queS C T}

Par conséquent, on va considérer, sans perte de généralité, uniquement des

hypergraphes 3-uniformes.

Soit (V, L) un hypergraphe ou chaque hyperaréte contient au moins deux
sommets et n’importe quelle paire de sommets appartient a exactement une hy-
peraréte, alors £ est ’ensemble des droites d'un hypergraphe 3-uniforme (V,€).
Pour voir ceci, soit £ tous les sous-ensembles de cardinalité 3 inclus dans toutes

les hyperarétes appartenant a L.
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Maintenant, soit (V, £) un hypergraphe 3-uniforme, alors chacune de ses droites
contient au moins deux sommets, et n'importe quelle paire de sommets appar-
tient a au moins une droite, mais ils peuvent appartenir a plus d’une droite.
Par exemple, si V' contient les sommets distincts p, ¢, 7, s tels que {p,q,r} € &,
{p,q,s} € &, {p,r,s} ¢ &, alors les droites pr et ps sont distinctes et les sommets
p et ¢ appartiennent tous les deux a pr et a ps. Le théoréme suivant montre qu’il

s’agit du seul exemple.

Théoréme 3.6 ([4]). Si dans un hypergraphe 3-uniforme (V. &) on a deuz som-
mets appartenant a plus qu’une droite, alors V' contient quatre sommets distincts

p,q,7, s tels que au moins deux et au plus trois des quatre triplets :

{pa q, 7“}, {p7 q, 5}7 {pa r, S}’ {Q7 r, 3}

appartiennent a &.

DEMONSTRATION. Soit (V,£) un hypergraphe 3-uniforme. Supposons que deux
de ses sommets u, v appartiennent a non seulement la droite uo, mais aussi a une
autre droite Ty. Nous allons maintenant trouver des sommets distincts p, q,r, s

tels que au moins deux mais pas tous les quatre parmi

{p,q; v} Ap, ¢, s}, {p, 7, s}, {a, 7, s}

appartiennent a £.
Cas 1 : Un de z,y est un de u,v.
Sans perte de généralité supposons que x = u. On a uy # wv et v € Uy, alors
y # v et {u,v,y} € £. Comme on a uy # uv, il existe un sommet z appartenant
4 exactement une de ces droites-ci. Etant donné que {u,v,y} € &, les sommets
u, v,y, z sont tous distincts. Puisque soit {u,y, 2} soit {u, v, z} appartient a £, on
peut prendre u,v,y, z pour p,q,r, .
Cas 2 : x,y,u et v sont tous distincts.
Comme u,v € Ty, on a {u,z,y} € Eet {v,z,y} € £.Si{u,v, 2} ¢ Eou{u,v,y} ¢
&, alors on peut prendre u,v,z,y pour p,q,r,s. Si {u,v,z} € £ et {u,v,y} € &,
alors on revient au Cas 1 avec (v,z) a la place de (z,y) si on a uv # UT ; et avec
(v, x) a la place de (u,v) si on a wo = vT.

O

Regardons deux propositions a propos des droites définies sur les hypergraphes

3-uniformes. Dans la suite, on note m le nombre de droites d'un hypergraphe.
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Proposition 3.7. Dans un hypergraphe 3-uniforme, si r sommets appartiennent

tous a au plus t droites et aucune de ces droites n’est universelle, alors

<50

i<r+t
DEMONSTRATION. Soient uy,us, -+ ,u, des sommets appartenant a au plus ¢
droites. Soient Ly, Lo, - -- , Ly les droites qui contiennent les r sommets. Etant
donné qu’aucune des Ly, Lo, - - , L n’est universelle, il existe des sommets (pas
nécessairement distincts) vy, vg, « -+ , v tels que v; ¢ L; pour tout ¢ = 1,2, -+ | k.
Soit A = {uy, ug, -+ , Uy, v1,vs, -+, v }. Maintenant, pour tous les € V' définis-
sons

o) ={ax :a € A a # z}

On montre que 'application ¢ est injective :
Soient z,y deux sommets distincts. Il existe un sommet z dans A tel que z ¢ Ty
(étant donné qu’aucune droite n’est universelle). Si uy,ug, - , u, appartiennent
a Ty, alors Ty = L; pour un ¢ et dans ce cas-ci v; ¢ Ty.
On a z ¢ Ty, donc z,y, z sont tous distincts et {z,y, 2z} n’est pas une hyperaréte.
Comme {z,y, z} n’est pas une hyperaréte, y ¢ zZz, ce qui implique ZZ € ¢(z)\¢(y).
Ceci montre que ¢ est injective.
Chaque ¢(x) est un ensemble d’au plus |A| droites provenant d'un pool de m
droites; et comme |A| < r+k <r+t, ayant ¢ injective on a

i<rit \ ¢

0

On constate en fait qu’on peut remplacer (T) par (ﬁt) dans l'inégalité ci-
dessus, en remarquant que les ¢(x) forment une antichaine (c’est-a-dire, qu'’il ne

sont pas comparables par I'inclusion).

Proposition 3.8. Soit (V,H) un hypergraphe 3-uniforme. Soient r,t des entiers
positifs tels que

m T <n—(r+t-1),
Alors soit chaque ensemble de r sommets appartient a au moins t droites dis-

tinctes, soit il existe une droite universelle.

DEMONSTRATION. Soient uq,us, - -+ ,u, des sommets, et soit L, Lo, -+, Lj une
plus grande famille des droites (non-universelles) dont chacune contient tous les

Uy, Uy v "y Up.
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Si k < t—1, on trouve une droite contenant tous les uy, us, - - - , u, qui est distincte
de toutes les Ly, Lo, -+, L. Comme les Ly, Ly, --- , L; sont non-universelles, il
existe des sommets wy, wy, - - - , wy (pas nécessairement distincts) tels que w; ¢ L;
pour tout i. Soit W = {uy,us, -, u, wy,ws, - ,wi}. Pour chaque sommet s
on écrit x ~, y lorsque sT = §y. Maintenant, chaque relation d’équivalence ~j
partitionne ’ensemble des sommets autres que s en m classes (elles peuvent étre
vides) ; ceci avec les r+k relations d’équivalence ~; avec s € W divise les sommets

mtk classes.

dans V\W (sommets a l'extérieur de W) en m
Nous avons m™=1 < n — (r +¢ — 1), ce qui veut dire qu’il existe au moins une
classe avec au moins deux sommets. Ceci veut dire qu'il existe =,y (distincts)
dans V\W tels que = ~4 y pour tout s € W.

Le triplet {s,z,y} est une hyperaréte puisque 5T = 35y. Ainsi, s € Ty et on a

W C Ty ; ce qui implique uy, ug, - -+ ,u, € Ty et Ty # L; Vi. U

Regardons maintenant la définition d’un sous-hypergraphe.

Définition 3.9. Pour W C V| le sous-hypergraphe de (V&) induit par W est
(W, F) ou F est formé par tous les éléments de £ qui sont des sous-ensembles de
W,

F={Fe&|FCW}

Avec cette définition le Théoreme [3.6] se lit comme suit :

— Dans un hypergraphe 3-uniforme, aucun sous-hypergraphe induit par quatre
points n’a deux ou trois hyperarétes si et seulement si n'importe quelle paire

de sommets appartient a exactement une droite.

Rappelons qu’un hypergraphe 3-uniforme a la propriété de De Bruijn-Erdos s’il a
au moins autant de droites que de sommets ou s’il contient une droite qui contient
tous les sommets.

Avec le Théoreme 3.0} la définition de la propriété de De Bruijn-Erdés et le Théo-

reme de De Bruijn-Erdos on peut dire :

— 84, dans un hypergraphe 3-uniforme, aucun sous-hypergraphe induit par
quatre sommets n’a deur ou trois arétes, alors cet hypergraphe a la pro-

priété de De Bruijn-Erdds.
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Il n’est pas vrai que tous les hypergraphes 3-uniformes ont la propriété de De
Bruijn-Erdés (on peut aussi regarder le Théoréme plus loin).

Exemple 1. Soit (V, &) un hypergraphe 3-uniforme ou |V| = 11 avec ’ensemble

des sommets :

{12} U({a,b,c; x{d,e, [}); (7)
I’ensemble des arétes :
les sous-ensembles de cardinalité 3 de {a,b,c} x {d,e, f} (il y en a (g)) et les 18
ensembles de cardinalité 3 : {i, (1, x2), (y1,¥y2)} ou x; = y;.
Les droites de (V, &) sont :

{1} U({a,b,c} x{d,e, [})
{2} U({a,b,c} x {d,e, f})
{a,b,c} x {d,e, f}.

Alors aucune droite ne contient tous les 11 sommets et il y a seulement 10 droites.

3.1.1. Résultats sur les droites définies sur les hypergraphes avec 4,5

ou 6 points

Lemme 3.10. Tous les hypergraphes 3-uniformes avec au plus 4 sommets ont la

propriété de De Bruijn-FErdos.

DEMONSTRATION. Considérons un hypergraphe 3-uniforme avec n sommets ou
2 < n < 4. Si chacune de ses droites a exactement 2 sommets (c’est-a-dire, il
n’existe aucune hyperaréte), ou s’il y a une droite qui contient tous les n sommets;
on a fini. Sinon, une de ses droites a 3 sommets et n = 4.

Soit T" la droite avec 3 sommets et w le quatrieme sommet. S’il existe x,y dans T’

tels que wx = wy, alors Ty est une droite universelle. Sinon, les trois droites wz;
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avec 1 = 1,2,3 et x; € T sont des droites deux a deux distinctes de 2 sommets

chacune. O

Lemme 3.11. Tout hypergraphe 3-uniforme avec au plus 5 sommets a la propriété
de De Bruijn-FErdos.

DEMONSTRATION. Par le Théoréme 6 de Beaudou et coll. [4] (dans ce document
théoreme ci-dessous), s’il n’y a pas de 4 sommets qui générent 4 hyperarétes
alors I'hypergraphe a la propriété de De Bruijn-Erdos.

Maintenant, soient vy, vs, v3, v4 tels qu’ils génerent 4 hyperarétes. Si on a v;v;vs,
1 <7 < j < 4 une hyperaréte, alors 7;0; est une droite universelle. Sinon,

V1U2U3y, V1 Vs, UaUs, U35, U4V sont des droites distinctes. O

Définition 3.12. Un hypergraphe 3-uniforme est extrémal s’il ne contient pas

une droite universelle mais il posséde n droites distinctes.

Proposition 3.13. Soit (X, H) un hypergraphe 3-uniforme. Si | X| < 6, alors il
a la propriété de De Bruijn-FErdos.

On prouve cette proposition a ’aide des trois lemmes suivants.
Lemme 3.14. Soit (X, H) un hypergraphe 3-uniforme avec 6 sommets. S’il n’a
pas la propriété de De Bruijn-FErdos, alors il contient un sous-hypergraphe induit

extrémal de 5 sommets.

DEMONSTRATION. D’abord il faut noter qu’en supprimant un sommet on n’aug-
mente pas le nombre de droites.
On sait qu'un hypergraphe avec 5 sommets a la propriété de De Bruijn-Erdos.
Maintenant, pour n’importe quel x dans X pour ’hypergraphe obtenu en suppri-
mant z on a
(1) soit une droite universelle, qui est X\{z} et qui est une droite dans
(X, H) ( (X, H) n’a pas de droite universelle)

(7) soit 'hypergraphe obtenu est extrémal.

Si (i) arrive avec un des 6 sommets de X, alors (X, H) a 6 droites. Ainsi, il a la
proprié¢té de De Bruijn-Erdos.

Donc, on a un sous-hypergraphe induit extrémal avec 5 sommets dans (X, H). O

Définition 3.15. Un faisceau de droites est un ensemble de n points contenant

un sous-ensemble propre L avec n — 1 points, et le point x qui n’appartient pas a
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L fait une droite de cardinalité 2 avec chacun des n — 1 points de L.

Lemme 3.16. Un hypergraphe 3-uniforme extrémal de 5 sommets est un faisceau

de droites.

DEMONSTRATION. Considérons un hypergraphe 3-uniforme extrémal (X, H) avec
5 sommets. Il a exactement cing droites distinctes Ly, Lo, L3, Ly, L5 (ces droites
ne sont pas universelles).

On peut définir un graphe complet avec les sommets de X ou on va étiqueter

laréte xy (écrit [(xy)) par k si Ty = Ly.

Fait 3.17. Pour les sommets x,y,z,t on a :
o Sil(xy) =l(x2), alors {x,y, 2} € H

e Sil(xy) = l(zt), alors n’importe quel triplet parmi {x,y, z,t} se trouve
dans H.

Fait 3.18. Pour n’importe quel sommet x,y, z,t dans X, il est impossible d’avoir

l(xy) = U(zz) # l(yz) = 1(zt).

Supposons qu’on ait I(zy) = l(xz) # l(yz) = l(zt). Disons que [(zy) = 1 et
[(yz) = 2. On sait par le Fait que {z,y,2z} € H et que {y,z,t} € H. On
aura alors {z,y, z,t} € gz C Lo. Cette inclusion est une égalité étant donné que
Ly n’est pas universelle.

Maintenant, comme x € Ly et [(2t) = 2 on a donc {x,z,t} € H et alors
{z,y,2,t} € Tz C L;. Cette inclusion aussi est une égalité ce qui nous donne
L, = Lo, une contradiction.

Regardons maintenant la structure des arétes du graphe complet (avec les som-

mets X) qui ont les étiquettes égales.

Cas 1 : Il existe quatre sommets x,y, z et ¢ tels que I(zy) = [(zt).
Sans perte de généralité soit [(zy) = 1. Du Fait et L; n’étant pas universelle,
on aura Ly = {z,y, z,t} et toutes les paires dans {x,y, z,t} ont ’étiquette 1. Soit
s le cinquiéme sommet. Le sommet s n’est pas dans Ly, alors il n’a pas d’arétes
incidentes avec I’étiquette 1. En plus, les arétes incidentes a s ne peuvent pas avoir
les mémes étiquettes, sinon L, serait universelle. On conclut que 1’étiquetage du

graphe complet avec les sommets de X est forcé et correspond a un faisceau de
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droites; ou L; est la droite de cardinalité 5 — 1 = 4 et s est le sommet extérieur.

Cas 2 : Deux arétes qui ont la méme étiquette sont adjacentes.

Sous-cas 2.1 : Il existe 3 sommets z,y et z tels que [(zy) = l(x2) = l(y=2).
Sans perte de généralité supposons [(xy) = 1. La classe des arétes étiquetées 1
contient exactement les trois arétes xy, zz et yz (sinon, on est dans Cas 1). Soit
t un quatrieme sommet, les arétes tx,ty et tz ont des étiquettes deux a deux
distinctes (par Fait [3.18). Disons I(tz) = 2, I(ty) = 3 et I(tz) = 4. Soit s le cin-
quieme sommet. De la méme facon, sx, sy et sz ont deux a deux des étiquettes
différentes.

Au plus une des droites est la droite 5. Supposons que I(sx) # 5 et [(sy) # 5 et
que [(sz) = 2 et I(sy) = 3 (sinon, on est encore dans Cas 1). Par le Fait [3.17]
x,y € st. Si on veut que st ne soit pas universelle, il faut avoir [(sz) = 5. Par le
Fait , il ne reste aucun choix d’étiquette pour [(st). On ne peut pas avoir ce

sous-cas.

Sous-cas 2.2 : Il existe 4 sommets z,y, z et ¢ tels que [(xy) = l(xz) = I(zt).

Supposons que [(zy) = 1. Les arétes yz,yt et zt n’ont pas 'étiquette 1 (sinon,
on serait dans le Cas 1). Par le Fait , elles ont des étiquettes deux a deux
différentes. Disons qu’on a l(yz) = 2,1(yt) = 3 et I(2t) = 4. Soit s le cinquieme
sommet. Pour que L; ne soit pas universelle, et aussi par le Fait on a

[(sz) = 5. N'importe quel choix pour [(st) nous ramenera au Cas 1 ou au Fait

.18

Sous-cas 2.3 : N’'importe quel ensemble d’arétes ayant les mémes étiquettes
est composé de deux arétes adjacentes.
Soient zy et yz tels que l(zy) = I(yz) = 1. Supposons qu’on a [(xz) = 2. Mainte-
nant, a cause du Fait [3.18], on ne peut pas avoir 'aréte xy étiquetée 2. Ce sous-cas
n’arrive jamais.
On vient de montrer que tout hypergraphe 3-uniforme extrémal avec 5 sommets
est un faisceau de droites.

O

Lemme 3.19. Soit (X, H) un hypergraphe 3-uniforme ou | X| = 6. S’l n'a pas la
propriété de De Bruijn-Erdos, il ne peut pas contenir le faisceau de droites avec

5 sommets comme un sous-hypergraphe induit.

DEMONSTRATION. Soit v un sommet de X tel que I’hypergraphe induit par

X\{v} nous donne un faisceau de droites. Afin de ne pas augmenter le nombre de
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droites en rajoutant le sommet v, il faut choisir a quelle droite on doit ajouter v.
Si v est rajouté a L;, alors les triplets {v,z,y} ou l(xy) = i sont dans H. Sinon,
aucun de ces triplets n’appartient & H. En plus, tout x € X \{v} doit étre ajouté
dans un triplet avec v, car sinon ils créeront des droites de cardinalité 2. Aussi
aucun sommet z de X\{v} ne doit avoir les étiquettes de ses arétes incidentes
augmentées avec v, sinon on va avoir une droite universelle. On veut un ensemble
d’étiquettes couvrant tous les sommets de X\{v} et qui n’induit pas un graphe

étoile K 4. Ce qui est impossible pour le faisceau de droites. O

En conclusion, on a la preuve de la Proposition avec les lemmes [3.14]
et

3.2. DES GENERALISATIONS VARIEES DU THEOREME DE DE BRUIJN-
ERDOS

Dans la littérature, on peut trouver des généralisations variées du Théoreme
de De Bruijn-Erdés. Par exemple dans [27), 22], 3], 25]. Ici, nous allons voir des

généralisations du Théoreme dans le cas des hypergraphes 3-uniformes.

Théoréme 3.20 (Beaudou et coll. [4], Th. 5). Si dans un hypergraphe 3-uniforme
aucun sous-hypergraphe induit par quatre sommets n’a une ou trois hyperarétes,

alors cet hypergraphe a la propriété de De Bruijn-FErdos.

DEMONSTRATION. Soit (V; &) un hypergraphe 3-uniforme ot aucun sous-graphe
induit par quatre sommets n’a une ou trois hyperarétes. Un tel hypergraphe a

plus que 3 sommets. Soit z, u, v, w quatre sommets distincts. D’abord, on montre
uv =uwetv #w=vw="V. (8)

On veut montrer que x € vw. Puisqu'on a wv = ww, on a {u,v,w} € £. Main-
tenant, les quatre sommets u, v, w, r induisent une ou trois hyperarétes en plus
de {u,v,w}. Etant donné que {u,v,z} € & si et seulement si {u,w,z} € &, on
aura {v,w,x} € &. Maintenant, on veut montrer que (V,&) a la propriété de
De Bruijn-Erdés. On peut supposer qu’il n’y a pas de droite qui contient tous
les sommets de V, sinon on a fini. Prenons une droite L et un sommet v dans
VA\L. Toutes les droites uv ot u # v sont deux a deux distinctes par et L est
différent de toutes les droites wv car elle ne contient pas le sommet v.

O
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Théoréme 3.21 (Beaudou et coll. [4], Th. 6). Si, dans un hypergraphe 3-uniforme,
aucun sous-graphe induit par quatre sommets n’a quatre hyperarétes, alors il a la

propriété de De Bruijn-FErdos.

DEMONSTRATION. Soit H = (V, &) un hypergraphe 3-uniforme ot aucun sous-
graphe induit par quatre sommets n’a quatre hyperarétes. Soit |V | =n > 4.
Nous allons prouver par induction que H a au moins n droites distinctes. Le cas
avec n = 4 est déja prouvé au Lemme |3.10

L’étape inductive :

On peut supposer qu'il existe une certaine droite pg ou |pg| > 4, car sinon le
théoreme de De Bruijn-Erdés [7] nous dit que H a au moins n droites. Nommons
les sommets de H : p = v1,q = vy,--- ,v,. Par ’hypothese d’induction on sait
qu’au moins n — 1 des droites T,v, sont distinctes.

Nous allons montrer qu’au moins une parmi les droites pvs, pus, - - - , pu,, est dif-
férente des autres.

Supposons le contraire. Chaque droite pv; est égale a une certaine v,.(;yUy(;) et ainsi
on va trouver quatre sommets induisant quatre hyperarétes. On peut supposer
quun des 7(7), s(7) est égale a i. Sinon on a p, vy, v,(;), Uss) quatre sommets indui-
sant quatre hyperarétes. Alors, on peut dire r(i) =i et que pv; = Ty Vi. Soit
s(2) = j.

Cas 1:s(j) =2.

On a

P2 = UQUS(Q) = VV; = VU2 = vjvs(j) = pv;.
Cette droite a au moins quatre sommets (par notre supposition); p, vs, v; et un
autre parmi ses sommets induisent quatre hyperarétes, ce qui est une contradic-

tion.

Cas 2 : s(j) # 2.
On a quatre sommets p, va, v}, Vs(j). On a pvz = Tyv; donc on a {p,vs,v;} € E.
On a aussi pv; = U;0,(;) donc on a {p,vj,vs;} € €. Maintenant, v, € puv; et
donc puj = T;U5;y implique {va, v;,v5;)} € €. Ainsi, vy(j) € ToU; et donc pu; =
Tou; implique {p,va,vsj)} € €. Mais on sait que p, vy, v;,vy(;) induisent quatre
hyperarétes. Contradiction.

O]

On peut améliorer le Théoréme précédent pour n suffisamment grand (n >
27). Pour un hypergraphe tel qu'indiqué dans le Théoreme [3.21] on a que le

nombre de droites distinctes croit plus rapidement que le nombre des sommets
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(ceci est vrai méme s'il existe une droite universelle).

Théoréme 3.22 (Beaudou et coll. [4], Th. 7). Si dans un hypergraphe 3-uniforme

(V,E) o |V]| = n, aucun sous-hypergraphe induit par quatre sommets n'a quatre

3/2
hyperarétes, alors (V,€) a au moins (g) / droites distinctes.

DEMONSTRATION. Soit m le nombre de droites distinctes de (V, &). Nous allons

montrer le théoreme en utilisant le principe d’induction.
Etape de base :
. . 3/2
Sil<n< 3, on a toujours m > (%) )
Etape inductive (n > 4) :

Prenons un plus grand ensemble S des paires (non-ordonnées) des sommets dis-

tincts tel que toutes les droites 7w ot {v, w} € S sont identiques. Soit |S| = s.
Cas1:s5<n+1.

On a donc

Cas 2 : s> /n+1.

Donc ici on a s > 3. Maintenant, deux paires dans S partagent toujours un
sommet, car sinon les quatre sommets induisent quatre hyperarétes. Etant donné
que s > 3, on en déduit qu’il y a un sommet commun pour toutes les paires dans

S. On peut donc écrire pour ces paires-ci :

{U, U1}7 {U, U2}a ) {U, Us}~
D’abord prouvons que toutes les droites 7;0; avec 1 <14 < j < s sont définies

de facon unique, c¢’est-a-dire
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v;0; = 7y veut dire {x,y} = {v;,v;} 9)

Prenons les sommets v;, v;, 2,y tels que 7;0; = Ty. On ne peut pas avoir tous
ces sommets distincts, sinon ils vont induire quatre hyperarétes. Sans perte de
généralité, disons que x = v;. Ainsi on suppose que y # v; ce qui nous amene a

une contradiction.

On a {y,v;,v;} € € puisque y € T;y = T;0;. Ainsi, on a y # u car 4;y =
U;0; # uv;. {u,v;,v;} € & comme uy; = uv;. {u,v;,y} € £ étant donné qu'on a
u € T;u; = U;y. Finalement, {y,u,v;} € £ parce que y € wr; = uv;. Maintenant,
on voit que u, v;, v,y induisent quatre hyperarétes. Ce qui est une contradiction
et @ est ainsi démontré.

Soit L£; I'ensemble de toutes les droites 7;v;. Soit Lo l'ensemble de toutes les
droites Tg ou z,y ¢ {v1,va, -+ ,vs}. De @), ona |[Lq] = (5) et L1NLy=0.

2

3/2
Ainsi par hypothese d’induction on a |£y| > <”§5> / . Alors on a

n2 (o) (5= () + 5) s

-(3) v (1-35) > ()

3.2.1. Une autre généralisation du Théoreme de De Bruijn-Erdos

Ici la supposition qu’aucun sous-hypergraphe induit par quatre sommets a
trois hyperarétes (ou d’autres suppositions) n’est pas nécessaire. Mais par contre
la supposition qu’aucun sous-graphe induit par quatre sommets a deux hyper-

arétes ne peut étre supprimée et ceci entre autres a cause de I’Exemple

Avant de donner ’énoncé du théoreme, il faut donner quelques définitions des

hypergraphes extrémaux :

On reprend la Définition [3.15] cette fois pour un hypergraphe.
Définition 3.23. Un faisceau de droites est un hypergraphe (V, L) tel que

L={V\{w}} U{{v,w}:v e V\{w}} pour un sommet w.

On dit qu’un hypergraphe 3-uniforme (V,E) génere un faisceau de droites si
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&= <V\§w}> pour un sommet w.

Tel est le cas si et seulement si l’ensemble L est tel que (V, L) est un faisceau de

droites.

Définition 3.24. Un plan projectif fini est un hypergraphe (V, L) dans lequel,
pour un entier k > 1, toute paire de sommets appartient a précisément une hy-

peraréte, |V| = k(k—1)41, et chaque hyperaréte contient précisément k sommets.

Un hypergraphe 3-uniforme génere un plan projectif fini si, pour un plan pro-

jectif fini (V. L),
L
£ = )
uls)

Tel est le cas si et seulement si l’ensemble des droites de (V,E) est L.

Définition 3.25. Un hypergraphe 3-uniforme (V,E) est un complément de sys-
teme de Steiner, si toute paire de ses sommets appartient da précisément un
membre de (‘g) \E. C’est le cas si et seulement si l’ensemble des droites de (V,E)

est {V\{z}:z e V}.

Constatons que les deux hypergraphes extrémaux (V, £) dans le Théoreme de

De Bruijn-Erdos sont le faisceau de droites et le plan projectif fini.
Définition 3.26. F' + G est 'union disjointe des graphes I et G.

Définition 3.27. F'V G est le graphe F + G avec des arétes additionnelles qui

relient tous les sommets de F' a tous les sommets de G.

Définition 3.28. Un graphe sans-F' est un graphe qui n’as pas de sous-graphe

induit isomorphe au graphe F'.

Théoréme 3.29 (Beaudou et coll. [4], Th. 2). Soit (V,E) un hypergraphe 3-
uniforme avec au moins 2 sommets tel qu’aucuns quatre sommets n’induisent
deuz hyperarétes. Soit L l’ensemble des droites de cet hypergraphe. Si 'V & L,
alors |L| > |V|, avec Uégalité si et seulement si (V,E) génére un faisceau de

droite ou un plan projectif fini; ou est un complément du systéeme de Steiner.
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DEMONSTRATION. Soit H I'hypergraphe et soit n le nombre de ses sommets.
Nous allons utiliser 'induction sur n. Le cas n = 2 est trivial (en fait, dans ce
cas-ci, H a la propriété de De Bruijn-Erdés). Dans 1'étape inductive, on va dis-

tinguer entre deux cas (on a par hypothese que V' ¢ L).

Cas 1 : Toute paire de sommets de ‘H appartient a précisément une droite maxi-
male (par rapport a 'inclusion des ensembles).

Soit L™ I’ensemble des droites maximales de H. Par le Théoreme de De Bruijn-
Erdds on a |£™*| > n, avec I'égalité si et seulement si (V, L) est un faisceau
de droites ou un plan projectif fini. Puisque £ 2 £™* on a |[L| > |£L™*] > n.
Si |L£] = n, alors £ = L™ et donc (V, L) est un faisceau de droites ou un plan

projectif fini.

Cas 2 : Il existe des paires de sommets de H qui appartiennent a plus d’une
droite maximale.

Soit p un de ces points et soit ¥ le graphe avec 1’ensemble de sommets V'\{p}, ou
les sommets u, v sont adjacents si et seulement si {p,u,v} € €. Puisque p, u, v, w

n’induisent pas deux hyperarétes,

(1) si w,v,w induisent deux arétes dans X, alors {u,v,w} € &; si u,v,w

induisent une aréte dans X, alors {u,v,w} ¢ &.
Un théoreme de Seinsche [26] nous dit que tout graphe connexe sans-Pj avec
plus d’'un sommets a un complément non connexe. La propriété (i) de ¥ nous
donne que ¥ est sans-Pj. Sinon, ayant un sous-graphe P, implique que les quatre

sommets de P, induisent deux hyperarétes. Ainsi,

(17) Tout sous-graphe induit connexe de ¥ avec plus d’'un sommet a un

complément non connexe.
Ayant les propriétés (i) et (ii), nous allons distinguer entre deux sous-cas.

Sous-cas 2.1 : X est non connexe.

Ici, nous allons montrer |£| > n. Le graphe ¥ étant non connexe, on a

=% 4+ S+ Xy,
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ou k > 2 et chaque ¥; est connexe. De (ii), on a que chaque ¥; est soit un

sommet, soit a un complément non connexe.

Pour chaque ¢+ = 1,2,--- ,k, soit V; I'ensemble des sommets de ¥; et soit
W; = V; U{p}. On va montrer

(1ii) six,y € Wy, © #y, z € V\W,, alors {z,y,2} ¢ £.

Si un des x ou y est p, alors la conclusion découle du fait que tous les sommets
dans V; ne sont pas adjacents dans ¥ a tous les sommets dans V\W,;. Quand x
et y sont des sommets adjacents dans >;, la conclusion découle du méme fait
avec la propriété (7). Lorsque x et y ne sont pas adjacents dans ¥;, considérons le
chemin le plus court P qui va de z & y dans ¥;. Etant donné que z et y ne sont
pas adjacents et X est sans-P;, P a exactement trois sommets. Soit w 'unique

sommet intérieur de P. De (i), on a

{z,y,w} € £ {x,z,w} ¢ E,{y,z,w} ¢ E.

De plus, le fait que z,y, z, w n’induisent pas deux hyperarétes implique {z,y, 2z} ¢
E. Soit H; le sous-hypergraphe de H qui est induit par W;. Dans 'argument in-

ductif, on utilise la propriété (izi) de la fagon suivante :

(i) si u,v € W;, u # v alors la droite wo dans H,; est égale a la droite wo
dans H.

Ou méme encore :
(v) siu€ v, vev;, i=jalorswoN (W; UW;) ={u,v}.
Maintenant, montrons
(vi) p € wo = wv C W; pour un i.
Puisque u et v sont distincts, on peut supposer u # p et donc v € V; pour un
i. On montre que v € W;. Si v = p, alors ceci est trivial. Si v # p, alors p € uv

implique u et v sont adjacents dans 3, et donc v € V;. On a u,v € W;, donc
uv C W; (par (iv)).
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De (vi), on déduit
(vii) W, ¢ L pour un r.

On sait qu’il y a un sommet y autre que p tel que p et y appartiennent a au
moins deux droites maximales de H. Le sommet y appartient a V,. pour un r. Par
(vi) toute droite contenant p et y est un sous-ensemble de W,. Etant donné qu’au

moins deux droites maximales contiennent p et y, on a W, ¢ L.

Soit S I'ensemble des indices i tel que W; est une droite de H;. De (iv) et

(vii), on a |S| < k — 1. Ainsi, on a trois sous-cas a considérer.

Sous-cas 2.1.1 : |S| = 0.
Par 'hypothese d’induction, chaque H; a au moins |W;| droites distinctes. Par
(tv) chacune de ces droites est une droite de H. Comme |W; N W;| = 1 lorsque

it # j, on a donc que toutes ces droites avec i = 1,2, | k sont distinctes. Ainsi,

k
L > Wil =n+k—1>n.

i=1
Sous-cas 2.1.2 : |S| = 1.
On peut supposer que S = {1}. Wj est une droite de H. Par (v), les |Vi| - |V5]
droites wv de H avec u € Vi, v € V5 sont toutes distinctes. L’intersection de ces
droites avec V5 est non vide, et donc elles sont distinctes de W;. Par ’hypothese
d’induction, chaque H; avec i > 2 a au moins |W;| droites distinctes. Par (iv),
chacune de ces droites est une droite de #. Comme |W; N W;| = 1 lorsque i = j,
toutes ces droites avec i = 2,3, .k sont distinctes. Etant donné qu’elles sont
toutes disjointes de V7, elles sont toutes distinctes de W et toute wv avec u € V4
et v € V5. Ainsi,

k k
Ll =143 Wil + il - [Val 2 14 3 (Wil + Vi =4k —1>mn.

i=2 =2
Sous-cas 2.1.3 : 2 < |5| <k —1.
Soit W* = U;es Wi et soit H* le sous-graphe de H induit par W*. De (vi) et
|S| > 2, on a aucune droite de H contient W*. Par I'hypothese d’induction, H*
a au moins 1+ > ;.5 |V;i| droites distinctes, de méme H a au moins 1+ > ;.5 |V}
droites distinctes wv avec u,v € W*. Par I'hypothese d’induction, chaque H,; ou

i ¢ S a au moins |W;| droites distinctes, et par (iv), chacune de ces droites est
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une droite de H. Etant donné que |[W; N W;| = 1 lorsque i # j, toutes ces droites
avec i ¢ S sont distinctes. Puisque elles sont aussi disjointes de W*\{p}, elles

sont distinctes de tout wo, ou u,v € W*. Ainsi,

22 14 Vil + Wl =t (k= |S]) > n
ieS i¢S
Sous-cas 2.2 : X est connexe.
Par (ii), la supposition de ce sous-cas implique que ¥ a un complément non

connexe. Ceci veut dire

S =Y VS VeV S,

ou k > 2 et chaque ¥; a un complément connexe; de (i) chaque ¥; est soit
un sommet, soit un graphe non connexe. Pour chaque ¢t = 1,2, --- , k, soit V; I'en-
semble des sommets de ¥; et soit W; = V; U {p}.

Maintenant montrons
(viti) v,y € Wy, z £y, 2 € VAW, = {z,y,2} € €.

Si un des z ou y est p, on aura que tout sommet de V; est adjacent dans
Y a tous les sommets de V\W;. Si x,y ne sont pas adjacents dans 3J;, on aura
la conclusion aussi du méme fait avec (7). Si z et y sont adjacents dans %;;
considérons un chemin plus court P de x a y dans le complément de ;. Comme
>; est sans-P, son complément est sans-P, aussi, donc P a exactement trois

sommets. Soit w 1'unique sommet de I'intérieur de P. De (i), on a

{z,y,w} ¢ £, {x,z,w} € & {y,z,w} €

ainsi, z, ¥, z, w n’'induisent pas deux hyperarétes, ce qui implique {x,y, z} € &.

Soit H; le sous-hypergraphe de H induit par W;. Dans 'argument inductif,

on utilise la propriété (viii) de la fagon suivante :

(iz) u,v € Wy, u # v = la droite v dans H est égale a Z U (V\W;) ou Z

est la droite wov dans H;.

De (izx), on a

() Aucune droite de H; n’est égale a W;.
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Maintenant, I’hypothese d’induction appliquée a H; nous garantit qu’il y a

|W;| droites distinctes. De (iz), on a
(i) ‘H a au moins |W;| droites distinctes v ou u,v € W;.
En plus de (ix) on a
(wii) u,v € Wy, z,y € Wy, i # j, wo =7y = uwv = 7y = V\{p}.

Sous-cas 2.2.1 : V\{p} ¢ L.

Ici, (xii) nous garantit

uw,ve W, z,ye W, i #j=uv #7y.

Donc (xi) nous donne

k
L] > [Wil=n+k—1>n.
i=1
Sous-cas 2.2.2 : V\{p} € L.
De (z1), on a que H a au moins |W;| — 1 droites distinctes uv telles que u,v € W;

et uv # V\{p}, et donc (xii) avec la supposition de ce sous-cas nous donne

k
L= (Wi~ 1) +1=n
i=1
Afin de compléter ce sous-cas, nous allons considérer les hypergraphes extré-

maux (ceux qui ont [£| =n). On a

(xiii) Chaque H; a précisément |W;| droites, et V; est une de ces droites.
L’ensemble £ est formé par tous les ensembles Z U (V\W;) tels que Z est

une droite d'un H,;.
Montrons maintenant,
(xiv) L’ensemble des hyperarétes & de chaque H; est (‘g)
Comme V; est une droite de H;, alors elle contient au moins deux sommets.
Si |V;| = 2, alors de (), (ziv) on aura que H; n’as pas d’hyperarétes. Suppo-

sons |V;| > 3. Par I'hypothese d’induction et (x), on a que H; génere un faisceau

de droite ou un plan projectif fini ou qu’il est un complément du systéme de
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Steiner. Etant donné que V; est une des droites de H;, le fait de montrer (ziv)
nous donne que H; génere un faisceau de droites. H; ne géneére pas un plan pro-
jectif fini, car une de ses droites (c’est-a-dire V;) contient tous les sommets sauf
un. Le sous-hypergraphe H; ne génere pas non plus un complément du systeme
de Steiner, par le fait que ¥; est non connexe, et donc il contient des sommets
u, v, w tels que u n’est pas adjacent aux v et w. Maintenant, u et p appartient a

au moins deux membres de (vg) \& : {u,v,p} et {u,w, p}. Ainsi on a prouvé (ziv).
Montrons maintenant

(xv) Pour tout ¢ = 1,2,--- [k et tout z € V;, il y aun L € L tel que
VAL = {z}.

Choisissons un sommet z dans V\W;. Puisque 7z # V, il y a un w dans V
tel que w # z, w # z, et {z,z,w} ¢ £. De (viii), on a w ¢ W;. Par la suite
considérons un sommet arbitraire y € V;\{z}. De (viii), on aura {z,y,z} € & et
{z,y,w} € €. On sait aussi que z, y, z, w n’induisent pas deux hyperarétes, ce qui

fait que {y,z,w} € €. Alors, on conclut que y € zw et donc V;\zw = {x}.
Maintenant montrons
(xvi) V\{z} € L, Vx € V.

On sait, par la supposition de ce sous-cas, que V\{p} € L. Regardons les
sommets x qui ne sont pas égaux a p. On a = appartenant a un V;. Par (zv), il
existe un L dans L tel que V;\L = {z}. De (ziii), ils existent un indice j et une
droite Z de H,; tels que L = Z U (V\W;). Maintenant V; € L et V,, C L lorsque
r # j,donc on a j = i. Par (ziv) toutes les droites de H; sont soit égales a V;, soit
elles incluent p. Etant donné que V;\Z = V;\L = {z}, on aura donc que p € Z.
Maintenant, V;\Z = {2} et P € Z, ceci implique Z = W;\{z}. On conclut que
L =V\{z}.

Comme |L]| = n, le fait (zvi) garantit que £ est formé par les n ensembles
V\{z} avec = qui parcourt les sommets de V. C’est-a-dire, pour toute paire de
sommets u et v, il existe un unique sommet dans V\wv. Ce qui veut dire que H

est un complément du systeme de Steiner.

0
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3.3. LE NOMBRE DE DROITES D’UN HYPERGRAPHE

Définition 3.30. Soit m(n, k) le plus petit nombre de droites dans un hyper-

graphe avec n sommets ot chaque droite contient au plus k sommets.

Ainsi, m(n,n — 1) désigne le nombre de droites d’un hypergraphe avec n som-

mets ou aucune droite n’est universelle.

Lemme 3.31 (Chen et Chvatal [11]). Si n,l,a sont des entiers positifs tels que
2 <n—1<adl. Alors il existe un hypergraphe tel que

m(n,n—1) < 2' 4 la

DEMONSTRATION. Soit P = {1,2,--- 1} (un ensemble de «positions»). Soit A ot
|A| = a un ensemble (I'ensemble «alphabet» ). Par hypothese, on a un ensemble
S des chaines de longueur [ sur I'alphabet A tel que |S| = n — [ et tel que pour
chaque 7 dans P, certaine paire de chailnes dans S differe & leur i-iéme position.

Maintenant, pour chaque choix de i dans P et x dans A ; soit

Ew:{l}U{IlfL'QZElGSZEZ:J]}

Regardons toutes les droites wv dans ’hypergraphe :

(PUS,{P,S}U{E; i€ Pz € A})
Siu,v € P,alorsuv = P. Siu € Petv € S, alors wv = E,, ou x est le

u-iéme caractere dans V. Si u,v € S, alors uv = S U P avec P’ I'ensemble des

positions ot u et v accordent (P C P, P’ peut étre vide aussi).

Donc I'hypergraphe a n sommets (pas de droite universelle) et il y a 1+ la +
(2! — 1) = la + 2 droites.
O

Regardons un petit exemple explicatif de la preuve du Lemme [3.31] :
Soient n = 6, P = {1,2} donc [ = 2 et a = |A] = 2 (on a bel et bien
2<6—2<2%). Aussi |S|=6—-2=4¢et S={00,01,10,11}.

On a pour les sommets : 1,2,00,01,10, 11

On a pour les hyperarétes :

P ={1,2},5 = {00,01, 10, 11}, Eyo = {1,00,01},
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E11 - {1, 107 11}, E20 - {27 00, 10}, E21 == {1, 017 11}
On a 2-2+ 2?2 = 8 droites. Pour la simplicité de la lecture, nommons ainsi les
sommets : 1 = A,2=B,00=C,01 = D,10 = E,11 = F. Regardons maintenant

les 8 droites :

AB = {A, B}
AC ={A,C,D} =AD
AE ={E,F A} = AF
DE ={C,D,E,F} =CF
DF ={C,D,E,F,B} =CF
EF ={C,D,E,F,A} =CD
BC ={B,C,E} = BFE
BD ={B,D,F} =BF
On peut voir par exemple :
A BeP=AB=P
Ae P CeS= AC = Ey
C,FeS=CF=Sup==S
C,DeS=CD=SU{l}=SUA etc.

3.3.1. Borne supérieure pour m(n,n — 1)

Théoréme 3.32 (Chen et Chvatal [I1]). II existe des constantes positives ng et

c telles que :

si n > ng, alors m(n,n — 1) < c¢vVinn

pour tout n.

DEMONSTRATION. Soient «, 3,7, des constantes arbitraires telles que :

O<a<l,l<f<y, v<2<0.

On peut trouver un entier positif [y tel que :

I>h=al<l—1, <y =1, Iy <2, 2 < 4.

Le théoreme est prouvé si n > ng implique
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SEEe
et

Iné
ay/In 3

Inng > l*In B, Inc>

Maintenant, soit n tel que n > ng et soient

zz[@

W ca=[4].

Onal>ly, a> /' et donc

Ilna > 1*InB > lnn.

Donc par le Lemme [3.31] nous avons

m(n,n—1) <2 4 la

Ainsi
[—1 1+Ilnn
l < —
Q@ a Inp
et
ol 6t
On a donc

2l tla < 2P < 6 < VInm,

3.3.2. Borne inférieure pour m(n,n — 1)

Dans cette section par lg on veut dire log,.

Théoréme 3.33 (Chen et Chvatal [11]).

m(n,n—1) >lgn

DEMONSTRATION. Soit H = (V,€) un hypergraphe avec n sommets et m droites

ou H n’a pas de droite universelle.
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Observation : Pour tous sommets distincts u et v, il existe une droite qui contient

u mais pas v (parce que il n’y a pas de droite universelle).

Maintenant, regardons la droite uv et le sommet w qui n’appartient pas a uv.
Ce qui veut dire qu’il n’y a pas d’aréte qui contient u,v,w et donc la droite ww
contient u mais pas v.
Pour un sommet z, soit S, I'ensemble de toutes les droites qui contiennent .

D’apres 1'observation tous ces n ensembles sont distincts. Ainsi, on peut dire :

n < 2™,
O

Remarque : Les n ensembles S, forment une antichaine. C’est-a-dire, qu’ils ne

sont pas des sous-ensembles d'un de 'autre.
Regardons un théoreme qui peut nous aider a améliorer le résultat précédent.

3.3.2.1. Théoreme de Sperner

Une famille F de sous-ensembles de {1,2,--- n} est une antichaine, si aucun

ensemble de F n’est contenu dans un autre ensemble de F.

Théoréme 3.34 (Alon et Spencer [2]). Soit F une antichaine, alors

1
St

AeF

DEMONSTRATION. Soit § une permutation de {1,2,--- ,n} (choisie uniformément

au hasard). Définissons Cs par

Cr={{0(j) 1< j<i}:0<i<n}
Les cas i = 0,n donnent §),{1,2,--- ,n} € Cs respectivement. Soit X une

variable aléatoire telle que

X =|FnNCsl.
On peut décomposer X :
X=> X,
AeF

ou X4 est une variable aléatoire indicatrice pour A € C. On a donc
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E[X4 = PrlA €y =

n )
()
car Cs contient exactement un ensemble de cardinalité |A|, qui est uniformément
distribué parmi les |A|-ensembles.

Par linéarité de I’espérance,

1

EX]= > 7 v

Aer (\A\)

Pour n’importe quel §, Cs forme une chaine ou tous les ensembles sont deux a

deux comparables. Etant donné que F est une antichaine, on doit avoir :

X =|Fne| <1.

Donc,

EX] <1
U
Théoréme 3.35 (Sperner [28]). Soit F une antichaine, alors
n
5]
DEMONSTRATION. La fonction (Z) est maximale lorsque x = [ 7 |. On a alors,
Tley <
(g) Aer <|A\)
car on a
(2)= )
2 |A]
U

Par le résultat de Sperner [28] (dans ce document le théoreme [3.35) on sait
que pour un ensemble de cardinalité m, la cardinalité d’une antichaine est au plus

( LZ J)‘ Par la formule de Stirling on aura
2

(LZ;J) - 22

et sim=1lIgn+ %lglgn—i—c, alors
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om 2\ 2
~ 2° <) n.
m e
V2
Maintenant, pour tout € > 0 on peut trouver un nq tel que :

1 1
n>ng=m(n,n—1)> lgn+§lglgn+ ngg —c.
Par le théoreme on a m(n,k) >lgn pour 2 < k < n (ou m(n, k) est une
fonction non-croissante de k). Pour des petites valeurs de k, on peut améliorer la

borne inférieure.

Théoréme 3.36 (Chen et Chvatal [11]).

n(n — 1) n>k>2.

m(n, k’) > m Z hZ

DEMONSTRATION. Soit (V, &) un hypergraphe ou |V| = n, |£| = m et chaque

droite contient au plus k£ sommets.

(x) Pour tous sommets distincts u et v, il existe une droite qui contient u et

v (ceci découle de la définition d’'une droite).
Soit P I’ensemble de toutes les paires (L, {u,v}) telles que L est une droite et
u, v sont deux sommets distincts dans L. Maintenant, nous allons regarder deux

bornes sur |P)|.

1) Chaque droite contient au plus k& points :

)
ne()

En combinant les deux bornes sur |P| on aura :

2) De (%) on a :
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3.3.2.2. Une amélioration pour la borne inférieure

En fait, on peut améliorer la borne inférieure. Soient V' I’ensemble des som-
mets, et £ 'ensemble des droites d’un hypergraphe (V,&). On écrit n = |V] et

m = |L] (ou m = m(n,n — 1) dans cette section).

Définissons les applications suivantes :

oV —2F
par
az)={LeL:zeL}
et
BV —2F
par

fla) ={7w: w # x}.

On a ainsi que f(x) C a(x) pour tout x.

Lemme 3.37. Si f : V — 2% est une application telle que f(z) C f(z) C a(z)

pour tout x, alors [ est injective et {f(z) : x € V'} est une antichaine.

DEMONSTRATION. On doit montrer que 3(x)—a(y) # 0 quand x # y. Supposons
que Ty n’est pas une droite universelle (sinon, on a fini et Ty contient tous les
sommets). Maintenant, il existe un sommet z tel que z ¢ Ty. Ce qui veut dire

que {z,y, z} n’est pas une hyperaréte, et donc 7z € f(z) — a(y). O

Lemme 3.38. Si xz,y,z sont des sommets tels que Ty = Tz, alors a(y) N f(x) =

a(z) N (x).

DEMONSTRATION. Ayant y € Zw, on a que {x,w,y} est une hyperaréte. Alors,

w € Ty et comme Ty = Tz on a {z, z, w} une hyperaréte, et donc z € 7w. O

Définition 3.39. Pour S sous-ensemble de V', on définit U,esB(x) comme [’es-

pace engendré par S de V.

Lemme 3.40. S7 un ensemble de s sommets a un espace engendré de t droites,
alors

m—t>lg(n—s)—slgt.

DEMONSTRATION. Ayant un ensemble S avec s sommets et son espace engendré

T contenant t droites, énumérons les sommets de S par xq, xs, . .., T, et définissons
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une application

P (V=5)—T

Y(v) = TU, ..., T50).

Soient y,z € V — S tels que ¥(y) = ¢(z). Par le lemme L on a que
a(y) N B(x;) = a(z) N B(x;) Vo, € S

et comme on a 7' = UJ_, 3(z;), on aura

(717,
(2

alyyNT =a(z)NT.
Ceci et le Lemme avec [ = a impliquent

aly) =T #a(z) =T
quand ¥ (y) = 1(z) et y # z. Maintenant, pour tout sous-ensemble C de V — S

ol ¢ est constant on a |C] < 2™t Comme au moins un de ces ensembles C' a au

moins (n — s)/t* sommets, on a
(n—s)/t° <2m

En appliquant 1g des deux c6tés; on obtient ce qu’on voulait montrer. 0

Lemme 3.41. Pour tout A positif, il existe un ensemble T contenant t droites
tel que
m—t>lg(n—t/A)— (t/A)lgt

et tel que |B(u) — T| < A pour tout sommet wu.

DEMONSTRATION. Considérons un plus grand ensemble S des sommets ot son
espace engendré T a au moins A - |S| droites (S peut étre vide). Soient |S| = s,
|T| =t. Comme s < t/A, la borne inférieure de m — t est garantie par le Lemme
3.40| (ot le coté droit diminue lorsque s augmente). Maintenant, S(u) C T quand
u € S (par définition) la maximalité de S nous garantit |5(u) — T'| < A quand
u € V — S (sinon, on peut ajouter u a .S). O

Lemme 3.42. Pour tout € positif, il existe un 0 positif tel que
i<oN \'*

pour tout entier positif N.
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DEMONSTRATION. Pour un cas spécial d’une inégalité prouvée pour la premieére

fois par Bernstein [6, 21]

()= () o

1=0
on a

et

Théoréme 3.43.
m > (2—o0(1))lgn.

DEMONSTRATION. Soit € positif, nous allons montrer que m > (2 — 4¢)lgn pour
tout n suffisamment grand.

Soit ¢ comme dans le Lemme 3.42l Soit 7" comme dans le Lemme [3.4]] avec
A= %5 lgn.

On peut supposer que t < 21gn (sinon, on a fini étant donné que m > t) et donc

% < 5. Maintenant,
lg(n — +) <t>1 t = lg(n — O(1)) — O(lglg n)
n——)—|— = — —
g A A g gn glgn
=(1—-o(1))lgn
et par le Lemme [3.41| on a
m—t>(1—-o(1))lgn (10)
Maintenant, supposons
1
t< =
> 2m
(sinon, ¢ > $m et on aura m > 2(m —t) ; ainsi par on a fini). Considérons un
plus grand ensemble R des sommets tels que f(y)NT = B(z)NT quand y, z € R.
Notons aussi que |R| > n/2".
Tous les ensembles 5(y) — T avec y € R sont distincts puisque [ est injective

(Lemme [3.37). Par le choix de T (Lemme [3.41)) chacun de ces ensembles ont

moins de %5 lg n droites. Alors, on a

m—t m—t
R < < < 2£(m—t) < 2£m
ms x ("= 5 (") s

i<%6]gn i<d(m—t
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pour n assez grand (pour faire %lgn moins que m — t) et en utilisant . On a
aussi
n < 2t|R| < gt+em < 2(%+5)m < 27(2125)

comme t < %m. En appliquant lg des deux cotés, on aura le résultat. 0]

3.4. REPRESENTABILITE

Soit L(X,H) les droites de 'hypergraphe (X, ). On a déja vu qu'un hyper-
graphe k-uniforme est un hypergraphe ou chaque hyperaréte contient k£ sommets

(ou points). Soit K2 'hypergraphe s-uniforme avec n sommets et (Z) hyperarétes.

Définition 3.44. L’hypergraphe (X, L) est représentable s’il existe un hyper-
graphe (X, H) tel que L(X,H) = L.

Définition 3.45. Le dual H* d’un hypergraphe H a les hyperarétes de H comme
ses sommets. Les hyperarétes de H* sont en bijection avec les sommets de H.
L’hyperaréte de H* qui correspond a un sommet v de H comprend tous les hyper-
aréetes de H qui contiennent v.

Proposition 3.46. Si s < m — 2, alors (K3,)* n'est pas représentable.

DEMONSTRATION. Soit X = {1,2,---,m}. Les sommets de (KZ)* sont les sous-

* sont en

ensembles de cardinalité s de I'ensemble X. Les hyperarétes de (K3)
bijection avec les éléments de X.
Soient
w={1,2,--- s+ 1} —{i} Vi=1,2,--- s,
v={1,2,---,s— 1,5+ 2}

Soit L; 'hyperaréte de (K2)* qui correspond au point i de X.

Maintenant, supposons que (K3 )* est représentable. Soit H 1’ensemble d’hyper-
aréte d’une hypergraphe 3-uniforme avec les droites L, Lo, - - - , L,,,. D’une part,
onatuw=~L;oul <i<s—1etu ¢ L;; ce qui veut dire {u;, us,v} ¢ H.
D’autre part, on a %0 = L ou 1 < j < s —1 et étant donné que u; € L, on a

{u;, us,v} € H. Ce qui n’est pas possible. ([l



Chapitre 4

ESPACES METRIQUES

Dans ce chapitre, nous allons voir la définition de droite sur les espaces mé-
triques (qui ont été définis dans la Section, ainsi qu’un résultat sur le nombre
de droites dans les espaces métriques. Aussi, nous allons voir qu'un espace mé-
trique ou une distance non-nulle est au plus 2 a la propriété de De Bruijn-Erdés.

Ensuite, on va étudier les espaces métriques définis sur les graphes.

4.0.1. Droites dans les espaces métriques

Définition 4.1. La distance entre x et y dans un espace métrique (X,d) est dé-

signée par d(x,y).
Comme dans la Section [1.0.1] :

Dans un espace métrique arbitraire (X, d) on définie la relation ternaire B(d)

sur X par :

(u,v,w) € B < u,v,w sont tous distincts et d(u, w) = d(u,v) + d(v, w)

La relation ternaire B(d) nous indique que v est entre u et w. On peut écrire
[uvw] pour (u,v,w) € B (notation adopté par Menger [24]). Une droite ab peut

étre définie de la fagon suivante :

{z : [zab]} U{a} U{x : [azb]} U{b} U {x : [abx]}
On peut étendre la notion de droite dans un espace métrique a une notion de

droite définie sur un hypergraphe 3-uniforme (X, H).

La définition de droite dans un espace métrique (X, d) dépend seulement de son

hypergraphe 3-uniforme (X, H(d)), ou
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H(d) = {{a,b,c} : d(a,b) + d(b,c) = d(a,c) et a # b,b # c}

Une droite o sur un espace métrique (X, d) est

wv = {u,v} U{w: {u,v,w} € H(d)}
De cette fagon un espace métrique (X, d) et son hypergraphe 3-uniforme associé

définissent la méme famille de droites.

Pour désigner un hypergraphe 3-uniforme avec 4 sommets et 4 hyperarétes,
on écrit A3.
Lemme 4.2 (Chiniforooshan et Chvatal [12]). Soit H un hypergraphe 3-uniforme,
soient x un sommet de H etT un ensemble des sommets de H tels que : (i) x ¢ T';
(it) il n’existe pas de sommets u,v,w dans T tels que x,u,v,w induisent un A3

dans H. Alors H définit au moins

T 2/3 T 1/3
21/3 22/3

droites distinctes.

DEMONSTRATION. Soit S un plus grand sous-ensemble de T tel que toutes les
droites 70 avec v € S sont identiques. Maintenant, H définit au moins % droites
distinctes ; ceci nous donne le résultat voulu si [S| < 2/3|T|'/3 (ce qui est en fait

plus que )

Montrons que H définit au moins (I;‘I) droites distinctes, c’est-a-dire, toutes les
droites wo ou u,v € S sont distinctes. Ainsi, on aura le résultat lorsque
S| = 2'3|T|'°.

Soient u,v et w des sommets deux & deux distincts dans S. Etant donné que Tu =
TU = Tw, les trois triplets {x,u,v},{x,u,w} et {x,v,w} sont des hyperarétes;
comme ,u,v,w n’induisent pas un A3 il s’en suit que {u,v,w} n’est pas une
hyperaréte de H.

Puisque w est un sommet arbitraire de S qui est aussi distinct de u et v, nous

avons v N S = {u,v}. O
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Théoréme 4.3 (Chiniforooshan et Chvétal [12]). Dans tout espace métrique

(X,d) avec n > 2, nous avons au moins

s () s ()

droites distinctes, ou p est le rapport entre la distance la plus grande et la distance

(non-nulle) la plus petite dans (X, d).

DEMONSTRATION. Soit (X, d) un espace métrique. Soient § la distance la plus
petite non-nulle dans (X, d), et z € X.

Distribuons toutes les n — 1 distances d(z,u) ou x # u dans |p| boites :

[i0, (i +1)0) ou i=1,2,---,|p].

Maintenant, on aura un sous-ensemble 7' de X — {z} et un i > 1 tel que

ueT =i <d(z,u) < (i+1)d
et |T| > "LT’JI.
Il suffit de montrer que 'hypergraphe (X, H(d)) satisfait les hypotheses du
Lemme 4.2

Soient u, v, et w des points arbitraires dans T tels que {z, u, v}, {z,u, w}, {z,v,w} €
H(d) ; il faut montrer que {u,v,w} ¢ H(d).

Comme {x,u,v} € H(d) puisque

|d(z,u) — d(z,v)| <0 < d(u,v),
on a d(u,v) = d(x,u) + d(z,v). De la méme fagon : d(u,w) = d(z,u) + d(z,w),
d(v,w) = d(x,v) + d(z,w). Aussi,
i6 < d(x,u) < (i+1)6 <2
i0 < d(z,v) < (i+1)6 < 2i0
i0 < d(x,w) < (i +1)0 < 2id

ce qui nous permet de conclure :

2i60 < d(u,v) < 416
2i6 < d(u, w) < 40
2i6 < d(v,w) < 4id
et que {u,v,w} ¢ H(d). O

£ g
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4.0.2. Espaces métriques ou les distances non-nulles sont de 1 ou 2

Nous avons besoin de la définition qui suit pour la preuve du prochain théo-
reme.
Définition 4.4. Une relation < est un ordre total sur l’ensemble S, si elle a les
propriétés suivantes :
(1) Vu e S, u =< u.
(2) Vu,v e S, (u<vetv=<u)=u=n0v.
(3) Vu,v,we S, (u<vetv<w)=u=<w.

(4) Yu,v € S, on a soit u < v, soit v < u et pas les deuxr en méme temps.

Le résultat suivant est une amélioration d’une fameuse conséquence du Théo-
reme de Turdn [30] qui a été prouvé par Caro [9] et Wei [31]. Ici, nous allons voir

une preuve donnée par Alon et Spencer [2].

Nous avons vu la notion de stable dans la Section 2.0.2.1]
Théoréme 4.5 (Alon et Spencer [2]).
1
a(G) > )
v%‘:/ d(v) +1
ot Q) est la cardinalité du stable mazimum des sommets, et d(v) est le degré

du sommet v.

DEMONSTRATION. Soit < une relation d’ordre total sur V' (les sommets du graphe
G(V, E)). Définissons

I'={veV:ivwweFE=uv<w}

Soit X, le variable aléatoire indicatrice pour v € I, et X =3, o X,.

Pour chaque v

puisque

v € I <= v est le plus petit élément parmi v et ses voisins.

on a maintenant,

EX]= ¥ o =

veV
et donc il existe un ordre spécifique < tel que
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|f|ZZd(U)1+1-

veV
Maintenant, si z,y € [ et si xy € E, alorson a x < y et x > y, ce qui est une

contradiction. Alors, I est un stable et

a(G) > |1
O

L’inégalité suivante sera utilisée dans la démonstration du théoreme [4.7 Si
dans le résultat précédent, on remplace d(v) par |—‘1/| Seerv d(v) = %, ce qui est

le degré moyen des sommets du graphe G = (V| E'), on obtient,

0(G) 2 Y gt = g = ] (12)

vev o7 T 1 %‘1‘1 21E] + VI
L’inégalité est une conséquence du Théoréme de Turan [30].

Définition 4.6. Un espace métrique 1 — 2 est un espace ot les distances non-

nulles sont de 1 ou 2.

Théoréme 4.7 (Chiniforooshan et Chvatal [12]). Le plus petit nombre des droites

h(n) dans un espace métrique 1 — 2 sur n points satisfait les inégalités :

(1+o(1))an'”® < h(n) < (1 +o(1))fn*"?
oo =2""3 et f=3.27%3,

Pour la preuve du théoréme, nous avons besoin de la définition suivante ainsi

que les lemmes qui viennent apres.

Définition 4.8. Les points u et v sont des jumeaux si et seulement si d(u,v) = 2

et d(u,w) = d(v,w) pour tout w n’appartenant pas a {u,v}.
La preuve du lemme suivant est laissée comme exercice.
Lemme 4.9. Si uy, us, u3, us sont quatre points dans un espace métrique 1 — 2

alors on a :

(1) si d(u;,uj) =1 pour tous i et j distincts, alors Utz # Uzly.
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(77) si d(uy,ug) =1 et d(us, ug) = 2, alors Uty # Uzly.

(1i7) si d(uy,us) = d(us,us) = 2 et uy a un jumeau autre que uz, alors Uity #

U3Uy .
St uy, ug, ug sont trois points distincts dans un espace métrique 1 — 2 alors on a :

(iv) si d(uy,ug) = d(ug,uz) = 1 et uy, ug ne sont pas des jumeauz, alors uyuy #

Ua2Ug.

(v) si d(uy,ug) = 1, d(ug,u3) = 2, et ug a un jumeau autre que us, alors

U1U9 7é UgUs3.
(vi) si d(uy,us) = d(ug, usz) = 2, alors Uity # Usus.
Maintenant, regardons la preuve du Théoreme 4.7|

DEMONSTRATION. Montrons d’abord h(n) < fn*/3.

Considérons un espace métrique ot les points sont partitionnés en groupes deux
a deux disjoints avec les cardinalités aussi égales que possible, tels que n’importe
quelle paire de points se trouvant dans deux groupes différents sont & une distance
de 1 I'un de I'autre, et n’importe quelle paire de points se trouvant dans le méme
groupe sont a une distance de 2 I'un de 'autre.

Si chacun des groupes contient au moins trois points :

e Soit wv = wr <= {u,v} = {w,x}

e Soit v = wx <= il y a deux groupes distincts tels que chacun des en-

sembles {u,v},{w,z} ont un élément dans chacun de ces groupes.
Maintenant, si on a n points et Zf—ﬁ groupes, on a (271/;”2/3) droites entre les

groupes (venant des points ayant une distance égale a 1). Chaque groupe contient
91/3,1/3
2

(des points ayant une distance égale a 2) de chaque groupe. Etant donné qu’on

a7 = 21/3n!/% points, ce qui nous donne ( ) choix de droites venant

a 271313 groupes au total, on a (21/3;1/3)2—1/3712/3 droites venant des points de

distance deux. Alors, en tout pour les points de distance 1 et 2, nous avons

~1/3,.2/3 1/3,,1/3
(2 /271 / ) N (2 /2n / >2_1/3n2/3 _ (2—5/3 i 2—2/3>n4/3 _9—4/3,2/3 _ g
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—3.975/3,4/3 _ 9-4/3,2/3 _ n

droites.

En supposant que n est assez grand (en fait le terme dominant dans I'expres-
sion ci-dessus est 3-279/3n%/3 et c’est facile de vérifier que I’expression appartient

a O(n*?)), nous pouvons négliger les derniers termes, ce qui nous donne,

(2—5/3 + 2—2/3)n4/3 =3. 2—5/37,1/4/3'

Conséquemment de la méme fagon, lorsqu’on a n points et (1 + 0(1))3??2

groupes, on aura (1 + o(1))Bn*3 droites.

Montrons h(n) > (1 + o(1))an/3.
Soit (X, d) un espace métrique 1 — 2. Soit |X| = n. Soit X; un sous-ensemble

maximal de X tel que X; ne contient pas une paire de jumeaux.
Cas 1:|X;|>

n
5

Considérons un plus grand ensemble des sous-ensembles de cardinalité deux
({us,v;} avec i =1,2,--- s et u; # v;) de X tel que

U1V = UV2 =+ = UsVs

Chacun des sous-ensembles de cardinalité deux de X; donne une droite ; donc

(3):

On aura la conclusion voulue lorsque s < (g)

il y a au moins

droites distinctes.

2/3

2/3
Pour s > (%) / , il faut montrer qu’il y a au moins

o)
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droites distinctes. Pour ce faire, supposons que s > 5. Du point (iv) du Lemme
nous avons que les ensembles {u;,v;} ou d(u;,v;) = 1 sont deux a deux dis-
joints. Du point (vi) du Lemme nous avons que les ensembles {u;, v;} avec
d(u;,v;) = 2 sont deux a deux disjoints. Du point (ii) du Lemme 4.9 nous avons
que les ensembles {u;, v;} avec d(u;, v;) = 1 rencontrent les ensembles {u;, v;} avec
d(u;,v;) = 2, maintenant le fait que s > 5 nous garantit que tous les s distances

d(u;,v;) sont égales.

Maintenant, nous allons montrer qu’il y a au moins (;) droites distinctes.
Pour n’importe quel choix d’indices 7, j tels que 1 <1 < j < s, il existe une droite

L;; telle que

{ug, v} C Lijj <=k € {i,j}

Sous-cas 1.1 :

d(uy,v1) = d(ug,v9) = -+ = d(us,vg) =1

comme

{uj, v} Cwvy = wos
{uwi,v;} Cwo; = ;v

OIl peut supposer (en interchangeant Uj avec Uj si nécessaire) que d(ul, Uj) =2
et d(ui,vj) = d(Uj,’UZ‘) =1.

Maintenant disons L;; = w;u;. Si k ¢ {1, j}, alors u; € w;u; = uv;, implique

qu'une des d(uj, uy) et d(uj, vg) est égale & 2 et done {ug, v} € ww;.

Sous-cas 1.2 :

d(uy,v1) = d(ug,vg) = -+ = d(us, vs) = 2
comme
U1V = U2V = * -+ = UGVg
la distance entre un point dans un des ensembles {uy, v1 }, {ug, vo}, - -+, {us, vs} et

un point dans I'un des s ensembles est égale a 1. Donc on peut prendre L;; = w;u;.
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Cas 2 : [Xy| < 3.
Soit X9 = X — X;. Considérons un plus grand ensemble S dans X5 tel que :

u,v € S =d(u,v) =1

Soient

Ey = {{u,v} :u,v € S;u+#v}
Ey = {{u,v} : u,v € Xy, d(u,v) = 2}.

Tous les points dans X, ont un jumeau (sinon, ils appartiennent a X;). Grace
au Lemme [1.9) on obtient que n’importe quel couple de paire distinctes dans

E, U By détermine deux droites distinctes.

Maintenant, supposons qu’on a un graphe Gx, = (Xs, Ex,) ot pour u,v € Xo,
uv est une aréte de Fy, si et seulement si d(u, v) = 2. Ceci veut dire que uv € Ex,
si et seulement si {u,v} € E,. Ainsi, nous avons que l'ensemble S est un stable
(des sommets) de Gx, et par, le Théoréme et 'inégalité , nous avons :

|S| > |‘X'2|2
~ 2|Ey| + | Xy

Ayant |F,| < an®/3 nous aurons |E;| > (1 + o(1))an??. On peut donc dire :
|Ey U Ey| > (1+o(1))an®/3.
0

4.0.3. La propriété de De Bruijn-Erdés pour les espaces métriques 1—2

Définition 4.10 (la propriété de De Bruijn-Erdés). Un espace métrique (V,d) a
la propriété de De Bruijn-Erdés s’il a une droite qui est égale 4 V' (aussi appelée

une droite universelle) ou s’il a au moins n droites.

Théoréme 4.11 (Chvatal [13]). Tout espace métrique 1 — 2 avec au moins 2

points a la propriété de De Bruijn-Erdos.

Un espace métrique critique 1 — 2 est un plus petit contre-exemple pour le
Théoréme [£.11] On va montrer qu'un tel espace n’existe pas; ainsi le Théoréme

4.11| est prouvé.
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Lemme 4.12. Pour tout paire u,v de jumeauz (définition @ dans un espace
métrique critique 1 — 2, il existe un troisiéme point w dans cet espace tel que
d(u,w) =d(v,w) =2 et d(z,y) = 1 lorsque x € {u,v,w},y ¢ {u,v,w}.

DEMONSTRATION. Soit S notre espace critique. L’espace S n’a pas la propriété
de De Bruijn-Erdés, mais S\u a la propriété de De Bruijn-Erdés. Nous allons
montrer 'existence de w.

Les points u et v sont des jumeaux, ceci implique :

(1) Siz,y (distincts) sont dans S\{u, v}, alors la droite Ty dans S contient
soit u et v, soit aucun des deux.

(2) Siw € S\uet d(w,v) =1, alors wv dans S (et aussi wu dans S) contient
u et v.

(3) Si w € S\u et d(w,v) = 2, alors la droite wv dans S contient v mais

pas u; la droite wu dans S contient u mais pas v.
S n’as pas la propriété de De Bruijn-Erdos, donc uo # S.

u, v étant des jumeaux on a encore :
(4) 11 existe un w dans S\u tel que d(w,v) = 2.
De (1),(2),(3),(4) on a

(5) Le nombre de droites dans S est plus grand que le nombre de droites
dans S\u.
Puisque S n’as pas la propriété de De Bruijn-Erdds, le nombre de droites dans
S est plus petit que |S], et de (5) on a que le nombre des droites dans S\u est
plus grand que |S\u|. Mais, on sait que S\u a la propriété de De Bruijn-Erdés,
donc
(6) S\u a une droite qui contient tous les sommets (c’est-a-dire une droite
universelle).
Puisque S n’a pas la propriété de De Bruijn-Erdos,
(7) S n’a pas de droite universelle.
Les faits (1), (6), (7) ensemble impliquent qu'une droite wo dans S\u est uni-

verselle.

Les faits (2), (7) ensemble impliquent d(w,v) = 2. Comme u, v sont des ju-

meaux d(u,v) = 2,d(w,u) = 2. Maintenant, wv est une droite universelle dans
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S\u, on a d(w,y) = d(v,y) = 1 lorsque y ¢ {u,v,w}. u et v étant des jumeaux,
alors d(u,y) = 1 lorsque y ¢ {u,v,w}.
U

Lemme 4.13. Un espace métrique critique 1 — 2 ne contient aucune paire de

Jumeauz.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire. Un espace métrique critique 1 — 2
contient une paire de jumeaux. Nous allons montrer que S a au moins |S| droites
(contredisant le fait que S n’a pas la propriété de De Bruijn-Erdds).
Considérons '’ensemble le plus grand de {17, T5, - -+ , T} des sous-ensembles deux
a deux disjoints de cardinalité trois de S tel que d(u,v) = 2 lorsque u, v sont des
points distincts dans le méme T; et tel que d(u,z) = 1 lorsque u € T, = ¢ T,
pour un 1.

Nous avons supposé que S contient une paire de jumeaux, alors en utilisant le
Lemme [4.12] nous aurons k > 1. C’est en utilisant ce fait qu’on montre I’existence
de |S| droites dans S.

Soit £; I’ensemble de toutes les droites wv tel que u, v sont des points distincts
dans le méme T;. Si uv = L, alors o = S\w ou {u,v,w} = T; pour un i.
Maintenant,

(o) Lo contient les 3k ensembles S\w avec w qui change dans % | T;.
Prenons un point r € T et soit Ly 'ensemble de toutes les droites 7Z avec
r € S\XF , Ti. Le Lemme et la maximalité de k£ nous assurent que S ne
contient pas de paire z,y des jumeaux tels que z,y € S\ XF , T;. Ce fait et le
Lemme [£.9] impliquent

(B) |L2] = |S] — 3k.

(8) Chaque droite dans L, inclut tous les points dans T} et aucun des points

dans T5.

De (a) et (f) on a

ﬁl N £2 - @
Et donc, par (a) et () on a
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On peut regarder un espace métrique 1 — 2 comme un graphe complet tel que

chaque aréte uv est étiquetée par la distance entre u et v (d(u,v)).

Soient uv, xy deux arétes de ce graphe. Si wv = Ty, alors on écrit uv = xy.
Lemme 4.14. Chaque classe d’équivalence de la relation = dans un espace mé-
trique critiqgue 1 — 2 est soit un ensemble d’arétes deuxr a deux disjointes avec
les étiquettes identiques, soit un sous-ensemble (pas nécessairement propre) d’un
cycle de longueur quatre avec les étiquettes alternantes.

La preuve du Lemme [£.14 découle du lemme [4.9] combinés avec le lemme [£.13]

Lemme 4.15. La cardinalité d’une classe d’équivalence = dans un espace mé-

trique critique 1 — 2 sur n points est au plus max{%l,él}

DEMONSTRATION. Ceci découle du Lemme et le fait qu'une classe d’équi-

valence de cardinalité § (des arétes deux a deux disjointes) donne une droite

universelle. 0
Lemme 4.16. Tout espace métrique critique 1 — 2 a au plus 7 points.

DEMONSTRATION. Considérons un espace métrique critique 1 — 2 avec n points.
Cet espace n’a pas la propriété de De Bruijn-Erdos, et donc il a moins de n droites.
La relation d’équivalence = partitionne les (Z) arétes de son graphe complet en

au plus n — 1 classes. La cardinalité d'une plus grande classe est au moins 2, et

2 )
donc du Lemme [£.15 on a

-1
ggmax{nz ey

ce qui donne,

n < 8.

Si n = 8, les 28 arétes du graphe complet sont partitionnées en 7 classes
d’équivalences de cardinalité 4. Par le Lemme [£.14] chacune des classes forme
un cycle de longueur 4. Maintenant, I’ensemble d’arétes d'un graphe complet sur
8 sommets ne peut pas étre partitionné en cycles puisque chaque sommet a un

degré impair. Cette contradiction nous donne n < 7.

O
Lemme 4.17. Aucun espace métrique critique 1 — 2 n’a 7 points.

DEMONSTRATION. Considérons un espace métrique critique 1 — 2 avec 7 points.

Cet espace a moins de 7 droites (étant donné qu’il est un espace critique), et sa
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7

2) = 21 arétes de son graphe complet en

relation d’équivalence partitionne les (
au plus 6 classes.

Par le Lemme [£.15] chacune de ces classes a une cardinalité d’au plus 4, et donc
au moins trois parmi elles ont une cardinalité égale a 4. Par le Lemme toutes
ces trois classes sont des cycles de longueur quatre.

Soient G, G, G5 les sous-graphes (cycles mentionnés en haut) du graphe complet
sur 7 sommets. G1,Gs et G3 sont deux a deux aréte-disjoints. N'importe quel
couple de ces sous-graphes partage au plus deux sommets. L'union de ces sous-
graphes a 7 sommets, alors certains deux de ceux-ci partagent au moins deux
somimets.

Sans perte de généralité disons que G; et G5 partagent précisément deux sommets
u et v. Puisque G et Gy sont aréte-disjoints, on peut supposer (sans perte de
généralité) que les sommets u et v sont adjacents dans GGy et non-adjacents dans
Gs.

Soient w et x les deux autres sommets de (G; tels que les quatre arétes de (G; sont

UV, VW, WL, UL .

Soient y et z les deux autres sommets de G5 tels que les quatre arétes de G
sont

wY, Uz, V2, vy.

Etant donné que les étiquettes sur les arétes de G, alternent ; on peut supposer

(en changeant y et z si nécessaire)

d(u,y) =1,d(u, z) =2
d(v,z) =1,d(v,y) =2

On a u € vy comme Ty = vy ; puisque d(v,y) = 2 on aura d(u,v) = 1. Ainsi,

comme les étiquettes des arétes de Gy alternent, on a

d(v,w) =2,d(w,z) =1,d(u, ) = 2.
Maintenant d(y,u) + d(u,v) = d(y,v), et donc y € wwv. On a uv = vw, ce qui

donne y € vw. Ceci est une contradiction puisque d(v,w) = 2 et d(v,y) = 2.
UJ

Lemme 4.18. Tout espace métrique critique 1 — 2 sur b ou 6 points contient des

sommets u,v,w,x,y tels que

d(u,w) = d(u,z) = d(v,w) = d(v,z) =1,
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d(u,v) =d(w,z) =2,
d(u,y) # d(v,y) , d(w,y) # d(z,y).

DEMONSTRATION. Considérons un espace métrique critique 1 — 2 sur n points,
tel que n =5 ou n = 6. Cet espace étant un espace critique a moins de n droites,
et sa relation d’équivalence = partitionne les (Z) arctes de son graphe complet
en au plus n — 1 classes d’équivalence.

Puisque la classe la plus grande parmi ces classes a au moins 3 éléments, le Lemme
[4.14] et le fait qu'il n’y a pas de droite universelle implique qu'’il y a des points

u, v, w,x et y tels que soit

d(u,v) =2,d(v,w) = 1,d(w,z) =2

et
v =W = wr
soit
dlv,w) =1,d(w,z) = 2,d(u,z) =1
et
VW = WT = Ux.
De tous les deux cas, ’égalité des trois droites implique
d(u,w) = d(u,z) = d(v,w) = d(v,z) =1
d(u,v) =d(w,z) = 2.
Maintenant w et x ne sont pas des jumeaux, alors il existe un point y # w, x
tel que

d(w,y) # d(z,y)

Il nous reste & montrer

d(u,y)
—d

Supposons le contraire d(u,y)

7 d(v,y)
v,y). Comme y ¢ WT et TW = WT, on a

(

y ¢ vw et donc
d(v,y) = d(w,y)
ce qui donne

d(u,y) # d(z,y)

et donc y € Ux, comme y ¢ WT on ne peut pas avoir vw = wz = uz. On a donc

forcément wv = vwwz. On a par hypothese que d(u,y) = d(v,y) et donc y ¢ ww.
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On conclut alors
d(u,y) = d(v,y) = d(w, y) = 2,
d(z,y) = 1.
Maintenant u et v ne sont pas des jumeaux, alors il existe un point z # u, v tel
que d(u,z) # d(v,z). On a donc d(z, z) différent de d(u, z) ou d(v, z), donc z
appartient a une des droites uxz ou vx. Mais, ceci implique que cette droite est

universelle. Contradiction. O
Lemme 4.19. Aucun espace métrique critique 1 — 2 n’a 5 ou 6 points.

DEMONSTRATION. Considérons un espace métrique 1 — 2 sur n points tel que
n =>5oun = 6. Soit u,v,w,r et y les mémes qu’au Lemme On peut
supposer (apres un décalage circulaire de u, w, v,z si nécessaire)

d(u,w) = d(u,z) = d(v,w) = d(v,z) =1

d(u,y) = d(w,y) =1
d(v,y) =d(z,y) = 2.

Etant donné que
{u,v,w,z,y} Cuzx et {u,v,w,z,y} C 7w

et qu’il n'y a pas de droite universelle, n = 6. Aussi on a que le sixiéme point z

n’appartient pas aux droites uz et vw. On a,
d(u,z) =d(z, z)
d(v,z) = d(w, z)
puisque z ¢ Uz et z ¢ vw.
Par symétrie, il faut donc distinguer entre les cas suivants :
1) d(u,z) =d(x,z) =1, d(v, 2) = d(w,z) = 1,
2) d(u,z) =d(z,z) =1,d(v, z) = d(w, z) = 2,
3) dlu,z) =d(z,z) =2, d(v, z) = d(w, z) = 2.

Pour chacun des trois cas qu’on vient de voir, on peut avoir soit d(y,z) = 1,
soit d(y,z) = 2. Il y a donc 6 espaces métriques. En les vérifiant on constate que

chacun de ces espaces ont au moins 6 droites.
O

Lemme 4.20. Tout espace métrique 1 — 2 sur 2,3 ou 4 points a la propriété de
De Bruijn-Erdos.
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DEMONSTRATION. Considérons un espace métrique critique 1 — 2 sur n points.
Si chacune de ses droites contient deux points, ou s’il y a une droite qui contient
tous les n sommets, cet espace a la propriété de De Bruijn-Erdds. Sinon, une de
ses droites contient exactement 3 points et n = 4.

Soit T' la droite qui contient 3 points. Soit w le quatrieme sommet de 1'espace.
S’il y a deux sommets x et y dans 1" tel que wxr = wy, alors Ty est une droite
universelle. Sinon, les droites wx ou x représente les différents points du 7" sont

des droites deux a deux disjoints contenant deux points chacune. U

4.0.4. L’espace métrique 1 —2 — 3

Définition 4.21. Un espace métrique 1 — 2 — 3 est un espace métrique ou les

distances non-nulles sont 1,2 ou 3.

Si (X, d) est un espace métrique 1 — 2 — 3, on lui associe un graphe complet
G x avec les sommets X ou chaque aréte xy est étiquetée 7 si la distance de = a

y est égale & i; et on écrit d(x,y) = 1.

Théoréme 4.22. Soit (X,d) un espace métrique 1 —2 — 3 ot | X| = n. Soit Gx

le graphe complet associé a (X, d). Alors, lespace (X,d) détermine au moins

4/3
151<(3) n—1 n

droites, ot S = {zy € E(Gx) |d(x,y) € {2,3}}.

DEMONSTRATION. Soient a, b, ¢, d quatre sommets distincts. On a :

1) Si d(a,b) = d(b,c) = 2, alors ab # bc
2) Si d(a,b) = d(b,c) = 3, alors ab # bc
3) Si d(a,b) =2 et d(c,d) = 3, alors ab # cd.

Ecrivons |S| = s, on a s < (g)
Soit
T ={xy € E(Gx) | d(x,y) =1}.

L’ensemble S U T partitionne les arétes de G x.

Soient Gg le graphe défini sur X avec l’ensemble d’arétes S et G le graphe

défini sur X avec I’ensemble d’aréte T'. Nous allons montrer que ’espace métrique
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X détermine au moins

droites.

) / . 7 . . _7/3 25 4/3
Montrons que l'espace métrique (X, d) détermine au moins 2 (n — ;)
droites.

Pour un sommet u, Gx[Ng,(u)] est un espace métrique 1 — 2. On a

BGnl=I1=(4) -+

En plus,
> dep(v) =2[T| =n(n—1) —2s
veX
donc il existe un sommet v de degré au moins n—1—25. Alors, Gx[Ng, (v)] est un

2s . 9—T/3 25)%/3
25 gommets. On a donc au moins 2 (n — ;)

espace métrique 1 — 2 avec n —
n

droites (Théoreme [4.7)).

2s
n—1

Montrons que 'espace métrique (X, d) détermine au moins droites.
On dit que les arétes ab et cd sont dans la méme classe d’équivalence si ab = cd
(le nombre des classes d’équivalence est égal au nombre des droites).

Soit C' une classe d’équivalence. Montrons qu’on a
n—1
IC N S| < max (2,4> |

Plus précisément, C' NS est soit un couplage (une classe d’équivalence de cardi-
nalité § donne une droite universelle), soit un sous-graphe d'un cycle de quatre.
Par 1) et 2) C'N S n’admet pas des sommets de degré 3 ou plus. Pour voir cela,
supposons qu’il y a un sommet v de degré 3. Le sommet u est incident a trois
arétes chacune étiquetées 2 ou 3. De 1) et 2), on constate qu’aucune paire des
trois arétes n’appartient a une seule droite. Ce qui veut dire que les trois arétes
n’appartiennent pas toutes a la méme classe d’équivalence. Contradiction.

Disons qu’on a un sommet de degré 2 dans C'N S sinon, on a un couplage. Soit v
le sommet de degré 2 avec les arétes incidentes v et vy. Par 1), 2) et argument
vu ci-dessus, on peut supposer d(v,z) = 2 et d(v,y) = 3. Maintenant, a cause de
3) on sait qu’il n’existe pas d’aréte étiquetée 2 ou 3 dans la classe d’équivalence
qui n'est pas adjacente ni & z ni & y. A cause de 1), on sait qu’il n’existe pas
d’aréte étiquetée 2 qui est adjacente a x. Par 2), il n’existe pas d’aréte étiquetée

3 qui est adjacente a y.
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Considérons deux cas :

e Supposons qu’on a une aréte zy (étiquetée 2), et soit w un voisin de z. Si
I’étiquette de 'aréte xz est égale a 1, alors on peut supposer que 1’étiquette
de l'aréte wz est égale a 3. Dans ce cas, I'étiquette de wx ne peut pas étre
1,2 ou 3. Donc, l'étiquette de xz est égale a 3, et on a que C'N S est
un sous-graphe d’un cycle de quatre ou les étiquettes des arétes alternent
entre 2 et 3.

e Supposons qu’on a une aréte zu (étiquetée 3). Dans ce cas, uy a une éti-
quette égale a 2 et aucune autre aréte adjacente a y ou a u n’a 1’étiquette
2 dans la classe d’équivalence. On a donc un sous-graphe d’un cycle de

quatre pour C'N .S ou les étiquettes des arétes alternent entre 2 et 3.

Alors, on peut dire qu’il existe au moins 21 = % droites. O
2

4.1. ESPACE METRIQUE INDUIT PAR DES GRAPHES

Dans les Sections et [4.0.0, on a vu la définition de la relation ternaire
B(d) sur un espace métrique (V,d) ou :

(u,v,w) € B < u,v,w sont tous distincts et d(u, w) = d(u,v) + d(v,w).

Ce qui nous indique que v est entre u et w, et on écrit [uvw] pour (u,v,w) € B.

On a aussi défini la droite Ty de la fagon suivante :

{z,y} U{z : [zzy] ou [zzy] ou [xyz]}.
Tout graphe connexe fini induit un espace métrique ou la distance entre u et

v, écrit d(u,v), est le plus petit nombre d’arétes sur un chemin (voir Définition

deuév.

Alors, pour un graphe G = (V, E), la droite ab est la paire {a,b} avec tout
sommet ¢ tel que d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) ou d(c,b) = d(c,a) + d(a,b) ou
d(a,c) = d(a,b) + d(b, c) soit vraie.

Dans le contexte des graphes, [abc] veut dire que b est le sommet intérieur du

chemin le plus court de a a c.
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Définition 4.23. La distance la plus grande parmi toutes les distances dans un

graphe est appelée le diametre du graphe.

Théoréme 4.24 (Chiniforooshan et Chvatal [12]). Si dans un espace métrique
(X, d) induit par un graphe de diamétre t, aucune droite n’est universelle (# X),
alors il y a au moins \/t/2 droites distinctes.

DEMONSTRATION. Il y a des sommets vy, vq, - -+, v; tels que

d(vi,v;) =j—i quand 0 <7< j <t

Supposons un plus grand ensemble S d’indices r tel que toutes les droites 7, 7,11

sont égales. On a au moins ﬁ droites distinctes. Ce qui nous donne la conclusion

voulue lorsque |S| < v/2t. Pour le cas |S| > v/2t, nous allons montrer qu’il existe

ins 51 droites distinctes, et ainsi 1 lusion d i
au moins 5 droites distinctes, et ainsi nous aurons la conclusion dans ce cas aussi.
Soit u un sommet qui n’est pas sur la droite v, v,,7 our € S.

S . R N o .
Nous allons montrer que % des droites uw, avec r € S sont deux a deux distinctes,
c’est-a-dire pour tous indices %, j, k dans S au moins deux des droites uwv;, uv;, uvy

sont distinctes. Par le fait que u ¢ 7,7,571 et I'inégalité du triangle on a :

|d(u,v,) — d(u, vp41)| < d(vp,vp41) Vr € S.

Aussi d(v,,v.11) = 1, et donc on a d(u,v,) = d(u,v,.41) pour tout r € S. Consi-

dérons n’importe quel triplet d’indices ¢, j, k dans S tels que © < j < k.
Maintenant,

d(vi,v;) + d(v;,u) > d(vis1,v;) + d(v;,u) > d(vigr, u) = d(v;, u)
d(u,v;) + d(vi, v5) > d(u, v;) + d(vis1,v;) = d(u, vigy1) + d(vis1,v5) > d(u, v;),

et donc,

V; € UV = d(Ui, ’LL) + d(u, Uj) = d(?}i, ’Uj)

aussi

v € U0; < d(vj,u) + d(u, vg) = d(v;, vg).

Nous avons
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d(u,v;) + d(u, vg) = d(u, v;) + d(u, vgr1) > d(vi,vgs1) =k +1—1

et donc d(u,v;) > j — 1 ou d(u,vg) >k — j.
Si d(u,v;) > j — i, alors

d(vi, u) + d(u,v;) > d(v;, v;)

et donc v; ¢ wy; et aussi v; ¢ uv; ce qui implique :

Uv; # Uv;.

Si d(u,vgy1) > k — j, alors

d(vj,u) + d(u, vg) > d(vj, vg)

et donc vy, ¢ uv; et aussi v; ¢ uvy ce qui implique :

UU; # Ul
O

Corollaire 4.25 (Chiniforooshan et Chvatal [12]). Un espace métrique induit par
un graphe connexe de n sommets qui n'a pas de droite universelle, contient au

moins 2% "n2/7 droites distinctes.

DEMONSTRATION. Sile diamétre du graphe est au plus 27%/7n*/7, alors on obtient
le résultat voulu par le Théoréme [4.3] Sinon, cela découle du Théoreme £.24 O

4.1.1. La propriété de De Bruijn-Erdds pour les graphes a cordes

Définition 4.26. Une aréte qui attache un sommet dans un cycle a un autre

sommets dans le cycle, est une corde.

Définition 4.27. Un cycle qui ne contient pas de corde est un cycle élémentaire.
Définition 4.28. Un graphe ou chaque cycle de longueur 4 a une corde est un
graphe a cordes. C’est-a-dire, qu’il ne contient pas de cycles élémentaires autre

que des triangles (le cycle de longueur 3).

Théoréme 4.29 (Beaudou et coll. [3]). Tout espace métrique induit par un graphe

a cordes connexe avec n sommets ou n > 2 a la propriété de De Bruijn-Erdds;
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c’est-a-dire, le graphe a soit une droite qui contient tous les sommets, soit a au

moins n droites.
D’abord, nous devons préparer la preuve.

Lemme 4.30. Soient s,x,y des sommets dans un graphe da cordes fini tel que

[szy]. Si 5T =5y, alors x est un point d’articulation qui sépare s et y.

DEMONSTRATION. L’ensemble de tous les sommets u tel que d(s,u) = d(s,x)
séparent s et y. Parmi tous les sous-ensembles séparant s et y choisissons un
minimal et 'appelons C. Puisque x est un sommet intérieur d’un chemin plus
court de s a y, x appartient a C'. On veut montrer qu’aucun d’autre sommet
appartient a C.

Supposons le contraire. C' contient un sommet u autre que z. Si on enleve C' de
notre graphe, on aura deux composantes connexes S et Y telles que s € S et
y € Y. La minimalité de C fait que chacun de ses sommets a au moins un voisin
dans S et au moins un voisin dans Y. Comme chacun des u et z a au moins un
voisin dans S, il y a un chemin de u a x avec au moins un sommet intérieur et
tous les sommets intérieurs dans S.

Soit P un plus court tel chemin. P n’a pas de corde sauf possiblement uz. De la
méme fagon, il y a un chemin ) de v a x avec au moins un sommet intérieur et
tous les sommets intérieurs dans Y. Aussi, () n’a pas de corde sauf possiblement
uzr. L'union de P et ) est un cycle de longueur au moins quatre. Ce qui fait
que u et x sont adjacents. L'union de @) et ux est un cycle sans corde, donc () a
exactement deux arétes. On a donc un sommet v dans Y qui est adjacent a u et
x. Soient d(s,z) =i et d(x,y) = j. Tout sommet t tel que d(s,t) < ¢ appartient
a S et comme v n’a pas de voisin dans S, d(s,v) > i.

Maintenant, d(z,v) = ¢ donc on a d(s,v) =i+ 1 et on a ainsi v € 5z. Puisque
sT = sy, v € 5y. Comme d(v,z) = 1 et d(z,y) = j, on a d(v,y) < j+ L.
Maintenant, d(s,v) = ¢+ 1, d(s,y) =i+ j, dv,y) < j+1, 1 >1, j > 1et
v € sy implique d(v,y) = j — 1. Comme d(u,v) = 1, on a d(u,y) < j. Comme
d(s,u) = i et d(s,y) = i+ j, on a d(u,y) = j et v € 57. Etant donné que
d(s,u) =1, d(s,x) =1, et d(u,z) =1, on a u ¢ sT. Mais, ceci veut dire ST # 5y

ce qui est une contradiction. 0]

Définition 4.31. Un sommet est appelé simplicial, si ses voisins sont deuzr a

deux adjacents.
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Lemme 4.32. Soient s, x,y des sommets distincts dans un graphe a cordes fini
(conneze). Si s est simplicial et si ST = 5y, alors TY contient tous les sommets

du graphe. C’est-a-dire Ty est universelle.

DEMONSTRATION. 3T = 57y et donc y € sz. On a donc [ysz], [syz] ou [szy]. s
étant simplicial, c’est impossible d’avoir [ysz]. Sans perte de généralité, supposons
[szy] (on peut changer x et y si jamais ¢’est nécessaire). On doit montrer que pour
un sommet u, on aura u € TY.

Soit P le chemin le plus court de s a u. Soit () le chemin le plus court de u a
y. Du Lemme [4.30], on a = est un point d’articulation séparant s et y, donc la
concaténation de P et ) passe forcément par z. Alors, on a [szu] ou [uzy] (ou
méme les deux). Si [uzxy], alors v € Ty et on a fini. Maintenant, supposons qu’on
a [szul, et donc u € Ty. Puisque 3T = 57, on a [usy| ou [suy| ou [syu]. s étant
simplicial on ne peut pas avoir [usy]. Si [suy], alors [szu] implique [zuy|. Si [syu],

alors [szy] implique [zyu]. Dans tous les deux cas, on a u € Ty. O

LA PREUVE DU THEOREME [4.29. Considérons un graphe a cordes avec n som-
mets ou n > 2. Par un théoreme de Dirac [I7], ce graphe a au moins deux
sommets simpliciaux. Soit s un de ces sommets simpliciaux. On peut supposer
que les droites sZ ou s # z sont deux a deux distinctes, car sinon par le Lemme
[4.32] on a une droite universelle.
Etant donné que notre graphe est connexe avec au moins 2 sommets, s a au moins
un voisin. Choisissons un de ses voisins et 'appelons u. Si u est le seul voisin de
s, tout chemin allant de s a n’importe quel autre sommet dans le graphe passe
par u; ce qui fait que 5u est une droite universelle. Si s a un autre voisin que wu,
appelons-le v, la droite wo sera différente de toutes les n — 1 droites 5z avec s # z.
Puisque s, u, v sont deux a deux adjacents, s € uv.

O

Théoreme 4.33 ([3]). Tout espace métrique induit par un graphe biparti connexe

avec n sommets, ou n > 2, a une droite universelle.

DEMONSTRATION. Ty contient tous les sommets si z et y sont adjacents.

Soit u un sommet dans le graphe. d(u,z) et d(u,y) ont des parités différentes.
Comme d(z,y) = 1; d(u,z) et d(u,y) different par au plus 1. En fait, d(u,x) et
d(u,y) different de un. Ce qui nous donne u € Ty. O



CONCLUSION

Nous avons vu le Théoreme de Sylvester-Gallai, ainsi qu'une généralisation de
celui-ci dans le Chapitre

Nous avons aussi vu le Théoreme de De Bruijn-Erdos, et des généralisations

variées de celui-ci (les théoremes [3.20} [3.21] et [3.29)). Ainsi, on a vu dans le Cha-
pitre [3| et 4 qu’on a d’une part :

Pour n assez grand, il existe un hypergraphe qui ne contient que ¢V™" droites
distinctes ot ¢ est une constante. Ce qui veut dire que la propriété de De Bruijn-
Erd6s n’est pas vraie dans le cadre général (Théoreme [3.32)).

D’autre part :

e Soit (X, H) un hypergraphe 3-uniforme. Si | X| < 6, alors il a la propriété
de De Bruijn-Erdés (Proposition (3.13]).

e Dans un hypergraphe 3-uniforme sur n points : soit il y a au moins (2 — ¢) logn

droites (ou e > 0), soit il y a une droite qui contient tous les n points (Théo-

reme (3.43)).

e Dans tout espace métrique sur n points, il y a € ((n/ p)2/ 3) droites dis-
tinctes ou p est le ratio entre la distance la plus grande et la distance
non-nulle la plus petite dans ’espace métrique (Théoreme |4.3]).

e Tout espace métrique sur n points, ou les distances non-nulles sont de 1
ou 2, a la propriété de De Bruijn-Erdos. En fait un tel espace détermine

Q(n*3) droites (Théorémes et 4.7)).
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e Tout espace métrique induit par un graphe sur n points détermine : soit

Q(n?7) droites distinctes, soit une droites qui contient tous les n sommets

(Corollaire 4.25)).

e Tout espace métrique induit par un graphe cordal sur n points a la pro-
priété de De Bruijn-Erdés (Théoreme [4.29)).

e Tout espace métrique induit par un graphe biparti sur n points a la pro-
priété de De Bruijn-Erd6s (Théoreme (4.33]).

La recherche sur ce sujet est toujours active. En 2013, Kantor et Patkds [23]
ont montré que pour un ensemble de n points dans le plan muni de la métrique
L4, ot aucun couple de points ne partage leur coordonnée x ou y, a la propriété de
De Bruijn-Erdés. Si les points de 'espace métrique partagent leurs coordonnées,
alors soit il y a une droite qui contient tous les points de I'espace, soit I’espace
induit au moins n/37 droites distinctes.

Ajouté au moment du dépot final : les résultats de la Section [3.3.2.2] appa-
raissent dans Aboulker, Bondy, Chen, Chiniforooshan, Chvatal, et Miao [I] daté
le 25 aofit 2013.
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