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SOMMAIRE

Ce mémoire concerne la modélisation mathématique de I’érythropoiese, a sa-
voir le processus de production des érythrocytes (ou globules rouges) et sa ré-
gulation par 1’érythropoiétine, une hormone de contréle. Nous proposons une
extension d'un modele d’érythropoiese tenant compte du vieillissement des cel-
lules matures. D’abord, nous considérons un modele structuré en maturité avec
condition limite mouvante, dont la dynamique est capturée par des équations
d’advection. Biologiquement, la condition limite mouvante signifie que la durée
de vie maximale varie afin qu’il y ait toujours un flux constant de cellules élimi-
nées. Par la suite, des hypotheses sur la biologie sont introduites pour simplifier
ce modele et le ramener a un systéme de trois équations différentielles a retard
pour la population totale, la concentration d’hormones ainsi que la durée de vie
maximale. Un systeme alternatif composé de deux équations avec deux retards
constants est obtenu en supposant que la durée de vie maximale soit fixe. Enfin,
un nouveau modele est introduit, lequel comporte un taux de mortalité augmen-
tant exponentiellement en fonction du niveau de maturité des érythrocytes. Une
analyse de stabilité linéaire permet de détecter des bifurcations de Hopf simple
et double émergeant des variations du gain dans la boucle de feedback et de pa-
rametres associés a la fonction de survie. Des simulations numériques suggerent
aussi une perte de stabilité causée par des interactions entre deux modes linéaires
et l'existence d'un tore de dimension deux dans l'espace de phase autour de la

solution stationnaire.

Mots-clés : érythropoiese, érythrocytes, modele structuré en maturité, équa-
tions différentielles a retard, fonction de survie, sénescence, taux de mortalité,

diagramme de stabilité, bifurcation de Hopf, variété centre, nonlinéaire.






vii

SUMMARY

This thesis addresses erythropoiesis mathematical modeling, which is the pro-
cess of erythrocytes production and its regulation by erythropeitin. We propose
an erythropoiesis model extension which includes aging of mature cells. First, we
consider an age-structured model with moving boundary condition, whose dyna-
mics are represented by advection equations. Biologically, the moving boundary
condition means that the maximal lifespan varies to account for a constant de-
graded cells flux. Then, hypotheses are introduced to simplify and transform the
model into a system of three delay differential equations for the total population,
the hormone concentration and the maximal lifespan. An alternative model com-
posed of two equations with two constant delays is obtained by supposing that the
maximal lifespan is constant. Finally, a new model is introduced, which includes
an exponential death rate depending on erythrocytes maturity level. A linear sta-
bility analysis allows to detect simple and double Hopf bifurcations emerging from
variations of the gain in the feedback loop and from parameters associated to the
survival function. Numerical simulations also suggest a loss of stability caused
by interactions between two linear modes and the existence of a two dimensional

torus in the phase space close to the stationary solution.

Keywords : erythropoiesis, erythrocytes, age-structured model, delay diffe-
rential equations, survival function, senescence, mortality rate, stability diagram,
Hopf bifurcation, center manifold, nonlinear.
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INTRODUCTION

Chaque jour, notre organisme produit 3 x 10° érythrocytes pour chaque ki-
logramme de masse corporelle [BMMO95]. Le processus par lequel ces cellules,
communément appelées globules rouges, sont produites se nomme érythropoiese.
En ce qui a trait au volume, les érythrocytes forment la plus imposante lignée
cellulaire sanguine [Mah99]. Leur rdle est vital au sein de 'organisme, alors qu’ils
sont chargés du transport de l'oxygene jusqu’aux tissus.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux mécanismes de production et
de destruction des érythrocytes, ainsi qu’a leur modélisation. La production des
érythrocytes débute dans la moelle osseuse, avec les cellules souches hématopoié-
tiques. Les différentes lignées cellulaires sanguines sont issues de la différenciation,
de la prolifération et de la maturation des cellules souches (hématopoiese). Tel
qu’illustré sur la figure 0.1, plusieurs stades de développement font suite aux
cellules souches avant I'obtention des globules rouges matures. Pour des fins de
modélisation, nous définissons 1’ensemble des cellules en développement comme
étant la population de cellules précurseurs.

D’abord, les cellules souches se développent successivement en cellules éry-
throides d’éclosion (BFU-Es) et formant des colonies (CFU-Es). Une fois ces
stades passés, la maturation s’effectue par accumulation de molécules d’hémo-
globine qui, une fois matures, permettront aux érythrocytes de transporter le
dioxygene. La différenciation se poursuit ensuite avec les proérythroblastes, sui-
vis par les érythroblastes et finalement les réticulocytes, ce dernier stade étant
marqué par la fin de la division cellulaire. Au cours de ces transformations, les
cellules précurseurs éjectent leur noyau et leurs organites cellulaires. Eventuel-
lement, elles quittent la moelle osseuse pour rejoindre le systeme sanguin sous
forme d’érythrocytes matures. Chez I’humain, environ six jours sont nécessaires

pour qu’une cellule précurseur devienne mature.
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FIGURE 0.1. Un apercu de I’érythropoiese et de ses différents
stades de différenciation. (adapté de [BMM95])

L’érythropoiétine (EPO) est la principale hormone contrdlant la production
des érythrocytes ([BMMO95], [MBM9S8], [Mah99]). Quoique les mécanismes de son
action demeurent partiellement inconnus, il semblerait que 'EPO stimule le re-
crutement de nouvelles cellules précurseurs, controle la taille de leur population
en interrompant ’apoptose (mort cellulaire programmeée) et accélere la vitesse de
maturation [MBM98]. D’autre part, ’érythropoiétine est produite par des cellules
rénales sensibles a 1’oxygene. Lorsque la concentration sanguine d’oxygene dimi-
nue, ces cellules liberent davantage d’érythropoiétine. Les quantités d’oxygene
sanguin et d’érythrocytes en circulation étant proportionnelles, il y a une rétro-
action négative avec retard entre la quantité d’érythropoiétine et la population
totale d’érythrocytes matures. Cette rétroaction négative constitue une hypothese
clé des modeles mathématiques qui seront présentés dans les chapitres suivants.

Chez I'’humain, les érythrocytes matures vivent approximativement 120 jours.
Leur destruction éventuelle est certaine, car ils ne possedent pas de noyau ni d’or-
ganite cellulaire leur permettant de réparer les dommages membranaires causés
par la circulation sanguine [KCD11]. Par conséquent, la déformation de la mem-
brane cellulaire lors du passage par les capillaires sanguins constitue la source
premiere du vieillissement [MBMO98]. Lorsque les érythrocytes ont atteint un age

avancé, ils sont éliminés par les macrophages, une sorte de globules blancs. 1l a
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aussi été suggéré que les érythrocytes sont sujets a d’autres sources de destruc-
tion, notamment la mort précoce des cellules non viables (mortalité infantile) et
une mortalité aléatoire durant la circulation sanguine [KCD11].

Différentes approches ont été empruntées pour modéliser 1’érythropoiese, les-
quelles dépendent du niveau souhaité de description biologique ainsi que des ob-
jectifs. Par exemple, en supposant que la durée de vie des érythrocytes soit une
variable aléatoire continue, il est possible de développer un modele stochastique
permettant de reproduire des données expérimentales sur la survie des globules
rouges [KCD11]. Toutefois, cette approche ignore les mécanismes physiologiques
soutenant la production des érythrocytes, de méme que l'influence de facteurs
hormonaux tels que I'érythropoiétine.

Les systemes d’équations différentielles, d’équations aux dérivées partielles et
d’équations différentielles a retard sont aussi grandement utilisés pour modéli-
ser I'érythropoiese, de méme que le processus plus général qu’est I’hématopoiese
[FMO09]. Par exemple, avec ses stades de développement successifs, I’érythropoiese
est un candidat naturel pour le développement d’'un modele de populations struc-
turé en maturité. L’idée derriere cette approche est de diviser la population de
cellules selon leur différenciation, puis d’associer une densité distribuée selon le
temps et I’age a chaque compartiment. L’évolution de la densité est alors décrite
par une équation aux dérivées partielles, typiquement une équation d’advection.
Cette approche a été utilisée par [BMM95] et [MBMOS].

Largement utilisées en biologie [Smil0], les équations différentielles a retard
permettent le développement de modeles plus réalistes qu’avec les équations diffé-
rentielles ordinaires. Ces équations sont idéales pour modéliser des systemes dans
lesquels les interactions ne se font pas de maniéere instantanée, en 1’occurrence
I’érythropoiese. La rétroaction négative entre I'érythropoiétine et la population
d’érythrocytes matures implique que le taux de croissance de la population dé-
pende des états passés de la population, avec un retard correspondant au temps de
maturation des cellules précurseurs. Comparés aux équations d’advection utilisées
dans les modeles structurés en age, les systemes d’équations a retard sont plus fa-
ciles a analyser mathématiquement, en particulier par des simulations numériques
et la théorie des bifurcations. Sous certaines hypotheses, il est toutefois possible
de réduire les modeles d’érythropoiese structurés en age en systemes d’équations
différentielles a retard. Les hypotheses nécessaires et la procédure sont présentées
dans [BMMO95] et [MBM9S].

L’objectif du présent travail est de créer et d’analyser un modele d’érythro-
poiese dont les mécanismes de destruction tiennent compte du vieillissement des

érythrocytes. En fait, nous utilisons des éléments propres a ’analyse de survie
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pour étendre le modele développé dans [MBMO98]. Le nouveau modele comporte
un taux de mortalité variant selon la maturité des cellules, comme dans [KCD11].
Ce projet de recherche s’inscrit dans une longue tradition d’investigation et d’ex-
tension de modeles mathématiques de I'érythropoiese. Précédemment, le réle de
la vitesse de maturation des cellules précurseurs a été investigué dans [BMO1].

L’organisation du mémoire est présentée comme suit. Le chapitre 1 présente
un modele d’érythropoiese structuré en maturité. En intégrant les équations d’ad-
vection sur leurs courbes caractéristiques, nous établissons la solution générale du
modele. Au chapitre 2 sont présentées les hypotheses permettant de réduire la so-
lution générale en un systeme d’équations différentielles a retard. Ensuite, deux
modeles avec taux de mortalité constant sont sommairement analysés. Le premier
suppose que le flux de cellules éliminées est constant, avec comme conséquence
que la durée de vie maximale est variable [MBMO98]. Le deuxiéme suppose que la
durée de vie maximale des érythrocytes matures est fixe [BMMO95]. Finalement,
le chapitre 3 présente le nouveau modele comportant un taux de mortalité dyna-
mique. Une analyse de stabilité linéaire accompagnée de nombreuses simulations
numériques est présentée. En annexe A, nous effectuons l'analyse de stabilité dé-
taillée d’'un modele d’érythropoiese comportant un taux de mortalité constant
[MBMO8], laquelle permet de confirmer les résultats de [B&98].



Chapitre 1

MODELE GENERAL D’ERYTHROPOIESE
AVEC STRUCTURE D’AGE

Les équations différentielles sont largement utilisées en dynamique des popu-
lations. Par exemple, I’équation suivante permet de modéliser 1’évolution d’une
population dans un environnement aux ressources illimitées :

dN

2 _ BN — AN 1.0.1
= BN — N, (1.0.1)

ou N, 8 et v correspondent respectivement a la taille, au taux de natalité ainsi
qu’au taux de mortalité de la population. Cette équation néglige cependant plu-
sieurs réalités biologiques telles que le temps de maturation (les nouveaux indi-
vidus doivent se développer avant de se reproduire. .. ), le vieillissement et ses
effets négatifs, ou bien encore la dépendance des taux de natalité et mortalité.
Ces facteurs ne peuvent étre ignorés dans la construction d’un modele réaliste de
I’érythropoiese. Environ six jours sont nécessaires aux cellules précurseurs pour
devenir matures. D’autre part, des études expérimentales [SR46] suggerent que
la durée de vie des érythrocytes matures n’est pas distribuée exponentiellement.
Enfin, nous savons que I'érythropoiétine affecte le taux de natalité.

Davantage sophistiqués et flexibles, les modeles de populations structurés en
maturité permettent de considérer ces particularités biologiques fondamentales
pour I’érythropoiese. Ce chapitre présente la dérivation d’un modele structuré
en age, de méme que sa solution générale obtenue en intégrant les équations

d’advection sur leurs courbes caractéristiques.

1.1. DERIVATION DES EQUATIONS DU MODELE

Nous considérons une population d’érythrocytes composée de cellules précur-

seurs et de cellules matures. Soit p(t, ) la densité de cellules précurseurs, définie



6

comme le nombre de cellules par unité d’age p, lequel pourrait représenter la quan-
tité accumulée d’hémoglobine. La concentration sanguine d’érythropoiétine, qui
stimule le recrutement, la prolifération et la maturation des cellules précurseurs,
est une variable d’état définie par E(t). Soit V(E) la vitesse de maturation, et soit
So(E) le flux de nouvelles cellules précurseurs recrutées parmi les cellules souches

hématopoiétiques. Ces quantités doivent satisfaire la condition limite suivante :

So(E) =V (E)p(t,0). (1.1.1)
Ainsi, les flux a la frontiere du domaine doivent étre égaux. Soit G(u, E) le taux
de natalité des cellules précurseurs. En fait, la prolifération survient seulement
dans les premiers instants de I’érythropoiese (voir figure 1.1).

Deux mécanismes de perte affectent la population de cellules précurseurs :
'apoptose (mort cellulaire programmée) et le transfert vers la population de cel-
lules matures. Nous supposons que le taux de mortalité par apoptose est a(u, F)
et que les ages de transition sont distribués selon la densité h(p— 1), i1 étant 1'age
moyen de transition. Si pp est le niveau maximal de maturité, alors la densité

satisfait :

1
/0 h(p — p)dp = 1.

Considérons le taux de transfert H(u) entre les deux populations, c’est-a-dire la

probabilité de transition par unité d’age p. L’analyse de survie nous indique que

cette quantité équivaut a la fonction d’aléa, laquelle correspond au rapport entre

la densité et la fonction de survie :

h(p — 1)
Hm) = (s~ pyds

Avec ces hypotheses et conditions, la densité de cellules précurseurs p(t, i)

(1.1.2)

satisfait I’équation d’advection suivante

o7 +VIESE =V(E) (0 B) — ol B) = Hu)lp. (113)

sur le domaine rectangulaire semi-infini défini par £t > 0 et 0 < pu < pp.
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F1cUure 1.1. Représentation schématique d’'un modele d’érythro-
poiese avec structure d’age incluant une condition limite mouvante.

(adapté de [MBM98])

Soit m(t,v) la densité d’érythrocytes matures en circulation au temps t et
d’age v. Le vieillissement dépendant principalement du nombre de passages au
travers des capillaires sanguins, nous supposons que la vitesse de maturation est
une constante W. La condition limite entre les populations de cellules précurseurs

et matures établit I'égalité des flux a la frontiere des domaines :

VIE) [ h(u = Bp(t. p)d = Wn,0) (1.1.4)
Le modele suppose que les érythrocytes dgés sont éliminés activement par les
macrophages. Si la quantité de macrophages est grandement inférieure au nombre
d’érythrocytes agés et que les macrophages ont atteint I'état de satiété, alors le
flux hors de la population mature est une constante. Pour satisfaire ce critere, 'age
maximal vg(t) des cellules matures doit varier. En supposant que ) corresponde

au taux d’élimination des cellules agées, la condition limite est donnée par :

(W —vp(t))m(t,ve(t)) = Q. (1.1.5)
Le lecteur intéressé peut consulter la dérivation détaillée de cette condition limite

dans [MBM98]. Soit 7(v) le taux de mortalité, lequel dépend seulement du niveau

de maturité. Alors, I’équation d’advection décrivant ’évolution de la densité de

cellules matures m(t, v) est donnée par :



om om

sur le domaine rectangulaire semi-infini défini par ¢ > 0 et 0 < v < vp(t), avec
vp(t) satisfaisant 1'équation 1.1.5.

Il faut aussi formuler une équation d’évolution pour la concentration d’éry-
thropoiétine E(t). Or, il y a une rétroaction négative entre la variable E(t) et la

population totale d’érythrocytes matures M (t), laquelle est obtenue en intégrant
la densité :

M= | et ). (1.1.7)

Par conséquent, le taux de production de I'hormone dépend de la population
totale M (t). L’équation différentielle pour E(t) est donnée par

dE(t
1 e — kB0, (118)
ou k est le taux d’élimination et f(M) est une fonction de feedback négatif, donc

strictement décroissante. Nous considérons la forme spécifique suivante pour la
fonction f :

F(M) = Hﬁ (1.1.9)

Il s’agit d'une fonction de Hill, qui survient fréquemment dans les problemes de
cinétique enzymatique.

1.2. SOLUTION PAR LA METHODE DES COURBES CARACTERIS-
TIQUES

Dans cette section, nous trouvons les solutions générales p(t, ) et m(t,v)
du modele d’érythropoiese structuré en age défini par les équations aux dérivées

partielles (1.1.3 et 1.1.6) et leurs conditions limites (1.1.1, 1.1.4 et 1.1.5).

Soient ¢(u) et ¥(v), les populations initiales de cellules précurseurs et ma-
tures :

Nous considérons d’abord la densité de cellules précurseurs, laquelle est définie
sur le domaine rectangulaire semi-infini suivant :



S={t,w)t>0,0<pu<pur} (1.2.1)

Les courbes caractéristiques dans le domaine S satisfont

t(s) = £(0) + s et pu(s) = u(0) + /0 V(E(t(o)do, s €0, s8],

avec sp implicitement définie par

s
pe = u(0) + [ V(E(H(0)))do,

La courbe caractéristique émanant de l'origine (voir figure 1.2) divise S en une

région bornée Sy ainsi qu’une région non bornée S,. La solution a 'intérieur de S

est transitoire : elle dépend de la population initiale, qui éventuellement devient

mature pour ensuite étre détruite. Nous sommes cependant davantage intéressés

par le comportement asymptotique de la population de cellules précurseurs, lequel

dépend de la condition limite 1.1.1. Il s’agit de la solution sur le domaine Ss.

t

(t(s).us))

(£(0),0)¢ Co (t(s).1(s))

0 (0.140)) My K

FIGURE 1.2. Courbes caractéristiques (£(s), u(s)) dans le domaine
S. (adapté de [BMMO95])

Soit P(s) = p(t(s), u(s)). Alors, la solution générale de I’équation 1.1.3 satisfait
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Pls) = POexp [ Flpw), Et(w)dw)
oit Fu, ) = V(E) [B(1, E) — a(u, B) — H(p)). Si (£, 1) € Sy, alors

P(0) = p(0,10)) = 6 (1= [ V(E())do)

et la solution transitoire satisfait

t t t
ot =0 (5= [ VE@))exp ([ F (n— [ V(E@)o, Bw)) dw).
0 0 w
(1.2.2)
Considérons maintenant (f, ) € Sp. Soit 7 le temps nécessaire a une cellule

nouvellement recrutée pour atteindre 'dge p. 7 est défini implicitement par

w= [ V(EW)dv. (1.2.3)

t—7

En utilisant la condition limite 1.1.1, nous trouvons l’expression suivante pour la
condition initiale P(0) :

PO) = p(t(0),0) = ot

Dans ce cas, la solution générale est donnée par

p(t, 1) = mexp ( /ti F ( | viE@)do, E(w)) dw> (124

Nous procédons de fagon analogue pour déterminer la solution de 1’équation
1.1.6. Les courbes caractéristiques sur le domaine variable {(¢,v)[t > 0,0 < v <

vr(t)} sont une famille de droites affines définie par

t(s) =t(0) + s et v(s) = v(0) + Ws.
Soit M(s) = m(t(s),v(s)). Alors, la solution générale satisfait

M(s) = M(0)exp <—W/OS 7(1/(0))d0) .
La S(;lution transitoire, qui dépend de la population initiale, est définie pour
S o
m(t,v) = (v — Wt)exp (—W /Otv(l/ +W(o — t))da) . (1.2.5)
Sit > L, alors la condition initiale M(0) dépend de la condition limite 1.1.4 et

la densité de cellules matures satisfait :
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m(t,v) = I;/ /OW h(p—p)p (t — VI;/"U> dp exp <—W/OV/W7(WJ)dU> . (1.2.6)

Finalement, I’expression pour le comportement asymptotique de la population de
cellules matures est donnée par :

1 vr@®) ruer B v v/W
M(t) = W/o /0 h(p— p)p (t — W,u) dp exp <—W/0 V(Wa)da) dv.
(1.2.7)
Au chapitre suivant, nous verrons que sous certaines hypotheses, 1’équation
1.2.7, couplée avec les équations d’évolution pour la concentration d’hormones
E(t) ainsi que la durée de vie maximale v (t), peut étre transformée en un systéme
d’équations différentielles a retard.






Chapitre 2

MODELES D’ERYTHROPOIESE AVEC
TAUX DE MORTALITE CONSTANT

L’équation de Mackey-Glass [MGT77| constitue 'une des premieres tentatives

de modélisation de I’hématopoiese par des équations différentielles a retard :

dzx(t)
dt
Typiquement, F'(-) est une fonction de Hill analogue a 1.1.9, de telle sorte que

= F(x(t —71)) — ~va(t). (2.0.8)

I’état passé z(t — 7) exerce une rétroaction négative sur la population actuelle
x(t). L'objectif premier de ce modele est de comprendre comment le systéme hé-
matopoiétique peut étre affecté par des pathologies dynamiques caractérisées par
des oscillations dans les différentes lignées cellulaires. A titre de comparaison, la
théorie des bifurcations est plus facilement applicable sur les systemes d’équa-
tions différentielles a retard, tandis que les modeles structurés en maturité sont
davantage reliés au systeme biologique.

Sous certaines hypotheses, le modele structuré en maturité développé a la
section précédente peut étre transformé en un systeme d’équations différentielles a
retard. Dans ce chapitre, deux modeles d’érythropoiese sont analysés. En fonction
des mécanismes de perte considérés, nous obtenons soit un systéme d’équations
avec deux retards, dont I'un dépendant de I'état, soit un systeme d’équations

comportant deux retards constants.

2.1. HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Nous supposons d’abord que les vitesses de maturation sont constantes et

normalisées, c’est-a-dire que

V(E)=1et W =1.
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Cette hypothese simplifie considérablement les expressions pour p(t, ) et m(t, v).
De plus, 1.2.3 se réduit a 7 = . Nous supposons ensuite que la population de
cellules précurseurs croit exponentiellement durant une période de temps iy, puis
que la division cellulaire cesse. Par conséquent, le taux de natalité des cellules

précurseurs satisfait

B, E) = S (2.1.1)

0 pu=2m
Nous négligeons I'apoptose. En fait, puisque celle-ci survient dans les premiers
instants de ’érythropoiése, la contribution du taux de mortalité a(u, E) peut étre
intégrée au flux de cellules précurseurs nouvellement recrutées Sy(E). De surcroit,
nous supposons que le flux Sy(F) est une fonction linéaire et que le transfert vers
la population de cellules matures s’effectue a yu = pp. La distribution h(p — p)

est donc une fonction delta de dirac avec p = up

h(p — 1) = 6(p — pr).-

Finalement, le taux de mortalité des cellules matures est supposé constant :

Ve v <vp(t)

y(v) = (2.1.2)

oo v >vp(t) '
Cette hypothese sera modifiée au chapitre 3, alors que sera investigué le role

dynamique du taux de mortalité.

2.2. DUREE DE VIE MAXIMALE VARIABLE (CONDITION LIMITE
MOUVANTE)

Ces hypotheses permettent d’obtenir les expressions simplifiées suivantes pour

les densités de cellules précurseurs

e <
p(t.) = SolBlt— )| ,
CR =

et de cellules matures

m(t,v) = ePMSy(E(t — v — pp))e 7.
Enfin, en intégrant la densité sur 1’échelle de maturité nous obtenons 1’équation

intégrale suivante pour la population totale de cellules matures :
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vr(t)
M(t) = / TP S (B(t — v — pp))e " dv, (2.2.1)
0
En dérivant M (t) par rapport au temps, une équation différentielle avec un retard

constant est obtenue. Il suffit d’appliquer la régle de Leibniz pour la dérivation

d’une intégrale et ensuite d’intégrer par parties :

dM(t)
dt
Le second terme du membre de droite est constant. Il correspond au taux d’éli-

= M So(B(t—pp))—eM e O (1—vp()) So( B(t—pr—vr(t)) M (t).

mination des érythrocytes agés (), lequel est évalué avec la condition limite mou-

vante.

Q= (1—ip(t) ™ e Sy (B(t — pr — vi(t)))
L’équation précédente peut étre réécrite afin d’obtenir une équation d’évolution
pour la durée de vie maximale vp(t). En combinant les équations pour la popula-
tion totale M (t), pour la concentration d’hormones E(t) ainsi que pour la durée

de vie maximale vg(t), nous obtenons le modele d’érythropoieése suivant :

dM (t)

5 = ¢ So(B(t = ) =M () = Q (2.2.2a)
d?hft) = JIM(D) = RE() (2.2.2b)
dl/F(t) . Qe—ﬂul eevr(t) )

at So(E(t — pup —vp(t))) (2.2.2¢)

Nous remarquons la présence d'un retard qui dépend de I’état dans I’équation pour
vr(t). Toutefois, puisque le systeme est découplé, la dynamique nécessairement
plus complexe de cette équation n’influence aucunement le comportement des
deux autres. La variabilité de la durée de vie maximale des cellules matures se

retrouve cachée dans la premiere équation par le terme constant —@).

2.2.1. Analyse de stabilité linéaire

Nous présentons brievement ’analyse de stabilité linéaire du modele 2.2.2, tel
que présenté dans [MBMO8]. Si une solution stationnaire non triviale (M, E, vp)

existe, alors elle satisfait les équations du modele a I’équilibre

MM Sy (E) — Q = 7.M (2.2.3a)
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E= f(kM) (2.2.3b)
Q = eM1e 1 So(E). (2.2.3¢)

En substituant les expressions pour E et  dans la premicre équation, nous
obtenons I’équation suivante pour la population totale & I'équilibre M :
_ (M _ _
eBmS()(E)f(k) (1 — e—wa) — .M = 0.

Puisque f(M) est une fonction de feedback négatif, elle est strictement décrois-
sante. La pente S)(E) est strictement positive, car le flux Sy(F) est une fonction
linéaire croissante. Par conséquent, le théoreme de la valeur intermédiaire garantit
I'existence d’une solution stationnaire unique.

Le systeme linéarisé autour de la solution stationnaire est donné par

#(t) = e SY(E)y(t — ) — 7ot (2.2.42)
§() = £ () — ky() (2.2.40)
£46) = 2yt — o — 7) — 702(0) (2:2.4¢)

x(t) M(t) — M

v) | = | B - E

Z(t) l/F(t) — DF

De fagon analogue aux équations différentielles ordinaires, nous supposons l’exis-
tence d'une solution exponentielle de la forme (A, B, C)TeM. En substituant cette
hypotheése dans le systeme linéarisé, nous trouvons que les valeurs propres A

doivent satisfaire I’équation caractéristique suivante :

A, —ePmSl(E)e Mr 0

—f'(M) , Ak 0 |=o,
0 — o~ Murtir) A+ 7,
E !
qui est équivalente a
(A +70) [A+7) (A + k) + Ae k] =0, (2.2.5)

oit A= —ePmSI(E)f'(M) > 0 correspond au gain dans la boucle de feedback. En
raison de la présence du retard up, cette équation est transcendante et possede

une infinité de racines A. Si toutes les valeurs propres A satisfont R(\) < 0, alors



17

la solution stationnaire du systeme 2.2.2 est localement asymptotiquement stable.
Dans le cas ot une valeur propre satisfait ®(\) > 0, alors la solution stationnaire
est linéairement instable. De surcroit, nous savons que le spectre des systémes
différentiels linéaires retardés s’accumule a R(\) = —oo dans le plan complexe,
et que seul un nombre fini de valeurs propres peut satisfaire ®(\) > 0 ([Smil0]).

Nous remarquons d’abord que A = —~, est toujours une solution de 2.2.5.
Cette racine ne pouvant déstabiliser I’état d’équilibre, il suffit d’analyser 1’équa-

tion caractéristique suivante :

A+ 9N+ k) + Ae™r = 0. (2.2.6)

Afin de comprendre 'origine des pathologies dynamiques pouvant affecter le
systeme érythropoiétique, I'influence des parametres sur la stabilité de la solution
stationnaire est investiguée. Nous procédons a une analyse de bifurcation selon le
taux de mortalité 7, ainsi que le gain A, les autres parametres étant considérés
fixes.

Seule une bifurcation de Hopf peut déstabiliser 1’état d’équilibre, car A = 0
implique que A = —v.k < 0, ce qui est contraire aux hypotheéses du modele.
La bifurcation de Hopf survient lorsqu’une paire de valeurs propres conjuguées
complexes croise l'axe imaginaire du plan complexe, toutes les autres valeurs
propres ayant leur partie réelle strictement négative. La perte de stabilité de la
solution stationnaire engendre alors I'apparition d'un cycle limite dans 'espace

des solutions. En substituant A = 1w dans 2.2.6, I’équation caractéristique devient

—w? + (k + ve)iw + kv + A (cos(wur) — isin(wpr)) = 0.
En annulant les parties réelles et imaginaires, nous obtenons le systéme linéaire

suivant pour les parametres 7, et A :

cos(wur)A + ky. = w?
—sin(wpr)A + wy. = —wk.

La solution de ce systeme linéaire satisfait

3 k2
A= Wk R (2.2.7)
wcos(wip) + ksin(wup)

 wsin(wpp) — wk cos(wpip)

2.2.
w cos(wpp) + ksin(wpp) (228)
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et définit la courbe de stabilité neutre [Smil0], paramétrée par la fréquence w
dans le plan des parametres (7., A). La courbe de stabilité ainsi que la trajectoire
du modele a I'équilibre sont tracées sur la figure 2.1. La derniére de ces deux

courbes est établie avec les équations du modele a I’équilibre (2.2.3) :

A= —e"Sy(E)f'(M)
_ kM [(M)
(1= ) J ()

Les autres parametres sont fixés de telle sorte que le modele puisse reproduire

des oscillations dans la quantité de globules rouges chez une population de lapins
atteints d’anémie hémolytique auto-immune. Plus de détails sur cette expérience

numeérique seront donnés a la sous-section suivante.

Diagramme de stabilité. Lapin avec anémie hémolytique auto—immune.
5 T T T T T T I I
O  Bifurcation de Hopf
— - — Equilibre

45K 1

1.57 i .

0.5 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Y

c

FIGURE 2.1. Diagramme de stabilité du modele d’érythropoiese
avec condition limite mouvante. La perte de stabilité survient aux

alentours de v, = 0, 08.
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Il est possible de montrer que la solution stationnaire est stable sous la courbe de

stabilité du diagramme 2.1 et instable au-dessus. L’analyse de stabilité détaillée

du modele 2.2.2 est présentée en annexe A. Nous prouvons que la perte de stabilité

s’effectue par une bifurcation de Hopf surcritique, confirmant du méme coup les

résultats de [Bé9g].

2.2.2. Simulations numériques

Nous présentons maintenant deux simulations numériques du modeéle non-

linéaire 2.2.2. La premiere simulation tente de reproduire la réaction du corps

humain suite a une phlébotomie, c’est-a-dire suite a un don de sang. Dans la

deuxieme expérience numérique, la bifurcation de Hopf est investiguée. Le taux

de mortalité v, est varié afin de reproduire des oscillations dans la population

d’érythrocytes chez le lapin, symptomes caractéristiques de l'anémie hémoly-

tique auto-immune. Les valeurs des différents parametres du modele, tirées de

[MBM9S8], sont présentées dans le tableau 2.1. Les parametres K, a, r corres-

pondent aux constantes de la fonction de Hill, tandis que k est le taux d’élimi-

nation de I’érythropoiétine. Les équations du modele a 1’équilibre sont utilisées

pour estimer le taux d’élimination des érythrocytes agés () ainsi que le taux de

croissance de la population de cellules précurseurs e®*1 S (E).

eﬁ“lS(’)(E) -

M
E(1 —er)
Q= ePm SO(E)e_’YDF

TABLE 2.1. Valeurs des parametres.
Don de sang Anémie hémolytique
pour un humain normal | auto-immune chez le lapin

K 0,0382 0,0382

a (mU/ml/jour) 6570 15 600

r 6,96 6,96

k( jour™!) 2,8 6,65

pr (jours) 6 3

N <><1011 érythrocytes ) 35 2,63

kg de masse corporelle

E (mU/ml) 10 71,1

v (jours) 120 50

Ye (jour™!) 0,001 0,1

P SH(E) 0,0031 0,0037

Q 0,0275 0,0018
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Toutes les simulations emploient une méthode de Runge-Kutta explicite d’ordre
quatre, avec un pas d’intégration fixe. La résolution numérique du systéme né-
cessite de connaitre la variable F(t) aux temps t — up — vp(t) et t — pp. Pour
ces valeurs situées entre les pas d’intégration, 'interpolation linéaire est utili-
sée. Dans la premiére simulation, les conditions initiales sont M (0) = 0,95M et
vr(0) = Up. La concentration d’érythropoiétine en circulation doit cependant étre
spécifiée sur l'intervalle correspondant au retard maximal : E(t) = 0,95E pour
—vp <t< -—ppet E(t)= E pour —up <t < 0. Cela représente un don de sang
qui s’accompagne d'une perte de 5 % de la quantité d’érythrocytes.

Don de sang, yc:0.001

3.6 T 15
- - - MO
— E@®
]
(0] o
IS o
° ©
b c
g 10 'g
5 £
=]
g | 8
a ! 5
| (G
[
32 1 1 1 1 1 5
0 50 100 150 200 250 300

FIGURE 2.2. Retour a ’équilibre suite a un don représentant 5 %
de la population d’érythrocytes.
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Durée de vie maximale
121 T

120

119

118

117

116

115

1 14 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

t (jours)
FIGURE 2.3. Don de sang pour un humain normal : variations de

la durée de vie maximale.

Dans la simulation du cas d’anémie hémolytique auto-immune chez le lapin,
la population totale & 1'équilibre M correspond a 75 % de la quantité normale
d’érythrocytes. La simulation débute avec les valeurs normales des variables du

AM _
modele, c’est-a-dire que M(0) = =3 = 3,5, vp(0) = vp et E(t) = E pour
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Oscillations dans la quantité de globules rouges chez un lapin, yc=0.1

1
7 7 T T T T N
\ A P\ ‘\ [\ /\ I A N - - = M)
L A [ =00 [
09} ! ;o o o F I o po P —— 4
\ \ ] \ \ I \ | \ | | [ \ | | | |
v ;o L ro) [
ogb v
\ : _ ! ! (R \ I \ I L ! | ! |
v - v _— (- [ [ L Yy ! |
07} \/’ - ‘/I Vo Vo - Vo - \\, \\,,
! ! \ \
\ \ \ / /
e s \ v, Y v 9 N N N N
g06 8
o O n
|
g 1200 5
o c
= 2
5 g
a =
o c
a | @
© 150 ¢
[e}
3 o
R
<100
-50
1 1 1 1 1 O
0 20 40 60 80 100 120

FIGURE 2.4. Anémie hémolytique auto-immune chez le lapin.
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Durée de vie maximale
53 T

52 ]

50 .
ga_ %

48 4

47t -

46 | | |
0 20 40 60 80 100 120

t (jours)

FIGURE 2.5. Anémie hémolytique auto-immune chez le lapin : va-

riations de la durée de vie maximale.

2.3. DUREE DE VIE MAXIMALE FIXE

Nous supposons maintenant que la durée de vie maximale des cellules matures
est une constante vp. Ce faisant, la condition limite mouvante est éliminée et la

population totale de cellules matures M (t) satisfait I’équation intégrale suivante :

M(t) = ePm /0 " So(E(t — v — pp))e P dv (2.3.1)

En dérivant M(t) nous obtenons, apreés intégration par parties, une équation
différentielle avec deux retards constants :

e "dv

M) _ g [ S — v 1)
dt 0 dt
= 65”1 {—6_76V50<E<t — V= NF))}

vp

. 6'8‘“%/0 ) So(E(t — v — pp))e " du.
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Finalement, un modele d’érythropoiese alternatif est obtenu en couplant cette

équation avec I’équation d’évolution pour la concentration d’hormones :

d]\gt(t) _ 6,8;“ (So(E(t o MF)) _ e—’YcVFSO(E(t — Up — VF))) — ’yCM(t) (232&)
PO _ pary) - ki) (2:3.2b)

2.3.1. Analyse de stabilité linéaire

Comme a la section 2.2, I'existence et I'unicité d’une solution stationnaire non

triviale (M, F) satisfaisant les relations suivantes

e SO(E)(l — eeVF)
Ve

M =

(2.3.3)

E= (/iw_) (2.3.4)

sont garanties par la décroissance stricte de la fonction de feedback f(M) ainsi
que la croissance stricte du flux Sy(E). Le systeme linéarisé autour de la solution

stationnaire est donné par

i(t) = e SH(E) (y(t — pr) — e 7 y(t — pr — vi)) = yex(t) (2.3.5a)
y(t) = f'(M)z(t) — ky(t), (2.3.5b)

(m(t)) B (M(t) - M)
y)) \E®-E)

L’équation caractéristique associée au systeme linéarisé est donnée par

avec

A7) (N + k) + A(e ™ Mr — g7revre=Murtrr)y — () (2.3.6)

ot A= —ePmS\(E)f (M) > 0. Encore une fois, les deux parametres de bifurca-
tion choisis sont le taux de mortalité +. et le gain dans la boucle de feedback A.
Seule une bifurcation de Hopf peut déstabiliser la solution stationnaire, car A = 0
implique que A = —~.k (1 —e ") est négatif. En substituant A = iw dans

I’équation caractéristique et en séparant les parties réelles et imaginaires, nous
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obtenons le systéme d’équations nonlinéaires suivant pour les deux parametres de
bifurcation :

Fi(w,ye, A) = —w? + ke + A(cos(wpr) + e 7F cos(w(pr +vr))) =0 (2.3.7a)
Fy(w, v, A) = wk + wy. — A(sin(wpp) + e 7"F sin(w(pup + vp))) = 0. (2.3.7b)

Malgré que les mécanismes de destruction considérés dans ce modele soient phy-
siologiquement plus simples, le second terme exponentiel de I’équation caractéris-
tique complexifie ’analyse de bifurcation en comparaison avec le modele étudié a
la section 2.2. Il faut donc procéder numériquement pour obtenir la courbe de sta-
bilité neutre dans le plan des parametres (7., A). Celle-ci correspond notamment
aux points d’intersection des courbes de niveau zéro des fonctions F; et F5, ces
fonctions étant évaluées pour différentes fréquences w. Plus de détails sur cette
approche seront donnés au chapitre 3.

La figure 2.6 contient le diagramme de stabilité du modele d’érythropoiese
avec deux retards constants. Nous constatons que pour de faibles valeurs du taux
de mortalité, le diagramme est qualitativement différent de celui obtenu a la

section 2.2.
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Modele avec deux retards constants
8 ] = T T

I
O Bifurcation de Hopf
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FIGURE 2.6. Diagramme de stabilité du modele d’érythropoiese

avec deux retards constants.

2.3.2. Simulations numériques

Deux simulations numériques du modele nonlinéaire sont présentées. Les va-
leurs des parametres du modele sont tirées du tableau 2.1. La figure 2.7 illustre
le retour a 1’équilibre suite a un don de sang se traduisant par une perte de 5
% de la population totale de globules rouges. Dans ce modele, la majeure partie
des érythrocytes matures meurt apres 126 jours (incluant le temps de matura-
tion des cellules précurseurs). Ainsi, 'augmentation de la production de globules
rouges pour compenser le don de sang entraine des réactions additionnelles du
systeme, lesquelles se traduisent par des pics successifs espacés par des intervalles
de 126 jours. Physiologiquement, il est peu probable que le retour a 1’équilibre
d’une population de globules rouges chez un humain normal s’effectue de facon
similaire. Par conséquent, nous concluons que le modele comportant la condition

limite mouvante est plus réaliste.



27

Don de sang, yc=0.001
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FIGURE 2.7. Don de sang chez un humain normal (modeéle d’éry-
thropoiese avec deux retards constants).

La figure 2.8 présente une simulation d’un cas d’anémie hémolytique auto-immune
chez le lapin. Tout comme pour le modele avec la condition limite mouvante,
I’analyse de bifurcation suggere qu'une augmentation du taux de mortalité -,
entraine une perte de stabilité de la solution stationnaire ainsi que ’apparition
d’une solution oscillatoire. Numériquement, il est tres improbable de tomber sur
une solution périodique instable. Ainsi, la simulation suggere que la bifurcation

de Hopf est surcritique, c¢’est-a-dire qu’elle engendre un cycle limite stable.
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Oscillations dans la quantité de globules rouges chez un lapin, yc=0.1
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FIGURE 2.8. Anémie hémolytique auto-immune chez le lapin (mo-

dele d’érythropoiese avec deux retards constants).
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Chapitre 3

LE ROLE DYNAMIQUE DU TAUX DE
MORTALITE

Dans ce chapitre, nous présentons une extension des modeles d’érythropoiese
développés au chapitre 2 incorporant des éléments de méthodologie démogra-
phique propres a l'analyse de survie. Les mécanismes de destruction du nouveau
modele tiennent compte du vieillissement des érythrocytes matures, celui-ci étant
principalement causé par la dégradation de la membrane cellulaire. Plus précisé-
ment, le modeéle suppose que le taux de mortalité v(v) croit exponentiellement
en fonction du niveau de maturité. L’hypothese de satiété des macrophages, qui
se traduit par un flux constant de cellules agées retirées de la population, est
conservée.

Le nouveau systeme d’équations differe des précédents en ce qui a trait a
la forme. Il s’agit maintenant d’une équation intégrale pour la population totale
M (t) couplée avec deux équations différentielles pour la concentration d’hormones
E(t) et pour I'dge maximal vp(t). Comportant un terme intégral, I'’équation carac-
téristique associée au systeme linéarisé est analysée numériquement et la stabilité
de la solution stationnaire est étudiée selon deux ensembles distincts de para-
metres. Enfin, plusieurs simulations numériques sont effectuées afin d’investiguer

les bifurcations de Hopf et leur nature.

3.1. ANALYSE DE SURVIE

L’analyse de survie statistique s’intéresse au temps avant que ne survienne la
mort (la défaillance) d’un organisme biologique (d’une machine). Dans le contexte
de I'érythropoiese, il est possible de modéliser la durée de vie des cellules matures
par une variable aléatoire N ([KCD11]). La distribution des durées de vie est

alors décrite par trois fonctions importantes, a savoir la fonction de survie, la
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fonction de densité et la fonction d’aléa. La connaissance de I'une de ses fonctions
est suffisante pour spécifier complétement la distribution.
La fonction de survie [(r) correspond a la probabilité qu'une cellule atteigne

un age supérieur a v,

l(v)=P(N >v). (3.1.1)
La fonction de survie est liée a la fonction de répartition F'(v), définie comme la

probabilité de déces avant ’age v,

Fv)=P(N<v)=1-1(v). (3.1.2)
La variable aléatoire N est distribuée selon une certaine fonction de densité
fn(v) définie comme la dérivée de la fonction de répartition :
_dF(v)  di(v)

fnv) = — = =——"". (3.1.3)

La fonction d’aléa (v) correspond quant & elle & la probabilité de défaillance

par unité de temps. En fait, cette fonction correspond au taux de mortalité dé-
pendant de ’dge introduit au chapitre 1. v(v) est défini comme le rapport entre
la fonction de densité et la fonction de survie :

) = Bl S — s () (3.1.4

Nous supposons une croissance exponentielle du taux de mortalité, causée par la
lente dégradation de la membrane cellulaire des érythrocytes matures. Ce pro-
cessus physiologique normal est appelé sénescence, ou vieillissement. Le taux de

mortalité possede donc la forme suivante

V() = e, (3.1.5)
avec 1 et 0 des constantes positives. Des taux de mortalité plus complexes peuvent
aussi étre considérés. Par exemple, les auteurs de [KCD11] ont développé un mo-
dele stochastique de la durée de vie des globules rouges comportant une fonction
d’aléa en forme de baignoire (décroissance rapide suivie d'un plateau et d'une
croissance rapide du taux de mortalité en fin de vie). Cette forme particuliere
permet de modéliser la mortalité causée par la sénescence, mais aussi la perte
précoce des globules rouges (mortalité infantile) ainsi que la destruction aléatoire
durant la circulation sanguine.

En utilisant les relations 3.1.4, nous pouvons calculer la fonction de survie

associée au taux de mortalité exponentiel :



31

l(v) =exp <— /OV ’y(s)ds) = eo(1e™), (3.1.6)

Introduite au chapitre 2, la durée de vie maximale moyenne v est choisie comme

étant le point d’inflexion de la fonction de survie :

Up = élog (Z) = p=0e b, (3.1.7)

Ce faisant, le parameétre 1 est éliminé. Les fonctions de survie, de densité et d’aléa

satisfont donc :

I(v) = e "rme (3.1.8)
fn(v) =6 exp <0(1/ —ip) + e — 60(”_’_’1”)) (3.1.9)
v(v) = 0eP7r), (3.1.10)

Les figures 3.1, 3.2 et 3.3 présentent respectivement les fonctions de survie, de

densité et d’aléa pour trois valeurs distinctes du parametre 6.



Fonctions de survie, vF=50

FIGURE 3.1. Fonctions de survie, vp = 50.



Fonctions de densité, vF=50

33

0.2 T T

- + —0=0.1

- © -0=025||
0.18} 0=0.5
0.16 N
0.14 b
0.12f |
0.1 b

0.08

0.06

0.04

0.02

FIGURE 3.2. Fonctions de densité, vp = 50.
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Fonction d‘aléa, vF=50
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FIGURE 3.3. Fonctions d’aléa (taux de mortalité), vy = 50.

3.2. SYSTEME D’EQUATIONS

Considérons un modele général d’érythropoiese comportant un taux de mor-
talité v(v) et une fonction de survie [(v). Le systéeme d’équations consiste alors
d’une équation intégrale pour la population totale M (t) couplée avec deux équa-
tions différentielles pour la concentration d’hormones F(t) ainsi que pour 1'dge

maximal vp(t) :

M) = /oVF(t) M Sy (B(t — v — pp))l(v)dv (3.2.1a)
]Zit) = F(M(#)) - kE(t) (3.2.1b)
dVF(t) _1_ Q )

dt 1 Gﬂ’“SO(E(t _ I/F(t) — ,UF))Z(VF(t))' (3.2.1 )

Au chapitre 2, la fonction de survie est de la forme e~ 7", permettant a ’équa-

tion pour M (t) d’étre transformée en une équation différentielle avec un retard
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constant. L'impact de cette transformation sur 'analyse du modele est significa-
tive, puisqu’ici ’équation pour v(t), qui comporte un retard dépendant de I’état

du systeme, est couplée avec la premiere équation.

3.3. LINEARISATION ET EQUATIONS CARACTERISTIQUES

De facon analogue au chapitre 2, I'existence et I'unicité d’'une solution sta-
tionnaire non triviale (M, E, ip) sont garanties par les propriétés des fonctions
de feedback et de recrutement. Les relations suivantes sont satisfaites par la so-

lution stationnaire :

M = Py (E) /0 v (3.3.1a)
E= f<k_) (3.3.1b)
Q= eﬂulso(E)l(ﬁF) (3.3.1c)

Par la suite, le systeme 3.2.1 est linéarisé autour de la solution stationnaire pour

obtenir

2(t) = Qz(t) + "M S (E) /OVF y(t —v—pp)l(v)dv (3.3.2a)
§() = PO () — ky(t) (3.3.2b)
£41) = 2u(t — 7 — ) — ()= (). (3.3.20)

L’équation caractéristique associée a ce systeme linéaire satisfait

1 —eﬂ“lS{)(E)e_’\“F fé_’F e MI(v)dy —Q
—f'(M) A+ k 0 =0,
0 _%G_A(MF"FDF) )\ + r)/(]jF)

qui peut étre développé de la facon suivante :

N (k4 (0p) ) Ak (7 )+ Ae™MF {(A + ’Y(I;F))/O T e M (w)dy + e’\’jFl(VF)} =0,
(3.3.3)
avec A = —e®M S (E)f'(M) > 0. Si un taux de mortalité constant est considéré,

alors v(vp) = 7, et 'équation caractéristique 3.3.3 se réduit successivement a

A+ (k+ YA + kye + Ae™MF [()\ + ) / " e Ohv gy 4 e@ﬂc)w] —
0
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AN 4 (k4 YN+ ke + Ae™Mr = 0.

Nous retrouvons ’équation 2.2.6 du chapitre 2. A I'inverse, si nous considérons le
taux de mortalité exponentiel tel que défini par I’équation 3.1.8, alors ’équation

caractéristique devient

N2 4 (k4 O)\ + kO + Ae T [(A +0) [ e Miwydn + e—A”FZ(yF)} — 0. (3.34)
0

Le facteur entre crochets peut étre simplifié de la fagon suivante,

N+ (k+0) A\ +kf+A exp (e’eDF — AMprp+v )) A +1 /1 ¢’ dé+e ' =0
F F Iz o—07p 5%—',—1 ’
(3.3.5)

le terme intégral ne pouvant étre éliminé. A la prochaine section, I’équation 3.3.4
est analysée numériquement afin de déterminer la stabilité de la solution station-

naire dans le plan des parametres (0, A).

3.4. PREMIERE ANALYSE DE BIFURCATION

Tout d’abord, les parametres 6 et A sont choisis pour une premiere analyse de
bifurcation. Seule une bifurcation de Hopf peut déstabiliser 1’état d’équilibre, car
si A = 0 est une solution de I’équation 3.3.4, alors cela implique que le parametre

A est négatif :

kO
0 f;" 1(v)dv + 1(vp)
L’ensemble des points définissant la courbe de stabilité neutre dans le plan des

A= <0. (3.4.1)

parameétres (6, A) est déterminé en substituant A = iw dans 1’équation caracté-

ristique

—w? + (k+0)iw + kO + Aerr {(zw +0) /VF e I(v)dv + e P l(p)| = 0.
0

En annulant les parties réelles et imaginaires, nous obtenons le systeme d’équa-

tions nonlinéaires suivant :

F (w,0,A) = —w? + kO + Acos (wup) R+ Asin (wpp) I =0 (3.4.2a)
Fy (w,0,A) = (k+0)w+ Acos (wup) I — Asin (wup) R =0, (3.4.2b)
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avec R et I définis comme suit :

R=46 /OVF cos (wv) l(v)dv + w /OVF sin (wv) l(v)dv + cos (wvp) l(vp)  (3.4.3a)

I=w /Op cos (wv) l(v)dv — 0 /ODF sin (wv) [(v)dv — sin (wvp) l(vp).  (3.4.3b)

Par la suite, les solutions de 3.4.2 sont investiguées afin d’obtenir la courbe
de stabilité neutre dans le plan des parametres (0, A). Ultimement, la nonlinéa-
rité de 1’équation nous oblige a procéder numériquement, mais vérifions d’abord
les conditions pour lesquelles une telle courbe de stabilité existe. Pour ce faire,

considérons le domaine simplement connexe suivant

D={(0,A) eR*)0<6<a,0<A<b},

correspondant a des valeurs biologiquement cohérentes des parametres de bifurca-
tion. Sans perte de généralité, nous pouvons nous limiter a ’analyse des fréquences
sur l'intervalle positif F = [0,¢] (si A est une racine de 3.3.4, alors A l'est aussi).

Soit maintenant la fonction F de classe C! définie comme

F : FxD — R?

. 3.4.4
(,0,4) — (F,F)" (3.44)
Définissons aussi la matrice jacobienne associée,
o OF
JF(G,A) (w,0,A) = 80122 gg . (3.4.5)
90 9A

S’il existe un point (&),é, fl) € F'x D tel que F s’y annule et que Jg, ,, v soit
inversible, alors le théoreme de la fonction implicite garantit qu’il est possible de
paramétrer localement (0, A) en fonction de la fréquence w. La courbe de stabilité
neutre sera donc mal définie aux points (w,, A) pour lesquels le déterminant de

la matrice jacobienne s’annule :

det (JF(e,m (w, 0, A)) = 0.

Une analyse complete nécessiterait non seulement la détermination des solutions
de I'équation F = 0, mais aussi 'investigation des valeurs de parametres pour
lesquelles le déterminant de la matrice jacobienne s’annule. Il s’agit la d’une
tache ardue, surtout dans un contexte fortement nonlinéaire. Par conséquent, le
déterminant de la matrice jacobienne n’est pas considéré et nous nous limitons a

une analyse numérique de ’équation F = 0.
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La méthode numérique nécessite d’abord la discrétisation uniforme de 'inter-
valle des fréquences F' et du domaine D. Puis, la fréquence w est augmentée sur
Iintervalle F' discrétisé. Pour chaque fréquence distincte, les points d’intersection
des courbes de niveau zéro des fonctions Fj et Fy sont calculés numériquement
sur le domaine D discrétisé. L’ensemble des points d’intersection forme la courbe
de stabilité neutre dans le plan des parametres (0, A). Cet algorithme itératif
est implémenté sur le logiciel de calcul matriciel Matlab. Des valeurs numériques
sont assignées aux autres parametres du modele, a savoir le taux d’élimination
de I'érythropoiétine k, le temps de maturation des cellules précurseurs pp ainsi
que la durée de vie maximale moyenne des érythrocytes matures vx. Nous consi-
dérons k = 6,65, up = 3 et vp = 50. Au chapitre 2, ces valeurs sont utilisées
pour la simulation des cas d’anémie hémolytique auto-immune chez le lapin. Le

diagramme de stabilité obtenu est présenté sur la figure 3.4.

Diagramme de stabilité pour k = 6.65, e = 3 et Ve = 50

10 T T T T ()T I
@) Bifurcation de Hopf
— - — Equilibre

'I'Md‘l’l‘l'l‘l’l.. 7
CO00000000000 0 6
00000 O

O NCO00000

FIGURE 3.4. Diagramme de stabilité dans le plan des parameétres (6, A).
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La courbe pointillée représente la solution stationnaire dans l'espace des para-
metres. En utilisant les équations du modele a 1’équilibre (3.3.1), 'expression

suivante est obtenue pour le parametre A en fonction de 6 :
A= —eMSy(B)f'(M)

E 77 1(v)dy
kM f'(M)
FOM) J5* i(v)dv

Rappelons quun diagramme de stabilité permet d’illustrer géométriquement

I'influence des parametres sur la stabilité de la solution stationnaire. Chaque ré-
gion est caractérisée par un nombre pair de valeurs propres a partie réelle positive.
La région de stabilité asymptotique du diagramme 3.4, laquelle est caractérisée
par I'absence de valeurs propres satisfaisant (A) > 0, contient 'axe A = 0. En

effet, si A = 0 alors ’équation 3.3.4 se réduit a

N4+ (k+DA+k0=0

et la solution stationnaire ne peut qu’étre stable puisque les deux racines A =
—k, —0 sont strictement négatives. Par continuité, pour des valeurs de parameétres
situées sous la courbe de stabilité la plus basse, toutes les valeurs propres ont leur
partie réelle strictement négative.

La perte de stabilité de la solution stationnaire s’effectue par une bifurcation
de Hopf. Si une seule paire de valeurs propres croise l’axe imaginaire, alors il
s’agit d’une bifurcation de Hopf simple et il y a apparition d’un cycle limite
dans l'espace de phase. Nous remarquons sur la figure 3.4 que la frontiere du
domaine de stabilité possede des points d’auto-intersection. Sur ces points, il y a
deux fréquences distinctes wy et wo qui satisfont ’équation 3.3.4 pour les mémes
valeurs des parametres 6 et A. Il s’agit alors d’une bifurcation de Hopf double,
caractérisée non seulement par 'apparition de deux cycles limites, mais aussi d’un
tore invariant en dimension deux.

Les bifurcations de Hopf doubles surviennent fréquemment dans les systémes
d’équations différentielles comportant plus d’un retard. Par exemple, les auteurs
de [BCY4] ont obtenu un diagramme de stabilité similaire dans leur étude d’un
systeme de controle moteur avec deux retards constants. La bifurcation de Hopf
double survient aussi dans le modele d’érythropoiese avec durée de vie maximale

fixe (voir section 2.3).
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Afin de déterminer la criticalité des bifurcations, c¢’est-a-dire la stabilité des
oscillations qui en résultent, il est nécessaire d’étudier les dérivées d’ordre supé-
rieur du modele 3.2.1. La méthode étudiée dans le cadre de ce mémoire utilise le
théoreme de la variété centre ainsi que la forme normale pour une bifurcation de
Hopf ([GKNB09], [CB95]). La premiere étape de 1'algorithme consiste a calculer
une approximation de la variété centre autour de la solution stationnaire et au
point de bifurcation. Le systeme complet est ensuite projeté sur la variété centre
pour réduire la dimension et obtenir un systeme d’équations différentielles ordi-
naires, plus simple a analyser. En dernier, les termes nonlinéaires sont simplifiés
au maximum par une transformation sous la forme normale pour la bifurcation
de Hopf. La criticalité de la bifurcation est alors donnée par le signe du terme
cubique de la forme normale. Des détails supplémentaires sur cette théorie seront
donnés en annexe A, alors qu’est investiguée la bifurcation de Hopf dans le modele
d’érythropoiese avec taux de mortalité constant (modele 2.2.2).

Toutefois, la forme couplée du modele 3.2.1 étant assez complexe, les bifurca-
tions n’ont pas été investiguées par des méthodes analytiques. Nous avons plutot

étudié la dynamique du modele nonlinéaire avec des simulations numériques.

3.5. SIMULATIONS NUMERIQUES DU MODELE NONLINEAIRE

Dans cette section sont présentées des solutions numériques du systeme 3.2.1
pour quelques valeurs du parametre de bifurcation #. Mentionnons d’abord que
pour de grandes valeurs de ce parametre, la distribution des durées de vie est plus
concentrée autour de la moyenne vp. D’autre part, une augmentation du para-
metre § entraine un rapprochement avec la frontiere de stabilité du diagramme
3.4, suggérant que le retour a I’équilibre d'un systeme perturbé s’effectue plus
lentement.

Les simulations sont effectuées avec une méthode de Runge-Kutta explicite
d’ordre deux utilisant un pas d’intégration fixe. Afin d’implémenter cette mé-
thode, il est nécessaire de transformer le modele 3.2.1 en un systéeme de deux

équations différentielles a retard :

d (B _ [ 1+ K (JmYem SyE(t—v — pp))i(v)dv)
dt \ve(t)) 1 Q
e So(E(t —vp(t) — pr))l(ve(t))

-~ kE(t)

(3.5.1)
La méthode est appliquée sur un intervalle de temps [0, T']. A chaque pas d’inté-

gration, la méthode des trapeézes est utilisée pour approximer la population totale
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M(t). 1l faut aussi considérer les concentrations d’hormones passées E(t). Nous
utilisons l'interpolation linéaire pour les valeurs de cette variable se trouvant entre

les pas d’intégration. La simulation débute avec les conditions initiales suivantes :

E(t)
Z/F(O)

E(l+e¢), t<0

F,

avec € une petite perturbation. Enfin, la population initiale d’érythrocytes est

donnée par

M) = [ Py B — i)

— P g (B)E(1 + e)/ " 1(w)dv
0
= M(1+e).
Les figures 3.5 et 3.6 présentent deux simulations numériques des variables M (t)

et E(t).

k=6.65, Hg=3, v=50 et 6=0.3
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FIGURE 3.5. Simulation numérique de M(t) et E(t) avec § = 0, 3.
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k=6.65, He=3, v.=50 et 6=1.5
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FIGURE 3.6. Simulation numérique de M (t) et E(t) avec 6 = 1, 5.

Les simulations numériques montrent que la solution stationnaire est stable et
que le retour a I’équilibre s’effectue plus lentement pour des valeurs élevées de 6,

confirmant du méme coup 'analyse de stabilité linéaire.

3.6. SECONDE ANALYSE DE BIFURCATION

Nous considérons maintenant les deux parametres de bifurcation suivants, a
savoir la durée de vie maximale moyenne vp ainsi que le gain dans la boucle de
feedback A. Provenant de la condition limite mouvante, le premier de ces para-
metres intervient aussi dans le modele avec taux de mortalité constant. Afin de
pouvoir comparer des modeles d’érythropoiese comportant des taux de mortalité
différents, la condition selon laquelle les aires sous les fonctions de survie doivent
étre égales est imposée. Du chapitre 2, nous savons que la fonction de survie des
modeles avec taux de mortalité constant satisfait e™7<¥. La condition se traduit

donc par

/ T et o) g / F eV dy, (3.6.1)
0 0
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les membres de gauche et de droite correspondant respectivement au cas expo-
nentiel et au cas constant. En effectuant un changement de variable, I’équation

3.6.1 est réécrite de la fagon suivante :

e 07 _ 1 — 6_'YCZ7F
; [E(e7"7) = Ey(1)] = — (3.6.2)

avec F1(z) correspondant a un cas particulier de la fonction exponentielle intégrale

e

E,(z), définie comme

oo p—§
Ei:) = | egdg.

Définissons maintenant les parametres x = 7.Ur et y = 6vp qui, lorsque substitués
dans I’équation 3.6.2, permettent a la condition sur les fonctions de survie de

finalement devenir :

-y _
e’ 1—¢e7"

; [Er(e™) — Ex(1)] = . (3.6.3)

x
Si H(x,y) correspond a la différence entre le membre de droite et le membre de

gauche de 3.6.3, alors ’ensemble des couples (z,y) admissibles correspond a la

courbe H(z,y) = 0. Cette courbe est présentée sur la figure 3.7.
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Courbe F(y) - G(x) =0

10 T T

0.7

FIGURE 3.7. Courbe H(z,y) = 0.

Rappelons maintenant les équations caractéristiques associées aux modeles

comportant des taux de mortalité constant et exponentiel :

V+<h+f)+h?+A€”F:0
Vg Vg

V+<k+?)A+§y+A€WFKA+?>

Vg Vp Vg

/VF e MI(v)dy + e NFl(p)| = 0,

0

avec [(v) satisfaisant :

Y

l(V> = eefyfeﬁ(y_ﬂF)

La courbe de stabilité du cas constant est aisément trouvée en utilisant les résul-

tats du chapitre 2 :

3 k2
A= W (3.6.4)
w cos(wpp) + ksin(wpp)
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bsi
e = g 2Cc8lie) - ksintope) 569
w?sin(wpr) — wk cos(wiir)

La courbe de stabilité associée au cas exponentiel est déterminée numériquement

avec l'algorithme décrit a la section 3.4. Les fonctions F} et F, sont données par

k
Py (w, 7, A) = —w? + -2 4 Acos (wup) R + Asin (wpp) I = 0 (3.6.6)
vp

F(w,vp, A) = (k + y) w~+ Acos (wpr) I — Asin (wup) R =0, (3.6.7)
vp

avec R et I définis comme suit :

vp

rR=2 /ODF cos (wv) l(v)dv + w/ sin (wv) l(v)dv + cos (wvp) l(Vr)

I:w/OVF cos (wv) l(v)dv — —/ sin (wv) l(v)dv — sin (wvp) L(Vr).

En ce qui a trait aux autres parametres du modele, nous considérons d’abord
purp = 3, k = 6,65 et y = 12, cette derniere valeur étant choisie apres quelques
essais et erreurs. Le parametre x correspondant est fixé avec la condition 3.6.3. La
figure 3.8 présente le diagramme de stabilité dans le plan des parametres (vp, A).
Encore une fois, la région de stabilité asymptotique contient 'axe A = 0. La
présence de points d’intersection sur la frontiere du domaine de stabilité du cas
exponentiel constitue un aspect intéressant du diagramme, suggérant que la perte
de stabilité y est effectuée par une bifurcation de Hopf double. Cette propriété se
retrouve aussi sur le diagramme présenté a la section 3.4. Une différence évidente
entre les deux diagrammes est la formation de boucles dans la courbe de stabilité.
Une question pertinente serait de déterminer la stabilité de la solution stationnaire
a 'intérieur des boucles, bien que des exemples analogues suggerent une perte de
stabilité (voir figure 3.15 de [Sté89]).
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Diagramme de stabilité poury = 12, k = 6.65 et e = 3

T T T T T | | | |
O  Taux de mortalité exponentiel
— - — Taux de mortalité constant

— = — Equilibre

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

FIGURE 3.8. Diagramme de stabilité dans le plan (vp, A) avec
wr =3 et k=6,65.

Toutefois, il n’est pas certain que les hypotheses du théoreme des fonctions im-
plicites soient satisfaites sur toute la courbe de stabilité du cas exponentiel et
que celle-ci soit bien définie. En effet, la figure 3.9 montre que pour w = 37 les

courbes F} = 0 et F;, = 0 se croisent en plusieurs points.
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Courbes de niveau zéro pour ® = 0.49772, k = 6.65 et He = 3

T
+ F 1(vF,A) =0
A F2(vF,A)=0
& Intersections

4.5

3.5

AAA,

< 2.5

1.5 7

0 | | | | | | | | | | |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

F1GURE 3.9. Courbes F; =0 et Fy = 0 et points d’intersection.

Un diagramme de stabilité a aussi été obtenu pour des parametres pp et k
correspondants & un humain normal. Sur la figure 3.10, nous sommes a méme
de constater que malgré cette modification, les propriétés de la courbe de stabi-
lité sont conservées et que seule 'allure est différente. D’autre part, la perte de
stabilité de la solution stationnaire associée au cas exponentiel s’effectue par une

bifurcation de Hopf double pres de vp = 53.
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Diagramme de stabilité poury = 12, k = 2.8 et He = 6

2 T T T T I I I
O  Taux de mortalité exponentiel
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FIGURE 3.10. Diagramme de stabilité dans le plan (vg, A) avec
fp =6 et k=28

3.7. SIMULATIONS NUMERIQUES DU MODELE NONLINEAIRE

Dans cette section, le diagramme 3.10 est analysé avec des simulations nu-
mériques du modele nonlinéaire autour du point de bifurcation. Jusqu’a présent,
nous n’avons pas discuté des instabilités liées au schéma numérique. Mentionnons
simplement que le pas d’intégration doit étre contrdlé, tout particulierement pres
du point de bifurcation alors que le systéme est tres sensible aux perturbations.

Au chapitre 2, les analyses de stabilité linéaire de méme que les simulations
numériques sont plus aisément effectuées. De plus, les simulations numériques
du cas d’anémie hémolytique auto-immune chez le lapin montrent clairement
I'existence d’un cycle limite stable engendré par une bifurcation de Hopf (se référer
aux figures 2.4 et 2.8). Une telle conclusion est loin d’étre évidente ici. Il faut
admettre que la situation est différente avec les interactions entre les deux modes
linéaires pres de la bifurcation de Hopf double et une solution numérique dont la

sensibilité aux perturbations est probablement accrue. Méme si 'amplitude des
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oscillations semble s’étre stabilisée pour le cas vrp = 53 (figure 3.15), il n’est pas

certain que la simulation soit tombée sur deux cycles limite stables.

Population totale
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FIGURE 3.11. Simulation numérique de M (t) et E(t) pour vp = 65.

Quantité d'EPO
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Population totale

k=2.8, uF:G, y=12 et vF:56
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FIGURE 3.12. Simulation numérique de M(t) et E(t) pour vp = 56.
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FIGURE 3.13. Simulation numérique de M(t) et E(t) pour vp = 55.
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k=2.8, 11.=6, y=12 et v, =54
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FIGURE 3.14. Simulation numérique de M (t) et E(t) pour vp = 54.
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FIGURE 3.15. Simulation numérique de M(t) et E(t) pour vp = 53.
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k=2.8, 11.=6, y=12 et v =52
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FIGURE 3.16. Simulation numérique de M (t) et E(t) pour vp = 52.

Les simulations numériques suggerent aussi que la perte de stabilité de la solution
stationnaire s’effectue autour de vrp = 53. Sur la figure 3.15, nous constatons que
I’amplitude varie dans le temps avec une fréquence distincte. Ce comportement

suggere une interaction entre deux bifurcations de Hopf.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons développé et analysé un modele d’érythropoiese
comportant un taux de mortalité dynamique. Puisque les processus de déforma-
tion inhérents a la circulation sanguine endommagent la membrane cellulaire,
nous avons considéré un taux de mortalité qui augmente exponentiellement en
fonction de I'age. En fait, notre étude incorpore des éléments de méthodologie
démographique propres a l’analyse de survie. Elle est motivée par [KCD11], dans
lequel un modele stochastique de la durée de vie des globules rouges a été déve-
loppé.

D’abord, un modele général d’érythropoiese avec structure d’age est présenté
au chapitre 1. Ce modele est formulé avec des équations d’advection, le transport
s’effectuant selon une échelle de maturité. Par la suite, nous avons montré qu’il
est possible de ramener le modele général a un systeme d’équations différentielles
a retard en introduisant des hypotheses sur la biologie et en intégrant sur les
courbes caractéristiques des équations d’advection. Selon les mécanismes de perte
considérés, la forme du systeme d’équations differe.

Le modeéle que nous avons développé est présenté au chapitre 3. Il s’agit d'une
extension d'un modele d’érythropoiese comportant une condition limite mou-
vante ainsi qu'un retard qui dépend de I’état [MBM9S8]. Les trois variables du
systéme sont la population totale M (t), la concentration d’érythropoiétine E(t)
et la durée de vie maximale vg(t) des globules rouges. L’hypothéese de croissance
exponentielle du taux de mortalité modifie la forme du systéme d’équations et du
méme coup l'analyse mathématique subséquente. La forme du systeme est mixte,
puisque la population totale est modélisée par une équation intégrale et que les
deux autres variables le sont par des équations différentielles a retard.

Par la suite, nous avons procédé a une analyse somme toute conventionnelle
du modele. Apres avoir établi 'existence d’une solution stationnaire, nous avons
étudié I’équation caractéristique associée au systeme linéarisé. Les racines de cette
équation correspondent aux valeurs propres, dont la distribution dans le plan com-

plexe détermine la stabilité de la solution stationnaire. L’équation caractéristique
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obtenue est non seulement transcendante, mais elle possede aussi un terme inté-
gral ne pouvant étre éliminé. Ce faisant, la tdche d’obtenir des diagrammes de
stabilité s’est avérée complexe et nous avons dii procéder numériquement. La sta-
bilité de la solution stationnaire a été étudiée dans le plan des parametres (6, A).
Le premier de ces parametres controle la pente de la fonction de survie au point
d’inflexion, tandis que le second correspond au gain dans la boucle de feedback.
Pour des valeurs biologiquement cohérentes des parametres, seule une bifurca-
tion de Hopf peut déstabiliser la solution stationnaire. Un aspect important et
intéressant du diagramme de stabilité dans le plan des parametres (6, A) est la
présence d’auto-intersections sur la frontiere de la région de stabilité asympto-
tique, ce qui suggere la présence de bifurcations de Hopf double (deux paires de
valeurs propres pures imaginaires au point de bifurcation). Le modeéle nonlinéaire
a été simulé numériquement afin d’investiguer le diagramme de stabilité. Des si-
mulations numériques ont montré que pour de faibles valeurs de 6 (alors que la
distribution des durées de vie maximales est plus dispersée autour de la moyenne
vr), la solution stationnaire est localement asymptotiquement stable. Le retour
a I’équilibre d’un systeme faiblement perturbé se fait par des oscillations amor-
ties. A mesure que le paramétre 6 augmente, nous avons constaté que le retour
a I’équilibre s’effectue plus lentement, suggérant un facteur d’amortissement plus
faible. Sur le diagramme, la position de 1’équilibre s’approche alors de la frontiere
de stabilité.

Nous avons aussi investigué la stabilité de la solution stationnaire dans le plan
des parametres (vp, A). La courbe de stabilité associée comporte des boucles
et des points d’intersection, la derniére propriété étant aussi observée sur les
diagrammes précédents. A mesure que le parameétre vp décroit pour s’approcher
du point de bifurcation, le retour a I’équilibre de la solution numérique s’effectue
plus lentement. Prés du point de bifurcation, il est possible de distinguer deux
fréquences dans les oscillations : 'amplitude oscille avec une fréquence distincte.
Cela suggere fortement que la perte de stabilité s’effectue par une bifurcation de
Hopf double. En outre, le croisement entre la position d’équilibre du modele et
la frontiere de stabilité semble se faire au croisement entre deux branches de la
courbe de stabilité.

En raison de la complexité de 1’équation caractéristique, quelques aspects
de l'analyse de stabilité linéaire demeurent en suspens. Il serait intéressant de
déterminer la stabilité de la solution stationnaire a 'intérieur des boucles formées
par la courbe de stabilité dans le plan des parameétres (g, A). Pour U'instant, les
simulations numériques suggerent que la solution stationnaire y est instable. Il y

aurait donc deux paires de valeurs propres avec partie réelle positive. Pour savoir
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s’il y a gain ou perte de stabilité au croisement de la courbe de stabilité neutre,

il faudrait calculer la quantité suivante

dR()N)
dA
pour une valeur fixée du parametre vp. Si cette quantité est strictement posi-

(A =iw), (3.7.1)

tive (négative), alors au croisement de la courbe de stabilité, les valeurs propres
passent du demi-plan complexe gauche (droit) au droit (gauche). En fixant vp et
en augmentant le parametre A, il faut pour des raisons de continuité que le signe
de 3.7.1 soit opposé sur les frontieres inférieure et supérieure des boucles.

Nous constatons qu’en pratique, 'approche standard consistant a étudier
I’équation caractéristique du systeme linéarisé pour déterminer la stabilité de la
solution stationnaire présente plusieurs difficultés. Tout d’abord, le calcul numé-
rique des valeurs propres directement a partir de ’équation caractéristique est un
probléeme mal conditionné. De la méme facon, il est plus adéquat numériquement
de calculer les valeurs propres de la matrice compagnon associée a un certain
polynéme que de calculer directement les racines avec des méthodes itératives
(telles que la méthode de Newton). Afin de contourner le probleme, différentes
méthodes numériques ont été développées dans les années récentes. Un package
Matlab, DDE-BIFTOOL, a méme été con¢u pour analyser les bifurcations dans
les équations différentielles a retard ([ELRO02]). L’idée derriere ces méthodes est
d’approximer un nombre fini de valeurs propres, celles étant les plus a droite du
plan complexe, par un probléme matriciel de grandes dimensions. Mentionnons
brievement que la théorie derriere ces méthodes exploite le résultat fondamental
selon lequel I'opérateur solution associé a un systeme différentiel linéaire retardé
forme un semi-groupe. Nous avons identifié dans la littérature deux facons de
construire la matrice servant a approximer le spectre le plus a droite. L'une de
ces méthodes consiste a discrétiser I'opérateur solution pour obtenir une matrice
creuse de grandes dimensions ([ELR00]). L’autre méthode fait plutot la discrétisa-
tion du générateur infinitésimal du semi-groupe engendré par ’opérateur solution
([BMVO04]). Le spectre de l'opérateur solution correspond, & une transformation
logarithmique pres, au spectre du générateur infinitésimal, lequel correspond aux
racines de I’équation caractéristique. Enfin, mentionnons que I’approche basée sur
le générateur infinitésimal a récemment été étendue pour traiter les populations
structurées physiologiquement modélisées par des équations fonctionnelles de Vol-
terra couplées avec des équations différentielles a retard ([BDMV13]). Ce type de
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systeme étant similaire au modele d’érythropoiese 3.2.1, nous avons étudié la sta-
bilité de la solution stationnaire de notre modele en utilisant cette approche. Le
code Matlab a été fourni par 'auteur principal de [BDMV13].

Il faut toutefois mentionner que les résultats n’ont pas été concluants. De
notre expérience, nous retenons qu’il a été difficile de juger le degré de conver-
gence des valeurs propres approximées. Plus d’expérimentations numériques sur
des exemples jouets auraient peut-étre été nécessaires pour bien s’approprier la
méthode et en faire un usage judicieux dans notre recherche.

Enfin, I'analyse nonlinéaire du modele 3.2.1 pourrait faire I’'objet d’un travail
ultérieur. Elle permettrait notamment de déterminer la nature des bifurcations
de Hopf. Tel que brievement abordé au chapitre 3, une telle analyse nécessite
la construction d’'une variété centre de dimension deux (quatre) lorsque le sys-
teme linéarisé possede une paire (deux paires) de valeurs propres sur I’axe imagi-
naire. Pour différentes raisons, une telle tache risque de s’avérer assez complexe.
D’abord, 'équation pour 7r(t) ne peut pas étre négligée comme lors de l'ana-
lyse de stabilité du modele d’érythropoiese avec un taux de mortalité constant
(voir annexe A). La présence dans cette équation d’un retard qui dépend de 1'état
complique les termes nonlinéaires du développement de Taylor. Ensuite, la forme
particuliere du systeme d’équations nous obligerait a modifier les outils déve-
loppés pour analyser les bifurcations de Hopf dans les équations différentielles a
retard. Il semble y avoir peu d’études dans la littérature portant sur I’analyse de
variété centre dans les équations intégrales couplées avec des équations différen-
tielles a retards. [DGGOS] établit le principe de stabilité linéaire et le théoreme de
bifurcation de Hopf dans les équations fonctionnelles de Volterra, mais ’aspect
computationnel associé a la caractérisation d’une bifurcation de Hopf n’est pas

abordé.
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Annexe A

ANALYSE DE STABILITE D’UN MODELE
D’ERYTHROPOIESE AVEC TAUX DE
MORTALITE CONSTANT

La stabilité du modele d’érythropoiese développé a la section 2.2 est analysée
rigoureusement. Puisque I’équation pour vg(t) est découplée par rapport aux deux
autres équations, elle peut étre négligée dans I'analyse de stabilité. Considérons

le modele simplifié exprimé sous forme vectorielle,

x'(t) = Apx(t) + A1x(t — pr) + g(x(t),x(t — pr)), (A.0.2)

(=) [(M(t)-M
“”‘@mﬂ‘(Ew—E)‘

Les matrices A; de la partie linéaire sont définies comme suit

g ( % 0 ) e (o eﬁﬂlSé(E))’
(M) —k 0 0

et g contient les termes nonlinéaires de ’expansion de Taylor autour de la solution

ou

stationnaire

0
g= (f(z)(M)xz(t) +f(3)(M)@ +O(x4)> '
Le systeme réduit contient un retard constant qui intervient seulement dans
la partie linéaire du probléme. Afin d’obtenir 1'unicité de la solution, x(t) doit

étre spécifié sur tout l'intervalle [—pug, 0]. Une condition initiale appropriée est

x(0) =¢(0), —pr<o0<0 (A.0.3)
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ol ¢ : [—ur,0) — R? est une fonction continue quelconque.

Il est possible de montrer qu'un systeme autonome d’équations différentielles
a retard forme un systeme dynamique sur l’espace des fonctions continues sur
I'intervalle du retard. En fait, puisque ces équations sont seulement résolues pour
des valeurs positives du temps t, il serait plus approprié de parler d'un systeéme
semi-dynamique. Ainsi, I’espace de phase de I’équation A.0.2 est de dimension in-
finie et correspond a I'espace vectoriel C = C'([—pur, 0], R?) des fonctions continues

de lintervalle [—pr, 0] dans R?, muni de la norme suivante

<)l

ou || - || est la norme euclidienne habituelle dans le plan. La définition suivante

I<llur = SUPge[—pup,0]
permet d’associer la solution x(¢) & un unique point de I’espace de phase :

xi(0) =x(t+0), —pur<oc<0

Enfin, I’équation différentielle a retards A.0.2 peut étre formulée comme une

équation différentielle fonctionnelle

x'(t) = L(x;) + F(xy), (A.0.4)

ou L : C — R? est un opérateur linéaire défini comme

L(¢(0)) = AoC(0) + Ar1C(—pr), (A.0.5)

et F : C — R? est une fonctionnelle nonlinéaire définie par

F(¢(0)) = g(¢(0),¢(=pr)) (A.0.6)

A.1. ANALYSE LINEAIRE

L’équation A.0.4 est satisfaite par la solution triviale x,(c) = 0, qui correspond
a la solution stationnaire (M, E)”. La stabilité de cette solution est investiguée

avec la partie linéaire de A.0.4 :

x'(t) = L(xy). (A.1.1)
Une telle équation admet des solutions exponentielles de la forme x;(0) = e*v,

avec \ et v € R? qui satisfont I’équation matricielle suivante

ANV = [M = L(e¥)| v = 0. (A1.2)



A-iii

L’existence d’une solution non triviale (v # 0) est assurée si le systeme précédent

est singulier, c’est-a-dire si A est une racine de 1’équation caractéristique

det(A(N)) = det [A — L(e*)] = det [\ — Ag — Aje™™*| =0, (A.13)

qui se réduit au polynéme exponentiel suivant

A+ 7)) A+ k) + Ae™r =0 (A.1.4)
o A = —e¥ 8 (E) f'(M). Les racines A de A.1.4 forment le spectre de 'opérateur

L et correspondent aux valeurs propres de la solution stationnaire. De facon
analogue aux équations différentielles ordinaires, la solution triviale de A.1.1 est
asymptotiquement stable si R(\) < 0 pour tout A. Il est alors possible de montrer
[HLI3] que la solution stationnaire du systéme nonlinéaire A.0.4 sera localement
asymptotiquement stable. Dans ce cas, I’analyse du systeme linéarisé est suffisante
pour déterminer la stabilité du systeme nonlinéaire. Cela est seulement possible
si la solution stationnaire est hyperbolique, c’est-a-dire que toutes les valeurs
propres satisfont R(\) # 0. Lorsque la condition précédente n’est pas satisfaite,
il y a un échange de stabilité et la solution d’équilibre est non hyperbolique.

Au chapitre 2, nous avons déterminé I’ensemble des parametres 7, et A pour

lesquels la solution stationnaire est non hyperbolique :

3 k2

A= W (A.1.5)
wecos(wip) + ksin(wup)

_ w?sin(wpp) — wk cos(wpip)

wcos(wpr) + ksin(wpr)

(A.1.6)

ol w est la norme des valeurs propres sur 1’axe imaginaire. Ces courbes forment

le diagramme de stabilité A.1, composé de plusieurs composantes connexes.



Valeurs de parametres pour un humain normal.
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8 m R

FIGURE A.1. Diagramme de stabilité. Valeurs des parametres pour

un humain normal.

A la prochaine étape, nous prouvons que la perte de stabilité de la solution
stationnaire s’effectue par une bifurcation de Hopf. Pour un énoncé du théoréme
de bifurcation de Hopf dans les équations différentielles fonctionnelles, [HL93]
peut étre consulté. Toutefois, I’approche est la méme que dans les équations dif-

férentielles ordinaires, et les criteres suivants doivent étre vérifiés.

(1) Considérons un point (7., A) sur la courbe A.1.5. En ce point, 1’équation
caractéristique det(A(\)) possede une paire de valeurs propres pures ima-
ginaires {iw, —iw}.

(2) Condition de transversalité : lorsque la courbe de stabilité est croisée, le
taux de variation de la partie réelle de la paire de valeurs propres est non
nul. Pour une valeur fixe du taux de mortalité ~.,

dR(\ .
ab(él)()\ = iw) # 0. (A.1.7)
(3) Toutes les autres valeurs propres satisfont ®(A) < 0.
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Sur la figure A.1, la région significative biologiquement correspond au premier
quadrant. Si le gain dans la boucle de feedback est nul (A = 0), alors le systeme
linéarisé possede deux valeurs propres A = —k et A = —~, et la solution station-
naire est stable. Par conséquent, la région de stabilité asymptotique contient ’axe
A = 0. D’autre part, en introduisant A = ¢ + iw dans ’équation caractéristique,

nous obtenons ’équation suivante pour la partie imaginaire

w(ye +k+0) — Ae 7" sin(wpp) = 0. (A.1.8)

Lorsque . et A sont situés sous la courbe la plus basse dans le premier quadrant
du diagramme A.1, I’équation A.1.8 est seulement satisfaite pour des valeurs

négatives de o. En effet, si 0 > 0 est une solution, alors

e My, + k+ o)
| sin(wpep)]
est une fonction croissante de o, ce qui est impossible puisque |A| doit croitre

Al =

pour s’approcher du point de bifurcation (o — 0).

Afin de vérifier la condition de transversalité, le taux de mortalité . est fixé
tandis que le parametre A est augmenté. Sur la frontiere de la région de stabilité,
la dérivée de la partie réelle (\) satisfait ([B&98])

AR\ d det(A(N))
%( )|>\:iw — —§R (dA
A=iw

dA d det(A(N)
X

btk pp (22 + ) |
A ([ + b+ pr(kye — ) + w2+ pr(k + 7))

Cette quantité est positive si 7. et A le sont. Par conséquent, la paire de va-
leurs propres croise ’axe imaginaire de gauche a droite dans le plan complexe.
La perte de stabilité s’effectue par une bifurcation de Hopf : il y a apparition
d’un cycle limite dans I’espace de phase. Les oscillations naissantes peuvent étre
stables, auquel cas la bifurcation est surcritique, ou instables, si la bifurcation est
souscritique.

Cependant, déterminer la nature des bifurcations de Hopf dans les équations
différentielles fonctionnelles est une tache computationnellement ardue. Une ap-
proche standard pour effectuer ce genre de calcul utilise le théoreme de la variété
centre ([CB95], [GKNBO09]), qui est un outil puissant pour étudier le compor-
tement asymptotique des solutions au voisinage d'une solution stationnaire non
hyperbolique. L’idée derriere cette approche est de réduire la dimension du sys-

teme dynamique formé par A.0.4 en projetant la solution sur la variété centre de
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dimension deux. Les termes nonlinéaires sont ensuite simplifiés au maximum en
calculant la forme normale d’un systéeme d’équations différentielles possédant la

partie linéaire suivante (subissant une bifurcation de Hopf)

B= (_Ow g) . (A.1.9)

La stabilité des cycles limites engendrés par la bifurcation de Hopf est déterminée
par le signe du coefficient du terme cubique dans la forme normale. Les calculs sont
effectués avec le logiciel Maple en utilisant ’algorithme développé dans [CB95] et
[GKNBO09].

A.2. CONSTRUCTION DE L’ESPACE CENTRE

La premiere étape concerne la décomposition de ’espace des solutions de
I’équation A.1.1. Considérons un point de bifurcation de Hopf dans le plan des
parametres (7., A). En ce point, 'espace de phase C peut étre décomposé en un
sous-espace stable S de dimension infinie, et un sous-espace centre N de dimension

deux.

C=NoS
Le sous-espace linéaire N est engendré par les solutions associées aux deux valeurs
propres a partie réelle nulle \; = w et Ay = —w. Une base {¢1(0), ¢2(c)} pour
cet espace est construite en choisissant ¢; = R(e™“7v) et ¢ = I(e™“7v), v étant

un vecteur propre satisfaisant

Aliw)v = (tw + %/)Ul,_ @ﬁculsé(E)e—iquUQ _ (o |
—f'(M)vy + (iw + k)vy 0
Soit la matrice ® = [¢1]|@s]. Un calcul simple permet d’établir que

cos(wo) sin(wo)
® = | f(M)(kcos(wo) +w sin(wo))  f/(M)(k cos(wo) — wsin(wo)) | - (A.2.1)
w? + k? w2 + k2

Comme dans les équations différentielles ordinaires, la décomposition de 1’espace
de phase s’effectue avec I'introduction de I'équation linéaire adjointe. Soit C* =
C([0, ur], R?*), le dual de l'espace C, R** étant l'espace des vecteurs lignes de

dimension deux. Pour ¢y € C* et ¢ € C, définissons le produit de dualité suivant :
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<> @ C"xC — R
(W,0) = (0(0), $(0)) + [O,, V(O + up) Ar(0)dd

avec (-,-) qui est le produit scalaire habituel dans I'espace euclidien. La forme

(A.2.2)

bilinéaire A.2.2 peut étre utilisée pour définir le systeme dual a 1’équation A.1.1
(voir [HL93]). Soit I'opérateur linéaire adjoint LT : C* — R?* satisfaisant :

L") = =(0) Ao — ¢ (pur) Ax, (A.2.3)

alors le systeme dual est défini par

y'(s) = L"(y%), (A.2.4)
avec s < 0ety*(§) =y(s+¢),0 <& < pup. En supposant que les solutions sont
de la forme y*(£) = we ¢ avec w € R?*, nous remarquons que A.1.1 et A.2.4
partagent la méme équation caractéristique. Une base W, pour I'espace dual est

définie de fagon analogue, en choisissant 1); = R(we ™) et 1y = F(we %) :

f'(M) ~
5 (cos(wé)ve —wsin(wf)) cos(wé
v, = [¢1] - VJ%/(_;W_W) e e e : (A.2.5)
Vs 5 (sin(wé)ve + wcos(wg))  sin(wé)

Vet w

Nous allons cependant considérer une base ¥ orthogonale a la base ® :

(T, ®) =1e R>2

Il suffit de choisir ¥ = K¥, ou K est une matrice constante 2 x 2 satisfaisant

K= (¥, &)

Considérons maintenant une solution x; de 1’équation nonlinéaire A.0.4 pour
des parametres (7., A) évalués sur un point de bifurcation. Cette solution peut
étre décomposée en une composante parallele a 1’espace centre et une composante
perpendiculaire. Soit u(t) = (¥,x;) € R?. ||u|| correspond en quelque sorte a la
projection scalaire de la solution sur 'espace centre. Soit h(o,u(t)), la compo-
sante perpendiculaire a ’espace centre de la solution. Cette fonction appartient

a l'espace stable S et est définie comme suit :

h(o,u(t)) = x,(0) — ®(o)u(t). (A.2.6)
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A.3. VARIETE CENTRE ET FORME NORMALE

Dans un voisinage autour de l'origine de ’espace C, Hale et Verduyn Lunel
[HL93] ont montré I'existence d'une variété centre de dimension deux, tangente &
I'espace centre N. Il existe aussi une variété stable de dimension infinie, tangente
a l'espace stable, dont les solutions convergent vers zéro. Par conséquent, toutes
les solutions de I’équation A.0.4 vont converger sur la variété centre. Le théoréme
de la variété centre garantit que leur comportement asymptotique est localement
bien approximé par le flot engendré par 1’équation A.0.4 sur la variété centre.

L’équation suivante définit de fagon formelle la variété centre,

Wiie(0) = {¢ € C[¢ = Pu+h(u)}, (A.3.1)

ot u(t) et h(o,u(t)) sont tels que définis a la section précédente. Cependant,
seule une approximation de la variété centre est calculée. Pour cette construction,

I'équation A.0.4 est généralisée en une équation différentielle pour x;(o) en suivant
la méthode de Faria et Magalhaes [FM95]

ix (o) = i (x¢(0)) —pr <0 <0
d L(x)) +F(x;) o=0.

Les solutions de I’équation A.0.4 sur la variété centre sont données par x(t) =

(A.3.2)

x¢(0), avec x¢(o) une solution de A.3.2 satisfaisant

xi(0) = ®(o)u(t) + h(o,u(t)). (A.3.3)
L’équation A.3.2 est utilisée pour obtenir u(t), qui correspond a 1’équation diffé-

rentielle sur la variété centre.

, d
a(t) = (¥, 2xi)

— W(0)L(®u + h(o,u)) + T(0)F(®u + h(o, u))

- /_OM W(6 + uF)Alaag (®(0)u + (0, u))do

Les calculs intermédiaires sont détaillés dans [GKNBO09]. En utilisant les proprié-
tés des bases W et ® ainsi que la linéarité de 'opérateur L, I’équation suivante

est obtenue

u=Bu+ ¥Y(0)F(®u+ h(o,u)), (A.3.4)

ol B est la matrice des valeurs propres a partie réelle nulle
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a-(00).

Nous savons de [Wig03] et [GH83| que seuls les termes dont la puissance de ||ul|
est inférieure a 3 sont nécessaires pour déterminer la nature de la bifurcation de
Hopf dans I’équation différentielle A.3.4.

La fonction h(c,u) demeure toutefois inconnue. Dans l'approche standard,
une équation aux dérivées partielles est obtenue en substituant A.3.3 et A.3.4
dans A.3.2. Cette EDP est ensuite utilisée pour approximer la fonction h(ec, u)
jusqu’a la puissance de ||ul| désirée. Cependant, si la fonctionnelle nonlinéaire F ne
possede aucun terme quadratique, il n’est pas nécessaire de calculer la fonction
h(o,u). En effet, soient les développements en série de puissances de F et de
h(o, u),

F=F,+Fs+...
h(o,u) = hy(o,u) + hz(o,u) + .. ..

En substituant ces développements dans ’équation A.3.4, nous obtenons

a(t) = Bu(t) + ¥(0) (Fy [®u(t) + hy(o, u(t)) + hs(o, u(t)) + O(|[u*)]
+F5 | @u(t) + ha(o, u(t)) + hy(o,u(®)) + O([ul)] + O(|[uh))

Par la suite, chaque F; est développé en série de Taylor autour de ®u, pour

finalement ne conserver que les termes de puissance inférieure ou égale a trois

u'(t) = Bu+®(0) [Fy(®u) + DFy(®u)hy(0, u) + F3(@u) + O(|[ul[*)] . (A.3.5)

Si Fy = 0, il n’est effectivement pas nécessaire de calculer les termes nonlinéaires
sur la variété centre. Afin de satisfaire a cette condition, la population de cellules
matures a I’équilibre M est choisie comme étant le point d’inflexion de la fonction
de feedback f(M). Ainsi, A.0.6 se réduit a

F(¢(o) = oSO

et ’équation A.3.5 est réécrite comme suit :

n = wuz + fiyud + fliguius + flytus + faus (A.3.6a)
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Uy = —Wuy + f1211ui’ + f1212U%U2 + f1222U1U% + f2222U§- (A'3~6b)

La forme normale pour un tel systéme est donnée par ([Wig03], [GH83])

(1) = a(i(t) + u3(6) s (t) — (w + b () + ud(1)) ua(t) (A.3.7)
() = (w -+ b(u2(t) + w2(t))ur (t) + a(ud(t) + u2())us(t). (A.3.7h)

Les coordonnées polaires permettent toutefois d’exprimer la forme normale de

facon plus succincte :

P =or+ar’ (A.3.8a)
0 =w+ br’. (A.3.8b)

La stabilité des cycles limites engendrés par la bifurcation de Hopf dépend
du signe du coefficient du terme cubique dans la forme normale. Si a < 0, la
bifurcation est surcritique et les cycles limites sont stables tandis que si a > 0,
la bifurcation est souscritique et les cycles limites sont instables. Le coefficient a

satisfait 1’expression suivante (voir [GH83])

1
a = §(3f1111 + fiae + fhia + 3f30), (A.3.9)

ou les f;kl sont les coefficients des termes cubiques de ’équation différentielle sur
la variété centre A.3.6.

Les calculs impliqués étant assez lourds, le logiciel de calcul symbolique Maple
a été utilisé pour obtenir ’expression suivante pour le coefficient a en fonction

des parametres du modele et de la fréquence w :

a= 116\1112(0)f(3>(M). (A.3.10)

Puisque I'expression obtenue est assez longue, elle n’est pas incluse dans la pré-

sente discussion.

A.4. EVALUATION NUMERIQUE DU COEFFICIENT DU TERME CU-
BIQUE

L’expression A.3.10 est évaluée numériquement sur la frontiere de la région de
stabilité dans le plan des parametres (7., A). Une valeur numérique est attribuée
aux autres parametres du modele (consulter le tableau 2.1). Le temps de matura-
tion des cellules précurseurs pp et la durée de vie maximale moyenne des cellules

matures vr sont respectivement de 6 et 120 jours. La demi-vie de I'hormone EPO
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est d’environ 6 heures, ce qui correspond a k = 4log2 ~ 2, 8. Les parametres a et
K de la fonction de production d’EPO (fonction de Hill) valent respectivement
6570 et 0.0382. Comme mentionné précédemment, la quantité d’érythrocytes M
correspond au point d’inflexion de la fonction de production d’EPO, dont la dé-

rivée seconde satisfait 1’expression suivante

—arK M2 [7‘ —1—-KM"(r+ 1)}

@ (M) = _
S ) (1+ KMm)3
La population totale a I’équilibre doit donc étre définie de la facon suivante
- 1 r—1
M = -1 — . A4l
exp [r og <K(r—i—1)>] ( )

Cependant, M doit aussi satisfaire les équations du modele & Iéquilibre :

_ _ 7]_ _ o VeVF
M = ePmgh(BYB—°
Ve
- —A — 1 —eer
M=——sf(M)———
J'(M) ke
— (14+KM") [1—e
o LEEM) 1-e
riK M1 ke
—-_ _ ]_ — pYeVF
rK M= (1+KM)A—-
ke
= -1
Utilisant le fait que KM"™ = T+ T nous concluons que le parametre r doit
T
satisfaire I’expression suivante
1 _ VeV
po1aoal=e™) (A.4.2)

ke
Les parametres 7. et A sont évalués avec les expressions A.1.5 et la fréquence

w est choisie de telle sorte que les deux parameétres de bifurcation se situent sur
la frontiere de stabilité dans le premier quadrant du diagramme A.1. Lorsque
tan(wpp) = _f’ le dénominateur de I'expression A.1.5 s’annule, ce qui signifie
que la courbe de stabilité sort du premier quadrant par une extrémité pour revenir
dans le troisitme quadrant (le diagramme de stabilité est composé de plusieurs
composantes connexes). Une analyse numérique des racines de cette équation

montre que cela survient en particulier pour w = 0,50. D’autre part, lorsque

tan(wpp) = —, alors 7. = 0. La plus petite racine positive de cette équation est
w =~ 0,26.



A-xii

La figure A.2 montre le coefficient du terme cubique en fonction de la fréquence
w. Nous constatons que a < 0 sur toute la frontiere de stabilité, ce qui implique
que la bifurcation de Hopf est surcritique et que les cycles limites engendrés sont

localement stables. Ainsi, la conclusion et les résultats de [BE98] sont confirmés.
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FIGURE A.2. Evaluation numérique du coefficient du terme cu-

bique de la forme normale.
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