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SOMMAIRE

Ce mémoire étudie le comportement du maximum et des hauts points de la marche aléa-
toire branchante et du champ libre gaussien discret en dimension deux lorsque la variance
de leurs accroissements est inhomogene dans le temps. Nous regardons le cas ot il y a un
nombre fini d’échelles 0 = Ay < A1 < ... < Ay = 1 et des parametres de variance o; > 0
associés aux intervalles de temps [\;_1, A\;]. La marche aléatoire branchante inhomogene
généralise le modele considéré dans [25] et le champ libre gaussien inhomogene généralise
le modele introduit dans [4]. Le but du mémoire est d’étendre les résultats connus sur la
convergence du maximum [6), [7}, [25] et le nombre de hauts points [17] a ces deux nouveaux
champs gaussiens. Les résultats aident & mieux comprendre comment la perturbation des
corrélations dans I’'un ou l'autre des modeles de base influence 'ordre de grandeur du

maximum et ’ordre du nombre de hauts points.

Mots clés : champs gaussiens, marche aléatoire branchante, champ libre gaussien, valeurs

extrémes, loi des grands nombres.
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SUMMARY

This thesis studies the behavior of the maximum and high points of the branching random
walk and the Gaussian free field when the variance of their increments is time-inhomogeneous.
We look at the case where there are a finite number of scales 0 = A\g < A1 < ... < Ay = 1 and
variance parameters o; > 0 associated with the time intervals [A;_1, A;]. The inhomogeneous
branching random walk generalizes the model considered in [25] and the inhomogeneous
Gaussian free field generalizes the model introduced in [4]. The purpose of the thesis is to
extend known results on the convergence of the maximum [6), [7, 25] and the number of
high points [17] to these new Gaussian fields. The results help to better understand how
perturbations of the correlations in one or the other basic models influence the order of

magnitude of the maximum and the order of the number of high points.

Keywords : Gaussian fields, branching random walk, Gaussian free field, extreme values,

law of large numbers.
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Chapitre 1

Mathematics is the supreme judge; from its decisions there is no appeal. - Tobias Dantzig

INTRODUCTION

1.1. MOTIVATION ET TROIS QUESTIONS D’ INTERET

Ce mémoire étudie certaines propriétés liées aux grandes valeurs de deux nouveaux
champs gaussiens corrélés et l'effet des corrélations sur ces propriétés. Nous nous intéressons
plus spécifiquement & la convergence du maximum et au nombre de hauts points pour une
suite de tels champs, ou le nombre de variables augmente de fagon exponentielle. Les hauts
points d’un champ désignent les variables dépassant un certain ordre fixé, allant de zéro
a lordre du maximum. Les champs gaussiens concernés sont les particules en un temps
fixe de la marche aléatoire branchante inhomogene (MABI) et le champ libre gaussien
discret inhomogene en dimension deux (CLGI). L’inhomogénéité réfere aux changements de
variance des accroissements des processus de branchement sous-jacents dans l'intervalle de
temps [0, 1] aprés normalisation. Nous traiterons le cas ou la variance change un nombre
fini de fois, entre les échelles 0 = \g < Ay < ... < A\py = 1. Dans le cas du CLGI, les échelles
jouent le réle du temps. Notons que la MABI généralise le modele considéré dans [25] (ou
M =2et \y =1/2) et le CLGI généralise le modele introduit dans [4] (ou M = 3).

Les deux champs sont issus de processus stochastiques branchants aux accroissements
gaussiens et leur fonction de covariance est définie via ces processus. Ils font partie en
particulier de la classe des champs gaussiens log-corrélés au sens ou il y a une décroissance
logarithmique de la covariance entre deux variables dont les indices sont de plus en plus
éloignés sous une métrique appropriée. Cette propriété est souhaitable en finance par exemple
pour modéliser les log-rendements de titres financiers, car il a été démontré empiriquement
que 'autocorrélation a long terme de plusieurs log-rendements avait un tel comportement.
Le lecteur intéressé peut consulter [15] pour une analyse de I'indice boursier SP500 et ses

composantes, ainsi que [16] pour une vue d’ensemble. En pratique, l'ordre de grandeur
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du maximum et le nombre de hauts points sont des quantités tres pertinentes a estimer
dans ce domaine afin d’utiliser efficacement 'effet de levier et pouvoir quantifier les risques
y étant reliés. D’un point de vue mathématique, nous sommes ultimement intéressés a
comprendre comment les corrélations entre les variables influencent la loi du maximum et
des hauts points. Le but du mémoire est de revoir les résultats connus lorsque la variance
des accroissements est homogene dans le temps et d’étendre nos connaissances a des champs
gaussiens plus généraux.

Par définition, un champ de variables aléatoires {&,},cv n’est qu’une collection de
variables aléatoires indexées par un ensemble V' non-ordonné et possédant une certaine
loi jointe. Dans notre cas, la loi jointe sera toujours gaussienne par souci de simplicité et
afin de profiter de certaines propriétés désirables comme la décomposition explicite des
espérances conditionnelles et la propriété de Markov pour le champ libre gaussien (CLG).
Le mot gaussien sera toujours utilisé pour désigner des variables aléatoires gaussiennes
centrées. Puisque tous les ensembles d’indices V' dans la suite seront finis, nous pouvons
toujours introduire un ordre (sans réelle importance) parmi les indices de sorte qu’on puisse
traiter un champ comme un vecteur (colonne) et sa fonction de covariance comme une

matrice. A titre de référence, la densité d’un champ gaussien & = {& }vev est donnée par

1

Je@) = Gz /aim)

100
o <_2:c ‘Rw )5{5U}U€Va(:ca) (1.1.1)

o V? C V est le sous-ensemble d’indices ot les variables du champ sont constantes,
Ve = V\V? R dénote la matrice de covariance des variables {£, },evo et 5{5v}vev8 (+) dénote
la distribution de Dirac au point {{,},cyo. Si nous connaissons la valeur du champ sur
I'ensemble V. alors R caractérise complétement la loi jointe.

Considérons maintenant une suite de champs gaussiens, {{n} g, o0t Ev = {EMY vevy
et N est un sous-ensemble infini de N. Lorsque cette situation se présentera dans le reste
du mémoire, nous travaillerons toujours sur un espace mesurable générique (€2, F) muni
d’une famille de mesures de probabilité {Py} NeR respectivement induites par les densités

de probabilité { fe, des champs correspondants. Afin de simplifier la notation, nous

In eN
laissons tomber les indices N. Pour chaque N € N fixé, le champ &y sera simplement noté
¢ et la mesure induite par ce champ sera notée P plutét que Py. De la méme facon, les
opérateurs d’espérance, de variance et de covariance, respectivement notés E [-], V (-) et

C (-,-), dépendent de la variable N via la mesure Py, mais nous omettons d’écrire les indices.



Nous sommes intéressés par trois questions dans ce mémoire :

(A) Est-ce que les maxima normalisés convergent en probabilité vers une constante, et

si oui, quelle est cette constante? Mathématiquement, nous cherchons une suite
{an} y g telle que

. maXqyev; e s
lim maxvevy & =c¢;  en probabilité.
N—o00 an

C’est ce que nous appelons la convergence de premier ordre du mazimum. La quantité
ciay est appelée premier ordre du maximum et c; est la constante asymptotique de

premier ordre.
(B) Est-ce qu'il existe des suites {an} 5 et {bn} g telles que

. maxveVN fv — 61\[
lim

=c en probabilité ?
N—o0 by 2 P

C’est ce que nous appelons la convergence de deuxieme ordre du maximum. La
quantité ay + coby est appelée deuzriéme ordre du maximum et co est la constante

asymptotique de deuzrieéme ordre.

(C) Comment se comporte le nombre de hauts points
HveVn | & >can}|, c€]0,¢]

lorsque N tend vers l'infini ? Si cette quantité se comporte comme une puissance
du nombre de points dans Vy, disons |VN\B ou 3 > 0, alors I’exposant 3 est appelé

I'ordre du nombre de hauts points.

Dans les trois cas, nous aimerions comprendre comment une modification des corrélations
pour la MABI et le CLGI affecte chacun des résultats. Nous écrirons alternativement
ordre 1 pour premier ordre et ordre 2 pour deuxiéme ordre dans la suite, pour toutes les
expressions ci-haut.

Dans la prochaine section, nous introduirons trois champs gaussiens homogenes prélimi-
naires et nous répondrons aux trois questions posées plus haut en révisant ce qui est connu
dans la littérature. La contribution du mémoire et les nouveaux résultats obtenus seront
présentés de fagon informelle dans la section qui suivra. Nous y décrirons aussi briévement
comment le reste du mémoire est présenté. L’introduction et le traitement des champs

gaussiens inhomogenes se fera aux chapitres suivants.



Simulation de marches aléatoires independantes

6 I I I I 1

0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 1.1. Simulation de 26 marches aléatoires indépendantes dont les
accroissements sont de loi normale standard.

1.2. TROIS CHAMPS GAUSSIENS HOMOGENES ET RESULTATS CONNUS

1.2.1. Marches aléatoires indépendantes (MAI)

Le champ gaussien le plus intuitif et simple a considérer est celui ou toutes les variables
sont indépendantes. En particulier, nous pouvons voir les variables du champ comme des
sommes de variables normales indépendantes de méme variance o2 ot le nombre de variables
a sommer dépend de N. Nous restreignons la définition au cas ott le champ contient N2 = 227
(n € N) variables afin de pouvoir comparer les résultats aux questions posées plus haut avec les

autres modeles. La généralisation au cas ou il y a o™ (b € N) particules au temps n est triviale.

Définition 1.2.1 (Marches aléatoires indépendantes (MATI)). Un processus de marches

aléatoires indépendantes de longueur n est une collection de N? = 22" marches aléatoires
{S O 1Ey de la forme

nAt

() = 0Zu(k), 0<t<n, ve (L., N
k=1

ot toutes les variables aléatoires {Zy(k)}reqr,..nywe{1,.. N2} sont i.i.d de loi normale

, P ; 2 o sqi 2
standard et o > 0. Le champ gaussien associé a ce processus est {STMI}N" = [Gind(p)I N7,

et en particulier, V (S,f)"d> = 100;2 log N et C (S@”d, Sf)"d) =0 Vu,ve{l,..,N?}.
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L’indépendance entre les marches aléatoires dans la définition [1.2.1] nous permet de
facilement répondre aux trois questions de I'introduction et méme de montrer la tension du
maximum avec son deuxieme ordre ainsi que la convergence en loi. Par souci de concision,
nous prouverons seulement la convergence d’ordre 1 et 2 et traiterons le comportement
des hauts points. La preuve de la tension suit celle de l'ordre 2 et est démontrée dans [23].
La preuve de la convergence en loi est plus compliquée et est montrée dans [36]. Dans le
reste du mémoire, les constantes ¢ et C' désignent respectivement des petites et grandes
constantes et peuvent changer d’une ligne a 'autre. Elles peuvent dépendre du parametre
o dans le reste du chapitre et des parameétres (o, ) dans les chapitres subséquents, mais
d’aucune autre variable sauf si indiqué. Sans le mentionner, nous supposerons toujours
que les énoncés des propositions et les arguments dans les preuves sont vrais pour N assez

grand ou NN peut dépendre de toutes les variables impliquées.
Théoréme 1.2.2 (Convergence d’ordre 1 et 2 des MAI). Soit Sind* = maX,e(1,.. N2} Gind
ot le champ {S’f]"d}f)vjl suit la définition alors

S,Z‘lnd’* o
A}gnoo log N2 = Jlog? en probabilité

au premier ordre et

Sind7* __c log N2 1
lim — viog 2 - -7 en probabilité
N—o0 loglog N 224/log?2

au deuxiéme ordre.

La prochaine démonstration est écrite a titre de référence. Méme si les arguments
devront étre adaptés pour l'ordre 1 des champs inhomogenes, la structure reste un guide
pour la suite. Nous décomposerons toujours la preuve d’une limite en probabilité en deux
morceaux, la borne supérieure et la borne inférieure. Dans le cas présent, la borne supérieure

pour l'ordre 1 du maximum consiste a montrer que

o
log 2

P (S;W* > (1+¢)log N2> M20, €>0

et la borne inférieure pour 'ordre 1 du maximum consiste a montrer que

o
V1og?2

Pour la MABI et le CLGI, la borne inférieure sera toujours plus délicate, car elle fera

P (Si;”d’* < (1—e) logN2> N=%g p<e<.

intervenir les covariances du champ, ce qui ne sera pas le cas de la borne supérieure.



Notons que les estimés gaussiens (voir le lemme [B.1.1]) et I'inégalité de Paley-Zygmund
(voir le lemme [B.1.2)) seront fréquemment utilisés sans référence dans le reste du mémoire,
le lecteur devrait donc prendre le temps de se familiariser avec ces deux lemmes de I’annexe

Bl avant de poursuivre.

DEMONSTRATION DU THEOREME [1.2.2] La premiére partie découle directement de la se-

conde. Pour obtenir la borne supérieure de 'ordre 2, nous voulons montrer que

. 20 1 o N
P(S,Z.Lnd7*> \/@logN_, (1—6)10g10gN> 300

pour tout € > 0. Il suffit d’utiliser la sous-additivité suivi d’un estimé gaussien. En effet,

pour tout € > 0, la sous-additivité nous donne que

(Sznd* > log N (1 —€)loglog N)

20 1 o
Vlog?2 52\/10g2
. 20 1 o
< N? P (sind > logN — -
- ve{rlr,l%?(NQ} ( v 7 {log2 08 2 2+/log 2

log N pour tout v € {1 ., N?}, I'application d'un estimé gaussien

(1—¢) loglogN> . (1.2.1)

Puisque V (Smd)
borne supérieurement la probabilité en 1)) (uniformément en v) par

2
_1l_« _
,/logzlogN 1< r)g log N 35 lg2(1 e)loglogN)
exp | —=

. . 2 2 Jog N
V21 (\/i)ElogN ;2\/@(16)10g10g]\7> fog2 108

En bornant le premier ratio par ﬁ, en développant le carré de ’exponentielle pour former

log 2

trois exponentielles et en bornant la troisieme par 1, la derniére expression est bornée par

c N*2e%(176) loglog N _ c -2

(log N)1/2 (log N)</2
En regroupant cette borne avec 'inégalité (|1 , nous trouvons

R G
(log N)</2

. 20 1 o
P ( Sind* > logN — - ——— log 1 N)
( 7 Vlog2 & 22\/10g2( ¢)loglog

qui converge vers 0 lorsque N — oo pour tout € > 0.

Maintenant pour la borne inférieure de I'ordre 2, définissons les variables aléatoires :

N2
d o
m Z 1{Smd>\/2LlogN 22\/7(1+6) loglog N}*
Nous voulons montrer que P (N tnd — ) =% pour tout € > 0. Il suffit d’appliquer une

méthode de deuxieme moment dans ce cas. L’idée en général est d’appliquer I'inégalité de
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Paley-Zygmund afin de borner inférieurement la probabilité complémentaire et montrer que
le ratio d’espérances qui intervient dans l'inégalité tend vers 1 lorsque N — oo. Ici, c’est
plus simple, car nous n’avons pas besoin d’une borne supérieure sur le deuxieme moment.

En appliquant I'inégalité de Paley-Zygmund (avec § = 0), nous avons
Nznd
P (N > 0) > Egggtggggglzgz (1.2.2)
E |(V§d)?]
En utilisant I'indépendance entre les variables S¢ et S pour u # v et le fait qu’elles

sont identiquement distribuées, nous pouvons réécrire le deuxieme moment :

N2

, 20 1 o 2
ind ind
PS> log N — —————(1 log log N
B [0vit?] = 3 (P (502 JpmglosN — 55 (1 O loglon ) )
UFv
N2

X 20 1 o
P (Sind > logN — ———(1 log 1 N)
# O (S0 g o - g1+ loglog

-0 e ) 5 e

car il y a N?(N? — 1) termes dans la premiére somme. Nous pouvons ainsi réécrire le ratio

d’espérance de l'inégalité (1.2.2) comme

1
_ N—2 1 ’
)
Or, par linéarité de 1’espérance et I'application d’un estimé gaussien, ou V (Smd) 10g2 log N

pour tout v € {1, ..., N?}, nous avons la borne inférieure suivante sur le premier moment :

ind c —2_1(14€)loglogN _ €/2
[J\/' } (logN)l/zN ez = c(log N)“/=.

En appliquant cette borne au ratio précédent, nous trouvons

(=vee])” 1

E [(NJZ\??)Z} 1—-N-2+4+C(logN)—¢/2

qui converge vers 1 lorsque N — oo pour tout € > 0. Ceci termine la preuve. [

Le prochain théoréme concerne les hauts points des MAI. La preuve est semblable &
celle du dernier théoréme. Le lecteur remarquera que 1'utilisation de I'inégalité de Markov
est caractéristique de la borne supérieure pour les hauts points et que I'inégalité de Paley-

Zygmund quant a elle est caractéristique de la borne inférieure dans les deux cas.
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Théoréme 1.2.3 (Nombre de hauts points des MAI). Soit vy € ]0,0] et l’ensemble des

hauts points au niveau v, Hi(vy) = {v c{1,..,N%} | Sind > \/%log]\f}, alors

log(IH(v)])

N log N2 (1—(v/0)?)  en probabilité.
—00

DEMONSTRATION. Pour obtenir la borne supérieure, il suffit de montrer que

P ([ ()] > N20=0/o7) A28,

Or, en appliquant I'inégalité de Markov suivi d’un estimé gaussien, ou V (Sf)"d) = lgg22 log N

pour tout v € {1,..., N}, nous avons

N —(~v/o)? —o(1—(~ /)2 in
P <|/HNd(’Y)‘ > N2(1 (v/o) )) <N 2(1—(v/o) )E [|/HNd(7)|}

< N20-(fe 2 O oo
- (log N)1/2

_ ¢

(log N)1/2

qui tend vers 0 lorsque N — oco. Pour obtenir la borne inférieure, nous voulons montrer que
P (IH5°(0)] < N20-0/77e) 2

pour tout € > 0. L’idée est la méme qu’a la preuve précédente. Remarquons d’abord qu’en

—LQ

utilisant la linéarité de ’espérance et deux estimés gaussiens, ou V (S’f,”d) = Tog2 log N pour
tout v € {1,..., N2}, nous avons les bornes suivantes sur le premier moment :
c 2 , C 2
= N20=(/0)) < | ||pyind <~ pN21-(v/0)) 1.2.3
ETIE <E [0 < ooy (1.23)

N2(— (/o)) —e
E[[H3 ()]
€ > 0, alors nous pouvons utiliser 'inégalité de Paley-Zygmund :

pour des constantes ¢, C' > 0 appropriées. En particulier, € [0,1] pour tout

(1.2.4)

N20-0/)-\ * (B [[p)])”
E [H001 ) E [HR00R]

La grande parenthese tend vers 1 lorsque N — oo pour tout € > 0 par ([1.2.3)). Il suffit donc

P ([Hp(y)| > N2-0727€) > (1 -

de montrer que le ratio d’espérances tend vers 1 lorsque N — oo pour conclure.
L’indépendance entre les variables S'¢ et S pour u # v et le fait qu’elles sont

identiquement distribuées nous permet de réécrire le deuxieme moment :
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E [|’H§{}d('y)]2} = %: (IP’ (S’an > \/%bg]\f))z + NZP <Si"d > V%logN)
u,v=1 u=1
uFv
= (1- N2 (& o)) + & o)) (1.25)

car il y a N?(N? — 1) termes dans la premiére somme.
En combinant la borne inférieure en ((1.2.3) et 1'’équation (|1.2.5)), nous pouvons borner
inférieurement le ratio d’espérances de l'inégalité (1.2.4]) par

1 1
>
1_ N2 1 = 1—N—24C(log N)1/2N—2(1~(v/0)?)
B[] + Cllog )
qui tend vers 1 lorsque N — oo, car v € |0,0[ par hypothése. Ceci termine la preuve. =

1.2.2. Marche aléatoire branchante (MAB)

Comme son nom l'indique, la marche aléatoire branchante b-aire (b € N) de longueur n
(n € N) peut étre vue comme un systeme de particules performant des marches aléatoires
tout en branchant (se séparant) n fois aux temps entiers dans U'intervalle de temps [0, n]. Le
processus peut étre vu comme un arbre dont les branches se séparent en b sous-branches a
chaque temps et chacune d’elle se voit attribuer une variable aléatoire normale de variance o2.

Nous décrivons la structure d’arbre b-aire sous-jacente au processus dans ce qui suit. Au
temps k = 0, il y a une seule particule o que nous appelons l'origine et Dy = {o}. Au temps
k=1,1ly a b particules et un unique chemin les lie respectivement a leur descendant 0. On
note Dy 'ensemble des b particules au temps k = 1. On définit itérativement le processus
de reproduction jusqu’au temps n. Pour tout temps k € {1,...,n}, on note ’ensemble des
particules au temps k par Dg. Chaque particule possede un unique descendant et un unique
chemin relie chacune des particules a son descendant respectif. De plus, chaque particule au
temps k — 1 se sépare en exactement b particules au temps k. Ainsi, au temps n, on trouve
b" particules dans ’ensemble D,,.

Pour tout v € D,,, on note par vy (k € {0, ...,n}) 'unique point dans Dy qui intersecte la
géodésique reliant la particule v a la particule 0. On nomme cette particule le représentant
de v au temps k. La figure illustre cette description, les points dans les zones grises
appartiennent a l’ensemble Dy correspondant. Notons de plus u A v le représentant commun
a u et v au temps le plus élevé (autrement dit le descendant commun le plus proche) et

p(u,v) € {0,...,n} le temps de branchement qui est tel que u Av € D c’est-a-dire le

p(u,)
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temps

0T ]D)o Up -..1}9...

T Dy ulr U1
27 Dy us -v2

3+ - D5 UAV = ud. U3
Al Dy .y ‘ b o
MM o, 0

FiGure 1.2. Un arbre binaire a 6 niveaux et les représentants de deux
points u,v € Dg.

temps ot les descendants de u et v se sont séparés (p(u,v) = n si u = v). A titre d’exemple,
uAv=ug=v3 et p(u,v) =3 dans la figure

Nous sommes maintenant préts a définir le processus MAB. Nous restreignons la
définition au cas de la marche aléatoire branchante quaternaire (ou 4-aire), c’est-a-dire ou
le champ contient N? = 22" variables au temps n, afin de pouvoir comparer les résultats
aux questions posées dans l'introduction avec les autres modeles. La généralisation au cas

ouilyabd™ (b e N) particules au temps n est triviale.

Définition 1.2.4 (Marche aléatoire branchante (MAB)). Une marche aléatoire bran-

chante de longueur n est une collection de N* = 2*" marches aléatoires {{Sy(t)} 1 }oeb,

de la forme
nAt

Sy(t) = ZO‘ka, 0<t<n, vebD,
k=1
ou toutes les variables aléatoires {ka}ke{l,.‘.,n};veﬂ)n sont i.i.d de loi normale standard
et 0 > 0. Le champ gaussien associé da ce processus est {Sy}pep, = {Su(n)}ven, et en

particulier, V (S,) = % log N et C(Sy,Sy) = a?p(u,v) Yu,v € Dy,.

La différence avec les MAI est que deux particules u,v € D, (u # v) au temps n peuvent
avoir le méme représentant & un certain temps k € {0,...,n — 1}, c’est-a-dire up = vg.
En fait, si c’est le cas, alors elles ont automatiquement le méme représentant aux temps
précédents, c’est-a-dire u; = v; pour tout i € {0,...,k}. C’est ce qui crée les corrélations

entre les variables du champ {S,}vep, -
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Simulation d'une marche aléatoire branchante
6 T T T

6 I I I I I
o] 1 2 3 4 5 6

FIGURE 1.3. Simulation d’une marche aléatoire branchante binaire avec 26
particules et des accroissements de loi normale standard.

Méme si la MAB est un cas particulier de la marche aléatoire branchante inhomogene,
que nous allons traiter au chapitre [2| nous citons quand méme les théorémes qui répondent

aux questions de l'introduction pour pouvoir comparer les résultats avec le CLG et les MAI.

Théoréme 1.2.5 (Convergence d’ordre 1 et 2 pour la MAB). Soit S} = maxyep, Sy 0t
le champ {S,}vem, suit la définition alors

* o

I n_ _ ey
Am g N2~ Vg2 en probabilité

au premier ordre et

* o 2
- Sy Tog3 log N

N—oo loglog N

g

2+/log 2

3
=3 en probabilité

au deuziéme ordre.

Comme nous verrons, mis & part un ajustement de variance, les trois modéles ont le méme
premier ordre du maximum. La constante asymptotique de deuxiéme ordre pour la MAB et
le CLG est différente de celle pour les MAI par un facteur multiplicatif de 3, c’est donc au
deuxieme ordre que les corrélations commencent & avoir un effet sur 'ordre du maximum.

Le premier article a avoir démontrer 'ordre 1 du maximum pour la MAB est [6] en
1977. Cet article faisait suite aux résultats analogues de Hammersley [26], Kingman [29]

et Biggins [5] sur des processus de branchement de méme nature. En 2012, Kistler [30]
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montrait dans ses notes personnelles comment on pouvait modifier la méthode de deuxiéme
moment que nous avons appliquée aux MAI pour qu’elle fonctionne avec la MAB. On
peut la décrire comme une méthode de deuxiéme moment tronquée ot on demande aux
accroissements des particules atteignant 'ordre du maximum qu’ils soient toujours plus
hauts que certains ordres qui, lorsqu’on les additionne, suivent de prés un certain chemin
«optimaly. Cette méthode sera appliquée pour prouver la borne inférieure de 'ordre 1 de la
MABI au chapitre [2] en généralisant 'argument pour tenir compte de 'inhomogénéité de la
variance dans le temps.

Notons qu’Addario-Berry et Reed [1] ont démontré la convergence d’ordre 2 et la
tension avec 'ordre 2 pour la MAB en 2009 dans un contexte beaucoup plus général ou les
accroissements ne sont pas nécessairement gaussiens. Aidékon [3] a prouvé la convergence
en loi dans le méme contexte en 2013.

Le prochain théoreme est aussi un cas particulier de I’ordre du nombre de hauts points

pour la MABI, que nous allons traiter au chapitre [2] alors nous faisons que le citer.

Théoréme 1.2.6 (Nombre de hauts points pour la MAB). Soit v € ]0,0] et l’ensemble

des hauts points au niveau vy, H3(y) = {v eD, | S, > \/1207@ log N}, alors

N log N2 en probabilité.
—00 og

La preuve de ce théoréme peut facilement étre adaptée de l'article de Daviaud [17] qui
prouve un résultat analogue dans le contexte du CLG. La démonstration est en fait plus
simple, car nous n’avons pas besoin de nous occuper de la décroissance des variances vers 0

pour les variables dont les indices sont pres de la frontiere de leur domaine.

1.2.3. Champ libre gaussien (CLG)

Il existe plusieurs contextes dans lesquels on peut définir un champ libre gaussien. Le
champ libre gaussien {¢, },ev,, avec lequel nous travaillons dans ce mémoire sera toujours
la version discrete en dimension deux, c’est-a-dire ou ’ensemble d’indices Vi est un sous-
ensemble fini de Z2. Plus particuliérement, nous supposons que Vy = [0, N]> N Z? est
une boite carrée discréte de largeur N dans Z2. L’intérieur de Viy est défini comme étant
VG =[1,N —1]2NZ? et la frontiere de Viy comme étant 9V = Vy\V. Pour tout couple

de points u,v € Viy, nous noterons u ~ v si et seulement si |ju — v|2 =1 ou || - ||2 dénote la

norme euclidienne.
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Simulation d'un champ libre gaussien

FIGURE 1.4. Simulation d’un champ libre gaussien avec o = 1 et N = 25.

Puisque I’ensemble Vi est fini pour tout N, nous pouvons introduire un ordre sur
les points (sans réelle importance) afin de représenter les ensembles de variables par des

vecteurs. Pour chaque N fixé, la relation d’ordre < que nous choisissons est la suivante :

(0,0)

=< (N,0) <
< (0,1) =< (1,1)

<
< D)< (1.2.6)

< (O,N) < (I,N) <.. < (N,N)

La loi jointe du champ est explicite dans la prochaine définition. Nous verrons au
chapitre [3] qu’il existe une maniere équivalente, mais plus pratique, de définir le champ en

donnant explicitement les covariances entre les variables.

Définition 1.2.7 (Champ libre gaussien (CLG)). Un champ libre gaussien sur Vi est
une collection de N? wvariables aléatoires ¢ = {pv}vevy telles que ¢, = 0 pour tout

v € OV (condition de Dirichlet) et dont la densité marginale sur V§ prend la forme

1 1

f(m) = Z Vexp 952 Z Z(x” — xy)?
u,veEVY
u~v

ot chaque couple n’est compté qu’une seule fois dans la somme, Z est une constante de

normalisation et o > 0.
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Sous cette définition, les variables du CLG sur la frontiere de Vi sont identiquement nulles,
c’est ce qu’on appelle la condition de Dirichlet. Comme nous verrons plus loin, cette terminologie
vient du fait que 'exposant de la densité peut étre réécrit comme une application d’'une version
discrete de l'opérateur de Laplace. Par conséquent, les covariances du champ seront définies par
la fonction de Green du laplacien discret (multipliée par o) dont la représentation matricielle
n’est nulle autre que I'inverse de la représentation matricielle de 'opérateur de Laplace discret.
Ces considérations sont encore plus intuitives dans la version continue du champ libre gaussien
(voir [37] ou [21] pour une introduction), car elles lient directement la définition du champ au
probléme classique de Dirichlet sur le carré en EDP [22].

Meéme si le CLG n’est qu'un cas particulier du champ libre gaussien inhomogene, que nous
traiterons au chapitre [ nous citons quand méme les théorémes qui répondent aux questions

de lintroduction afin de pouvoir comparer les résultats avec ceux des MAI et de la MAB.

Théoréme 1.2.8 (Convergence d’ordre 1 et 2 pour le CLG). Soit ¢}y = max,ecyy ¢p 0U
le champ {¢py}vevy suit la déﬁm'tz'onm et g = %, alors

*

A loggb]]v\ﬂ = /g0 en probabilité

au premier ordre et

lim N — \/galogNz B _§\/§0

N—oo loglog N T T3 9 en probabilité

au deuxieme ordre.

L’ordre 1 du maximum a été montré en premier par Bolthausen, Deuschel et Giacomin
[7] en 2001. En 2012, Kistler [30] suggérait dans ses notes personnelles que son adaptation
de la méthode de deuxiéme moment pour prouver la borne inférieure de 'ordre 1 de la MAB
fonctionnait aussi pour le CLG en modifiant 1égérement son argument pour tenir compte
des effets de bord introduits par les covariances. C’est cette méthode qui sera utilisée pour
montrer la borne inférieure de 'ordre 1 du CLGI au chapitre [] en généralisant I’argument
pour tenir compte de I'inhomogénéité de la variance dans le temps. L’ordre 2 du maximum
a été démontré pour le CLG en méme temps que la tension du maximum par rapport a
son espérance par Bramson et Zeitouni en 2011 dans [11] qui faisait suite a [8]. Un résultat
encore plus fort que la tension a été démontré par Ding [20] en 2013 alors que les bornes sur
la probabilité que le maximum dévie de sa moyenne ont été améliorées. Enfin, la convergence

en loi du maximum a été démontrée en 2013 par Bramson, Ding et Zeitouni [10].
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Un autre résultat intéressant concerne le nombre de points du CLG dépassant certains
ordres allant de 0 a 'ordre 1 du maximum, c’est-a-dire le nombre de hauts points.
Théoréme 1.2.9 (Nombre de hauts points pour le CLG). Soit v € |0, 0] et l’ensemble
des hauts points au niveau -y, ’H‘ﬁ,('y) ={veVn| ¢, > 2,/g7log N}, alors

1 los(IHy ()

N log N2 =(1—(v/0)?) en probabilité.
— 00

Le premier a avoir montré ce résultat pour le CLG est Daviaud [17] en 2006 qui utilisait
la méme technique que Bolthausen, Deuschel et Giacomin avait introduite en 2001 pour
prouver 'ordre 1 du maximum. Nous montrerons un résultat analogue pour le CLGI au
chapitre [] en adaptant plutot la méthode de Kistler.

Pour tout § € ]0,1/2] et v € V§ = {v € Viy | min,eqvy [|[v — 2|2 > 6N}, la variance de
b, est, & une constante prés qui dépend de §, égale & go?log N (voir le chapitre . Ainsi,
si nous fixons o = 1 dans la définition du CLG et posons o = y/glog?2 dans la définition
des MAI et de la MAB pour «égaliser» les variances des trois modeles, nous voyons que
I’ordre 1 du maximum pour les trois modeles est le méme. Ce résultat n’est pas intuitif a
priori, car les corrélations pour la MAB et le CLG sont relativement fortes alors que les
variables des MAI sont non-corrélées. De la méme fagon, nous verrons aux chapitres [2] et
que la MABI et le CLGI ont le méme premier ordre du maximum lorsque nous «égalisons»

la variance de leurs accroissements.

1.3. CONTRIBUTION ET PRESENTATION DU MEMOIRE

1.3.1. Contribution

Les résultats obtenus dans ce mémoire seront énoncés de fagon informelle dans cette
section parce qu’une formulation complete des énoncés demanderait trop d’explications et
nous voulons éviter de nous répéter avec le contenu des prochains chapitres.

Les premiers résultats concernent la marche aléatoire branchante inhomogene, qui est
simplement une MAB dont la variance des accroissements de longueur 1 change un nombre
fini de fois, entre les temps 0 = An < A\in < ... < Ayn = n, dans lintervalle [0,n]. Le

processus de branchement posseéde N2 = 22" particules au temps n et prend la forme :

M ()\Zn) Nt

Sv(t)éz Z 0iZy,, 0<t<n,veD,
=1 k=\;,_1n+1
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ol les variables aléatoires Z,, sont i.i.d. de loi normale standard et o7 est la variance des
accroissements de longueur 1 sur Uintervalle [A;_1n, A\;n]. Nous supposons sans perdre de
généralité (nous expliquerons au chapitre [2 pourquoi c’est possible) que \;n € Ny pour tout

i € {0,..., M'}. Les trois points suivants font partie de la contribution du mémoire :

(I) Soit S’ = max,ep, S,(n), alors nous prouverons que

Q* *

. Sy g
lim =
N—oolog N2 /log?2

ou ~* sera explicite et dépendra des échelles de temps A\g < A1 < ... < Ap et

en probabilité

des parametres de variance o1, 09, ...,07. Ce résultat répond a la question (A) de

I'introduction pour la MABI.

(IT) Soit y € ]0,7*[ et I’ensemble des hauts points au niveau 7 :

i = {ve Dy | 5,0 2

alors nous prouverons que

5
i e8UHN (D e

A loa N2 S en probabilité
—00 og

ou &7 sera explicite et dépendra des échelles de temps Ao < A1 < ... < Ay et des

parametres de variance 01,09, ...,07. Ce résultat répond a la question (C).

(ITI) Nous prouverons que la suite
*

{g,*z - \/z)@logNQ +w*loglogN}

est tendue ou w* sera explicite et dépendra des échelles de temps A\g < A1 < ... < A\ys

neN

et des parametres de variance o1, 09, ..., 0. Ce résultat montre en particulier que

S* — L _log N2
lim — log2 =w*  en probabilité
N—oo loglog N

et répond a la question (B) de 'introduction pour la MABI.

Notons que la convergence d’ordre 2 du maximum ainsi que la tension du maximum avec son
deuxiéme ordre ont été prouvées par Fang et Zeitouni [25] en 2012 pour le cas particulier
M =2 et A\ = 1/2. Les preuves respectives des bornes supérieures pour les points (I), (II) et
(III) et de la borne inférieure pour le point (III) sont inspirées de cet article. La démonstration

des bornes inférieures des points (I) et (II) adapte plutét la méthode de Kistler [30].
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Le reste des résultats concerne le champ libre gaussien inhomogene. Pour des temps

0= X < A <...< Ay =1 et des parametres de variance o1, 09, ..., 07, le champ est défini :
M
o =01 (B |60 | Fopy,, | —E 60 | Fopps, ,]): vEVN
i=1

ot [u]y, est une boite carrée discréte de largeur N1~ centrée en v et intersectée avec
Vn. La o-algebre Fyy \, ost engendrée par les variables du champ ¢ sur la frontiere de la
boite [v]y,. Cette définition, a priori rébarbative, est I’analogue naturel de la MABI dans le
contexte du CLG. D’ailleurs, nous verrons que le niveau du mazximum, noté v*, et I’ordre
du nombre de hauts points au niveau v, noté £, seront les mémes pour les deux champs
inhomogenes. Nous supposons sans perdre de généralité (nous expliquerons au chapitre
pourquoi c’est possible) que N = 2" (n € N) et \jn € Ny pour tout i € {0, ..., M }.

Une partie de la contribution vient des propriétés du CLGI et des lemmes sur la variance
de ses accroissements, démontrés au chapitre [l Le reste de la contribution découle des deux

points suivants :

(IV) Soit § € ]0,1/2[ et Y3, = max, ey 1y, alors nous prouverons que

*

A}i_I}nOO loqg/}]]\(f? =,/g7"  en probabilité

ou v* sera explicite et dépendra des échelles de temps A\g < A1 < ... < Ay et
des parametres de variance o1, 09, ...,037. Ce résultat répond a la question (A) de

Iintroduction pour le CLGI.

(V) Soit v € ]0,7*[, 6 € ]0,1/2[ et ’ensemble des hauts points au niveau = :

Hy() = {v e Vi | v > 2/G710g N |

alors nous prouverons que

- log((HN (M) _ o .
1\}51100 TlogN? T &S en probabilité

ou & sera explicite et dépendra des échelles de temps Ao < A1 < ... < Aps et des

parametres de variance o1, 09, ...,0)7. Ce résultat répond a la question (C).

La borne inférieure des points (IV) et (V) a été prouvée par Arguin et Zindy [4] en 2013
pour le cas particulier M = 3 en s’appuyant sur le théoréme 1.3 de Daviaud [17]. Notre

approche adapte plutot la méthode de Kistler. Les démonstrations pour le CLGI seront



20

analogues a celles de la MABI, nous devrons toutefois prendre quelques précautions pour
traiter les effets de bord qu’amenent les covariances du champ. La tension avec le deuxieme

ordre du maximum pour le CLGI fait I’objet d’une conjecture au chapitre

1.3.2. Présentation

Voici maintenant comment sera présenté le reste du mémoire. Au chapitre [2| nous
définirons de nouveau la marche aléatoire branchante inhomogene, nous présenterons
quelques propriétés et notions nécessaires a la formulation compléete des théoremes que nous
voulons prouver et puis nous démontrerons les points (I), (II) et (III) ci-haut.

Au chapitre [3| nous donnerons une seconde définition du CLG, nous présenterons
quelques propriétés importantes et puis nous prouverons quelques lemmes liés & la variance
des accroissements du champ.

Au chapitre [ nous définirons de nouveau le champ libre gaussien inhomogene, nous
présenterons quelques propriétés importantes analogues a celles du CLG et puis nous
prouverons certains lemmes liés & la variance des accroissements que nous utiliserons pour
ensuite prouver les points (IV) et (V) ci-haut.

La conclusion s’en suivra au chapitre [5] Nous énoncerons sans preuve un résultat
sur énergie libre de la MABI et du CLGI, analogue au théoréme 2.1 de [4], et nous
conjecturerons un ordre 2 du maximum pour le CLGI tout a fait analogue a celui de la
MABI. Nous énumérerons aussi quelques questions ouvertes pouvant faire suite a ’analyse
des champs inhomogeénes exposée dans les chapitres [2] et [

L’annexe [A] présente la résolution de deux problémes d’optimisation qui serviront &
donner de l'intuition et les chemins «optimaux» pour les preuves de l'ordre 1 du maximum
et 'ordre du nombre de hauts points des deux champs inhomogenes. L.’annexe |B| présente

quelques inégalités utiles qui reviendront dans les preuves importantes du mémoire.



Chapitre 2

LA MARCHE ALEATOIRE BRANCHANTE
INHOMOGENE (MABI)

2.1. DEFINITION ET PROPRIETES

Nous utiliserons dans cette section la méme notation qu’introduite pour définir la MAB.
Une marche aléatoire branchante inhomogene est simplement une MAB dont la variance
des accroissements de longueur 1 change un nombre fini de fois dans l'intervalle de temps
[0,n]. Par contraste, la variance des accroissements de longueur 1 pour la MAB est toujours
égale & une certaine constante o> > 0. On peut facilement généraliser la prochaine définition

au cas ou il y a b" (b € N) particules au temps n.

Définition 2.1.1 (Marche aléatoire branchante inhomogene (MABI)). Une marche
aléatoire branchante inhomogéne de longueur n & M niveaux est une collection de N? = 22"

marches aléatoires {{S,(t)}_; Yvep, de la forme

M (Aim)At

Z Z 0ily, 0<t<n,veb,
1=1k=X\;_1n+1

ol o = (01,02,....,0)) € (Ri)M, A= (A, A2, ) €10, 1M sont des échelles telles que
0=X <A1 <...< Ay =1 et les variables {Zy, }reqi,... n}we, sont i.i.d. de loi normale
standard. Le champ gaussien associé d ce processus est {Sy Yoep, = {Su(n)}vep, et en parti-

culier, V (SU) = 2y 0 QimAio1) log N et C (Su, S’U> = Zl 1 E?‘;ﬁfgﬁ? 012 Yu,v € D,,.

log 2

Nous pouvons supposer sans perdre de généralité que A;n € Ny pour tout i € {0, ..., M }.
En effet, pour une définition plus générale de la forme

a(A\in)

éz Z 0iZy,, vED,

=1 k= a( i— 1n)+1
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Simulation d'une marche aléatoire branchante inhomogéne
50 T T T
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FiGURE 2.1. Simulation d’une marche aléatoire branchante inhomogene
binaire avec M =2, \; = 1/2, 01 = 1, 03 = 10 et 2 particules.

ou a(A\n) € {|\in], [Ain]}, nous aurions toujours que V (Sﬁl — 5’32) < C pour n’importe
quel choix de fonctions a; et as qui respectent la condition précédente (C' ne dépend de rien).
Cela vient du fait que 5*31 et 5’32 ne peuvent différer que par un nombre fini de variables
gaussiennes de variance finie. Or, une telle constante au niveau de la variance n’affecte pas
P’ordre 1 ou 2 de convergence du maximum ou 'ordre du nombre de hauts points a cause
de leur nature logarithmique en N. Par exemple, partout ou les estimés gaussiens seraient
utilisés, la constante n’aurait pas d’impact sur les bornes exponentielles. Nous supposerons
ainsi que \;n € Ny pour tout i € {0, ..., M} sans en faire de nouveau mention pour éviter
de commenter des corrections triviales dans le texte.

Le vecteur de parameétres de variance (o1, 02, ...,0y7) dans la définition peut étre

représenté par une fonction de volatilité o : [0,1] — R de la forme

M
o(s) = o1l(oy(s) + Yol ,aq(s), s €[0,1].
i=1
Par conséquent, si J : (R%)®1 — (R%)01 dénote 'opérateur Jp(s) = [ 0(r)dr et V;

l'opérateur de différence arriére par rapport a la variable 4, alors nous pouvons noter

l
Vil = jgz()\l) — jgz()\kfl) = ZJ?V)\I et 14 = Vi, 1 S k S l S M. (2.1.1)
i=k
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Lorsque la variable par rapport a laquelle la différence est appliquée est évidente, nous
omettons de ’écrire et notons simplement V.

Dans la suite, les temps \jn seront notés t;, 0 <i < M et les temps A9n seront notés
tU), 0 < j < m afin de simplifier la notation. Il est alors facile de calculer la variance des

accroissements S, (t;) — Sy (t;_1). Par (2.1.1)), nous avons

V (Su(t) = Sulti-1)) =

Pkl \og N, veD,, 1<k<Il<M. (2.1.2)
log 2
Par exemple, lorsque M =2 et A\; = 1/2 comme dans [25], alors

03/2
log 2

V@Mm:ﬁQMNetV@ﬁQmD:

log N.
log 2 o8

Avant de passer a la preuve de l'ordre 1 du maximum et I’ordre du nombre de hauts
points, nous devons introduire quelques notions pour bien comprendre 'intuition derriére
la preuve et en particulier I'idée de chemin «optimal» qui sera récurrente. Nous notons par
OE (Ri)[o’l] — (Ri)[m] ce que nous appelons 'opérateur de concavification. Cet opérateur
prend en argument une fonction positive sur [0,1] et retourne la fonction définie par
I’enveloppe convexe du graphe de la fonction prise en argument. En particulier, la fonction
retournée est concave, d’ou le nom de 'opérateur. La figure illustre un exemple de
fonction J,2 ot o(-) prend 7 valeurs différentes (les valeurs précises ne sont pas importantes)
et I'application de I'opérateur * & J,2. Puisque o est une fonction par paliers, la fonction

Jy2 est concave et a la forme d’une ligne polygonale. Les endroits dans l'intervalle [0, 1] ou

la pente de cette ligne polygonale change sont notés par
0= 20 <\ < <A =g,

Nous avons bien stir que m < M. Les segments de droite :702

NGOG 5 L < g < m sont
appelés les composantes converes du modele.

Notons 7; € {0, ..., M} I'indice tel que A\, = AU) (en particulier Ty = 0 et 7, = M). La
pente de la fonction jaz sur le segment ])\(j -1, )\(j)[, c’est-a-dire la pente de la composante

convexe sur 'intervalle en question, est donnée par

d -
L

_ Vmiatlm o T
NG-DAD[ = oy = Vmy_it L
Vo,

La barre au dessus de vg;_ 41+, veut simplement dire qu’on normalise la composante

de la variance d’un accroissement en (2.1.2)) par la longueur de l'intervalle sur lequel
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7 Vg,
Vn, + |
ve | -~ |
ond V’J’” : |
Vl/m T 2 : : :
pente = Vg, ! | | |
0 A Ao A3 M s A6 1 s
Ao A A2 A®) A7
A0 A@)

FIGURE 2.2. Exemple de 7,2 (ligne fermée) et son concavifié 7, (ligne
pointillée) avec 7 valeurs pour o2(-) et 4 composantes convexes.

Paccroissement est pris (en terme d’échelles), ici cette longueur est VAG) = A0 — \G-D),
La pente donnée par cette dérivée est appelée la pente effective du modele sur I'intervalle

JAG=1 XG)[. De plus, remarquons que
VVWJ- == V’Tl'j - V’Tl']'_l = I/7Tj—1+117rj

pour tout j € {1,...,m}, alors la pente effective sur intervalle ]A\U=D, \U)[ peut aussi s’écrire

comme Vvr,. Remarquons finalement que la concavité de la fonction jﬂ fait en sorte que
Vvr, > Vg, (2.1.3)

pout tout j € {1,...,m — 1}. La figure illustre cette propriété absolumment cruciale pour
la suite. De méme, si j; € {1,...,m} dénote 'indice tel que AU < X; < AU | alors nous

avons aussi que

Vrj, 141,75, > Vﬂji—1+17k (2'1'4>

pour tout ¢ € {1, ..., M'} et pour tout k € {mj,_1+1,...,M}. La figureillustre cette propriété
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Ve, 1+ g
Vrs T Vro+1,m2 o |
R I
/1 . | |
Unot1,4 b T l ' ‘ |
1 l l
“\ Vmot+l,ms | |
| | Umorim |
| | |
vyﬂ-l T J : : :
pente = Uro 115y /1 . e | |
S ) | :
R 1 | |
[0 0 I I I
B I I I
RO I I I
| . | | |
L | | |
< | | |
RS I I |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
l l l l
| | | |
| | | |
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A As A6 1 s
A2 A®3) A7
A4

FIGURE 2.3. Comparaison entre la pente effective sur 'intervalle JA(), X(D[
et les pentes U 11 avec 7 valeurs pour 02(-) et 4 composantes convexes.

tout aussi cruciale pour le cas j; = 1. En fait, I'inégalité est toujours stricte pour les indices
ke {m;, +1,..., M}, mais il peut arriver que J,2 touche a J,2 sur lintervalle A= AG[,
alors I'inégalité n’est pas toujours stricte pour les indices k € {m;,—1 + 1,...,7;, — 1} comme

pourrait le laisser croire ’exemple de la figure [2.3

2.2. PREMIER ORDRE DE CONVERGENCE DU MAXIMUM (NIVEAU v*)

A chaque instant du temps dans le processus de branchement, il existe une compétition
entre le nombre de particules et la hauteur probable du maximum. Puisque la variance
des accroissements de longueur 1 est constante dans les intervalles de temps [t;—1,;]
(i € {1,...,M}), on s’attend & ce que le maximum du processus sur ces intervalles augmentent
de facon linéaire comme pour les MAI. En fait, nous verrons dans la preuve du prochain
théoréme que nous avons davantage ; le maximum atteint les mémes ordres aux temps ) <
t? < . < tm) quwatteindrait un processus de MAI dont la variance des accroissements

de longueur 1 dans les intervalles [tU~1t0)] (j € {1,...,m}) serait égale & la pente
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effective correspondante Viy,. Ainsi, les pentes effectives jouent une sorte de role de
variances dominantes des accroissements dans le processus. Ce sont elles et les échelles

MO <« XD < < X qui déterminent Pordre de grandeur du maximum au temps n.

Théoréme 2.2.1 (Convergence d’ordre 1 du maximum). Soit {S,}vep, le champ dune

MABI de parameétres (o, X) sous la définition alors

maxyep, Sy "

lim

= babilité
N—=oo  log N2 log 2 e prodapite

0 7" = (0, X) = Ty /T, VAU,

Avant de prouver le théoréme, nous donnons un argument heuristique puis nous définis-
sons la notion de chemin optimal dans ce contexte pour aider la compréhension du lecteur.
La preuve du théoréme suivra directement des lemmes [2.2.2] et [2:2.3] un pour chacune des
deux bornes.

Supposons que nous voulons connaitre le nombre de particules en moyenne au temps t;

qui atteignent ’ordre \/% log N pour un certain v; > 0, c’est-a-dire I'espérance du nombre
de particules dans I’ensemble Ay = {U €Dy, | VS,(t1) > \2/% log N} ot g = 0. Il suffit
— 2
d’utiliser la linéarité de I’espérance suivi d’estimés gaussiens, ot V (VSv (tl)) = 0110?2\1 log N
pour tout v € Dy, , pour obtenir les deux bornes suivantes :

2

_ QV’YI 1 72(371)

E[[An,q[] = N*MP <vs t1) > ——=1o N) = — - N*MN VM

H NJH U( 1) - \/@ g (10gN)1/2

car nous avions |Dy,| = N?*. Ici, < veut dire que I'espérance est bornée des deux cotés
par la quantité de droite multipliée par une constante qui dépend du c6té, mais pas

de N. Parmi les particules dont l’accroissement sur l'intervalle de temps [0,%;] atteint

l’ordre \2/% log N (s’il y en a), on peut se demander combien en moyenne auront un

accroissement sur l'intervalle de temps [t1, o] qui atteint I'ordre \2/% log N pour un certain

v2 > 0 de sorte que les accroissements en question, lorsqu’on les additionne, atteignent

au moins ’ordre \/% log N sur lintervalle de temps [0, t2]. Encore une fois, si on note

Ang = {v €Dy, | VS, () > j%logN Vi e {1,2}}, alors en utilisant la linéarité de

I’espérance et I'indépendance des accroissements dans le temps suivi d’estimés gaussiens,

o V (V5,(t)) = %’

log N (i =1,2) pour tout v € Dy,, nous obtenons

2
2V | )v NI D

2
E(Anal) = N2 P (VSU“Z‘) = Viogz 2" 7 Tlog )

=1
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car nous avions |Dy,| = N?*? candidats potentiels. En itérant ce raisonnement, nous aurons

2
1 2772 sz‘il vazi
E [|An,m|] = WN N o

ou Ay = {v €D, | VS,(t;) > %logl\f Vi € {1, ,M}} En particulier,

_log(E[[Anu]) & (V)% .
D T 2

Notons que les points dans I’ensemble Ay ps atteignent au moins I'ordre \/M log N. Ainsi,
Eni (71,72, .., Yar) est une borne inférieure sur I’'ordre du nombre de points (en moyenne)
atteignant 'ordre % log N a la limite. Pour chercher 'ordre 1 du maximum, il serait

donc intuitif de maximiser vy sous les contraintes

o i VFYZ)Q
() =D | VA — VN, >0, 1<k<M (2.2.1)
=1

afin qu’il y ait des particules disponibles a toutes les étapes du processus itératif décrit
plus haut et d’espérer que cette borne inférieure soit aussi une borne supérieure. Nous
verrons dans la preuve du théoréeme que la quantité v* = 7, qui maximise y,s sous
les contraintes est la bonne pour obtenir les deux bornes.

Nous appelons chemin optimal normalisé pour ’ordre 1 la ligne polygonale qui lie les
points (0,0), (A1,77), (A2,73), ..., (1,7},) ou le vecteur (77,73, ..., 7};) maximise la fonction
Y = Zf\il V~; sous les contraintes . La résolution de ce systéme est ’objet du
probléme d’optimisation #1 de 'annexe [A] La valeur du chemin optimal normalisé aux

échelles 0 = A\g < A1 < ... < Ay = 1 est donnée par :

l l
GOy =2 =374 /Y VAD) =3 [V, VAW, 0<1<m, (2.2.2)
j=1 j=1

m+k 2
“V i
Cw*O\erk) ’Verk = Cv l) + Z

B ——
i=m+1 14/ VVﬂ—H_l

et (y+(-) progresse linéairement entre ces échelles. En général, nous pouvons écrire le chemin

0<i<m-—1, 0<k <V,

optimal normalisé sous forme continue de la fagon suivante :

m 9 () G=1Yy — 7,(\G-1)
9= [Py 2 TN 2 00 gy
0 d\70'2

b
j=1 \/VI/W].

La figure [2.4 illustre un exemple d’un tel chemin lorsque le processus de MABI possede 7

(2.2.3)
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T N O i i e ‘
O O P ‘
G A = m o m o meee
O | | |
— — | |
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Ao A A(2) A3 A7
) A4

FIGURE 2.4. Exemple de (y+(-) (ligne foncée) et de son concavifié CAV*(-)
(ligne pointillée) avec 7 valeurs pour o2(+) et 4 composantes convexes.

parametres de variance et 4 composantes convexes. Nous appelons chemin optimal pour

lordre 1 de la MABI le chemin

* o 2€*8
LN(S): V%log]\r?

Notons en particulier que ce chemin, évalué a la derniere échelle, donne I'ordre du maximum

s €10,1].

de I’énoncé du théoreme [2.2.1] c’est-a-dire que L3 (1) = \/2% log N. La description du

chemin optimal sera cruciale pour la preuve des deux bornes du théoreme. Notamment, les
particules de la MABI doivent étre prés de ce chemin a toutes les échelles du temps avec
trés grande probabilité pour espérer atteindre ’ordre du maximum.

Méme si les expressions semblent compliquées, elles ont une interprétation assez simple.
En effet, les valeurs du chemin optimal aux échelles AV < X&) < .. < X\(™) correspondent
aux ordres du maximum aux temps correspondants V) < t@ < ... < (™) pour un processus
de MAI dont les accroissements de longueur 1 ont une variance de VTWJ sur les intervalles
de temps [t(jfl),t(j)], 1 < 57 < m. Les valeurs du chemin optimal entre ces échelles

de temps progressent exactement comme le maximum de MABI sur les intervalles de
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temps respectifs [t(j _1),t(j)] avec parametres de variances ox;_, 41, ..., 0r; et dont I'unique
composante convexe a une pente effective de Vz/ﬂj.

Lemme 2.2.2 (Borne supérieure pour l'ordre 1 du maximum). Soit {S,}yep, le champ

d’une MABI de paramétres (o, X) sous la définition et v* =~*(o, ), alors

_ 2y
P Sy > logN | <
(zlzrel%)}: ~ log?2 08 ) -

o, C > 0 dépend seulement des paramétres du modeéle.

C
Vlog N

Comme mentionné plus t6t, les constantes ¢ et C' désignent respectivement des petites
et grandes constantes pouvant changer d’une ligne a 'autre. Elles peuvent dépendre des

parametres du modele, (o, A), mais ne dépendront pas d’autres variables sauf si indiqué.

DEMONSTRATION DU LEMME [2.2.2] Notons les ensembles suivants :
Hy () = {veDy | S0 2 Ly}, 1<j<m

qui représentent les particules dans D,(;) dont I'accroissement sur I'intervalle de temps [0, ¢l )}
dépasse 'ordre du chemin optimal a 1’échelle correspondante. L’idée est de décomposer
la probabilité qu’au moins un point du processus au temps n dépasse ’ordre optimal en
regardant quel était le premier temps t@) 1< 7 < m ou 'ensemble H%,j(’y*) était non-vide.

Nous avons la borne supérieure suivante sur la probabilité de I’énoncé :
P ([H3m(v")] > 1)

<SP (HEL ()] = = U (0] = 0, [HR (7)) = 1)
=1

<3S N2 max P (Su(tD) > Ly(AD), 8,(t9)) < Ly (D) W) € {1,...,1=1}) (2.2.4)
=1 he10)

ol nous avons utilisé la sous-additivité pour les deux inégalités. Par un estimé gaussien, ou

v (VS’U(t(l))) = Z)’;l log N pour tout v € D), le maximum en ([2.2.4)) est borné par

Vvr
T G T15 Y2 10) W
V2r Ly, (AW) 2 Yoo N |~ VigN

log 2

V@) /
lorsque [ = 1, car L*;V()\(l)) = % log N. Pour conclure, il suffit donc de montrer

_oa()
CNIW pour tout

[ € {2,...,m}. Nous traitons les cas [ > 2 dans la suite. Pour simplifier les expressions,

que les probabilités en (2.2.4)) sont bornées (uniformément en v) par
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notons (X}, ..., X!) = (S,(tM), ..., S,(t®)), 2 <1 < m. En conditionnant sur la valeur que
prend le vecteur (X}, ..., X\71), v € D,, la probabilité en (2.2.4) donne (pour tout [ fixé) :

v
Lx, (W) LA (A1)
/ / P (x> IAAY) | X5 = 2, XD = 21) folr, i) ey
—0Q —0Q
oil f, dénote la densité du vecteur aléatoire (X/,..., X4~1). En utilisant I'indépendance des
accroissements dans le temps, nous pouvons réécrire la derniére intégrale comme
L5 (AD) L5 (A0=D) . l
/ / B (VX! > Ly(AO) — 2i) ol e m)deiogoday. (2:2.5)
—0Q —0Q

. , . N 1 _ vVTrl
Par un estimé gaussien, ou V (VXU) = Tog2

log N pour tout v € ID,u), la probabilité dans

Pintégrale est bornée (uniformément en v) par

Vg
g2 108 IV exp C1(IAAY) —zy)?
V2r(Ly (D) — 211) 2 logN
* (D) « (\(1=1)y _ 2
<% ep <_; (VIHOO) + L) ~ ) )
Viog ot log N
C R L ()\(l_l)) — T
< ——N" VW exp (—2 N : (2.2.6)
Viog N (log 2)~1/2, /Yy,
NSO
La premiere inégalité vient du fait que L}*V()\(l)) —T_1 > VL?V()\U)) = QV/\IOWVZ log N par

les bornes d’intégration de la variable x;_1 en (2.2.5)). La seconde inégalité vient du fait que
nous bornons par 1 la troisieme exponentielle aprés décomposition du carré sur la deuxieme

2VAY Gient de la premiere exponentielle dans la décomposition et du

ligne et le terme N~
fait que (VL (A\1))? = 4V>\(l)z%(log N)2. En regroupant I'estimé gaussien (2.2.6) avec
Iintégrale en (2.2.5)) et I'inégalité (2.2.4)), il suffit de montrer que

) o L5071

_ L5 (AM) LDy 2—— N~
NPV ax / N / : e W0z 712 /Tum fo(@1, oy 2—1)day—1..dy (2.2.7)

veD, 4y J—o00 —00

est plus petit qu’une constante C' pour tout [ € {2,...,m} afin de conclure.

Or, en effectuant le changement de variable Y, j = VX7 — VL}*V()\(j)), 1<j<Il-1,nous
pouvons réécrire (2.2.7)) comme -

_ 1Y
ACD S N O VR L e s e
N vfefbaf()/ / / € LGu(Y1y o Yi—1)dyi—1--dyn (2.2.8)
(1) J—00 J—00 —00

ol g, dénote la densité du vecteur aléatoire (Y31, ..., Y, —1). Par I'indépendance des variables
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aléatoires Yy 1,...,Y,;—1 (qui vient du fait que les accroissements V X/ sont indépendants en

j pour chaque v fixé), la densité g, se sépare en [ — 1 densités normales, c’est-a-dire

Gy, - Y1-1) = gy, (1) * - 9y, (Ui-1)

Vg, . o
10223 log N, 1<3j<1—1pour tout v € D,u. Ainsi, nous pouvons

o V (Yoyg) = V (VXF) =

borner chaque densité gy, ; (uniformément en v) :

(5 + VIR OD))’

( ) 1 1

9v,,;\Y5) = exXp | —5 Vim

’ YV, 2 Vr
V2\ [ 1508 log N Tog2 108 N

C . .
< N2V exp | —2 Yj

Vl9og N (log 2)~1/2 /Vij

ou nous avons borné la premiere exponentielle par 1 dans le développement du carré de

la premiere ligne, le reste étant comme pour l'estimé gaussien en (2.2.6). En regroupant
toutes les bornes sur les densités, (2.2.8]) est borné par

- log 2 log2
C 0 —% > l.:2 y; =1 Qyj( o8s _ )
(l]\f)ll/ / / j=171 He Nz Vv, dyl—l--- " (2'2.9)
og 2 —00 J —00 —00 =1

Le point crucial ici est de remarquer que les grandes parenthéses dans les exponentielles
sont toujours strictement positives, car Vv, > Vg, > ... > Vg, par la propriété (2.1.3)
du modele. Dénotons ces grandes parentheses par 3;;, 1 < j <1 — 1. La premiere intégrale

(a partir de l'intérieur) donne donc

1—2
- i—1 Y3 _ =2
/ ZJ 1 626171,1y171dyl_1 _ 1 e 2B1-1, Zj:l Yi

o 2811,
Par suite,
1 s =3 1 1 -3
672&,1’1 Zj:l Yj / =t 62(31—2,1—51—1,1)91—2dyl_Q — 67251*2,12;‘:1 ij
2811, —o 281-1,12B1-2,1-1
-1 _ -1
1 6_2’83’”“ / vt 62(52,l—ﬂ3,l)y2dy2 — 1 6—252,11117
=3 2Bj7j+1 —o0 =2 2/8j7j+1
-1 1 -1 1

0
/ 62(51,l—52,l)y1dy1 _
—00

iz 2P+ =i 2B+
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Ainsi, toutes les intégrales ensemble en (2.2.9) donnent

-1 1 -1 1

< max < 00
joi 2B ) T asismo\ o2 285504

qui est uniformément borné en [, car m < oo et tous les [3; j;1 sont strictement positifs
o e . . 1-1

par définition. En somme, (2.2.9), et par suite (2.2.7)), est borné par C(log N)™2z pour tout

1 €{2,...,m}, ce qui est plus fort que ce que nous voulions. La borne dans ’énoncé vient

du cas [ = 1. Ceci termine la preuve. =

Il est facile de voir qu’en introduisant un facteur e¢ dans la probabilité de I’énoncé
de la borne supérieure, nous aurions eu une décroissance exponentielle de la probabilité

P (maxve]@n 5’1, >

27* . 7 .
\/@(1 +¢€)log N ), car nous aurions eu des facteurs € supplémentaires
dans les estimés gaussiens de la preuve. La démonstration de la borne inférieure, quant a
elle, ne peut pas fonctionner sans ce facteur. Elle est donc plus délicate en ce sens et aussi

parce qu’elle fait intervenir les covariances du champ.

Lemme 2.2.3 (Borne inférieure pour 'ordre 1 du maximum). Soit {S,}yep, le champ
d’une MABI de paramétres (o, X) sous la définition et v* = v*(o,A). Pour tout

0 < e <1, il existe une constante c(e) > 0 (qui dépend des paramétres du modéle) telle que

5 <« 2 0
< —(1 - < .
P(%%ifs”— \/@(1 e)logN) <N

Introduisons d’abord quelques notations. Posons oy = %, 0 <k < K des échelles de
I'intervalle de [0,1] ou K € N devra étre choisi assez grand dans la preuve. Notons de
plus rx = a1 = 1/K et 0y = agn, 0 < k < K pour simplifier ’expression de certains
temps. Notons aussi p; € {1,...,m} l'indice qui est tel que A=) < aj < M) Nous
pouvons supposer sans perdre de généralité que 0y € Ny pour tout k € {0,..., K} comme
nous pouvions supposer que t; € Ny pour tout i € {0, ..., M} (voir la discussion suivant la
définition de la MABI pour un rappel). Nous choisissons K assez grand dans la preuve
pour au moins avoir que la partition des a4 est plus fine que celle des \;, c’est-a-dire que
2rg < minj<;<pr VA et K € Ny pour tout i € {0, ..., M'}. En particulier, a; < A\; < A
et 1 = 1 sous cette hypothese.

L’idée de la preuve est d’appliquer la méthode de deuxiéme moment tronquée introduite
a la section 2.1 de [30]. Notez que des variations de cette méthode ont été utilisées par le

passé dans [19], [33] et [1] notamment. Nous voulons appliquer I'inégalité de Paley-Zygmund
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pour borner inférieurement la probabilité qu’il y ait au moins un point dans ID,, dont les
accroissements de longueur rxn dans 'intervalle de temps [01, n] soient tous plus grands

que certains ordres qui, lorsqu’on les additionne, suivent le chemin sous-optimal suivant :

Ne(s) = (L—e)Ly(s) = \/@( ) , s€[0,1], 0<e<1.

Nous voulons ensuite borner inférieurement le premier moment de la variable aléatoire qui
compte le nombre de tels points et supérieurement le deuxiéme moment de la méme quantité
pour montrer que le ratio d’espérance qui intervient dans I'inégalité de Paley-Zygmund tend
vers 1 lorsque N — oc. Il restera ensuite simplement a borner une probabilité résiduelle en
rapport avec 'accroissement des points sur l'intervalle de temps [0, 6;].

Les variables oy, servent a diviser trés finement 'intervalle de temps [0, n] afin de pouvoir
choisir la longueur de I'intervalle [0,6;] assez petite pour que la probabilité résiduelle tende
vers 0 lorsque N — oo et aussi afin d’avoir un contréle similaire pour d’autres technicalités
de la preuve. Nous choisissons de restreindre € a Uintervalle |0, 1] pour une technicalité
a la fin de la démonstration et aussi afin d’avoir que L} (s2) — L}y (s1) > 0 pour tout

0 < s1 <82 <1 et ainsi pouvoir appliquer les estimés gaussiens.

DEMONSTRATION DU LEMME [2.2.3] Définissons d’abord les variables aléatoires suivantes :

NeE) = ) Livs,, )>VLY (a;) ViE{2 K})
vED,

qui comptent le nombre de points dans ID,, dont les accroissements, lorsqu’on les additionne,
dépassent les ordres sous-optimaux dans I'intervalle de temps (01, n]. En considérant N3 (K),
nous ne perdons pas grande précision en laissant tomber le premier accroissement VS’U(Hl),
car nous avons un contrdle sur la longueur de l'intervalle [0, 6] :

K

P (maxS < Lyl )> <P | max S V5,(0) < L. (1) — Lk (1)

+P QI)Ié%)X Sy < L?V,Qe maX Z VS > L (1) - L?V,e(al)

<P (Nj (K)=0) +P (g)n VSu(0h) < —(Liyo(1) — Li (on) — L?me(l))> . (2210)
vEDy,
Pour obtenir la derniere probabilité en (2.2.10]), nous avons utilisé le fait que
2
2 <7*e g (al) —€)
* * * \/ Vle *
1) — — 1) = log N >
N,e( ) N,e(al) N,2e( ) Tog 2 og \/7

log N >0




34

pour K = K (€) assez grand. En utilisant la symétrie des variables gaussiennes, la sous-

additivité et un estimé gaussien, ou V (V&,(Hl)) = %g(;l) log N pour tout v € Dy, :

. - e - ~*e
< — = > —
P (Jélﬁrgll VS, (01) < log N) P (gﬁ;ﬁ VSy(01) > Tos0 log N)

i
a
OS]

[\l

* 2
Y*e
< N?"K exp —1—< ; 102g2 o N> car |Dg, | = N?K
2 rKlf)g(Zal) log N

y*e)?

2 < N~

2

< NF

Sk

pour K = K (€) assez grand ou c1(€) > 0 est une constante appropriée. Par conséquent, la
derniére probabilité en (2.2.10) est bornée par N—¢1(9),

Pour conclure, nous voulons montrer que P ( ](, J(K) = 0) < N—2(9) pour une constante
c2(€) > 0 que nous déterminerons plus loin. Par I'inégalité de Paley-Zygmund (avec 6 = 0),

la probabilité complémentaire est bornée inférieurement par un ratio d’espérances :
2

(B Wi (1))

E | (M. (K))?]

L’idée est de borner inférieurement le premier moment et supérieurement le deuxiéme

P (N3 (K)>0) > (2.2.11)

moment afin de montrer que le ratio tend vers 1 lorsque N — oo.

Par linéarité de ’espérance, I'indépendance des accroissements dans le temps et des

_ 2 .
estimés gaussiens, ou V (VSU(Qj)) — KO (%) log N, 1 < j < K pour tout v € D, nous

log 2
pouvons borner le premier moment de Ny (K) : 2
27'K02(aj)
———————(1—€)log N
rro?(a;) _1 ( 10g2v Vﬂjl’w“j )
K J IOgN 3 o2 (o)
* 2 10g2 K] 2J log N
E[ N,({(K):| > N H e og
Jj=2 \/7 2ro?(aj)
2 | —F==L—(1—¢)log N
(\/@\/Vuj’/ﬂuj
T 02(a1) N2
AR 9 yeo-a-oyteE ) (2212)

"~ (log N)z(K=D

= NFN,K e (K)
Avant de borner le deuxiéme moment de /\/'J(,E(K ), introduisons quelques notations pour
raccourcir les prochaines expressions :
P =P (VSu(0) > VLN (), weD, 1<j<K,

Piwi = P (V5u(0)), VS.(0)) > VIx (o)), wv€ED, 1<j<K.
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Maintenant, pour le deuxiéme moment, nous avons

E[( ;Q,E(K))ﬂ: 3 P(vSu(ej),vSU(ej)szV@(aj) Vje{Q,...,K}). (2.2.13)

uwED,
Nous pouvons décomposer cette somme en fonction du temps de branchement p(u,v) de
chaque couple de points u,v € D,,. En particulier, les temps de branchement déterminent
les corrélations en u et v des accroissements V.S, (6;) et V.S, (6;), et nous permettent de
réécrire chacune des probabilités de la somme de maniére appropriée. Soit r € {0, ..., K — 2}
et u,v € Dy, tels que 6, < p(u,v) < 0,41, alors les accroissements dans 'intervalle [0, 6,1]
ne sont pas tous indépendants (pour chaque j fixé) et ils le sont ensuite dans l'intervalle

[0r+1,n]. En effet, si 8; € {1,..., M} dénote l'indice tel que A\g, 1 < aj < Ag;, alors

o3, V0; sil<j<r
@ (Vgu(ej)a VSU(Hj)) = U%j (p(u,v) —6,) sij=r+1
0 sir+2<j<K

pour tout j € {1,..., K}. En particulier, VS, (6,41) et VS,(f,11) ne sont pas indépendants

sauf lorsque p(u,v) = 6,. Ces propriétés de dépendance nous permettent de réécrire la

somme de ’équation ([2.2.13)) comme

r+1
> Hpuﬂ%,ﬁZ > Hpuw H Puglhgt 2o Hpuw
u,0ED,, Jj=2 u,vEDy, Jj=r+2 ueED, j=2
00 <p(u,v)<61 0,«<p(uv)<97+1 pluw)=0k

ou un produit sans indice est toujours égal a 1. Notons que v = v lorsque p(u,v) = O, alors

Pyvj = Pi,; pour tout j € {1,..., K} dans ce cas. De plus, I'inégalité Pyuvj < P, pour tout

j €{1,..., K} est triviale, alors la derniére expression est bornée par

r+1
> Hpu,ypy,] + Z > pr H Ppet+ H po, . (2.2.14)
u,vEDy, 7j=2 u,vEDy, Jj=r+2 ueD, j=2
Bo<p(u,v)<61 €T<p(u v)<97+1 ——

®3)

1 2)r
En utilisant 'indépendance des accroissements dans le temps et en ajoutant les termes
manquants dans la sommation de (1), nous avons la borne suivante :
W= > P(VSu) > VLi(0),2<j<K)P(VS(0)) > VL (a)),2< j < K)

u,v€D,
00 SP(U7U)<91

2
< (Z P (V5Su(0)) > VL (o) Vj € {2,...,K})) = (E] X,AK)DQ.

u€by,
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Nous pouvons borner supérieurement (3) par des estimés gaussiens comme nous avons fait
pour la borne inférieure du premier moment en ([2.2.12]) et nous trouvons

TKUQ(DQ) (176)2

(3) < N2A-(1=*) N Vom,

2 NHNKeK) (2.2.15)
Maintenant, pour tout r € {1, ..., K — 1}, notons que la sommation en (2), possede au plus
N2(NZre)(E=m) (2.2.16)

couples de points. En effet, soit u,v € D, tels que 6, < p(u,v) < 6,41, alors il y a N2

(K—r) K—r)

possibilités pour u et au plus (N?7%) possibilités pour v, car il resterait (N27x)(

choix pour v si nous demandions seulement que p(u,v) > 6,.. En utilisant des estimés

— 2 .
gaussiens, ou V (VSU(Qj)) = TKgg(;J) log N, 1 < j < K pour tout v € D, nous avons la

borne suivante (uniformément en v) :

2 2
2r 02(a-) 2r 02(a-)
#(lfe)logN #(176)10gN
) +/log 2 /V/"ijﬂj 4/log 2 /Vujuﬂuj
+1 —32

r T ‘72(‘1') K s 02(11-)
(2)r < N3(NT=)ED T e gz los N 1T « KD 10y
J=2 j=r+2
o) (12 —2( K TK"%‘J)) 1—)2
< N20-0-) NS ) ek =2 Ty ) 47 (2.2.17)

= NFN, K, (K) = NFN,K,e(T)

Posons ’{?V,K,e = maxj<,<k—1KN,K,(r) et remarquons que la borne sur (2)x_; en (2.2.17))
est plus grande que la borne sur (3) en (2.2.15) par un facteur de sy g (K — 1) = N2,

Ceci nous mene a borner I’équation (2.2.14)) et, par suite, le deuxieme moment :
2 .
B [N ()] < (B [N ()] )+ B Nsaceld) L N, (2.2.18)

Maintenant que nous avons les bornes voulues sur les deux premiers moments (voir

la borne (2.2.12)) pour le premier moment et la borne (2.2.18) pour le deuxiéme moment),
nous pouvons borner inférieurement le ratio d’espérances de l'inégalité (2.2.11)) :

(E [N]’\},g(K)]>2 . 1 — K - NENEeE) | NEN K.
E (Wi (B2 14 KN(EN[;N%VDNK - (& 75, 0)])
NEN K.

>1—-C(K,e) - (log N)E-1 (2.2.19)

’ NENK,(K)



37

ou nous avons utilisé 'estimé élémentaire 14%1 > 11—z, ¢ > 0 pour obtenir la deuxieme

inégalité. A la vue de (2.2.19)), il suffit de montrer que KN (K) > K . +2c2(€) pour avoir
que le ratio d’espérances en ([2.2.11)) est borné inférieurement par 1 — N9, (est-a-dire,

nous voulons que

rro?(ay) K rro(a;)
1-(1-e)+ =——10-e’2rg(K—r)— | >, =——ZL | (1-¢?+2ce)

Vm it ViV,
pour tout r € {1,..., K — 1}. Aprés quelques simplifications, nous voulons montrer que
r+1 2 )
a >3 reo(ay) (1= €)% + 2c5(e) (2.2.20)
= VuVm,

pour tout r € {1,..., K — 1}. Le facteur (1 — €)? nous permet d’obtenir I'inégalité ([2.2.20)
pour K = K(€) assez grand. En effet,

= ViV,
r 2 . 2 2
=a, — ZTKO' (a]) (1 —6)2 4 <TKO— (a1)> (1 —6)2 o (TKU (ar—i-l)) (1 —6)2
J=1 v:u‘jl/ﬂ—/"j Vv V“THV”MH
r 20 . 1 2 2 r
> |, — Z T’é(o-(a]) (1 o 6)2 + Oér(l - (1 - 6)2) . E O'V(Otl) _ VU (Oé +1) (1 - 6)2
j:1 g Vﬂ"uj ]/71-1 Hr41 Vﬂ-l‘w-+1
>0
1 |0%(aq) o?(ary1) 2
>ap(1—(1=e)?) — - (1—€" = ()
K | Vv, VMHVT%H

La premiére inégalité vient simplement de l'introduction de la valeur absolue et la seconde
inégalité découle du fait que la quantité entre crochets sur la troisiéme ligne est toujours
positive par notre choix du chemin optimal (voir probleme #1 de I'annexe . Lorsque
ar < apy1 < A, la quantité en valeur absolue dans (#), est nulle, car 02(ay-41) = 02(a) = 0%

et 1,41 = 1. Par conséquent, (), > rx (1 — (1 — €)?) dans ce cas. De plus, lorsque a; > Ap,
oy C 2o M 2 2
)21 -(1-€) - (1= 2 T1-1-¢7) 2rx(l—(1-¢€))

en choisissant K = K (¢) suffisamment grand, car nous avons supposer que 2rx < A1 avant
la preuve. L’inégalité (2.2.20) découle directement en posant 2ca(€) = ri (1 — (1 —€)?). Ceci

termine la démonstration. ]
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2.3. NOMBRE DE HAUTS POINTS ATTEIGNANT LE NIVEAU 7 € |0,7*]

Dans cette section, nous voulons obtenir I'ordre du nombre de points dans D,, qui

atteignent un certain ordre \/120'7? log N ou v € ]0,v*[. Il ’agit des hauts points au niveau ~y

et ils sont dénotés par I’ensemble H%(v) = {v €D, | S, > \/1207? log N}.

Théoréme 2.3.1 (Ordre du nombre de hauts points). Soit {S,}vep, le champ d’une
MABI de paramétres (o, X) sous la définition et v* = (o, N). Supposons de plus
que v € 10,7*[ et v=D < v <4 pour un certain l € {1,...,m}, alors

g (HR0))

A low N2 =& en probabilité
—00 og

0l EX = EX (0, A) = (A A=) - =GO Gy 2 1 6) (g A) 2 ¢ (AD)) 4 Lt

v 1,M /
m—1+1, Vir,

pour tout j € {1,...,m} et (0 = 0.

La preuve du théoreme suivra directement des lemmes et un pour chacune
des deux bornes. Par le méme heuristique qu’a la section précédente, ’espérance du nombre
de points dans Ay ps borne inférieurement le nombre de points (en moyenne) atteignant

%gQ log N & la limite si on demande que ~y; = . En particulier,

lim M — 1‘42_1 <V/\z _ (V’Yi)2> + <V/\M _ W) (2.3_1)

N-o00 log N2 et o2V \; o2, VAm

Pordre

est noté & (y1,...,7m—1) et borne inférieurement 1’ordre du nombre de points (en moyenne)

atteignant ’ordre \/1207? log N. Ainsi, il est sensé (comme précédemment) de maximiser la

fonction &, (1, ..., var—1) sous les contraintes

: (V)2
Ex(r1 k) 230 (VA= 5= ] 20, 1<h<M -1 (2.3.2)
=1 ) 1

afin qu’il y ait des particules disponibles & chaque étape du processus itératif décrit a la
section précédente et d’espérer que cette borne inférieure soit aussi une borne supérieure.
Nous verrons dans la preuve du théoreme que la quantité & = Ev(Vs e Yhr—y) qui
maximise £ (y1,...,7am—1) sous les contraintes est la bonne pour obtenir les deux
bornes.

Nous appelons chemin optimal normalisé pour les hauts points la ligne polygonale qui
lie les points (0,0), (A1,77), (A2,73)s --os Anr—1,737—1), (1,7) ou le vecteur (4, ...,vx—1)
maximise la fonction sous les contraintes . La résolution de ce systeme est
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I'objet du probléme d’optimisation #2 de I'annexe [A] Nous voyons d’abord que le chemin
optimal normalisé se comporte différemment selon la hauteur de v dans l'intervalle |0, v*|
Lorsque le modele possede m composantes convexes, alors U'intervalle [0, v*[ est divisé en m

sous-intervalles de la forme [v(l_l), 7(1)[ ou les points

m—1) < ,Y(m) _ ,Y*

0270 <7« 4@ <« <4l
sont appelés les niveaux critiques du modele et leur expression générale est la suivante :

A0 =AYy Vma+lL, M _ G (AD) + YmtbM oy o <. (2.3.3)

\/ Vg, \/ Vg, ’

Si 4D < 4 < 4® pour un certain I € {1,...,m}, alors la valeur du chemin optimal

normalisé aux échelles 0 = A\g < A1 < ... < Ay = 1 est donnée par :
C’Y()‘Wj-i-k‘) = C’y*()‘ﬂj+k)7 0 < .] < l— 2, 0 < k < Vﬂ-j+1a (234)

GOmjk) = G AD) + yw — G AY)), 1-1<i<m =1, 0<k < V.
T_1+1,M

et (y(-) progresse linéairement entre ces échelles. Pour un rappel de la définition de (y+(-), voir
(2.2.2). En général, nous pouvons écrire le chemin optimal normalisé sous forme continue.
Si 41 <~ < AW pour un certain I € {1,...,m}, alors

L Jo2(s vV AY) = 72 (A7)
Vm_14+1,M

G, (5) = G (s A XD (7= G+ (AD), s€(0,1]. (23.5)

Nous appelons chemin optimal pour les hauts points de la MABI le chemin

L) 2 22 e N, seo 1.

Vl1og?2

Notons en particulier que ce chemin, évalué a la derniére échelle, donne 'ordre de 1’énoncé

du théoréme [2.3.1| c’est-a-dire que L},(1) = \/1207@ log N. La description du chemin optimal

sera cruciale pour la preuve des deux bornes du théoreme. Notamment, les particules de la

MABI doivent étre au-dessus ou pres de ce chemin & toutes les échelles du temps (avec tres

grande probabilité) pour espérer atteindre 1'ordre \/1207? log N.

Meéme si les valeurs du chemin optimal semblent compliquées, leur interprétation est
relativement simple. En effet, les valeurs aux échelles A\ < AX®) < ... < \(=1) correspondent
aux ordres du maximum aux temps correspondants tM <@ < <D pour un processus
de MAI dont les accroissements de longueur 1 ont une variance de VTWJ sur les intervalles de

temps [t(j -1, t(j)], 1 < j <[—1. Les valeurs du chemin optimal entre ces échelles progressent
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exactement comme le maximum de MABI sur les intervalles de temps respectifs [t(j_l), t(j)]
avec parametres de variance Onj 141; -, 0n; €t dont 'unique composante convexe a une

pente effective de V. Le reste du chemin est sous-optimal (par rapport a Ly(-)) jusqu’a

9 2
I’ordre final Tog3 log N.
Afin de comprendre pourquoi le chemin se comporte ainsi, il faut revenir & I’heuristique

de la section [2.2] et réfléchir en termes d’estimés gaussiens. La fagcon de maximiser la borne

inférieure sur le nombre de points qui atteignent 1’ordre \/1207@ log N est de demander aux
accroissements VS,(A(), ..., VS, (A=) d’atteindre respectivement les ordres optimaux
VLLOAD), VIR (AED) et de combler le manque sur intervalle de temps [t(—1) 7]
jusqu’a ’ordre final désiré. C’est la facon optimale de procéder a cause de la propriété
du modele qui montre que les pentes effectives (qu’on peut voir comme des variances
effectives ou dominantes des accroissements) sont strictement décroissantes dans le temps.
En effet, puisque les pentes effectives sont plus petites vers la fin du processus, nous voulons

minimiser les ordres demandés vers la fin pour maximiser le nombre de points qui dépassent

2y
Vl1og2

doit donc maximiser les ordres demandés au début du processus et la hauteur du reste

ces ordres (tout en demandant un ordre final log N). Pour arriver a faire ceci, on

dépendra du niveau v € ]0,7*[.

Par exemple, si 0 < v < 'y(l) , alors les ordres demandés aux accroissements via le chemin

optimal seront toujours sous-optimaux (par rapport a L}(-)), car autrement, les ordres

2y
Vl1og2

l'ordre final en étant toujours au-dessus du chemin optimal ne serait pas maximal. De

additionnés dépasseraient ’ordre final log N et le nombre de points qui atteignent
facon similaire, si v() < v < ) alors le chemin optimal sera tel que seul le premier
accroissement V.S, (1)) devra atteindre 'ordre optimal VL% (A1) (car la variance du
premier accroissement est la plus grande et donc c’est & ce moment que le «colit» est
le moins cher pour demander aux particules d’atteindre un ordre élevé) et le reste du

chemin sera sous-optimal (toujours par rapport a L% (-)) jusqu’a l'ordre final \/1207@ log N.

La figure illustre un exemple de chemin optimal normalisé pour les hauts points ou
A <y <42,

L’exposant d’un niveau critique 7(1) oul € {0,...,m} nous indique le nombre d’intervalles
de temps [t(j_l),t(j)] sur lesquels les accroissements, lorsqu’on les additionne, devront
atteindre les ordres optimaux de L% (-) pour qu'un nombre maximal de points du processus
(au-dessus du chemin optimal L} (-) en tout temps) atteignent un ordre final plus grand

ou égal au niveau critique. Par exemple, si 771 <~ < 40 alors les accroissements des
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FIGURE 2.5. Exemple de (,(-) (ligne foncée), (,+(-) (ligne fermée) et CAV*(‘)
(ligne pointillée) avec 7 valeurs pour o2(+) et 4 composantes convexes.

points atteignant un ordre final de \/1207@ log N atteindront (avec treés grande probabilité)
les I — 1 premiers ordres optimaux de L% (-) et seront sous optimaux le reste du temps. Si
v = v*, alors tous les ordres optimaux de L% (-) sont atteints comme nous avons vu a la
section précédente.

Enfin, 'ordre du nombre de points au niveau +, c¢’est-a-dire 'ordre du nombre de points

atteignant I'ordre —2 log N (qui se trouve a étre la méme chose si on demande en plus

Vl1og2
qu’ils soient au-dessus du chemin optimal L} (+) en tout temps) est donné par

L (A=D)2
£r = (A0 _ xt-1y - 0= G O (2.3.6)
V7T171+1,M

Cette quantité est aussi relativement facile a comprendre. En effet, les points atteignant

I'ordre \/120'7? log N atteignent (presque toujours) l'ordre optimal au temps t0=1) et ceux

qui ne latteignent pas n’ont presqu’aucune chance d’atteindre ’ordre final désiré. Ainsi,
au temps t~Y, nous avons un nombre espéré de candidats égal & C(log N)~™-1/2, car
Em (5 s Vi, ) = 0 (voir les estimés gaussiens en page. A partir de ce point, il y a donc

un nombre espéré de C(log N)_”l—l/QNQ(’\("L)_A(Fl)) candidats pouvant atteindre l'ordre
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2¢,» (AU-1D)
Vl1og 2

log N & franchir. La fagon optimale de franchir cette

final désiré. Ces candidats ont déja atteint ’ordre log N, alors ils leur restent

2(y=¢+ (A7)
Vlog 2

hauteur (c’est-a-dire en perdant le moins de candidats) est de demander aux accroissements

une hauteur d’au plus

VSy(ta_y+1); - VSy(tar) de dépasser les ordres respectifs

Vn 11 2(y = G-(AD)) log N Von  2(7 — G (AD))
Vr 1 +1,M Viog2 T U LM oz 2

Par exemple, une MABI sur l'intervalle [t(— ¢(™)] avec une seule composante convexe

log N.

et débutant & hauteur ¢, (A¢~1)) aurait le méme comportement. Ces accroissements ont

respectivement une variance de

Vl/m71+1 log N, VVM

eery —— log N
log 2 " log 2 °8

alors I’application successive d’estimés gaussiens nous donnerait une borne inférieure sur le

nombre espéré de points, atteignant I’ordre final \/% log N, asymptotiquement égale a
2
Vv; 2(v—C¢ *(/\071)))
O N2ZOTI XD ﬁ 1 (uﬂ_m,M Vlogz 108N CN%
exp | —= — = .
(log N)M/2 20 2 1Zg§ log N (log N)M/2

Lemme 2.3.2 (Borne supérieure pour I'ordre du nombre de hauts points). Soit {S,}vep,,
le champ d’une MABI de paramétres (o, A) sous la définition et v* = v (o, A).

Supposons de plus que v € 10,7*[ et vV < v < 4O pour un certain | € {1,...,m}, alors

P () 2 v2%) < 00

Y o i) 2 ] ; 0) = 5
ot & = EX(a, A), ) = 1) (e, X) pour tout j € {1,...,m}, vO =0 et C(v) > 0 dépend

des parameétres du modéle.

DEMONSTRATION. Notons les ensembles suivants :
HY; ) = {v €Dy | 8,(89) = LE (A}, 1<j<m

qui représentent les particules dans D,(;) dont I'accroissement sur I'intervalle de temps [0, ¢l )]
dépasse l'ordre du chemin optimal (pour les hauts points) & Péchelle correspondante. L’idée
est de décomposer la probabilité quau moins N7 points du processus au temps n dépassent
l'ordre optimal en regardant quel était le premier temps t¥), 1 < j < [ — 1 ol Uensemble

7—[% j(*y) était non-vide. Nous avons la borne supérieure suivante sur la probabilité de I’énoncé :
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P (|H3(7)] > N?5)

_ _ _ -1 _
<P ([H3 ()] = o = [HR o1 ()] = 0, [HR ()] = N25) + P (U {15 (1)] > 1})
j=1
_ _ _ -1 _
<P ([H3 ()] = oo = R )] = 0, [HRm ()] = N25) + 3P ({13, ()] > 13)
j=1
Les probabilités dans la sommation sont bornées par \/lo?gliN exactement comme les termes

en (2.2.4) dans la preuve du lemme [2.2.2 car L,(-) et L} (-) coincident sur l'intervalle

[0, \(=D]. La probabilité & gauche, quant & elle, est bornée par

P(|[{veD, | 5,M) < LZ W), .., 5,(107Y) < L,(\Y), 8, > 13,(1) }| > N*)

< NN max P (S0 > L3 (1), $u(t9) < L (WD) W) € {1,..,.1-1}) (2.3.7)
vely
ou nous avons utilisé I'inégalité de Markov suivie de la linéarité de ’espérance.

vi,m
log2

Par un estimé gaussien, ou V (S’v) =

(2.3.7)) est borné supérieurement par

log N pour tout v € D, le maximum en

VL)

2 'f;g”é log N

~ Iog N Vlog N

28]
log210gNeX ( 1 (L7v(1))2>< C(v) N—Qufjw _ _C) n-eanze

_ Y _ 2y x _ 1 _ 72 .
lorsque | = 1, car Ly (1) = \/@log]\f et & =1 ot dans ce cas. Pour conclure, il

suffit donc de montrer que les probabilités en (2.3.7) sont bornées (uniformément en v)
a5

)
par = pour tout | € {2,...,m}. Nous traitons les cas [ > 2 dans la suite. Pour
simplifier les expressions, notons (X!, ..., X4=1, X™) = (S, (tM), ..., S, (t"=1), S,), 2 <1 < m.
En conditionnant sur la valeur que prend le vecteur (X}, ..., X\71), la probabilité en (2.3.7)
donne (I est fixé dans I’énoncé du lemme) :
L, (W) L (A0=D)
/ / P (X,Zn > L}Yv(l) | Xi_l =1, ,Xi = xl) folxr, ey my_1)da;_q...dxq
—0o0 —0o0
ott f, dénote la densité du vecteur aléatoire (X}, ..., X,71). En utilisant I'indépendance des
accroissements dans le temps, on peut réécrire la derniere intégrale comme
L, (W) L, (A1)
/ / P (X7 = X0 > L) = 21 ful@n, o mi1)dopyden. (23.8)
—0oC —0oQ

V7rl_1+1,M

Tog2 log N pour tout v € D,,, la probabilité

Par un estimé gaussien, ou V (X{)” — Xffl) =

dans l'intégrale est bornée (uniformément en v) par
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V2r(L(1) — 21-1) 2 Mmooy

log 2

U _1+1,M
—Togz —logN exp( 1(L7v(1)—xz_1)2>

( 1LY (1) = L (AD) + L3, (A - x11)2)

Vr_q1+1,M
log 2 log N

C N72(()\(m) 2= 1)) 5;&) exp _2 L’Jy\f()\(l_l))_xl—l
(10g2)_1/2’/7rl—1+1,M

(v =G (A(”)))>

Y -1
C N—2((A<m> _Al-D)_ 5*)exp( 9 L AY) — 2
(

ol ¢y > 1. (2.3.9)
log 2)1/2\/VV7T11)

La borne sur le ratio devant ’exponentielle de la premiére ligne vient du fait que

2(y — G (AED
LR = = (1) - L300 0) = 20250 gy v
250D — ¢ (D))

2V7r +1,M
log 2 Vieg 2y /Vg,

ou la premiere inégalité en (2.3.10)) découle des bornes d’intégration de la variable x;_1

log N (2.3.10)

en ([2-3.8) et la seconde inégalité du fait que v > (=1 par hypotheése de Iénoncé. On
utilise aussi cette hypothese pour obtenir la troisieme inégalité en (2.3.9). La deuxieme

inégalité en (2.3.9) vient du fait que nous avons borné la troisieme exponentielle par 1

—2((Alm) —X\0=1)) g*)

dans le développement du carré de la deuxieéme ligne. Le terme N , quant

a lui, vient de la premiére exponentielle dans la décomposition du carré et du fait que

(L3(1) — L (A00))2 = 40600 (g N2 o () — \0-1)) — gz = GG COD2,

V7r171+1,M
En regroupant l'estimé gaussien (2.3.9)) avec l'intégrale en (2.3.8)) et l'inégalité (2.3.7)), il

suffit de montrer que

o q-L), (-1

Y ()\(1)) Y ()\(lfl)) 2
(1-1) N N —1/2.— o
N2 11)%%}(/ / e (g2 A Ufu(x1,y ey p—q)da;—q...dzy < C()

—0o0 —0o0

pour tout [ € {2, ..., m} afin d’obtenir le résultat du lemme. Or, le terme c; 1/VU7|—Z ey >1
joue le méme role dans cette intégrale que le terme / Vi, dans l'intégrale en et L () =

L% (+) sur lintervalle [0, AE=D]) alors 'inégalité est satisfaite par le méme argument. [

Encore une fois, il est facile de voir qu’en introduisant un facteur € dans la probabilité

de I’énoncé de la borne supérieure, nous aurions eu une décroissance exponentielle de la
K 7 IS * . ’ .

probabilité P (|H§,(7)\ >N 2574'6), car nous aurions eu un facteur € supplémentaire dans la

borne ([2.3.7) ol nous avons utilisé I'inégalité de Markov. La preuve de la borne inférieure,
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quant a elle, ne peut pas fonctionner sans ce facteur. Elle est donc plus délicate en ce sens

et aussi parce qu’elle fait intervenir les covariances du champ.

Lemme 2.3.3 (Borne inférieure pour 'ordre du nombre de hauts points). Soit {S,}vep,
le champ d’une MABI de paramétres (o, \) sous la définition et V7 = v* (o, A).
Supposons de plus que v € 0,7*[ et Y7 < v < 4O pour un certain 1 € {1,...,m}.

Pour tout 0 < € < 2E*

%, il existe une constante c(v,€) > 0 (qui dépend des parametres du

modéle) telle que
P (M3 (7)] < N27¢) < N0

ot &5 = EX(a, A), 70 = 40 (g, A) pour tout j € {1,...,m} et (0 = 0.

Nous utilisons les mémes notations que dans la preuve du lemme [2.2.3] Nous supposons
sans perdre de généralité que 0 € Ny pour tout k& € {0,..., K} et nous choisissons K
assez grand pour au moins avoir que la partition des «y est plus fine que celle des A;,
c’est-a-dire que 2rx < min;eqr Ay VA et AKX € Ng pour tout {0, ..., M }. En particulier,
a1 < M\ < A et p1 = 1 sous cette hypothese.

Nous commengons par définir un chemin sous-optimal liant les points (0,0) et (1, vy(1+2n))

ou le parametre n contréle aussi la proximité avec le chemin optimal L?V(1+2n)(~) :

_ 2Ga42n)(9)
V1og2

La forme du chemin sous-optimal n’a pas beaucoup d’importance. Néanmoins, pour que le

L§"(s) = (1— n)LAjv(Hzn)(s) (1—n)logN, se€[0,1], 0<n<1.

raisonnement de la preuve du lemme fonctionne, il doit étre pres (en fonction de 7)
de L(-) uniformément sur P'intervalle [0, 1] et doit posséder les deux propriétés cruciales
suivantes :

(1) LY'(s) < Li(s) Vs € [0,1],

(2) L) > Lk (1),
La propriété (1) est satisfaite si nous supposons que 7 est assez petit pour que (1+2n) < #
En effet, sous cette hypothese, 7= < 4(1 + 2n) < 41, alors L']YV(H%)(‘), LY (+) et Ly (4)
coincident sur Pintervalle [0, \(!=1]. En particulier, L"(s) = (1 — 1) L% (s) < L%(s) pour

tout s € [0, \(=1)]. De plus, en utilisant le fait que

I/7l'l_1+1,M

\/ Vg,

suivi de la propriété (2.1.3) du modele, nous avons pour tout s € (A= 1] :

Gr(ATY) <7D <1 2m) <70 = ¢ (WD) +
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L Jo2(s) = J2(AY)

1/7T171+1,M

Jo2(s) = T2 (M)

\/ Vg,

" To2((s AXDY v AG=D) — 7, (AU-D)
=l \/ vyﬂ'j

Par conséquent, L} (s) = (1—77)L7\§1+277) (s) < (1—n) L% (s) < L%(s) pour tout s € [AC=1 1],

(Y(1+2n) — G+(AY))  par [@2:35)

Cyigan)(8) = Gr(AED)

< G +

2 Ce(s)  par (@29).

La propriété (2) est satisfaite si nous supposons que n < 1/2. En effet, sous cette hypothese,
(1+2n)(1 —n) > 1, alors L}"(1) = 2E20(1 — p)log N > —2-log N = L}(1). Nous

Vlog2 Vlog 2
1
supposons dans la suite que (1 +2n) < % et 7 < 1/2 afin que les propriétés (1) et (2) plus

haut soient satisfaites. Nous imposerons d’autres restrictions sur notre choix de n dans la
démonstration du lemme 2.3.3
Notons Ny (k, K) (k € {1,2}) le nombre de points dans D,, dont les accroissements
de longueur rxn dans lintervalle de temps [0x_1,n] dépassent, lorsqu’on les additionne,
les ordres de L}"(+). L’idée de la preuve est de montrer que la probabilité que N3 (2, K)
soit asymptotiquement plus petit que E [N}"(1, K)] tend exponentiellement vite vers 0
lorsque N — co. A cette fin, nous devrons appliquer I'inégalité de Paley-Zygmund et borner
inférieurement le premier moment, E [N}"(2, K)], et supérieurement deuxiéme moment,
E [(N3"(2,K))?], intervenant dans I'inégalité. Il restera ensuite a traiter une probabilité
résiduelle en rapport avec les accroissements sur U'intervalle [0, 61]. La sous-optimalité du
chemin L}"(-) par rapport a L']\Suzn)(-) joue un role analogue a la sous-optimalité du chemin
~.(+) par rapport a L (-) dans la preuve du lemme L’introduction du parametre n
comble ’absence du parametre € dans 'ordre que doivent atteindre les points de 1’ensemble

H}% (7) de I’énoncé. La propriété (2) ci-haut, quant a elle, nous permet de montrer que la

probabilité résiduelle tend vers 0 lorsque N — oo.

DEMONSTRATION DU LEMME [2.3.3l Définissons d’abord les variables aléatoires suivantes :
NYME) = N2, K) = ) Livs,(60)>VE (@) Vie(2,..K}}
veD,
qui comptent le nombre de points dans ID,, dont les accroissements, lorsqu’on les additionne,
dépassent les ordres sous-optimaux dans U'intervalle de temps [0, n]. Dans la suite, nous traitons
les cas [ > 2. Le cas [ = 1 est plus facile, alors nous 'omettons. Avant de borner la probabilité

de I’énoncé, nous devons estimer l'espérance de N3"(K). Notons i* € {1, ..., K} I'indice tel
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que a;» = A=Y En utilisant la linéarité de Pespérance, 'indépendance des accroissements

dans le temps et des estimés gaussiens, ou V (VS};(&-)) = ng;(;i) log N, 1 <i < K pour

tout v € D, nous avons les deux bornes suivantes sur le premier moment de N"(K) :

K
ENY"(K)] = Y [IP(VSu(ts) > VLY () = CED) i 2.3.41)
veDy, i=2 (log V)=

ou k' (K) regroupent l'exposant des N 2 points de D, et les exposants de N dans les

estimés gaussiens :

" 20 . _ 1—1)\\2
, . rro’ (o Y(1 + 2n) — G (Al
(1) 22 -2 RO g OB = B P e
i=2 iy T—17T4
TKU2(041)(1
Vg,

—n)?

=2(1-n)%E +2(1— (1 —n)*) +2

Ly (=m)? (1 +2m) = G A — (=G AD)]L (23.12)
Vm_14+1,M

= 4922 +4yn(y—Cyx (AED))

Notons que 1 — (1 — )% =n(2 — n), alors en utilisant I'inégalité du triangle, (2.3.12) donne

rrc?(a "
() ~ 252 o
™
e (o T 0D
<28 (2= m)E +(2—n) + [49%n + 431y = G- (D)
V7T171+1,M

4
Vr_1+1,M A /VVTQ

pour 1 = n(e) assez petit qui dépend aussi des parametres du modele. Pour obtenir I’avant

<277{2+2+

} <e (2.3.13)

le_1+1,M
\ Vg,
car G-(AUD) < 4071 <y < 40 par hypothese de I'énoncé, le fait que (2 —7) < 2 et

derniére inégalité, nous avons utilisé le fait que |y—C = (A1) < 40— (A=) = ,
(1-n)2<l,car0<n<1, et le fait que £ <1 et v <™
En considérant NVy"7(K), nous ne perdons pas grande précision en laissant tomber le

premier accroissement V.S, (1), car nous avons un contrdle sur la longueur de U'intervalle [0, 0] :

2
_ . Y Ry _oTEIZ(@1) (2
P ([HR() < N*57) <P (N?v’”(z() < NI ”))

2
_ . 1 (Yo KT (@1) (1 y2
+P(miwn<N25v—6,w"<K>zN”N’K() T ’”). (2.3.14)

o) (e

KT () —2 X
Par (2.3.13), N N (F)=2 T — N?57¢ > 1, alors la derniére probabilité en (2.3.14])
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est bornée par P (minvem1 VSy(01) < —(LF"(1) — LY (a1) — L?V(l))) si nous choisissons

K = K(v,n) assez grand. En effet,

0'2 o
2 (21201 = 1)~ 1) - {2 (1))
1
vl1og?2
log N >0

Ly"(1) = Ly"(en) = L (1) =

log N
U )
- log?2

pour K = K(v,n) assez grand, car nous avons supposé 77 < 1/2 dans la discussion précédent

la démonstration. En utilisant la symétrie des variables gaussiennes, la sous-additivité et

un estimé gaussien, ot V (VSU(01)> = %g(;l) log N pour tout v € Dy, :

R (1 — 2n) c n(1 — 2n)
P VS (0h) < ————logN | =P VSy(01) > ————F1log N
(Jélﬁf; )= =" gz 8 s Vo) = Ty Lo

1 (77](1*271) log N)2

S NQTK eXp _5 TKtI:Qg(il)
g2 log N
2 K 72n?(-2np?
< NK 2 o2(ay) < N*C1(7,7])

pour K = K(v,n) assez grand ou ¢1(y,n) > 0 est une constante appropriée. Par conséquent,
la derniére probabilité en (2.3.14)) est bornée par N~ (v,

Pour conclure, il suffit de montrer que

s 0'2
K’IYVJIK(K)_2 K (al)(l—n)2

P (N]VW(K) <N vom ) < N

pour une constante ca(y,n) > 0 appropriée qui dépend des parametres du modele. En appli-

quant 'inégalité de Paley-Zygmund, nous pouvons borner la probabilité complémentaire :

12

P (,/\/’X,’”(K) >N

s 02 (%
e ()2 B0 (1—n)2>

ety (K)72TK02(0¢1)(17”)2 2
N N,K VVTrl

> 11— (B N (F)))°
- E [NV (K)] E [Ny (E))?)

(2.3.15)

Notons que l'inégalité de Paley-Zygmund est applicable ici, car le ratio de la grande
parenthese est inclus entre 0 et 1 & cause des bornes sur le premier moment en (2.3.11]).
En fait, la grande parenthése tend exponentiellement vite vers 1 (en fonction de 7 et 7)

lorsque N — oo en raison de ces bornes. Il suffit donc de montrer que le ratio d’espérance
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en (2.3.15)) est borné inférieurement par 1 — N~ pour conclure, oti ¢3(v,1) > 0 est une
constante appropriée qui dépend des parametres du modele.
Avant de borner supérieurement le deuxiéme moment, introduisons quelques notations

pour raccourcir les prochaines expressions :

ql; =P (VSu(0:) > VLY (), ueD,, 1<i<K,

qls = P (VSu(0:),VSu(0:) > L}(e)), wveEDy, 1<i<K.
Maintenant, pour le deuxieme moment, nous avons

B[NV = > P(V8u(6:), VSu(0:) > LY () ¥i € {2, K})

u,v€Dy,
r+1
= 2 quqm+2 > qu H TR DY qu
u,vEDy, 1=2 u,v€Dy, 1=r+2 u,weD, =2
Oo<p(u,w)<b1 0r<p(u, v)<0r+1 p(u,v)=0k

en décomposant la sommation de la premiere ligne selon les temps de branchement de
chaque couple de points u,v € D, exactement comme nous 'avions fait pour 1’équation
dans la preuve du lemme m (un produit sans indice est toujours égal a 1). Notons
que u = v lorsque p(u,v) = Ok, alors qZ’m = qZJ pour tout j € {1,..., K} dans ce cas. De
plus, I'inégalité qZ’m- < qz’i pour tout ¢ € {1, ..., K'} est triviale, alors la derniére expression

est bornée par

r+1
Z HqUZqu+ Z Z Hqu1 H quzqu+ Z Hquz (2316)
u,vEDy, =2 u,vEDy, i=r+2 ueld, i=2
90§p(u,v)<91 0, <p(u U)<9r+1 S—

®3)

1) (2)r
En utilisant 'indépendance des accroissements dans le temps et en ajoutant les termes

manquants dans la sommation de (1), nous avons la borne suivante :

m= Y P (vSu(ai) > VL (4),2 <i < K) P (vSU(ei) > VL (4),2 <i < K)
6o Suél()qiﬂg)z 01
2
<[ X P (VSu0) > VI (i) Vi€ {2, K}) | = ENFUK))?.

’lLGDn

Nous pouvons borner supérieurement (3) par des estimés gaussiens comme nous avons fait

pour la borne supérieure du premier moment en (2.3.11)) et nous trouvons

(3) < NNk,
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Maintenant, pour tout r € {1, ..., K — 1}, notons que la sommation en (2), possede au
plus N2N2(—) couples de points comme nous avons vu & Péquation (2.2.16)) de la preuve du

lemme [2.2.3| En utilisant des estimés gaussiens, ou V (VSU(Hi)> = %2(20”) logN, 1<i< K

pour tout v € Dy, (2), est borné par

¥ r 02 o 142n)—¢, *()‘<171)))2
i -9 ' K ( z) 1777)2 —92 ( Y 1— 2
N’f?v,nK(K) . N2(—ar) iy Dimri2 N N Ym_1+LM (= sir+1<74%,
K ) (v(t2m) = x (A (71)))2 )
, —2(> o TKO () (1-m)
N’f?v,nK(K) . N2(—ar) iy (Z =r+2 ) Wy 41,0 sir+1>7*

pour tout r € {1,..., K — 1}.
Par exactement le méme raisonnement que nous avons utilisé entre les équations (2.2.17))

et (2.2.20) lors de la preuve du lemme [2.2.3] il suffit de vérifier que

>Zﬁ§’§i (1 —n)* + 2c3(y,7) sir+1 <,
02 142n) ¢« (AD))2 .
>, Téﬂ Y, ( N+ i rro® (@ )(7( (sz) 1+1’Ew)2 ) (1—n)?+2c3(y,m) sir+1>

pour tout r € {1,..., K — 1} afin de montrer que le ratio d’espérances en (2.3.15) est borné

inférieurement par 1 — N~ Or, la seconde sommation sur la deuxiéme ligne de la

2( s
i TVK;,-:V(::)O —n)? en utilisant le fait

que Gy (AT < 4D < (14 2) < 4B = e (A7) + V”‘;% et la propriété (2.1.3)

™

derniere accolade est bornée supérieurement par >

du modele (voir la discussion précédent la démonstration). Par conséquent, les conditions

de la derniére accolade sont satisfaites si

r+1

2
rro®(oy
> E W()(l — )%+ 2c3(7,n) (2.3.17)
1=2 i

pour tout r € {1, ..., K—1}. Ceci correspond exactement a I'inégalité (2.2.20)) (avec n = €) qui
a été montrée lors de la preuve du lemme Ainsi, pour tout n > 0, il existe K = K(v,n)
assez grand tel que ([2.3.17) est toujours satisfait avec 2c3(7,7n) = rg(1 — (1 —n)?). Ceci

termine la démonstration. n

2.4. DEUXIEME ORDRE DE CONVERGENCE DU MAXIMUM ET TENSION

Dans cette section, nous calculons le deuxiéme ordre du maximum pour la MABI et
prouvons la tension entre le maximum et ce deuxiéme ordre. Nous disons qu’une suite de
variables aléatoires {{, }nen est tendue avec une suite réelle {ay, }nen si pour tout € > 0, il
existe K¢ > 0 tel que

P& —an| > Ke) <€, n>mng
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ol ng ne dépend pas de €. Nous écrivons &, = a,, + Op(1) lorsque la propriété de tension
est satisfaite. Notons que le cas M = 2, A\; = 1/2 a été traité dans [25], nous généralisons

simplement ’argument.

Théoréme 2.4.1 (Deuxiéme ordre de convergence du maximum et tension). Soit
{Sy}vep, le champ dune MABI de paramétres (o, \) sous la définition et
v =~*(o, A), alors

max S, =

i & Wi \/
1 — 1 log N
vEDy, Vl1og 2 oV 221 2 2¢/lo og log N+ Op(1)

ot wj =3 si J,2 \702|]/\(j,1)7)\(j>[ et wj =1 sinon.

G- A

Le lecteur est référé a la section pour un rappel de la définition de J,2 et de son
concavifié jgz. Le résultat du théoréme est en fait trés intuitif. Entre les échelles A\U—1) et
A ot 1a pente effective VTW] ne coincide pas partout avec la pente de 7,2 (ou de fagon
équivalente lorsque jaa % Jy2 sur ])\(j -1, )\(j)[), le chemin optimal pour 'ordre 1 sera sous
I'ordre du maximum sur au moins une partie de l'intervalle [t(j -1, t(j)]. Par conséquent, la
correction a l'ordre 2 sera de la méme forme que si les parametres de variance o; 41, ..., Ox;

J

étaient strictement croissants, c’est-a-dire

———~———loglog N

comme l'avait remarqué Fang et Zeitouni dans [25]. A Topposé, lorsque jaz = Jy2 sur
])\(j -1, /\(j)[, alors le chemin optimal pour 'ordre 1 progresse en tout temps a 'ordre du
maximum sur l'intervalle [t(j *1),t(j )]. Par notre construction des composantes convexes,
cela ne peut se produire que lorsque A1) = Ar;—1 et il y a un seul parametre de variance
On; = W Ce cas correspond a la MAB homogene sur l'intervalle [tU—1, ()] ou la

variance des accroissements de longueur 1 est égale & o2 . L’article d’Addario-Berry et

Reed [1] montre que la correction sera de la forme

3
2 2\/

dans cette situation. Comme nous verrons dans la preuve de la borne supérieure du

log log N

théoreme [2.4.1] la derniére correction est supérieure a la précédente par un facteur
loglog N en raison du comportement de la particule, atteignant le maximum au temps n,

sur l'intervalle de temps [t(j_l), t(j)]. En effet, cette particule se comporte comme un pont
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brownien discret autour du chemin optimal pour 'ordre 1 du maximum sur les intervalles

[tU=1 t0)] o la condition Tz

AG-D A = \702|])\(j71)7)\(j)[ est satisfaite. Cette propriété
nécessite des estimés supplémentaires sur les intervalles concernés qui balanceront pour
les plus grandes corrections.

Pour tout ! € {1,...,m}, notons

Ar={je{l,. 0} | T =T sur ]ANUTD NG}
K= {0, tOyu | 0D 41,60 — 13,
JjEA
Les indices j € A,, indiquent les intervalles de temps [tU—1 ()] ot ne devront appliquer
les estimés de ponts browniens et 'ensemble K, comprend les temps ¢, ¢ .. ¢(™) ainsi
qu’une discrétisation des intervalles [t(j_l),t(j)], j € A, afin de pouvoir les mettre en
oeuvre. Si ¥y € {1,...,m} dénote l'indice tel que A1) % < A% et 1, = %, alors le

chemin optimal pour ordre 2 du maximum de la MABI est donné par

Iy,

My (k/n) = Z

(k At —¢U—1
vitl)

)) ~ wi A/ Vg 4
0 _ 22 J ()
2v/1og 24/ Vv, Vit 5 2loa 2 log(VtY)) |, ke,

o

ou My(0) = 0, My = M}(1) et My(-) progresse de facon linéaire sur les intervalles
[)\(j_l), )\(j)], j € Ap,. Nous définissons aussi un chemin sur-optimal en additionnant au

chemin optimal une barriere de la forme

T si ke {tO D ¢m)y
V@ 1403 —
buu(k/n) =4 o+ gigﬁ’j@;’% log(k — t0x= 1)  sidy € Ay, et t0:D) < fp < LU0
ngl/ﬂ-ﬁk

. (P, —1) 14 (V%)
T+ %27 nglog(twk) — ]ﬂ) S1 ﬁk € .Am et % S k< t(ﬁk)

pour tout k € K, et pour tout x > 0. En particulier, la barriére est logarithmique et
symétrique par rapport a chaque point milieu sur les intervalles ])\(jfl),)\(j)[, j € An.

Notons by, () = by, z(-) — . Le chemin sur-optimal est donné par
My (k/n) = My (k/n) + bpz(k/n), k€ Kp, >0

ou My (0) =, M}y . = M}y (1) et bpz = bpo(1). La ﬁgureillustre le chemin sur-optimal
pour lordre 2 du maximum sur /Cy,.
Comme précédemment, le théoréme découle directement des lemmes et

un pour chacune des deux bornes. La borne supérieure se prouve comme le lemme sur
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I’ordre 1 du maximum ou nous devrons incorporer des estimés de ponts brownien discrets sur
les intervalles [tU=1 t)], j € A,, pour améliorer les bornes sur la probabilité de I'énoncé.
Nous donnons d’abord la définition d’'un pont brownien discret.

Définition 2.4.2 (Pont brownien discret). Soit 0 < A < N <1 tel que An, \'n € Ny et
o > 0. Un o-pont brownien discret sur lintervalle de temps [An, N'n] est une suite de

variables aléatoires conjointement gaussiennes, {Bk}?:”)m, telle que

(Z) B)\n - B)\’n = 07

(ii) C (By, By) = SAEC0E) 62 dn < kK < N,

Le lemme donnant les estimés est analogue & la proposition 1’ de Bramson [12]. A
lorigine, le résultat est démontré dans le cas continue, mais il s’étend sans difficulté au cas
discret. La preuve est omise.

Lemme 2.4.3 (Estimés de ponts browniens discrets [12]). Soit 0 < A < X <1 tel que
An,Nn €Ny, o >0 et

0 si k € {\n,\N'n}
L(k) =1 Dlog(k —n) sin <k < AntXn

Dlog(Nn—k) si MJFTX" <k<MNNn

pour une certaine constante D = D(c) > 0, alors il existe une constante C = Cp(c) > 0

telle que
< C(1+2)?
-~ (N=XMn

pour tout z > 0 et pour n assez grand o {Bk}ﬁ;"m est un o-pont brownien discret sur

P (B, < L(k)+2, An<k<\n)

Uintervalle de temps [An, N'n].

Afin d’alléger la notation et aussi parce que la convergence d’ordre 2 du maximum pour
le CLGI n’est pas prouvée dans ce mémoire, les ordres seront toujours écrits en terme de n
et logn dans le reste du chapitre, et non plus en terme de log NV et loglog N.

Lemme 2.4.4 (Borne supérieure pour l'ordre 2 et la tension). Soit {S,}ven, le champ
d’une MABI de paramétres (o, X) sous la définition [2.1.1] et v* = v*(o, ), alors pour

x>0 et n € N assez grand, nous avons

~ m s /vyﬂ_. ' _og 1/log 2
P | max S, > 2v/log2y*n — Z - L log(VEV)) + 2 | < C(1 +2)?nle  VIm
veED, = 22 10g2

ot C > 0 dépend seulement des parameétres du modéle, wj = 3 si j € Ay, et w; =1 sinon.
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L (A

Ly (A1

Ly (A @)

Ly

FIGURE 2.6. Exemple de M; ,(-) (partie foncée), L (:) (ligne fermée) et de
L% (+) (ligne pointillée) avec 7 valeurs pour o(-) et 4 composantes convexes.

DEMONSTRATION. Notons les ensembles suivants :
O = {v €Dy | Su(k) = My (k/n)}, k€K

qui représentent les particules dans Dy, k € K, dont I'accroissement sur l'intervalle de
temps [0, k] dépasse 'ordre du chemin sur-optimal M, ,(-) & 'échelle correspondante. L’idée
est de décomposer la probabilité qu’au moins un point du processus au temps n dépasse
'ordre sur-optimal M, (1) en regardant quel était le premier temps k € K, ot 'ensemble

Gn k2 €tait non-vide. Nous avons la borne supérieure suivante sur la probabilité de I’énoncé :

P (|gn,m,x| > 1) < Z P (|gn,k,a:| > 17 ’gn,i,z

keEKm

< > 9% max P (Sv(/.c) > M (k/n), Su(i) < My ,(i/n) Vi€ K tel que i < k) (2.4.1)
ke, Uk

=0 Vie K, tel quei < k)

par sous-additivité. Nous traitons les cas k > t(!) dans la suite, les cas k < t() se traitent
plus facilement. Pour tout t¢—1) < k < t® (c’est-a-dire que ¥y = [), alors il y a trois cas
possibles : (1) k=1t0 et 1 ¢ A,,,
_ (1—1) 1 4(1)
(2) tUD <k < B et | € Ay,

(3) Y k<D et 1 € Ap.
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Le cas (1) s’occupe des intervalles [t¢~1) (] ot le maximum progresse sous la MAB &
variance effective correspondante. Dans les cas (2) et (3), le maximum progresse au méme
niveau que la MAB a variance effective, mais les estimés de ponts browniens sur l'intervalle

[t=1) k] ne seront nécessaires que pour le cas (3).

Cas1:k=tDetl A,

En conditionnant sur la valeur que prend le vecteur (S,(t™)), ..., S, (t!~1)) et en négli-
geant ce qui se passe aux temps discrets dans l'intervalle ]t(l_l), k[, la probabilité en (2.4.1)

est bornée (pour tout k fixé) par :

My L) M'r*z,m()\(Q)) Mz,z()\(l—n)
/ / / (&) folz,...,xi—1)dx)—q...dxy (2.4.2)

ou (&) désigne l'expression suivante :
P (Sv(k) > M (k/n), S,(i) < My (i/n) Vi€ K \{tY, ...t} | S,((¢Y) = zy,.., S, (V) = ml)

ot f, dénote la densité du vecteur (S,(tM), ..., S, (D).

Remarquons que par construction des composantes convexes, les accroissements de
longueur 1 sur lintervalle AU, A0)] sont toujours de variance 0'72rj lorsque j € A._;. Par
conséquent, pour chaque v € Dy et pour chaque j € A;_1, les variables

i — U=

BU) = 8, (i) — 5,(tU=V) - VS, (), U7 < <t0) (2.4.3)

commencent et terminent en 0, sont indépendantes de S, (t™), ..., S, (t¢~1) et le processus

{By, l}t“ ) a la loi d'un o,;-pont brownien discret sur I'intervalle [tU=1, W] sous la

i=t(U—1
-1 = B(jt)(J) = 0 est évident par (2.4.3)) et

définition [2.4.2, En effet, B(])

€ (BY.5,0)) =¥ (8,64 )~V (350 aw)) - L0 (5,60 v
- V(E@D—— (Su(t0=)) = HEEEOV (8,(89)) it <K <
) oot VtiJ])1>0 sil<k <tl-D

Z—tj 1)_thiJ(J)1> QVt(J) Sit(j)gk/gn
sil1<k <UD
0

(2.4.4)

pour tout i € {tU=D . tW} et pour tout & € {1,...,tU"DY U {t0), ... n}, ce qui donne en
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particulier I'indépendance entre {B }tm ., et les variables S, (t(), ..., S, (t~1)). De plus,

i=t(i—1)
(i — tU=D) (& — =)

C (Bm B(a)) C (gv(i) — 5,(t0DY, 5, () _S’v(t(j—l))> + L

v,

V (VS (7))
i—¢@-D
RV 0)

_ _ o 1 4(G-1)
C (S,(0) = Sy(t07), VS, (1)) — -

= C (Su) = $,4979), VS, (1))

F G- — D) F_4G-D) () — D)

a1 2 (i—t (@ —t ) 2 G) _ (i—t (@ —t ) 2

=@GNT —t )CTWJ. + (V)2 oVt 2 70 s
2

(G A i — GO (5 — G0y — G-1y] T

= [GA7 =TTt — (i — D) (i — 10| =

_ (AT — Jij)t ZVZ’)@QW D) < < 40)

En utilisant I'indépendance en ([2.4.4]), nous pouvons borner (&) par
P (Su(k) = Sut"=D) > My, (k/n) — 111

[1e (Bi{? < M (i/n) — -1

JEAI1

j—t(G=1)

: o e
Si nous notons z; = My ,(i/n) — zj—1 — 5

Vx;, alors remarquons que

" . i— =Y t0) —i
Zij = Mn(z/n> + bn,:c<Z/n) + ij_l + Wl’j —Tj_1 —Tj

, . ) g D) _ ,
— by (i/m) + | M (i/n) — {WMM D)+ o M9 |~ (i — MO
i—t0=1) - ) — , -
~0 (zj—1 — MF(AU=DY)) 4 ) (zj — MEAD)) b — (aj1 — MFOGDY)
~ —_—

<z <z

pour tout j € A_; olt maxj<j<;1(r; — MA(AY))) < z sur la derniére ligne en raison des
bornes d’intégration de x;_1 et x; en (2.4.2). La quantité entre crochets, quant a elle, est
nulle, car nous savons que M () progresse linéairement sur intervalle [AU=1, \0)] lorsque

j € A_1 C Ay Par conséquent,
g < bulif) + @ — (w51 — MOT™)) = (2 — MEOD))
= ba(i/n) + 22 — (2j-1 — My(AY™Y)) = (2 — Mz(AD)) (2.4.6)
par définition de by,(-). Pour borner la premiére probabilité en , nous pouvons appliquer

un estimé gaussien. En effet, V (Sv(k) - Sv(t(l_l))) = (k — ")V, pour tout v € Dy, alors
P (Sv(k) — 5,y > My, (k/n) — xl_l) est borné supérieurement (uniformément en v) par
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2 (k— =DV,
C ( 1 (M;:,x(k/n) - Mrt,x(t(l_l)) + M;Z,x(t(l_l)) - xll)2>

< - 7
= o P\ T (k— tD)V,

—2(k—t(—1)) _4(l-1) M* (DY —
< 02(11) exp (o;l(kvtt(l)) IOg(Vt(l))> exp (_2 n,x( ) — 11
k—t (log 2)=1/24 /Yy,

" * (4(1=1)y _
< 022 (D) o (—2M"’”(t ) x”) (24.7)

a (log2)=1/2,/Vvy,

ouw; =1, car | € A, dans le Cas 1. La premiére inégalité vient du fait que z;_1 < M;;w()\(l_l))
en (13 et

Mrt,x(k/n) —T-1 > Mrt,x(k/n) - Mrzx()\(lil))

(k — t0-0) T, (_1 (M, (k/n) - xH)?)
VIR (M k) — )

=1 dans le Cas 1

_ =1y /Y,
4-1) _w (k=) Y Vi 0 _
= 2/log2(k — W Vg, > Vi 2iogs log(Vt") + by z(k/n) —xz  (2.4.8)

dans le ratio devant ’exponentielle de la premieére ligne en . De plus, si nous posons
I’expression dans I’exponentielle de la deuxieme ligne en , nous avons la
seconde inégalité en développant le carré et en bornant par une constante les exponentielles

n’ayant pas le premier terme de (2.4.8)) en facteur. La troisiéme inégalité vient du fait que

(k—t(—1)
vt

En effectuant le changement de variable Y, ; = VS, (tV)) — VMA(AY), 1 <j <1—1 et
en regroupant les expressions (2.4.7)) et (2.4.6) pour borner (&) en (2.4.5), nous pouvons

log(Vt®) < log(k — t*=1), car la fonction z — logm, x > 1 est décroissante.

borner 'intégrale en (2.4.2)) par
-1
1-2 ’372]':1?/1
_o_s(=1)y [F =YL xfz':lyj —2 e —1/2 o
s [ [ I R )
—o00 J—00 —00

7—1
IT P <B<’ <balifn) +20 -2 ypg —y;, 9V <i< t@) dy_1..dy;  (2.4.9)
JEAI1 Jj'=1

ou g, est la densité du vecteur aléatoire (Y, 1,...,Y;;—1). Par I'indépendance des variables
aléatoires Yy, 1, ..., Y, ;-1 (qui vient du fait que les accroissements ng(t(j)) sont indépendants

en j pour chaque v fixé), la densité g, se sépare en [ — 1 densités normales, c’est-a-dire
oW1, s yi—1) = QYv,l(?/l) " 'gYU,z_l(yl—ﬂ

ouV(Y,;)=V (ng(t(j))) = Vg, VtU), 1 < j <1—1 pour tout v € Dy. Ainsi, nous pouvons
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borner chaque densité gy, ; (uniformément en v) :

1 (5 + VMEO9))

9y, ?/ — -
o \/WW T2 W, Vi)

< ¢ 9=2VtY ¢ (wj log(Vt( ))) exp (—2 Yi )

Vi) (log 2)~1/2 /Vl/ﬂj

— 02~ (i) exp( 2 Yi ) (2.4.10)
~——

-1/2 N7,
T IviaA (log 2) Vg,

ou nous avons borné par une constante les exponentielles ne contenant pas le premier terme

de VM}(AY) en facteur dans le développement du carré de la premiére ligne. Par le lemme

[2.4:3] sur les estimés de ponts browniens discrets, nous avons

. it 4 . (1422 —257 " g g —y;)?
6) : 1) _ j=1Y'-1 " Yj
P (Bw < bu(i/n) + 2z — 2]-/2::1%/_1 —y;, VY <i< t(ﬂ)) <C S

(24.11)
pour tout j € A;_;1 ou la constante C' > 0 ne dépend que des parametres du modele. Ces

estimés et les bornes sur les densités en (2.4.10|) nous permettent de borner (2.4.9) par

log 2

C2—2k B Vuﬂl/ / / J 1y]
—0oQ0

,1 _ ( 4/log 2 o \/log 2 )
| [ [T @+22-2 Z Yj—1 = Yj) } H . i/ dy—1..dyr (2.4.12)
J :

j€AI—1 j'=1

ﬁ
NIES
3

(wj—1)

ot les termes (VtU) =2, j € A_; en ce sont annulés avec les facteurs ﬁ
des estimés de ponts browniens en , car w; = 3 lorsque j € A;_1. Notons que les
grandes parentheses dans les exponentielles de 'intégrale sont toujours strictement positives,
car Vg, > Vg, > ... > Vg, par la propriété du modele. Dénotons ces grandes
parentheses par 8;;, 1 < j < [—1. En intégrant par parties, la premiere intégrale en
(& partir de l'intérieur) donne lorsque | — 1 € A;_ :
-2
/x_zj 1 ](14‘295— 2 lz% Yj—1 — yi1)2e2 -1t dy,
= j'=1

- -
(1 +r— Z ]_y]) (]' +x— Z 1y]) + ; e2ﬁl,111(1'72;;21 yj)
2517171 25171,1 45171,1
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-3

-2
< 0,817171(1 +x— Z Y — yl_2)2€251—1,z(:c—2j:1 m
j=1
-3 ) o
< C/Blfl,l(l 4+ 9z —2 Z yi — yl—2)2€ 51—1,1(35—2],:1 )
=1

pour une constante Cg,_,, > ﬁ > 0 appropriée. Les deux inégalités découlent res-
pectivement du fait que 23;21 y; < x et é_:‘gl y; < x par les bornes d’intégration de ;o

et y;—3 en (2.4.12)). Lorsque [ — 1 € A;_1, la premiere intégrale en (2.4.12)) (a partir de

Pintérieur) donne

-2
z—> Ty 1—2
/ 27—1 J eQﬁl—l,lyl—ldylil _ 1 625171,1(93*23-:1 Yj)
—c0 2811,

-2
< 051_1 lezﬁlfl,l(zfzjzl vj)

En somme, la premiere intégrale en (2.4.12) (& partir de l'intérieur) est toujours bornée par

-3 _
Cﬁlfl 1(1 +2x —2 Z Yj — ylf2)2.1{l71€Al—1}62&_1’1(96_2;:21 yj).
=1

Par suite, si 0; = 1gjca, 13,1 <j <1 —1, alors

-3

_ N . -3
051717162@71’[(1_2;:31 ¥)) /x L= ¥ (1422 —2 Z Y — y172)2(5171+5172)62(/3#2,1—5171,L)y172dyl72
oo e

-3 -4 -3
< Cﬂlfl,lQQBl_l,l(x_Zj:1 yj)Cﬂlleq (1 +or—9 Z y; — yl,3)2(61*1+5l*2)e2’81_2’l_1(x_zjil yj)7

J=1

-1 T—Y1 -1 .
(H Cj,j+1) 231 (z—y1) / (1+ 2z — 2y, — y2)22j=2 9 62(32,1—53,z)y2dy2
i=3 —°

l

-1 o
< (H Cj; +1) @) 0y (1 4 22 — ) > j—2 03 2B23(@—11)
j=3

)

—00

-1 T -1
( Cj,j+1) 2Pz / (14 2z — y1)2 Zj:l 9; 62(51,z*ﬁ2,z)y1dy1
=2

l_
< 1C 282,17 QEI-:11 65 281,02
< | TI i | 25 Cra(1 + )" 2=i=1 % 2
2

j=

-1 L
- (H Cj,j-i-l) (1 + $)2 Zj:l o 6251,590
J=1
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ou Cjjt1 > ﬁ >0, 1 <j<I—1 sont des constantes appropriées. Par conséquent, (2.4.12]),
et par suite la probabilité en (2.4.1]), est bornée supérieurement (uniformément en v) par

log 2 log 2
) _op V082

-1 —2T -1 _—
127 % (1 +2) 2= % Vm Buw = 0197 (1 4 2)P2m % Vm (2.4.13)

ou C1 > 0 dépend des parametres du modele.

Cas 2 : (- 1)<k<t(l +t<l) etle A,

La preuve est exactement la méme qu’au Cas 1 a Uexception de l'estimé gaussien en (2.4.7)).

Dans le cas Cas 2, w; = 3, alors le deuxiéme terme en ([2.4.7) donne (k — t(~1). Toutefois,

5 Jog(k—t(I—1

nous avons une exponentielle supplementalre de la forme e 2 ) qui vient du fait

que by, . (k/n) —x =3 Vor log(k — tU—

= 2% /g2 D) au lieu d’étre égal & 0 comme dans le Cas 1. Par

conséquent, la probabilité en est bornée supérieurement (uniformément en v) par

log 2

-1 - —_—
Ch2 2k (k — (D) 32(1 4 )2 X510 Vo (2.4.14)

dans ce cas ou Cy > 0 dépend des parametres du modele.

Cas3:w<k§t(l)etl€¢4m

Le Cas 3 ressemble au Cas 2. Dans le Cas 3, w; = 3, alors le deuxieme terme en ([2.4.7))
donne aussi (k — t(lfl)). L’exponentielle supplémentaire (par rapport au Cas 1) en ([2.4.7)

est toujours présente mais sous la forme 1 A e_glog(t(l)_k), du fait que b,z (k/n) —x =

5 Vir
0\/(22@41

de la condition S,(i) < M . (i/n) Vi € {tt=Y £ 1,..,k — 1} dans (&) en (2.4.2) pour
obtenir un estimé de pont brownien supplémentaire dans l'intervalle [t¢~1, k]. En utilisant

I'indépendance comme en (2.4.4) et la condition dans la premieére probabilité en ([2.4.5)),

nous avons une probabilité supplémentaire en (2.4.5)) de la forme

k:)> lorsque M < k < t®. Nous devons aussi tenir compte

o i—t=1 o
P (Sv(z) = Syt — ey (k) = Su(tY)) <

i — =1

(My o (i/n) —21-1) — m(Mﬁ,z(k/n) —ay), Y <i< k)

. N i1 = =
ou {Bi}f:t(zq) 2= {5,(i) — Syt — . ';(ll 11> (Sy(k) — S, (¢! 1)))}f:t(l,1> est un oy,-pont
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brownien discret sur l'intervalle de temps [t(l_l), k], sous la définition 2.4.2] Notons z; =

(M .(i/n) —21) — kﬁ%(M* (k/n) — x;_1) et remarquons que

, k—1 i—tl- 1)
M;,I(Z/ n)— mfﬂl 1- W (kM)

t<’ 1) k—i

k=i _ i— t(l 1)
. i—tl= 1) k: i i 4 ) .
= b6/ = /) ta 50+ ey e = M) — (@ = M)
) i—tl= 1)
< b(i/n) — =) ba(k/n) +x — Zf‘fa 2415

ou la quantité entre crochets sur la troisieme ligne s’annule en raison de la linéarité de M) (-)
sur Iintervalle [t~V k], I € A,,. L’inégalité sur la derniére ligne vient du fait que Zé_:ll yj =
z1_1 — MF(AU=D) < 2 par la borne d’intégration en (2.4.2). Nous voulons maintenant montrer
que les quantités b, (i/n) — %bn(k/n), tt=D < i < k sont bornées par une barriére

logarithmique afin d’obtenir un estimé de pont brownien via le lemme [2:4.3] Supposons

d’abord que k # t®, alors pour tout 7 tel que t!1 < i < k+tl D < t(lil);rt(l) <k<t®:

PR N PRy
bui/1) — sy ball/m) = <1gz—t ny_ 1=t

i o _
t(-1) 2 2\/10g k—tl-1) log(t k)>

(2.4.16)

en laissant tomber le deuxiéme logarithme sur la premiere ligne. Pour tout ¢ tel que

-1 . -1 1
=1 ~ %) <i< t()%t() < k < t®, nous avons

z—t(l 1> 5/ Vur i— =1
A bt =)y _ T 0 _
(i) - b ) = 5 3 | o — ¢7) — s gt — )
< log(t®W —i)
5 vym k —
<z log(t® — ) — log(t® — 71 O _
< s [t =) ot — ¢ i st — 1)
< log(2(k—i)) < 1 + log(k—i) < log(k—t(=D)
< loézk—i)
<5vy11k'lk' 2417
<35 ng( + log(k — i) + log(k — 7)) . (24.17)
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Nous avons utilisé sur la deuxiéme ligne le fait que () —7) = (t)—k)+(k—i) < 2(tW—k)(k—i)
(car t) —k, k—i > 1) pour obtenir log(t() —4) —log(t") —k) < log(2(k z)) et la décroissance

de la fonction z — log z

, > 1 pour obtenir % log(k — t=1) < log(k — ). Pour tout i
k— t(l 1) < t(l—1)2+t(l)

tel que t0=1 < <i<k< t(l), nous avons

i— =1 5/ Vi, i— =1
R -2 M_pH_-> - MO
bulifm) — 1 mybull/n) = 59t (1oa(t!) —i) — 1=y Tow(t) k)
< 5 Y Vo 1+log(k —1) + log(k —1 2.4.18

en procédant comme en (2.4.17). Lorsque k = ¢, nous avons trivialement ces bornes

logarithmiques, car b,(A")) = 0. En appliquant les estimés ([2.4.16), [2.4.17) et (2.4.18) &
I'inégalité (2.4.15]), nous obtenons donc

_ [ Dlogli— ") 4 Do —Tiniy; sitl) <i< ka0
Zp < _
Dlog(k — i)+ D +x — Y\ y; si B i<k
pour une certaine constante D > 0 qui dépend des parametres du modeéle et pour tout k

qui respecte les conditions du Cas 3. En somme, en utilisant le lemme [2.4.3] :

(1+D+x—2§;ﬁyj)2<C<1+2x—22 2y — Y1)’
k‘—t(l_l) — k’—t(l 1)

]P’(Bl < z, t(lil) <1< k) <C

pour une certaine constante C>0 qui dépend des parametres du modele. La seconde
inégalité vient du fait que Zé;ll y; < x par la borne d’intégration de y;—1 en . Le
facteur k — ¢t~ gannule avec le deuxiéme terme en dans le Cas 3. Le facteur
supplémentaire (1 + 2z — 2 22;21 Yj — y1-1)? que nous aurons dans I'intégrale en se
traite comme précédemment dans le processus itératif pour évaluer cette intégrale. Enfin, la

probabilité en ([2.4.1)) sera bornée supérieurement (uniformément en v) par

L1 g Vlee2
Cs 27N (10 — k)2 (14 2)" P %e VI (2:4.19)

dans ce cas ou C5 > 0 dépend des parametres du modele.

Dernieére étape de la preuve

En appliquant les bornes (2.4.13), (2.4.14) et (2.4.19)) sur la probabilité en (2.4.1)),

P (|Gn,m,z| > 1) est borné supérieurement par
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221916716_ —2;1:@ ) 1916716. o log2
S Gty Ve VI 4 S Cylk — V)32 4 P2t e Vo
Rt 1) O 1) o L5 00)
9, —op 4/log2
+ ST Gy A — k)14 a2 Ve VI
(I —
Mdﬁﬁt(%)
ﬁkeAm

IN

é(1+x)22‘115je Ve m+m2#+m2#
k=1 k=1

ou C, C>0 dépendent des parametres du modele et Z;”zl d; = |Am|. Nous avons transféré
les termes de la troisiéme sommation, correspondants aux cas k = t%), 9, € A, & la
premiere sommation sur la premiere ligne et utilisé le fait qu’il y a au plus m v}, différents
dans chaque sommation (apres le changement) pour obtenir la premiére inégalité. La seconde

inégalité découle de la convergence des séries. Ceci termine la preuve. [

Pour la borne inférieure, nous utiliserons un résultat important de Fang [24] qui dit
que le maximum de la MABI est tendu avec sa médiane. Il restera ensuite & montrer
que les maxima de MABI & une seule composante convexe sur les intervalles respectifs
[t(j Y )], 1 < j < m sont plus grands (& une constante prés) que 'ordre du maximum
correspondant, VM;:(/\(j )), avec une probabilité strictement positive qui ne dépend pas
de n. Pour les intervalles de temps [t(jfl),t(j)], j € Ay, nous utiliserons le résultat
d’Addario-Berry et Reed [1] sur la tension du maximum de la MAB avec son deuxié¢me

ordre, dont nous donnons maintenant 1’énoncé.

Lemme 2.4.5 (Tension du maximum de la MAB avec son deuxiéme ordre [1]). Soit

A €]0,1] tel que An € N et {Sy}yen,, une MAB de paramétre o > 0 sur l'intervalle de
temps [0, An], sous la définition alors

g

N log(An) + Op(1).

max S, = 2+/log20An — ;

vED N,

Pour les intervalles de temps [t(j _1),t(j)], j & Ap,, nous généraliserons les calculs de la
borne inférieure du théoréeme 1.1 de Fang et Zeitouni [25]. En combinant ces arguments,

nous obtiendrons la borne inférieure sur la tension du maximum de la MABI.
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Lemme 2.4.6 (Borne inférieure pour I'ordre 2 et la tension). Soit {S,}vep, le champ
d’une MABI de paramétres (o, X) sous la définition et v* = v*(o,A). Pour tout

e >0, il existe K. > 0 (qui dépend des paramétres du modéle) tel que

(maxS < 2v/log2y*n — Z—] ' log(Vt( ) — Ke) <€ m>ng

ot ng ne dépend pas de €, w; =3 si j € Ay, et wj =1 sinon.

DEMONSTRATION. Par le théoreme 1 de [24], nous savons que la suite {S* — Med(S*)}nen

est tendue, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe f(; > 0 tel que
P (1S; — Med(S)] > Ke) < e (2.4.20)

pour tout n > ng ou ng ne dépend pas de €. Si nous montrons qu’il existe des constantes

C >0et D >0, indépendantes de n, telles que
P(Sp>M;-C)>D, n>ny (2.4.21)

alors nous aurons
Med(S¥) > M} —C — Kp, n>ng. (2.4.22)

Autrement, D <P (S’;‘L > My — C) <P (S‘T*L > Med(S}) + ED> < D pour tout n > ng par
(2.4.20)) et nous aurions une contradiction. Posons K. = f(; + C + KD. Si (2.4.21)) était
satisfait, alors I'inégalité (2.4.22)) et la tension en ([2.4.20)) nous donnerait

P (5’,*1 < M) — Ke) (S* < Med(S}) — ) <€ m>ng

et la preuve serait terminée. Or, par I'indépendance des accroissements de la MABI dans le
temps, il suffit de montrer que

P ( max S > VMH(AD)) - CU)) >Dw, 1<j<m (2.4.23)

UE]D)Vt(j)

pour certaines constantes C) > 0, 1 < j < m, o les champs {gz(,j)}veﬂ) 1 <5 <msont

wvi(d)’
les particules finales de MABI sur l'intervalle de temps [0, vtU )] avec parametres de variance
Orj 141y s Oy correspondant aux échelles de temps )\ 41— A0-D < )\,,j71+2 AU <

c < gy — A= pour que Pinégalité ([2.4.21) soit satlsfalte. Notons 5% (t) la marche

aléatoire aux temps intermédiaires 0 <t < Vi),
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Lorsque j € Ay, il y a un seul parametre de variance o, alors ([2.4.23)) découle directement
du lemme en choisissant D > 0 suffisamment petit en (2.4.21)). Lorsque j € A,,, nous

pouvons supposer sans perdre de généralité que I’hypothese H suivante est vérifiée :
H:Vj & Am, Bic {mj1 4+ 1m0 +2,..,m5 — 1} tel que T,2(\;) = T2 (o).

Autrement, si nous avions pU/) —1 € N tels points \; sur chaque intervalle N0, A0)[| 5 & A,

< Ai .. = A9 alors nous considérerions

disons \U™D = N\ < Ay < Ny < o <N i)
P

L) —
(7 Vpt 2 y N .

des processus de MABI, {{Séjg(t) o p}vemvp ., 1< p<pl avec parametres de variance

correspondants sur l'intervalle ])\ZF1 , Ai,] et nous demanderions comme en (2.4.23)) que

\V/S¥ (i . 1
P (velﬁlgf S9) > 6] VM;(AD) — c;ﬂ) >Dmd, 1<p<p), j g Ay

ou Sq(ﬂ; = Sf,{g(vpti ). Cette inégalité serait satisfaite par le lemme [2.4.5(lorsque J,2 = J,»
sur |A;,_;, Ai,[ et par le raisonnement qui suit dans I'autre cas.
Nous suivons maintenant les étapes de la borne inférieure du théoreme 1.1 de [25].

Fixons j &€ A, et supposons que H est vrai pour le reste de la démonstration. Posons,
N £ v € Doy | 89 € 19,89 (k) € 190 (59)) V0 < k < ViV,
10) = [V MF(AD)), VM (AD) 4 1],

19 (@) = [s9) (@) — 1), s9) () + £, z€R,

ol Sj () est un chemin menant au point z et f () une barriére de la forme :

S (k) At — )0

55521(33) = - ST z, wER,
5
() _ CP k2, ) S§0<k<ty 1 —t0D
: CJ(”])(V””J'” =3 (k)AL =)o PP sty 1 — 107D <k < VD)

La constante C’J(cj ) > 0 sera choisie plus loin et @y, ; € {1,..., M} dénote 'indice qui est tel que

toy_y,; <k+ tU-1) < tey, ;- Par inégalité de Paley-Zygmund (avec 6 = 0) :
E {/\/’(J)D
P D) > VMDY | >P (N >1 >(7,. 2.4.24
(s, 592 9000 2P (40 2 1) > 5 22

Si nous bornons le ratio d’espérances par une constante strictement positive et indépendante

de n, 'inégalité (2.4.23) sera satisfaite avec CU) = 0 et D > 0 assez petit en ([2.4.21)), et

nous aurons terminé.



‘Borne inférieure sur le premier moment‘

Par la linéarité de I'espérance, nous aurons la borne inférieure sur le premier moment
E (VO] = 22V (89) € 1), S0 (k) € 17)(S9)) w0 < k < Vi)
=22V (80 € 1) P (SP(k) € IP)(SD) 0 <k < Vi) > ) > 0 (2.4.25)
si nous montrons que
N ol .12 aly (4
(i) ) est indépendant de {ngj)( k) — 5557)1(51() )) Vi
(11) 22Vt(j)]P) (sz()]) c I7(i7)) > C(j)
(iit) P (S5 (k) € I9)(SY) Y0 <k < V) > &,

n

(J) ()

pour des constantes c;

du modele (cV) = cgj) . cg ))

> (0 appropriées qui ne dépendent que de j et des parameétres

. Or, pour tout v € Dy, (), nous avons
C (59,59 (k) - 5,(59))

Zzz’r] 1+1<(k + t(jfl)) Nt; — ti_l)a'?

_ (30 30 () _ i- S0)
C (89,59 () o v (59)

- % (k+tI"DYAt; — t;1)o? — Ei;’%‘ﬁl((k%_t(jil)) Nt~ tia)or \VR)
3 i i—1)0; I 5
i=m;_1+1 /

o (2.4.26)

ce qui montre le point (7). Pour le point (i7), V (_f,j)) = Vg, vtU), alors

2 v (AG))11)2
VMEAD )+ - — 1 UMy AT+ ) .
) c 2 o vl o)
Vo, Vi dz>1- Vi, Vt ZC¥)2 oVt

P (59 e 19 / e
( v ) VMIO9) P Fvyﬂ Vt(? Vi0)

car VM (A\9)) = 2,/log2 Vg, vil) — 3 2” \/7 log(Vt( )) et en bornant inférieurement par

une constante les exponentielles n’ayant pas le premier terme de VM;()\U )) en facteur dans

le développement du carré a droite de la premiere inégalité. Pour le point (iii), nous avons

par 'indépendance en (2.4.26) que C (s,(jzl(ﬂﬁj)), Sz(jj)(k) — S’(CJBZ(SQ(;]))) =0, alors

V (59(k) — si,(59)) = € (89 (k), 59 (k) — 5,(59))

Wk, j ) T” k + tU=Dy A ti —ti— (712 . _ .
— Z ((k + t(J—l)) Aty — tz‘—l)UiQ _ Esz]_l—f—l(( = n) 1) C (ng)(k), y))
i=mj_1+1 i
T . Vimn =20 ((k+t07Y) Aty —tia)o?

= > ((k+tUY AL —tiy)o?

i=mj_1+1 vyﬂjn
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Par conséquent, la sous-additivité suivie d’estimés gaussiens nous donnent

P (SO0 € ID(5P) W<k < VD) =1-P ( U {890 -6 > f,i?z})
k=1
vi-1 ‘
>1-2 3 P(S9%k) - $(59) > )
k=1
Vi1 (7)y2
>1-2 Z Cexp|—= ;
2 o ‘ \Zxi ZL_W (HIDIN—ti1)0?
= zm%1+1<<k+t@1>>Aa—ul>03[ o 1 ]
= (A,

Lorsque 1 <k <tn;_ 41— tU=1 | nous avons

(1)y2 p.4/3,8/3 .
1(CF)? KPel” —CWg1/3
(A)kgexp —= J— =e £l
2 kO'Zr]_1+1'[1]

( (J)) ( 2 )1/3 ) )
en posant C](v]% = 2J’1+1 > 0. Lorsque tr; ;41 — tU=D < k < vt — 1, nous avons

() < oxp [ L O Tmn = S 4 ) Mt oD i
2 1) - [Vvmn — Zi:lﬁéfl+1((k +t0=D) Aty —ti1)o?] B

. ()2 Vo )L/3 . - .
en posant CJ(CJ% = w > 0, car Vv, n = VV,T],Vt(J) et Zi;wj,ﬁl((k + U=y A

ti—ti_1)o? < kV vy, par la propriété (2.1.4) du modele. En somme, les bornes sur (A)g, 1 <

k < VtU) — 1 nous donnent

CcWp1/s _oWp1/3 )
fi1 +e Tf2 > Csy

P (SO € IN(SY) Y0 <k < Vi) 21203 (e
k=1

en choisissant C](cj ) > 0 suffisamment grande. Ceci montre le point (7).

Borne supérieure sur le deuxiéme moment ‘

En utilisant la linéarité de ’espérance et en décomposant la somme du deuxieme
moment en fonction des temps de branchement p(u,v) de toutes les paires u,v € Dy,
nous avons

E|WOPR = > P(S9,50 € 19,500(k) € Ln(SD), ST (k) € In(SP) W0 < k < VD)

uv EDVt )
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v
=3 Y B(S9,89 €19, 89 (k) € Ln(S9), SV (k) € Ln(ST) W0 < k < VD)
r=0 u,vE]D)Vt(j)
plusv)=r
< (E [ N<j>]>2 ) Wj)}

vt -1

+ 3 Y P(SD e, 8Dk € Ln(SP) Vo< k< Vi)
r=1 qu]Dv 0
plup)=r
cmax P (S9) = 89(r) € [z — s0(2) — £ 92— sih(@) + £3)) (24.27)
:BEI(J) ’

L’espérance au carré a droite de l'inégalité vient du cas p(u,v) = 0, c’est-a-dire ou Sl(f)

est indépendant de Séj) pour tout couple u,v € Dy,y). L'espérance (sans carré) vient

du cas p(u,v) = Vi), ¢’est-a-dire lorsque u = v. L’autre partie a droite de I'inégalité

0 S‘f,j)(r) sont indépendants de S’qgj)(k) pour tout

vient du fait que les accroissements S
ke€{0,1,.., Vi) } lorsque p(u,v) =r et du fait que nous avons laissé tomber les conditions
S’f;j)(k) € Ikn(S(])), r < k < VtY) dans la probabilité de la deuxiéme ligne. Pour tout
re{l,2,.,VtV) —1} il y a 92Vt 92AVED=1) paives u,v € Dy, telles que p(u,v) =r, alors la

double somme en ([2.4.27)) est bornée supérieurement par

vl —1
EWO] 3 2O max P (59 - S90) € o — s(w) - ) x — sD(w) + £2)
= vl iy ’ : :
VDG, () = (V)r

Notons que V (55” - 5’1(,j)( )) Vi, n— Zw” lJr1((7“—1—15(J NAti—ti1)o?, 0<r < Vtl),
Lorsque 1 <7 <tr, 11—t G=1) Zw” 1Jrl((r+t(J YAt —ti1)o? = 7"02 41, alors,
)

dans ce cas, nous avons pour tout x € L(lj et pour tout v € Dy, :

dz

. ] _1 2
( ) :c—s&{%(m)—&-f,% exp ( 2 Vuwjn—rafrj 1+1>
= [ :
z—sIh @)~/ 27T\/V1/7r.n —ro2

5

*(\())— () * ()Y £()y2
eXp (%(VM,”(A ) Srn(VMn(AJ )) fr,n) )

VVﬂ— n—ro2

; i 1+1 . .
< 2]}972 = : car 2 > VM (AD) et fr(J,z >0
\/Vuﬁjn —TO0% 141
_2Vu7rjn—ro72rj71+l Vuﬂ-Jn TU2 C(J) 2/3, 4/31+1
v, L TR A )y 24/Tog 2t i1t
<2. C( J) 2/3 4/3 2 62 Vi, Vor, vi(d) og(V )e NAZS

,1+1 2
\/VV”J O-ﬂ'jfl'f'l
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, . . 2
< C’J(cj) 203 2_2(Vt<ﬂ)_ngﬂ)r)eCZ-C}J)TZ/S oil ngj) o % <1 (2.4.28)
Vr;

et C1,Cy > 0 dépendent des paramétres du modele. Pour obtenir la deuxieme inégalité
en (2.4.28)), nous avons borné par 1 les exponentielles ne contenant pas le premier terme
de VM*(A\9)) — sfnjr)l(VM,*L (AD) en facteur dans la décomposition du carré sur la deuxieme
ligne. La premiére exponentielle a droite de la deuxiéme inégalité en est bornée par
une constante multipliée par

1 2
65 log(VZ/ﬂ-j nfraﬁj71+1)

en utilisant la décroissance de la fonction x — log z

, * > 1 et ce dernier terme s’annule
avec la racine carrée au dénominateur de la méme ligne. L’exposant du 2 sur la derniere
ligne en (2.4.28) s’obtient en remarquant que Vv, n = Vuy, V) et 0’72rj_1+1 < Vg, sous
I’hypothese H lorsque j & Ay,. Similairement, lorsque (tr; ;41 — tU=D 4 1) <r <Vt0) — 1,
(7)

nous avons pour tout x € Iy’ et pour tout v € Dy, :

z

ex 22
- o—s) (a;)+f(j> b 2vV7r T (D)~ 1)o?
V), = / 54
" Jomsih@)- NGNS wit] 1+1((r+t(ﬂ D) At — tiq)o?

exp [ — 1 (VMO st (VM AD))— f1)?
QVV,T n— Z 1_~_1((r—l—t(j*U)/\ti—tifl)av2

< 2fm e = car z > VM*(AD) et fﬁjn >0

\/Vywjn S 1+1((r+tﬂ YAt —ti1)o?

Vuﬂ— n— ZWT‘] (7‘+t(3 1))/\15 —t; 1)0
)
. 2 Vuﬂ—
I (Ve — S0 (e VR el
i SR L e I
% 1 ©) log(Vt()) 2vlog2 1 —

e Vuﬁj vild e \/Vuﬁj

() “r,g j—
o (vVﬂjnfzi:”"wﬂj_ﬁl((Ht(i M Aty—t;_1)a2)2/3

. ) 2+/log 2
2—217(])(Vt(1)—r) \/ Vo

(Vimmn =370 (- t0D) Aty — t51)07) 723

<C5-CY (2.4.29)

ou C3 > 0 dépend des parametres du modele et

) e i T2 (AY) = Toa(r/n)
(tr;_y 41—t DH1)<r< VD) -1 (VAU) — (r/n)) Vg,

Ce minimum est strictement plus grand que 1 indépendamment de n. En effet, le ratio

est strictement plus grand que 1, sous I'hypothése #H, pour les points r € {tr,_,4+1 —
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tU=1 41 2T tU=1 42, trj—1 — tU=1) } par la propriété symétrique a la propriété

2

- ) du modele et le ratio est égal a vaﬂj > 1, sous 'hypotheése H, pour les points

T

7€ {ty,—1— =1 4 Lite 1 — tU=1 4 9, ...,Vt(j)}. Pour obtenir la deuxiéme inégalité en
, nous avons borné par 1 les exponentielles ne contenant pas le premier terme de
VMF(AD)) — s %(VM *(A0)) en facteur dans la décomposition du carré sur la deuxieme ligne.
La premieére exponentielle a droite de la deuxiéme inégalité en est bornée par une

constante multipliée par

1 log(Vmr n— E 1+1((r—&-t(j_l))/\ti—ti_ﬂaf)

10g T

en utilisant la décroissance de la fonction x — , * > 1 et ce dernier terme s’ajoute a la

racine sixieme au dénominateur de la ligne au-dessus. Le facteur ngj )'> 1 sur la derniére
ligne en ([2.4.29)) s’obtient en remarquant que le ratio a I’exposant du 2 sur la troisieme

ligne s’écrit comme
Joz(k(j)) — Jo2(r/n)
(VAU — (r/ n))VI/ﬂ

En combinant les bornes sur (¥),, 1 <r < VW) —1 en ([2.4.28) et en (2.4.29) :

(V) — 7).

Jj—1)

te —¢( o
<o | - 201-n{)r+o(r) Vi 1D (VD ) o (VD) )
(%>] SCf Z 2- n Z 2 —"2
r=1 T=tn; 41— tG-141

< oY) i[ 210 h-+olk) 22(1—n§j))k+0(k)]
k=1
<oV (2.4.30)
) (%)

car 1"’ < 1 et ny’ > 1 indépendamment de n ou CU) > 0 ne dépend que de j et des

parametres du modele. En appliquant la borne (2.4.30)) en (2.4.27)), nous avons

E|[W9)?] < (B[N0 })2 +E[ND] (14 V). (2.4.31)

‘Derniére étape de la preuve‘

En combinant les inégalités (2.4.25)) et (2.4.31]) en (2.4.24)), nous obtenons

1 1
P max SV >VM*(\D)))| > > > 0.
<veDw<]) 1+ 1[+/\[C(<JJ))] 1+ 1+C(J>

C’est ce que nous voulions en ([2.4.24)). Ceci termine la démonstration. [



Chapitre 3

LE CHAMP LIBRE GAUSSIEN (CLG)

Maintenant que nous avons prouvé les théorémes sur le premier ordre de convergence
du maximum et 'ordre du nombre de hauts points pour la MABI, nous voulons faire de
méme avec une version analogue, inhomogene dans le temps, du champ libre gaussien.
Les démonstrations pour le CLGI seront semblables en raison de la structure branchante
inhérente a la définition du CLG.

Ce qui distingue les processus associés au CLGI et a la MABI est, entre autres,
la variance de leurs accroissements. Les variables du champ associé a la MABI ont
tous la méme variance, ce qui n’est pas le cas du CLGI (et du CLG) pour lequel les
variances décroissent vers 0 lorsqu’on s’approche de la frontiere de V. Cette propriété,
qui découle de la condition de Dirichlet (voir la définition , crée des problemes de
bord similaires pour les accroissements pris a toutes les échelles du temps. Nous devrons
ainsi reprendre les preuves pour la MABI et s’assurer qu’a toutes les étapes ou la variance
d’accroissements intervient, nous modifions le raisonnement pour tenir compte de ces
effets de bord.

Avant de pouvoir démontrer les théorémes pour le CLGI, nous avons besoin de certains
lemmes sur la variance des accroissements et ces lemmes découlent de lemmes analogues
pour le CLG. Pour prouver ces lemmes, il est utile d’introduire une représentation en
termes de marches aléatoires pour la matrice de covariance du CLG. Certaines propriétés
comme la propriété de Markov et la décomposition des espérances conditionnelles sont
aussi nécessaires. Nous présenterons donc une seconde définition du CLG puis mon-
trerons ’équivalence avec ’ancienne définition a la section [3.1I] Nous prouverons les
propriétés importantes du champ a la section et puis nous traiterons la variance des

accroissements a la section [3.3]
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3.1. DEFINITIONS

Pour tout sous-ensemble B C Vy, nous notons Fp = o({¢, | v € B}). Si B est une
boite discrete, alors Pg dénote la mesure induite par la loi d'un CLG sur B et les opérateurs
Eg[], Vg (:) et Cp (-, -) dénotent respectivement les opérateurs d’espérance, de variance et de
covariance pris sous la mesure Pg. S’il n’y a pas d’indice, alors B = Vy comme précédemment.
Attention, le mot «boite» ne désigne pas nécessairement une boite carrée. Une boite B C Viy
est simplement un rectangle discret contenant son intérieur. On définit 'intérieur de B comme
B°={z€ B| AveZ?\B tel que v ~ z} et sa frontiere comme OB = B\0B.

De fagon similaire, &, dénote la mesure induite (sur un autre espace de probabilité
générique) du processus de la marche aléatoire simple (MAS) dans Z? débutant au point
u € Z?. Nous notons ce processus par {Wi}rken, ot Wy = u. Les opérateurs d’espérance,
de variance et de covariance, respectivement notés &, [-], %, (-) et €, (-,+), sont pris sous la
mesure Z,. A titre de rappel, la MAS possede la propriété de Markov forte, i savoir que

pour un temps d’arrét 7 < oo (p.s.) sur les entiers positifs (Ny), nous avons
Py Wepy=v | Wy =w) = Py (Wi, =)

pour tout u,v,w € Z? et pour tout k € Ny (voir le théoréme 1.3.2 de [32]).

Avant de poursuivre, le lecteur devrait prendre le temps de revoir la définition Le
champ libre gaussien a été défini a I’aide de sa densité marginale sur la boite V ainsi que la
condition de Dirichlet sur la frontiere de V. Nous avions mentionné que la représentation
matricielle des covariances correspondait & I'inverse du laplacien discret (multiplié par o?),
dont nous donnons maintenant la définition.

Définition 3.1.1 (Laplacien discret). Soit une fonction h : Z?> — R, alors 'opérateur
A:RZ SR est appelé le laplacien discret et est défini comme suit :
Ah(u) = h(u) — > 3" h(v), uez?.
4 U
De plus, on note Ap sa restriction @ B C Z?, c’est-a-dire Agh = Ah|g, et [Ap] dénote

sa représentation matricielle sous Uordre < en (1.2.6) lorsque l’ensemble B est fini.

Sous cette définition, la densité marginale du CLG sur Vy peut étre réécrite comme

f(x) = Z texp (—%;w’[Avﬁ]w) . (3.1.1)

Plus précisément, la matrice [Ayy] est de taille (N — 1)2 x (N — 1)2, tridiagonale par blocs
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de tailles respectives (N — 1) x (N — 1), et elle prend la forme suivante :

T D 0 0

D T D

0 D T 0 (3.1.2)
D

0 - 0 D T

ou T = tridiagy_;(—1/4,1,—1/4), D = diagy_;(—1/4) et 0 est la matrice nulle. Nous
verrons plus loin que l'inverse de cette matrice correspond a la représentation matricielle de

la fonction de Green sur Vj, dont nous donnons maintenant la définition.

Définition 3.1.2 (Fonction de Green). Pour toute boite finie B C 72, la fonction de

Green (du laplacien discret) sur B est définie comme suit :
ToB—1

GB(U,U)ééDu Z 1{Wk=v} , u,v € B.
k=0

ot Topp = inf{k > 0 | Wy € OB} est le temps de premier passage sur la frontiére de B de
la MAS débutant au point u.

Nous pouvons maintenant comparer la définition précédente du CLG sur Vi avec sa

seconde définition, qui spécifie les covariances du champ plutot que sa densité jointe.

Définition 3.1.3 (Champ libre gaussien (CLG)). Soit une boite finie B C Z?, alors un

champ gaussien {¢y }vep est appelé champ libre gaussien sur B si
Cs (d)u? va) = U2GB(U”U)’ u,v € B.

Notez que la condition de Dirichlet est satisfaite, c¢’est-a-dire que ¢, = 0 pour tout v € IB,

car Gp(v,v) =0 pour tout v € OB.

Comme nous 'avons motivé au début de ce chapitre, nous aimerions montrer que les
deux définitions du CLG sur Vy, et sont équivalentes. Toutefois, il semble plus
approprié de vérifier d’abord que la définition définit bien un champ gaussien. A la
vue de ’équation , il suffit de vérifier que [Avﬁ]*l est symétrique définie positive.

La symétrie découle directement de la symétrie de la matrice [Aye] (voir ([3-1.2)), car les
opérations de transposition et d’inverse commutent. Si nous montrons que [Avﬁ] est définie

positive, alors toutes ses valeurs propres seront strictement positives et par conséquent,
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[Avﬁ]_l sera définie positive, car ses valeurs propres sont simplement 'inverse des valeurs
propres de [AV]@]. En raison de la symétrie, nous savons que les valeurs propres de [AV]@] sont
réelles. Si on note [Aye] = I —[Qyg], olt I est la matrice identité de taille (N — 1)2x(N—1)2,
alors nous voulons montrer que [QV;\;] ne possede pas de valeurs propres plus grandes ou
égales a 1 en valeur absolue. La matrice [Qvg] est en fait la matrice de transition de la
MAS sur Vy ot nous avons enlevé les états sur la frontiere de Viy. Plus spécifiquement,
pour tout u,v € V¥ tel que u est i-itme et v est j-ieme par rapport a 'ordre < (voir ([1.2.6)

pour un rappel), alors
([Quel?)ij = Pu (Wi = v, 7ovy, > k). (3.1.3)

C’est-a-dire que le k-iéme produit de la matrice de transition tronquée [Q‘/ﬁr] représente les
probabilités d’aller d’un point & un autre, en k pas, avant de toucher & la frontiere de Vy.

Nous avons clairement que

min 2, (tayy < N) >4V >0 (3.1.4)
zeVy

car d’'un point donné dans Vy, il existe toujours un chemin de longueur NV, dont le point
final se trouve a I'extérieur de Vy, et la probabilité que la MAS suive ce chemin est 4=,
En particulier, pour p € N et pour tout i, € {1,...,(IN — 1)?} , ott u € V§ est i-iéme sous

I’ordre complet <, nous avons par (3.1.3)) que
([QvelPN)ij < Pu(Tovy > pN). (3.1.5)

En conditionnant sur le point z,_1 € Vg ot sera la MAS au temps (p — 1)N et sur le fait

qu’ ira p J avant ce temps, nous avons

Py (tovy >pN) = > 2, (TavN >pN | Wp_iyn = 2p—1,Tovy > (p— 1)N)

Zp—1 EV;\)]

- Py (W(p—l)N = Zp—1,ToVy > (p — l)N) . (3.1.6)

En utilisant la propriété de Markov de la MAS, cette derniére équation est égale a
Z 921771 (TBVN > N) Kz (W(p—l)N = Zp—1,TOVyN > (p — 1)]\7)
zp—1€Vﬁ

< max Z, (TaVN > N) Z Kz (W(p—l)N = Zp—1,ToVy > (p - 1)N)

z€V,
N zp—1EVY

gzu(TaVN > (p—l)N)

< (1-47N) 2, (ravy > (p—1)N)
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ol nous avons utilisé 'inégalité (3.1.4)) pour obtenir la derniére borne. En regroupant cette
borne avec I’équation (3.1.6)) et I'inégalité (3.1.5)), et en itérant le raisonnement que nous

venons de faire, nous trouvons
([QuglP™)ij < (1 —4~M)P

qui tend vers 0 (uniformément en ¢ et j) lorsque p — oco. En particulier, lim,_, || [Qvﬁ]pN loo =

0, alors [Qvg] ne peut pas avoir une valeur propre [A| > 1, car autrement
0 > liminf ||[Qve]¥|lsol|Z||oe > liminf [|[Qve]*®|lee = lim inf [A[*||z|s > 0
k—o0 N k—o0 N k—o0

pour le vecteur propre & # 0 correspondant, ce qui serait une contradiction. Ceci montre
que toutes les valeurs propres de [QV]@} sont strictement plus petites que 1 en valeur absolue,
c’est-a-dire

lp2([Qvg])| < 1 (3.1.7)

ou po dénote le rayon spectral. Puisque toutes les valeurs propres de la matrice identité
I sont 1, cela montre que toutes les valeurs propres de [AVK,] sont strictement positives.
Par conséquent, [AVK,]_1 est symétrique définie positive et définie bien une matrice de
covariance pour un champ gaussien. Nous pouvons maintenant montrer ’équivalence entre

les deux définitions du CLG.

Proposition 3.1.4 (Equivalence entre les deux définitions du CLG). Le champ gaussien
¢ = {p}vevy est un CLG sur Vi sous la définition|[1.2.7 si et seulement si c’est un CLG

sur Vi sous la définition [3.1.5.

Nous donnons deux preuves de cette proposition. La premiere preuve est extrémement
simple & cause du travail que nous avons fait plus haut et la seconde (tirée de [14]) est
donnée a titre de référence, car elle utilise des idées probabilistes intéressantes et nous aurons
aussi besoin d’un résultat de la démonstration pour expliciter les espérances conditionnelles

du champ a la section

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [3.1.4].

(1) Puisque les covariances du CLG déterminent sa loi (voir (3.1.1f) et (1.1.1)) et que la

condition de Dirichlet est satisfaite sous les deux définitions, il suffit de montrer
que l'inverse de [Avﬁ] correspond a la représentation matricielle de la fonction de
Green sur Vi restreinte au domaine Vg x Vy. Or, pour tout u,v € Vg tel que u

est i-iéme et v est j-iéme par rapport a ’ordre complet <, nous avons
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(Avel ™) = (= [Qugl) Yy = I f:Qw )y par (BI7)

=> P (Wp=v,19vy —1>k)  par (3.1.3)
k=0
Tovy —1

Y Lw=n
k=0

= Gy, (u,v)

ce qui termine la premiere preuve. Le lecteur peut regarder le Théoreme 5 page 222

de [31] pour vérifier la deuxieme égalité.

Comme pour le point (1), nous savons que la condition de Dirichlet est satisfaite

sous les deux définitions. Pour tout v € V fixé, nous voulons ainsi montrer que

g(u) = C (¢u, ) = O'ZGVN (u,v) = h(u) YueVy (3.1.8)

ou l'opérateur de covariance, C (-,-), est celui sous la définition L’idée de la

preuve est de montrer les deux points suivants :

(a) Ag(u) =0 Vue VZ\{v} et Ag(v) = o2,
(b) Ah(u) =0 Yu € VZ\{v} et Ah(v) = o2

Si (a) et (b) étaient vérifiés, alors nous aurions A(g—h)(u) = 0 pour tout u € Vg, que
nous résumons en disant que la fonction g—h est harmonique discrete sur V5, et nous
pourrions conclure en appliquant le principe du maximum. L’argument probabiliste
suivant explicite cette idée. La proposition 1.4.1 de [32] (le lecteur peut facilement la
vérifier) montre que f(Wya,) est une martingale par rapport a la filtration naturelle
de la MAS débutant au point u lorsque f est une fonction harmonique bornée
(la ou le processus {Wgartren, peut se promener) et 7 < oo (p.s.) est un temps
d’arrét. Si (a) et (b) étaient vérifiés, ceci montrerait que {(g — h)(Winryy, ) Hreng
(avec Wy = u € V) est une martingale et par le «Optional Sampling Theorem»

(voir le théoreme 1.86 de [34] par exemple), nous aurions

(9= h)(w) = &g = W(Wo)] = & [(g = W (Wryy )] = Eu[0] =0, weVE

car W.

ToVn

v € V) est arbitraire au départ, I’égalité des covariances en serait satisfaite et

€ 0Vy et g(w) = h(w) = 0 pour tout w € IVy. Puisque notre choix de

nous aurions fini. Il suffit donc de montrer que (a) et (b) sont satisfaits pour conclure.

En prenant v € Vg fixé comme plus haut, nous avons d’abord que E [¢y | (¢w)w=£u)
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est égal a

f]R Loy €XP (_# ZWEXN i(xu - ¢w)2) eXp _ﬁ ; ~\{u} Z(¢w - (bz)Q) dx,,
o vz . (3.1.9)

fR exp (_riz Zu{uer\“/&v i(l'u - d)w)z) €xXp _# , ~\{u} Z(¢w - ¢z)2> dz,

Pour simplifier la notation, posons ¢, = iEweVN ¢ pour tout z € Vy. En
wnz

développant la somme des exponentielles a gauche dans le ratio de la derniére

équation, nous obtenons

1

Z Z(ﬂju - d’w)Q = 2$u¢u + Z ¢2
weVyn wGVN
WU WU

= (g — Z% (6u)?] . (3.1.10)

wEVN
w~U

Ceci nous permet de réécrire (3.1.9) comme

Jawuexp (=5 (@ — 6u)?) de
Jeexp (=52 (@0 = 6)?) day

car les exponentielles avec le terme résiduel en (3.1.10)) (et les exponentielles & droite

(3.1.11)

en (3.1.9)) s’annulent toutes entre elles, car elles ne dépendent pas de la variable
d’intégration x,. En normalisant les deux intégrales en (3.1.11)) et en regroupant

avec ’équation (|3.1.9)) plus haut, nous trouvons

E [¢u | ($w)wr] / \/ﬁ Xp( 212( ¢u)2> day = bu. (3.1.12)

Ainsi, nous avons par la derniére équation que

Ag(u) =E[¢ude] —E [$uds] = E[E[bu | (Fu)ura] 0] — E [$usu| = 0

pour tout u € Vg\{v} en conditionnant par rapport a o(¢, | w # w). Il reste a

montrer que Ag(v) = o2 pour que (a) soit vérifié. Or, nous avons
Ag(v) =E [(6y — 60)6u| = E [(60 — 6)?] +E (60 — $0) 0] (3.1.13)

La deuxiéme espérance a droite est 0 en conditionnant par rapport a o(¢, | z # v),
car E [¢y | (42)20] = by par (3.1.12). La premiére espérance & droite, quant & elle,
est égale a E[V (¢, | (¢2).0)] en conditionnant par rapport a o(¢. | z # v) et

par un calcul tout a fait analogue a celui pour 'espérance conditionnelle entre les
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équations (3.1.9) et (3.1.12), nous avons

Ty — Dp)?
V(¢U | (¢Z)z;£v) :/ ﬂ

R 2702

1 _
exp <—M(xv — ¢v)2> dz, = o°.

En regroupant I’expression de la variance conditionnelle avec 1’équation (3.1.13)),
nous avons Ag(v) = 2. Le point (a) est démontré.
Le point (b) est plus simple et utilise simplement la propriété de Markov de la MAS.

Pour tout v € V fixé, nous avons

7-E"/Ni1 1 TBVNfl
h(u) = 02@@u Z 1{Wk=z}} = 021 Z (a@u Z 1{Wk:v} ’ W1 =w
k=0 weVn k=0

wn~Uu
en conditionnant sur le premier pas de la MAS débutant au point u. Le premier
terme de la somme & l'intérieur de I'espérance est 1 si uw = v et 0 sinon. Ainsi, en
séparant ce premier terme et en utilisant ensuite la propriété de Markov de la MAS,

nous pouvons réécrire la derniere équation :

ToVy —1

1 1
h(u) = 021 Z Liy=o) +0'2Z Z éu Z Liw=vy | Wi=w
weVn weVn k=1
w~u wn~u
1 Tovy —1
= lpu=y + 3 D | D L=y
weVN k=0
wn~u
o 2 1
=0 1{u:v} + 1 Z h(w).
weVn
wn~u
Ceci montre que Ah(u) = 021{u:v} et termine la preuve. [

3.2. PROPRIETES

Dans cette section, nous prouverons les propriétés les plus importantes du champ libre

gaussien. Nous traiterons d’abord la propriété de Markov pour les champs de variables

aléatoires, qui est un analogue en dimension deux de la propriété de Markov usuelle pour

les processus stochastiques en dimension un. Nous montrerons que les espérances condition-

nelles sont des combinaisons convexes des variables du champ, par rapport auxquelles on

conditionne, dont les poids sont des fonctions harmoniques qui dépendent de la MAS et

possedent une expression simple. Nous montrerons aussi que les accroissements de la forme

¢y —E ¢y | Fop], v € B ont la loi jointe d'un CLG sur B. Enfin, nous discuterons de la

structure branchante inhérente & la définition du CLG via le conditionnement.
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Proposition 3.2.1 (Propriété de Markov). Soit une boite B C Viy et C C Vy\B, alors
nous avons que

P(F | Fopuc) =P (F | Fop), F € Fpo.

DEMONSTRATION. Si on note E = {¢,}vepo(F) C RE” I'image de I'ensemble F' C Q par le

champ {¢y }yepo, D = 0B UC et x° = {xy }yepo, alors

P (F | Fopuc) = E[1F | Foapuc]

fE €xXp _# Zu,UEBO (xu - xv)Q + ZuEBO (wu - ¢v)2 + Zu,veD(¢u - ¢v)2 dx°

U~v vEOB uU~v
uU~v

fRBO €xXp _# Zu,vEBO (xu - xv)Q + ZUEBO (xu - ¢’U)2 + Zu,veD(¢u - ¢7J)2 dx°

U~ vEOB U~V
uU~v

fE eXp (_2;2 <ZU’UEBO (Ty — xv)2 + EuEB",veaB(xu - ¢v)2>) e

u~v u~v

fRBO exp <_%i2 (Zu,veBo (xu - xv)Q + ZueB",veaB (xu - ¢v)2>) dx°

u~v u~v

:E[1F|faB]ZP(F|f83)

ou la troisieme égalité découle de ’annulation des exponentielles sur la deuxiéme ligne, dont

les couples a ’exposant ne contiennent pas de variables d’intégration. [

La propriété de Markov pour les champs de variables aléatoires est une propriété
extrémement forte. En général, elle dit que deux sous-champs d’un méme champ sont
conditionnellement indépendants lorsque la o-algebre, par rapport a laquelle on conditionne,
est engendrée par un troisiéme sous-champ qui sépare les deux premiers par rapport aux
indices. Dans le reste du mémoire, nous utiliserons cette propriété sous une forme plus
faible. Celle-ci est 'objet du prochain corollaire.

Puisque notre champ prend des valeurs dans I’espace mesurable (RN, Z(R"V)), ot
A(RV~) dénote la o-algebre de Borel sur RV, et que la mesure Py est induite par la loi du
champ sur Vy, le théoréme 5 page 229 de [38] nous dit qu'il existe une famille de mesures de

probabilité, {Px(w, -)}weq, telle que
Pn(-, F) =Pn(F | Fop)(-), Pn —p.s.

pour tout F' € F et pour tout B C V. Ce théoreme fondamental nous permet d’interpréter
les probabilités conditionnelles comme des mesures de probabilité et en particulier d’écrire les

espérances conditionnelles et les covariances conditionnelles sous Py comme des opérateurs
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d’espérance et de covariance sous la mesure Py (voir théoréme 3 page 226 de [38]). A la

vue de cette discussion et de la proposition [3.2.1] nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2 (Propriété de Markov faible). Soit une boite B C Viy et C C Vy\B,

alOT’S nous avons que
(i) E ¢y | Fopuc| =E [y | Fonl, v e B,
(”) C(¢u7¢v | -FBBUC):(C(G%,% ‘ FaB), U,UGB.

La prochaine propriété importante du champ libre gaussien concerne la décomposition
explicite des espérances conditionnelles. L’espace £2(£, F,P), dont les variables du CLG font
partie, forme un espace de Hilbert et les projections orthogonales sur cet espace coincident
avec les espérances conditionnelles. Le lecteur intéressé peut consulter le chapitre 2 de
[13] pour un traitement du théoréme de projection et son lien avec la meilleure prédiction

linéaire dans un espace gaussien.

Proposition 3.2.3 (Décomposition des espérances conditionnelles [39]). Soit une boite

B C Vy, alors nous avons que

E[¢v’faB]ZZL@U(WTaB:Z)¢Z7 vE B

z€0B

DEMONSTRATION. La démonstration utilise les idées de [39] et les adaptent & notre contexte.
Nous complétons aussi les détails manquants. Si on note P, = {P, ;}.cop le vecteur de

probabilités dans la somme de ’énoncé et € = {¢.}.cop, alors nous cherchons un vecteur

Lv = {Lv,z}zeaB tel que

El¢y | Fop] = L€ et L,=P, veEB (3.2.1)

ot ’ dénote lopérateur de transposition. Notons que E [¢, | Fop| = ¢, pour tout v € 9B,
alors nous avons nécessairement que L, . = 1y,—,) pour tout v,z € 9B. La condition (i3.2.1)
est trivialement satisfaite dans ce cas, car nous avons aussi P, . = 1,—.y pour tout v, 2 € 9B.
De plus, notons que seuls les points z € 0B N Vg contribuent a la somme dans 1’énoncé
et aussi que E [¢, | Fop] = E [d)v | -FaBmV;\’,L car les variables sur la frontiere de Vi sont

identiquement nulles et ne contribuent pas a Fyp. En particulier, nous pouvons choisir
L,.,=P,., veB° z2c0BNIVyN (3.2.2)

car cela n’affecte pas ’espérance conditionnelle en (3.2.1)).
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Si on note E, L, et P, la restriction des vecteurs &, L, et P, aux indices z € 0B N Vy,
alors nous cherchons dans un premier temps un vecteur L, tel que E [(bv | Fo BﬁV]‘\’[} = i;"é
pour tout v € B et nous voulons montrer que L,=P, pour tout v € B° dans un second
temps. Regardons le candidat iv = RE_% R, ~, ou R, + est le vecteur de covariance entre ¢,

#v,€’ (VN3
et les variables de &, et REE est la matrice de covariance entre les variables de &. Nous avons

Eli0, - LOE] = F, o~ 7, AL B[] —o0. ver

par linéarité de ’espérance et le fait que la matrice REE est symétrique. Les variables
~/ ~ ~ ’
aléatoires ¢, — L& et & sont conjointement gaussiennes et non-corrélées, alors elles sont

indépendantes. Par conséquent,
~/~ ~/~ o
E (¢ — L€ | Fopavg| =E 60— L,&] =0, veB

car les variables du champ sont centrées. Par définition, la o-algebre Fopnvg est engen-

drée par les variables de E, alors la linéarité de l’espérance conditionnelle montre que
~/ ~

E {gﬁv | Faanﬁ} = L & pour tout v € B° comme nous voulions.

Maintenant, I'idée est de montrer que pour tout z € 9B NV fixé :

(a) AyL,. =0 Yve B,

(b) A,P,. =0 Vo€ Be.

ou A, veut simplement dire que le laplacien discret opere par rapport a la variable v. Si (a) et
(b) étaient vérifiés, nous aurions, en utilisant la proposition 1.4.1 de [32] suivie de I’«Optional

Sampling Theorem», exactement comme dans la seconde preuve de la proposition [3.1.4] que
Lv,z - Pv,z = gv [LWO,Z - PWQ,Z] = éav {LW‘Q’)B’Z - PWT(,’B,Z} = gv [0] = 0, veB°

car Ly, = P, » = ly,—;) pour tout v,z € dB. Il suffit donc de montrer que les points (a) et
(b) sont satisfaits pour tout z € 9B N Vg afin de conclure.
En appliquant terme a terme le laplacien discret aux composantes du candidat L,=

RZL R
57

: By o nous avons par linéarité que
Uy

T _ p—1 __ p—1 _ o
A L, = Rgg A”R%,& = RZZ 0=0, veB

ol la deuxiéme égalité suit du point (a) dans la seconde preuve de la proposition Ceci
montre vectoriellement le point (a) ci-haut. Le point (b), quant & lui, découle facilement de

la propriété de Markov pour la MAS. En effet, pour tout z € 0B N Vy et pour tout v € B,
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nous avons, en conditionnant sur le premier pas de la MAS débutant au point v, que

. 1 1
P,z Py, (Wyy, =2) = 1 > Py(Wryy =2 | Wi =u)= 1 > Py

ueB ueB
u~v u~v
C’est-a-dire que A, P, =0, v € B°. Ceci termine la démonstration. m

Avant d’énoncer la prochaine proposition, nous devons introduire quelques notations
et discuter de certaines hypotheses. Sans perdre de généralité, nous supposerons dans la
suite que N = 2" (n € N) et \;n € Ny pour tout i € {0, ..., M'}. Comme dans la discussion
suivant la définition de la MABI, nous pouvons faire de telles hypotheéses en raison de
la nature logarithmique de 'ordre 1 du maximum et ’ordre du nombre de hauts points.

Pour tout i = (i1,42), 1 < i1,i9 < N* et A € [0,1] tel que An € Ny, nous appelons

A\-boites fizes dans Vi les carrés discrets de largeur N1~ de la forme suivante :

B =~ ([(il _ 1)N1’A,i1N1”\} < [(ig _ 1)N1”\,i2N1”\D ﬂVN-

(2

Pour tout v € Viy, B, dénote la A-boite fixe la plus en bas & gauche qui contient le point v
(ce choix est arbitraire et sans réelle importance) et vy son point central, que nous appelons
le représentant de v a l’échelle A. Nous notons R) = J,cv,, {va} 'ensemble des représentants

a I’échelle A dans V. La figure illustre I’ensemble des A-boites fixes dans V.

A A A
By | By B vy
N
Blis | By Biyag) | (N1
A
By | By By

FiGURE 3.1. Représentation des A-boites fixes dans V.
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Une autre notion de A-boites sont les A-boites mobiles dans Vi illustrées a la figure (3.2

Pour tout v = (vy,v2) € Viy et A € [0, 1] tel que An € Ny, nous notons

aVN Si )\ = 0
hh = ¢ ([or = SN2 00 4+ AN s [o = N2 0+ ANTA )V si A€ ]0,1]
v siA=1

les carrés discrets de largeur N1~ centrés en v et intersectés avec V.

U

[u]x

Nl—)\

FIGURE 3.2. Représentation des A-boites mobiles
autour de deux points u et v dans Vy.

Pour conditionner par rapport a la frontiere d’une boite B C Vi et d’une A-boite mobile,

nous notons respectivement
6o(B) = E[oy | Fon] et 6u(N) =E[bu | Fou,|, v €V, A€[0,1] (An € No).

Si la boite B est carrée, alors vg € Vy dénote son centre.
Proposition 3.2.4 (Loi des accroissements). Soit une boite B C Vi, alors le champ
{by — du(B) }ven posséde la loi d’'un CLG sur B. De plus, soit A,B C Vx des boites
telles que A° N B° = &, alors {¢y — ¢u(A) }uca est indépendant de {p, — ¢o(B)}veB-

DEMONSTRATION. Soit une boite B C Vi, le champ {¢, — ¢y (B) }ycp est un champ gaussien
centré, car ¢(B) est une combinaison linéaire de variables du CLG par la proposition et
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les variables du CLG sont conjointement gaussiennes et centrées. La loi de {¢, — ¢(B)}ven

est donc déterminée par ses covariances. Si nous montrons que

E [(¢y — ¢u(B))(dy — ¢0(B))] = 0°Gp(u,v), u,v € B (3.2.3)

alors nous aurons que la loi du nouveau champ est un CLG sur B sous la définition [3.1.3

Or, pour u,v € B, nous avons

T@VNfl

Z Liwy=v}

Top—1

Y lw=o)
k=0

Gy, (u,v) + &,

TaVNfl
Zlm@i

k=TsB

=Gp(u,v)+ > Py Wy, =w)é,

T@VNfl
Z 1{W;€ =v} ’ WTBB = ]

wedB k=7op
=Gp(u,v)+ Y Py (Wryy = w)Gyy (w,v). (3.2.4)
wedB

ou T9p dénote le premier temps de passage sur la frontiere de B. Nous avons conditionné
sur le point qu’atteindrait la MAS débutant au point v au temps T7yg pour obtenir la
deuxieme égalité. La troisieéme égalité découle de la propriété de Markov forte de la MAS et
la définition de la fonction de Green sur Vi. Par symétrie, Gy, (w,v) = Gy, (v, w), alors en

appliquant le méme raisonnement :

Gy (w,v) = Gg(v,w) + Z Py Wryp = 2) Gy (2, w) (3.2.5)
T #€oB

ou Gp(v,w) =0, car w € 9B en (3.2.4). En regroupant (3.2.5) avec I’équation (3.2.4) et

puisque Gy, (z,w) = Gy, (w,2) = U—IQC (¢w, ¢=), nous pouvons réécrire Gy, (u,v) :

GVN(U,’U) GB u ’U + Z Z QZ TaB = )QZU (WTaB :Z> %C (¢w7¢z)

wedB 2€0B

:@mm+%m%wm@n (3.2.6)

ol nous avons utilisé la décomposition des espérances conditionnelles de la proposition [3.2.3

pour obtenir la seconde égalité. A la vue de Péquation (3.2.6), il suffit de montrer que

E[(¢u = ¢u(B))(d0 — du(B))] = E [pugy] — E [u(B)¢u(B)] (3.2.7)

pour obtenir , car E [¢p,¢y] = 0 GVN (u,v). Or, en conditionnant par rapport a Fyp,

nous pouvons réécrire les termes croisés a gauche de I’égalité en (3.2.7)) :
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Par symétrie, nous avons aussi E [¢,(B)¢,] = E [¢u(B)¢py(B)]. Ceci montre la premiere
partie de I’énoncé. Pour la seconde partie, supposons que u € A, v € B ou A, B C Vi sont
des boites telles que A° N B° = &. Puisque v € B C A U A¢, alors en conditionnant par

rapport a Fyauae, nous obtenons

E [((ﬁu - ¢u(A))(¢v - ¢U(B)>] = ]E[E [¢u — ¢u(A) ’ faAUAC](¢v - ¢v(B))] =0

=0

ou le terme dans 'espérance s’annule par la propriété de Markov (faible) du CLG (voir le

corollaire [3.2.2)). Ceci termine la preuve. "

Une conséquence intéressante de la proposition précédente concerne les covariances
conditionnelles. La covariance conditionnelle de n’importe quel point du champ par rapport
a une og-algebre Fsp, ou B C Vi est une boite, est une constante qui dépend seulement
de l’ensemble B au lieu d’étre une variable aléatoire. En général, c’est aussi vrai lorsque
B est quelconque. En fait, les énoncés des propositions ci-dessus sont aussi vrais lorsque
les ensembles B C Vy sont quelconques. Nous avons choisi de nous restreindre au cas

particulier des boites pour faciliter 'utilisation des résultats.

Corollaire 3.2.5 (Covariance conditionnelle). Soit une boite B C Vy, alors

C (¢u, v | FoB) =CB (u, Pv), u,vEB

ot Cp (+,+) dénote la covariance d’'un CLG sur B et Cp (¢y, py) n'est pas aléatoire.

DEMONSTRATION. Soit une boite B C Vi et v € B, alors pour tout z € 9B :

E [(d)v - ¢’U(B))¢Z] =E [E [(z)v - (bv(B) | faB] (z)z] =0. (328)

Ceci montre que ¢, — ¢,(B) et Fyp sont indépendants pour tout v € B. Par conséquent,

pour tout F' € Fyp et pour tout u,v € B :

E [(¢u - ¢u(B))(¢U - (bU(B))lF] =E [(¢u - ¢u(B))(¢v - ¢U(B))] E [1F]
=Cp (¢U7 ¢fu) E [1F] =K [CB (</>u, ¢v) 1F]

ou la premiere égalité vient de I'indépendance en (3.2.8)) et la deuxiéme égalité vient de la

proposition précédente. La conclusion suit de la définition de la covariance conditionnelle. =

Parlons maintenant de la structure branchante du CLG. Tout d’abord, nous avons choisi

de prendre Viy = [0, N]? N Z2, alors contrairement & la MAB (ou la MABI), le CLG posséde
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(N +1)? variables. Toutefois, un tel choix ne change rien aux questions qui nous intéressent
a cause de leur nature logarithmique en N. La description des représentants aux différentes
échelles de temps s’en trouve aussi simplifiée. Il est important pour le lecteur de comprendre
que, mis a part les différences au niveau de la variance des accroissements créées par les
effets de bord de la fonction de Green, le processus de MAB et le processus sous-jacent au
CLG se comportent de facon tres semblable. En effet, les variables du CLG peuvent étre
décomposées sous la forme suivante :

bo = ¢, (1) = En: (%E (5) - dn;% (T)) . veVy (3.2.9)

k=1

car ¢y, (0) = 3 ,covy P (WTBVN = z) ¢, = 0 par la décomposition des espérances condi-
tionnelles et la condition de Dirichlet. Le lecteur est invité a comparer cette décomposition
avec la définition de la MAB. Pour deux points u,v € Vj, nous notons p(u,v) € [0, 1]
leur temps de branchement, c’est-a-dire le temps le plus élevé tel que u et v ont le méme
représentant. Comme pour la MAB, ug/, = v/, 1 < k/n < p(u,v), c’est ce qui crée,
en partie, les corrélations entre les variables du CLG. Plus les points u, v sont pres de la
frontiere de Vi, plus la variance des accroissements en est atténuée en commencant
par les échelles les plus petites.

La figure illustre la structure branchante du CLG entre les temps 0 et 3/4. Le point
au centre (Ry) est le représentant au temps 0, les points aux intersections des lignes minces
fermées (R, /4) sont les représentants au temps 1/4, les points aux intersections des lignes
en tiret (R /9) sont les représentants au temps 1/2 et les points aux intersections des lignes
pointillées (R3 /4) sont les représentants au temps 3/4. Le branchement jusqu’au temps 1
n’est pas dessiné, car il n’est pas uniforme en raison du choix arbitraire que nous avons
fait pour déterminer les A-boites fixes et les représentants de chaque point aux différentes
échelles et aussi parce que |[Viy| = (N + 1)? n’est pas une puissance de 4.

La covariance du CLG décroisse de fagon linéaire lorsque le logarithme de la distance
euclidienne entre deux points augmente et ces deux points ne sont pas trop pres de la frontiere
de Viv. La proposition [3.2.6) précise cette affirmation. En particulier, la quantité log, (|lu—v]|2)
joue le méme role dans la covariance du CLG que n — p®)(u,v) dans la covariance de la
MAB (voir la définition . En fait, nous avons ||u — ||z = NP ) = 2(n=p'? (wo)n)
et donc logy([lu — vl|2) = (n — p'®) (u,v)n) + ¢, alors le résultat de la proposition n’est

pas surprenant. La démonstration est laissée au lecteur, car c’est un résultat bien connu
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FiGURE 3.3. Structure branchante du champ libre gaussien
entre les temps 0 et 3/4 ot N = 2%,

et parce que nous prouverons plusieurs lemmes dans la méme veine aux deux prochaines

sections. Pour tout d € [0,1/2], rappelons que
§ o .
= Vi — > 0N ;. 2.1
v, {v € Vn | i v —z]]2 > } (3.2.10)
Proposition 3.2.6 (Covariances du CLG [17]). Pour tout u,v € V3 (5 €10,1/2]) :
—C1(0,0) < C (¢y, py) — go*(log N — 0V log(|lu — vl|2)) < Ca(0).
En particulier, pour tout v € V]é,, nous avons

—C1(0,0) <V (¢y) — go*log N < Co(0)

ou C1,Cs > 0 ne dépendent pas de N ni de v.

3.3. ESTIMES SUR LA VARIANCE DES ACCROISSEMENTS

Dans cette section, nous utiliserons les outils que nous nous sommes donnés a la section
précédente afin de prouver, entre autres, le lemme[3.3.4} Ce lemme important donne des estimés
sur la variance de certains accroissements du CLG. Les estimés sur V (¢, (N\;) — ¢p(Ax—1)) ne
seront pas utilisés explicitement, mais leurs analogues pour le CLGI (voir le lemme
seront cruciaux pour démontrer 'ordre 1 du maximum et ’ordre du nombre de hauts points
au chapitre Les estimés sur V (gf)% (N) — Py, _, ()\k_l)), quant a eux, appuieront notre
constat de la section précédente, a savoir que les accroissements sur les représentants en

(3.2.9) se comportent similairement aux accroissements correspondants de la MAB.
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Nous commengons par prouver une version légérement modifiée du lemme 12 de [7]. A

Porigine, ce lemme servait dans la premiere preuve de I'ordre 1 du maximum pour le CLG.

Lemme 3.3.1. Soit B C Viy une boite dans Vy et u,v € B tel que L = minyepp ||u —

wlla > min,epp ||[v — z||2. Pour tout 0 < n <1 tel que ||ju — v||2 < nL, nous avons

ot C = C(o,n) > 0 ne dépend de rien d’autre que o > 0 et 1.

DEMONSTRATION. Le lemme est trivial lorsque L = 0, car u = v pour tout 0 < n < 1 dans
ce cas. Supposons donc que L > 1 et notons que V (¢, (B) — ¢y(B)) =V (E [y, — ¢» | FaB))-
En utilisant la formule de variance conditionnelle suivie du corollaire [3.2.5] et en développant

les variances avec des fonctions de Green (voir la définition |3.1.3)), nous avons

V(E[¢u = v | Fopl) =V (¢u = ¢u) —E[V (pu — ¢v | Fon)]
= V(¢u = dv) = VB (du — )
= 0?(Gy (u,u) — Gyy (1,v) + Gyy (0,0) = Gy (v, 1))
— 0?(Gp(u,u) — Gp(u,v) + Gp(v,v) — Gp(v,u)).

Maintenant, en utilisant la définition pour les fonctions de Green dans la derniere

équation, nous pouvons réécrire la variance de 1’énoncé :

"'c’)VN*1 TBVNfl
V(¢u(B) — ¢o(B)) =0 | > (LppWi) = LipWi) | + 076 | D (Lp(Wa) — 1{u}(Wk‘>]

k=0 k=0

2 TaB—l 2 TaB—l

— & | Y (L Wi) — Ly (W) | =028 | D (L (W) — Ly (W)
k=0 k=0
Tovy —1 Tovy —1
=06 | Y (LgyWa) = LpyWi) | +0°6, | D (1{v}(Wk)_1{u}(Wk)] :

k=op k=1o5

Puisque les deux espérances sur la derniére ligne sont positives, elles ne peuvent qu’augmenter
si nous remplacons 7oy, Par Tov,y, Tov,y PAT Tov,y, etc., dans la borne supérieure de leur
sommation. Or liminfy_,. oV, = OO Peu importe si la MAS associée a ces temps d’arrét

commence en u ou v. Par conséquent,

V (¢u(B) = ¢u(B)) <0 | > puy(Wi) = Liy(Wie) | +0°8, | D (Lpp(Wa) — 1{u}(Wk)] -
k=ToB k=ToB
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En conditionnant sur le point qu’atteindra la MAS a son premier passage sur la frontiere de

B et en utilisant la propriété de Markov forte de la MAS, la derniére expression est égale a
2 Z u TaB = x) - e@v (WTaB = {E))é; LZ(l{u}(Wk) - 1{u}(Wk) . (331)
x€0B —0

Notons par a(w) = 332 4(Po (W), = 0) — Po (W), = w)), 0,w € Z? la fonction noyau de
potentiel. Pour tout z € 0B, nous pouvons réécrire ’espérance en (3.3.1)) comme

éa() i(l{u_x}(Wk) - 1{v—x}(Wk)] = a(v - .T}) - a(u - ac) (3.3.2)
k=0

Or, le théoréme 1.6.2 page 38 de [32] montre que
a(w) = glog(||lw||2) + const. + O([|w|j3?), w € Z*\{0}. (3.3.3)

et a(0) = 0 ot O(|jw||3%) > 0. Par conséquent, ([3.3.2) s’écrit comme suit :

ol — ) = afu—a) = glog (17— 21% ) + Olv = all3%) = O ~al%). (334

Par I'inégalité du triangle, ||u — x|j2 — ||lu — v|2 < v — z||2 < ||v — ul|2 + ||u — |2, alors

log(1 —n) < log (1 - HU_UHQ) < log (H ”2) < log ( I ”2) < log(1+mn)
lu — 2 lu— ]2
car ||lu —vll2 < nL et ||u — z||2 > mingeop |[u — w||2 = L pour tout x € OB par hypothese.

De méme, |[v — |2 > (1 =)L et O(|ju —z|52), O(|Jv — z||3?) > 0 pour tout = € dB, alors

Cl 02
log(1 —n) — =X < B34) < 2 3.
glog(1 —1) = 75 < (3:34) < glog(1 +n) + 1= 2L (3.3.5)

pour des constantes C, Co > 0 appropriées qui ne dépendent de rien. En regroupant (3.3.1]),

(3.3.2)), (3.3.4) et (3.3.5)), nous avons la borne suivante sur la variance de I’énoncé :

V (9u(B) — 6u(B)) < o* | glog(1 + 1) — glog(1 ~ >+C+(0772>2L2

12
< 2gn(1—n)~1

Puisque L > 1 et 0 <7 < 1, la conclusion suit directement. [

Avant de passer au lemme principal sur la variance des accroissements, nous avons
besoin de deux autres lemmes. Le premier compare 1’espérance conditionnelle d’un point
par rapport a sa A-boite mobile et ’espérance conditionnelle de ce méme point par rapport

a une boite plus grande qui contient la premiere.
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Lemme 3.3.2. Soit A € [0,1] (\n € Ng), v € Vi (5 €]0,1/2]) et B D [v]\ une boite

carrée de largeur AN ot d > 1, alors nous avons

\Y (¢v()‘) —-E [(Z)v | fc’)B]) < C

ot C' = C(o,d) > 0 ne dépend de rien d’autre que o > 0 et d.

DEMONSTRATION. Le lemme est trivial lorsque A = 0, car ¢,(\) = E [¢y, | Fop] = 0 du fait

que B = [v]y = Vy. Maintenant, supposons que A € |0, 1], nous avons

V(¢u(N) =V (¢u(N) = E[¢y | Fop] +E [y | Fon))
=V (¢p(A) = E [¢y | Fonl) +2E [(¢u(N) — E [0 | Fop|)E [¢y | Fosll +V (E ¢y | Fonl)-

ol la covariance au centre s’annule en conditionnant par rapport a Fyp. En effet, la propriété

de Markov (faible) du CLG nous permet d’avoir que
E [po()) | Fo] = E [E [¢u | Foppups| | Fosune] = E 6y | Fosupe = E[oy | Fon).

ou nous avons utilisé le fait que Fypupe C Fy|y AU[plg pour obtenir la deuxieme égalité. Par

conséquent,
V(¢o(A) —E[¢y | Fon]) =V (¢u(A) =V (E[dy | Fos])- (3.3.6)

En utilisant la formule de variance conditionnelle pour chaque terme a droite de I’égalité en

3.3.6|) suivie du corollaire |13.2.5| la variance de ’énoncé s’écrit :

V (60(N) —E[o0 | Fon]) = (V(60) = E [V (60 | Fopy, )]) = (V (60) ~E[V (60 | Fon)))
= o%(Gp(v,v) — G, (v, 0)). (3.3.7)

Or, pour toute boite finie A C Z?2, la proposition 1.6.3 page 39 de [32] montre que

Ga(z,y) = Z Py Wrpp =2)alz—y)| —aly—z), zycA (3.3.8)
2€0A

ott a(w) = glog(||wl|2) + const. + O(|Jw||5?) pour tout w € Z*\{0} et a(0) = 0 par (3.3.3).
En utilisant cette proposition, nous pouvons réécrire (3.3.7) comme

o? Z Py (Wryp = 2)a(z —v) — 0 Z Py (WTB[’U])\ = z) a(z —v). (3.3.9)
2€0B z€0[v]

En notant que [|[v — z||2 < %Nk)‘ pour z € 9B et [[v — 2|2 > SN pour 2 € 9v],, la
conclusion suit directement en appliquant 'estimé sur a(-) en (3.3.9)). ]
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Le prochain lemme est une conséquence directe des deux lemmes précédents. Il permet
de comparer 'espérance conditionnelle d’un point et de son représentant par rapport a leur

A-bolte mobile respective.

Lemme 3.3.3. Soit A € [0,1] (A\n € Ng) et v € V}} (5 €]0,1/2]), alors

ot C = C(0) > 0 ne dépend de rien d’autre que o > 0.

DEMONSTRATION. Le lemme est trivial lorsque A € {0,1}, car ¢,(\) = ¢y, (\) dans les
deux cas. Supposons donc que A € |0, 1[. Par définition, la A-boite mobile de vy coincide
avec la A\-boite fixe de v, c’est-a-dire que [vy]y = B;. Notons par B C Vy la boite carrée
centrée en v de largeur 2N~ et remarquons que pour N = N (6) assez grand :

(1) B contient [v]y et [va]a,

(2) L=N"?=min.eop [|v — 22 > min.cop [[or — 2|2,

3) v —vallo < L.

En utilisant I'inégalité de Jensen, nous pouvons borner la variance de I’énoncé par

3{E [(0s(\) = 6u(B))*] +E [(6,(B) = 60, (B))*] +E [(¢0,(B) — 6, (V)?] }

car il y a trois termes dans 'accolade. Le point (1) ci-haut et le lemme [3.3.2] (avec d = 2)
nous permettent de borner la premiere et la troisiéme espérance par une constante. Les
points (2) et (3) ci-haut et le lemme m (avec 7 = 1/4/2) nous permettent de borner la

deuxieme espérance par une constante. [
Lemme 3.3.4 (Estimés sur la variance des accroissements). Soit v € V5 (5 € 10,1/2])
et 1 <k <I<M, alors nous avons

(i) =Ci(0,0) <V (¢o(N) = u(Ae-1)) = g(A = Ak—1) log N < C(0),

(ii) ~Cs(0)VIog N <V (¢, (M) = buy,_, (k1)) = g(h = A1) log N < Ca(0),
ou C1,Cs,C5,Cy > 0 ne dépendent pas de N, v, k ou .

DEMONSTRATION. Soit 1 < k <1 < M, alors par la propriété de Markov (faible) du CLG :

E [6o(M-1) | oy | =B [E 60 | Fopin, 0iiwsy_)e] | FoblyUwine] = @ohe1)  (3:3.10)

car fa[v]xk,lU([vhk,l)c C ‘Fa[v]AlU([”]Al)c' Ainsi, en utilisant I’équation (3.3.10]) et la formule de

variance conditionnelle, nous pouvons réécrire la variance du point (z) de I’énoncé :
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V (6u(N) = 6o(A-1) = V (E |60 = do(e1) | Fop, |)
=V (o — do(Mp—1)) — E [V <¢v — dv(Me-1) | f&[v],\lﬂ .

Par I’équation (3.3.10]), nous pouvons laisser tomber le terme ¢, (A;_1) dans la variance condi-
tionnelle de la derniére ligne. En utilisant la proposition sur la loi des accroissements

et le corollaire la variance du point (i) de I’énoncé donne

V (¢o(N) = do(Ae-1)) = Vi, (80) = Vi, (90) = 0% (G, (0,0) = Gy, (v,0)).

Ak—1 l
Maintenant, en utilisant la proposition 1.6.3 page 39 de [32] (voir I’équation (3.3.8))), la
derniére équation est égale a

Z ‘@’U (WTB[v])\k_l = Z) O'2CL(Z - U) - Z ‘@U (WTa[v],\l = Z> O'QCI,(Z - U)

z€0l5,_, z€0v]y,
ot a(w) = glog([|w||2) + const. + O(|jw||5?) pour tout w € Z2\{0} par (3-3.3). En notant que
|lv—2zll2 < %le)‘kfl VV2N pour z € vy, , et [[v—zlla > AN1"% pour z € O[v],, nous
avons la borne supérieure du point (i). De plus, [[v—z|2 > A N1==1 AN pour z € Iv]y, ,
et |Jv—z[l2 < %N 1= pour 2 € 9[v],, alors nous avons aussi la borne inférieure du point
(7). En fait, v — z|]2 > %le’\’%l pour tout k € {2,..., M} et pour tout z € O[v]y,_,, alors
la dépendance en 0 dans la borne inférieure du point (¢) ne se produit que lorsque k = 1.

L’inégalité de Jensen nous permet de borner la variance du point (i7) de I’énoncé par

3{E [(6u,, (\) = 00| +E [(60(\) = 60 (1))?] +E [(@0h-1) = by, On-1))?]}-

car il y a trois termes dans l’accolade. Le lemme [3.3.3| nous permet de borner la premiere et
troisieme espérance par une constante et le point (7) nous permet de borner la deuxieme
espérance par g(A; — Ap—1) log N 4+ C(0), alors nous avons la borne supérieure du point (i).

Pour la borne inférieure, V (¢vxl (A) = @y, ()\k_l)) est bornée inférieurement par

C (B, () = 660 (90(N) = Bu(M1)) + C (B, ) = D0(N)), (@6(Ne1) = By, (1))
+V (6o00) = o)) + C (66(0) = o), (B 1) = fun,, 1))

en négligeant deux termes de variance. Par Cauchy-Schwarz, le lemme et la borne
supérieure du point (i), le premier et le troisiéme terme de covariance sont bornés infé-
rieurement par —C(c0)y/log N. Par Cauchy-Schwarz et le lemme le deuxieme terme
de covariance est borné inférieurement par —C(o). Par la borne inférieure du point (i), le
terme de variance est borné inférieurement par g(\ — A\x—1)log N — Ci(0,6). En regroupant

ces bornes, nous avons la borne inférieure du point (ii) pour N = N(§) assez grand. ]



Chapitre 4

LE CHAMP LIBRE GAUSSIEN INHOMOGENE (CLGI)

4.1. DEFINITION ET PROPRIETES

Dans cette section, nous utiliserons la méme notation qu’utilisée pour définir le CLG et
aussi la notation du chapitre[2] pour tout ce qui a trait aux échelles Ay < A\; < ... < A\ps et aux
parametres de variance oy,09, ...,0p7. Un champ libre gaussien inhomogene est simplement
un CLG dont la variance des accroissements dans la décomposition change un
nombre fini de fois lorsqu’on néglige les effets de bord. Par contraste, la variance des
accroissements dans la décomposition est toujours égale & go?log?2 lorsqu’on néglige
les effets de bords. Notre définition du CLGI dépend du CLG, contrairement a la MABI,
dont la définition est une extension de la MAB sans dépendre directement du cas homogene.
La variance des accroissements reste tout de méme completement analogue a celle de la

MABI, comme nous allons voir plus loin.

Définition 4.1.1 (Champ libre gaussien inhomogene (CLGI)). Un champ libre gaussien

inhomogéne a M niveauz sur Vi est un champ gaussien v = {1y byev, défini comme suit :
M
% = Zgzv¢v()\z); veVy
i=1
0l o = (01,02, ....00) € (RM et X = (A1, Ao, ..., Anr) € 10,1]1M sont des temps tels que

0= X <M <..<Ay=1eto¢est un CLG avec 0 = 1. En particulier, la condition de

Dirichlet est satisfaite, car i, = 0 pour tout v € OV du fait que ¢, = 0 pour tout v € V.

Comme mentionné dans la discussion suivant la proposition sur la décomposition
des espérances conditionnelles du CLG au chapitre [3| ou encore lors de la discussion suivant
la définition de la MABI, nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, que

Ain € Ny pour tout ¢ € {0, ..., M} et N = 2" pour un certain n € N. En général, les \;-boites
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du CLGI (i € {1,...,M — 1}) ne découperaient pas parfaitement Vy, mais elles seraient
quand méme assez pres d’étre carrées pour que cela n’affecte que par une constante les
estimés sur la variance des accroissements et, par suite, les estimées gaussiens dans les
preuves de l'ordre 1 du maximum et I'ordre du nombre de hauts points.

Parmi les propriétés de la section sur le CLG, seules la propriété de Markov faible
et la propriété sur la loi des accroissements se généralisent bien. Notons que le CLGI ne
possede pas la propriété de Markov en général. Par contre, si ’ensemble F', dans ’énoncé de
la proposition est inclus dans une sous-c-algebre o (¢, | v € J) C Fpo et 'ensemble
B° contient tous les points des ensembles [v]y,, v € J, alors I’énoncé analogue pour v est
vrai. Autrement dit, la frontiere de ’ensemble B, qui sépare les variables v, v € J des
variables a I’extérieure de B, doit étre assez grande pour contenir le «champ d’action» des
espérances conditionnelles ¢, (A;), 1 <7 < M, v € J dans la définition du CLGI pour que
la propriété de Markov soit respectée. Ce champ d’action est le plus grand pour la plus
petite échelle A dans la définition 4.1.1] c’est-a-dire A;.

Méme si le CLGI ne possede pas la propriété de Markov, il possede néanmoins la
propriété de Markov faible au méme sens que le CLG au corollaire [3.2.2] en raison de la

linéarité des opérateurs d’espérance et de covariance conditionnelle.

Proposition 4.1.2 (Propriété de Markov faible). Soit une boite B C Viy et C C Vy\B,

LLZOT'S nous avons que
(i) E [ty | Fopuc] =E [ty | Fop], v € B,

(it) C (Yu, Yo | Fopuc) = C (Y, ¥y | Fo), u,v € B.

DEMONSTRATION. Soit v € B, par la définition du CLGI et la linéarité de ’espérance

conditionnelle, il suffit de montrer que
E[Vou(Xi) | Fopucl =E[Vou(Xi) | Fopl, 1<i<M (4.1.1)

pour que la propriété (i) soit satisfaite. Or, les accroissements V¢, ();) sont des combinaisons
linéaires des variables du CLG par la proposition alors il suffit d’utiliser la linéarité
de l'espérance conditionnelle et d’appliquer la propriété de Markov faible du CLG (point ()
du corollaire a chaque terme de la combinaison linéaire pour conclure. Le point (i7)
est similaire. Soit u,v € B, par la définition du CLGI et la bilinéarité de la covariance

conditionnelle, il suffit de montrer
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E [Vou(Xi)Vou(Aj) | Fapuc] — E [Vou(Xi) | Fopuc) E [Véu(Aj) | Fapuc]

=E [Vou(Ni)Vou(\) | Fon] — E [Vou(\i) | FoslE [Vou(N;) | Fosl (4.1.2)

pour tout 7,5 € {1,..., M'}. L’équation nous permet d’égaliser le produit d’espérances
a gauche de I'égalité en avec la produit d’espérances a droite de 1’égalité. Pour
montrer ’égalité entre les deux termes restants en , nous pouvons décomposer le
produit Ve, (Ai)Vo,(A;) en une somme de produits de variables du CLG en utilisant la
proposition et appliquer terme & terme la propriété de Markov faible du CLG (point

(#7) du corollaire [3.2.2]). n

Le prochain lemme généralise en partie la proposition Nous pourrions facilement
traiter le cas des boites quelconques, mais choisissons de nous restreindre aux cas des
A-boites mobiles pour simplifier I’énoncé et pour faciliter I'utilisation du lemme plus tard.
La décomposition des accroissements du champ ) en une somme d’accroissements du champ
¢ sera utilisée régulierement dans la suite.

Pour toute boite B C Viy et pour tout A € [0,1] (An € Ny), nous notons

¥o(B) ZE[y | Fopl et () ZE |1y | Fop, |

dans le reste du mémoire. Pour étre clair, les o-algebres Fp, B C Vj sont engendrées par

le champ ¢ et non par le champ .
Proposition 4.1.3 (Loi des accroissements). Soit v € Vi, alors pour tout 1 <k <1< M :
(i) PoN) = Po(A—1) = Siy, iV u(N),
(1) V (o(N) = Y1) = 402 (G, 0,0) = Gy, (0,0).
Soit aj = %, 0<j<K (KeN) 2rg = % < miny<i<ar VAi, ajn € Ng pour tout
Jj €{0,..,K} et N\K € Ny pour tout i € {0,..,M} de sorte que les aj forment une
partition plus fine de [0,1] que les A;. Pour tout 1 <k<I<K :

(i) (o) = Yolan-1) = 3y 0(0;) Vou(ay),
(iv) V @uler) = tulan1)) = Sy 0*(ay) (G, (0,0) = Gy, (0,0)).
Pour un rappel de la fonction de Green G, voir la définition [3.1.2

DEMONSTRATION. Les points (i) et (ii) découlent respectivement des points (iii) et (iv),

car la partition des oy, 0 < j < K est plus fine que la partition des );, 0 <7 < M par
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hypothese de ’énoncé. Soit v € Vi, alors pour tout i € {1,..., K}, nous avons

K

Yo(e) =E {Z () Vu(aj) | Fap,

J=1

par définition. Or, par la propriété de Markov (faible) du CLG, il est facile de voir que
E¢v|]:8va. sij <1
[ [qﬁv\fa }\fa[v ]—{ { ”J T (4.1.3)
E {gi)v | ]:a[v]aj sij>i

car Fopla U(la. ) S Fofula, U(u]a,)e St J < i et linverse sinon. Ceci montre que v,(c;) =
J J 1 7

Z;‘:l o(o;)Vy(ay). Le point (ii7) suit en prenant i =1 et i = k — 1, et en soustrayant les

résultats. Maintenant, pour le point (iv), nous avons avec I'indépendance des accroissements

dans le temps et la décomposition du point (zi) :
V (o(ag) — by (1)) Za (a)V (Voy(aj)), 1<k<I<K. (4.1.4)

Par (4.1.3), les termes de variance a droite de 1’égalité en (4.1.4) s’écrivent comme
\Y% (E {gzbv — ¢v(0j—1) | ]-'a[v]a.]). En utilisant la formule de variance conditionnelle suivie
J

de la proposition [3.2.4] sur la loi des accroissements du CLG et le corollaire [3.2.5 nous avons

V (o) — la-1)) Za o) (V (@ — dulaj1) = E [V (60— dulj-1) | Fop, )|)

= Z UQ(O‘J') (G[’U]aj—l (v,v) = G[U]O‘j (v, U)) ’
=k

Ceci termine la preuve. u

4.2. ESTIMES SUR LA VARIANCE DES ACCROISSEMENTS
Dans cette section, nous prouvons I'analogue, pour le CLGI, des lemmes et
sur la variance des accroissements en partitionnant plus finement le temps.

L, 0<j <K (KeN),2rg =2 < mingicy VA,

a;n € Ng pour tout j € {0, ..., K} et A\ K € Ny pour tout i € {0,..., M} de sorte que les

Lemme 4.2.1. Soit a; =

o forment une partition plus fine de [0,1] que les \;. Pour tout v € V§; (5 €10,1/2])
et pour tout 0 <l < K :

V ($ula) =, () < C

ou C = C(o) > 0 ne dépend de rien d’autre que o >0 (c.-a-d. o; >0 Vi e {1,...,M}).
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DEMONSTRATION. La proposition est triviale lorsque I = 0, car ¢ (ay) = 1y, (aq) = 0. En

utilisant le point (7i7) de la proposition suivi de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

l
\% (wv(al) ¢val Qq ) (ZU O‘J (Vo 04]) V¢vaj (aj)))
7j=1

I
MN
MN

C (o) (Vou(as) = Vou, (1)), o) (Voo (as) = Vo, ()

1

-.
Il

1y

~

l

IN

o(aj)o(ay) \/V Vd)v (o) — quva az \/V V¢v (aj) — V¢va (O‘J))

.

=1 7j=1
pour tout [ € {1,..., K}. L’inégalité de Jensen nous permet de borner les termes de variance

dans la derniére double somme. Pour tout j € {1,...,1} :

V (Vou(a) = Vo, (05)) < 2{V (60(0) = bua, () +V (du(aj-1) = bua, , (051)) }-
La conclusion suit en appliquant le lemme [3.3.3 & chaque terme de 1’accolade. "

Voici maintenant les estimés sur la variance des accroissements du CLGI. Le lecteur
remarquera que ces estimés sont tout a fait analogues a la variance des accroissements
que nous avions trouvée pour la MABI & ’équation au chapitre [2| En ce sens, la
structure branchante du CLGI est tres semblable a celle de la MABI. Pour cette raison, il
n’est pas déraisonnable de s’attendre, a variances «égales», a ce que 'ordre 1 du maximum

et l'ordre du nombre de hauts points pour ces deux champs inhomogenes soient égaux.

Lemme 4.2.2 (Estimés sur la variance des accroissements). Soit v € V§; (5 € 10,1/2]),

alors pour tout 1 < k<l < M :

(i) =Ci(0,6) <V (Yu(N) = Yo(Ak-1)) — gk log N < Ca(o),

(ii) —Cs(a)VIog N <V (o, (M) = oy, (A1) = guislog N < Ci(o),
ou C1,Cs,C3,Cy > 0 ne dépendent pas de N v, k ou .

De plus, soit oj = %, 0<j<K (KeN) 2rg = % < miny<;<p Vi, ajin € Ny
pour tout j € {0, ..., K} et K € Ny pour tout i € {0,..., M} de sorte que les a; forment
une partition plus fine de [0,1] que les \;. Pour tout 1 <k <[ <K :

(iii) —Cs(0,8) <V (u(ar) = bo(an-1)) — g (Chy rico*(a;)) log N < Co(o),
(iv) ~Cr(@)VIog N <V (Y, (@) = Y, (k1)) =9 (Sh_iri0*(@)) log N < Cs(o),
ot C5,Cq,Cr7,Cs > 0 ne dépendent pas de N, v, k ou l. Pour un rappel de la définition

de vy et Vi, le lecteur est référé ¢ [2.1.1) et (3.2.10) respectivement.




98

DEMONSTRATION. Les points (i) et (ii) découlent respectivement des points (iii) et (iv),
car la partition des a;, 0 < j < K est plus fine que la partition des A;, 0 <7 < M par
hypothese de I’énoncé. En utilisant le point (iv) de la proposition nous avons

J

l
V (o) — tula-1)) = Y o%(a)) (G[v]ajil (0,0) = Gy, (v, v)) . (4.2.1)
j=k

La proposition 1.6.3 page 39 de [32] (voir I’équation ({3.3.8))) nous permet de réécrire la
différence des fonctions de Green en (4.2.1]) comme
Z Py (VVTa[U]%_1 = z) a(z —v) — Z P, <W76[v]aj = z) a(z —v) (4.2.2)
2€0MW]ay; 2€0[v]a;
ott a(w) = glog(|jwl|2) + const. + O(|jwl||3?) pour tout w € Z>\{0} par (3.3.3). En notant
que ||[v—z|l2 < %Nl_o‘jfl V V2N pour z € 9v]a,_, et [lv—zllz > N7 pour z € 9[v]q,

dans la derniére équation, nous pouvons borner supérieurement la variance en (4.2.1)) :

l l
V (y(q) — Yp(ak—1)) < g (Z 02(04]-)Voz]-) log N + Z o*(a;)C

=k =k
!
=g (Z TK02(aj)) log N + C5(0o). (4.2.3)
=k

De plus, [[v—z|]2 > N1=%-1 AN pour z € O[va,_; et lv—zl2 < %Nl_ai pour z € 9[v]q,;,
alors nous pouvons borner inférieurement , et par suite , similairement. En fait,
[v—=z|2 = $N'=%~1 pour tout j € {2,..., K} et pour tout z € d[v]a,_,, alors la dépendance
en § dans la borne inférieure du point (iii) ne se produit que lorsque k = 1.

L’inégalité de Jensen nous permet de borner la variance du point (iv) de 1’énoncé par

3{E [(Wor, () = $0(0))?] +E [(0(0) = 0 e-1))?] +E [(@0hk—1) = o, k-1))?] } -

car il y a trois termes dans l'accolade. Le lemme nous permet de borner la premiére et
troisiéme variance par une constante et le point (i7i) nous permet de borner la deuxiéme

l.

ek T K02 (ozj)) log N 4+ C(o), alors nous avons la borne supérieure du point

variance par g (

(iv). Pour la borne inférieure, V (kal (A1) = Yoy, ()\k_l)) est bornée inférieurement par

C (W, ) = o), (@) = o (e-1))) + € (g, () = BuN)), @ (e-1) = oy, 1))
+V (@) = Bo1)) + C () = Y1) Wo1) = B, k1))

en négligeant deux termes de variance. Par Cauchy-Schwarz, le lemme [£.2.T] et la borne
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supérieure du point (iii), le premier et le troisiéme terme de covariance sont bornés
inférieurement par —C/(o)v/log N. Par Cauchy-Schwarz et le lemme [4.2.1} le deuxi¢me
terme de covariance est borné inférieurement par —C(o). Par la borne inférieure du point
(137), le terme de variance est borné inférieurement par g ( é’:k ’I“KO'Q(Ozj)> log N —C(o,9).
En regroupant ces bornes, nous avons la borne inférieure du point (iv) pour N = N(0)

assez grand. [

Les bornes supérieures des points (i) et (iii) du lemme précédent sont valides pour tout

v € V. C’est 'objet du prochain corollaire.

Corollaire 4.2.3. Soit aj = %, 0<j<K|(KEeN) 2rg = % < minj<;j<p VA,
a;n € Ng pour tout j € {0,..., K} et ;K € Ng pour tout i € {0,..., M} de sorte que les
a; forment une partition plus fine de [0, 1] que les A\;. Pour tout v € Viy et pour tout

1<k<I<K:
(1) V (¢ (N) — Yp(Ag—1)) < gupglog N + Ci (o),
(i) V ((er) = bolar-1)) < g (Sl ro?(ay)) log N + Ca(or),

o, C1,Cy > 0 ne dépendent de rien d’autre que o > 0.

DEMONSTRATION. Le point (i) découle du point (i), car la partition des aj, 0 < j < K
est plus fine que la partition des A\;, 0 < i < M par hypotheése de I’énoncé. Notons de
plus que Iénoncé est trivial pour les points v € Vi, car ,(ax—1) = V() = 0 pour
tout 1 < k <[ < K dans ce cas. Pour obtenir les bornes supérieures sur les différences
des fonctions de Green en , nous avons seulement utilisé le fait que [v],; n’était pas
tronqué par la frontiere de Vy pour chaque j € {k, ..., 1}. Il suffit donc de montrer que pour

chaque j € {k,...,l} et v € Vg tel que [v],; est tronqué, nous avons
G[U]aj71 (1), 1)) - G[U]aj (’U, 1)) S G[u]aj71 (u, u) — G[u}aj (u, 'LL) (4.2.4)

ot u € Vg est tel que [u],; n’est pas tronqué. Fixons j € {k,...,l} et v € Vg tel que
minzeavy [[v — 2|2 < $N'7% de sorte que [v]a, est tronqué par la frontiere de V. En
conditionnant sur le point ou sera rendue la MAS débutant en v lorsqu’elle frappe la

frontiere de [v],; et en utilisant la propriété de Markov forte, nous avons

T['U]aj71 -1

(v,0) = &, Z Liw,—o} | = Z Py <WT8[v]aj = z) G[v]aj_l (z,v) (4.2.5)

k=7 2€0[v]a; NV

- VG [v]aj

'U]ozj
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car G[v}aj,l (z,v) = 0 pour tout z € 9[v]o, N V. Maintenant, fixons u = vy, le centre de
Vi de sorte que [u], ne soit pas tronqué par la frontiere de Viy. Pour chaque z € 0[v]a;,
associons le point w, € [ul,; qui possede la méme position relative par rapport a u que z

par rapport a v. Pour conclure, il suffit de montrer que
(1) 2, <W78Maj _ z) <2, <WTa[u]aj _ wz),
(2) G, (2:0) < Gy, (w2, ),
pour tout z € 8[U]aj NVg, car (4.2.5)) et les points (1) et (2) ci-haut nous donnerons ce que

nous demandions en (4.2.4)) :

G[”]%'fl(v’v) = G, (0,0) < Z Py (WTB[u]aj - wz) G[u]aj,l(wzvu)

J
2€0[V]a,

IN

Z P <W‘ra[u]&j = w> G[u]aj_1 (w,u)

wEB[u}aJ

= G[u}%;l (u, u) — G[u]aj (u, ’U,)

Notons par B; = {w, € [u]a, | 2 € 0[v]a, NGV} la barriere de points dans [u],,; correspondant

au(x) coté(s) de d[v]a; qui touche(nt) a la frontiere de Viy. La figure [4.1]illustre cette situation.

VN

FIGURE 4.1. La barriere B; (en pointillé) pres du point u = vy, .

Fixons z € 0[v]a; NV pour la suite. En conditionnant sur le fait que la MAS, débutant

en u, touche ou pas a B; avant de toucher a d[ulq,, le point (1) découle facilement. En effet,

Py (WTB[u]a~ = wz) > Py (WTB[u]aj = Wy | B, > T@[u]a].> Py (TIBSJ- > Ta[u]a].)

J

=P (Wra[v}aj =2 | Toplo;nov 2 Tamaj> Py (Tolula,rov = Tolila, )

= Z, (W‘ra[v]a]. = Z>
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ou nous avons utilisé le fait que &, (WTSM =2 | Topla.navy < Ta[v}m> =0 (car z €
o J J
O[v]a; N V) pour obtenir la derniere égalité. Le point (2) se prouve similairement. Par un

argument tout a fait analogue au point (1), nous avons

P, (T{u} < Ta[u]aj) > 2, (T{U} < Ta[v}aj) et G[u]aj (u,u) > G[v}aj (v,v). (4.2.6)

Par conséquent,

Ta[u]aj -1

G, (w2, 1) = Eu, > Ywmuy | Ty < Tolula, | P uw- (T{u} < Ta[u]aj)
k=0

= G[u}aj (u,u) Pu, (T{u} < TE)[u]aj) par Markov fort

> G, (0,0) 2 (ty < 7o, ) par (EZE)
= G[v} . (Zv U)

@3
Ceci termine la preuve. |

4.3. PREMIER ORDRE DE CONVERGENCE DU MAXIMUM (NIVEAU ~*)

Dans cette section, nous prouvons la convergence d’ordre 1 du maximum pour le CLGI.
Etant donné que les covariances des accroissements du champ sont trés similaires & celles
de la MABI et que le processus sous-jacent au champ ¢ possede une structure branchante
analogue a la MABI, la preuve du théoreme sera semblable a celle du théoreme En
raison des variances et des corrélations faibles du champ pres de la frontiere de Vi et du
corollaire [£.2.3] nous devrions normalement pouvoir étendre les indices du maximum de
I’énoncé du prochain théoréeme a I’ensemble Vi au lieu de Vjé,, comme c’est le cas pour le

CLG. Cette question reste toutefois ouverte.
Théoréme 4.3.1 (Convergence d’ordre 1 du maximum). Soit {¢,}veyvy un CLGI de
paramétres (o, X) sous la définition et § € 10,1/2[, alors

max, cye Uy

1. — * Jey 2
Am log N2 Vv en probabilité

ol v* = ¥ (o, A) = 370 \/ Vg, VAU et V7 est défini en (3-2.10).

Comme précédemment, le théoreme est divisé en deux : une borne supérieure et une
inférieure. La conclusion du théoréme suit directement des lemmes [.3.2] et [£.3.3] Le lecteur

est encouragé a revisiter la section afin de voir I’heuristique des deux prochaines
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démonstrations. Pour tout A € [0,1] (An € Ng), R} dénote 'ensemble des représentants
a Iéchelle \ dans VJ;. Pour un rappel de la définition de (,«(-), voir (2.2.2). Le chemin
optimal pour l’ordre 1 du CLGI est donné par

N(s) =29 (s)log N, se0,1].

Lemme 4.3.2 (Borne supérieure pour l'ordre 1 du maximum). Soit {1, }yev, un CLGI

de parameétres (o, X) sous la définition v =*(o,A) et § € ]0,1/2], alors

P (max Py > 24/97" logN>

UEN

C
Vlog N

ot C' > 0 dépend seulement des paramétres du modéle.

DEMONSTRATION. Le parameétre § € ]0,1/2] reste fixe durant la preuve. Notons les en-

sembles suivants :
HY () = {v e By | u(09) > Iy}, 1< <m

qui représentent les points dans R‘S)\(j) dont l'accroissement sur 'intervalle de temps |0, AU )]
dépasse 1'ordre du chemin optimal a I’échelle correspondante. L’idée est de décomposer la
probabilité qu’au moins un point dans V]é, dépasse l'ordre optimal en regardant quel était
le premier temps A), 1 < j < m, ot ensemble H%J (v*) était non-vide. Nous avons la

borne suivante sur la probabilité de 1’énoncé :
P (MY, ()] >1 ZIP’ M (V)] = o = [y, (V)] = 0, /1R, ()] > 1
Nm Ni—1\Y AN\ )L 2

ijH”” e P (4,(\0) > Ly \0), 0, (\9) < IHOAD) W) € {1,..,1 - 1}) (43.)
=1 RNG!

ou nous avons utilisé la sous-additivité pour obtenir les deux inégalités et le fait que

|R ol < Ryw| < (N—|—1)2>‘<> 1 <1 < m.Parlepoint (i) dulemme}.2.2, V (V@Z)v()\(l))) <

gV log N 4+ C pour tout v € R)\u)v alors un estimé gaussien borne le maximum en

(4.3.1) par

VoVrlogN+C 1 (LayM)? \ ¢
V2r Ly (W) 2 gvum logN +C ) ~ /logN

lorsque [ = 1, car L (AU ) = 2\[ VAW, /Yy, log N. Pour conclure, il suffit donc de montrer

A0
que les probabilités en sont bornées (uniformément en v) par C\]/Vloi pour tout

[ €{2,...,m}. Nous traitons les cas [ > 2 dans la suite. Pour simplifier les expressions, notons
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(XL LX) = (P (AD),  ,(AD)), 2 <1 < m. En conditionnant sur la valeur que prend
le vecteur (X}, ..., X1, v e R‘s)\(l), la probabilité en (4.3.1)) donne (pour tout ! fixé) :

Ly (W) Ly(=h) I < F l -1 1
/ / P (X, > IOD) | X5 =21, X0 = 21) fol@r, w1 )dw g dy

—00 —00
ot f, dénote la densité du vecteur aléatoire (X, ..., X!~1). En utilisant I’indépendance des

accroissements dans le temps, nous pouvons réécrire la derniere intégrale comme

* ()\(1)) * ()\(l 1)) l " .
/ / P(VX, > INOD) —21) fol@r, om)dodey. (43.2)

—00 —0o0

Par le point (i) du lemme [4.2.2) V (VXf)) < gVug, log N + C pour tout v € R? ), alors un

A

estimé gaussien borne la probabilité dans la derniére intégrale (uniformément en v) par

V9Vvrlog N +C (_1 (L) — w11)2>

= €X
V(T O0) — 2 ) P\ T2 gVimlog N+ C

C (L (VLA AD) + Dy AED) — )2
) gV log N +C

* (\=1)y —
< ¢ N_QV/\(l)eXp( L AT — e 1). (4.3.3)

N

La premiére inégalité vient du fait que ¥, (AD) —z;_y > VLA (AD) = 2,/9VVAD /Ny log N
par les bornes d’intégration de la variable x; 1 en - La seconde inégalité vient du
fait que nous bornons par 1 la troisieme exponentielle apreés décomposition du carré sur la

2VAY Gient de la premiere exponentielle dans la décomposition

deuxieme ligne et le terme N~
et du fait que (Vf/* ()\(l)))2 = 4gV)\(l)V1/m (log N)2. En regroupant I'estimé gaussien (4.3.3))
avec l'intégrale (4 et I'inégalité (4 , il suffit de montrer que

@_1— L* ()\(l 1))

_ Ly () Ly(A=D) 2
NP e / : / e VIV f(ry e, mog)deyg.dey (4.3.4)
IS

i(l) —00 —00

est plus petit qu’une constante C' pour tout [ € {2,...,m} afin de conclure.

Or, en effectuant le changement de variable Y, ; = VXJ — szv()\(j)), 1<j<Il-1,nous
l 1

pouvons réécrire comme
1Y
(=1) v 1yJ >
N2 / / / e f\/ﬁg W1, oo i)yt (435)

ol g, dénote la densité du vecteur aléatoire (Y3 1, ..., Y, ;—1). Par I'indépendance des variables

aléatoires Yy, 1, ..., Yy -1 (qui vient du fait que les accroissements V X/ sont indépendants en



104

J pour chaque v fixé), la densité g, se sépare en [ — 1 densités normales, c’est-a-dire

Go(Y1s s Y1) = 9y, (Y1) - v,y (Ui—1)-

Par le point (i) du lemme —C1(6) <V (Yyy) — gVur logN < Cp, 1 < j <1~ 1 pour
tout v € Ri(l) ou C1,Cy > 0 dépendent des parametres du modele. Ainsi, nous pouvons
borner chaque densité gy, ; (uniformément en v) :
~ N\ 2
1 1 (3 + VIZ(9))
exp | —=
\/27r\/gV1/7r]. log N — C1(0) 2 gVur;log N +Ch

v, ; (yj) <

c —2vAW) Yy
< Xp | 2—————
— g N N
8 V9\/ Vm,

La premiere inégalité découle des bornes sur la variance des accroissements. Pour obtenir la

seconde inégalité, nous avons borné la premiere exponentielle par 1 dans le développement
du carré de la premiére ligne, le reste étant comme pour I'estimé gaussien en (4.3.3)).

En regroupant toutes les bornes sur les densités, est borné par

—1/2 g~ 1/2

y yll 2yJ( )
/ / 1 / VI gy, (4.3.6)
1ogN

Mis & part la constante g—1/2 & 'exposant qui est différente de v/Iog2, cette intégrale est la
méme qu’en (2 , alors nous savons qu’elle est ﬁnie Par conséquent, (4.3.6]), et par suite
, est borné supérieurement par C(log N ) pour tout [ € {2,...,m}, ce qui est plus

fort que ce que nous voulions. Ceci termine la preuve. [

Pour la borne inférieure, nous reprenons la notation introduite a la section et nous

notons le chemin sous-optimal analogue a L} () par
Liv(5) = 296y (s)(1 — ) log N, s € [0,1].

Lemme 4.3.3 (Borne inférieure pour l'ordre 1 du maximum). Soit {{y}yev,, un CLGI
de parameétres (o, A) sous la définition et v* =~*(o,A). Pour tout 0 < e <1, il

existe une constante ¢ = c(e) > 0 (qui dépend des paramétres du modéle) telle que

P (m%/x hy < 2/g7*(1 —€)log N) < N~
veVN

Rappelons que o = %, 0 <k <K et K €N devra étre choisi assez grand dans la
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preuve. Nous supposons, sans perdre de généralité, que agn € Ny pour tout k € {0, ..., K'}.
Nous supposons de plus que la partition des a4, est plus fine que celle des \;, ¢’est-a-dire que
2rg <minj<;<p VA et MK € Ny pour tout i € {0, ..., M}. En particulier, ap < A\; < AL

et uy = 1 sous cette hypothese. Soit § € |0, 1/2[, définissons récursivement les ensembles

§ o 4

Fao — VN7

5, = {verd | | min{lv—2lls | 2 € OvaJa} > N}, 1<E<K -1,
19 19

Fa I‘aK L

Les ensembles F‘;k dénotent, a chaque échelle ay, les points qui ne sont pas trop pres de la

frontiere de la A-boite fixe de leur représentant a toutes les échelles A € {0, aq, ..., ap—1, g }.

Or,ily a (1_2]\,6)# boites carrées de largeur (1 — 26)N"% dans ', , alors T, | =
SN2 L _
((1—20)K N 4+ U202 = 6y (e N2, Bn particulier, dx = (1 — 20)% + =20 1) <

2. Le parametre 6 € ]0,1/2[ reste fixe durant la démonstration.

DEMONSTRATION DU LEMME [4.3.3] Définissons d’abord les variables aléatoires suivantes :

— B N
N,e(K) - Z 1{v¢v(a]-)zvq\, S(og) Vie(3,.. . K}}
veld, '
qui comptent le nombre de points dans Fg . dont les accroissements, lorsqu’on les additionne,
dépassent les ordres sous-optimaux dans l'intervalle de temps [a2, 1]. En considérant /Tf]’\‘, JK),
nous ne perdons pas grande précision en laissant tomber 1’accroissement 1, (a2) = 1, (2) —

(), car nous avons un controéle sur la longueur de U'intervalle [0, o] :

P(maxqbngNQe( )> §]P’<max wngN2€( )) car FiK CVy
vEVN vel?

K j=3

<P (UGF5 vav a] < L ( ) E}(V,e(O‘Q))

K
+P ( max ¢, < Ly oc(1), ) max > Vi(ay) = Ly (1) ~ ff?v,e(az))

UEF ar j=3

<P (N (K)=0)+P ( min ¢,(az) < —(Li (1) = Ly (a2) - Zmu») . (437)

veF

Pour obtenir la derniére probabilité en (4.3.7)), nous avons utilisé le fait que

Lx T* T* % 2 o?(a
Ne(1) = Ly (a2) = Lo (1) = 2\/g | Y'e — — (a2)
K YV,

(1-— 6)) logN > \/gy*elog N >0
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pour K = K(e€) assez grand. En utilisant la symétrie des variables gaussiennes :

P ( min ¥, (ag) < —\/§fy*elogN> =P < max y(a2) > \/§’y*elogN> :
vel,

5
vEFuK K

Par le point (4ii) du lemme V (¢ (a2)) < 2grxo?(az)log N+C pour tout v € %, C V7,
alors la sous-additivité et un estimé gaussien nous donnent

_ 1 (y/gvelog N)?
P > *elog N | < 6n N2 —=
(vg%x Py(an) > /gy elog > = ONK exp( 22grio?(ag)log N + C

YK

K (779?
4

o2 (o) < Nfcl (6)

<CN>

pour K = K (e) assez grand ou ¢(€) > 0 est une constante appropriée. Par conséquent, la
derniére probabilité en est bornée par N —ae),

Pour conclure, nous voulons montrer que P (NK,?E(K )= O) < N=2(9 pour une constante
¢2(€) > 0 que nous déterminerons plus loin. Par 'inégalité de Paley-Zygmund (avec 6 = 0),

la probabilité complémentaire est bornée inférieurement par un ratio d’espérances :
~ 2
— 27"

B | (W.0)’]

L’idée est de borner inférieurement le premier moment et supérieurement le deuxiéme

(4.3.8)

P (N (K) > 0) >

moment afin de montrer que le ratio tend vers 1 lorsque N — oo.
Par le point (iii) du lemme [4.2.2) V (Vip,(aj)) > grxo?(a;)logN —C(6), 1 < j < K
pour tout v € I“;K C VI@, alors en utilisant la linéarité de ’espérance, 'indépendance des

accroissements dans le temps et des estimés gaussiens, nous pouvons borner le premier

moment de Ny (K) : 2
20a:
(2 Ji—ETeG) logN)

Vuivrg.
. _ K cy/grio?(a;)log N — C(0) _ g
E { M(K)} >N N ] \/ ’ e

HthﬁWﬂwﬂ—m%ﬂ

N

g'rKo'z(aj) log N—C(6)

Vg Vrp,

27 02(a )
> _AE60) e g (4.3.9)
(log N)Q(K*Q) ~

= NBEN,K,e(K)

Avant de borner le deuxiéme moment de N j{, (K), introduisons quelques notations

pour raccourcir les prochaines expressions :
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Py =P (Viblay) > VEig (o)), weld  1<j<K,

Prwg =P (Voulay), Virn(ay) = VN (ay)), wveTh,, 1<j<K.
Maintenant, pour le deuxiéme moment, nous avons

E [(N]@,G(K))Q} = Y P (Viulay) Veulay) = L) Vi € {3, K}) . (43.10)
u,vely,

Nous pouvons décomposer cette somme en fonction du temps de branchement p(u,v) de
chaque couple de points u,v € F‘SaK. En particulier, les temps de branchement aident a
déterminer les corrélations en u et v des accroissements Vi, (a;) et Vi, (), et nous
permettent de réécrire chacune des probabilités de la somme de maniére appropriée. Soit
r € {0,...,K — 3} et u,v € F‘;K tels que a, < p(u,v) < a,41, alors les accroissements
dans l'intervalle [a,42,1] sont indépendants (pour chaque j fixé). En effet, par définition

de T

apgq0 W €t v sont au moins a distance 26 N1~ +1 I'un de l'autre, car ils n’ont pas le

méme représentant a I’échelle a1 1. Par conséquent, les boites [u]qa,., €t [v]q,.,, qui n’ont
qu’une largeur de N'~%+2 ne peuvent pas s’intersecter. En utilisant le point (i) de la

proposition sur la loi des accroissements du CLGI, nous avons

C (Vu(ary3), Vi (aris)) = UQ(O‘T+3)(C (Vou(aris), Vou(aris)) = 0.

Nous avons conditionné par rapport a ‘Fa[vlar+2 et utilisé la propriété de Markov (faible)
du CLG pour obtenir la derniere égalité. De la méme fagon, les accroissements Vb, (o)
et Vi, () sont indépendants pour tout j € {r +3,..., K'}. Ces propriétés d’indépendance
nous permettent de réécrire la somme de 1’équation comme

r+2 K
~c
> H I S H | T R S |
u, ’UEF5 r=1 u, U€F6 Jj=r+3 u,UEFiK Jj=3
ao<p(u, v)<a1 ar<p(u, v)<o¢,~+1 p(u,w)>aK 1

ou un produit sans indice est toujours égal a 1. L’inégalité p;, , ; < p; ;, 1 < j < K est

triviale, alors la derniére expression est bornée par

r+2 K
> prpw + Z > Hpu,j II 5ms+ D2 Hpu] (4.3.11)
u UEF(SK u, ’UEF(S e j=r+3 u, 'UEF
ap<p(u, 7J)<a1 ar<p(u, v)<ar+1 pluv)>akx—1
@) @), (3)

En utilisant 'indépendance des accroissements dans le temps et en ajoutant les termes

manquants dans la sommation de (1), nous avons la borne suivante :



W= P(Veuley) > VLI (oy), 3<j < K) P (Vihulay) > VIx (o)), 3<j < K)
oottt
2
< X P(Wu(aj)zviyvﬁ(aj) Vje{S,...,K}) = (E [N;;,E(K)DQ.
ungK

Dans la sommation en (3), il y a |FgK| = 6n .k N? possibilités pour u et ((1 —25)N™ +1)2
possibilités pour v, car v doit étre dans un carré discret de largeur (1 — 20)N'=k-1 =
(1 —26)N"K centré en uq,_, du fait que p(u,v) > ax_;. Par conséquent, nous pouvons
borner supérieurement (3) comme nous avons fait pour la borne inférieure du premier

moment en (4.3.9) et nous trouvons

2274KU2(02> (1_5)2

(3) < N7 —(1=) N° Vimy = N2ZrK NN ge(K), (4.3.12)

Maintenant, pour tout r € {1,..., K — 2}, notons que la sommation en (2), posséde au plus

(4.3.13)

B 1—9 Kfrlelfar 2
SNk N? <(1 —25)Kr Nt 4 ( ) N )

couples de points. En effet, soit u,v € FgK tels que a, < p(u,v) < ap41, alors il y a

1725)1(—7‘—1]\71—047‘ 2
NTK

|I’gK| = Sy .1 N? possibilités pour u et il y aurait ((1 —20)K-rNi-ar 4 (
possibilités pour v si nous demandions seulement que p(u,v) > «,. En effet, lorsque

p(u,v) > ap, v doit étre dans la méme A-boite fixe que u a ’échelle «,, c’est-a-dire

(1_26)K77‘71N17QT
N"K

v € BY. A l'échelle a1, v serait dans 'une des sous-boites carrées

disponibles de B&", chacune de largeur (1 — 25) N~ aprés application du processus
itératif définissant les ensembles Fik. Les points disponibles pour v seraient les mémes
a ’échelle ax tout comme FgK = FgK_l, alors est justifié. Par le point (iii) du
lemme V (Vihy () < grgo?(a;)log N +C, 1 < j < K pour tout v € I‘gK c vy,

alors un estimé gaussien borne (2), (uniformément en v) :

5 2
rico®(a;) rico®(e;)
2yg—B I _(1-¢)logN 2/g—F—L—=(1—¢)log N
r+2 1 Vi, K Vg,
2), < N2ZN2(1-ar) H e 2 g0 2(a;) log N+ C e grio?(aj)log N+C
j=3 J=r+3
2 QQTLZ)(OQ)G*E)2 —2 (ZK_T-‘% TKGQ(&j))(1—€)2
< N21-(1-9?) N Vimy N2(—ar) g7 I Vg (4.3.14)

= N:N,K,E(K) = N:N,K,e(r)
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Posons E}LK’E = maxij<,<K-2 kN,K,(r) et remarquons que la borne sur (2)g_o en (4.3.14))
est plus grande que la borne sur (3) en (4.3.12)) par un facteur de N2"¥. Ceci nous méne a
borner ’équation (4.3.11)) et, par suite, le deuxiéme moment :

¢ [(NJ*V,G(K >ﬂ < (B N3 ()])" + K - NFwseel) . NS, (4.3.15)

Maintenant que nous avons les bornes voulues sur les deux premiers moments (voir la

borne (4.3.9) pour le premier moment et la borne (4.3.15)) pour le deuxiéme moment), nous
pouvons borner inférieurement le ratio d’espérances de l'inégalité (4.3.8) :

(E {N]’\}7€(K)})2 - 1 B K - NN K, (K) .NE;V,K,E
— = ~ ok — ~, 2
B |(Va(0) | 14 et s (B Wi ))
>1—C(K,e5) - (log N)K—2. N],Z:ZK(IQ (4.3.16)

ou nous avons utilisé 'estimé élémentaire H% > 11—z, x > 0 pour obtenir la deuxieme
inégalité. A la vue de ([@:3.16), il suffit de montrer que &y (K) > RN k. T2¢2(€) pour avoir
que le ratio d’espérances en est borné inférieurement par 1 — N —ca(e), C’est-a-dire,
nous voulons que

(1- (-0t + 20D g5 (1-a,) - ( > "”K“%‘”’) (1- 2+ 28a(0)

ierts VuVm,

pour tout r € {1,..., K — 2}. Apres simplifications, nous voulons montrer que

> (Tf ”{"2(0‘7)) (1 — €)% + 2E(e) (4.3.17)

=3 Vv T

pour tout r € {1, ..., K —2}. Cette inégalité est complétement analogue a I'inégalité (2.2.20)).

Il est facile de vérifier (en utilisant le méme argument) qu’elle est toujours satisfaite pour

K = K (€) assez grand en posant 2¢2(€) = 7x (1 — (1 — €)?). Ceci termine la preuve. "

4.4. NOMBRE DE HAUTS POINTS ATTEIGNANT LE NIVEAU 7 € |0,7*]

Dans cette section, nous voulons obtenir I'ordre du nombre de points dans V3
(0 €]0,1/2[) qui atteignent un certain ordre 2,/gylog N ot v € ]0,7*[, c’est-a-dire

les points dans I’ensemble

Hy () = {ve Vi | v >2/gylog N}
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Comme pour 'ordre 1 du maximum, nous nous attendons a ce que I’énoncé du prochain
théoréme soit aussi vrai lorsque les points de I’ensemble H%(fy) sont pris dans V.
Théoréme 4.4.1 (Ordre du nombre de hauts points). Soit {1, }veyy, un CLGI de
parameétres (o, A) sous la définition et v* = ~*(o, A). Supposons de plus que
v €10, et YD < v < AW pour un certain 1 € {1,...,m} et § € ]0,1/2], alors

log (Y (M)

Ni_r)nOO W =& en probabilité

0l EX = EX(ar, A) = (A A1)y _ 0= QT2 Gy 2 (6) (o, ) 2 G (ND) o Zmzt

v 1,M —
m—1+1 Vl/,rj

pour tout j € {1,...,m} et 40 =0.
Comme précédemment, la conclusion du théoréme suit directement des lemmes [4.4.2]

et Le lecteur est encouragé a revisiter la section pour voir ’heuristique des deux

prochaines démonstrations. Le chemin optimal pour les hauts points du CLGI est donné par

Ly(s) = 2y/g¢,(s)log N, s €[0,1].

Pour un rappel de la définition de ¢,(-), voir (2.3.4).

Lemme 4.4.2 (Borne supérieure pour 'ordre du nombre de hauts points). Soit {1y }vevy
un CLGI de paramétres (o, A) sous la déﬁmtz’on et v* = ~v*(o, N). Supposons de
plus que v € 10,7 et v < v < 4 pour un certain | € {1,....,m} et 6 € ]0,1/2],
alors

P ()] 2 35) < 00

Y N i) 2 ] ; 0) = 3
ot & = E5(a, A), ) = 40) (g, X) pour tout j € {1,...,m}, ¥ =0 et C(y) > 0 dépend

des parameétres du modéle.

DEMONSTRATION. Le parameétre § € ]0,1/2] reste fixe durant la preuve. Notons les en-

sembles suivants :
Hy (1) = {ve R [ 0,09) > IR0}, 1<j<m

)

%) dont 'accroissement sur I'intervalle de temps [0, AG)]

qui représentent les points dans R
dépasse l'ordre du chemin optimal (pour les hauts points) & I’échelle correspondante. L’idée
est de décomposer la probabilité qu’au moins N2 points dans V]é, dépassent ’ordre optimal
en regardant quel était le premier temps A), 1 < j <1 —1 ot ensemble H}Z\} j('y) était

non-vide. Nous avons la borne supérieure suivante sur la probabilité de I’énoncé :
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P (MY, (1) > N*)

<P ([HE (] = o = R (0] = 0, 11K, (1)] = N?) + P (U {IHy, ()] = 1})

P (M3 ()] = o = M1 ()] = 0, 17K () \>N25)+ZP(1H N =1).

Les probabilités dans la sommation sont bornées par \/ﬁW exactement comme les termes

en (4.3.1) dans la preuve du lemme car L (-) et L} (+) coincident sur l'intervalle
[0, \(=D]. La probabilité a gauche, quant & elle, est bornée par

P (|{v e Vi 14.00) < IR 00), oo (A0D) < TE0D), 0, = T(D)]}] 2 N29)

< N"%5(N +1)? nel3XP (¥ > L (1), 0(A) < LY D) Wi € {1,..,1-1}) (44.)

oll nous avons utilisé 'inégalité de Markov et le fait que |Vi| < [Viv| = (N + 1)2.
Par le point (i) du lemme \Y% (1/JU) < gv1 m log N + C pour tout v € V7, alors un
estimé gaussien borne le maximum en par

TY 2 2
VRN TC (1 (ERWP ) C0) i C0) e
V2r L} (1) 2gvimlogN +C

~ Vlog N log N
lorsque | = 1, car L} (1) = 2\/gylog N et £ =

suffit donc de montrer que les probabilités en sont bornees (uniformément en v) par

CON 25D
Vleg N

dépendre des parametres du modele. Nous traitons les cas [ > 2 dans la suite. Pour simplifier

les expressions, notons (X}, ..., X1 X™) = (4, (AD), .. by (AED) 4h,), 2 <1 < m. En

pour tout [ € {2,...,m} ou C(y) > 0 est une constante appropriée pouvant

conditionnant sur la valeur que prend le vecteur (X, ..., Xf)_l), v E ij,, la probabilité en

(4.4.1) donne (I est fixé dans ’énoncé) :
L (W) L (D N
/ / P (X:)n Z L’]V(l) ’ X,Llfl = T]-1, ,X% = xl) fv(:cl, ...,xl_l)dl‘l_l...dl‘l
—0oQ —0o0
oil f, dénote la densité du vecteur aléatoire (X, ..., X!71). En utilisant I'indépendance des
accroissements dans le temps, on peut réécrire la derniere intégrale comme

LRO®M) L (0D L.
/ /_ P (X7~ X0 > L) = @) fol@r, o mioa)dar.day. (44.2)

—00

Par le point (i) du lemme [4.2.2] V (Xf)" - Xff1> < gVn_,+1.m log N + C pour tout v € V3,
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alors un estimé gaussien borne la probabilité en (4.4.2)) (uniformément en v) par

\/ng_ﬁ-l,M logN +C (! (L%(1) — 2-1)?
V2 (LY (1) — ;1) 29vn_+1,mlog N +C

3 o (_LER) ~ TROOD) 4 TR OD) —
R
~ Vl0og N P 2 9V, +1,Mmlog N +C
C Cor(\(m) _\(I—1)\_ ex L) ()\(l_l)) — X1 _
N 2((\ A ) 57) ex -9 N — (s )\(l 1)
TN D Ny (7 — G ( )

<
<

m — * E'Y (lil) B -
LN_Q(()\( )\ 1))_57)exp (_257 NO\ ) L1 ol E’Y > 1. (4.4.3)

log N N /7vy7”71

La borne sur le ratio devant ’exponentielle de la premiére ligne vient du fait que

L} (1) = 21 = L(1) = LR(AY) = 2(/g(y = G- (A7) log N

_ _ Vr_1+1,M
> 2@(70 1 _ Cpr ()\(l 1)))logN _ 2\/§L

V Vi

ou la premiere inégalité en (4.4.4)) découle des bornes d’intégration de la variable z;_;
en ([@.4.2) et la seconde inégalité du fait que v > v~V par hypothese de 1’énoncé. On
utilise aussi cette hypothése pour obtenir la troisieme inégalité en (4.4.3)). La seconde

log N (4.4.4)

inégalité en (4.4.3)) vient du fait que nous avons borné la troisieme exponentielle par 1

2A(AM-AE-D)—g2)

dans le développement du carré de la deuxieme ligne. Le terme N™ , quant

a lui, vient de la premiére exponentielle dans la décomposition du carré et du fait que
¥ = _ _ _ o (A-1)))2
(L3 (1) = LR )2 = dg(y = G- (AD))log N)? et (™) = AI-D) — gz = OO

En regroupant l'estimé gaussien (4.4.3) avec l'intégrale en (4.4.2) et 'inégalité (4.4.1)), il

suffit de montrer que

a1 —-L%,007D)

L, (AM) LY (A0-Dy o= INZ
(1—1) N N —1_ I,
N mz‘i}g/ / e VI VYL f (xy) . xy1)day_y..dop < O(y)
veVy

—00 —00

pour tout [ € {2,...,m} afin d’obtenir le résultat du lemme. Or, le terme E;H/Vz/m_l, ¢y >1
joue le méme réle dans cette intégrale que le terme y/ Vv, dans I'intégrale en (4.3.4)) et EYV() =

L%(+) sur Uintervalle [0, \(=D], alors I'inégalité est satisfaite par le méme argument. ]

Pour la borne inférieure, nous reprenons la notation introduite & la section 2.3 et nous

notons le chemin sous-optimal analogue a L};(-) par

Ey\}"(s) = (1- n)ff}\;l“n)(s) = 2/9C (142 (8)(L =n)log N, s € [0,1].
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Lemme 4.4.3 (Borne inférieure pour 'ordre du nombre de hauts points). Soit {1, }vevy
un CLGI de paramétres (o, A) sous la définition et v* = ~v*(o, A). Supposons de plus
que v € 10,7*[ et YD < v < AW pour un certain | € {1,...,m}. Pour tout 0 < € < 283,

il existe une constante ¢ = c(vy,€) > 0 (qui dépend des paramétres du modéle) telle que

P (MR ()] < N*57) < N~

ot &5 = EX(a, A), A0 = 40) (g, X) pour tout j € {1,...,m} et 0 = 0.

Nous utilisons les mémes notations que la preuve du lemme [£.3.3] Nous supposons, sans
perdre de généralité, que axn € Ny pour tout k € {0, ..., K'}. De plus, nous supposons que
la partition des «y est plus fine que celle des \;, c’est-a-dire que 2rx < minj<;<pr VA; et
MK € Ny pour tout i € {0,..., M}. En particulier, as < A\ < A1) et pp = 1 sous cette
hypotheése. Comme précédemment, nous supposons que (1 + 2n) < @ et n < 1/2 afin
d’avoir que YD < 4(1 4+ 2n) < 4W et (1+2n)(1 —n) > 1. Le paramétre & € ]0,1/2[ reste

fixe durant la démonstration.

DEMONSTRATION DU LEMME [4.4.3] Définissons d’abord les variables aléatoires suivantes :

NY'(K) = Z 1{V¢U(ai)zvfp”(ai) vie{3,..,K}}

vngK

qui comptent le nombre de points dans Fg . dont les accroissements, lorsqu’on les additionne,
dépassent les ordres sous-optimaux dans l'intervalle de temps [ag, 1]. Dans la suite, nous
traitons les cas [ > 2. Le cas [ = 1 est plus facile, alors nous ’omettons.

Avant de borner la probabilité de ’énoncé, nous devons estimer 1’espérance de mn(K ).
Notons i* € {1,.., K} lindice tel que a;x = A=V, Par le point (iii) du lemme
—C(8) <V (Vipy(ai)) — 2y/grro*(a;)log N < C, 1 < i < K pour tout v € F‘;K, alors en
utilisant la linéarité de ’espérance, 'indépendance des accroissements dans le temps et des
estimés gaussiens, nous pouvons borner le premier moment de 7\7;{,”([( ) :

C(K,~,1,0)

K—-2
2

E[NZ"(K)] = Y ﬁl@(vwv(a»zvi}'v’"(ai))x NVEE (4.4.5)

vers, =3 (log N)

olt KN\ (K) regroupe I'exposant du facteur N 2 de |T? ol = Sn.xN? et les exposants de N

dans les estimés gaussiens :

o~ rico’ (o 1+ 20) — G (A1)
'K/"’Yan K £2_2 TKO (al) 1_772_2(’)/( Y 1_772
N7K( ) ; v#iyﬂw ( ) Vm_1+1,M ( )
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_ 2 0% 2 M 2
=201 =% +20 - (1 =) + 25 ——(1 - 1)
2 U [0 = G (DR = (= G O] (4
Vm_1+1,M

= 4922 Hyn(y—Cx (AD))
Notons que 1 — (1 —n)? = n(2 — 1), alors en utilisant I'inégalité du triangle, (4.4.6)) donne

2rgo?(an)

Ry () — 2 ()P - 28

Vry

(1—n)?

V7Tl,1+1,M

<2n {(2 —m&+2-n+ |40 + 4y = G ()] }

A(y*)? L

Vn_1+1,M /vyﬂl

pour 1 = n(e) assez petit qui dépend aussi des parametres du modele. Pour obtenir I'avant

<217{2+2+

} <e (4.4.7)

Vm_q1+1,M
Vljﬂ—l ’
car CV*()\(Z_D) < 4D < 4 < 4D par hypothése de I'énoncé, le fait que (2 —7) < 2 et

derniére inégalité, nous avons utilisé le fait que |y — C»(A\ED)| < 40 — ¢ (AED) =

(1-n?<1,car 0<n<1,et le fait que & <let y <~
En considérant /TGYV"(K ), nous ne perdons pas grande précision en laissant tomber le

premier accroissement 1, (), car nous avons un controle sur la longueur de l'intervalle [0, ag] :

. — T (K)— 2K 22) (12
P (’H%(’}/)‘ < NQEW—e) S P (/\/an([() < N!‘@N,K( ) Sz ( 77) )

L~ vn K_22TIL2(°‘2) 1—n)2
+I[D('”?@(v)\<N25v—iA6¢”<K>ZJV’”“K( S n))' (448)

E}Y\}WK(K)—QM(l—n)Q -
Par (4.4.7), N ™ Vvm — N“77¢ > 1, alors la derniere probabilité en (|4.4.8])

est bornée par P (mjnvepgK Po(an) < —(LX"(1) — LY (o) — E%(l))) si nous choisissons K =
K(v,n) assez grand. En effet,
2 02(a)

LY(1) = LY (a2) — L (1) = 2\/g (7[(1 +2)(1-n) -1 - =
Vr,

1- 77)) log N

> /gm(l —2n)log N >0
pour K = K(v,n) assez grand, car nous avons supposé 1 < 1/2 dans la discussion précédant

la démonstration. En utilisant la symétrie des variables gaussiennes :

P (vemrlg Yulaz) < —/gym(l — 2n)log N ) =P (Urenraéx Pulaz) = \/gm(1 — 2n)log N)

K K
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Par le point (i77) du lemme V (y(a2)) < 2grio?(an)log N 4 C pour tout v € FgK cVy,

alors la sous-additivité et un estimé gaussien nous donnent

1 (g1 — 2n)log N)*
2 2grio?(ag)log N + C

P ( mr?gi Yu(az) > /gm(1 — 2n)log N) < OngN?exp (

ve

K 22 (1—2n)?

<C 1T 2y < NGl

pour K = K(v,n) assez grand ou ¢;(7,7) > 0 est une constante appropriée. Par conséquent,
la derniére probabilité en (4.4.8) est bornée par N —a(m),

Pour conclure, il suffit de montrer que
— T (K)—2 T 02) (12 ~
P | (i) < NN < N-a0)

pour une constante ¢x(7y,7) > 0 appropriée qui dépend des parametres du modele. En appli-

quant I’inégalité de Paley-Zygmund, nous pouvons borner la probabilité complémentaire :

T (K9 2ETH@D) () v
P (m"(m S NN 2R "))
R )2 22D e\ * N2
N E N3(K)))
>|1- — - . (4.4.9)
E N3(K) E |3 (K)Y]

Notons que l'inégalité de Paley-Zygmund est applicable ici, car le ratio de la grande
parenthese est inclus entre 0 et 1 & cause des bornes sur le premier moment en . En
fait, la grande parenthese tend exponentiellement vite vers 1 (en fonction de 7 et 1) lorsque
N — oo en raison de ces bornes. Il suffit donc de montrer que le ratio d’espérances en
est borné inférieurement par 1 — N —es(ym) pour conclure, ou ¢3(7y,7) > 0 est une constante
appropriée qui dépend des parametres du modele.

Avant de borner supérieurement le deuxieme moment, introduisons quelques notations

pour raccourcir les prochaines expressions :

zjnu,i =P (V¢u(ai) > VE(}"(%)) , uwel?

(0% &

1<i<K,

Guoi =P (un(ai),vwv(ai) > iy\}”(ai)) . wvel® 1<i<K.

= g

Maintenant, pour le deuxiéme moment, nous avons

E[NY(E)? = > P(Vules), Viulaw) > LY (o) Vi€ {3, K})

umEFgK
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42 K K
- = = =0 =1
- Y [l Z 2 a1 e+ 2 1l
5 3 =1 5 3 5 =3
u,vel?, i= uvel?, i=r+ uvely,
ao<p(u,w)<ai o <p(u,v)<ap41 pluw)>ak 1

en décomposant la sommation de la premiere ligne selon les temps de branchement de chaque
couple de points u,v € FiK exactement comme nous ’avions fait pour ’équation (4.3.10))

dans la preuve du lemme m (un produit sans indice est toujours égal a 1). L’inégalité

Qi < Gy, POUr tout i € {1 ..., K} est triviale, alors la derniere expression est bornée par
r+2 K
R G Z 2. Ha. Maa ¥ I @i
u vngK i=2 u, 1)61"5 i=r+3 u7U€FiK i=3
a0 <p(u)<a o <p(10) <041 pluw) a1

(1) (2)r (3)

En utilisant 'indépendance des accroissements dans le temps et en ajoutant les termes

manquants dans la sommation de (1), nous avons la borne suivante :

(1) = Z P (Vipy(a;) > VLY (), 3 <i < K)P (Vihy(i) > VL (), 3 <i < K)
u,vEFgK
ao<p(u,w)<ai
2
< | X P(Veulon) 2 VIR (@) Vie {3, K | = (E[NZx)])

uEFgK

Comme en (4.3.12), il y a EN,KNQ((l —26)N"% 4+ 1)? couple de points u,v € I‘gK tels que
p(u,v) > a1, alors en bornant supérieurement (3) par des estimés gaussiens comme nous

avons fait pour la borne supérieure du premier moment en (4.4.5)), nous trouvons
(3) < NQTKNE’IY\I’?K(K)‘

Maintenant, pour tout r € {1,..., K — 2}, la sommation en (2), posséde au plus

_ K—r—1arl—a, 2
SN,KNQ ((1 _ 25)K—7’N1—ar + (1 25) N )

Nrx
couples de points comme en (4.3.13]). Par le point (i) du lemme V (Vipy(ai)) <
grro?(a;)logN + C, 1 < i < K pour tout v € FgK C V3, alors des estimés gaussiens

bornent (2), pour tout r € {1,..., K — 2} (uniformément en v) par

i* T 0'2 o 142n)— A(lil) 2
er+3 B Z>(1*77)2 -2 ey ) (1—n)?
= VMVWM N 1/7rl_1+1,M Si r + 2 S ’i*7

K (v@+2m) —¢ e (A071))2
72(Zi=r+3 TKUQ(ai)) =

NN | 20§

@ 2 (1-n)?
m_1+1,M sir+ 2>,

NNk (E) | p20-ar) N
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Par exactement le méme raisonnement que nous avons utilisé entre les équations (4.3.14])

et (4.3.17) lors de la preuve du lemme il suffit de vérifier que

o 2 3 T‘éf,i(%)’ (1= n)* +25(y,7) Srt2s7
i TG
* o2(a; 142n)—Cx AE=DY))2 .
0 > Yoy EEO1 P 4+ S0 rco?(00) R (P Flon) s 42> 7

pour tout r € {1,..., K — 2} afin de montrer que le ratio d’espérances en (4.4.9)) est borné

inférieurement par 1 — N~ Or, la seconde sommation sur la deuxiéme ligne de la

r42 TKUQ(C%)(l
e LKO i)
i=1*+1 vﬂil’"ui

que Cr (MDY <4070 <y (1 4 27) < 4O = ¢ (D) 4 yﬂ‘;% et la propriété (2.1.3))

K

derniére accolade est bornée supérieurement par > —n)? en utilisant le fait

du modele (voir la discussion précédant la démonstration). Par conséquent, les conditions

de la derniere accolade sont satisfaites si
r+2 2
rro-(o; _
ay > Z#(l —n)? +2¢3(7,n) (4.4.11)
— V. Vr,
=3 K™ Ty
pour tout r € {1,..., K — 2}. Ceci correspond exactement a l'inégalité (4.3.17)) (avec
7 = €) qui, a son tour, se prouve comme l'inégalité (2.2.20)) dans la preuve du lemme
Il est facile de vérifier qu’elle est toujours satisfaite pour K = K(v,n) en posant

2¢3(7,m) = r (1 — (1 —n)?). Ceci termine la démonstration.






Chapitre 5

CONCLUSION

1. AUTRES RESULTATS ET CONJECTURE SUR LORDRE 2 DU MAXIMUM DU CLGI

Dans cette section, nous citons sans démonstration un théoreme sur ’énergie libre que
nous aurions pu prouver a partir des résultats obtenus dans ce mémoire et nous conjecturons
la convergence d’ordre 2 du maximum pour le CLGI. Soit {S, },ep, un champ associé & une
MABI de parametres (o, A) sous la définition et {¢y fvevy un CLGI de parameétres
(o, A) sous la définition alors leur énergie libre est définie comme suit :

Svep, €45 b o Lvevs €0

INB) = S et fy(8) = TN, #>0,5€10,1/2]

— 22n

L’énergie libre pour un modele de N2 variables gaussiennes i.i.d. de variance go?log N

est définie de fagon analogue et sa limite presque siire (voir théoréeme 8.1 de [9]) est donnée par
fpony e | 1T MBS AT =
j07) =
V9o si 8> Be(0?)
olt B.(0?) est une valeur critique. En utilisant les théorémes et du mémoire

sur I'ordre du nombre de hauts points respectifs des champs {S, }vep,, €t {¥y bvevy, et en

généralisant 'argument présenté au théoreme 2.1 de [4], nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.1.1. Pour les champs {S,}vep, et {tv}tvevy ci-haut, nous avons

1
A}lgl fN ;f B; Vuﬂ] V)\() p.s. et dans L,

m v n '
lim fN = Z < o ) A\ p.s. et dans L',

N—oo s " glog2

et les valeurs critiques BU) = Be(Vur,) sont telles que B < g@ < . < pm)
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Etant donné les grandes similarités entre les champs {S,}vep, et {tv }vevy que nous
avons vues tout au long du mémoire, nous pensons que les résultats sur la convergence
d’ordre 2 du maximum et la tension du maximum avec son deuxieme ordre, obtenus au
théoreme s’étendent au CLGI. La tension du maximum avec son deuxieéme ordre pour

le CLG (voir [11]) est aussi un argument en faveur de la prochaine conjecture.

Conjecture 5.1.2 (Deuxieme ordre de convergence du maximum et tension). Soit
{Yvtvevy un CLGI de paramétres (o, ) sous la définition v = (o, A) et
6 €10,1/2], alors

m oI\ Vi
nel{a%; y = 2,/g7" log N — Z (';J\[2J loglog N + Op(1)
veVN j=1

ot wj =3 si Jy2 G- A = Toz|)pG-v a6 et wj =1 sinon.

Pour espérer montrer une telle proposition, nous croyons qu’il est nécessaire d’obtenir
des estimés plus précis sur la variance des accroissements que ceux présentés au lemme

4.2.2] Le cas ou le pas des accroissements est de longueur % devra étre traité.

5.2. QUESTIONS OUVERTES

Pour le lecteur intéressé, nous énumérons dans cette section quelques questions d’intérét

encore ouvertes pouvant éventuellement faire suite a 1’analyse présentée dans ce mémoire :

(1) Vérifier la conjecture

(2) Vérifier §’il y a un deuxiéme ordre de convergence pour le nombre de hauts points

de {S,}yep, et {tw }vevy, et sioul, le calculer.
(3) Démontrer la convergence en loi du maximum de {S,},ep, en généralisant [3].
(4) Démontrer la convergence en loi du maximum de {t¢ },cv, en généralisant [10].

(5) Regarder le premier ordre de convergence du maximum pour {S, }vep, et {¥y boevy

lorsque la fonction de volatilité o(-) est continue.

(6) Généraliser la définition du CLGI au cas continue (voir [37] et [21] pour la version
continue du CLG) et prouver l’analogue du théoréeme 1.2 de [28] sur les «thick

points». Les «thick points» correspondent a la version continue des hauts points.

(7) Trouver un algorithme efficace pour simuler un CLGI.
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Annexe A

APPLICATION DU THEOREME DE
KARUSH-KUHN-TUCKER

Dans ce chapitre, nous solvons deux problemes d’optimisation via le théoréme de Karush-
Kuhn-Tucker. La solution au premier probleme nous permet d’obtenir le chemin optimal
normalisé pour 'ordre 1 du maximum de la MABI et du CLGI. La solution au second
probléme nous donne, pour les deux champs inhomogenes, le chemin optimal normalisé pour
les hauts points. Le théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker donne des conditions nécessaires
a I'optimalité locale. Les conditions sont en fait suffisantes pour 'optimalité globale d’un
maximum lorsque la fonction objectif f et les fonctions contraintes g, sont contintiment
différentiables et concaves [27]. Nous utiliserons les notations introduites a la section
Théoréme A.0.1 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [18]). Soit un ouvert D C R™ | une
fonction objectif f : D — R et un ensemble de contraintes U = {x € D | gp(x) >0 Vk €
{1,...,n2}} spécifié par des fonctions g : D — R, 1 < k < ng. On suppose que
(a) f posséde un maximum local au point ** € U par rapport a U,

(b) f est Fréchet différentiable au point x*,
(c) les gr sont Fréchet différentiables en x*.
S’il y a qualification des contraintes (c’est le cas par exemple lorsque la condition de
Slater [18] est vérifiée), alors il existe (fi1, ..., tiny) € R"2 tel que les points suivants sont

satisfaits pour tout k € {1,...,n2} (V dénote le gradient ici) :
(i) Vf(®*) + 352 mkVar(x®) =0,

(it) gr(x*) =0,

(iii) i >0,

(iv) prgr(x*) = 0.
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A.1. PROBLEME D’OPTIMISATION # 1

Lemme A.1.1. Soit la fonction objectif

M
flz1,...,xpm) = sz
i=1

a mazximiser sur le domaine D = RM et sous les contraintes

k 2
Ly
gk(x1, .y Tp) = ;:1 <V/\i — aiQV)w) >0, 1<k<M

alors il existe un unique maximum global. Si j; € {1,...,m} dénote l'indice tel que

A0i=D < Xy < N0 | alors les composantes du point mazimisant s’écrivent :

2 .
e TV iy

V. Vr;,

~

et le maximum global est donné par

v = f(2] Z Vn, VAW,

DEMONSTRATION. Tout d’abord, remarquons que la fonction objectif f et les fonctions
contraintes g sont continiment différentiables et concaves (c’est évident). De plus, la
condition de Slater est satisfaite, car 0 € RM et g.(0) = A\, > 0 pour tout k € {1,..., M}.
Par conséquent, les conditions du théoreme de KKT sont nécessaires et suffisantes pour
I'optimalité globale d’un maximum.

Si un maximum existe, alors il est unique. En effet, supposons que & et y (z # y) sont
deux points maximisants du probléme, alors Az + (1 — A\)y 'est aussi, pour tout A € [0, 1],
car f est linéaire et I'ensemble des contraintes U = NI, {z € RM | gi(x) > 0} est convexe
étant une intersection de convexes. Si gys(x) > 0, alors £ € RM ne maximise pas f par
rapport & U, car il suffit de choisir un point £+ € RM™ avec les mémes M — 1 premicres
composantes et z1, > zp pour avoir que gy(zT) = 0 et f(x*) > f(x) sans affecter les
autres contraintes. Par conséquent, gy (AZ 4+ (1 — A\)y) = 0 pour tout A € [0, 1], mais gy,
est strictement concave, alors gy (AZ + (1 — A)y) > Agar () + (1 — N\)gar(y) = 0 pour tout
A € ]0,1[. C’est une contradiction.

I1 suffit donc de vérifier que le candidat (z7,...,2};) décrit dans I’énoncé satisfait les

conditions (), (i), (4i7) et (iv) du théoreme de KKT pour conclure.
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Calculons d’abord les dérivées partielles de la fonction objectif et des fonctions contraintes :

0
) f(xlw"va):lv 1SZSM7
T
2x; ..
— =t sit <k
igk(ﬂil, e TN = VA T, 1<i k<M.
O 0 sii>k

Pour que la condition (i) du théoreme de KKT soit satisfaite, nous devons avoir que

M
2} ,
1— (ZMf) oy =0 lsisM (A.1.1)
k=i i t

Par la définition des candidats x7, on peut facilement résoudre le systeme linéaire en (A.1.1)).
En effet, si j; € {1,...,m} dénote I'indice tel que A < < AU et g = Zé\il Lk

(spr+1 = 0), alors

1 =/——
S; — 5 Vjiuﬂ-ji,
0 S1 75,1 < 1 < Ty,
. o)1/ 1/ S
Wi = 8; — Sj+1 = 5\/Vji1/7rji —5\/Vjil/ﬂji+l S11="Tj < Tjy )
1 - s )
2\ Viiln;, Sl i = Tj, = jy,

pour tout ¢ € {1,..., M}. Notons que Vv, > Vv, pour tout j € {1,...,m — 1} par la
propriété (2.1.3)) du modele, alors la condition (7i7) du théoréeme de KKT est satisfaite.
Pour les candidats x de I’énoncé, les contraintes du probleme sont aussi satisfaites. En

effet, si ji € {1, ..., m} dénote 'indice tel que A=) < Ny < AUK) | alors

k 2
* * Ul v>\1/
gr(x7, . Thy) = Z (V)\i - )

i=1 Vmj—1+Lm,

Vﬂ-jk71+1’k

()\k — /\(jk71)> — si Ti—1 < k< T

Vg .. .
ﬂ]k71+1’7r3k

0 si k= 7Tjk
pour tout k € {1,..., M}. Nous avons utilisé le fait que Vjiu,rji = Vrn, _1+1,m;, bour ob-
tenir la premiere égalité. La premiere quantité dans I'accolade est toujours positive, car
Vny—1+lm, = Vm, +1,k pour tout k € {mj—1 + 1,..., M} par la propriété (2.1.4) du

modele. La condition (ii) du théoréeme de KKT est donc satisfaite.

Enfin, la condition (iv) est immédiatement satisfaite par les expressions que nous avons

trouvées pour les uy et les gi (7, ..., 27%,), c’est-a-dire que leur produit est toujours 0. m
p M gre\27, M q p



A-iv
A.2. PROBLEME D’OPTIMISATION # 2
Lemme A.2.1. Soit v € ]0,7*[ tel que v~ < v < ~U pour un certain l € {1,...,m}

(voir [2.3.3) pour la définition des niveauz critiques v~V et ). De plus, soit la

fonction objectif

M-t M-1
(@1, 1) = Z (VAi — i ) + (v)\M _ (v = 2o xi/)Q)

Ly
o2V )\ 02,V
i=1 i 7 M M

& mazimiser sur le domaine D = RM =1 et sous les contraintes

k 2
mA
ey TN—1) = VA — ‘ >0, 1<k<M-1
gr(1, .y xar—1) ;:1< i JEV)\Z) > <k<
alors il existe un unique maximum global. Si j; € {1,...,m} dénote l'indice tel que

A= < X\, < AU | alors les composantes du point mazimisant s’écrivent :

U?V}\i

— st1 < m_q
xy = Viivnj,
2
_oiVAi ( A R (j)) .
Vrj_14+1,M v j=1 vyﬂ'j VA 11> W1

pour tout i € {1,..., M — 1} et le mazimum global est donné par

(v= Lk /T, A0

V7T171+1,M

g: = f"/(af}l(a "'a$7\4—1) = (AM - )‘(l_l)) -

DEMONSTRATION. Tout d’abord, remarquons que la fonction objectif f, est continiiment
différentiable et strictement concave, car sa matrice hessienne est définie négative (voir
plus bas), et les fonctions contraintes g sont contintiment différentiables et concaves (c’est
évident). De plus, la condition de Slater est satisfaite comme au probléeme #1. Ainsi,
nous savons que les conditions du théoréeme de KKT sont nécessaires et suffisantes pour
l'optimalité globale d'un maximum et la concavité stricte de f, nous garantit I'unicité du
maximum s'il existe. Il suffit donc de vérifier que le candidat (z7,...,2%,_;) décrit dans
Iénoncé satisfait les conditions (i), (i7), (ii¢) et (iv) du théoreme de KKT pour conclure.

Calculons d’abord les dérivées partielles premieres et secondes de la fonction objectif :

0 2w 20y —Yu ww) |
Ox; fy(@1, e @y-1) o2V * 2,V T ’
52 £ ) 2 1 e e 1
A L1y ooy TN — - .. i _ 1.
8.%'1'8.%']' VAL ey EM =1 U?v)\i {i=5} UJZWV)\M’ >0)>
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Soit la matrice diagonale D, de taille M — 1 x M — 1, avec les entrées J_QLW et la matrice
I, de méme taille, qui ne comporte que des 1. La matrice hessienne del f s’écrit comme
Hy =-D- OMTI Or, les valeurs propres de D sont données par ses éléments diagonaux
et les valeurs propres de I sont 0 (avec vecteurs propres e; — ez, €1 — €3,...,e1 —e€j7—1) et
M — 1 (avec vecteur propre (1,1,...,1)’) ou les e; dénotent les vecteurs de base usuels dans
RM=1_Si A\*(-) donne la plus grande valeur propre d’une matrice, alors
MN(Hy )= sup «'(Hy)x < sup «'(—D)x+ sup x ( 22I> x
lzlla=1 lzlla=1 lzlla=1 oV Am
2

2
= A\ (=D) + ———X(—1) = = 40<0
(=D)+ o2,V A (=1) 1g?§“}3}_1{ ang} *

ce qui veut dire que toutes les valeurs propres de Hy sont strictement négatives et par
conséquent, f est bien strictement concave.
Calculons maintenant les dérivées partielles des fonctions contraintes :
P — i &<k

3 gk (T1, - T—1) = 77V . 1<ik<M-—1.
Ti 0 sii>k

Pour que la condition (i) du théoréeme de KKT soit satisfaite, nous devons avoir que

2(y — E/ 1 Ty T} :
1 =0, 1<i<M-1. A21
o2,V +Z“’“ QV)\ ='= (A.2.1)
Par définition des candidats z7, nous pouvons réécrire ’expression y — E 1 x}, comme
M-1 M 1
v ah=vy-— Z\/VUTF VAW — xy
i'=1 ’L’*ﬂ'l 1+1
-1 ) 2 \va\ -1 )
= (7= VY, VAD | — (1 IMVAM S/ Vi, VAW
j=1 Vr_1+1,M =1
2 -1
=+ — \/ Vg, VAV
I/’]’I’l_l-‘rl,M ’7 ng ﬂ-]

Nous pouvons maintenant facilement résoudre le systéme linéaire en (A.2.1). En effet, si

ji € {1,...,m} dénote lindice tel que \Ui=D < \; < XU et 5; = Z;y:;l ux (spr = 0), alors

('Y_Z; 1 VI/ﬂ— V)\m) o
-1 sii<m_q

V.
JiT TG, Vm_1+1,M ,

S; =

0 sit>m_q
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I s (’Y_Zzzll VVW]- VA(‘”)
(\/vjiyﬂji - \/vjiyﬂ—jrfl) Vm_1+1,M 811 = 7T.71 < M1
('ny;_:ll Von, mm)
i = Si—Si+1 = \/ Vyﬂ'l_l Vr_1+1,M -1 S11 = T, = T—1
0 sty <t<my <m_q
0 si 7Tl—1§7rji—l<i<77j¢

pour tout i € {1,..., M — 1}. Notons que Vv, > Vg, , pour tout j € {1,...,m — 1} par la
propriété (2.1.3)) du modele et

-1
v > A0 = S/ Vo, wvAW) 4 Zroat M
j=1 A Z"

par hypothése de ’énoncé, alors la condition (iii) du théoreme de KKT est satisfaite.
Pour les candidats x de I’énoncé, les contraintes du probleme sont aussi satisfaites. En

effet, si on note j; € {1,...,m} l'indice qui est tel que AUe=1) < A < AUR)alors
gk(xl, ...7.1‘?4_1)

sk (w - “) Sk <m

|12 .
w]i_l +1,7rji

a2V — = 2\ 2 .
i'C:m_ﬁ—l (V)\i % (’y — Zé:ll Vz, V/\(J)) > sik>m_q

a (V7T171+1,M

0 Sik:ij<7Tl_1
0 Si/ﬁzﬂjkzﬂl_l
= . Vr, _1+1,k .
e — AUk 1)) o Mp—1TR simj, 1 <k<mj <m_y

Vg . .
W]k_1+1,7r]k

vy Y
M = AD) — (S Ve, VAD) T sim <y < k<,

(2 +1,M
-1

pour tout k € {1,..., M — 1}. Or, la troisiéme quantité dans I’accolade est toujours positive,

car Ve~ yim = Un 41k pour tout ke {mj,—1+1,..,M} par la propriété (2.1.4) du

modele. De plus,

-1 -1
SV Vrm, VAD <470 <y < 5O = 357 [0 waW) 4 STl
=t Jj=1 Vg,

par hypotheése de I’énoncé, alors la quatrieme quantité de I’accolade est bornée inférieurement

par ()\k—)\(l_l))—y”V*%l’k qui est positif, car Vi, > 7, 11 pour tout k € {m_;+1,..., M}

™l

par la propriété (2.1.4) du modele. La condition (iz) du théoréeme de KKT est donc satisfaite.

Enfin, la condition (iv) est immédiatement satisfaite par les expressions que nous avons

trouvées pour les pu, et les gi (a7, ...,23,_;), c’est-a-dire que leur produit est toujours 0. m



Annexe B

DEUX LEMMES UTILES

Nous regroupons ici quelques inégalités bien connues qui sont utilisées a plusieurs

reprises dans le mémoire. Nous travaillons sur un espace de probabilité générique (2, F,P).

B.1. ESTIMES GAUSSIENS ET L'INEGALITE DE PALEY-ZYGMUND

Le premier lemme permet de borner inférieurement et supérieurement la probabilité
qu’une variable gaussienne soit plus grande qu’une certaine valeur ¢ > 0. Son utilité vient

du fait que les estimés sont tres précis lorsque ¢ est grand.

Lemme B.1.1 (Estimés gaussiens [2]). Supposons que & ~ N(0,02) ot o > 0, alors

j(l—i>s@<;)§P(§Zt)§i<p<;)

pour tout t > 0 ot ¢ dénote la densité d’une loi normale standard.

DEMONSTRATION. En effectuant le Changement de variable x = g, il suffit de montrer que
2 = =

pour tout z > 0 olt Z = & ~ N(0,1) et U(x) =P (Z > x). En intégrant par parties,

o

0< / eWdy = —¢(2) +/ ~¢'(y)dy = ~p(a) — ¥(z) (B.1.2)
car 1¢/(y) = —¢(y), alors la borne supérieure est satisfaite en (B.1.1)). De facon similaire,

Y

0< /;O ie(u)dy = %w(ff) + /;O ;gpl(y)dy - %‘p@) B %‘p@) RS

en utilisant (B.1.2) et le fait que y%go’ (y) = —y%go(y), alors la borne inférieure est satisfaite

en (B.1.1). Ceci termine la preuve. "
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Le second lemme est dérivé de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il sert a borner infé-
rieurement la probabilité qu’une variable aléatoire positive dépasse un certain multiple
0 < 0 <1 de son espérance. Cette inégalité est importante dans ’application des méthodes
de deuxieme moment et complémente I'inégalité de Tchebychev.
Lemme B.1.2 (Inégalité de Paley-Zygmund [35]). Soit une variable aléatoire X > 0
non identiqguement nulle telle que X € L%R{(Q,}", P), alors

2 (B [X])?

P (X > 0E[X]) > (1-6) E [X7]

pour tout 0 < 0 < 1.

DEMONSTRATION. Puisque E [Xl{X<9E[X]}} < 0E [X], alors
(1-0E[X]<E[X]-E {Xl{X<0E[X}}} =E [Xl{xzem[)q}} :
En prenant le carré de chaque coté de 'inégalité et en appliquant Cauchy-Schwarz,

(1 - 0*E X)) < (E [X1pxsmmpy] ) <E[X?]P(X > 6E X))

ce qui termine la preuve.
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