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SOMMAIRE

Dans ce mémoire, on étudie les extensions galoisiennes finies de C(x). On y
démontre le théoreme d’existence de Riemann. Les notions de rigidité faible, ri-
gidité et rationalité y sont développées. On y obtient le critere de rigidité qui
permet de réaliser certains groupes comme groupes de Galois sur Q. Plusieurs

exemples de types de ramification sont construis.

Mots clefs : Type de ramification, revétements galoisiens, uplet de classes de

conjugaison k-rationnelle.
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SUMMARY

In this master thesis we study finite Galois extensions of C(x). We prove Rie-
mann existence theorem. The notions of rigidity, weak rigidity, and rationality are
developed. We obtain the rigidity criterion which enable us to realise some groups

as Galois groups over Q. Many examples of ramification types are constructed.

Key words : Ramification type, galois covering, x-rational tuple of conjugacy

classes.
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INTRODUCTION

Une équation algébrique sur un corps k est une équation du type f(z) = 0
avec f(z) = a 2" + ap_ 12" + ... + ayx + ag € k[x], a, # 0. Résoudre une telle
équation par radicaux revient a déterminer les racines a partir des coéfficients de
f(z) en utilisant I'extraction des racines m-iéme et les quatre opérations élémen-
taires (de k). La théorie de Galois nous permet de savoir qu'une telle équation
est résoluble par radicaux si et seulement si le groupe de Galois du polyndéme
f(z) (qui est un groupe fini) est résoluble. Ce résultat d’Evariste Galois (1832)
est le point final de longues pérégrinations de plusieurs mathématiciens. Malgré
sa beauté ce résultat pose un nouveau défi, le calcul du groupe de Galois d'un
polynéme. On peut se poser la question suivante : Tout groupe fini est-il groupe
de Galois (sur k) d'un polynéme f(z) € k[z]? C’est le probleme inverse de Galois
sur le corps k. Si pour un groupe donné G, il existe une extension galoisienne E/k
telle que G = Gal(E/k), on dit que G se réalise sur k. Le probleme est simple

d’énoncer mais reste largement ouvert en particulier pour £ = Q.

0.1. HILBERT ET LE THEOREME D’IRREDUCTIBILITE.

Hilbert (1892) est le premier & faire une étude systématique de la question.
Il démontre le théoreme d’irréductibilité de Hilbert et 1'utilise pour réaliser S,
et A, comme groupe de Galois sur Q. Pour énoncer ce théoreme, on définit
d’abord ce qu’est un corps Hilbertien. Un corps k est dit Hilbertien si pour tous
entiers non nuls r, s et pour tout polynoéme irréductible p(t1,...,t., z1,...,z5) €
k(ty, ..., t.)[x1, ..., xs], il existe une infinité de (ay, ..., a,) € k" tel que
plai, ..., @p, X1, ..., Ts) € k[z1, ..., x| est irréductible. Le théoreme d’irréductibilité
de Hilbert stipule que le corps Q est Hilbertien, voir [14, th. 2.2.1 et th. 2.2.4].

Comme conséquence, si G est groupe de Galois d'un polynéme irréductible
p(t, z) € k(t)[x], il existe une infinité de valeurs de a € k tels que p(a, x) € k[z] est
irréductible et a pour groupe de Galois G lorsque k est Hilbertien, voir [14, prop.
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2.2.12]. Ainsi sur les corps Hilbertien, réaliser un groupe sur k(¢) nous assure de
sa réalisation sur k.

Pour le cas de S,,, on montre que le sous-corps de k(ty,...,t,) fixé par S, est
k(s1,...,8,) ou les s; sont les fonctions symétriques élémentaires en ¢;. Par suite
Gal(k(ty,....tn)/k(t1, ..., t2)°") = S,. En fixant les valeurs de s; on obtient une
réalisation de S,, sur k. S,, peut-étre vu comme le groupe de Galois du polynéme

p(r) = 2"+ 512" + ... + 8,_1% + $,,. Son corps de décomposition est k(t, ..., t,).

0.2. LE PROGRAMME DE NOETHER.

Noether (1918) dans l'article [12] généralise I'approche de Hilbert. Au lieu de
Sh, elle considere un groupe fini G quelconque (que 'on peut voir comme un
sous-groupe d’un S, via sa représentation reguliere).

Comme Gal(k(ty,....t,)/k(t1, ... t,)%) = G, si k(t,...,t,)¢ est une extension
transcendante pure de k, alors G serait groupe de Galois sur k. C’est-a-dire qu’il
existe des éléments algébriquement indépendants z1, ..., 7, tels que k(t1, ..., t,)¢ =
k(xq,...,z,). Malheureusement Swan (1969) a montré qu’il existe des groupes finis
pour lesquelles ce n’est pas vrai (voir[15]), méme pour quelques groupes cycliques

dans leur représentation réguliere.

0.3. LES GROUPES RESOLUBLES.

Scholz et Reichardt (1937) ont permis de passer a une étape décisive en mon-
trant que tout p-groupe avec p premier impair est groupe de Galois sur Q. Ceci en
considérant plusieurs probléemes de plongements. En utilisant la méme approche
Shafarevich (1954, 1989) a démontré que tout groupe résoluble est groupe de Ga-
lois sur Q, voir [4, page III |.

0.4. LA RIGIDITE.

Dans larticle [9], Thompson définit et utilise la rigidité pour réaliser le monstre
comme groupe de Galois sur Q. La notion de rigidité est apparue pour la pre-
miere fois de fagon implicite dans la these de Shih (1974). La notion a ensuite été
reprise et developpée de fagon indépendante par Fried (1977), Belyi (1979), Mat-
zat (1979) et Thompson (1984). Elle a été utilisée pour réaliser plusieurs groupes
comme groupes de Galois sur Q.

Un des résultats important sur lequel s’appuit la rigidité est le fait que tout
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groupe fini est groupe de Galois sur C(z). Ceci est une conséquence du théo-
reme d’existence de Riemann (Théoréme 3.2.1), qui établit une correspondance
bijective entre les extensions galoisiennes F/C(z) non ramifiées en dehors d'un
nombre fini de points et certains uplets de classes de conjugaison. Pour établir le
résultat, on montre que toute extension galoisienne finie £/C(x) est le corps des
fonctions méromorphes d’une surface de Riemann compacte qui elle est issue d'un
revétement f : X — P{. L'espace totale X hérite de la structure de surface de
Riemann compacte de P§ avec un morphisme vers Pt. Un point crucial est le fait
que le corps des fonctions méromorphes de PE est C(x). On peut voir X comme
la variété définie par le polyndme minimal d’un élément primitif de E/C(x).

Apres avoir réalisé tous les groupes finis comme groupes de Galois sur C(z), le

reste est un probléme de descente sur Q(z).

0.5. PLAN DU MEMOIRE.

L’un des objets de ce mémoire est de présenter une preuve du théoreme d’exis-
tence de Riemann. L’autre est d’étudier le concept de rigidité. La rigidité couplée
a la rationalité nous fournissent un critere de descente pour plusieurs familles de
groupes finis. Dans le chapitre 1, on étudie les extensions galoisiennes finies de
E/C(z). Ceci nous permet de ressortir la notion de type de ramification d'une
extension galoisienne finie de E/C(z) qui est un triplet [G, P, (C,)pep]. G est le
groupe de Galois de E/C(z), P une partie finie de C (les points de ramification
de l'extension) et (C,)yep les classes de conjugaison associées aux éléments de
P. Le premier probleme est de savoir si a tout type de ramification correspond
une extension galoisienne finie. La réponse négative est donnée par le théoreme
d’existence de Riemann (TER) (Théoreme 3.2.1) qui caractérise les types de ra-
mification qui correspondent aux extensions galoisiennes finies de C(x). Les cha-
pitres 2 et 3 sont donc consacrés a la preuve de ce théoréme (théoréme d’existence
de Riemann (TER)). Au chapitre 2, on considere les revétements galoisiens de la
sphere de Riemann privée d'un nombre fini de points. On y dégage la notion de
type de ramification d’un revétement galoisien fini de la droite projective privée
d’un nombre fini de points. Ceci aboutit a la preuve du TER sous sa forme topo-
logique. Dans 'appendice A, certaines notions sur les revétements et surtout les
revétements galoisiens sont répertoriés. L’appendice A se place dans la progression
entre les chapitres 1 et 2. Au chapitre 3, on définit la notion de surface de Rie-
mann. Le TER y est démontré en utilisant les résultats du chapitre 2 et surtout le
théoreme d’existence de Riemann sous sa forme analytique (proposition 3.1.3). Le
théoréme d’existence de Riemann (algébrique) établit une correspondance entre

certains types de ramification et toutes les extensions galoisiennes finies de C(x).
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Cette correspondance n’est malheureusement pas bijective. La rigidité faible que
I’on étudie au chapitre 4, donne une condition sur un type de ramification pour
qu’il corresponde a une unique classe d’isomorphisme d’extensions galoisiennes
finies.

Au chapitre 4, on définit et étudie les notions de corps de définition, rationa-
lité, rigidité faible et de rigidité. On y énonce et prouve le résultat principal de

ce mémoire qui est le critere de rigidité rationnel (théoreme 4.3.1).

Les contributions de l'auteur ce situent a deux niveaux. La premiere est la
construction de plusieurs exemples non évidents particulierement a la section
4.2.1.2, on y a des extensions non isomorphes ayant méme type de ramification.
Exemple que ’'on n’a pu trouver dans la littérature. La deuxieme contribution est
I'introduction d’une opération sur les types de ramification (le produit direct).
On utilise le produit direct de deux types de ramification rigides et x-rationnels
pour réaliser régulierement un produit direct de groupes comme groupe de Galois
sur k. Ainsi la définition 1.4.1, les propositions 4.1.6, 4.2.3 et le corollaire 4.2.1

sont des résultats que l'auteur n’a trouvé nulle part dans la littérature.



Chapitre 1

TYPE DE RAMIFICATION D’UNE
EXTENSION GALOISIENNE FINIE DE C(X).

On s’intéresse dans ce chapitre aux extensions galoisiennes finies de C(x).
L’objectif est de dégager la notion de type de ramification d’une extension ga-
loisienne finie £//C(x), qui joue un role important dans le probleme inverse de
Galois. Son importance comme on le verra au chapitre 4, est qu’il permet entre
autre d’avoir une condition sur les groupes qui nous permet de savoir s’ils sont

groupes de Galois sur un sous corps de C et en particulier sur Q.

1.1. THEOREME DE PUISEUX (THEOREME DE NEWTON).

Soit E/C(z) une extension galoisienne finie. On sait qu’il existe un élément
primitif (x) € E (c’est-a-dire E = C(z)(f(x))) et un polynéme irréductible
F(z,y) € C(x)[y] tel que F(x,0(x)) = 0.

Exemple 1.1.1. £y = C(x)(y/x) est une extension galoisienne de degré 2 de
C(x) et O(x) = x2 satisfait le polynome irréductible (sur C(z)) F(x,y) = y* — x.
Exemple 1.1.2. B, = C(z)([(z —i)(x —1)3z]7) est une extension galoisienne de
degré 4 et 0(z) = ((x —i)(x — 1)32)1 satisfait le polynome irréductible (sur C(z))
F(z,y) =y' — (z —i)(z — 1)’z.

Les exemples ci-dessous suggerent qu’un élément primitif d’une extension ga-
loisienne E/C(z) est une fonction de z. Bien qu’on ne puisse pas toujours avoir

une expression de #(x), on peut envisager un developpement en série entiere de

0(x).



1.1.1. Série de Laurent, Série de Puiseux.

Une série formelle a coéfficients dans C est une généralisation de la notion
de polynome a coéfficients dans C. La forme générale d’une série formelle est
Yoolganx™ avec a, € C et n € N. L'ensemble des séries formelles a coéfficients
dans C est noté C|[z]], c’est un anneau integre. Son corps des fractions est noté
C((z)) et est appelé corps des séries de Laurent. Ses éléments ont la forme générale
> omeng An ™ avec ng € Z. Ce sont les séries de Laurent formelles.

En considérant les puissances rationnelles de dénominateur fixe, on a les séries de
Puiseux.
Exemple 1.1.3. ¥°° .n%z5 est une série de Puiseuz. C'est un élément de

C((x5)). Ce sont les séries de Laurent en Uindéterminée x5 .

1.1.2. Théoréme de Puiseux.

Posons C((z))* = U= C((z7)). On a le théortme de Puiseux suivant dont

une preuve constructive se trouve dans [5,th. 3.1 pp 98-102 |.

Théoréme 1.1.1. C((x))* est un corps algébriquement clos.

Le résultat reste vrai méme si 'on remplace C par un corps algébriquement
clos k. Dans le théoreme de Puiseux, il y a entre autre le fait intéressant que
C((x))* qui est une réunion de corps est un corps ce qui n’est pas vrai en général.
Dans le cadre de I’étude des éléments primitifs des extensions galoisiennes finies
de C(z) nous allons considérer une partie de ce théoreme : le théoreme de Newton.
Proposition 1.1.1. Pour tout polynome F(xz,y) € C[[z]|[y] non constant, il
eziste un entier n > 0 tel que F(z,y) posséde une racine dans C((z7)).

On a aussi :

Proposition 1.1.2. L’extension C((zn))/C((x)) est une extension galoisienne
de degré n, son groupe de Galois est cyclique et est engendré par l’élément w :

i - i N s . . . oy e BN oy s
Siezbixn = Y icp bi.Chan . (0u (, désigne une racine primitive n-iéme de l'unité).

, . 1
DEMONSTRATION. @ est un automorphlsme de C((z7n)).
1

Soit 3jez ajxn et Xjez @} 2w deux eléments de C((z7)),

D(Ljez ;77 + Liez dhan) = @(jezla; + af)an) = Lye 2(a; + DG =
Zjez(ajg;"‘a;g%)x% = Ejez ajCZQSU%Jijez a;de?" w( ez @ )+W(Z]ez a;x'ﬁ)
et W(Zjez ajx%‘ Yjez a;-x%).: w(ZjEZ(ZH—S =j Gi-a )a? ) = ZjEZ(ZH-S =j G- a’)C%JZ% = _
S jen(Tinemi (@G- (d0)77 = (Dien(@ih)an) (Cien(dl()am) = @(5jez aja7)@(Ljen ajar).
D’autre part w (1) = @(X ez bjxn) =Yjez bjCﬂan =l avec by = 1 et b; = 0 pour

: |
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tout j # 0. w est donc un morphisme de corps qui est forcément injectif. Mon-
trons qu’il est surjectif. Considérons la série de puiseux ez ajzn € C((xn))

posons b; = a;¢,?. On a 3 ez bizn € C((zn)) et @(Xjezbjan) = Yjep bilan =
ez ajxf? donc w est surjectif et par suite est un automorphisme de C((x%))

Le corps fixe de w est C((z)).
Soit Yz ajx% € C((az%)) tel que w(ZjeZ ajx%) =Yjez ajx%.

On a donc Yz a;(an = ez a;an & a;¢3 = a; pour tout j € Z < a; = 0

ou () =1 a;=0oun/jdans ce cas ¥,z a;07 € C((2)).

D’apres le lemme d’Artin, C((z#))/C((z)) est une extension galoisienne de

groupe de Galois < @ >. Soit | € N*, @!(¥¢z aja7) = (w %ol @) (Xjez ajan) =

>jen ajgf;l:c% ce qui montre que w est un élément d’ordre n.
Par suite [C((z+)) : C((z))] = n.

En particulier !(z#) = ¢lzw, pour avoir w!(z%) = z#, on doit avoir
multiple de n. Le seul élément de < w > qui fixe zw est id = @° par suite
1 1
C(zn)) = C((z))(2x).
O

Remarque 1.1.1. @ est appelé le générateur distingué de Gal(C((z+))/C((z))).
Il vérifie w(xn) = Coar.

Gréce a 'inclusion C(z) C C((z)) on peut voir un polynéme F(z,y) € C(z)|y]
comme polynéme de C((x))[y] et ses racines comme des éléments de C((zw)) pour
une valeur de n. Dans le cas ou F(x,y) est le polynome minimal d'un élément
primitif d’une extension E/C(z), cela permet de voir F/C(z) comme un sous
corps d'une extension C((zx))/C((x))(c’est objet de la proposition 1.2.1 ).
Exemple 1.1.4. Le polynome F(z,y) = y* —22%y? — 42’y + 2% — 2" € C((2))[y] a
pour racines o (z) = %2 +27/* g (x) = 232~/ az(x) = =232 +iz T4 ay(x) =
—a3/2 — iz e C((a1)).

Les racines sont obtenues par le polygone de Newton. Ces racines sont des
éléments de C((x))* Voir [ 6, exemple 1, pp 113].
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1.2. POINTS DE BRANCHEMENT ET CLASSES DE CONJUGAISON
ASSOCIEES A UNE EXTENSION GALOISIENNE FINIE.

Définition 1.2.1. Un systéme compatible de racines primitives de ['unité dans
C est une famille (()nen de racines primitives de 'unité telle que pour tout
n=nn"onal” = (.

27

On va considérer comme systéme de racines primitives de 'unité ¢, = e .

Posons P¢. = C U {oc}. Pour p € Pg, on pose v, : C(z) = C(t), x — t+p
sip# et x— % si p = 0o. Ceci correspond a remplacer dans une fraction
rationnelle de C(z) la variable = par t 4+ p pour p # oo et x par % si p = 00, donc
a se ramener a zéro. Dans le cas du polyndome F(z,y) = y*> — z € C(2)[y], on a

F(t+5,y) =y*—t—5 € C(t)[y].

Proposition 1.2.1. Soit E/C(z) une extension galoisienne finie et G = Gal(E/C(z)).
Soit p € PG, on peut étendre v, : C(x) — C(t) en un isomorphisme v : E — E,
ot E, est un sous-corps d’une extension galoisienne finie L de C((t)). Le groupe
Gal(L/C((t))) laisse invariant E,. Posons g, = v~ 'owouv ou @ est le générateur
distingué de Gal(L/C((t))). Supposons qu’il existe une autre extension galoisienne
finie Ly de C((t)), ayant E,, comme sous-corps et vy : E — L,, lisomorphisme
qui prolonge vy, alors g,, et g, sont dans la méme classe de conjugaison de G.

Cette classe de conjugaison ne depend que de p.
DEMONSTRATION. Voir [1, prop. 2.6]. O

A défaut de faire une preuve de la proposition ci-dessous, nous allons en faire
un commentaire. Soit #(x) € E un élément primitif de E, en d’autres termes
E = C(z)(0(x)). On a E, = C(t)(v(0(x))) C C((t%)) = L pour un certain
no € N(d’apres les propositions 1.1.1 et 1.1.2) (v(6(z)) est une fonction de t). Si
on prend un autre élément primitif a(z) de £ (E = C(x)(a(x))) alors on aura un
autre plongement v, de E et E,, = C(t)(v1(a(x))) C C((t%)) = L, pour un cer-
tain ny € N (vy(a(z)) est une fonction de t). L’inclusion C(¢)(v(6(z))) C C((t%))
signifie qu’on & remplacé x par t + p dans 6(z) et on a fait son développement en
série de Puiseux. Comme g, g,, ont méme ordre (comme éléments du groupe GG
et cet ordre est celui de w) alors ng = n; = e. En d’autres termes le dénominateur
commun des puissances dans le développement en série de Puiseux d’un élément

primitif de F, ne dépend que de p.
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Définition 1.2.2. (1) On appelle classe de Gal(E/C(z)) associée a p la classe

de conjugaison de g,. On la note C,.

(2) L’ordre des éléments de C,, est appelé U'indice de ramification de E en p.

On le note eg p.

Définition 1.2.3. Soit E/C(x) une extension galoisienne finie et p € Pt. On dit
que p est un point de branchement (ou un point de ramification) de E/C(x) si
erpp > 1 (en d’autres termes la classe C, de Gal(E/C(z)) est non triviale).

La proposition ci-dessous nous montre ou chercher les points de ramification
distincts de l'infini d’une extension galoisienne finie de C(z). En particulier elle
dit qu’il n’y a qu'un nombre fini de tels points.

Proposition 1.2.2. On peut choisir un élément primitif 0(x) de E/C(x) tel
que son polyndme minimal F(y) = F(x,y) € Clx,y] soit unitaire en y. Alors le
discriminant D(x) de F(y) sur C(x) est un élément de Clz]. Sip € C et D(p) # 0

alors egp, = 1.
DEMONSTRATION. Voir [1, prop. 2.6]. O

Proposition 1.2.3. Si E'/C(x) est une extension galoisienne finie avec E' C E

(ou E/C(z) est une extension galoisienne finie) alors la restriction des éléments
de G en ceuzx de G' = Gal(E'/C(x)) applique la classe de C, d la classe de C), de
G' associée a p.
DEMONSTRATION. Soit v : E — E, 'isomorphisme qui prolonge v,. Alors v/ =
v/ est un isomorphisme de E' sur v'(E£') C E, qui prolonge v,. Donc g, =
(V) omovm = (9u)/p- 0

Pour chaque extension galoisienne finie £/C(z), on a les trois invariants sui-
vants :

(1) Le groupe de Galois G = Gal(E/C(x)).

(2) Les points de branchement p € Pg.

(3) Les classes de conjugaison C,.

Exemple 1.2.1. Ey = C(x)(y/x) son groupe de Galois est G = 7./27Z = {0,1}.
Il a deuz points de branchement 0 et co. La classe associée a 0 est Co = {—1} et
celle associée a 0o est Co, = {—1}. En effet en 0, le developpement en série de
Laurent de \/t est t'/2. A Uinfini on a t=Y/% et en p # 0 on a /T + p est indéfi-
niment dérivable ce qui va donner un developpement en série entiere et par suite

un indice de ramification égal a 1.
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Cet exemple est un cas particulier d’extension cyclique de C(x), dont on dé-
termine les points de ramification et leur indices comme suit (la justication que
'on peut retrouver dans [1, exemple 2.9 pp 35 et 36] utilise le lemme de Hensel).
Exemple 1.2.2. Soit f(z) € C(z) et n > 1.

Considérons Uextension E = C(z)(f(x)). On peut toujours supposer que f(z) =

[1;(z —p;)™ avec p; € C deur d deux distincts et 0 < m; < n alors

enp, = m et ep oo = pgcd’("”mm) ot m = deg(f(z)).
En identifiant g € G = Gal(E/C(z)) avec g(f#).f~w ((g(f#).f~=)" = 1).
Ce qui revient da plonger G dans < (, > (ou (, est une racine primitive d’ordre
n de l'unité), on a :
Cpy = {G} et Coo = {7} -
De plus [E : C(z)] = n (équivalent a y" — f est irréductible dans C(x)[y]) st

et seulement si le pged de tous les m; et de n est 1.

Si on Uapplique d Uextension By = C(z)([(x — i)(z — 1)3z]1) alors les points
de ramification sont p1 = i,po = 1,p3 = 0 et oo . Son groupe de Galois est
G = ZJ/AZ et les classes de conjugaison sont C, = {G},Cp, = {G}Cpy =

{Cél}?COO = {Czl_l}

1.3. TYPE DE RAMIFICATION D’UNE EXTENSION GALOISIENNE
FINIE.

Le paragraphe précédent nous amene a considérer la notion de type de rami-
fication d’un groupe.

On s’intéresse aux triplets (G, P, (C})pep) o0 G est un groupe fini, P C P
une partie finie et (C),),ep une famille de classes de conjugaison de G indicé par
P.

On définit la relation (qui est une relation d’équivalence) par :
deux triplets (G, P, (Cp)pep) et (G', P', (C))pepr) sont dits équivalents si P = P’
et 871l existe un isomorphisme ¢ : G — G’ tel que p(C,) = C,.

Définition 1.3.1. Une classe d’équivalence pour cette relation est appelée un type
de ramification. On note |G, P, (C,),ep) le type du triplet (G, P, (Cy)pep)-
Exemple 1.3.1. (1) [Z/27,{0,00}, ({—1},{—=1})] est un type de ramification.

(2) [Z)AZ,{i,1,0,00}, ({Cu}, {C3}, {3}, {¢'))] est un type de ramification.

(8) Dans S,, (les classes de conjugaison sont déterminées par les différents

types de décompositions en cycles) posons CW la classe de conjugaison des
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i -cycles de S, avec n > 2 alors [S,,{0,5,—1}, (CC=Y C@ CM)] est un

type de ramification.

(4) Considérons le groupe des quaternions Qs = {1, —1,4, —i, j, —j, k, —k} avec
i.j = —ji = k,i® = j2 = —1. Les classes de conjugaison de Qg sont
{1}7 {_]'}7 Cl = {Z7 _Z}7 CQ - {ja _]}7 03 — {k7 _k} [Q87 {07 ]-7 2}7 {Ch C27 03}]

est un type de ramification.

Définition 1.3.2. Soit E/C(x) une extension galoisienne finie. P C P& l'en-

semble des points de ramification de E/C(z). On appelle type de ramification de

E/C(z), le type de ramification du triplet (G, P, (C})pep) 0ot G = Gal(E/C(x)),

C, la classe de conjugaison associée a p.

Exemple 1.3.2. (1) [Z/2Z = {0,1},{0,00}, ({—1},{—1}] est le type de ra-
mification de l’extension Ey = C(x)(y/x).

(2) (Z.)AZ, {i,1,0,00}, ({C}, {G}, {3}, {¢'))) est le type de ramification de
Vextension By = C(x)(((x — i)(x — 1)32)1).

La proposition suivante montre 1’éffet sur le type de ramification d’une défor-

mation de C par un automorphisme « de C. Pour une classe de conjugaison C'

de G et pour un entier m, on pose C™ = {¢"|g € C}.

Proposition 1.3.1 (Branch cycle argument). Soient E/C(z), E'/C(x) deuz ez-
tensions galoisiennes finies de C(x) de degré n. Pour chaque p € Pg, posons C,
la classe de G = Gal(E/C(x)) associée a p et C, la classe de G' = Gal(E'/C(x))
associée a p. Soit a un automorphisme de C et soit m un entier tel que a™((,) =
™. Supposons que « s’étend en un isomorphisme A : E — E' avec A\(z) = .
Soit \* : Gal(E/C(z)) — Gal(E'/C(x)),g v AgA\™' Uisomorphisme induit sur
les groupes de Galois. Alors C},,y = A*(Cp)™.

DEMONSTRATION. Voir [1, lemme 2.8]. O
Proposition 1.3.2. Deux corps C(x)-isomorphes ont méme type de ramification.

DEMONSTRATION. Soit A : E — E’ un C(z)-isomorphisme et \* : Gal(E/C(x)) —
Gal(E'/C(z)),g + AgA~! Iisomorphisme induit sur les groupes de Galois. Po-
sons [G, P, (Cp)pep] et [G', P', (C))pep] les types de ramifications respectifs de
E/C(z) et E'/C(z). D’apreés le «branch cycle argument» C], = \*(C),) car A pro-
longe l'identité de C. Pour un p € C les classes C}, C}, ont donc méme ordre. Ce

qui implique que P = P’ et \* est I'isomorphisme cherché. 0

Remarque 1.3.1. La reciproque n’est pas vrai, voir chapitre j (section 4.1.2).
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1.4. TYPE DE RAMIFICATION PRODUIT DIRECT.

A partir de deux ou plusieurs types de ramification, on aimerait définir un
troisieme type de ramification. Nous allons dans cette partie nous intéresser au

produit direct de types de ramification.

1.4.1. Classes de conjugaison dans un produit direct de groupes.

Soit (g, h) € G x H. Posons C, K les classes de conjugaison respectives de g et
h dans G et H. La proposition ci-dessous nous donne la classe de (g,h) € G x H
en fonction C' et K.

Proposition 1.4.1. Le produit cartésien C' x K est la classe de conjugaison de
(g9,h) dans G x H.

DEMONSTRATION. Soit (¢/,h') € G x H.

(¢', 1) (g, h)(g' 1) = (g'gg" " R ™) € O x K.
Donc la classe de conjugaison de (g, h) est contenue dans C' x K.
Soit (I,t) € C x K , il existe (go, ho) € G x H tel que | = goggy 't = hohhg".
Ainsi
(,t) = (90990 > hohhg ') = (g0, ho)-(g, h)-(g0, ho) ™" € [(g, 1))
ou [(g,h)] désigne la classe de conjugaison de (g,h). Donc [(g,h)] =C x K. O

1.4.2. Type de ramification produit direct.

Soit T = [G, P, (Cp)pep] et T' = [G', P', (C})qepr] deux types de ramification.
Suppose que PN P’ ={. On pose P = {p1,....,0.}, P ={q1, ..., @}

Définition 1.4.1. On appelle type de ramification produit direct de T et T’
que l'on note T x T, le type de ramification du triplet (G x G', P U P, (C,, X
{1},....Cp, x {1}, {1} x Cy, ... {1} x C,).

Chacune des classes Cp, X {1}, ...,Cp, x {1}, {1} xCy, ..., {1} x C,, est associée
a un élément de P U P’ de facon évidente. On peut étendre cette définition a n
types de ramification 1 < n.
Remarque 1.4.1. Les deux premiers cas dans l'ezemple 1.3.1, sont les types de
ramification d’extensions galoisiennes finies, mais les deux suivants sont des types
de ramification qui ne sont a priori liés a aucune extension galoisienne. On peut

donc se poser deux questions :

(1) Peut-on associer une extension galoisienne finie a tout type de ramifica-

tion ¢
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(2) Dans le cas ou la réponse est négative, peut-on d partir d’un type de rami-
fication déterminer une condition qui permet de savoir s’il est le type de

ramification d’une extension galoisienne finie ¢

C’est l'objet des deux chapitres suivants. On verra que la réponse a la premiere
question est négative et le Théoréeme 3.2.1 nous donnera la condition que doivent
satisfaire les types de ramification qui correspondent aux extensions galoisiennes
finies.

Remarque 1.4.2. Dans ce chapitre, nous avons dégagé la notion de type de ra-
mification d’une extension galoisienne finie E/C(x). Cette notion et les résultats
qui lut sont liés restent vraies lorsque [’on remplace C par un corps algébriquement
clos k de caractéristique 0. Dans C nous avons choisi un systeme compatible de
racines primitives de l'unité (definition 1.2.1). Dans k, on suppose fizé un tel sys-
teme. Dorénavant la notion de type de ramification d’une extension galoisienne

finie E/k(x) ou k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 d un sens.






Chapitre 2

THEOREME D’EXISTENCE DE RIEMANN :
FORME TOPOLOGIQUE.

Dans ce chapitre on étudie les revétements galoisiens de la droite projective
P! privée d'un nombre fini de points. L’étude du comportement de ces revéte-
ments aux voisinages des points manquants de la droite (les trous de la sphere
de Riemann) permet de définir le type de ramification d’'un revétement galoisien
fini. Le résultat principal qu’on y démontre est la forme topologique du théoreme
d’existence de Riemann (TER) Théoreme 2.2.1. Ce théoreme établit une corres-
pondance entre certains types de ramification et tous les revétements galoisiens
fini de la droite projective P! = PL privée d’'un nombre fini de points. Les notions
préalables sur les revétements et les revétements galoisiens sont developpés dans

l'annexe A.

2.1. REVETEMENTS DE LA DROITE PROJECTIVE PRIVEE D’UN NOMBRE
FINI DE POINTS.

2.1.1. Revétements du disque privé de son centre.

La proposition suivante donne le groupe fondamental de D* = D*(0,1) =
{#z € C|0 < |s| < 1}. Comme D*(0,7) pour r > 0 est homéomorphe a D* ces
résultats s’étendent aussi & D*(0, 7). Ensuite la proposition suivante montre que
les seuls revétements finis de D* sont les f, : z +— 2°.
Proposition 2.1.1. Soit H = {z € C|Re(z) < 0}.

(1) L’application fo : H — D* z +— exp(z) est un revétement.

(2) Aut(fs) est un groupe cyclique infini et est constitué des applications \p, :
H — H, z — z + 2mmi avec m € Z et f, est un revétement galoisien.
(3) Soit x € H et b = fo(x). L'application @, : m(D*,b) — Aut(f) (de

la proposition A.4.7) est un isomorphisme. Il applique la classe [y] du
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chemin (t) = be*™* t € [0,1] da lapplication z — z — 2mi. Donc le groupe

fondamental 7w (D*,b) est cyclique et infini engendré par [y].

DEMONSTRATION. (1) On a fo(2) = foo(2) & 2/ = Au(2), pour un m € Z.

Donc foo = foo © App. De plus f, est une surjection.

Montrons que fy, est un revétement. Soit z € H et b = f(2) € D* On a
fl(z) = feo(2) = b # 0 donc il existe un voisinage ouvert V de z et un
voisinage ouvert U de b tel que f, soit un homéomorphisme de V' vers U.
On peut supposer que V' est un disque de rayon < 1 et de centre z. On a
U = fo(V). Les Ay (V) sont des disques deux a deux distincts disjoints.
De plus foo : Ap(V) — U et un homéomorphisme pour tout m € Z car
Joo © Am = foo. Comme f~H(U) = Upez Am(V) alors U est un voisinage

distingué de b donc f., est un revétement .

Soit m € 7Z, A\, est une bijection de réciproque A_,,, chacune de ces deux
applications est holomorphe donc ouverte par suite A, est un homéomor-
phisme de plus foo, = foo © Ay done A, € Aut(fs) Comme {\,,,m € Z}
permute transitivement f~1({b}) alors {\,,,m € Z} = Aut(f) d’aprés
la proposition A.4.6 -(2). Comme H est connexe par arcs alors f., est un

revetement galoisien.

Soit [7] € ker(®,),([y]z = x) & se releve en un lacet § ayant comme
point initial x, comme H est étoilé par n’importe lequel de ses points alors
m(B,b) = {1} , donc § est homotope au chemin constant basé en z par
suite foo00 = 0 est homotope au chemin constant basé en b = foo(x). Donc
®, est injectif et donc un isomorphisme.
Soit 4 le chemin de H defini par 7(t) = x + 2mit,t € I. Alors fo, 07 est le
chemin de la proposition. Donc f,, 07 = d’ou [y]z = (1) = x + 2mi. Par
définition de ®, on sait que 'automorphisme ®,([v]) applique [y]z = = +
27i & x. Donc @, ([7]) est la transformation de deck z +— z — 27w, (m = —1)
comme \; engendre Aut(fs), alors [y] engendre 71 (D*,b).

U

On a donc que m (D*,b) = Z.

. 1
Dans le premier annexe nous avons vu que f. : D*(0,r¢) — D*(0,7),z

2¢ est un revétement galoisien, la proposition suivante énonce que c’est le seul

revétement galoisien (& équivalence pres) de degré e de D*(0, 7).
Proposition 2.1.2. Soit f : X — D*(0,r) un revétement fini de degré e avec X

connexe par arcs.
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(1) f est équivalent au revétement f, : D*(0,r<) — D*(0,7), 2z — z°. Il existe
donc un homéomorphisme x : X — D*(0,r<) avec x(x)¢ = f(z) pour tout
x € E (on écrit x¢ = f). Ce x est unique a multiplication prés par une
racine e -ieme < de 1, cet-a-dire si X' a la méme propriété alors X' = ¢x,

pour une racine e -ieme ¢ de 1.

(2) Le groupe Aut(f) est cyclique d’ordre e. Il a un unique élément o ayant
la propriété suivante : Pour chaque x : X — D*(O,T%) vérifiant x¢ = f,

1

on a XYoo T =gX avec G, une racine primitive de ['unité. Ce o engendre

Aut(f) et est appelé générateur distingué.
(3) Soitx € X,b= f(x). Considérons le o du (2). Alorsy(t) = b.exp(2mit),t €

[0,1] est un chemin fermé dans D*(0,7) basé en b, et son relévement ayant

pour point initial o(x) a pour extrémité x.

(4) Soit 0 < 1" < r, X' = f~1(D*(0,r")) et f' = fix:. Alors X' est conneze
par arcs et f': X' — D*(0,7") est un revément de degré e. De plus le
générateur distingué de Aut(f') est la restriction ¢ X' de celui de Aut(f).

DEMONSTRATION. Voir [1, cor. 4.22]. O

2.1.2. Revétements de la droite projective privée d’un nombre fini

de points.

Soit P! = C U {oo} la droite projective complexe. Soit P C P! un ensemble
fini de points. On se propose d’étudier les revétements galoisiens finis de P! — P.
Soit f : X — P! — P un revétement galoisien fini connexe par arcs. Soit p € P, on
pose ' = {z € C||z — p| <r} = D(p,r) le disque de centre p et de rayon r tel que
'NP = {p}, on dit que r > 0 est suffisamment petit. Donc I'—{p} = T'* C P - P.
Posons aussi s, : I'* — D*(0,r), 'homéomorphisme définie par z — z—psip # oo
et 2z — % si p = 0o (Dans le cas ot p = 0o, I est en fait le complémentaire d'un
disque centré en 0).

Proposition 2.1.3. Pour chaque composante connexe par arcs C de f~1(T'*)

Vapplication fc = s, 0 fic est un revétement fo : C — D*(0,r) de degré fini.

DEMONSTRATION. Comme I'* est un ouvert de P! — P alors la restriction de f a
f7HT*) est un revétement de I'* d’aprés la proposition A.1.2 du premier annexe.
En composant avec I'homéomorphisme s, : I'* — D*(0,7), on a un revétement
fHT*) — D*(0,7). Et d’apreés la proposition A.2.2, la restriction de ce revéte-
ment & une composante connexe C' de f~(T'*) est un revétement qui est de degré
fini car f l'est.

O
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Définition 2.1.1. C de la proposition ci-dessus est appelé une composante cir-

culaire de niveau r de f au dessus de p.

Proposition 2.1.4. Soit 0 < 1" < r. Il y a une correspondance bijective entre
les composantes circulaires C' de niveau r et les composantes circulaires C' de

niveau r' donné par l'inclusion. Si C' C C alors for est la restriction de fo a C”
et C' = f51(D*(0,7")).

DEMONSTRATION. Soit X' = f~1(D(p,7') — {p}), C = f5(D*(0,7)) = C N X’
est connexe par arcs d’apres la proposition 2.1.2-(4). C' est ouvert et fermé dans X’
c¢’est donc une composante connexe de X. C est donc une composante circulaire
de niveau 1’ contenue dans C.

Soit ¢! C C une composante circulaire de niveau ' au dessus de p contenue
dans C. Alors for = fejer done €' C f5'(D*(0,7)) = fo'(D*(0,7")) . Donc
fo1(D*(0,7")) = C car ce sont des composantes connexes, ce qui prouve que
chaque composante circulaire de niveau r contient exactement une composante
circulaire de niveau 7’. Inversement chaque composante circulaire de niveau ' de
f au dessus de p est contenue dans f~!(T'*) il est donc dans un C'.(car sinon on

pourra ’écrire comme réunion disjointe d’ouverts non vide).

g

Proposition 2.1.5. Le groupe G = Aut(f) permute transitivement les compo-
santes circulaires C' de f~1(T'*). Posons G¢ le stabilisateur de C' dans G. La
restriction de l'action de Go a C' fournie un isomorphisme Go — Aut(fc). Ainsi
Go est cyclique. Soit he € G ’élément correspondant au générateur distingué

de Aut(fc). he est appelé générateur distingué de Ge.

DEMONSTRATION. Le groupe G opere sur f~1(I'™) car pour tout x € G, fox = f
donc si z € f~HT*) alors f(x(x)) = f(x) € I'* donc x(x) € f~}(T*). Comme
G opere sur f~1(T'*) alors il permute les composantes connexes par arcs de
f7HT*). Comme les composantes connexes par arcs sont disjointes, si Y € G
transforme un point de C' en un point de C' alors x € G¢. Soit p* € I'* I'en-
semble Ko = f~'({p*}) N C est une fibre du revétement fo. Comme G agit
transitivement sur f~!({p*}) alors pour deux points quelconques de K¢ il existe
un automorphisme y € G qui applique 'un sur l'autre, mais comme les deux
points sont dans C alors x € G¢. Donc G¢ opeére transitivement sur Ko. La
restriction Go — Aut(fc) est un morphisme de groupes. Ce morphisme est in-
jectif. Comme G¢ opére transitivement sur f~1({p*}) alors d’apres la proposition
A4.6, Go = Aut(fe) (Uinjection G — Aut(fe) fait de G¢ un sous groupe
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de Aut(fc)). Comme G opére transitivement sur chaque fibre f~1({p*}) et que
FY1({p*}) N C # 0 alors G permute transitivement les C.
O

Proposition 2.1.6. (1) Soit x € Aut(f) et C' = x(C). Alors xyohgox ' =
her. Les he forment une classe de conjugaison C, de Aut(f). La classe
C, ne dépend que de p et est invariante par le rayon de I'. Soit e ['ordre
commun des éléments de C,. Alors e est égal au degré du revétement fc :
C — D*(0,r), pour tout C' de f~*(I'*). En particulier, C, = {1} si et

seulement si fo est un isomorphisme.

(2) Soit p* € T* et p = s,(p*). Posons A(t) = s, ' (p.exp(2mit)) un lacet de I'*
basé en p*. Soit v € X,q0 = f(x), 6 un chemin de P — P joignant qo a
p*. Alors v = 0Ad est un lacet en qq, et lapplication ®, : 7 (P* — P, qp) —

Aut(f) envoie [y] sur un élément de la classe C,,.

DEMONSTRATION. (1) (Preuve du deuxiéme point.) Le relévement & de § via f
ayant pour point initial x a son extrémité x* dans une composante connexe
par arcs C C f~H(I'*) car * € f~'({p*}). Soit A le relevement de \ via
f ayant pour point initial ho(z*). Donc \ est égal au relevé du chemin
p.exp(2mit) via fc, ayant pour point initial ho(z*). L'extrémité de \est z*.
Le chemin heod est le relévement de § via f ayant pour point initial heo(x)
(son extrémité est ho(z*)). Donc gj\(hc 0 4) est le relevement de ~ ayant
pour point initial ho(z). Son extrémité est x. Donc @, ([7])([v]hc(x)) =
he(x) d'ou @,.([v])(z) = he(x) car [y]he(x) = x ainsi @,([7]) = he € C,.

(2) (Preuve du premier point.) Soit y € G, x o X est un relévement de A via f
de point initial x(hc(2*)) € x(C) = C". Le chemin x o A a pour extrémité
X(z*) comme dans le 2) ci-dessus her applique lextrémité de y o X a son
point initial donc her(x (%)) = x(he(2*)). Ainsi he' o x Lo her oy fixe o¥,
c’est donc l'identité d’apres la proposition A.4.6. d’ott her = x o hg o x L.
Lorsque ¢ C C, on a her = he. Donc la classe C, ne dépend pas du
rayon r du disque I'. On e = deg(fc) car he engendre Go = Aut(fo qui
est cyclique d’ordre e. Si C, = {1} alors e = 1 et fo est équivalent a
f1: 2z — zqui est un homéomorphisme alors c’est un revétement de degré
1 car toutes ses fibres ont un seul élément par suite e = 1,C), = {1}.

O

On fixe un point p € P, on définit une relation parmi les composantes circu-

laires au dessus de p de niveau suffisamment petit.
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Ceci definit une relation d’équivalence par la proposition 2.1.4.

Définition 2.1.2. Une classe d’équivalence de cette relation est appelée point
idéal de f: X — P! — P au dessus de p.

Un point idéal de X au dessus de p correspond a une classe d’équivalence de
composantes circulaires au dessus de p. Si on se fixe un r suffisamment petit, on
voit que le nombre de points idéaux correspond au nombre de composantes cir-
culaires de niveau r. L’action de Aut(f) permute transitivement les composantes
circulaires de niveau r donc il y a au plus |Aut(f)| = deg(f) points idéaux. Les
composantes circulaires sont homéomorphes a un disque privé de son centre par la
proposition 2.1.2. Un point idéal apparait comme le centre manquant du disque.
On se propose maintenant de fermer les trous causés par les éléments de P sur
P
Soit f : X — P! — P un revétement galoisien fini. Posons S I’ensemble de tous

les points idéaux au dessus de tous les p € P. On pose X = X U S.

Topologie sur X.

Considérons les parties V' C X qui ont la propriété a suivante :
V' N X est un ouvert de X et pour tout point idéal m € V, il existe une
composante connexe circulaire de C' € m tel que C' C V.
Posons O = {V C X|Va la propriété a} .
Proposition 2.1.7. O est l'ensemble des ouverts d’une topologie sur X qui coin-
cide avec la topologie de X . De plus pour chaque point idéal m € X et pour chaque
composante circulaire C € m, C'U{m} est un ouvert de X qui contient m. Cette

topologie est séparée au sens de Hausdorff. De plus X est dense dans X .

DEMONSTRATION. O est I'ensemble des ouverts d’une topologie.

() et X vérifient la propriété a, ils sont donc dans O. Soit (V;);e; une famille
quelconque d’éléments de O. (U;er Vi) N X = Ui (V;NX) est un ouvert de X car
chaque V; N X est un ouvert de X. Soit m € U;c; V; alors il existe ig € I tel que
m € V;, comme V;, a la propriété « il existe C' € m tel que C C Vj, par suite
C C Uier Vi d’ou ¢V, possede la propriété o.

Soit (V;)ieq1,....ny une famille finie d’éléments de O. NETVH)NX =NENViN X)
est un ouvert de X car chaque V; N X est un ouvert de X.

Soit m € U=} Vi, on am € V; pour tout i € {1,...,n} il existe C; € m composante
circulaire tel que C; C V; alors Ufi’f C; est une composante circulaire de niveau

ro = minr; ou r; est le niveau de C; et on a N,y C; C N:Z} V; donc NZ1'V; € O.
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Donc O est I'ensemble des ouverts d’une topologie. Elle coincide avec celle de X
car V' N X est un ouvert de X pour tout V € O. De plus C'U {m} possede la
propriété o pour tout m € X et C' € m.

La topologie de O est séparée.
Soit (z,y) € X avec x # .

Si (z,y) € X? alors cela découle du fait que X est séparée et des ouverts de X

sont aussi des ouverts de X.

Si z,y sont deux points idéaux distincts au dessus de p; et py respectivement.
Soit C, € z,C, € y deux composantes circulaires de niveau 7, si p; # pa,
on a D*(p1,r) N D*(pg,r) = O car r est suffisament petit d’autre part C, C
fH(D*(p1,7)),Cy C f~H(D*(p2,7)) done C,NC,, = B par suite (C, U{xz})N(C,U
{y}) = 0. Si p1 = po alors on sait que C,, n’est pas inclus dans Cy, et C, n’est pas
inclus dans C, car sinon on aurait x = y, mais ce sont des composantes connexes
de f~1(D*(p1,r)) donc C, N C, = 0.

Si z est un point idéal (au dessus de plet y € X. On a f(y) € P! — P donc
p # f(y). Il existe r > 0 tel que D(p,7) N D(f(y),r) =0, on peut en plus choisir
r suffisamment petit donc y € f~1(D*(p,r)) pour n'importe quelle composante
circulaire de niveau r, C,, au dessus de p, on a ({z} UC,) N f~1(D(f(y),r)) =0
or {z}UC, et f~1(D(f(y),r)) sont des voisinages de x et y respectivement dans
X la toplogie est donc séparée. Comme tout ouvert de X rencontre X alors X
est dense dans X. O

Proposition 2.1.8. (1) Le revétement f s’étend en une application surjective
et continue f: X — P! avec f(m) = p pour tout point idéal m au dessus
depe P.

(2) Tout x € Aut(f) s’étend de maniére unique en un homéomorphisme X :
X — X avec fox = f.
(3) X est un espace compact et connexe par arcs.

DEMONSTRATION. (1) f est surjective.

Comme f : X — P! — P est surjective, il en est de méme de f : X — P!

car les antécédents des points de P sont les points idéaux.

f est continue.

Soit O un ouvert de P!, si O N P = {) alors ?_I(O) = f~1(O) qui est un
ouvert de X donc de X car f est continue. Si O N P # (), comme P est un
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ensemble fini, on peut supposer que O ne possede qu’un point de p € P et
on peut le choisir sous la forme D(p,r) avec r suffisamment petit. Posons
mq, ..., m; les points idéaux au dessus de p et Cf,...,C; les composantes
circulaires de niveau r au dessus de p. Ona £ (D(p,r)) = U=L(C;U{m:}),
comme C; U {m;} est un ouvert de X, il en est de méme de f_l(D(p, T))

donc f est continue.

Soit x € Aut(f), soit p € P, C1,...,Cy; les composantes circulaires au des-
sus de p et my, ..., m; les points idéaux associées. y permute les C;, on pose

X(mj) = my si x(C;) = Ch.

X : X — X est une bijection. En effet X|x = X qui est une bijection. Sur
{mq,...,mi}, X(m;) = x(m;) & x(C;) = x(C;) & C; = C; car x est une
bijection et les C; sont des composantes connexes par arcs.

Ona foyx = f doncsur X, foyY = f sur les points idéaux comme ils sont
permutés au dessus d’un point. On peut donc se restreindre & {my, ..., m; }.
On a f(m;) = f(m;) = p pour tout 4,5 € {1,...,t}. Si my = X(m;) on aura
f(m;) = (fox)(m;) ce qui induit fox = f sur X.

Comme y : X — X est un homéomorphisme et ¥ : X — X est une
bijection il suffit de s’intéresser aux voisinages du type C; U {m;}. Or
X(C; U {m;}) = C;j{m;} avec X(m;) = m; donc X est ouverte sur X et
par suite Y est un homéorphisme car son inverse (qui est aussi du 'méme
type’) est ouverte.

Supposons qu'il existe un autre homéomorphisme ¥’ : X — X tel que
Xx = Xx = X- On aura Y oy~ ! : X — X est un homéomorphisme, de
plus (X ox™!)/x = idx(= x o x™ ') pour tout y € X on a y = lim,_ocyn
avec y, € X donc (X' o X 1) (y) = limyoo(X o X ) (yn) car XY o X ! est
continue. Par suite (Y o X ') (y) = limpuooy = y dott Y o X! = idx et
X =X

Comme X est connexe par arcs alors X est connexe par arcs.

Montrons que X est compact. Pour cela nous allons d’abord montrer que
X est & base dénombrable d’ouverts et ensuite on montrera que toute
suite de X a une limite. Considérons les voisinages admissibles de la forme
U= D(q,r) CP'— P avec g € Q ( ou q=c0),r € Q. Prenons toutes les
composantes connexes de f~}(U) en plus des ouverts du type C; U {m;}

avec le niveau de C; un r € QQ suffisamment petit. Cette collection forme
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une base dénombrable d’ouverts de X. Soit (a,)nen une suite de X. Alors
(f(@n))nen est une suite de P! qui a donc une limite car P! est compact et
a base dénombrable de voisinage. On a deux cas : 1) p € P et 2) p ¢ P.

(a) Sipe P.
Soit my, ..., my les points idéaux au dessus de p alors la limite de (ay,)nen
est 'un des m;. Supposons le contraire. Donc aucun des m; n’est la
limite de (a,)nen, chaque m; possede un voisinage C; U {m;} qui ne
contient aucun des a,, on peut supposer que tous les C; ont le méme
niveau 7 ( en prenant r = minr; ou r; est le niveau de C;). On a
fY(D(p,r)) = UZ,(C; U {m;}) qui ne contient aucun a,. Par suite

D(p,r) ne contient aucun f(a,) ce qui est absurde.

(b) Sip ¢ P.
Posons f~1({p}) = {x1,...,x:} (f~1({p}) est fini car le revétement est
fini).Soit U un voisinage ouvert admissible de p on a f~1(U) = U:ZL V;

on suppose que l'on a ordonné les V; de telle sorte que x; € V;. La suite
(an)nen converge vers 'un des x;. Supposons le contraire donc chaque x;
posse un voisinage V' qui n’a aucun a,,. Posons V;” = V!NV, V" est un
voisinage ouvert de x; qui ne contient aucun a,. Comme fy, : V; — U
est un homéomorphisme alors p € f(V/”) C U est un ouvert de U et
donc de P*— P. Posons Uy = N.Z4 f(V/"), p € Up est un ouvert de P! — P
et Uy C U de plus f~1(Uy) C UZL V; il ne contient donc aucun a,, d’ou

Up ne contient aucun f(a,) ce qui est absurde car lim, . f(a,) = p.

O

2.1.3. Groupe fondamental de la droite projective privée d’un nombre

fini de points.

Soit p1,...,pn € C, n(> 1) points distincts. Posons B = C — {py, ..., p, }. Soit
go € B tel que les demi-droites [gopy) ne contiennent aucun p; pour tout [ # k.
On suppose pr = qo + prexp(ivg) avec pr, € Ry, 0 < v, < 27w (pour k = 1,...,n).
On suppose de plus que v; > vy > ... > v,. La disposition que 'on a donné
aux pg a les conséquences suivantes lorsqu’on se déplace dans le sens des aiguilles
d’une montre, on rencontre les py dans I'ordre suivant py, ...., p, et en plus aucune
demi-droites [Opy) ne contient un autre p; (t # k).

On prend des demi-droites d’origine qo, My, ..., M,, dans C telles que les com-
posantes connexes de C — { My, ..., M, } contiennent exactement un py. Soit Sy, la
composante connexe qui contient pg, go ¢ Sk et la frontiere de Sy est constituée

de certains M;. Soit D un disque autour de p; dont 'adhérence est contenue
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FIGURE 2.1

dans Si. On pose 7y le chemin Sy U {qo} qui va de go vers py jusqu’a la frontiere
de Dy, (en suivant une portion du segment [gopx]) et tourne une fois autour de
cette frontiere dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre et rentre a gy en
suivant la méme portion du segment [gopy]|. Voir Figure 2.1.

Proposition 2.1.9. Les classes des chemins (lacets basés en qo) Vi, ..o, Yn €N~

gendrent (B, qo).

DEMONSTRATION. Posons S, = {z € Cld(z,S;) < €} (on élargie un peu Sy
d'un € > 0, sans qu’il ne contienne un autre p;). On a S, C S;,q € S}, et
deux des M; sont contenues dans S} et il est convexe. On a C = Uf=} S}, donc
B = UF=1(S, — {px}). Soit v un lacet de B basé en ¢y alors vy est homotope au
produit de 6, (= 1,...,s) avec chaque 6, contenu dans un 7), = Si, — {p;.}
(d’apres le lemme ci-dessous). Supposons de plus que l'on parcoure les §,, dans
Pordre 01, 6o, ....

Soit k, le chemin (segment) qui joint gy au point initial de §,. Par convexité
k.([0,1]) € T, N k,—1 pour tout x> 1 (on peut choisir §, de tel sorte qu’il ne
rencontre pas pj,. Ainsi k, est un chemin de T, Nk, ;. On pose ks le chemin
constant en gop. Soit w, = m(suku pour ¢ = 1,...,s. w, est un lacet basé en
¢o contenu dans 7T, et v est homotope au produit des w, qui est le produit des
d,. L'espace T}, est homéomorphe au disque D*(0, 1) dont le groupe fondamental
est engendré le chemin ~;, d’apres la proposition 2.1.1. Donc il existe m € Z tel
que [w,] = [v5,]", comme [y] = [wi]...[w,] alors [y] est le produit des [y;]. D’out
m (B, qo) est engendré par les classes de ;.

g
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Lemme 2.1.1. Soit (X;);es une famille d’ouverts d’un espace topologique X tel
que X = Uje; Xj. Chaque chemin 6 de X est homotope au produit d’un nombre

fini de chemins 0, tel que ¢, est un chemin dans l'un des Xj.

DEMONSTRATION. §'(X;) est un ouvert de I donc est une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts (les intervalles ouverts forment une base dénombrable d’ou-
verts de [0,1]). La réunion de tous les intervalles qui recouvrent 6*(X;) pour
tout les j recouvre I = [0, 1]. Comme I est compact on peut recouvrir I avec un
nombre fini de telles intervalles notons les Iy, ..., I,. Supposons que s est minimal
cet-a-dire qu’aucun I, n’est contenu dans la réunion des autres. Supposons de
plus que l'on a ordonné les I, de tel sorte que inf(l,) < inf(l,+1) pour tout
pw=1.,s=1.0nal,NI #0 Soit t, € I, NI, avec tm = 0,t5 = 1.
Alors lintervalle [t,,t,11] C I,11. Ainsi 6([t,, t,11]) est contenu dans un X;. Soit
6, :[0,1] = [t,, tus1] un homéomorphisme alors ¢, = do6, est un chemin contenu

dans X; et [6] = [d;....05)- O

2.1.4. Revétement ayant un groupe d’automorphismes isomorphe a

un groupe finiment engendré donné G.

Dans B = C — {p1, ..., pn}, on considere la demi-droite L; porté par la droite
(qopr) d’origine pj et ne contenant pas py ne contenant pas go. On pose Q =
B — (L1 ULyU...UL,), Q est connexe par arcs. Voir figure 2.2.

e Lt i

r i ) ! o~ Ls
-~ L’_:i_ /i P 4

R

FIGURE 2.2

Soit G un groupe engendré par n éléments distincts gy, ..., g,. Posons X =
B x G (on a des copies de B paramétrées par ).
Topologie sur X.

On va définir sur X une topologie en précisant pour chaque point une base
de voisinage. Soit (¢,g9) € X. On a deux cas ¢ € Q ou q ¢ Q.
(1) Si ¢ € @, un voisinage de (¢, g) est D x {g} ot D est un disque de centre
q contenu dans Q).
(2) Siq ¢ Q, donc g € Ly pour un certain k € {1,...,n}. Avant de construire
un voisinage de (g, g), on va pour un disque D centré en ¢ et ne rencontrant

aucun autre L; pour j # k le séparé en deux demi-disques. Voir figure 2.3.
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FIGURE 2.3

DT est le demi-disque ouvert constitué des points p tel que pour aller de

(qopx) & (qop), on effectue une rotation d'un angle ¢ avec 0 < 6 < 7.

D~ est 'autre demi-disque fermé. Un voisinage de (g, g) est ﬁg = (D~ x
{g}) U (D* x {gg;'} . En réalité un voisange de (g, g) a une partie dans
B x {g} et l'autre dans B x {gg,'} avec k correspondant a L; tel que
qec Ly.

FIGURE 2.4

donc les copies B x {g} et B x {gg;'} sont donc collées au travers de Ly.
Ceci peut se faire pour ...,gg,%,ggk,g,gglzl,gg,f, ... toutes ces copies sont

jointes entre elles.

Tels que défini, pour deux voisinages quelconques de (g, g) I'un est dans l'autre.

Et ils forment une base de voisinage de (g, g).

Proposition 2.1.10. L’application f : X — B,(q,g) — q est un revétement.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € @ et D un disque ouvert avec D C Q, ona f~}(D) =
Ugee D x {g} par définition de f. Si ¢ € L; pour un certain k, f~(D) = Uyeq D,
donc f est continue et de plus chaque D x {g} ott D, sont des ouverts de X

homéomorphes a D donc D est un voisinage distingué de ¢ et par suite f est un

revétement.

i
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Proposition 2.1.11. Soit h € G, on pose ay, : X — X, (q,9) — (q,hg), ap est

un automorphisme de f et de plus oy o apr = Qppy.

DEMONSTRATION. Il est claire que 'on a aj o oy = apy. Donc «p est une
bijection d’inverse ay,-1 pour tout h € G. Chaque «y, est une application ouverte
car a(D x {g}) = D x {hg} et a(D,) = D, donc , est un homéomorphisme

de X. De plus (f oan)((q,9)) = f(q,hg) = q = f(q,g) donc foa, = f et par
suite oy, € Aut(f). O

Proposition 2.1.12. L’application f : X — B est un revétement galoisien et
Aut(f) = G.

DEMONSTRATION. Montrons que X est connexe par arcs.

Chaque copies @ x {g} est homéomorphe & @) par f donc @ x {g} est connexe par
arcs car @) l'est. Soit C' la composante connexe par arcs de X contenant @ x {1}.
Soit D un disque ouvert de centre ¢ € Ly. Ona Dy = (D~ x {1}) U(D* x {g;'}
(9 =1). Soit ag € D™ et a; € D, posons s : [0,1] = D C B un chemin tel que

7(0) = ag, (1) = a; et tel que s rencontre Ly en un unique point en t.

(s(t),1) st t<tg

Q(t):{(s(t),gk_l) si t> 1

fipy Dy — D est un homéomorphisme et o(t) = ((f/p,) " 0 s)(t) donc g est
continue. De plus o(0) = (ag,1) € Q x {1} et o(1) = (a1,9;") € Q x {gz'}.
Donc Q x {g;'} € C. Comme Qg1 applique Q x {1} & @ x {g;'} alors o, fixe
C pour tout g € G (car les g engendrent G). Donc C' contient tous les @ x {g}
or @ = B donc Q x {g} = B x {g}. Par suite Uyec Q@ x {g} C C = C do
UgeGB x{g}=C=X.

Montrons que Aut(f) = G. L'ensemble {ay, g € G} C Aut(f) et il permute
transitivement chaque fibre f~1({0}),b € B donc G = {a,,9 € G} = Aut(f)
d’apres la proposition A.4.6.

U

Proposition 2.1.13. Le relévement de 7, ayant comme point initial (qo,1) a

pour extrémité (qo, g ).

DEMONSTRATION. Le chemin ~y; rencontre L; en un seul point pour tout ¢t = .

Posons
- t),1 si t<t
((t),9,7) si t>1t;
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Ak est continue et f oA = 7y, d’autre part 35 (0) = (7£(0),1) = (qo, 1) et (1) =
((1), 1) = (g0, 91, "). D

Proposition 2.1.14. Posons © = (qo, 1), ®.([vk]) = g pour tout k € {1,...,n}.

Donc gy, € Cy, la classe de conjugaison de G = Aut(f) associée d py.

DEMONSTRATION. Par définition de ®, (proposition A.4.7), ®.([v]) applique
Pextrémité (go,g; ') de 4 & son origine (go,1) donc ®,([%]) = gr(= ay,). Le
chemin -y, posséde la propriété de y de la proposition 2.1.6 donc @, ([vx]) € Cp,.

U

Proposition 2.1.15. Soit p > 0 suffisamment grand pour contenir qy et tous
les py, dans le cercle Ky et de centre O (zéro) et de rayon p > 0. Alors le chemin
Yoo = Y1---Yn €St homotope dans B au chemin ' qui va de qy en suivant une ligne
droite jusqu’a Ky, se déplace sur Ky dans le sens contraire des auiguilles d’une

montre et revient da qq.

DEMONSTRATION. Soit D un disque ouvert de centre gy qui contient tous les py.
Posons S;; = S N D et v} le chemin dont I'image est la fontiere de S (parcouru
dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre) allant de g & go. Y% et - sont
homotopes. Donc 7., est homotope a 7;...y:. Or ~f...7% est homotopes dans B
au chemin ~* qui va de gy a la frontiere de D par une ligne droite parcours cette
frontiére (dans le sens trigonométrique) et revient a go par ce méme chemin (les
autres chemins inverses s’annulent puisqu’ils viennent I'un apres l'autre) v* et +/

sont homotopes, par suite 74, est homotope a +'. O
Proposition 2.1.16. (g;...g,)"" € Cx.

DEMONSTRATION. Posons p = 0o, alors B — D est un voisinage de p = oo de plus
v =7 a la propriété de v dans la proposition 2.1.6. Donc @, ([Vs]) = P.([7]) =
g1...g, d’apres les propositions 2.1.13 et 2.1.14. O

On a le résultat suivant :
Proposition 2.1.17. Pour tout groupe G ayant g1, ..., g, comme générateurs. Il
existe un revétement galoisien f 1Y — B =C —{p1,...,pn} el un isomorphisme
6 : Aut(f) — G et un point oy € 7 ({qo}) tel que (P, 0 0)([v&]) = g pour tout
k=1,...n. De plus si G est fini f:Y — P! —{py, ..., pn, 0} est un revétement
galoisien fini et les classes de conjugaisons C,,,...,C,,,Cx de G associée a f
vérifient gy € Cp, , (g1...9n) "+ € Coo pour tout k € {1,...,n}.

DEMONSTRATION. Ceci découle directement des propositions 2.1.10 4 2.1.15. O
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2.2. TYPE DE RAMIFICATION D’UN REVETEMENT GALOISIEN FINI.

Soit f : X — P! — P un revétement galoisien fini avec P C P! une partie finie.
Pour chaque p € P, on a défini a la proposition 2.1.6 une classe de conjugaison
C, de Aut(f).

Définition 2.2.1. On dit que p € P est un point de ramification ou une
place de branchement de f si C, # {1}.

On a donc un nombre fini de tels points.

Définition 2.2.2. Soit P’ C P, l’ensemble des places de ramification du réve-
ment f. On appelle type de ramification du revément galoisien fini f, le type de
ramification du triplet (Aut(f), P', (Cp)pep)-

Etudions ce qui se produit sur le type de ramification d’un revétement lorsque
I'on bouge les éléments de P! — P par un homéomorphisme ¢ : P* — P On a la
proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Soit f : X — P! — P un revétement et g : P! — P! un

homéomorphisme. Le type de ramification de g o f est celui de f.

DEMONSTRATION. Soit p € P et v un chemin comme dans la proposition 2.1.6-
(2) autour de p et z € f~1({qo}) ol g est lorigine de v, on a ®,([y]) € C, (ou
O, : m(P*—P,qy) — Aut(f)). 71 = go~y ala propriété du chemin de la proposition
2.1.6 -(2) autour de g(p) donc ®,([y]) € Cyp) (00 @, : (P — P, qo) — Aut(go f)).
Le relevement 7 de v d’origine x via f est aussi le relevement de ~; d’origine x via
go f de plus Aut(f) = Aut(go f) (par la remarque A.4.1 - (2)) donc les classes
Cp et Cypy de Aut(f) ont un méme ®,([7]) et sont donc égales. Ce qui donne
Cotp) = Cp-

O

Dans la preuve du théoréme, on va supposer que oo € P. Ce qui est toujours
possible par 'usage des homéomorphismes z — z — pg et z +— %, 0+ 00,00+ 0.
Théoréme 2.2.1 (Théoreme d’existence de Riemann : Forme topologique). Soit
T = |G, P, (K,)pep) un type de ramification. Soit r = | P|, on pose pu, ..., p, les élé-
ments de P. Il existe un revétement galoisien (de P* privée des éléments de P)de
type T si et seulement si il existe des générateurs gy, ..., g, de G avec ¢y....g, = 1
et g; € K, pour touti € {1,...,r}.

DEMONSTRATION. (<) Soit T = [G, P, (K,)pep] un type de ramification qui vé-
rifie les conditions du théoreme, on veut construire un revétement qui a pour type

. Sir =1 le résultat est immédiat car alors G = {1}. On suppose r > 1 posons
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n =1 —1 et posons p, = oo d’apres la proposition 2.1.17, il existe un revétement
fini f: X — P'— P tel que G = Aut(f),9;: € K, et g = (g1.-.9,—1)"" € K,

d’ou f a T comme type de ramification.

(=) Supposons que f : X — P! — P est un revétement ayant comme type
de ramification ¥. On doit montrer que g;....g, = 1 et les g, ...., g, engendrent
G.On a G = Aut(f) . Posons B =P — Pn =17r—1cet qo € B, on prend
des chemins 7, ...,7, comme a la proposition 2.1.9, posons v, = (y1...7—1)"".
Soit z € f~'({qo}), I'application surjective ®, : m(B,q) — G = Aut(f) vérifie
Q.([v]) = 9 € K,, d’apres la proposition 2.1.14. Comme les [v;] engendrent
m(B,q) et . : m(B,q) — G = Aut(f) est surjective alors les g¢i,...., g1
engendrent G. Et on a ¢, = (g1....9,—1) "%

U



Chapitre 3

THEOREME D’EXISTENCE DE RIEMANN :
FORME ALGEBRIQUE.

Dans ce chapitre, nous démontrons le théoréme d’existence de Riemann (TER)
dans sa forme algébrique. Ce théoréme permet de décider si un type de ramifi-
cation est celui d'une extension galoisienne finie. Pour le démontrer, on utilise
les formes topologique (Théoreme 2.2.1) et analytique (Proposition 3.1.3) du
théoreme d’existence de Riemann. L’idée est qu’étant donnée une extension ga-
loisienne finie F/C(z), un élément primitif 0(x) € E/C(x) est localement une
fonction analytique. On ne peut pas toujours étendre cette fonction sur C tout
entier, mais grace a la théorie des surfaces de Riemann, 6(x) est définie sur une
surface de Riemann X et E est isomorphe aux corps des fonctions méromorphes
sur X. Le lien avec la forme topologique vient du fait que X — P! — P est un
revétement topologique ott P C P! est une partie finie. La forme algébrique du
TER (Théoréme 3.2.1) nous permet de montrer que le probléme inverse de Galois

a une réponse positive sur C(z).

3.1. SURFACES DE RIEMANN.

3.1.1. Définitions.

Définition 3.1.1. Une variété topologique réelle de dimension n (n € N) est un
espace topologique séparé X dans lequel tout point posséde un voisinage homéo-
morphe a R™.

On pose dimg X = n. Lorsque n = 2, on dit que X est une surface. Nous
allons dans la suite nous intéresser essentiellement aux surfaces.
Définition 3.1.2. Soit X une surface.

(1) Une carte compleze sur X est un homéomorphisme ¢ : U —V ou U C X
est un ouvert de X etV = ¢(U) C C est un ouvert de C.
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(2) Deux cartes complezes (Uy, 1), (Us, o) sont dites holomorphiquement com-
patibles si lapplication de transition ¢o 0 ¢7' : ¢1(Uy NUy) — ¢o(Ur NUY)
est un bitholomorphisme c’est-a-dire bijective, holomorphe et d’inverse ho-

lomorphe.

(8) Un atlas complexe sur X est un systéme A = (U;, ¢;)ier de cartes com-

plexes compatibles et tel que X = U;c; U;

(4) Deux atlas A et A’ sont analytiquement équivalents si toute carte de A est

compatible a toute carte de A'.

Remarque 3.1.1. (1) La relation 2 et A’ sont analytiquement équivalents est

une relation d’équivalence.

(2) Chaque classe contient un atlas mazimal qui est la réunion de tous les atlas

de cette classe.

Définition 3.1.3. (1) Une structure compleze sur une surface X est une

classe d’équivalence d’atlas compleze.

(2) Une structure complexe étant fixée, une carte de la structure est toute carte

de son atlas maximal.
Exemple 3.1.1. Si (U, ¢) est une carte de Uatlas qui definit la structure com-
plexe, alors pour tout ouvert Uy C U et ¢ = ¢y, (U1, ¢1) est une carte de la

structure compleze.

Définition 3.1.4. Une Surface de Riemann est une paire (X,%) ou X est une

surface connexe et Y est une structure complexe sur X.

Remarque 3.1.2. Localement une surface de Riemann n’est rien d’autre qu’un

ouvert du plan complexe.

3.1.2. Exemples de surfaces de Riemann.

Exemple 3.1.2 (Le plan complexe). C est une surface de Riemann (avec sa to-

pologie naturelle), muni de l’atlas A = {(C,idc)} d une carte.
Exemple 3.1.3 (La sphere de Riemann). On pose P! = C U {o0}.

Topologie sur P*.
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On défini sur P* une topologie qui coincide avec celle de C. Un voisinage de 0o
est un ensemble qui contient un disque D(co,r) = {z € C/|z| > 1} U{oo} ( cette
topologie fait de P! un espace topologique homéomorphe a la sphére de R3 par la
projection stéréographique). Les ouverts de P! sont les ouverts U C C usuels, les

ensembles VU {oo} ou V est le complémentaire d’un compact de C.

Atlas sur P'.
Ulzpl—{OO}:C,¢1:id(j, UQZ]P)l—{O}:(C*U{OO} et
1 1 C*
¢2:U2—>C,z—>{6 zE

ST zZ =00

$1 et ¢y sont des homéomorphismes. On a ¢g 0 ¢p7" : C* — C* 2z — i et
1oyt C* — C*, 2z — i qui sont des biholomorphismes. P! muni de sa structure

de surface de Riemann est appelée la Sphere de Riemann.

3.1.3. Fonctions méromorphes sur une surface de Riemann.

Définition 3.1.5. Soit X,Y deux surfaces de Riemann. On appelle

morphisme de surfaces de Riemann (ou application holomorphe ou application
analytique) de X wvers Y toute application continue f : X — Y telle que pour
toutes cartes (V,¢) de X et (V',¢') de Y avec f(V) C V' lapplication ¢'o fop™" :
o»(V) Cc C— ¢ (V') C C est holomorphe (dans le sens classique).

En prenant Y = P!, on peut définir
Définition 3.1.6. Soit X une surface de Riemann, une fonction méromorphe sur
X est un morphisme de surfaces de Riemann f : X — P! distinct de 'application
constante o0.
On note M(X) l'ensemble des fonctions méromorphes sur X.
Exemple 3.1.4. Etant donné une surface de Riemann X toute application constante
fo: X 5> PLaow f(x) =a (avec a € C) est une fonction méromorphe sur X.
L’ensemble 90(X) est donc toujours non vide.
Définition 3.1.7. Soit f : X — P! une fonction méromorphe sur une surface de

Riemann X.
(1) On appelle zéro de f tout x € X tel que f(x) = 0.

(2) On appelle pole de f tout x € X tel que f(x) = oco.
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Les fonctions méromorphes héritent des propriétés locales des fonctions mé-
romorphes a variable complexe. On sait que si une fonction est méromorphe sur
un ouvert de C et si zy € C est un point de cet ouvert, la fonction admet dans un
voisinage de zy un developpement en série de Laurent. Soit f : X — P! une fonc-
tion méromorphe et zo € X, considérons une carte (V, ¢) avec g € V. fop ! est
une fonction méromorphe en ¢(zy), elle admet donc dans un voisinage de ¢(zo)
un developpement en série de Laurent : (fo¢™1)(2) = 22 v ar(z — ¢(x0))* avec
an # 0. On peut écrire f(z) = X2 v arp(d(x) — ¢(x0))* (o0t ¢(x) = 2 et z dans
un voisinage de ).

Lorsque N < 0, xg est un pdle d’ordre N, lorsque N > 0, xg est un zéro d’ordre
N. L’ensemble des zéros f~'({0}) d’une fonction méromorphe non constante f
est un espace fermé discret. De méme 'ensemble des poles f~1({oo}) d’une fonc-
tion méromorphe non constante f est un espace fermé discret. Lorsque X est une
surface de Riemann compacte les ensembles f~1({0}) et f~'({oo}) sont finis. On
a aussi le théoreme de Liouville : toute fonction holomorphe et bornée f : X — C

est constante.

Proposition 3.1.1. Soit X une surface de Riemann. L’ensemble M(X) est un

corps.
DEMONSTRATION. Voir [8, Remarque 1.16]. O
Proposition 3.1.2. M(P') = C(z).

DEMONSTRATION. La fonction identité de P!, P! — P! 2 — z que I'on notera
z est une fonction méromorphe de P! donc z € M(P!) d’apres 'exemple C.3.1
C(z) Cc M(P).

Soit f € M(P'), posons xy, ...,z les poles de f. On peut supposer qu’aucun
d’eux n’est co. Pour tout k € {1,..., s}, il existe une fonction f; telle que f — f;
n’a aucun pole en x; et x; est le seul pdle de f; (on peut prendre f; a étre par
exemple les puisances négatives du developpement en série de Laurent de f au
voisinage de z;). La fonction g = f — 3%, f; € 9MM(P') n’a aucun pole. L’image
de P! par g & C est une fonction constante d’aprés le théoréme de Liouville par
suite f =g+ Y5, fi € C(2) et M(P') = C(z). O

On finit cette section avec 1’énoncé du théoreme d’existence de Riemann
(forme analytique) dont une preuve se trouve dans [1] et qui sera utile dans

la preuve de la forme algébrique du théoreme d’existence de Riemann.
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Proposition 3.1.3 (Théoréme d’existence de Riemann-forme analytique). Soit
X une surface de Riemann compact x4, ..., x, € X (n points distincts) et ay, ..., a, €
C. Il eziste une fonction méromorphe g € M(X) telle que g(z;) = a; pour tout
ie{l,..,n}.

DEMONSTRATION. Voir [1, chap 6], la preuve du TER qui y est proposé utilise

I’homologie et ’analyse fonctionnelle. Elle y occupe tout un chapitre. 0

3.2. SURFACE DE RIEMANN ISSUE D’UN REVETEMENT FINI DE LA
SPHERE DE RIEMANN PRIVEE D’UN NOMBRE FINI DE POINTS.

Au chapitre 2 (proposition 2.1.8), on a vu qu’a partir d’un revétement galoisien
fini f: X — P! — P, on a une application continue et surjective f : X — P! ou
X est un espace compacte. Dans ce qui suit on voudrait transférer la structure

de surface de Riemann compacte de P! & X.

3.2.1. Surface de Riemann (compacte) issue d’un revétement fini

de la sphere de Riemann.

Soit P C P! une partie finie et f : X — P! — P un revétement galoisien

fini. Posons Gy = Aut(f) le groupe des automorphismes de f. Pour tout point
b € P, — P, on peut trouver un voisinage admissible U C P} — P de b tel que
{0,000} n’est pas contenu dans U. On peut écrire f~1(U) = U;c; Vi (I fini) et
on sait de plus que fjy;, : V; — U est un homéomorphisme. Posons ¢y, = fjy; si
oogéUetgoWi:#Visioer.
Proposition 3.2.1. Les cartes (V, ¢)v) definies ci-dessus forment un atlas de X
qui fait de X wune surface de Riemann. Pour cette structure de surface de Rie-
mann, Uapplication f : X — P est analytique. De plus tout x € Gy est une
application analytique de X wvers X.

DEMONSTRATION. Comme tout point de Pj — P posséde un voisinage admissible
alors X = JV (doncles V recouvrent X). Soit (V, @), (V' ¢') deux cartes définies

ci-dessus, déterminons ¢ o ¢'~! dans le cas ot VNV’ # (. On a 4 cas :
(1) o= fiv et ¢ = fiv
Soit y € @' (VNV'), (pog ™ )(y) = o(fih(y) = fiv(fiy'(y)) = y donc
po ™ =idyway).
(2) ¢ = fiv et ¢ = 72 (0 ¢ V') Soit y € ¢'(VNV), (pop)(y) =
P77 W) = e () = (v o fp) () = 5
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(8) =gy et &' = fiv
Dans ce cas on a (po ¢~ 1) (y) =

< =

_ 1 [
(4) Y = fiv et ¢ = v
Dans ce cas on a (po ¢~ 1)(y) = .

Dans tous les cas pop' ™! : z — zouz — % qui donne un biholomorphisme. Les
cartes ci- dessus forment donc un atlas de X. Soit x € Gy comme x(f~1({b}) =
S ({b}) alors on n’a que deux cas pour ¢’ o x 0 ™! cet-a-dire ¢’ = fly, @ = fiv

f‘i/,,cp = f%v Ce qui donne donc ¢’ o x o ¢! = id. Par suite y est

analytique. Localement on a :f : 2z = zou f: 2z — é qui est analytique. U

ou ¢ =

Remarque 3.2.1. Pour que les cartes soient conformes d notre définition (dé-
finition 3.1.2 (1)), on peut supposer que oo € P. Ce qui empécherait d’avoir
oo e U. Et donc U C C.

On a vu au chapitre précédent qu’a partir d'un revétement f : X — P' — P
avec P fini, on obtient une application surjective continue f : X — P! et X est
un espace topologique compact et connexes par arcs. On se propose de munir X

d’une structure de surface de Riemann (compacte).

On sait que X — X est I'ensemble des points idéaux de X, il reste donc a dé-
finir une carte contenant un point idéal. Soit m € X — X, posons b = f(m) pour
chaque C' € m de niveau r on consideére le revétement fo = sp0 fic : € — D*(0,7)
qui est fini. Posons e son degré. Il existe un homéomorphisme x : C' — D*(0, r%)
tel que x° = fic (2° o x = fi¢). L’homomorphisme x s’étend en une application
Xm : CU{m} — D(O,ré) telle que x(m) = 0. x,, est une bijection qui de plus
est un homéomorphisme car yo,(C'U{m}) = D(0,7'¢) out ' est une composante
circulaire de niveau " < r au dessus de b. On prendra comme carte de m un
couple (C'U{m}, xm)-

Proposition 3.2.2. Les couples (V,p) dans la proposition 3.1.1. et les (C' U
{m}, Xm) ci-dessus forment un atlas de X qui fait de X une surface de Riemann
compact. De plus Uapplication f : X — P (de la proposition 2.1.8) est analytique
et tout x € Gy s’étend de fagcon unique en un homéomorphisme analytique X :
X — X avec f =xo f.

DEMONSTRATION. X est une surface de Riemann compacte.
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Pour montrer que les (V, ) et (C U {m}, x,) forment un atlas de X il suffit
de montrer qu'une carte du type (V) est compatible avec une carte du type
(C'U{m}, xm) et que deux cartes du type (C'U{m}, x,,) sont compatibles.

Soit (V, @) et (CU{m}, xm) avec VN (C U{m}) # 0. Sur VN (CU{m}), on
a: Xy, = fic =spo [ (on rappelle que s, : D(b,7) = D(0,7), 2+ 2 —bsib# oo

et z > L sib=o00) Soit z € xp(VNCp), il existe y € VN Oy, tel que 2 = xn(y)

on a deux cas ¢ = fjy ou ¢ = f%v

Si on est dans le premier cas (¢ o x;,')(2) = @(y) = f(y) = (55" o x5)(y) =
55 ((xm(1))°) = 55 1(2°) = 2° — b. Dans le deuxiéme cas (¢ o x;,})(2) = ¢(y) =
11
)~ s, 19
car o et y le sont. De plus (¢ o x;,})(2) # 0 dans tous les cas alors ¢ o x,;! est

= Z—le On voit que poy;,! est holomorphe et est un homéomorphisme
un biholomorphisme.

Soit (Cy U {m1}, xm,) et (Ca U {ma}, Xm,), si my # may et (Cy U {my}) N
(CyU{my}) # 0 alors (C; U {m1}) N (CyU{ms}) C X donc peut etre recouvert
par des cartes du type (V, @) et comme chaque (V,¢) est compatible a chaque
carte du type (C'U {m}, x,n) d’apres ce qui précede. Alors (Cy U {m1}, Xm,) €t
(Cy U {ma}, Xm,) seront compatibles car X, © Xpmh = Xmy © @' © @ 0 X, €st un
biholomorphisme sur (Cy U {m;}) N (Co U {ma})NV.

Si my = mg on peut supposer C; U {m1} C Cy U {may} si C; U {m;} est de
niveau r alors Cy U {ms} est de niveau r’ > r. Les homéomorphismes x,,, :
CLu{m} — D(0,r%) et Xma|ciufmi} © C1U{mi} — D(0, r+) satisfont aux condi-
tions de la proposition 2.4.2. (1). Donc il existe une racine de 'unité ¢ telle que
Xmz|C1Uma} = CXmy - DONE (Xang © Xt )(2) = Xoma ((6Xma) ™1 (2)) = Xna (X (€2)) =
(z (voir remarque ci-dessous). Donc x,,, 0 x;,,! est la multiplication par ¢ qui est

un biholomorphisme. D’ott X est une surface de riemann compact.

f: X — P! est analytique .

Il reste & montrer que f est analytique sur les points idéaux. Soit m € X — X,
on a deux cas f(m) = oo et f(m) # oo. Supposons f(m) = b # oo. Soit (C'U
{m}, xm) une carte de m, (xm : CU{m} — D(0,7¢)), soit z € D(0,r¢) il existe
y € D(0,7%) tel que xm(y) = 2, (f o xm)(2) = f(y) = s, (2%) = 2°+ b (car
spo f=x5,). Sion plutdt f(m) = b = oo, soit z € D(0, re) il existe y € D(0,7¢)
tel que x;m(y) = 2. On a Wil)(z) = ﬁ = sb_ll(ze) = %
on voit que f est analytique sur X.

= 2z°. Dans les deux cas
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x s’étend en un homéomorphisme analytique.

On sait d’apres la proposition 2.4.8 que chaque xy € Gy s’étend en un unique
homéomorphisme ¥ : X — X qui vérifie f = ¥ o f. Il reste & montrer que Y est
analytique en les points idéaux d’apres la proposition 3.3.1. Soit m € X — X et
(CU{m}, xm) une carte de m. Alors (x(C'U{m}), xmoX ') est encore une carte
en le point idéal y(m). On regarde donc Y sur les deux cartes.

On a : x% = f donc (xm(x™1))¢ = f, ainsi xm et xm o X~
condition (1) de la proposition 2.4.2. Donc x,, o X' = (X, avec (¢ une racine e-

I satisfont a la

ieme de I'unité). Dans ce systéme de coordonnées, X s’écrit (x,,oX ')oxox,, = id
donc Y est analytique.
U

3.2.2. Equivalence entre types de ramification topologiques et types

de ramification algébriques.

Dans la proposition 3.2.2, on a vu que chaque x € Gq s’étend de fagon unique
en un isomorphisme analytique ¥ : X — X. En effet I'inverse de ¥ correspond
au prolongement de y~!. Considérons Gj = {X|x € Go}. (Gj,0) est un groupe
isomorphe a G par 'isomorphisme Gy — G, x — X. On peut considérer G
comme un groupe d’isomorphismes de X. Ce groupe permute transitivement les
éléments des fibres f~1({b}),b € P'.

Proposition 3.2.3. Soit g € M(X) avec g o x = g pour tout x € Gy alors il
existe g € M(PY) tel que g =g o f.

DEMONSTRATION. (On confond f & f)

Comme Gq opére transitivement sur les fibres f~!({b}), il s’ensuit que g est
constant sur f~1({b}). Posons ¢'(b) cette valeur. Soit U C P! — (P U {co}) un
voisinage admissible de f et V une composante connexe de f~1(U). Ona ¢g'of|V =
g donc ¢’ = go(f|V)~'. Comme g est méromorphe sur X et (V, f|V) est une carte
locale, alors ¢’ est une fonction méromorphe sur U. Par suite ¢ est méromorphe
sur P! — (P U {o0}). Comme ¢ est continue sur chaque p € P U {co} donc ¢
s’étend en une fonction méromorphe sur tout P!

g

Proposition 3.2.4. Soit f : X — P' — P, un revétement galoisien fini. Soit
f X — P! son prolongement analytique sur la surface de Riemann compacte
X. On identifie Gy a Gy comme ci-dessus et on pose C(f) le corps engendré par
f et les fonctions constantes sur X d valeurs compleves. Pour chaque x € Gy

Uapplication t,, : M(X) — M(X),g — go x~ ' est un automorphisme du corps
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M(X). Le corps M(X) est une extension galoisienne de C(f) et lapplication
t:Go— GM(X)/C(f)), x — t, = t(x) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. ¢, est bien définie.

Soit g € M(X), gox ! € M(X) car x est un isomorphisme analytique de X.

ty est un automorphisme de corps.

g+ g) =@ +g)ox t=gox ' +gpox=tn)+tlg)

t(9192) = (g192) o X" = (g1 oX (g2 o X™") =ty (91) -ty (g2)
ty(lx) = Igox ' = 1x(x ') = 1x car 15(z) = 1 pour tout z.
(ty-1 0t )(g) =ty (g ox ') =(gox 1) ox=gdonc (t,)" =t
ty o) = g
Pour une constante a€C, ta)=aox ' =a. Pourt,(f)=foxt=fdoule

résultat.

t: Go — Gal(M(X)/C(f))
tx o X')(9) = tyox(9) = go (xo X)) =go (X Tox!) = (gox)ox" =
ty(ty(9)) = (tx o ty)(g) = (t(x) o t(x'))(g) ainsi i(x o x) = t(X) o t(x') donc ¢
est un morphisme de Gy dans Aut(9MM(X)) de plus ¢, o) = idep) done t(x) €
Aut(M(X)/C(f)).

Montrons que ¢ est injective. Soit x € Gy tel que t(x) = idg, (= ty). Soit z € X

est un isomorphisme.

1

et b = f(z) par le théoreme d’existence de Riemann »(version analytique) propo-
sition 3.1.3, il existe une fonction méromorphe g € M(X) telle que les valeurs de
g sur les éléments de f~1({b}) soient distinctes. Posons y = x(z) € f~1({b}), on
a t(x)(g) = g car t(x) = idg, donc t(x)(9)(y) = 9(y) = (9o x ")) = 9(y) &

g () = 9(y) & g(z) = g(y) or x,y € f7({b}) et g y prend des valeurs
distinctes donc = y. Comme y(z) = x alors x = id d’apres la proposition A.4.6

et le fait que Gy = Gj, et t est injective. Ainsi ¢ est un isomorphisme de Gy vers
un sous groupe Aut(9M(X)/C(f)).

M(X)* = C(f).
On a C(f) C M(X)%. Soit g € M(X) tel que t,(g) = g pour tout g. On a
t(9) =g gox ! =g« g=gox, on peut donc écrire g = ¢ o f avec
g € M(PY) (proposition 3.2.3) or P! = C(f) par suite M(X)% = C(f). D’apres
le lemme d’Artin 9(X)/9M(X)% = 9M(X)/C(f) est une extension galoisienne
de groupe de Galois Gj. O
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Remarque 3.2.2. La proposition 3.2.4 ci-dessus et la proposition 3.2.6 ci-dessous
sont les clefs de la preuve du TER sous sa forme algébrique (théoréme 3.2.1). C’est
la proposition 3.2.4 qui utilise la forme analytique du TER.

Soit f : X — P! — P un revétement galoisien fini avec P C P! une par-
tie finie. On pose f : X — P! le prolongement de f. On a defini la classe de
conjugaison C, de Gy = Aut(f) associée a p lorsque p € P. On désigne cette
classe par C’;"p. On considere 'extension qui provient de f. On a une extension
du type E/C(x) ot I'élément x = f et £ = M(X) le corps des fonctions mé-
romorphes sur X. Pour tout p € P!, on a defini la classe de conjugaison C, de
Gal(E/C(z)) = Gal(M(X)/C(f)) associée & p. On désigne cette classe par Co%9.

Proposition 3.2.5. (1) Sip ¢ P alors C3" = {1}.
(2) Pour tout p € P, l'isomorphisme t : Aut(f) — Gal(MM(X)/C(f)) applique

top 5 (MNalg
C)Pa CpY.

DEMONSTRATION. (1) On a deux cas.
Cas 1: Soit p € P! — P et x € f~1({p}). Il existe une carte (V,p) de X
contenant z. Si p # oo, on peut choisir V' de telle sorte que oo ¢ p(V) et

@ = fyv,sip=o00,on prend ¢ = f/%

Chaque g € 9(X) a un developpement en série de Laurent autour de z de
la forme g = 32\ a;(p — ¢(z))*. L’application v : M(X) — C((¢)),g —
S v @;t" est un morphisme de corps qui est donc injectif donc M (X) peut-
étre vu comme un sous-corps de C((¢)). Déterminons v(f), si p # oo, on a
f=9=0(@)+(p—p@)=p+(p— @) donc v(f) =p+t.
Sip=o0, f= i = @—;(z) (p(z) = ﬁ = L =0) donc v(f) =t7'. Ainsi
v M(X) — C((t)) est le prolongement de v, : C(f) — C(t) (z = f).
L’indice de ramification de 9(X)/C(f) en p est donc 1 et C419 = {1}.

Cas 2 : Soit p € P, soit m € f~'({p}) (un point idéal). Soit (C,,, xm) une
carte centré en m. On a C,, = CU{m} ou C est une composante circulaire
au dessus de p. D’autre part : x%, = s, 0 f sur C,,. Chaque g € M(X) a
une serie de Laurent de la forme g = 3222 v a;(Xon — Xm(m))" = 25 aiXC,
car xm(m) = 0. L’application v : M(X) — C((t<)),g — X2y aite est
un morphisme de corps. Calculons v(f) si p # oo, on a x&, = s, o f donc
f=soxtm=p+xs et o(f) =p+te =p+t.

1
X5

Sip=oo,ona f= donc v(f) =t~! donc v prolonge v,.
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(2) Soit w le générateur distingué de G(C((¢¢))/C((t))), on sait que : w(XX y a;te) =
Y v (a;¢)te par définition de v owowv € Co'9. Par définition he € CLP
générateur distingué du stabilisateur de C' dans Gy = Aut(f). On a :
t(h¢) =v ' owow. En effet he fixe C et induit le générateur distingué du
revétement fo = s, o f. Comme x¢, = fc alors Y, o ha' = (X
Soit g € M(X), onat(he)(g) = goha' = Ly ai(xmohe')' = T2y ai(Cexm)’ =
S n(aiC)x;, = (v owow)(g) dott t(he) = v owow par suite C;% est
appliqué a C’gl-" .

U

3.2.3. Théoréme d’existence de Riemann (algébrique).

Il nous reste un ingrédient pour avoir la forme algébrique du TER, c’est le
fait de pouvoir voir toute extension galoisienne finie £/C(z) comme corps de
fonctions d’une surface de Riemann compacte.

Soit F/C(x) une extension galoisienne finie. Soit F(z,y) € Clz,y] un po-
lynéme irréductible en y a coéfficients dans C(z) tel que E soit sont corps de
décomposition dans C(z). Posons n = deg, F'. On sait qu'il existe un nombre fini
de complexes p tel que le polyndéme F(p,y) € Cly] n’ait pas de racines distinctes.
posons P 'ensemble de ces complexes en plus de oo.

Posons X' = {(a,y1,...,yn) € C""ja € P! — P et F(a,y1) = ... = F(a,y,) =
0 et les y; sont deux a deux distincts }. En fait les y; sont les racines du polynéme
séparable F(a,y). X' est muni de la toplogie naturelle induite par celle de C" .
Proposition 3.2.6. L’application f' : X' — P' — P, (a,y1,...,yn) = a est un

revétement. Le groupe symétrique S,, opére comme groupe d’automorphismes de

fhosuryr, ..., yn.

DEMONSTRATION. Pour chaque ag € P! — P il existe des fonctions holomorphes
Uy, ..., ¥, definies sur un voisinage U de ag tel que ¥y(a),..., ¥,(a) sont exac-
tement les racines de F(a,y) € Cly|, pour tout a € U Pour ¢ € S, posons
Vo = {(a,Y0)(a), ... ¥smy(a)),a € Ut on a: (f)"1(U) = Uses, Vo (la réunion
est disjointe). L’application U — V,a — (a, Voy(a), ..., Yom(a)) est I'inverse
de f|lv(, : V, — U. Les fonctions idy, ¥y, ..., ¥, étant continues alors f|lvf, (qui
est une projection)et son inverse sont continues et se sont des homéomorphismes.
On suppose U compacte et connexe par arcs donc les V,, sont aussi compactes et
connexes par arcs. Le complémentaire de chaque V, dans (f’)~*(U) est la réunion
des autres V,, (qui sont fermés) donc V, est un ouvert de (f')~}(U). Les V,, sont
donc les composantes connexes de (f')~!(U). Si D est un disque ouvert contenu

dans U alors D est admissible pour [’ et f’ est un revétement.
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Soit 0 € Sy, (foo)(u,v1,...,0n)) = f(U,V51), -, Vo)) = w = flu,v1,...,0p)
donc foo = f. Tout o : X’ — X’ est une bijection . Soit D = D((a, y1,...Yn),T)
et (b,yi,...,y,) € D,on a o(D) = D(c(a,yi,...Yn),T)

car |o(a,y1, ., Yn) — (b, ¥4 syl )| = |(a, Y15 s yn) — (b, 4], ..., 4)))|. Donce 'image
d’un disque par ¢ est un disque et par suite o est ouverte et est donc continue

car 0'71

est aussi ouverte. Ainsi chaque o € S, est un automorphisme de X' .
L’action de S, s’étend transitivement sur chaque fibre alors Aut(f’) = S,,.

g

Proposition 3.2.7. Soit X une composante connexe par arcs de X'. La restric-

tion de f' a X est un revétement galoisien fini f.

DEMONSTRATION. Comme X est une composante connexe par arcs alors d’apres
la proposition 2.2.7, f = f"X est un revétement. Soit b € P! — P et 2,y €
F7H{b}), x € Aut(f’) avec x(z) = y (ce qui est toujours possible car 'action de
Sy, est transitive). Comme x est un homéomorphisme et X est une composante
connexe alors y(X) = X (puisque x(z) =y € X), on a le méme résultat pour
x ' car x '(y) = z donc x1(X) = X. Donc xx € Aut(f) et Aut(f) agit
transitivement sur chaque fibre. De plus |f~1({0})] < n! = deg(f’) donc f est un
revétement galoisien fini.

U
Proposition 3.2.8. MM(X) est algébriquement fermé dans M(X).
DEMONSTRATION. Voir [1, lemme 5.5] O

Proposition 3.2.9. Pourtouti € {1,...,n} les fonctions g; : X — C, (a,y1, ..., Yn) —
y; se prolonge en des fonctions méromorphes g; : X — C telles que F(f,g;) = 0.

DEMONSTRATION. Les (V;, fii,) forment un systéme de cartes de X. Dans ce

systeme g; est représentée par V.. Donc g; est une fonction méromorphe sur
X. Soit = (a,y1,...,yn) € X, on a F(a,y;) = 0. Donc F(f(z),g;(x)) = 0 pour
tout x € X d’ott F(f(x),g:(z)) = 0 pour tout z € X, g; est donc une racine d’un
polynome & coéfficient dans 9(X) qui est algébriquement fermé dans (X ) donc
gi € M(X).

U

Proposition 3.2.10. Les fonctions gy, ..., g, engendrent 9M(X) sur C(f).

DEMONSTRATION. D’apreés la proposition 3.2.4, tout élément de G(9(X)/C(f))

est de la forme t, avec x € Gy. Supposons t,(g;) = g¢; alors pour tout = €
X, gi(x) = g:(x"'(2)) de plus f(x) = f(x'(z)) car x € Aut(f), on a (x =
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(a,y1,...yn) et x 1 (z) = (d', 9}, ..., 4)) ce qui précede implique a = @', y; = ¥, ou
encore v = X '(x) donc x = idx d’ou le corps C(f)(g1, ..., gn) = M(X). O

Proposition 3.2.11. Soit E/C(x) une extension galoisienne finie. Alors il existe
une partie finie P C P! un revétement galoisien fini f : X — P — P et un iso-

morphisme C - linéaire entre E et MM(X) qui envoie x sur f.

DEMONSTRATION. Nous avons dans la proposition 3.2.7 construit un revétement
f: X — P! — P et dans la proposition 3.2.10 on a vu que le corps des fonctions
méromorphes M(X) de X a pour générateurs les fonctions gy, ..., g, sur C(f)
posons a; (), ..., a, () les racines de F'(z,y) € Clx,y] (ou F est le polynéme dont
E/C(z) est le corps de décomposition), on définit s : E/C(z) — 9M(X)/C(f) par
s(z) = f,s(a;) = g; . Ona E = C(x,a1(), ..., (), M(X) = C(f, g1, ..., gn) €t

s est un isomorphisme C -linéaire. 0

On a vu qu’a chaque extension galoisienne E/C(z) il existe un type de ramifi-
cation. Peut-on trouver une extension F/C(z) associée a tout type de ramification
T =[G, P,(Cpy)pep]? La forme algébrique du théoreme d’existence de Riemann
donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’'un type de ramification soit

le type de ramification d’'une extension galoisienne finie.

Théoréme 3.2.1 (T.E.R. forme algébrique). Soit T = [G, P, (C})pep| un type
de ramification. Soit r = |P| posons pi,...p. les éléments de P. Il existe une
extension galoisienne finie de C(x) de type T si et seulement si il existe des

générateurs g, ..., gn de G avec gi....g, = 1 et g; € C,, pour tout i € {1,...,r}.

DEMONSTRATION. (=) On suppose que l'on a un type T =[G, P, (C})pep] qui
est le type de ramification d’une extension E/C(x). On sait qu'il existe d’apres la
proposition 3.2.6 un revétement f : X — P! — P et un morphisme C-linéaire de
E vers M(X). Par la proposition 3.2.5 les points de ramification de F/C(z) sont
ceux pour lesquelles C’;"p # 1. D’apres le théoreme 2.2.1, il existe des générateurs
hi,...,h, avec hy.....h, = 1 et h; € C;fp pour tout 7. Les images de ces générateurs
sous l'isomorphisme ¢ : Gy — G(OM(X)/C(f)),x — t, = t(x) de la proposition
3.2.4 nous donne les générateurs recherchés.

(<) On suppose que l'on a un type de ramification T = [G, P, (C),)pep) qui
satisfait aux conditions du théoreme. D’apres la forme topologique du théoréme

d’existence de Riemann (théoréme 2.2.1), il existe un revétement f : X — P! —
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P de type T = [G,P,(C,)pep|. Par les propositions 3.2.4 et 3.2.5, I'extension
M(X)/C(f) a le méme type. O

3.3. PROBLEME INVERSE DE GALOIS SUR C(x).

3.3.1. Réalisation des groupes finis comme groupes de Galois sur

C(x).

Nous allons a 'aide de la forme algébrique du théoreme d’existence de Rie-
mann montrer que le probleme inverse de Galois a une réponse positive pour le
corps k = C(z).

Soit G un groupe fini, gy, ..., g, des générateurs de G, posons g, 11 = (g1...g,) "
on a gi...gr-gry1 = 1. Soit pi,...,pr41 des éléments distincts de C et C), la
classe de conjugaison de g;. Le type de ramification 7T = [G, P, (C,)pep| ol

P = {pi1,...,prs1}, vérifié la condition du théoreme. Il existe donc une exten-
sion E/C(z) de type T =[G, P, (C})pep|. Donc G est groupe de Galois sur C(x).

Remarque 3.3.1 (Nombre minimal de points de branchement). Si le nombre r
de points de ramification est < 2 alors l'extension E/C(x) est triviale. En effet
le cas r = 0 implique qu’il n’y a pas de point de branchement le groupe a donc
0 générateurs, ce qui correspond au groupe trivial. Le cas r = 1 correspond d
un générateur égal a l’élément neutre du groupe ce qui donne encore le groupe
trivial. Dans le cas ot le nombre de points de ramification est r = 2 on a deux
générateurs g1, go € G avec g1.g2 = 1, ce qui donne g5 = g;* donc le groupe est
cyclique.

Pour donc espérer atteindre tous les groupes le premier cas le plus intéressant est

celui ou r = 3.

3.3.2. Types de ramification et revétements galoisiens finis.

A la fin du chapitre 1, nous avons donné quatre exemples de types de rami-
fication. Les deux premiers ont été vite vu comme les types de ramification de
certaines extensions et les deux derniers n’étaient liés a aucune extension galoi-

sienne finie.

(1) Dans les deux premiers cas les classes de conjugaison sont des singletons,
on voit que le produit des éléments de ces classes donne 1 (dans le deuxiéme
exemple (4.C3.¢4.¢; = 1) et de plus ces classes engendrent les groupes de

Galois considérés.
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(2) Pour le cas 3, considérons o7 = (n—1,n),09 = (1..n—1),03 = (n—1,n,n—
2,..2,1) on a 01.09.03 = 1 et < 01,09,03 >= S, ceci est une conséquence
immédiate de proposition B.0.10 de I'appendice B. Par le théoreme 3.2.1,
le type de ramification [S,,{0,5, —1},(C™=Y C® CM)] est celui d’une
extension galoisienne finie de C(x).

(3) Dans le quatrieme exemple on a : i € C,j € Cy,—k € Cy et i.j.(—k) =1
de plus Qs =< i, j, —k >, par le théoreme 3.2.1, il existe donc une extension
galoisienne finie de C(z) dont le type est [Qs, {0, 1,2}, {C1, Cs, C5}].






Chapitre 4

CRITERE DE RIGIDITE RATIONNELLE.

On sait déja grace au T.E.R (Théoreme 3.2.1), si un type de ramification est
le type de ramification d'une extension galoisienne finie de C(z). Comme consé-
quence de ce théoréme on sait que tout groupe fini est groupe de Galois sur C(x).
On aimerait partant d’une extension galoisienne finie de C(z) ayant pour groupe
G obtenir une extension galoisienne de Q(z) ayant le méme groupe, ce qui par le
théoreme d’irréductibilité de Hilbert nous donnerait une extension galoisienne de
Q ayant G comme groupe de Galois. C’est la «descente» de C a Q.

On élargit un peu le probleme. Etant donnée une extension galoisienne finie
E/Ek(x) ou k est un corps algébriquement clos (de caractéristique 0) et k C k
un sous-corps, peut-on toujours «descendre» vers (x)? (La notion de descente
est précisée dans la section 4.1, ott on parle de corps de définition.) On procede en
trois étapes. Dans la premiere, on montre que l'on peut toujours descendre vers
une extension finiment engendrée k(ty, ..., ts) de k. C’est 'objet de la proposition
4.1.2 (1). Dans cette proposition les 1, ..., ts ne sont pas forcément algébriquement
indépendants. En d’autres termes l'extension k(ty,...,ts)/k n’est pas forcément
transcendante pure. La deuxiéme étape permet de résoudre le probléeme avec des
conditions tres particulieres le type de ramification de E/k(x) doit-étre rigide et
k-rationnel et surtout k£ = &, c’est la proposition 4.2.1. A la dernieére étape on
revient au cas ou k = C. On montre que 'on peut descendre vers une extension
transcendante pure k(ty,...,ts) de k lorsque le type de ramification est rigide et
k-rationnel c’est le théoreme 4.2.2. L’avantage est qu'une extension transcendante
pure est isomorphe a un corps de fractions, ce qui permet d’utiliser le théoreme
d’irréductibilité de Hilbert. Notre principal résultat, le théoréme 4.3.1 a I'avan-
tage de travailler sur les classes de conjugaison sans s’intéresser aux points de

ramification. Ce qui devient un probleme de théorie des groupes.
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Toutes les clotures algébriques des sous corps de C dans ce chapitre sont les

fermetures algébriques dans C de ces corps.

4.1. DESCENTE.

4.1.1. Corps de définition.

Soit k un sous-corps de C, xk un sous-corps de k.
Définition 4.1.1. On dit qu’une extension galoisienne finie E/k(z) est définie

sur k s’il existe un sous-corps B, C E tel que :
(1) E./k(x) est une extension galoisienne,
(2) [Ex - w(2)] = [E: k(2)],
(3) ExNE = k.
Remarque 4.1.1. Une extension E/k est dite réguliére si ENk = k. La troisiéme
condition signifie que E, est une extension réguliere de k.
Exemple 4.1.1. L’extension E = C(z)(\/z) est définie sur Q, il suffit de prendre
Eg = Q(va).
Proposition 4.1.1. On suppose E/k est définie sur k.
(1) Soit 0 un élément primitif de E./k(x) c’est-a-dire E,, = k(x)(0). On a
E =k(x)(0). De plus E est défini sur tout corps k' entre k et k, et on peut
prendre B = r/'(x)(6).

(2) Le groupe G = Gal(E/k(x)) est isomorphe au groupe Gal(E,/k(x)) via

Uapplication de restriction a E.. Donc G se réalise régulierement sur k.
(8) Les points de ramification de E distinct de l'infini sont algébriques sur k.

(4) Supposons que G a un centre trivial ou k est algébriquement clos. Alors
E.. est unique, c’est-a-dire qu’il existe une unique extension FE,. qui est

galoisienne sur k(x) de degré n = [E : k(x)] et réguliére sur k.

(5) Si kK est algébriquement fermé alors les extensions E/k(x) et E./k(z) ont

meéme type de ramification.

DEMONSTRATION. (1) L’élément 6 est une racine d’un polynéme F'(y) € x(x)[y].
Ce polynoéme reste irréductible sur /(z)[y] a cause de la régularité de E,
sur k. Ceci est vrai pour tout corps k' tel que kK C k' C k. L’extension
E. est galoisienne sur £'(x), car elle contient toutes les racines de F(y) et
est de degré n = [F : k(z)] = [E, : k(x)], de plus elle est réguliere sur x’
(voir [1, lemme 1.1 ]). Ainsi E est définie £’. Le corps k(z)[f] est donc une

extension de degré n de k(x) contenue dans E d’ou E = k(z)[0].
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(2) Le groupe de Galois G = Gal(E/k(z)) permute les racines du polynéme
F(y) dans E. Ces racines engendrent E, sur k, ainsi G laisse invariant F,.
La restriction G — Gal(E,/k(z)) induit un monomorphisme de groupe :
en effet si g € G fixe E, point par point (ou encore gz, = idg,, on a
g(0) = 0 et par suite g = idg. Comme les deux groupes ont le méme ordre

alors c¢’est un isomorphisme.

(3) On suppose sans nuire a la généralité que le polynome F(y) est unitaire
et a coéfficients dans k[z]. Son discriminant D(x) € k[x] — {0}. Les points
de ramification de E distincts de I'infini sont les racines de D(z). Ils sont

donc dans ®.

(4) Soit E? un autre sous-corps de E ayant la méme propriété. Posons K le
corps composé de E? et de E,. K est une extension galoisienne de x(z).
Si k' est la cloture algébrique de k dans K, alors ' et par suite £'(x) est
invariant par Gal(K/k(z)). Ceci implique que Gal(K/k'(x)) est un sous
groupe distingué de Gal(K/k(x)) et donc que £'(x)/k(z) est une extension
galoisienne. Si 6y est un elément primitif de K/£’(x) son polyndéme minimal
reste irréductible sur k(x) donc son degré est plus petit ou égal a n. Donc
[K : k/(z)] < n. D’autre part K contient 6 ainsi [K : £'(x)] > [r'(x)[0] :
K'(z)] = n par (1). Par suite K = «/(z)(6). Si donc & est algébriquement
clos alors K = k(z)(0) = E,.

Supposons que G a un centre trivial. Le corps K = «/(z)(f) est engendré
par #'(z) et E,. D’autre part '(z) N & = k. De méme pour E? & la place

de FE,. Par la correspondance de Galois on a
Gal(K/k(z)) = Gal(K/E,)Gal(K /K (z)) = Gal(K/E?)Gal(K /K (z)).

On a Gal(K/kr'(x)) = Gal(K/k(x)) par (1) et (2) donc Gal(K/k'(x)) a
un centre trivial. Par suite Gal(K/E,) = Gal(K/E?) le centralisateur de
Gal(K/r'(z)) dans Gal(K/k(x)). Dot E, = EY.

(5) Soit # comme dans (1). Soit p € kU {oo} et v : E — A un prolongement
de v, : k(z) — k(t) dans une extension galoisienne finie de k((t)). Posons
0 = v(0). Alors v(k(x)) = k(t), dou v(E,) = k(t)(0'). La restriction de
v induit un plongement v de E, dans A, = k((¢))(#'). La restriction du
générateur distingué de Gal(A/k((t))) a A, est le générateur distingué de
Gal(A./k((t)). Par suite ¢ € G = Gal(E,/k(z)) est la restriction de
gy € G. Le morphisme de restriction G — G applique la classe Cp, de G
associée a p a la classe @vp de G associée A p, pour tout p € x U {o0}.

Comme les points de ramification de E/k(z) (et de E./k(zx)) sont dans
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kU {oo} par (3), on voit en particulier que F/k(x) a les mémes points de
ramification que E,/k(z).
U

Proposition 4.1.2. (1) Toute extension E/k(x) est définie sur une extension

finiment engendré de k.

(2) Si Ey est une extension galoisienne finie de rk(x), réguliére sur k. Alors
il existe une extension galoisienne E/k(z), définie sur k avec E,, k(x)-

isomorphe a Ey.

DEMONSTRATION. (1) Soit # un élément primitif de E/k(z) et F(y) € k(x)[y]
son polyndéme minimal. Chaque racine de F(y) peut s’écrire §; = f;(0)
avec f; € k(z)[y|. Les coéfficients de F' et f; sont éléments de k(x). Ils
appartiennent donc a une extension galoisienne finiment engendré ' de k.
Le corps E. = K/(z)(0) est une extension galoisienne «/(z) car il contient
tous les 8;. Il vérifie les conditions de la définition 4.1.1. Donc E est définie

sur K'.

(2) On peut choisir Ey sous la forme Ey = k(z)[y]/(F) avec F(y) € r(z)[y] un
polynoéme irréductible. Alors E = k(x)[y]/(F') est une extension galoisienne
finie de k(z) telle que E, = Ey.

U

Ainsi pour tout corps k la descente de C vers une certaine extension de type
fini k1 = K(t1,...,ts) (qui n'est pas forcément une extension transcendante pure)
est assurée par la proposition ci-dessus. En particulier lorsque £k = C et kK = Q.
Toute extension E/C(z) est définie sur un k1 = Q(ty, ..., t5) ou ty, ..., ts sont des
complexes convenablement choisit.

Soit k& un sous corps de C et o € Aut(k). a peut étre vu comme un automor-
phisme de k(x) qui fixe I'indéterminée x.

Définition 4.1.2. Un a-isomorphisme est un isomorphisme de corps A : E — E’
tel que Ay = o (E et E' sont deuz extensions galoisiennes finies de k(x)).

En particulier un k(z)-isomorphisme est un a-isomorphisme avec a = id. On

note A* I'isomorphisme induit par A sur les groupes Gal(E/k(x)) et Gal(E'/k(x)).

Proposition 4.1.3. Soit E/k(x) une extension galoisienne finie. Pour chaque
a € Aut(k), il existe un a-isomorphisme A de E vers une extension galoisienne
finie E' de k(x). Si E est définie sur un sous-corps k de k et «), = id, on peut
prendre E = E' et \* = id.
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DEMONSTRATION. On peut étendre a en un automorphisme [, de k(x)[y] qui
fixe z et y par [,(f) = f* ou f* est le polynome obtenu en appliquant « aux
coéfficients de f . On peut écrire E = k(x)[y]/(F) avec F(y) € k(x)[y]. Posons
E' = k(z)ly]/(F*). |, induit un isomorphisme d’anneaux A : E — FE’. Ainsi
E'/k(x) est une extension galoisienne finie et A est un a-isomorphisme.
Si E est définie sur k, on peut choisir E, = x(x)[f] donc E = k(z)[f] d’apres la
propriété 4.1.1.(Ou le polynéme minimal F' de 6 est un élément de x(z)[y]). Si de
plus o = id alors F'“ = F et B = E' et \g, = idg, car lo|ua)y = idjx@)y d’ou
A*(f) = 0 et par suite \* = id.

O

La proposition ci-dessous est notre principal critere de descente.
Proposition 4.1.4. Soit k un sous corps de C et k = ®. Soit E/k(x) une ez-
tension galoisienne finie dont le groupe de Galois G = Gal(E/k(z)) a un centre
trivial. Alors E est définie sur k si et seulement si pour chaque o € Gal(R/k), il

existe un a-automorphisme \ de E avec \* = id.

DEMONSTRATION. La condition est nécessaire par la proposition 4.1.3. On sait
que E est définie sur une extension finiment engendré x; de k. Comme k1 C k =&
alors on peut prendre x; a étre une extension galoisienne finie de . Posons
E,=FE,,.

E,/k(x) est une extension galoisienne finie.

Soit a; € Gal(k1/k), on peut le prolonger en un a € Gal(k/k). Par hypo-
these, il existe un a-automorphisme A de E tel que \* = id. Comme G a un centre
trivial, d’apres la proposition 4.1.1 (4), E; est unique et donc A\(E;) = E;. Posons
M = ANg,, M1 € Aut(Eq/k(z)) est un prolongement de oy € Gal(kq(z)/k(z)) =
Gal(k1/k) (par la remarque ci-dessous). Ceci est vrai pour tout a; € Gal(k1/k),

par suite F/k(z) car Ey/k1(x) est une extension galoisienne finie.

Posons H = Gal(E,/k(z)), G1 = Gal(Ey/k1(x)), C le entralisateur de G,
dans H et f: H — Gal(ki(z)/k(x)) la restriction.

H = G,.C (produit direct).
Pour tout g € G, A*(g) = g (car \* = id), donc A\g = g\. Par restriction & Fy, on

a A\1g1 = g1\ pour tout g; € Gy. Donc A\; € G. Comme chaque oy € Gal(ky/k)
se prolonge en un A; alors fio est surjective. Or Gal(ki(z)/k(x)) = H/Gy ceci
implique que H = G;.C. D’autre part Gy N C C Z(Gy) et G; = G par la
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proposition 4.1.1 (2) et Z(G) = {1} donc G; N C = {1} et par suite le produit
H = G,.C est direct.

Posons E, = EY, comme C' est un sous groupe normal de H alors E, /k(z) est
une extension galoisienne de groupe de Galois H/C = G,. D'ou [E, : k(z)] =
|G1| = |G| = [E : k(z)]. D’autre part E, N ki(x) = k(z), en effet E, N ki(x) =
ECNES = E9+C = BH — k(z). Comme E; est régulier sur x, et E, C E; alors

E,. est régulier k. Par suite E, est définie sur k. O

Y

Remarque 4.1.2. Soit k'/k une extension galoisienne alors G = Gal(k'/k) =
Gal(K'(z)/k(x)). Cecivient du fait que l'action naturelle de G sur k'(x) (en fizant

x) a pour corps fize k(x).

4.1.2. Type de ramification x-rationnel.

Définition 4.1.3. Soit T =[G, P, (C,)pep| un type de ramification, n = |G|. T

est dit k- rationnel si :
(1) P C ®U{oo},

(2) pour chaque p € P et pour chaque o € Gal(K/k), on a a(p) € P et
Ca) = CI ot m est un entier tel que a~'(¢,) = (" (G est une racine
primitive n-iéme de ['unité.).

Une classe de conjugaison C' de G est dite rationnelle si C"™ = C' pour tout

entier m premier avec l'ordre de GG. En d’autres termes pour tout g € C, g™ € C

lorsque le pged de m et |G| est 1.

Remarque 4.1.3. Comme cas particulier de notre définition un type de ramifi-
cation T =[G, P, (Cy)pep] est k-rationnel si P C kU {oo} et chaque classe C,

est rationnelle.

La proposition ci-dessous donne la relation qu’il y a entre les deux notions

«corps de définition» et « k-rationnalité ».

Proposition 4.1.5. Si E/k(z) est définie sur k alors son type de ramification

est k - rationnel.

DEMONSTRATION. On suppose que E/k(z) est définie sur s et posons T =
|G, P, (Cp)pep] son type de ramification. D’apres la proposition 4.1.1 (3) P C &.
Soit o € Gal(R/k), on sait d’apres la proposition 4.1.3 que « se prolonge en
un automorphisme A : £ — FE tel que \* = id. D’apres la proposition 1.3.1,
Cop) = A (C}) = ). Ainsi Cy(p) est une classe non triviale et a(p) € P. O
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, S, ST, 81, 81}

Exemple 4.1.2. Considérons le groupe diédral Dg = {1,r, 7% r
et ses 5 classes de conjugaison qui sont : Cy = {1},Cy = {r,r®},Cy = {r?},C3 =
{s,sr?},Cy = {sr,s1r3}.

Un entier m est premier avec l’ordre de Dg si et seulement si m est impair. On
peut donc écrire m = 2t + 1.

On a 1™ = 1,(r?)?*! = rr2 = 12 donc les classes Cy = {1},Cy = {r*} sont

rationnelles.

r st t est air
D’autre part, r**1 = (r?)lr = { b

r® si t est impair

et (132 = oty _ rs sz: t est .pair'
r st t est impair
Donc C est rationnelle.
De plus les éléments de Cy et Cy étant d’ordre 2, leurs classes sont aussi ration-
nelles. Donc toutes les classes de conjugaison de Dg sont rationnelles. Ainsi les

typ€ de mmiﬁcation [D87 {17 _17 _3}7 (CQa 037 03)] et [D87 {17/27 _17 _4}7 (027 047 04)]
sont R-rationnels.

Exemple 4.1.3. Dans S, les classes de conjugaison sont toutes rationnelles.
Soit o € S,,, et m un entier premier avec n!.

Supposons tout d’abord que ¢ est un [-cycle. On peut écrire m = lq + r avec
0 <r <!l (carm est premier avec [), 0™ = ¢" et comme 0 < r < [ alors o” est
encore un [-cycle. Les classes des cycles sont rationnelles.

Supposons maintenant que o = oy....0; ou o; est un cycle de longueur n;, la dé-
composition de o en produit de cycles disjoints. On a ¢™ = o7"....07". Comme m
est premier avec chaque n; alors 0" est un cycle de longueur n;. Donc o™ et o

sont dans la méme classe de conjugaison.

Proposition 4.1.6. Soit T' = [G, P, (Cy)pep) et T" = [G', P',(C})gep] avec P =
{p1, o}, P ={q1, ..., q:} deux types de ramification k-rationnelles et PN P’ =
(0. Alors le produit T x T" est k-rationnel.

DEMONSTRATION. On a PUP" C KU{oo} car P, P’ C KU{oo} par k-rationnalité.
Soit a € G(R/k), on a a(p) € P U P" pour tout p € P U P’ car les types T et
T' sont s-rationnels. Si m vérifie a='((,) = ¢ alors Cypy x {1} = C)F x {1} =
(Cp x {1})™ de méme pour {1} x Copy = {1} x CF' = ({1} x C,)™ donc T x 1"

est k rationnel. O
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4.2. RIGIDITE FAIBLE ET RIGIDITE.

4.2.1. Extensions Galoisiennes finies de C(z) ayant un type de ra-

mification donné.

4.2.1.1. Extensions ne se ramifiant pas en dehors d’un ensemble donné et

ayant un groupe fixé.

On commence par s’intéresser aux extensions galoisiennes ayant un groupe
fixé G et ne se ramifiant pas en dehors d'un ensemble fini P C P!. On ne réquiert
pas qu’elles aient forcément le méme type de ramification. Le théoreme ci-dessus
en donne une description complete.

Proposition 4.2.1. Soit G un groupe fini et P C P! une partie finie, ¢ € P! — P.

Il y a une correspondance bijective entre :

(1) Les classes de C(z)-isomorphisme entre extensions galoisiennes E/C(x)
ayant un groupe de Galois isomorphe a un groupe G et des points de ra-

mifications contenues dans P.

(2) Les classes d’équivalences de revétements galoisiens f : X — P — P ayant

un groupe de transformations de deck isomorphes a G.

(3) Les sous-groupes normaux du groupe fondamental w1 (P! — P,q) ayant un

quotient isomorphe a G.

De plus les objets correspondants en (1) et (2) ont méme type de ramification.

DEMONSTRATION. Voir [1,th. 5.14]. La correspondance entre (1) et (2) est don-
née en associant a chaque revétement f les extensions galoisiennes £ /C(z) pour
lesquelles il existe un isomorphisme C-linéaire entre 9MM(X) et E/C(x) qui ap-
plique = sur f. La correspondance entre (2) et (3) est donnée en associant a f

le noyau de la surjection ®, : m (P' — P q) — Aut(fs) pour n'importe quel

z e [ ({a}). O

La derniere catégorie d’objets va nous permettre de calculer le nombre 6 de
classes d’extensions galoisiennes C(x)-isomorphes qui ont un groupe fixé G et qui

ne se ramifient pas en dehors de P.

On sait qu'un sous-groupe normal de (P! — P, ¢) dont le quotient est G
correspond au noyau d’un morphisme surjectif ¢ : m (P! — P,q) — G. Posons
n = |P| — 1. Le groupe 7 (P! — P, q) est engendré par les classes de chemins
Y1, .-, Yn Par une légere modification de la proposition 2.1.9. Il y a donc une bi-

jection entre les morphismes surjectifs ¢ : m (P! — P,q¢) — G et les systémes
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générateurs (g, ...,g,) de G de longueur n, cette correspondance est donnée
par g; = ¢(7;). Deux tels morphismes ¢, ¢’ ont le méme noyau si et seule-
ment si il existe un automorphisme a € Aut(G) tel que ¢’ = ap. Pour les

systémes générateurs correspondants (gy, ..., gn) et (g1, ..., g,) de G ceci implique

que (g1, g5) = (g1, .., gn)®. Ainsi

0 = Nombre de Aut(G)-orbites sur les systémes générateurs de longueur n.

4.2.1.2. Exemples d’extensions non isomorphes ayant méme type de ramifica-

tion.

Considérons le groupe diédral Dy = {1,7,72,73 1% s, sr,sr% sr3 srt}. On a

les relations r's = sr~,r® = 52 = 1 pour tout i« € N . Dy a 4 classes de conju-

gaison Cy = {1},C) = {r,r*},Cy = {r?, 13}, C3 = {s, sr%, sr3, sr, sr}.

Le T.E.R. nous permet de constater que le type de ramification
[D10,{—1,0,1,2,5}, (Cy, Cy, C5,C3,C3)] est le type de ramification d’une exten-

sion galoisienne finie de C(x).

Par le paragraphe précédent, on sait que le nombre de classes d’extensions
galoisiennes C(x)-isomorphes correspond aux nombre de Aut(G)-orbites sur les
systémes générateurs de longueurs 4. Les systeémes (1,72, s, s7?) € C; x Cy x C3 ¥
Cs, (r,73, 571, 5) € O x Oy x C3x Cy sont des systémes générateurs de longeurs 4 de

3

Dy, et il n’existe pas d’automorphismes « tel que (7,72, s, sr%)® = (r,r3, sr1, s).

En effet si tel était le cas on aurait a(r) = r, a(r?) = r3 a(s) = srt, a(sr?) = s
égalités qui ne sont pas compatibles avec le fait que « est un morphisme de
groupes. Ainsi les deux 4-uplets (r, 7%, s, sr?), (1,73, sr*, s) définissent deux exten-
sions non isomorphes de C(z) qui ont un méme type de ramification a savoir

[Dl()y {_17 07 1a 27 5}7 (Cla 027 037 CSa 03)]

4.2.2. Rigidité faible et Rigidité.
4.2.2.1. Définitions et exemples.

D’apres 'exemple qui précede, un type de ramification ne définit pas forcément
une unique extension galoisienne de C(x). Mais les Aut(G)-orbites sur les systémes
de générateurs de longueur n = |P| — 1 définissent de facon unique les extensions
galoisiennes qui sont non ramifiées en dehors de P. Ceci motive la définition

suivante :
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Définition 4.2.1. Soit (C4, ..., C.) un uplet de classes de conjugaison d’un groupe
fini G. On dit que (C4, ..., C,) est faiblement rigide si :

(1) Il existe des générateurs gy, ..., g, de G avec gi....g, = 1,g; € C; pour tout

1=1,...,r.

(2) Sigy,...,g. est un autre systéme de générateurs de G ayant la méme pro-

priété, il existe un automorphisme v de G tel que v(g;) = ¢..
Définition 4.2.2. Un type T =[G, P, (C,),ep| est faiblement rigide si les élé-
ments de P peuvent étre écris py,...,p. (r = |P|)tels que les classes C; = C,,
forment un uplet de classes de conjugaison faiblement rigides.

3 2 .3
, S, 8T, 81%, 817}

Exemple 4.2.1. Considérons le groupe diédral Dg = {1,r,r% r
avec les relations r's = sr=' r* = s = 1. Son centre est Z(Dg) = {1,r%}. 1

a 5 classes de conjugaisons qui sont : Cy = {1},Cy = {r,r*},Cy = {r?},C3 =
{s,sr?*},Cy = {sr,sr’}.

Les types de ramification [Dg, {i, —1, —i}, (Cq, C3, C3)] et [Dg, {i, —1, —i}, (Cy, Cy, Cy)]

sont faiblement rigides.

Proposition 4.2.2. Pour chaque type faiblement rigide, il existe une unique ex-

tension galoisienne finie (a C(x)-isomorphisme prés) de C(x) ayant ce type.

DEMONSTRATION. L’existence du type de ramification découle du théoréme d’exis-
tence de Riemann 3.2.1. Supposons que 'on a E; /C(x), E2/C(x) deux extensions
galoisiennes finies ayant un méme type de ramification faiblement rigide. On
peut supposer qu’il existe une extension galoisienne E/C(x) telle que E; C E
et By C E. Posons G = Gal(E/C(zx)), G; = Gal(E;/C(x)) et p; : G — G;
I'application de restriction (avec i € {1,2}). Pour p € P!, posons C,, Cygl),C’Z(,Q)
les classes de conjugaisons associées a G, Gy, Ga. On a p;(Cy) = C’I(f) par la prop
1.2.3. Posons py, ..., p, les points de ramifications de E. Par le théoreme d’exis-
tence de Riemann, il existe des générateurs g1, ..., g, de G avec ¢gy.....g, = 1 et
gi € Cp, pour i € {1,...,r}. Alors p;(g1),...,p;(g-) sont des générateurs de G;
avec les mémes propriétés que celles de ¢y, ..., g,. Comme E; et Fy ont le méme
type de ramification, par définition il existe un isomorphisme 6 : Gy — G qui
applique C{? sur C{! pour tout p. Alors 8(pa(g1)), -..,0(p2(gr)) ont les mémes
propriétés que p;(g1), ..., p;(gr). Par rigidité faible il existe un automorphisme f
de Gy tel que f(0(p2(g:))) = p1(g:). 6 = f o0 est un isomorphisme de Gy vers
G1 qui applique ps(g;) & p1(g;) et par suite 6 o py = p1. Ainsi p; et py ont méme
noyau N. On a EY = E; | en effet soit x € Fy et g € N |, g(x) = p1(g)(z) =

car g € N = ker(p;) dott x € EV. Ainsi E; C EV ils ont méme dimension
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car Gal(EN /C(x)) = G/N = G, alors E; et EY ont méme degré et par suite
EN = F,. On a de méme EN = E,. D’ou F; = F,. O

Les types faiblement rigides définissent donc de fagon unique leurs extensions

a isomorphisme pres.

Définition 4.2.3. Soit (C4, ..., C,.) un uplet de classes de conjugaison d’un groupe
fini G. On dit que (C4,...,C,.) est rigide si :

(1) 1l existe des générateurs g, ..., g, de G avec gi....g, = 1,g; € C; pour tout

1=1,..,7.

(2) Sigy,...,g. est un autre systéme de générateurs de G ayant la méme pro-

priété, il existe un unique g € G tel que g.g;.g™' = g..
Définition 4.2.4. Un type T =[G, P, (Cy)pep] est rigide si les éléments de P
pewvent étre écrits py,...,p, (r = |P|)tels que les classes C; = C,, forment un
uplet de classes de conjugaisons rigide.

Un type rigide est donc faiblement rigide, prendre comme ~ 'automorphisme
intérieur défini par ¢g. Ceci implique que la proposition ci-dessus reste vrai en
remplacant faiblement rigide par rigide.

Remarque 4.2.1. L’unicité dans la deuxiéme condition de la définition 4.2.3
est équivalente au fait que G a un centre trivial. (On ne peut donc avoir de type
rigide qu’avec les groupes a centres triviauz.)

(=) Supposons que G a un centre trivial et que 'on a h; # hy vérifiant
higihit = gl hagihst = g pour tout i = 1,...,7. Ceci donne hyg;h;' = hagihy*
ou encore (hy'hi1)g; = gi(hy'hy) pour tout i = 1,...,7. Comme les g; sont des
générateurs alors ceci reste vrai pour tout h € G donc hy'hy € Z(G) = {1} ce

qui est absurde.

(<) Supposons 'unicité vérifée dans la deuxiéme condition, soit h € Z(G),
on a hg;h™! = g; pour tout i = 1, ...,r . D’autre part on sait qu’il existe un unique

1

g € G tel que gg;g~* = g} pour tout i = 1, ...,r. Donc g(hg;h )g™! = ggig7 = ¢!

ou encore (gh)g;(gh)™! = ¢! par unicité de g on a gh = g donc h = g~'g = 1.

Remarque 4.2.2. Le fait d’avoir un centre trivial n’est pas suffisant pour qu’un

type soit rigide. (On peut considérer le cas de D).

Remarque 4.2.3. Soit (Cy,...,C.) un uplet rigide d’un groupe G. Tout auto-
morphisme v de G tel que v(C;) = C; (qui fize les classes du uplet) est un au-

tomorphisme intérieur. En effet supposons que l'on a un tel automorphisme, soit
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gi € C; avec gy....g, = 1, on a ¥(¢q1)...7(g-) = 1 et v(g;) € C; car v fize les
Ci. A cause de la rigidité il existe un unique g € G tel que v(g;) = ggig~* car
(Cy,...,C,) est rigide. Par suite 7y est un automorphisme intérieur car définit sur
un systeme de générateurs.

Exemple 4.2.2. Le type d’une extension abélienne fini est faiblement rigide mais
n’est pas rigide.

Le fait qu’il ne soit pas rigide vient de ce que Z(G) = G et la remarque
4.2.1. Montrons qu’il est faiblement rigide. Soit 7= [G, P, (C}),ep] le type d'une
extension abélienne. D’apres le théoreme d’existence de Riemann, il existe des
générateurs gy, ..., g, de G avec gy....g, = 1,¢9; € C; pour tout i = 1,...,r. Soit
g1, .-, g. un autre systeme de générateurs de G ayant la méme propriété, comme
G est abélien alors les classes de conjugaisons sont des singletons ce qui donne

g. € {g;} ou encore ¢; = g;, 'automorphisme recherché est I'identité.

Dans les lignes qui suivent, on se propose de montrer que le triplet (C»=1, C2) C®)
est rigide dans S,,. Pour cela on a besoin du lemme suivant :
Lemme 4.2.1. Soit C,Cy, C5 trois classes de conjugaisons d’un groupe G tel
qu’il existe des générateurs g1, ge, g3 de G avec g; € C; et g1.92.93 = 1.
Le triplet (Cy,Cy, C3) est rigide

si et seulement si

(1) G a un centre trivial.

(2) pour chaque gy € Co tel que (gigh)™' € Cs et < g1,95 >= G, il existe
h € G tel que hgth™ = g1 et hg'h™ = go.

DEMONSTRATION. (=) Comme le triplet est rigide alors G a un centre trivial.
Soit gy € Cy avec (g1g5) ™" € C3 posons g4 = (g1g5) 7" le triplet (g1, gy, g5) vérifie
les mémes conditions que le triplet (g1, g2, g3) donc il existe h € G tel que

hgih™' = g1
hgyh™" = gs

(<) Soit (g7, g5, g%) € Cy x Cy x Cy avec

9ig595 =1
< 91,9395 >=G

Comme ¢/ € C alors il existe gy € G tel que ¢ = gog1go -

" 1"

Ainsi gfgygd = 1 = g1(95'9590) = 95" (9%)  go. Posons g5 = g5 9590, on a
gé - CQ et (glgé)*l - 03.
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G =< g, g% >=< 95990, 90 9490, 90 >=< 1,90 490,90 >=< 1,9, g0 >.

D’autre part go € G =< ¢/, g4 > donc il existe a, ..., a9, 51, ..., B2 des entiers tel
" /" /" " 7

que go = (91)** (95)"..(g1)* (95)™ = 909" 90 ' (95) 9097290 ' (95)"* - g0y 90 * (95)™.
En composant par g; ' et en ajustant le dernier terme, on a
=1 _n 1 _n

1= g7"(g90 " 9590)" 952 (96 " 9590)72...05 (90 " 95 90) " g0 *
d'ott go = g (90" 9590) 972 (95 " 95.90)%..95* (95 95 90)".

Ce qui donne gy = g7 (g5)" ...g%" (g5)P d’ott gy €< g1, gy > par suite G =<
g1,95 >. Il existe donc h € G tel que hgih™' = g1 et hghbh™' = g». En posant
g=hgy' onagglg™ = g1,99597" = 92,9959™" = gs, I'unicité de g vient du fait

que GG a un centre trivial. O

On peut donc appliquer le lemme ci-dessus pour montrer que le triplet
(C=1 C®@ M) est rigide. On sait que S, a un centre trivial. En posant o =
(n—1,n),00=(1,...,n—1),03 = (n—1,n,n—2,..2,1) (comme dans 3.3.2). Soit
7 € C® tel que oo’ € C™ onat = (j,n) avec j € {1,...,n—1} (sinon oy7’ n’est
pas un n-cycle). 6" 17 (j) =n —1,0""'I(n) = n donc ¢ o™ ("1 = 7 et
0" 1ige~ (179 = g le h du lemme ci-dessus est 0"~/ donc (C~D, C®), CM)

est rigide dans .S,,.

On sait que si E/k(z) est definie sur k alors son type de ramification est k-

rationnel (proposition 4.1.5). Dans le cas rigide, on a 1’équivalence.

Théoréme 4.2.1. Soit k =& et soit E/k(x) une extension galoisienne finie. Si
le type de ramification de E/k(x) est rigide et k-rationnel alors E est définie sur

K.

DEMONSTRATION. Comme le type de ramification de F est rigide alors G =
Gal(E/k(x)) a un centre trivial. Soit a € Gal(%/k), il existe un a-isomorphisme
A: E — E' ou E'/k(x) est une extension galoisienne finie par la proposition
4.1.3. Posons G' = Gal(E'/k(x)), C, la classe de conjugaison de G associée a
p et C) la classe de conjugaison de G" associée a p. Par la proposition 1.3.1 et
le fait que le type de ramification est k-rationnel pour p,q avec ¢ = «a(p), on a
Ch = X (C) = X*(Cy) avec le m convenable. E' et £’ sont donc du méme type
via A* : G — G’ comme ce type est rigide alors E et E’ son k(x)-isomorphe (voir
[1, corollaire 3.4]). Soit donc i : E — E un k(x)-isomorphisme. Posons x = pA. x
est un automorphisme de E de plus pour tout a € k, y(a) = a(a) donc x est un
a-automorphisme de £. Comme p est un k(x)-isomorphisme alors p*(CY) = C,
donc x*(Cy) = p* (AN (Cy)) = pu*(C;) = Cy. Ainsi x* est un automorphisme de G
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qui fixe toutes les classes C,, par suite x* est un automorphisme intérieur d’apres
la remarque 4.2.3. Il existe donc g € G tel que x* = ¢*. Considérons ¢ = g 'y,

1 est un a-automorphisme et surtout ¢* = id. O

Définition 4.2.5. Un groupe G se réalise réqulicrement sur un corps k s’il
existe un entier m et une extension E/k(xq,...,x,) réguliére sur k telle que
Gal(E/k(xq,...,xm)) =G,

Une des caractéristiques des réalisations réguliéres est leur invariance par le
corps de base en d’autres termes : Si G se réalise régulierement sur k alors il se

réalise régulierement sur toute extension k; de k, Voir [1, cor. 1.15].

Théoreme 4.2.2. Soit T =[G, P, (C,)yep] un type de ramification rigide et k-
rationnel. 1l existe une unique extension galoisienne finie M /C(x) ayant ce type.
FElle est définie sur une extension transcendante pure k(t1, ...,ts). Ainsi le groupe

G se réalise régulierement sur k.

DEMONSTRATION. Comme T est rigide (donc faiblement rigide ), on a une
unique extension M/C(z) ayant ce type par le proposition 4.2.2. Elle est défi-
nie sur une extension finiment engendré x; de k par la proposition 4.1.2. Et ce x;
est de degré fini sur une extension transcendante pure kg = k(t1, ..., ts). Posons
k = Ko = Ry, M est définie sur k. Posons ' = M. Alors E/k(z) est aussi de type

T par la proposition 4.1.1 (5). Comme le type de E est rigide et ko-rationnel (car
k-rationnel), il est défini sur kg (d’apres le théoréme 4.2.1).M est aussi définie sur
ko avec My, = E,,. Donc G = Gal(M,,/rko(x)) = Gal(M,,/k(t1, ..., ts, x)) d’apres
proposition 4.1.1 (2). M,, est régulier sur x car il l'est sur ko et K C Kg. = est
transcendant sur k(tq, ..., ts). Donc k(ty, ..., s, x) est une extension transcendante
pure de k. Il

4.2.2.2. Rigidité et type de ramification produit.

Soit a € Aut(Gy) et 5 € Aut(G3), on définit 'application
ax f:Gx Gy — Gy X Gy, (a x B)(z,y) = (a(x), B(y)).

Cette application est un automorphisme de G x Gs.

En effet, (ax3)((g1, 92)-(91, 95)) = (axB)((91-91, 92-95)) = (a(91.91), B(g2-95)) =

91)-a(g1), B(g2).B(g3)) = (1), B(g2))-(a(g1), B(g3)) = (e x B)((g1, g2))-(ev X
(91, 95))- Soit (g1,92) € G1 x Gy tel que a x 5((g1,92)) = (1,1) ceci donnera

algr) =1,8(g2) = 1 donc g1 = 1, g = 1 par suite a x (3 est injectif donc bijectif
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car G7 x G4 est fini.

Proposition 4.2.3. Soit T et T' deux types de ramification (qui remplissent les
critéres de 1.4.2).

(1) Si'T et T" sont faiblement rigides alors T x T" est faiblement rigide.
(2) SiT et T sont rigides alors T x T" est rigide.

DEMONSTRATION. (1) Posons T' = [G, P, (Cy)pep] et T' = [G', P, (C})qep]
avec P = {p1,....0:}, P = {q1,...,q:}. Comme T est faiblement rigide
alors il existe un r-uplet (g1, ..., g,) d’éléments de G tel que

Giongr =1
<G1,..,9r >=G
9i € Cpi

de méme pour 77, il existe un t-uplet (hy, ..., h;) d’éléments de G’ tel que

hl...ht :1
< hi,..,h >=G
hi S C{h

Considérons le r + t-uplet ((g1,1), ..., (g-, 1), (1, h1), ..., (1, hy)) de G x G".
Ona:

(91,1)...(gry 1) (1, hy) (1, By) = (1,1)
< (91, 1)5 ey (g 1)y oy (1, Ba),s ooy (1, Be) >= G x G
(17hl) € {1} x O(;p (glv 1) € sz X {1}

Soit maintenant (u;,v;) un systéme générateur de G x G’ qui vérifie les
mémes conditions. On aura alors v; = 1 pour 1 < i < r et u; = 1 pour
r+1<i<r+tdeplus [[Zfu;=1et [[Z/jvi=1etu €Cp, v €Cl.
Comme T et T" sont faiblement rigides, on en déduit Iexistence d’un au-
tomorphisme v de G tel que y(g;) = u; pour 1 < i < r de méme on a un
automorphisme §(h;) = v;y, pour 1 <7 <.

L’automorphisme v x ¢ permet de passer du r + t-uplet

((91,1)y .oy (gry 1), (1, h1), ..., (1, hy)) au du r + t-uplet (u;,v;). Ce qui im-
plique que T' x T" est faiblement rigide.

(2) Le deuxiéme point se fait de la méme fagon.
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On aimerait utiliser les réalisations régulieres de G et G5 comme groupes de
Galois sur k, pour en déduire celle de G x G. Ceci grace au type de ramification
produit. Comme conséquence les produits comme Mo X M, My X My, ... (ici
M désigne le monstre Mo, My, ... les groupes de Mathieu) apparaissent comme

groupes de Galois sur Q et les extensions qui en découlent sont régulieres.

Corollaire 4.2.1. Si deuz types de ramification T = |G, P, (Cp)pep] et T' =
[G', P, (Cy)gep] (qui admettent un produit) sont rigides et k-rationnelles, alors

Gy x Gy se réalise réguliérement sur k.

DEMONSTRATION. Découle des propositions 4.1.6 et 4.2.3. U

4.3. CRITERE DE RIGIDITE RATIONNELLE

Le théoreme 4.2.2 nous fournit une condition nécéssaire et suffisante sur le

type de ramification d'une extension galoisienne pour qu’elle soient définie sur un
sous-corps k C k. On cherche maintenant une condition sur un groupe G pour
qu’il existe une extension définie sur Q.
Définition 4.3.1. Soit (C4,...,C,) un uplet de classes de conjugaison dans un
groupe G. On dit qu’il est k-rationnel si C7",...,C" est une permutation de
CY, ..., C,. pour chaque entier m ayant la propriété suivante : il existe « € Gal(R/k)
avec a~((,) = ¢™ oun = |G|

Si le uplet est k-rationnel pour x = Q, on 'appelle rationnel. En d’autres
termes pour tout entier m premier avec l'ordre de G, les classes CT", ..., C]" sont

une permutation de Cfi, ..., C,.

Exemple 4.3.1. Considérons le groupe diédral D1y, il a 4 classes de conjugaison
Co={1},Cy = {r,r},Cy = {r?,r®},C5 = {s, sr?, sr3, sr, srt}.

Un entier m est premier avec ['ordre de Dyy s’il n’est pas divisible par 2 et 5. La
premiere condition impose qu’il soit impair et la deuxieme implique qu’on n’a que
4 cas parmi les classes modulo 10, c’est-a-dire 10k+1,10k+3,10k+7,10k+9. On
a CF' = Cs pour tout m ayant l'une de ces valeurs car ses éléments sont d’ordre
9. CLOk+L _ o CLOk+1 _ (¢, C10k+3 _ o C1Ok+3 _ o CLOKHT _ (o ol0k+T
Ch, 0110]”9 = (b, 210’”9 = (. Les classes C et Cy sont donc échangées par suite
le 5-uplet (Cy,Cq, C3,C3,C3) est rationnel.

La proposition suivante nous permet de restreindre la recherche de types de
ramifcation k-rationnels a celle d'uplets k-rationnels. Nous épargnant des vérifi-

cations sur les points de ramification.
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Proposition 4.3.1. Si un uplet de classes de conjugaison (Cy,...,C,) est k-
rationnel alors il existe un ensemble fini P = {p1,...,p,} C K tel que le type
=[G, P, (Cy)pep] est k-rationnel, ou C,, = C; pour tout i =1,....r

DEMONSTRATION. Posons n = |G| et S = G(k((,)/k). On définit I'action de S
sur les classes de conjugaison C' de G comme suit : pour chaque o € S, il existe un
entier m tel que 071({,) = ¢™. Posons o(C') = C™. Cette action est bien définie
car si 0((,) = ¢™ alors m = m’( mod n) donc C™ = C™,

Posons S; le stabilisateur de C par cette action et o1, ..., 0; des représentants des
classes modulo S;. Les classes 01(Ch), ..., 0,(C}) sont distinctes et sont parmi les
classes C1, ..., C,. par k- rationnalité. On suppose de plus que C; = 0;(C}) ainsi
C1, ..., Cy est I'orbite de C] sous 'action de S.

Soit Ky = k()% le corps fixe de Sy et p; un élément primitif de k1, posons
pi = oi(p1) pour ¢ € {1,...,1}. Alors S permute p,...,p; en effet, soit ¢ € S,
o(pj) = (0.0j)(p1) or comme o.0; € S = Jo;5; donc il existe ¢ tel que oo; = oy

par suite o(p;) = p;. D’autre part Stabs(p1) = S1 = Stabs(Cy). L’application

0:{p1,...m} = {Ch,....Ci},pi — C;

est un isomorphisme de S-ensembles. En effet 8(o(p;)) = 6(p;) = C; (1)

avec p; = o(p;) = oo;(p1) ceci implique que p; = (00;)(p1) donc oo; € 0;5].
Ainsi 0(C;) = 00;(C;) = 0;(Cy) = C; dou o(0(p;)) = C; (2).

De (1) et (2) on a 6(o(p;)) = o(0(ps)). Ainsi Co ) = 0(a(p)) = o(0(p)) = 0(Cy) =
Cr ot m vérifie 071 ((,) = ("

On recommence le méme processus, en posant Sy le stabilisateur de Cjiq, pii1

un élément primitif de x(¢,)*2. Ciyq, ..., Gy Porbite de Cjy; sous laction de S et

Dii1, ---, P orbite de piq sous 'action de S. On arréte lorsque Cy, ..., C, Ciiq, ..., C,y .

recouvre C1, ..., C,. O

On peut donc énoncer le critere de rigidité général suivant :
Théoreme 4.3.1. Supposons que Kk est un sous-corps de C, et G est un groupe
fini. Si G a des classes de conjugaisons C, ..., C,. qui forment un uplet rigide et

k-rationnel alors G se réalise régulierement sur k.

DEMONSTRATION. La preuve est la combinaison du proposition 4.3.1 et du théo-
reme 4.2.2. OJ

Comme application on a :

Proposition 4.3.2. Tous les groupes symétriques se réalisent régulierement sur

Q.



66

DEMONSTRATION. Ceci est une conséquence du théoréme 4.3.1 et de 'exemple
4.1.3 appliqué au triplet rigide (C»=1, C CM™), O

Remarque 4.3.1. Groupes Alternés et groupe de Mathieu Ms.

On montre (Voir [1, lemme 8.20]) que si un groupe G posséde un triplet
(C1, Cy, C3) rigide et rationnel alors tout sous-groupe d’indice 2 se réalise régulié-
rement sur Q. Grace a cette proposition, on voit que tous les groupes alternés A,
se réalisent régqulierement sur Q.

Pour le cas du groupe de Mathieu Mo (Voir [16]), on pose G = Aut(Ms). On a
|G : Mis] = 2. On montre que G posséde un triplet (Cy,Cy, C3) rigide et ration-
nel (les ordres des éléments de ces classes sont respectivement 2, 3 et 12). Ceci
implique que G et My se réalise régulicremnt sur Q.

Exemple 4.3.2. Le Monstre.

Dans le cas du monstre, on montre qu’il posséde un triplet rigide et rationnel
(C1,Cs, C3) les ordres des éléments des classes sont 2, 3, 29 respectivement. En

appliquant le Théoréeme 4.5.1, il se réalise réqulicrement sur Q.
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Annexe A

REVETEMENTS TOPOLOGIQUE.

A.1. GENERALITES.

Définition A.1.1. (1) Soit B un espace topolgique. Un revétement de B est
la donnée d’un espace topologique X d’une application continue f : X — B
ayant la propriété de trivialisation locale suivante : pour tout point b € B
il existe un voisinage ouvert U de b, un espace discret non vide D et un
homéomorphisme ¢ : f~1(U) — U x D tel que pyop = f otip, : Ux D —

U, (u,d) — u est la premiére projection.

(2) B est appelé la base du revétement, X [’espace totale, f~1({b}) la fibre de

f au dessus de b, U est un voisinage admissible ou distingué de b et @ une
trivialisation de f au dessus de U.

Définition A.1.2. (1) Un revétement f : X — B est dit conneze si l'espace

totale X est conneze.

(2) Un revétement f : X — B est dit connexe par arcs si l'espace totale X

est connexe par arcs.

On a des définitions similaires avec localement connexes etc...
U x D est muni de la topologie produit.
Proposition A.1.1. Soit f : X — B une application continue. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes :
(1) [ est un revétement.

(2) Pour tout b € B, il existe un voisinage ouvert U de b et une famille d’ou-

verts (Va)aep de X paramétrées par un ensemble non vide D vérifiant :

(a) Les Vy sont des ouverts deuz a deux disjoints de X .

(b) fﬁl(U) = UdeD Va.
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(¢) Pour tout d € D, Uapplication f induit un homéomorphisme fy: Vy —
U.

DEMONSTRATION. Voir [13, prop. 1.1 ] O

Autour de chaque b € B il y a un voisinage admissible U et au dessus une pile
de copies V; de ce voisinage paramétrées par un espace discret D. Les V; sont
appelés les feuillets du revétement au dessus de U.

Remarque A.1.1. (1) un revétement f : X — B est un homéomorphisme

local. Donc les espaces X et B partagent les mémes propriétés locales.

(2) St U est un voisinage admissible et U' C U alors U’ est un voisinage
admissible. En effeton a f~H(U") C f~Y(U) = Ugep Va donc f~HU') =
Uaen(Van fHU")) posons V= Vyn f=1(U") alors les V) sont des ouverts
deuz d deuz disjoints de plus la restriction de f a V] est un homéomor-

phisme sur U’.

(3) Si on suppose U connexe par arcs alors Vy sera connexe par arcs pour tout
d € D. Les feuillets Vg sont les composantes connexes par arcs de f~H(U)

car ils sont deux a deuz disjoints.
Proposition A.1.2. Pour tout owvert B C B, f/s-1py : [71(B') = B’ est un

revétement.
DEMONSTRATION. Découle directement de la remarque (2). ci-dessus. d

Exemple A.1.1. (1) Revétements triviaus.

Soit B un espace topologique. Pour tout ensemble non vide D (que l'on
muni de la topologie discréte), lapplication f : B x D — B définie par
f(b,d) = b est un revétement de B. Un tel revétement est appelé revétement

trivial. (il y a donc une infinité de revétement triviauz).
(2) Revétement du disque privé de son centre.
Considérons 'ensemble D*(0,7) = {z € C/0 < |z| < r}, c’est le disque

complexe de rayon r privé de son centre 0. On suppose que D*(0,r) est

munit de la topologie induite par celle de C. Soit e € N*, Iapplication

fo: D*0,r%) = D*(0,7), 2 — 2° est un revétement de D*(0,7).En effet :

fe est un polynome complexe donc une application continue. Soit b €

D*(0,r) et ¢ une racine primitive e-éme de 1.

(preuve)

(a) Soit a € D*(0, 7‘%) tel que a® = b et V' un voisinage ouvert de a contenu
dans D*(O,ré) tel que les V; = IV soient deuzx d deuz disjoints pour
J€{0,1,....,e = 1}.V; = IV est un ouvert homéomorphe & V car la

multiplication par ¢7 est une application ouverte et injective.
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(b) Posons f.(V) = U, U est un ouvert homéomorphe a V car f. est
une application injective et ouverte (puisque c’est une application ho-
lomorphe donc la dérivée ne s’annule pas sur D*(0, r%)) etbeU.Ona
foH0) = U5 Vi
(¢) La restriction de f. a V; est un homéomorphisme sur U.

Donc f, est une revétement de D*(0, T%>.

Définition A.1.3. (1) Un revétement est dit localement fini si toutes ses fibres

sont des ensembles finis.

(2) Si toutes les fibres d’un revétement f : X — B sont en bijections, on

appelle degré du revétement le nombre d’éléments pouvant étre infini d’une
fibre f~1({b}) avec b € B. On le note deg(f).

(3) Un revétement est dit fini s’il est localement fini et toutes ses fibres sont
en bijections.
Si la base B d’un revétement est connexe. Alors les fibres de f sont toutes en

bijections. En particulier f : X — B est un revétement fini s’il est localement
fini.

A.2. RELEVEMENTS DES HOMOTOPIES DE CHEMINS.

Définition A.2.1. Soit f : X — B un revétement et g : Y — B une application
continue. Un relevement (ou relevé )de g est une application continue §g:Y — E
telle
g=1rfog.
Les revétements relevent les chemins et les homotopies de chemins.
Proposition A.2.1. (1) Soit f : X — B un revétement. Pour tout chemin
v : I — B d'origine b € B, pour tout x € f~1({b}), il existe un unique

relevement v : [ — X de d’origine x.
(2) Si deuzx chemins sont homotopes alors leurs relévements ayant méme point
initial ont méme extrémité et sont homotopes.

DEMONSTRATION. Voir [7, th. 4.5 et 4.6] O

Proposition A.2.2. Soit f: X — B un revétement, on suppose B connexe par
arcs et localement connexe par arcs. Soit X1 une composante connexe de X . Alors
la restriction de f a X, est un revétement . Si de plus f~1({b}) C Xy pour tout
be B, alors X = X;.

DEMONSTRATION. Voir [1, cor. 4.13] O



A-iv
A.3. ACTION DE LA MONODROMIE.

Soit f : X — B un revétement, b € B et m(B,b) le groupe fondamental basé
en b. Pour tout [y] € 71(B,b), on a une application T;,([v]) : f~1({b}) — f~*({b})
qui & tout = € f~1({b}) associe 'extrémité 7(1) du reléevement ¥ de v d’origine
x. D’apres la proposition A.2.1, I'extrémité 7(1) ne dépend pas du représentant
de la classe [v] . D’autre part fo5 = donc (fo7)(1) = y(1) =b, d’ott Ty4([7])
est bien définie.

Considérons l'application T' = Ty, : m(B,b) — Perm(f~1({0})), [v] = Tro([7]).
Proposition A.3.1. L’application T est une action de w1 (B,b) surla fibre f~1({b}).
On suppose B connexe par arcs, alors T est transitive si et seulement si X est

connexe par arcs.

DEMONSTRATION. (1) 7' est une action.

Soit [7],[0] € mi(B,b), posons T([7])(x) = v, T([0))(y) = 2, T([6]1])(z) =
[.On a: 1l = T([0v])(z) dou I est extrémité du relevement 6y de v

d’origine x. D’autre part y est I'extrémité du relevement  de ~y d’origine
z et z est Uextrémité du relevement & d’origine y. On a gﬁ = 5N% par
suite [ = z ou encore T([0])(T'([7])(x) = T([0][y])(x), ce qui donne T'([d]) o

T([v]) = T([6][7])-

(2) Supposons X connexe par arcs.

Soit z,y € f~1({b}), il existe un chemin v dans X de = vers y. [f o] €
m(B,b) et T([f ov])(x) =y. Donc l'action T est transitive.
Inversement supposons que 7' est une action transitive. Soit (z,y) € X2,
comme B est connexe par arcs, il existe un chemin §; qui joint f(z) & b
et 0y qui joint f(y) & b dans B. Posons xo = 6;(1) et yo = d2(1) ot &; et
b5 sont les relévements respectifs de d1, 6y d’origine respective x et y. On a
zo € f71({b}). Par hypotheése il existe v € 7 (B, b) tel que T'([v])(z0) = yo-
Considérons 7 le relevement de v tel que 7(0) = xo, ¥(1) = yo, on a : gfygl
qui joint x a y et X est connexe par arcs.

Il

Comme on a supposé B connexe par arcs, on a m1(B) = m(B,b) pour tout
b € B. L’action de T est appelée action de la monodromie sur la fibre f~1({b}).
Le groupe G = T'(m(B)) est appelé le groupe de monodromie.
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A.4. REVETEMENTS GALOISIENS.

A.4.1. Morphismes de revétements.

Définition A.4.1. (1) Soit f: X — B et f': X' — B deux revétements. On
appelle morphisme de f vers f' toute application continue y : X — X' tel
que flox = f.
(2) Un isomorphisme de revétements est un morphisme de revétement qui est
en plus un homéomorphisme.

Si x : X — X' est un isomorphisme de revétement alors sa réciproque y ! :

1 est continue et

X’ — X est aussi un morphisme de revétement. En effet y~
comme f'oy = f alors f' = foyx . L’existence d’'un isomorphisme de revétement
entre deux revétements définie une relation d’équivalence entre les revétements
ayant une base B fixée.

Définition A.4.2. Deuzx revétements sont dits équivalents s’il existe un isomor-
phisme de revétement entre eux.

Nous avons vu que le groupe fondamental 7y (B, b) agit sur f~*({b}). En réalité
cette action détermine une classe d’équivalence sur I’ensemble des revétements de
B dont la fibre est en bijection avec f~({b}), comme le montre les deux propriétés
suivantes :

Proposition A.4.1. Soit f : X — B et f' : X' — B deux revétements équiva-

lents alors les actions de 7 (B,b) sur f=1({b}) et sur f"~1({b}) sont équivalentes.
DEMONSTRATION. Voir [13, prop. 3.1]. O

Proposition A.4.2. Soit f| : X1 — B et fo : Xo — B deux revétements, on
suppose X1, Xo, B connezxes par arcs et localement connexes par arcs. Soit x; € X;
(i € {1,2}) avec fi(x1) = folza) = b. Supposons que pour tout [y] € m(B,b) on
a :Te(()(z1) = 21 & Tp([V])(x2) = x2. Alors les revétements fi et fo sont
équivalents. En d’autres termes il existe un homéomorphisme x : X1 — Xy avec
faox = fi et x(x1) = z2.

DEMONSTRATION. Voir [1, cor. 4.14]. O

En supposant que les fibres sont finis de degré n ce qui nous sera utile pour
la suite, on a le résultat suivant :
Proposition A.4.3. Soit B un espace topologique connezxe par arcs, localement
connexe par arcs et localement simplement connexe. Les classes d’équivalence de
revétements f : X — B conneze de degré n de B correspondent de facon buini-
voque aux classes d’équivalence d’actions transitives T : w(B) — S, ou encore

auzx classes d’équivalence de sous-groupes d’indices n de mi(B).
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DEMONSTRATION. Voir [13, th. 3.2] O

A.4.2. Groupe des automorphismes d’un revétement.

Définition A.4.3. Soit f : X — B un revétement, un automorphisme de f ou
une transformation de deck est un isomorphisme de revétement de f vers f.

On note Deck(f) ou Aut(f) I'ensemble des automorphismes de f. Aut(f)
muni de la composition des applications est un groupe. On 'appelle groupe des

automorphismes de f ou groupe des transformations de deck de f.

Proposition A.4.4. Le groupe Aut(f) opére sur chaque fibre f~1({b}) pour tout
be B.

DEMONSTRATION. Soit x € Aut(f) pour tout z € f~1({b}), on a (f o x)(z) =
f(z) = bdonc x(x) € f1({b}) d’autre part x,s-1((}) est une bijection car x I'est
donc x /-1y € Perm(f~1({b})). L’application Aut(f) — Perm(f~'({b})),z —
X/f-1({p}) st un morphisme de groupe. En effet (x o ¥)/r-1qy) = X/p-1(fp}) ©
Yys=1(gop- =

Nous avons donc deux groupes qui opérent sur f~1({b}), le groupe fondamen-
tal de I'espace B (ou la partie agissante le groupe de monodromie) et le groupes
des automorphismes Aut(f) de f. Quelle relation y a t-il entre ces actions?

Proposition A.4.5. Soit f : X — B un revétement.

(1) Soit (a,b) € B? et v un chemin de a vers b. Pour chaque x € f~'({a})
posons yxr = (1) ou 7 est le relévement de vy de point initial x. Alors
Uapplication x — ~x est une bijection entre f~*({a}) et f~1({b}). Cette
bijection commute avec laction de Aut(f) cet-a-dire x(v(z)) = v(x(x))
pour tout x € Aut(f).

(2) L’action de Deck(f) sur f~'({b}) commute avec celle de m(B,b).

DEMONSTRATION. (1) Posons I, : f~'({a}) — f7'({b}),z — ~zx et s5 :
14} — f'({a}),z — Fz (Fz se défini comme yx), montrons que
sy =171 Soit t € [0,1], (fo7)(t) = f(3(1) = f(F(1—1)) = (foN)(1—1) =
v(1 —t) = 7. Donc f o5 =7 ce qui implique 7 est le relevement de 7
d’origine yz = F(1). Ainsi (yz) = (1) = 3(1 — 1) = 5(0) = z d’on
s7(ly(z)) = = par suite s5 o [, = id. On montre de méme que [, o 55 = id
Pour la deuxiéme partie du 1) ,on a fo(yod) = fod =~ donc yo?d
est le relevement de v de point initial x(7(0)) = x(z) donc y(x(z)) est

Pextrémité de y oy d'ott y(x(z)) = (x 0 7)(1) = x(7(1)) = x(v(2))-
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(2) Le 2) découle du 1) en prenant a = b.

Proposition A.4.6. Soit f: X — B un revétement.
(1) On suppose que X est connexe par arcs. Si x € Aut(f) fize un point v € X

alors x = id.
(2) On suppose que X est connexe par arcs et que Aut(f) a un sous groupe G
qui opére transitivement sur la fibre f~1({b}) . Alors G = Aut(f).

DEMONSTRATION. (1) Soit € X tel que x(z) = z et y € X. Soit ¥ un

chemin qui joint x & y, f o4 = v est un chemin de B qui joint f(x) a

f(y) et ¥ est 'unique relevement de v de point initial x. D’autre part on

afo(xod)=(fox)oy=fod=rdonc yo# est le relevement de =y

de point initial (x 0 ¥)(0) = x(7(0)) = x(x) = = d’ou x 0¥ = 7 par suite

x(7(1)) = (1) ce qui donne x(y) =y et x = id.

(2) Soit z € f~1({b}) pour tout x € Aut(f) il existe v) € G tel que (x(z)) = x
donc (¢ o x)(x) = x d’apreés 1) o x = id donc y =~ € G.

O

Définition A.4.4. Un revétement f : X — B est dit galoisien si X est connexe
par arcs et Aut(f) opére transitivement sur une fibre f~1({b}) (b € B).
Si X est connexe par arcs, il en est de méme de B. En conséquence Aut(f)
opére transitivement sur toutes les fibres f~*({b}).
Exemple A.4.1. L’application f, : D*(O,ré) — D*(0,7),z + z° est un revéte-
ment galoisien de degré e, pour chaque e € N* et r > 0. Son groupe des automor-
phismes est cyclique d’ordre e et est formé des applications I : z — ¢z,$ € L.
(preuve) On sait que f, est un revétement (exemple A.1.1) pour ¢ € p., 'ap-
plication I : D*(0,7¢) — D*(0,7¢),2 — ¢z est une application holomorphe et
bijective donc ¢’est un homéomorphisme. De plus (f. ol )(z) = fo(sz) = (¢2)¢ =
2¢ = f.(z) donc ¢ est un automorphisme de f.. De plus {l.,s € p.} opere transi-
tivement sur les fibres de f (en effet soit 21, 2o tels que 2 = 25 alors(2)® = 1, il

existe ¢ € pe tel que ¢ = 21) donc Aut(fe) = {l,s € pc}-

Proposition A.4.7. Soit f : X — B un revétement galoisien.
(1) Le degré de f est égal a l'ordre de n (pouvant étre infini)de Aut(f). Pour

chaque voisinage admissible et connexe par arcs U de B (resp chaque point
b€ B), Uensemble f1({U}) (resp f~1({b})) dn feuillets (resp n éléments)
et ils sont permutés transitivement par Aut(f).
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(2) Soit v € X et b = f(x). Il existe un unique morphisme surjectif ®, :

m(B,b) — Aut(f) tel que ®,([v]) applique T¢([v])(z) = [y]z d = pour
chaque [y] € (B, b).

DEMONSTRATION. Voir [1, prop. 4.19] O

Remarque A.4.1. Soit f : X — B un revétement et g : B — B un homéomor-

phisme.

(1) go [ est un revétement de B.

En effet, g o f est une application continue. Soit b € B, il existe a € B
tel que b = g(a). Considérons V un ouvert trivialisant de a pour f, on a
YV = Ugep Vi avec les Vy deux a deux disjoints et homéomorphes a 'V
via f. Posons U = g(V), on a g7 (U) =V donc f~ (g7 (U)) = f~1(V).
Ainsi (go f)™HU) = Ugep Va donc go f est un revétement.

(2) Si f: X — B un revétement galoisien fini alors g o f est un revétement
galoisien fini et Aut(f) = Aut(go f).
Si f est galoisien fini alors X est connexe par arcs et go f est un revétement
fini car ses fibres sont évidemment finies. Soit x € Aut(f), ona fox = f,
donc (go flox =go(fox) =gof dou Aut(f) C Aut(go f). Soit
z,y € (9o f)7'({t}) = f~({a}) (ou g7'(b) = a) il existe x € Aut(f) tel
que x(x) = y donc Aut(f) opére transitivement sur les fibres de g o f et
par suite Aut(f) = Aut(go f) d’aprés la proposition A.4.6.



Annexe B

GENERATEURS DE Sy.

Proposition B.0.8. S,, est engendré par les transpositions (t,n) pour tout t €
{1,..,n—1}.

DEMONSTRATION. On sait que toute permutation se décomposent de facon unique
comme produit de cycles disjoints et qu’un cycle (ay, ..., a;) s’écrit comme produit
de transpositions (ajaz)(azas)...(a;_1a;). 1l suffit donc de montrer qu’une trans-

position (ab) s’écrit comme produit de transpositions (kn). Ce qui est le cas avec
(ab) = (an)(bn)(an). O

Proposition B.0.9. Tout sous-groupe G de S,, qui contient oo et o3 est transi-
tif.(Ouoy=(1,....n—1),053=(n—1,n,n—2..1)).
DEMONSTRATION. En effet soit a < b deux éléments de {1,...,n}. Sib<n—1on
ab=o05"a)etos* € G.Sib=mnalors oy '"%a) =n—1et (63005 ") (a) =
n = b. Les inverses des applications ci-dessus marchent pour b < a.

O

Proposition B.0.10. Soit G sous-groupe transitif de S,, qui contient un (n—1)-

cycle et une transposition alors G = S,,.

DEMONSTRATION. On peut numéroter les éléments de telle facon que le (n — 1)-
cycle soit 0 = (12...n — 1). Posons (iyjo) la transposition de G.
Comme G est transitif, il existe dans G une permutation o telle que o(jy) = n.
On a o(igjo)o™ = (0(io)o(jo)) = (o(ip)n). Posons ty = (i), ty # n car o est
injective et o(jy) = n. G contient donc la transposition (ton) avec 1 <ty <n—1
car G est un groupe.
D’autre part 0%.(tgn).07% = (6%(ts)0%(n)) = (6%(to)n) ot k est un entier. En
faisant varier k on a 6%(ty) qui prend toutes les valeurs de {1,...,n — 1} ce qui
donne G = 5,,.

U



