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SOMMAIRE

Ce mémoire étudie le comportement des particules dont la position est maxi-
male au temps ¢ dans la marche aléatoire branchante et le mouvement brownien
branchant sur R, pour des valeurs de ¢ grandes. Plus exactement, on regarde le
comportement du maximum d’une marche aléatoire branchante dans un environ-
nement inhomogene en temps, au sens ou la loi des accroissements varie en fonc-
tion du temps. On compare avec des modeles connus ou simplifiés, en particulier
le modele i.i.d., ou I'on observe des marches aléatoires indépendantes et le modele
de la marche aléatoire homogene. On s’intéresse par la suite aux corrélations entre
les particules maximales d'un mouvement brownien branchant. Plus précisément,
on étudie le temps de branchement entre deux particules maximales. Finalement,
on applique les méthodes et les résultats des premiers chapitres afin d’étudier
les corrélations dans un mouvement brownien branchant dans un environnement
inhomogene. Le résultat principal du mémoire stipule qu’il y a existence de temps
de branchement au centre de 'intervalle [0, ¢] dans le mouvement brownien bran-
chant inhomogene, ce qui n’est pas le cas pour le mouvement brownien branchant
standard. On présentera également certaines simulations numériques afin de cor-
roborer les résultats numériques et pour établir des hypotheses pour une recherche

future.

Mots Clés : Marche aléatoire branchante, mouvement brownien branchant,

temps de branchement.
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SUMMARY

This thesis studies the behavior of particles that are maximal at time ¢ in
branching random walk and branching Brownian motion on R, for large values of
t. Precisely, we look at the behavior of the maximum in a branching random walk
in a time-inhomogeneous environment, where the law of the increments varies
with respect to time. We compare with known or simplified models such as the
model where random walks are taken to be i.i.d. and the branching random walk
in a time-homogeneous environment model. We then take a look at the correla-
tions between maximal particles in a branching brownian motion. Specifically, we
look at the branching time between those maximal particles. Finally, we apply
results and methods from the first chapters to study those same correlations in
branching Brownian motion in a inhomogeneous environment. The thesis’ main
result establishes existence of branching time at the center of the interval [0, ] for
the branching Brownian motion in a inhomogeneous environment, which is not
the case for standard branching brownian motion. We also present results of simu-
lations that agree with theoretical results and help establishing new hypotheses

for future research.

Keywords : Branching random walk, branching Brownian motion, branching

time.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1. PRESENTATION

Les processus de branchement sont des processus de Markov qui sont souvent
utilisés pour modéliser une population qui évolue selon des régles de reproduc-
tion et de déplacement précises. On les retrouve autant dans des cas discrets
que continus. Les deux processus de branchement qui nous intéressent dans ce
mémoire sont la marche aléatoire branchante avec accroissements gaussiens, un
processus en temps discret, et le mouvement brownien branchant, un processus
en temps continu. Ces processus se prétent bien a ’étude vu leur nature gaus-
sienne et servent de point de départ pour I’étude de processus stochastiques plus
complexes. Le mouvement brownien branchant et la marche aléatoire branchante
étant des processus analogues, de nombreux résultats et méthodes peuvent étre
empruntés de chacun pour étudier leur comportement.

Plus particulierement, on s’intéressera dans ce mémoire a la marche aléatoire
branchante et au mouvement brownien branchant dans un environnement inho-
mogene en temps. Par environnement inhomogene, on entend un environnement
ou les accroissements des processus sont distribués avec loi normale de moyenne

0 et de variance o? sur la premiere moitié¢ de I'intervalle du temps et distribués

avec loi normale de moyenne 0 et de variance o3 sur la seconde moitié de I'inter-
valle. Ce modele constitue une premiere généralisation du mouvement brownien

branchant standard et, comme nous le verrons, a des conséquences intéressantes :
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le profil (croissant ou décroissant) de o7 et o3 a une influence importante sur la
position attendue du maximum.

On souhaite étudier l'effet des corrélations introduites par le processus de
branchement et I’environnement sur les particules et comparer les résultats a des
modeles de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ou des
modeles homogenes de marche aléatoire branchante ou de mouvement brownien
branchant. Dans chacun de ces processus, l'aspect étudié est en étroite relation
avec le maximum du processus. La compréhension des processus extrémes a des
répercussions dans plusieurs domaines, notamment en économie, en météorolo-
gie, en physique etc. Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails dans la
littérature, par exemple dans [Gu].

Le reste du chapitre 1 sera utilisé pour définir la marche aléatoire branchante
et le mouvement brownien branchant. On y retrouve également des résultats de
bases et autres définitions auxquels on fera parfois référence.

Le chapitre 2 se concentre sur la marche aléatoire branchante dans un envi-
ronnement inhomogene. On établit les deux premiers ordres de convergence de la
position du maximum pour le profil croissant et décroissant des variances.

Le chapitre 3 étudie le comportement des particules se retrouvant pres du
maximum d’un mouvement brownien branchant. Plus spécifiquement, on s’inté-
resse au temps de branchement entre ces différentes particules.

Le chapitre 4 combine les deux chapitres précédents, en étudiant les temps de
branchement dans un mouvement brownien branchant en temps inhomogene. On
y utilise les résultats du chapitre 2 et on adapte les méthodes du chapitre 3 pour
démontrer les nouveaux résultats. Ce chapitre constitue la contribution originale

de ce mémoire.

1.2. MARCHE ALEATOIRE BRANCHANTE

La marche aléatoire branchante peut étre vue comme un processus de Galton-
Watson sur lequel on ajoute un déplacement. Les processus de Galton-Watson
sont représentés par des arbres aléatoires, le nombre d’individus étant donné par

une loi de reproduction.
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FIGURE 1.1. Les premieres générations d’un arbre ternaire.

On commence avec un nombre Z,, pouvant étre aléatoire, d’individus qui
forment la génération zéro, ou encore la racine (par analogie avec la représentation
graphique du processus en arbre). Chaque particule au temps n,n > 0, donne
naissance a un nombre d’individus au temps n + 1 selon la loi de reproduction
(on parlera parfois de la génération n pour parler du temps n, la représentation
en arbre du processus rappelant un arbre généalogique). Le plus simple des ces
processus est celui ot 'on a un individu racine Zy = 1, et chaque enfant d’une
génération n produit un nombre fixe k d’enfants a la génération n 4 1. Pour bien
visualiser le processus, on fait appel a la notion d’arbre en théorie des graphes.
Le processus décrit ci-haut produit des arbres k-aires, comme celui illustré a la
figure 1.1.

Définition 1.2.1. Un arbre k-aire est un graphe connexe sans cycle dont le degré
de chaque sommet est d’au plus k + 1.

Dans ce qui suit, on considére un seul individu formant la génération initiale.
Pour chaque n, on définit une famille de variables aléatoires i.i.d. a valeurs entieres
{ffn)}izl avec (P (& = k) = pg). On fera parfois référence a la distribution des

variables 55") comme étant la distribution de reproduction. Concretement, on a :



F1GURE 1.2. Un processus de Galton-Watson.

Définition 1.2.2. Un processus de Galton-Watson est le processus stochastique

{Zn}n>0 défini récursivement avec Zy =1 et

Zn,
=1

La figure 1.2 illustre un arbre de Galton-Watson aléatoire.

Voici quelques éléments de terminologie qui seront utilisés dans le reste du
mémoire.
Définition 1.2.3. On note l'ensemble des particules a la génération n d’un arbre
par D,,.
Définition 1.2.4. Pour une particule u € D,,, on appelle 'ancétre de u au temps
k < n la particule dans Dy, qui se retrouve sur le chemin entre la racine et u. On
écrira alors u(k).
Définition 1.2.5. Pour deuz particules u,v € D,,, on appelle le parent le dernier
ancétre qu’ils ont en commun, en commencant par la racine. On le notera par
u/Av. De maniere équivalente, le parent de u et v est le premier ancétre qu’ils ont
en commun en prenant les chemins de u et v vers la racine.

La figure 1.3 donne quelques exemples des définitions d’ancétres et de parent.



Racine

ul u2 vl v2 wl w2 z1 z2

Ficure 1.3. Illustration du concept d’ancétres et de parent de

particules extrémes.

1
0.471
-0.713
2 3
1.21 0.951
-1.02 0.476
4 5 6 7

FIGURE 1.4. L’arbre d’une marche aléatoire branchante.

La marche aléatoire branchante (MAB) est un arbre de Galton-Watson aug-
menté de poids sur chacune des arétes de I'arbre. Ces poids sont distribués selon

une loi de probabilités X indépendante de la distribution de reproduction.
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Définition 1.2.6. Soit u € D, une particule quelconque. La position de u au

temps n est donnée par

k=1

o les variables aléatoires {Xu(k)} sont i.i.d. selon la loi de déplacement X et cor-
respondent au poids des arétes sur l'arbre de Galton-Watson. La variable Xy,
correspond au poids sur laréte entre u(k — 1) et w(k). La marche aléatoire bran-

chante (MAB) est donnée par le processus
(Sy(n),v € Dy,).

La figure 1.4 illustre 'arbre d’une marche aléatoire branchante avec loi de
reproduction binaire et loi de déplacement gaussienne. On aurait par exemple
X3 = 0,471 dans la marche donnée par I'arbre de la figure 1.4. On peut également
voir le résultat graphique d’une marche aléatoire branchante dans la figure 1.5.
Remarque 1.2.7. Sauf avis contraire, lorsqu’on parle de MAB dans le reste
du mémoire, on fera référence da la marche aléatoire branchante gaussienne de
moyenne 0 et de variance o? et ot les branchements sont binaires dans le processus
de Galton-Watson, c’est-a-dire P (§; = 2) = 1 pour tout i.

Une question intéressante est d’étudier le comportement de la position du
maximum avec le temps, a savoir le comportement asymptotique de la variable

aléatoire

M, = max S,(n). (1.2.1)

UeDn

Cette quantité varie selon les modeles observés. Elle est sensible aux corrélations
et a 'environnement. Comprendre cette variation permet de mieux saisir l'impact
des corrélations sur les variables aléatoires.

Le premier modele considéré est celui des variables aléatoires i.i.d. puisque
I’absence de corrélations permet l'obtention des résultats plus aisément. Il sert
ensuite de référence pour étudier les cas corrélés. Les prochains résultats précisent
la position du maximum de 2" variables aléatoires i.i.d. selon une loi normale de

moyenne 0 et de variance no?.



FIGURE 1.5. Une marche aléatoire branchante.

Théoréme 1.2.8 (Proposition 2.5 dans [Ap]). Soient {X;}2", des variables aléa-

toires i.i.d. de loi normale avec moyenne O et variance no?. Alors le mazimum

Mind = _max X; (1.2.2)
recentré converge en loi vers la distribution Gumbel F(x) = 6_67%, c’est-a-dire
Mind o bn
P ("— < a:) — F(x) (1.2.3)
an
quand n — 00, avec
o
ay, =

\/21og(2)

et
b, = /202 log(2)n — 1 olog(n) +0 b :
! 2.,/210g(2) \/1og(n)

Le théoreme 1.2.8 montre la convergence du maximum recentré. On en déduit
le corollaire plus faible 1.2.10. Avant de le citer, on présente la notion de tension

pour une suite de variables aléatoires.
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Définition 1.2.9. Une suite de variables aléatoires { X, }nen est dite tendue si,

pour tout € > 0, il existe M tel que
P(|X, > M) <e

pour tout n. On note ceci par X,, = Op(1).
Corollaire 1.2.10 (Proposition 2.6 dans [Ap]). Soient {X;}2", des variables

aléatoires i.i.d. de loi normale avec moyenne 0 et variance no?. Alors

, 1 ol
M — ( 207 log(2)> p tolos® gy (1.2.4)
2.,/21og(2)
On peut trouver une démonstration de ces résultats dans [Ap]. On présente

ci-dessous un argument heuristique qui offre une perspective intéressante sur les
corrélations dans la marche aléatoire branchante ou le mouvement brownien bran-
chant. On note par N(t) = #{X; > t} le nombre de variables aléatoires X; qui
sont supérieures ou égales a t. On cherche ¢ de sorte que P (N(t) > 1) se comporte
comme une constante. L’inégalité de Markov (lemme 1.4.4) et I'estimé gaussien

(corollaire 1.4.2) présentés dans la section 1.4 montrent que
P(N(t) > 1) <E(N(1)

2"\/_ noe 2na2
o V27t ‘

On constate que t devra étre choisi pour que le terme 2",/n puisse s’éliminer avec

la combinaison de I’exponentielle et du terme 1/¢t. Un choix éclairé donné par

= /20%log(2 —3 \/m log(n

nous permet d’obtenir ce que nous voulons.

Ce qui est intéressant avec I’heuristique ci-dessus, c¢’est que le méme résultat
aurait été obtenu dans le cas ou les variables aléatoires avaient été corrélées,
puisque l'inégalité de Markov fait abstraction de ces corrélations. On verra ci-
dessous et discutera dans le chapitre 2 que le terme de recentrage reste le méme
pour la marche aléatoire branchante homogene, mais que I'on retrouve un facteur

% devant le terme logarithmique plutot qu’un facteur %
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Dans le cas de la marche aléatoire branchante, on retrouve entre autres dans
Théoréme (Position du maximum dans une MAB). On considére une marche
aléatoire branchante (S,(n),v € D,) avec branchements binaires et accroisse-

ments gaussiens de variance o (voir définition 1.2.6). Soit

M, = max S,(n).

n ’UE]D)n
Alors
log )+ Op(1).

= /2log(2
2 \/2 log
Le cas étudié au chapitre 2 est un cas partlcuher de marche aléatoire bran-
chante, dans un environnement inhomogene au niveau de la loi des accroisse-

ments. Le processus considéré est la marche aléatoire branchante binaire avec

n

accroissements gaussiens de variance o sur l'intervalle {O, 5

} et accroissements

gaussiens de variance o3 sur U'intervalle [@

5 n} . On y présente la position attendue

du maximum (1.2.1) autant pour un profil croissant que décroissant de variances.
Le théoréeme principal du chapitre 2 est dit & Fang et Zeitouni dans | ].

Théoréme (Résultat principal du chapitre 2). On considére une marche aléatoire
branchante (S} (n),v € D,) avec branchements binaires en temps inhomogéne avec
accroissements gaussiens de variances 03,05 avec o3 < 3. Soit (St(n),v € Dy,)

la marche aléatoire branchante définie de maniére similaire avec o3 < o3. Soient

M} =max ST(n) et M} = maxS}(n).

veED, veDy,

Alors

M = /2log(2)opn — B% log(n) + Op(1),
21og(2)

pour des valeurs de o, et 8 dépendant du profil de variances, & savoir o7 < o}
ou 0¥ > o3.

Une discussion comparative entre différents modeles dont la MAB homogene,
inhomogene et celui de marches aléatoires régulieres est faite au début du chapitre
2. A titre indicatif, la figure 1.6 illustre une MAB inhomogeéne jusqu’au temps
12 alors que la figure 1.7 illustre 2!? marches aléatoires gaussiennes inhomogeénes

indépendantes. La figure 1.5 montrait quant a elle une MAB homogene.
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Une marche aléatoire branchante au temps 12

Valeurs
0 20 40
I I

-20
|

-40
|

FiGURE 1.6. Une marche aléatoire inhomogene.

4096 marches aléatoires inhomogénes

valeurs

-20
1

-40
1

FIGURE 1.7. 2'2 marches aléatoires gaussiennes inhomogenes et indépendantes.
1.3. MOUVEMENT BROWNIEN BRANCHANT

Le mouvement brownien standard est un processus stochastique de Markov qui
est étudié dans plusieurs domaines, comme les mathématiques pures, la physique
ou I’économie. Sur un espace de probabilité (2, F,P), un processus (z,t > 0) est

un mouvement brownien standard [Du] si

(1) Ty = O,
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0.2

-0.4

-0.6

-0.8

t

FIGURE 1.8. Une réalisation d’un mouvement brownien approximé

par une marche aléatoire.

(2) Pour w € Q, la fonction t — z4(w) est continue presque stirement,

(3) Les accroissement de x; sont indépendants avec z; — 25, ~ N (0,t—s), (0 <
s < t), ou N(0, 0?) représente la loi normale de moyenne 0 et de variance

o2,

La figure 1.8 montre un exemple d’'un mouvement brownien standard sur 'inter-
valle [0, 1] approximé par une marche aléatoire.

Le mouvement brownien branchant est une généralisation du mouvement
brownien standard. C’est aussi un processus de Markov en temps continu (voir la
proposition 1.3.3). Une particule initiale issue de 'origine effectue un mouvement
brownien standard z pour un temps aléatoire exponentiel T', avec P (T > t) = e,
Au temps T, la particule se sépare indépendamment de 1" et x en k descendants
avec probabilité pg, ot Y02 pr = 1,300  kpr =2 et K =332 k(k — 1)pg < oo.
Chacune de ces k nouvelles particules effectue a son tour un mouvement brow-
nien standard sujet aux mémes regles de durée de vie et de reproduction. Suivant
la notation de la définition 1.2.3, on note par ID; I’ensemble des particules au
temps t. Puisque ID; contient un nombre aléatoire de particules, on note égale-
ment n(t) = #{D,}, avec E (n(t)) = €' (voir [AN] chapitre 3 section 4). Ces

particules sont situées a x,,(t), 1 <i < n(t).
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Concretement, on a :

Définition 1.3.1. Le mouvement brownien branchant est le processus
z(t) = (z,(t),v € Dy),

ot pour chaque particule v € Dy, (z,(s),0 < s < t) est un mouvement brownien
standard sur Uintervalle [0, t].

Le mouvement brownien branchant posseéde une propriété de Markov. Avant
de la citer, on introduit le concept de descendants d’une particule.
Définition 1.3.2. Soit w € Dy, s < t, une particule. On note par ]D)gw) C Dy l’en-
semble des particules au temps t issues de w. Ces particules sont les descendants
de w.
Proposition 1.3.3 (Propriété de Markov du mouvement brownien branchant).
Soit Fy = o (x(t/),t/ < t) la filtration naturelle du mouvement brownien bran-

chant. Le processus (x,(t),v € D) conditionné sur F est égal en loi au processus

(xw(s) + 2 (t —5),w e Dy, v € Dﬁl) ,
Tfl) sont des mouvements browniens branchants indépendants de

longueur t — s pour chaque w € Dy. La notation Dgﬂ est utilisée pour rappeler

ot (z{¥) v € D!

que ces mouvements browniens branchant sont issues d’une particule w.

La propriété de Markov est illustrée a la figure 1.9 et a la figure 1.10. Condi-
tionné sur Fg, le mouvement brownien branchant illustré dans la figure est égal
en loi & quatre mouvements browniens branchants de longueur [t — s| issus respec-
tivement de wy, wy, w3 et wy. Tout comme pour la MAB, on peut se demander

quelle est la position attendue de la variable aléatoire

M (t) = max x,(t).

vED:
Cette question a été résolue par Bramson | |. I a démontré que

3
M(t) = V2t — —=log(t) + Op(1).
0 575 08(0) + 0n(1)
Les méthodes utilisées dans son article sont reprises et parfois généralisées tout
au long du chapitre 3, dans lequel on étudie non pas la position des particules,

mais la position sur I'axe du temps des parents des particules qui sont pres du
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Vg

X4

M

FIGURE 1.9. Propriété de Markov du mouvement brownien bran-

chant (1).

FiGURE 1.10. Propriété de Markov du mouvement brownien bran-

chant (2).

maximum. Au temps ¢, on a ’équivalent d’environ e! mouvements browniens
standards, a la différence qu’ils sont corrélés comparativement a la situation ou e
mouvements browniens standards indépendants sur [0, ¢] seraient considérés. Ces

corrélations sont données en fonction de
Qi(u,v) =sup{s < t: :pu(s/) = xv(s/), VO<s < s},

représentant le temps de branchement entre u, v, ou de fagon équivalente le temps
ou vit le parent des particules u et v. Le chapitre 3 précise les intervalles dans

lequel Q;(u,v) se retrouve avec grande probabilité pour u,v prés du maximum.
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7€

FiGure 1.11. Illustration typique des temps de branchement des

particules pres du maximum.

Le résultat principal du chapitre 3 est di a Arguin, Bovier et Kistler dans leur

article | -

Théoréme (Résultat principal du chapitre 3). Soient D C R un compact et

m(t) = V2t — % log(t),Dy(D) = {u € Dy : x,(t) € m(t) + D}, alors
TILIEOSB£P<E| u,v € Di(D) : Q(u,v) € (r,t—1)) =0.

La figure 1.11 illustre le théoreme ci-dessus. Il nous dit que les paires de
particules qui se retrouve pres du maximum proviennent ou bien d’un parent qui
vit relativement t6t dans 'intervalle [0, £], ou bien d’un parent qui vit relativement
tard dans [0, ¢].

Qu’en est-il dans le cas d’'un mouvement brownien branchant inhomogene,
processus identique au mouvement brownien branchant décrit ci-dessus mais avec

t

un coefficient de diffusion 0% sur {0, 5} et o3 sur [t

5,15} ? Est-ce que la présence

d’une transition de variance influence ’allure des temps de branchement entre
les particules pres du maximum d’un mouvement brownien branchant ? Et si on
répond par l'affirmative a la question précédente, est-ce que le profil des variances
importe, & savoir est-ce que 0? < o3 ou 07 > 02 a une importance particulicre.
En combinant les chapitres 2 et 3 et en y adaptant les résultats, on démontre
dans le chapitre 4 la contribution principale de ce mémoire :
Théoréme (Théoréme principal du chapitre 4). Soient 0 < o3 < o?. On consi-
2

dére le mouvement brownien branchant inhomogéne avec profil de variances o2, 03.

Soit D un compact. Alors

lim sup ]P’(Elu, ve Dy x,(t),z,(t) € m(t)+ D,

T t>6r

(1.3.1)

Q: (u,v) € B—r,;jtrb > 0,
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ou i (t) = V2 (o1 +02) L — 55 (01 + 02) log (%)
On remarque la différence immédiate avec le résultat principal du chapitre
3 qui stipulait que tous les temps de branchement entre les particules pres du

maximum étaient soit dans 'intervalle [0, 7], soit dans Uintervallle [t — r, t].

1.4. RESULTATS DE BASE ET DEFINITIONS

Cette section vise a introduire certains résultats classiques en probabilités ou
a présenter des lemmes généraux qui seront utilisés a travers le mémoire. On
présente également quelques définitions et on établit certains éléments de nota-
tion. Le premier résultat est un estimé donnant des bornes sur une exponentielle
négative. Il permet de simplifier les calculs dans de nombreuses équations ou la
densité gaussienne est présente et sera utilisé a maintes reprises dans le mémoire.
Lemme 1.4.1 (Estimé gaussien). Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1) et

sott x > 0 un réel. Alors

1 1 1 x? 1 22
(= T <P(X>2)< L
V2m <x x3>eXp< 2) sPXza)< T 27reXp< 2)

DEMONSTRATION. Il suffit d’écrire

/ exp (—zx) exp (—) dz
0 2
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pour obtenir le majorant. Pour ce qui est du minorant, on a

O

Le résultat se généralise aisément en effectuant un simple changement de variable
pour obtenir
Corollaire 1.4.2. Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,0?) et soit x > 0 un

réel. Alors

o (1 o2 x? o x?
(i T )V ep(x )< T exp [
7 (55 oo (~a) Pz < e (<)

Le prochain résultat est un autre estimé pour un événement gaussien.
Lemme 1.4.3. Posons m(n) = Cn — K log(n), pour C, K > 0. Soit D C R un

compact et Z, une variable aléatoire de loi N'(0,n),n > 2. Alors on a
P(Z,—m(n) € D) < /{nCK_%e_CQ%/ exp(—Cx)dx,
D

pour une certaine constante K > 0.

DEMONSTRATION. Remarquons que Z, —m(n) a pour loi une distribution nor-
male de moyenne —m(n) et de variance n. La densité est

. (—(m +221<n>>2> |

On veut donc borner la quantité

L e <_($ J;T”))Q) da. (1.4.1)

Remarquons d’abord qu’en factorisant 'intérieur de I’exponentielle, on obtient

1 22 K1 1 1 K2(1 2
exp(—x—x0+x Og(n)—nC’Q—i—C'Klog(n)—(()g;m))),
2 n n 2 2 n
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En factorisant les différentes exponentielles et en bornant certaines des négatives

par 1, on trouve que la quantité (1.4.1) est inférieure ou égale a

=

que l'on peut écrire comme

exp (—Cx) exp (Kﬂcl;g(ﬂ)) exp (—;CQn) exp (CK log(n)) dz,

CK-1

G exp <—1C’2n> / exp (—Cz) exp (leog(n)) dx.
2 D n

V21

Pour compléter la preuve, on remarque que exp(%g(")) = pl/n

. Pris comme
fonction de n et x, on peut borner cette exponentielle d’abord en z avec le su-

Kz/n < eﬁK/e7

premum dans D et ensuite en n pour finalement obtenir n ou

D =sup{z € D}. O

On rappelle le résultat classique souvent appelé I'inégalité de Markov dans la
littérature.
Lemme 1.4.4 (Inégalité de Markov). Soit X > 0 une variable aléatoire et t > 0
un nombre réel. Alors

P(X >t)< E(t)
Remarque 1.4.5. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N = {0, 1,2, ...},

alors l'inégalité de Markov permet d’obtenir un majorant a la probabilité
P(X>0)=P(X>1)<E(X).

Cette forme du résultat sera souvent utilisée également sous l’appellation d’inéga-
lité de Markowv.

L’inégalité de Markov est souvent appelée la méthode du premier moment.
On présente ci-dessous la méthode du deuxieme moment.

Lemme 1.4.6 (Méthode du deuxiéme moment). Soit X > 0. Alors

Var(X)
P(X =0)< (XD

Le résultat sera également utilisé sous la forme

P(X>0)=1-P(X=0)>1— ga&f; - Egl),

pour X une variable aléatoire a valeurs dans N.



Chapitre 2

MARCHES ALEATOIRES BRANCHANTES
EN TEMPS INHOMOGENE

Le but de ce chapitre est d’établir le déplacement maximum d’une marche
aléatoire branchante dans un environnement inhomogene par rapport au temps.
Plus précisément, on considére une marche aléatoire branchante avec des bran-
chements binaires, dont les accroissements suivent une loi normale de moyenne 0.
La variance de la loi des déplacements change selon le temps. Il sera démontré que
le profil des variances est important pour déterminer la position du maximum.

Les résultats de ce chapitre sont tirés de larticle [F'Z1].

2.1. MOTIVATION

Dans le cas homogene, le premier résultat sur la position du maximum est di
a Bramson dans son article [Br1], pour le mouvement brownien branchant. Des
résultats similaires ont été démontrés dans [AB] et [Ai] pour la marche aléatoire
branchante. Ces résultats montrent qu’en moyenne, la position du maximum croit
linéairement avec le temps, avec une correction logarithmique. De plus, lorsque
recentrée par sa médiane, la variable aléatoire du maximum est tendue. Voici
maintenant la situation qui sera étudiée dans le reste du chapitre.

On dénote par N(0, 0%) la loi normale de moyenne zéro et variance 0. Soient n
un entier positif et o1, 09 > 0 des réels. Une particule sur la droite réelle débute au
temps 0 en 0 et effectue une marche aléatoire branchante binaire selon le modele

de la section 1.2. Les accroissements du temps k au temps k£ + 1 sont tirés d’une
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Une marche aléatoire branchante au temps 18

Valeurs
0
|

FIGURE 2.1. Marche aléatoire branchante inhomogene.

loi N(0,0%) pour 0 < k < % et d'une loi N'(0,03) pour 2 < k < n. On dénote
par D, I’ensemble des particules au temps k. Pour v € D, une particule, on note
par S,(7) la position de la particule ancestrale a v au temps i, pour i < k, et
on s’'intéresse a la quantité max,cp, S,(n) pour des valeurs de n tres grandes. La
figure 2.1 illustre une marche aléatoire branchante en temps inhomogene jusqu’au
temps n = 18 avec 0? = 1 et 02 = 5. Le profil des variances est important, ainsi
on définit

+_ L2 _ 2
M, = max S,(n) sioj < o3,
veD,

M} = max S,(n) sio} > o5 et

vG]D)n
M; = max S,(n) sio} =03
n = v 1= 03
veD,

2.2. RESULTATS PRINCIPAUX

Dans cette section, on énonce les deux théorémes principaux du chapitre et
on effectue différentes comparaisons entre les modeles. Les démonstrations seront

faites dans les sections suivantes.
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2.2.1. Enoncé des résultats

Tel que mentionné plus haut, le profil des variances, a savoir o7 < o35 ou

2 2

est important. Les résultats principaux de ce chapitre sont les deux
théoremes suivants.

Théoréme 2.2.1 (Profil Croissant (Théoréme 1 dans [F'Z1])). Pour une marche
aléatoire branchante binaire inhomogéne avec un profil de variances o1 < 03, le

déplacement maximum est donné par

\/o? + 03

M = <\/(0% + 03) log(2)) n— Y1 2log(n) + Op(1). (2.2.1)
4,/log(2)

Théoréme 2.2.2 (Profil Décroissant (Théoreme 2 dans [F'Z1])). Pour une marche

aléatoire branchante binaire inhomogéne avec un profil de variances o, > 03, le

déplacement maximum est donné par

M- 2log(2)2(01 + Uz)n ~ 3(o1+02) log(n) + Op(1). (2.2.2)
2,/21og(2)

2.2.2. Comparaisons avec d’autres modeles

Remarque 2.2.3. [ est possible de réécrire les théoremes 2.2.1 et 2.2.2 sous la

forme
M, — ( 210g(2)aeﬁ> n— B—2L__log(n) + Op(1). (2.2.3)
2log(2)
Le théoréme 2.2.1 est de la forme (2.2.3) avec 0.5 = @ et B = %, alors que

le théoréme 2.2.2 s’écrit avec o5 = P52 et = 3.

Une premiere comparaison est de regarder le résultat équivalent dans le cas
homogene. On retrouve, par exemple, dans [AB], [Ai] ou [Ba] une forme du
résultat suivant :

2 2

Théoreme 2.2.4. Soit une marche aléatoire branchante binaire avec 0 = 05 =

2. Alors

M, = (\/210g(2)0) n— ;21;;(2) log(n) + Op(1); (2.2.4)

de la forme de I'équation (2.2.3) oy =0 et = 3.



22

On peut également se demander ou serait le maximum si on considérait un
modele plus simple de 2" particules indépendantes. Soient X; ~ N(0,0?),Y; ~
N(0,02%) indépendants pour i € N. Une marche aléatoire inhomogene au temps

n est le processus donné par

S(n):ZXZ~+ Y (2.2.5)

On prend 2™ copies de cette marche et on regarde le maximum. Il est donné par

(1.2.4)

ind __ 2 2 0-% + O-g
M — <\/(01 P log(2)> n— 4V s log(n) + Op(1), (2.2.6)

et ce, peu importe le choix de 0% et o3. Remarquons qu’il est aussi de la forme
(2.2.3) avec oeg = 1/ (07 +03) /2,5 =1/2.

Un autre modele simple a considérer est celui du maximum obtenu en ne

considérant que les descendants de la particule maximale au temps {%J, soit

M? = max {Sv(n) : Sy (Z) est le maximum} :

veD,

On en déduit que ce maximum est donné par 'addition des maximums de deux

marches aléatoires branchantes homogenes. On obtient en appliquant deux fois

le théoreme 2.2.4 avec {%J, une premicre fois avec variance 0%, et une deuxi¢me

fois avec variance o3, la position

e \/@(Ul + 02)n 3(01 + 09) log(n) + Op(1). (2.2.7)

" 2 2,/21og(2)
Avant de passer aux démonstrations des théoremes 2.2.1 et 2.2.2, on fait

quelques remarques sur les différentes formes des variables aléatoires M,,.

(1) Au premier ordre, M~ et M concordent. La différence dans le terme
logarithmique provient de la dépendance entre les particules dans le cas
branchant, et leur indépendance dans 'autre cas. Le lecteur pourra consul-

ter la discussion dans [Br1] pour plus de détails.
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(2) Les deux premiers termes du sous-maximum M} et du maximum pour
le profil décroissant M} correspondent. De plus, chacun des termes dé-
terministes de ces maximums est obtenu par l’addition de deux termes
de maximums homogenes de la forme (2.2.4). Ce fait sera utilisé dans le
chapitre 4

(3) Le cas croissant M est quant & lui bien approximé par le maximum d’une

N . o2 +02
MAB homogene avec variance —5-2.

(4) Si on utilise les mémes variances o} et o3, mais dans 1'ordre inverse, alors
un calcul simple terme & terme nous fait voir que M est plus grand que

M} avant Derreur.

(5) Enfin, il est intéressant de remarquer qu’il y a une continuité par rapport a
01,09 pour le terme de premier ordre dans (2.2.4),(2.2.1) et (2.2.2), c’est-
a-dire qu’ils coincident lorsque l'on prend o7 = 05 = 0. Cette continuité
n’est pas présente dans le terme de correction logarithmique. On y observe

trois termes différents exhibant un phénomene de transition de phase.

Finalement, on énonce un résultat qui dit que les suites M et M} sont tendues
lorsque recentrées par leur médiane. On réfere le lecteur intéressé au lemme 1 et
a la discussion en fin de section 1 dans [FZ1].

Lemme 2.2.5. Les suites {M] — Med(M)}en et {M} — Med(M})}nen sont
tendues, avec Med(X) = sup{z : P(X < x) < 1/2} qui représente la médiane.

Ceci permet de dire que les théoremes 2.2.1 et 2.2.2 donnent un ordre de
grandeur précis du déplacement effectué par la marche aléatoire branchante. Dans
ce qui suit, on utilise la lettre C' pour une constante positive arbitraire, qui peut
dépendre de oy et 0y5. On considere également que n = 0 mod 4 pour fin de

simplicité, en notant qu’il suffirait d’ajuster les preuves avec la fonction partie

entiere pour le cas général.

2.3. PROFIL CROISSANT DE VARIANCES

Dans cette section, on démontre le théoreme 2.2.1. On aura besoin d’'un lemme

sur les fluctuations de la marche aléatoire inhomogene définie en (2.2.5).
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2.3.1. Fluctuation d’une marche aléatoire inhomogene

On montre que la trajectoire d’'une marche aléatoire inhomogene peut étre
décrite avec une certaine précision si I’on connait son point d’arrivée au temps n.

On définit les fonctions

Ska(T) =q 27 2 (k B n) | (2.3.1)

et

crk?3, sio<k<®
Jin = (2.3.2)
cr(n — k)3, s < k<n,

pour ¢y une constante positive. On remarque que les fonctions s, (z) sont en
fait I'interpolation linéaire par morceaux de l'origine et d’un point d’arrivée, en

2
201 2
o1+to5

passant par x au temps 5. Une marche aléatoire inhomogene est illustrée a
la figure 2.2 avec les fonctions sy, , () % fi., ol x est le point d’arrivée de la marche
aléatoire. On remarque que les fonctions sy, (z) £ fi,, forment une enveloppe dans
laquelle la trajectoire de la marche est entierement contenue.

Soit S, (k) la marche aléatoire inhomogene partielle de 0 a k :

" X k<73,
Su(k) =19 (2.3.3)
LXi+Yia Y f<k<n

Le lemme suivant décrit une trajectoire typique d’une marche aléatoire inhomo-
gene partant de 0 au temps 0 et se rendant a x au temps n. Elle suit la trajectoire
sk.n(x) avec fluctuations au plus f .

Lemme 2.3.1. I existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que
P (S, (k) € [skn(®) = fem, Skn(T) + fen] pour tout 0 <k <n | S(n)=x)> C,

pour ¢y fize suffisament grand dans la fonction fy . Le choix de cy sera détaillé
dans la démonstration.
Remarque 2.3.2. L’exposant 2/3 pour les fonctions fy,, a été choisi arbitraire-

ment. La preuve pourrait fonctionner avec un exposant 1/2 + €, pour € > 0.
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100

-100

-200

FI1GURE 2.2. Une marche aléatoire inhomogene et son enveloppe.
Avant de démontrer ce lemme, on introduit le processus
Su(k) = Su(k) = s.4(S(n)). (2.34)

On a la proposition suivante :
Proposition 2.3.3. La marche aléatoire inhomogéne S(n),n > 0 et le processus

Sn(k),0 < k <mn, sont indépendants.

DEMONSTRATION. On commence par calculer la covariance entre les deux pro-

cessus

Cov(Su(k), S(n)) = E (S,(k)S(n)) — E (Su(k)) E (S(n)) = E (Su(k)S(n))

puisque E (S(n)) = E (S’n(k)) = 0. Regardons maintenant la situation pour le

caskgg.Ona
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0'2]{3 ) k 02]€ 5 n
=(1-—""— Xi—%n X+ Y:|. (2.3.5)
< (of + ‘7%)% zzzl (of + 0%)5 i=k—+1 i:%—l
Par indépendance des X, Y;, on trouve qu’en prenant ’espérance du produit entre

S, (k) et S(n) il ne restera que les termes en X? et ceux en Y. Avec le fait que

E(X?) =0 et E(Y?) = 02, on obtient

Cov(Sn(k), S(n)) =K (

Pour 2 < k < n, une décomposition semblable de S, (k) nous donne

I3

)5

i=k+1

Sk = 220 = l(ZX+ZY) ( {’(”_k)

(01 + 02 =1 =241

En développant S, (k)S(n) et en prenant 'espérance, puis en utilisant le fait que

les X;,Y; sont indépendants, on obtient

Cov(Su(k), S(n)) = E (S, (k)S(n))

2

o5(n—k) (n 5 ( n) 2)
= —-—————m--- —_— k_i

(o2 +og)s 270 T\ )7

Les deux processus étant gaussiens, ils sont indépendants. 0J
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Voici maintenant la preuve du lemme sur les fluctuations :

DEMONSTRATION DU LEMME 2.3.1. En utilisant 1'indépendance entre S, (k) et

S(n), on obtient

P (Sn(k) € [skn(®) = fin, Skn(T) + fon] pour tout 0 <k <n | S(n) ==x)
gn(k’) € [=fen, fxn) pour tout 0 <k <n | S(n)= :1:)

P(
=P (gn(k’) € [— fms frn] pour tout 0 < k < n) .

(2.3.5) pour k <
A= 2% On obtient

(0+03)3

Le processus S’n(kz) est gaussien avec moyenne 0. En utilisant la décomposition
n
2

on calcule sa variance. Pour simplifier I’expression, on note

B (8.007) = (1~ APhat + 4° (3~ k) o 4 42503
2 2 noo o M .9 9
= ko] — 2ko1A + §A o3 +§A o2

o (02 + 02)n — 203k
' (0¥ +od)n

(2.3.6)

Un calcul similaire meéne a

o2 +o2)n — 203 (n — k)

(0f 4+ a3)n

E (Sn(k)?) = (n — k)af( : (2.3.7)

pour § < k < n. On cherche un minorant a
P (S’n(k‘) € [— fems frn] pour tout 0 < k < n) )
On réécrit cette expression pour obtenir

1-P (|§n(k)\ > frn pour un certain 0 < k < n) >1-> P (\Sn(k)\ > f;m) :

k=1

En utilisant I'estimé gaussien 1.4.2 avec les variances (2.3.6) et (2.3.7), ainsi que

la symétrie de f,, la quantité ci-dessus est au moins

i

n s Co  _20,k1/3
FO>1-2) —e 9T = C, (2.3.8)
B o VE

bl
1-25 .-

=1 VK
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oll ¢y, ¢1 sont des constantes qui dépendent des variances o7, 02. On peut s’assurer
que C' > 0 en choisissant les ¢, assez grands dans la construction de la fonction

frn- De plus, la somme est majorée par

o _ 271/3 P(cy)
/1 exp(—cyk >dk_>—Q(cf)exp(cfc)’

ou P(cy), Q(cy) sont des polynémes en cy. Il découle de ceci que la somme converge

vers (0 lorsque ¢; — oo et ainsi, C' converge vers 1. 0

2.3.2. Démonstration du théoréme 2.2.1

On a maintenant tous les outils nécessaires pour faire la preuve du théoreme

2.2.1. Posons

ol + o3
a, = /(0% + 03)log(2)n — *—log(n).
V(o +03) log(2) s

Si on montre qu’il existe des constantes ¢4, c; > 0 telles que

P (M] € [an, an + y0]) > o (2.3.9)

4
— 2c5
pour un certain yg, alors le lemme 2.2.5 permettra d’obtenir M = a, + Op(1).
En effet, un résultat intermédiaire permettra d’obtenir la tension de M — a,,.
Lemme 2.3.4. Sous l’hypothése d’existence de constantes cy, cs telles que I'équa-

tion 2.5.9 est vraie pour un certain vy, la suite Med(M)) — a, converge vers

M € R lorsque n tend vers l'infini.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.3.4. On suppose le contraire, et sans perte de
généralité, on suppose A, = Med(M]) — a, — 400 quand n — oo. Alors pour

le yo spécifié ci-dessus, on a

P (M] — ay € [0,0]) =P (M} — Med(M}) + A, € [0,40]) (2.3.10)
=P (M) — Med(M}) € [~An,y0 — An]) . (23.11)
Si A, — +o0o, la probabilité (2.3.11) tend vers 0 puisque M| — Med(M) est

tendue (lemme 2.2.5) et que le compact [—A,,y0 — A,] se déplace vers —oo. Or

on a l'existence de c4,c5 > 0 par 2.3.9 tel que la probabilité du coté gauche de
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I'équation (2.3.10) est strictement positive et ce, uniformément en n. On obtient

donc une contradiction. O

Puisque M —a,, = M — Med(M)+ A,, la tension de M — Med(M) combinée
au lemme ci-dessus nous donne M! — a,, = Op(1).

Pour montrer 'existence de ¢y, c5, on appliquera la méthode des premier et
second moments a des ensembles bien choisis. On rappelle que pour une particule
v € D, sa position au temps k est notée S,(k) pour k < n. Rappelons aussi que
S(n) est la marche aléatoire inhomogene a n pas définie en (2.2.5) et S, (k), les k

premiers pas de cette marche. En fait, le processus,
(Sy(k),v €Dy, k <n)

a la loi d’une marche aléatoire inhomogene avec k pas définie en 2.3.3.
La preuve de 'existence de c4 et c5 est séparée en deux étapes, donnant un

majorant et un minorant a la position du maximum attendue.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2.1. Majorant :
Fixons Ny, = > yep, (s, (n)>an+y) le nombre de particules au temps n qui sur-
passent le niveau a,, + y, y € R. En moyenne, le nombre N, est borné par

E(Niyn) = Z E (H{Sv(n)>an+y}>

veDy,

—2”]P’(S( ) ntYy

< 2” (an + y par le corollaire 1.4.2
n ‘|‘ Yy (02 +03)n

VIR Cnlog() e (5 1o8(m)) exp (=C)

an + Yy

X exp (—%) exp <_(0%’i20%’)n> o (2n\/(01%0i(z);; 10g(2))

n
an + vy

<C

exp(—fay%

avec C' et c3 des constantes indépendantes de n. On rappelle ici le fait que S(n)

est de loi NV(0, 1+02 n), ce qui nous permet d’utiliser I'estimé gaussien. Avec les
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inégalités
log(n)* y?
_ 8 Y )<
=P ( 16nlog(2) P (02 4+03)n) —

1 2y/1og(2)
2ny/(0} + 03)log(2)  y/o} + 3

combiné a l'inégalité log(n) < n, on obtient le terme e~ %Y. Puisque le terme

et

<0,

a, +y = O(n), on obtient

E (Nl,n) S 626_c3y.

Finalement, I'inégalité de Markov nous donne
P (M} >a,+y) =P(Nip>1) SE(N,) < ce ™. (2.3.12)

En choisissant y assez grand, la probabilité ci-dessus peut étre aussi petite que
nécessaire, c¢’est-a-dire que la probabilité que le maximum d’une marche aléatoire
branchante inhomogene soit plus grand que a, + y pour une constante y quel-
conque est petite par rapport a cette constante.
Minorant :
Pour obtenir le minorant, on utilisera le lemme du deuxieme moment 1.4.6. On
considere les marches qui sont & = € I,, = [an, a, + 1] au temps n tout en suivant
les trajectoires sy ,(x) définies en (2.3.1) avec les fluctuations bornées par fj
définies en (2.3.2). Au temps k, on pose I, (x) = [Skn(T) — frn, Skn(®) + frn],
qui est ’enveloppe "admissible" pour S, (k) étant donné S(n) = x. On note par
Nop = UEZ’; ]I{S/U(N)EIH,SU(k:)e[km(Sv(n)) pour tout 0<k<n }

le nombre de particules respectant ces conditions. Selon le lemme 2.3.1, on a
E (Ny,) =2"P(S(n) € I, Sh(k) € I;n(S(n)) pour tout 0 < k <n)
=2"E (H{S(H)GIH}IP’ (Sn(k) € Ijpn(z) pour tout 0 < k <n |S(n) = x))
>2"CP(S(n) € 1,,) .

L’espérance a la seconde ligne est prise par rapport a la densité de S(n). Pour

borner la quantité 2"PP (S(n) € I,,), on utilise les deux bornes du corollaire 1.4.2
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pour obtenir

2P (S(n) € I,) = 2°(P (S(n) > an) — P (S(n) > an + 1))

n

5 5 _Llog(n)2

1 \/2n(0% + 03)y/ne” 16 Toe@n

5 9 N, 1 02+02log(n)
VIog(2)(0F + oF)n — VU2

3 a2 2

o o _ 9 o (an+1)
>onor [ Zr _Tn) T2 " T 2om 2.3.13
= ( CL3> a, + 1 ( )

2 _ 1 log(n)?
1 n?\/(2(cf + 03)3)e 16 1@
R Z o2+02 log(n) 3
log(2)(02 + 02)p — 1 V71772 8
(Viog@)(of + a3 — 4 ¥oireie
_Llog(n)2 ﬁ
1 2n(a% + J%)\/ﬁ@ 16 Tog(2)m 1, 2" (03402)l0g(2)
- 5 2./10g(2) 1 )

2402 log(n P
<\/10g(2)(0% +o3)n — iL /&)g() + 1) e\/“%*"% (o1+o3)

(2.3.14)

(07 +03)n V2
2

ol 02 = . Le premier terme converge vers . Le deuxieme terme est
24/1og(2)

d’ordre % et converge ainsi vers 0, alors que le troisiéme converge vers

V2 V2

2log(2) .

2 2 2 ]. 2
2, flog(2)e V-3 0g(2)

Le tout converge donc vers

V2 V2

— >0

2log(2)

2./log(2 2. 2
08(2) 2,/log(2)e Vit

et est donc éventuellement borné par une certaine constante ¢4 > 0. On a ainsi
2"P(S(n) € I,,) > ¢4 > 0. (2.3.15)

Il nous reste maintenant a borner le deuxieme moment de N,,. Pour deux
particules vy, vy € D, 0 < k < n, on note par v; A vy leur parent. Pour calculer
I'espérance de N2, , on prend la somme sur k de 0 & n et on considére toutes les

paires de particules au temps n qui ont leur parent au temps k. De plus, pour
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0 < j < n, chacun des ancétres v(j) (respectivement vy(j)) doit appartenir a

I; 1 (Sy, ) (n) (respectivement I;,,(S,,)(n)). On a

2
E (N27n> = ( Z ]I{SU VEIn,Sv; (§)E€Lj n(Sv; (n)) pour tout 0§j§n,i:1,2})

v1,02€D,

= Z Z E (H{S n)€1In,S () (5)€Ljn(Sv; (n)) pour tout O<j<n,i:1,2}) (2316>

k=0 v1,v2€Dy,
v1Av2 €Dy

gi > P(S (n) € I, Su,(J) € 1;n(Sy, (n)) pour tout 0 < j <mn,

k=0 v1,v2€D,,
v1Av2 €Dy

Suines (k) € Tun(Suy (1)), Suy (n) € In> (2.3.17)

:i > IP’(S (n) € I, Sy, (J) € I;n(Sy,(n)) pour tout 0 < j < n,

k=0 v1,v2€Dy,
v1Av2 €Dy

SUQ - Svl/\vz S [SUQ - Sk,n<SU2> - fk,’m sz - Skz,n(svg) + fk,n]a SUQ S In)
(2.3.18)

:i > P (S, (n) € I, Su(j) € Ljn(Sy, (n)) pour tout 0 < j < n)

k=0 v1,v2€Dy,
v1Av2 €Dy

X P(Svg(n) - Svl/\vg(k> € [SW(n) Skn( v2 ( )) fkn’

Sua(n) = 8k (Sus (1)) + fie]: Sus(n) € ).
(2.3.19)

La derniere égalité découle de 'indépendance entre S,,(n) — Sy, au, (k) €t Sy, (n).
L’inégalité en (2.3.17) découle du fait que, pour les ancétres de la seconde particule
Vg, on ne demande qu'a Sy, a, (k) d’étre sur la trajectoire sy ,(Sy,(n)) alors qu’en
(2.3.16), tous les ancétres de v, devaient étre sur la trajectoire sy, (Sy,(n)). Posons

Sy, (n) = x. Pour voir I'inégalité entre (2.3.17) et (2.3.18) il suffit de voir que

Sos (n) — Sui Ao (k) S [x - Sk,n(x) — frm, T — Sk,n(x) + fk,n]
si et seulement si — Sy, ap, (k) € [=Skn(T) = fon, —Skn(T) + fin]
si et seulement si Sy v, (k) € I n(x).

2nk

Comme il y a 2" particules issues du temps 0 dont issues du parent v; Avy au

temps k, 'équation (2.3.19) peut étre réécrite en passant au modele des marches
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aléatoires inhomogenes (avec x = S(n)), transformant la somme intérieure en

zn: 22" FP (S(n) € I,,S,(4) € I;n(z) pour tout 0 < j < n)
k=0
X P(S(”) — (k) € [x — spn(®) = fion, = Skn(®) + frnl,

T E In)
= 2"P(S(n) € I, S,(j) € I;,(x) pour tout 0 < j < n)

X kﬁ: 2””“]?(5(71) — Sn(k) € [2 — sppn(x) = frm,

T = Skn(2) + finl € In)

=E(Ny) i 2"—’“IP>(S(n) — Sn(k) € [v — spn(x) = frn,

k=0

x — Sk,n(l‘) + fk,n]ax € ]n>a

avec S(n) et S, (k) définies respectivement en (2.2.5) et (2.3.3). On estime la

probabilité restante selon que 1 <k < 2 o < k < n. Dans le premier cas, on

2
a que S(n) — S, (k) est de loi N'(0,%(0% + 03) — kot), d’ou

P(S(n) = Sn(k) € [v = skn() = fom, T — Skn(T) + frnl, v € 1)

1 ((1_ 202k Yan — fi )2
(@2 +o2)n/tn n

< 2fkn exp | — 2 2.3.20

Jo(oT v oA ko) Gt +on-—2kop | 23

277 to(k)
. (2.3.21)

7/n/+
9 oty

En effet, montrons en détail les deux dernieres égalités. Apres la premiere ligne,

en utilisant la densité de la loi normale, on obtient

2 k

S(n)=58k,n(S(n)+frn 1 y2
/ exp | =5 | dy,
S(m)=skn(S)~fin /2702 20

S 2 (2 2\n 2 Py
ot 0, = (07 + 05)5 — koi. Puisque

y € [S(n) = skn(S(n) = fon, S(n) = 5£n(S(n)) + frnl,
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[ 2 2
o] + 03
" log(2) 10%(”)7\/(0% + 03) log(2)n
\/ o} + o3
_ Yyl 2 log(n) + 1

41og(2)

S(n) eI, = \/(012 + 03)log(2)n

et que eXp(—yz) est décroissante pour y positif, on obtient en substituant y et

S(n) I'équation

202k 2
1 (1= e an = fin) | S0 (S04 hrn
exp | — L= dy.
2 202 S(n)— _
\/2moj k (n)=skn(S(n)=fr.n

L’intégrale nous donne le terme 2f;, et on retrouve ’équation (2.3.20). Pour

obtenir (2.3.21), on développe l'intérieur de I'exponentielle :

- (o +‘72)71_2]{3011 g(2) + fkn /
of + 03 \/ 02 + o2

122, n(0f + 03) — 25103 log(n)n? — n?oj log(n) + knlog(n)(4o] + 40i03)
((0f + 03)n — 2kot)(0f + 03)n

1 dotlogk . 72k og(n)

2((0F + 03)n — 2kof)(of + o3)n (02 +03)n — 2]{;0%)\/0% + Ugn\/log(Q)

Vot +oflogmfen 1 log(n(o + o)
log(2)((0? + 03)n — 2ko?)  1610g(2)((o + 03)n — 2kat)
1 log(n)?0?k 1 log(n)20k?

+ 4 (63 4+ o3)n — 2ka?) log(2)n 4 (02 + 03)n — 2ko?) (0} + 03)n2log(2)

N |

l\)\r—l

On obtient la borne de ’équation (2.3.21) en utilisant les faits suivants :

e D’abord, on a
(02 + 02)n — 2ko? g2
- log(2) =2
01 + 02

=)
+19
3=

V1N

ce qui donne le terme principal de 'équation (2.3.21).

e Les exponentielles

. 4otlog(n)k?
—
P73 (02 + 03)n — 2ko?) (0} + 03)n

o 1 log(n)%ok?
PUT4(02 + 02)n — 2k02) (07 + 03)n? log (2)

et
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sont majorées par 1.
e Le reste des termes a l'intérieur de I'exponentielle est o(k).
Finalement, puisque
1
V2 (ot + 03)3 — kot)

2fim = O(kY%) < 200

on obtient I’équation (2.3.21).
Pour 2 < k < n, on a que S(n) — S,(k) est de loi N(0, (n — k)o3), et d’une

maniere similaire, on obtient

P(S(n) = Su(k) € [2 = sp.n(2) = fom, ® — Skn(2) + fan], S(n) € I,)

202(n—k)
< 2fk 1 exp | — (( 24’”%)“ n fk n)
T/ 2r(n—k)o3 2(n — k)o3

2
n—k)+o(n—k
<2 “aTaag (el k). (2.3.22)

En sommant (2.3.21) et (2.3.22), on trouve

x>
Il
<)

% . —7L+ik+o(k o 2 2 (n k)+0(n k)
E(NZ,) < E(Na) <Z2 ko TR kzﬂ ik T

% ﬁ o n 0%70% n— o(n—
=E (NQ,n) (Z 2°%+ag htolk) + Z 20%4',0-%( k)+o( k))

k=0 k=241
20 T kyo(k)
<E(Nyp)2) 20172
k=0
< B (Vo) (2.3.23)

ou

puisque les séries convergent. Remarquons que c’est ici que le profil croissant fait

la différence. En effet, c5 < +o0o car 07 < o3. En utilisant le fait que

E (Nyp) = E (Nonllin, =0) + E (Non T, 501) = B (NowIlin, . 503) -

on obtient par le lemme du deuxieme moment 1.4.6 que
E (N3,0)*

N
P (M} > a,) >P(Nyy >0) > B (V)

> cy4/cs > 0. (2.3.24)
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2.4. PROFIL DECROISSANT DE VARIANCES

Dans cette section, on démontre le théoreme 2.2.2. Une fois de plus, on divise
la preuve en deux parties, I'une pour un minorant et I’autre pour un majorant.
Avant de passer a la preuve, on définit le pont brownien discret et on cite un

résultat qui sera utilisé.

2.4.1. Pont brownien discret : un estimé

Ce résultat est I'analogue discret de la proposition 1" dans [Br1]. On introduit
le processus By — %Bn, le pont brownien discret, ou B, est une marche aléatoire
avec accroissements distribués selon une loi normale standard.

Lemme 2.4.1. Soit
0 sik=0,n,
L(k) = { 1001log(k) Sik=1,...,2,
100log(n — k) sik=1%,...,n—1.

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout y > 0,

C(1+y)?
—

P<Bk—anSL(k‘)+y pour0§k§n> <

La preuve est assez technique et sera omise du mémoire. Elle s’adapte de celle

du cas continu dans | ]. L’aspect important du résultat est que la probabilité

que le pont brownien (discret dans ce cas) reste en dessous de la courbe L(k) est
inversement proportionnelle au temps.

Notons que le choix du facteur 100 devant le log de la fonction L(k) est

arbitraire et choisi pour étre approprié dans la preuve qui suit.
2.4.2. Preuve du théoréme 2.2.2
On peut maintenant passer a la preuve du théoréme pour le profil décroissant

de variances. Pour obtenir un minorant, nous allons pouvoir utiliser le résultat

homogene (2.2.4) ce qui nous évitera de répéter 'argument du second moment.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2.2. Minorant :
En regardant sur chaque moitié de I'intervalle de temps, la formule (2.2.4) montre

quil existe y; € R tel que, pour une marche aléatoire branchante au temps 3 avec

2

variance o;,1 = 1,2, on a

30; 1
P My > J2log(2)ois — — 27 1og " 4y ] > -
2 92,/2l0g(2) 2 2

On considere une marche aléatoire branchante qui commence au temps 3 avec

301

. oy /. N n n
une particule dont la position est supérieure a ,/2log(2)o 5 221050 log 5 +y1.

En appliquant l'inégalité ci-dessus sur chacune des moitiés de temps, il découle

que
. n  3(o1+02), n 1
P My > \/2log(2)(o1 +02) = — ———=log =4+ y1 +y2 | > .
2 2,/2log(2) 2 4
Majorant :

On se définit une courbe linéaire par morceaux qui va de 0 a

21log(2)(oy + Uz)n 3(01 + 09)

2 2. /210g(2)

de la fagon suivante : pour 1 <k < 7, on a

log(n)

k

n 301 n .
g ( 210g(2)01§ - 2\/mlog <2>) ;

G(k) =

et pour 2 +1 <k <n,

G(k) = G(g) + k—3% (,/210g(2)023 — Q\/;Tmlog (Z)) :

n
2

Remarquons que pour ¢ suffisamment grand, on a

ilog(t) < log(s) pour exp(1l) < s. (2.4.1)
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e

— G(k)
Enveloppe G(k)+f(k)
— Marche aléatoire inhomogene

FIGURE 2.3. Une marche aléatoire inhomogene suivant G(k) et

I'enveloppe f(k) + G(k).

On définit également

n

v, sik=0,3,n,
501 :
Y+ EWOTTE) log(k), sil<k<n/4,

501

f(k> =Y T 2+/2log(2) 10g(§ N k)7

y+-—22—log(k—1%), siZ%+1<k<3n/4,

2+/2log(2)

y+%)log(n—k), sidn/4<k<n-1

2+/2log(2

La fonction f(k) joue le role d’une enveloppe au-dela de laquelle une trajectoire

sin/4<k<§—1,

suivant G (k) n’ira qu’avec une faible probabilité.

On cherche un majorant a la quantité

3
P2 > \2l0a@) (01 + o) = 2T 1
2 2,/2l0g(2) 2

=P(FveD,:S,(n)>Gn)+y).

(2.4.2)

Pour chaque v € D,,, on définit le temps d’arrét

7y = inf{k : Sy (k) > G(k) + f(k)};
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de cette fagon, I’équation (2.4.2) revient a borner
Y P(3veD,:S,(n)>Gn)+y1=F). (2.4.3)
k=1

On sépare la somme en quatre parties, sur les sous-intervalles [1,n/4],

(n/4,5], (5,3n/4] et (3n/4,n]. Ce sont les mémes sous-intervalles qui définissent
les différentes parties de f(k). Le but est de rendre chaque sous-somme petite en
controlant les fluctuations du maximum sur la trajectoire. Comme ces fluctuations
sont plus faciles a controler a certains endroits, la décomposition aide le calcul.
En fait, puisque le pont brownien est "attaché" aux extrémités, c’est a son centre
que les fluctuations sont plus grandes. Pour la deuxieéme moitié, il faut également

retenir I'information sur le parcours du pont aux temps précédents.

(1) Quand 1 < k < n/4, 'inégalité de Markov nous donne

P(JveD,: Sy(n)>Gn)+y,1,=%k)
<P (JveDy: S,(k)>G(k)+ f(k))

=P (#{v € Dy : So(k) > G(k) + f(k)} > 1)

<E (Z ]I{Sv(k)>G(k)+f(k)}> :

veEDy

En utilisant I'estimé gaussien (corollaire 1.4.2) avec la variance ko? et

I'inégalité logarithmique (2.4.1), on borne I'espérance ci-dessus par

2
(o] o 01 O,
B (\/21 vk g(k>+y>

2ka%

C'2k (G(k)+ f(k))? 2k
EOP T ket SRS

\/2log(2
< Ck32exp —ﬂ. (2.4.4)

01

Pour obtenir la derniere inégalité, remarquons qu’en développant le carré
dans l'exponentielle, tous les termes sont négatifs. On garde le terme
—klog(2) pour éliminer le 2F et le terme — log(k) pour obtenir le k=%/2.
On garde le terme en y qui est indépendant de k£ et on borne le reste par

exp(0) = 1. Pour obtenir la borne finale, on somme sur k € [1,n/4], ce
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qui donne

n/4 JTToE@y
S P(FeD, t.q. Sy(n) >Gn) +y, 7 =k) <Ce =1 > k2 (2.4.5)
k=1

k=1

On rend le c6té droit ci-dessus aussi petit que voulu en choisissant y assez

grand.

(2) Pour n/4 < k < %, on retrouve par l'inégalité de Markov 1.4.4

P(3v €D, : Sy(n) > G(n) +y,7, = k)
<P(3v €Dy : Sy(k) > G(k) + f(k)
et S,(i) < M(i) + f(i) pour 1 <i < k)
<P(#{v € Dy : Sy(k) > G(k) + f(k)

et S,(i) < M(i) + f(i) pour 1 <i < k} > 1)

<E ( > Wi, ()>Gk)+F(k) et Sy (i)<M i)+ (i) pour 1<i<k}) :

UEDk

L’espérance ci-dessus vaut

2FP (S(k) > G(k) + f(k) et S(i) < M (i) + f(i) pour 1 <14 < k)

= 2P (S(K) > GK) + (k) et (i) < LGk + () pour 1 <i < )

< otp (S(k) > Gk) + f(F) et S(5) < L(S(k) — f(k)) + f(i) pour 1 < i < k:)

< 2kp(5(k) > G(E) + f(k)
| Z. . Z. (2.4.6)
et —(S(i) — 7-S(k)) < —(f(i) — - f(k)) pour 1 < i < k)

g1 k g1 k

Le processus 0%(5 (1) — £) est un pont brownien discret et est indépendant

de S(k). On peut ainsi réécrire (2.4.6) comme étant

2P (S(h) > G + 0D P (- (86) - 150)) < — (1) = 1/ )).

01

On estime la premiere probabilité de la méme maniere que 1I’équation

(2.4.4), ce qui nous donne

P(S(k) > G(k) + f(k) < C2 M k(n — k)52 "o, (2.4.7)
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Pour estimer la deuxiéme probabilité, on se donne un majorant sur la

quantité a%< f(i) — £ f(k)). Puisque la probabilité met en jeu des valeurs

de i entre 1 et k € [n/4, %], on doit borner selon i < n/4 oui > n/4. Pour

i < k/2 < n/4, on élimine simplement le terme négatif —U%%, alors que

pour k/2 < i < k, on a Quelques manipulations algébriques permettent

d’arriver a

T —1
2 .
r— <k-—1
2
: —nk+2k%+n : : —nk+2k%+4n :
lorsque ¢ < ===, ce qui est le cas puisque =2 =55 > k > 4 lorsque

k < 5. Ces inégalités permettent d’obtenir
log (Z - z) ~log <Z _ k:> < log(k — 7).

Finalement, le fait que § < k permet d’obtenir log (g — k:) < log(k) et

I'inégalité logarithmique (2.4.1) donne
1 ) 7 . Y
—(f(@) — = f(k)) <100log(k — i) + —=. (2.4.8)

(o] k g1
En appliquant le lemme 2.4.1, on obtient

P (-(5:— £50) < —-(f) — /()

o1 o1 k

) :
< P((Si — iS(k?)) < 100log(i) + Y pour 1 <i <
01 k g1

N

1

01

(S; — %S(k)) < 100log(k — i) + Y pour kj2 <i< k‘)
01
< C(1+y)?*/k. (2.4.9)

La combinaison de (2.4.6),(2.4.7) et (2.4.9) nous permet de conclure que

2 2 @,
> ]P)(HUEDnZSU(R)>G(TL)—|—y,Tv:k’)§C<1+y) e YN kTR
k=n/4 o1 k=1

(2.4.10)
On rend cette derniere équation aussi petite que nécessaire en prenant y

assez grand.
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3) Pour . < k <3n/4, on a
2

P(JveD,: Su(n) > G(n)+y,7 = k)
< 1@(3@ €Dy : Syo(k) > Gk) + f(k)

et S,(i) < M (i) + f(i) pour 1 <i < k)
< ]P’(EI'U €Dy : Su(k) > G(K) + f(k)

et S,(i) < M (i) + f(i) pour 1 < i < g)
— P(#{U €Dy : So(k) > G(k) + f(k)

et Sy(i) < M (i) + f(i) pour 1 <i < g} > 1)

<E (Z ]I{Sv(n)>G(k)+f(k) et Sy (1) <M (i)4+f (i) pour 1§i<’5}> )

veEDy,

Pour évaluer cette espérance, on conditionne sur la position au temps
d’une particule v € Dy : {S,(5) = C(5) + =}. On recentre, on utilise
I'indépendance entre le pont et la marche et on utilise la propriété de
Markov. Comme il y a 2¥ particules au temps k, on obtient
2 [" Sy > G+ ) - (5) - )
1 i

X P (S — 7~ Sy < f(i) = 7~ pour 1 <i < ”) (2.4.11)
( (3) (3) 2

X flg2n (C <Z> —|—ZE) dx,

ott S et S" sont des marches aléatoires avant et apres 5 respectivement,
(avec variance appropriée) et p est la densité gaussienne de moyenne 0 et
de variance s. On estime maintenant chacun des trois facteurs qui appa-
raissent dans l'intégrale. On a déja borné un terme similaire au premier

pour obtenir (2.4.4) et on retrouve ici

]P’(S,;_g > Gk) -G <;‘> + (k) — x) <

" =3/2 /208
C2—(k—§> (k . ;L) - 2(172g 2) (y—CC)'
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Le deuxieme terme est quant a lui similaire a (2.4.9) et on obtient

P (si — —Sa < f(i) =~ pour 1 < i < Z) < O(1+2y —2)*/n.

(3) (5)

Finalement, la troisieme quantité est une densité gaussienne, et donc

n x4/2log(2
_ ¢ exp(—zlog(Z)—i—glog(n)—g()

01

vn
Ly (3\/§log(n) B 3y/21og(2) x )

2014/log(2) 2noy nog

N 9log(n) 3log(2) 9log(2) 9log(n)2)

4n 2 sn 8nlog(2)
6
<C22ne o " (2.4.12)

Pour obtenir I'inégalité, le premier terme de I'exponentielle donne le 277,
le second combiné au 1/y/n devant I’exponentielle donne le terme en n et
le troisieme terme est I’exponentielle de la derniere ligne. L’autre terme
en x devient éventuellement négatif avec la croissance de x. Comme on
choisira y > x aussi grand que voulu, on borne I’exponentielle de ce terme,
ainsi que des autres termes négatifs par 1. Finalement, le terme e%108(%)/(4n)

est borné par ¢”/4¢) donnant ainsi (2.4.12).

Ainsi l'intégrale en (2.4.11) est bornée par

-3/2  \/7les® 2log(2 2log(2
C(k_n> e_Ty/y (14 2y —x)*exp <\/ a )—\/ i )) rdx
02 01

2 —00

\/210g(2)y <k n)—3/2
2 7

=C(B+4y+y°)%e =

obtenu en intégrant. En sommant, on obtient

304 Nerme s
STP(FweD,:S(n)>Gn)+y, 7=k <CGBH4y+y*)2e o Y3 K2
k=12 k=1

(2.4.13)
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(4) Enfin, lorsque 3n/4 < k <n, on a
P(FveD,:S,(n)>Gn)+y,1==k)
< P(% € Dy : Su(k) > G(K) + f(k)
et S,(i) < M(i) + f(i) pour 1 <i < k)

_ 1P><#{U € Dy : Su(n) > G(k) + f(F)

et S,(i) < M (i) + f(i) pour 1 <i <k} >1)

E ( Z s, (k)>Gk)+ (k). et 80()<M(i)+1(i) pour 1§i<k}) :

veDy

Comme pour l'espérance précédente, on conditionne sur la position au
temps § a l'aide de I’événement {5 (3) = G (%) + 2} pour obtenir
y , n
zk/_ P(Si_y > Gk) = G(5) + f (k) -

etS; < M(i) — G(%) + f(i) — x pour g <i< k)
x P (Si — %S% < f(i) — %x pour 1 <i< Z) X ,LLU%%(G(g) + z)dz.
2

Les deuxieme et troisieme probabilités sont déja estimées dans les parties

précédentes, et de fagon semblable a (2.4.4), on a

B(S,_y > G(k) — G (Z) + (R —

etS;<M(z’)—G<Z>—|—f(i)—xpourZ<i§k)

i P
S C(l + 2y o x)Qe gzg (2y )(n _ k.)75/2.

De la méme manieére que pour l'intégrale précédente, on obtient

_ \/210g(2 2

S P(3v € D,:S,(n)>G(n)+y,7=k) < COHAHy+y*)%e

3n/4

Z 1—5/2.
(2.4.14)

On rend cette derniere aussi petite que nécessaire en prenant y assez grand.

En sommant les estimés (2.4.5), (2.4.10), (2.4.13) et (2.4.14), on obtient (2.4.3)

et donc par le fait méme, (2.4.2). Ceci termine la preuve du théoreme 2.2.2. [
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2.5. GENERALISATION

A partir des deux théorémes démontrés dans ce chapitre, on peut donner
des généralisations immédiates pour le cas d'un nombre fini quelconque de va-
riances monotones. Pour & > 2 fixé, on considere un ensemble de variances
{62 > 0,i = 1,...,k} ainsi quun ensemble {t; > 0 : ¥F ¢, = 1} dénotant
les proportions du temps oti les variances o? sont actives. On considére toujours
la marche aléatoire branchante binaire jusqu’au temps n, avec les accroissements
sur les intervalles [z{;} t;n, Zgzl tin) étant distribués comme une loi normale de
moyenne 0 et de variance 0']2-. Lorsque 0% < 03 < --- < 0%, un argument similaire
a la preuve du théoreme 2.2.1 nous dit que le maximum au temps n se comporte
asymptotiquement comme le maximum de marches aléatoires indépendantes avec

variance effective ZZ L tio?, qui est

\lﬂog(Z)itia n—lml g(n) + Op(1).

2., /21og(2)

Si par contre o} > 05 > -+ > o7, un argument similaire & la preuve du théoréme
2.2.2 nous dit que le maximum au temps n se comporte asymptotiquement comme

le sous-maximum, qui est

m<§;ti0?>n QW (Za >log )+ Op(1).

Dans le cas de profil de variances autre que monotone, les résultats ne sont pas

connus et sont sujets a plus de recherche.



Chapitre 3

TEMPS DE BRANCHEMENT POUR LE
MOUVEMENT BROWNIEN BRANCHANT
HOMOGENE

Les résultats de ce chapitre sont basés sur larticle | ]. s serviront de
piliers pour la construction des nouveaux résultats du chapitre 4. Le but de ce cha-
pitre est de caractériser avec une certaine précision les trajectoires des particules
qui sont pres du maximum dans un mouvement brownien branchant en définis-
sant des "enveloppes" dans lesquelles les trajectoires se retrouvent avec grande
probabilité. Avec la connaissance de ces enveloppes, on montre que le parent de
deux particules extrémes au temps n se situe soit pres de la génération 0 (la

racine), soit pres de la génération n.

3.1. MOTIVATION

On réfere a la section correspondante du chapitre 1 pour une définition du
mouvement brownien branchant. Le probleme de la position du maximum au
temps t a été résolu par Bramson a l'aide d'une combinaison d’équations aux
dérivées partielles et d’arguments probabilistes dans [Br1], théoréme 1.

Théoréme 3.1.1 (Théoreme 1 dans [Brl]). Soit

M (t) = max x,(t)

veDy

la position du mazimum au temps t et m(t) = /2t — 2%/5 log(t). Alors

M(t) = m(t) + Op(1). (3.1.1)
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Contrairement a un modele de mouvements browniens indépendants, il y a
corrélation entre les particules. Cette corrélation est exprimée en termes de la
distance généalogique : Soient u, v € D, alors sous le mécanisme de branchement

décrit plus haut, on a
E (zy(t)zy(t)) = Qt(u,v), (3.1.2)
ol Q;(u,v) =sup{s <t:x,(s) =z,(s), V0 < s < s} est le temps de branche-

ment des particules u et v. Pour obtenir (3.1.2), il suffit de réécrire

E (24(t)70(t)) = E (2(1)70 () Tz ) + B (20620 T a0y )
=B (22(Qi(1,0))) + E (zu(t — Qu(u,v)) E (ot — Qu(u,v)))
= Qi(u,v) + 0.

Rappelons qu’avant d’avoir branché, x, et z, sont le méme processus, et qu’a
partir du temps de branchement Q;(u,v), ils poursuivent de fagon indépendante
un mouvement brownien branchant sur 'intervalle [Q:(u,v),t]. On réfere a la

section 1.3 pour la définition détaillée du mouvement brownien branchant.

3.2. RESULTATS

On énonce les résultats principaux du chapitre dans cette section. On réfere a
larticle | | pour les preuves des théoremes 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5, alors que la
preuve du théoreme 3.2.1 sera faite dans la section 3.4. Ces résultats sont divisés
en deux parties, le résultat principal sur les temps de branchement et les résultats

sur la localisation des trajectoires des particules extrémes, définies ci-dessous.

3.2.1. Temps de branchement

Soit D C R un compact et soit Dy(D) = {u € Dy : z,(t) € m(t) + D}
I’ensemble des particules extrémes. Le résultat sur le temps de branchement est
Théoréme 3.2.1 (Théoreme 2.1 dans | ]). Pour un compact D quelconque,
on a

lim supP (Ju,v € Dy(D) : Q¢(u,v) € (r,t —1)) =0.

T 3y

Les particules extrémes proviennent donc d’un parent qui vit soit "tres tot",

dans I'intervalle (0,r), soit "tres tard", dans l'intervalle (t —r, 7).
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Remarque 3.2.2. Le fait que le parent de deux particules extrémes vit soit dans
Uintervalle (0,7) soit dans Uintervalle (t —r,r) est une conséquence immédiate de
la nature des branchements distribués selon une loi exponentielle. En effet, la par-
ticule initiale se divisera en plusieurs particules relativement tot. Ces nouvelles
particules deviennent a leur tour des mouvements browniens branchants. Leur
mazimum respectif sera ainsi prés de m(t), nous donnant l’ezistence de paires de
particules ayant branchées au tout début. D’un autre coté, une particule extréme
u au temps t provient d’une autre particule w ayant branchée en un temps dis-
tribué au plus comme une exponentielle de parameétre 1 du temps t. Les autres
descendants de w et u étant indépendants et identiquement distribués, il y en aura
qui se rendront prés de m(t), nous donnant les branchements vers la fin. Le fait

surprenant du théoreme 3.2.1 est que ce sont les seules possibilités.

3.2.2. Localisation des trajectoires extrémes

Pour énoncer les prochains résultats, on doit introduire certains éléments de

notation. Pour v > 0, on introduit

4
o
IN
»
IN

finls) =" (3.2.1)
(t—s)7, =i

N

N+
IA
VA
IN
~

L’enveloppe supérieure au temps ¢, notée par U, ,(s) est définie par

%ﬁﬁzim@+ﬂﬁw (3.2.2)

Remarquons le fait que Uy, (t) = m(t). On définit également I’enveloppe entro-

pique E;, qui pour a > 0 vaut
S
Era(s) = 2ml(t) = fra(s)- (3.2.3)

En fait, on I'appellera ’enveloppe entropique si 0 < o < % et ’enveloppe inférieure
si % <a<l.

On va maintenant caractériser les trajectoires des particules dans D, (D) avec
une certaine précision. Le premier de ces résultats stipule que les trajectoires ne

peuvent pas fluctuer de facon trop agressive vers le haut.
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espace

m(t)

T 7t t=rot temps

Enveloppe supérieure

s/t m(t)]

FI1GURE 3.1. L’enveloppe supérieure du mouvement brownien branchant.

1

Théoréme 3.2.3 (Enveloppe supérieure). Soient 0 < v < 5,y € R et € > 0

donnés. 1l existe s = 15(,y, €) tel que pour r > rg et pour tout t > 3r,
P(3ueDy;:x,(s) >y+U(s) pour un certain s € [r,t —r]) <e.  (3.2.4)

On peut voir les particules du mouvement brownien branchant dans (D)
comme des mouvements browniens conditionnés a atteindre des valeurs élevées au
temps t, sans toutefois dépasser I’enveloppe supérieure. Un mouvement brownien
avec cette condition sur la position finale peut a son tour étre vu en tant que pont
brownien de longueur ¢ débutant en 0 et terminant en m(t), qui ne dépasse pas
I'enveloppe supérieure. En soustrayant I'interpolation linéaire 3m(t) entre 0 et le
point d’arrivée, on se raméne a un pont brownien standard (débutant et terminant
en 0) qui ne doit pas dépasser la fonction f;,, durant la majeure partie de son
existence. La figure 3.1 montre 'enveloppe supérieure et la figure 3.2 explique le
dernier raisonnement. Le théoréme 3.2.3 a pour conséquence de mettre au jour
I’existence d’une deuxieéme enveloppe, appelée ’enveloppe entropique de par sa

similarité au phénomene physique du méme nom, qui stipule que les trajectoires
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¥ n
] w : A 2
-03+ Tt I—=r, temps

FIGURE 3.2. La translation verticale de —{m(t).

qui sont maximales en ¢ doivent passer la majeure partie de leur vie assez bas. Le
résultat de cette deuxieme enveloppe est illustré a la figure 3.3.

Théoréme 3.2.4 (Enveloppe entropique). Soient 0 < a < %, D C R un compact
et € > 0 donnés. Posons D = sup{x € D}. Alors il existe r. = r.(a, D, €) tel que

pour r > r. et pour toutt > 3r,

]P’(Elu €Dy :wy(t) €m(t) + D, mais Is € [r,t —7r] 1 zy(s) > D+ Em(s)) <e.

(3.2.5)

Evidemment, les particules extrémes doivent finir par remonter si elles ont

espoir d’atteindre la zone m(t) + D. Pour étre en mesure de faire cette remontée,

elles ne doivent pas se retrouver trop bas dans l'intervalle [r,¢ — r|. La troisieéme
et derniere enveloppe vient nous assurer de cette localisation.

Théoréme 3.2.5 (Enveloppe inférieure). Soient D C R un compact, % <p<l1

et € > 0 donnés. Alors il existe 1y = ri(3, D, ¢€) tel que pour r > 1, et pour tout

t > 3r,

]P’(Elu €Dy :x,(t) €m(t)+ D, mais Is € [r,t —7r] : x,(s) < D+ Etﬁ(s)) < €.
(3.2.6)
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VAR
1

Et t—r, t temps

s/t m(t)

— Enveloppe supérieure

Enveloppe entropique

F1GURE 3.3. L’enveloppe entropique du mouvement brownien branchant.

Mis ensemble, les théoremes 3.2.4 et 3.2.5 décrivent un tube dans lequel les

particules extrémes écoulent la majeure partie de leur existence et ce, avec grande

probabilité. Les trois enveloppes sont illustrées dans la figure 3.4 et le résultat du

tube est résumé dans le corollaire suivant.

1

Corollaire 3.2.6. Soient D C R un compact, 0 < a < 5 < f <1l ete >0

2

donnés. Alors il existe ri = ri(a, B, D, €) tel que pour r > 1y et pour tout t > 3r,

P(Vu €DyD): D+ FE5(s) <xu(s) <D+ Eyo(s), Vs € [r,t — r]) >1—ec

(3.2.7)

Le corollaire découle directement des théoremes 3.2.4 et 3.2.5 en prenant

ri(a, 8, D,2¢) = max{r.(«, D, €);r(3, D,¢€)}.
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espace

m(t)

Enveloppe inférieure
s/t m(t)

— Enveloppe supérieure
—— Enveloppe entropique

FIGURE 3.4. Les trois enveloppes du mouvement brownien branchant.

Remarque 3.2.7. Les théoremes 3.2.1, 3.2.5, 3.2.4 et 3.2.5 se généralise facile-
ment au processus avec diffusion o? puisque si x(t) est un mouvement brownien

2

avec diffusion o=, alors %x(t) est un mouvement brownien standard.

3.3. LE PONT BROWNIEN : QUELQUES PROPRIETES.

Avant de démontrer le théoreme 3.2.1, on cite quelques résultats, qui sont, a
moins de mention contraire, tirés de [Br2]. On note par {z(s),s > 0} le mouve-

ment brownien standard. Il est évident que le processus défini par
2(s) = x(s) — —x(t) (3.3.1)

est gaussien pour une valeur de t fixée. Ce processus s’appelle le pont brownien.

Les lois du pont brownien et du mouvement brownien peuvent étre considérées
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comme des mesures de probabilités sur ’ensemble C([0, t], B) des fonctions conti-
nues sur [0, #] muni de la sigma-algebre borélienne. On note par P° la mesure de
2z sur C([0,¢], B). On utilisera les propriétés suivantes de z;.

Lemme 3.3.1. Le pont brownien z/(s) = x(s) — {x(t) est un processus
(1) continu,
(2) possédant la propriété forte de Markov,
(3) indépendant de x(t) pour tout 0 < s < t.
(4) La moyenne de z(s) est E(z(s)) =0,
(5) et sa variance est Var(z/(s)) = s (1 - %)

On aura besoin de calculer les probabilités pour qu'un pont brownien demeure
sous des fonctions linéaires.
Lemme 3.3.2 (Lemme 3.4 dans | 1). Soient Zy,Zy > 0 et ry,1m9 > 0. Alors

pour t > 1y + 1o,

]P’(zt(s)g (1—?)Z1+§Z2, rlgsgt—m)

) 0 (3.3.2)
< ———T120) + V7).

_t—rl—rgizl

avee Z(ry) = (1= 2) 2y + 525 et Z(r2) = 22 + (1 - ).

DEMONSTRATION. Supposons que 11,79 > 0. On conditionne sur la valeur de

z(r1) et la valeur de z(t — r3). La probabilité

P (zt(s) < (1 - j) Zy+ ;Zg, r<s<t—ry | z(r) =a1,2(—1y) = x2>
(3.3.3)
est la méme que celle qu'un pont brownien de longueur ¢t —r; —ry qui débute en
et se termine en x5 soit en dessous de la ligne joignant les points Z(ry) et Z(rs).
Cette probabilité, que 'on peut retrouver par exemple dans [Sc]| est donnée par

—2

t—Tl—’r'g

1 — exp ( (Z(r1) = 21)(Z(rs) — m)) . (3.3.4)

En particulier, sur I’événement {zt(s) < (1 — %) Z1 + fZg}, les termes Z (1) — 1

et Z(ry) — xo sont positifs et donc, puisque 1 — e™* < z, I’"équation (3.3.4) est
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inférieure a

t—r2—r(Z(r1) — 21)(Z(r2) — x2)
) L (3.3.5)
= m(Z(rl)Z(m) —212(r3) — 22 Z(r1) + 2122).

Ainsi, le c6té gauche de (3.3.2) est borné supérieurement par

Z(r1) Z(r2) 2
[ (200 2() — 01 20) — 1 2() + )
—00 —00 t—’l"l—’f‘g (336)
X P (2¢(r1) € dxy, 2:(t — 13) € dxg).

Les bornes de I'intégrale sont déterminées en fonction du coté gauche de (3.3.5)
et P (z(r1) € day, 2i(t — r2) € day) représente la densité conjointe des processus
2(r1), z¢(t —7r2). On obtient une somme de quatre intégrales que ’on borne indivi-

Z(r1)Z(rg) en

duellement. La premiere, constante en xq, x5 est bornée par tfrffm

intégrant sur R2. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour borner la seconde,

ce qui donne

2Z(’l“2)
t—?"l — Ty

Z(r1) Z(r2)
/ / 1P (2:(r1) € day, 2 (t — 12), € dao)

o 22(r) /°° 2P (z(r1) € day)

_t—T’l—TQ

272(ry) ([ 12
S ﬁ </OO I’%P (Zt(’l“l) - d.ﬁl’fl)) s
2Z(r
:t—ﬁ(i)rg Var(z(ry)),
27
_ %) [ (-1,
t—Tl — Ty t
< 24(ra)y/mi
T t—ry—1Ty

D’une maniere analogue, la troisieme intégrale de (3.3.6) est bornée par

22(r1)/r2 (3.3.7)

t—’f’l—’l“g‘

Finalement, en utilisant deux fois I'inégalité Cauchy-Schwarz et la méthode pour

borner la deuxieme et la troisieme intégrale, on obtient que la quatrieme intégrale
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est bornée par

2 (/Oo TP (2(ry) € dx1)>1/2 (/oo T3P (2(t —13) € dx2)>1/2

t—Tl—TQ [e's) o0

< 21/7"17"2

_t—’r'l—T'g

On retrouve (3.3.2) pour 71,79 > 0 en regroupant les quatre termes ci-dessus. Le

cas 71 = 0 ou r9 = 0 découle de la continuité du pont brownien. O

3.4. TEMPS DE BRANCHEMENT HOMOGENE

Dans cette derniere section, on démontre le théoreme 3.2.1 a 'aide de la loca-
lisation des trajectoires. On donne en premier temps un raisonnement heuristique
qui permet de comprendre pourquoi le théoreme des temps de branchement des
particules extrémes découle des théoremes de localisation de la section 3.2.2.

Prenons deux particules u, v € Dy et telles que x,,(t), z,(t) sont environ a m(t).
Supposons que leur temps de branchement @, (u, v) soit a l'intérieur de 'intervalle
[r,t — ], disons a t/3. Par le théoréme de 'enveloppe supérieure 3.2.4, le parent
de u et v est a une hauteur d’au plus \/§§ — (%)a, ou nous avons laissé tomber
le terme logarithmique pour le raisonnement heuristique. Pour qu’il existe un
descendant de cette particule qui se rende a m(t) au temps ¢, il faut que dans le
2t/3 de temps restant pour se rendre a ¢, au moins une des particules effectue un
saut de hauteur \/5% + (£)*. Au temps t/3, la proportion des particules qui sont

t

(e}
a une hauteur d’au moins ﬂ% — (5) est d’environ

E <u € Dy : za(t/3) > 22 - (;)a) _ /3P <$(t/3) > 22 - <§>a)
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pour une certaine constante £ > 0. L’estimé gaussien (corollaire 1.4.2) et le fait
que le nombre moyen de particules au temps t/3 est e/ ont été utilisés. Un es-
timé similaire nous permet d’obtenir que la probabilité qu'une de ces particules
effectue le saut d’une hauteur de \/ﬁ% + (£)* est d’ordre e V2E)" Le produit
étant d’ordre 1, il est donc bien possible que ceci se produise. Mais avoir une
seconde particule qui s’y rende, tout en provenant de la méme particule au temps
t/3, est un événement dont la probabilité eﬂ(%)ae_Qﬁ(%>a est extrémement pe-
tite pour des valeurs de ¢ grandes. L’heuristique n’est évidemment pas des plus
rigoureux, puisque 'on a laissé tomber le terme de correction logarithmique. Il
donne toutefois une idée sur la raison des branchements aux extrémités. On passe

maintenant a la preuve du théoreme 3.2.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.1. Soient D C R un compact et ¢ > 0
donnés. On rappelle que Q;(u,v) = sup{s < t : x,(s) = 1,(s), V0 < s < s}
est le temps de branchement des particules u,v. De plus, il existe D < D tels
que D C [D, D]. Pour démontrer le théoréme, on doit trouver 79 = ro(D,€) et

to = to(D, €) tels que pour r > r¢ et t > max{ty, 3r},
P(Ju,v €Dy ay(t), z,(t) € m(t) + D et Qi(u,v) € [r,t—r]) <e.  (3.4.1)

Le corollaire 3.2.6 donne l'existence d'un r; = r1(D,€) tel qu’avec probabilité
d’au moins 1 — ¢, les particules extrémes qui se rendent a D au temps t satisfont

pour t > 3r

/7

D+ =m(t) = fisls) < wuls)
m(t) — frals), ¥ri <s <t—r, (3.4.2)

pour 0 < a < 1/2 < 8 < 1. Dénotons par ©p; 'ensemble des trajectoires x(s')
qui satisfont (3.4.2) et pour lesquelles x(t) € m(t) + D. De plus, on dénote par
@[5’;_”] ’ensemble pour lequel les trajectoires satisfont Iinégalité (3.4.2) mais
pour tout s € [s,t —r;] pour un certain s > r; et toujours avec x(t) € m(t) + D.

Notons au passage que Op; C @[B’ft_rl].
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Rappelons que K = >, k(k—1)py, ot {px} sont les probabilités de la distribu-
tion de reproduction des particules. On généralise I'idée du lemme 10 dans [Br1]
qui exprime 'espérance du nombre de paires de particules d’'un mouvement brow-

nien branchant dont les trajectoires satisfont certaines conditions, comme Op; :

E(#{(u,v) DXy, Ty € Opy,u F U})

t [e8)
= Ket/o e ds [m dus(Y)P(z € Opy | z(s) =y)P (x € @%’f;—h] | x(s) = y) :

ol s est la densité gaussienne de variance s. On donne une interprétation de la
formule ci-dessus. Une preuve complete est technique, une référence est disponible
dans [Br1] suite au lemme 10.

Prenons deux particules uq,v; qui viennent d’étre séparées au temps s, avec
Ty, (8) = x4, (8) = y. Le nombre moyen de descendants au temps ¢ d’une particule

au temps s qui sont dans l'intervalle admissible @[5’;_”] est donné par

P (x = @%ﬁ_”] | x(s) = y) )

Puisqu’apres avoir branché, les particules effectuent chacune un nouveau mouve-
ment brownien branchant indépendant I'un de ’autre, le nombre moyen de paires
[s,t—71]

(u,v) € D} qui sont dans O, " avec u un descendant de u; et v un descendant

de vy (voir figure 3.5) est donné par
. 2
eX=9p (m € @%’; T a(s) = y) :

Comme il y a en moyenne K = 2%, k(k — 1)p; paires de particules (u,v;)
venant de se séparer, avec u; # v;, le nombre moyen de paires de particules
au temps t qui sont dans 6)[5’37“} provenant d’'un méme parent au temps s est
donné par Ke2(!=*)P (x € @[5’;7”] | x(s) = y)Q. Egalement, le nombre de parti-
cules au temps s qui sont dans 'intervalle admissible ©p ; jusqu’au temps s est
e’P (z € O©p ). De plus, puisque le temps de branchement peut survenir n’importe

quand dans Uintervalle [0, t] et que les particules au temps s sont distribuées nor-

malement avec moyenne 0 et variance s, on obtient que le nombre de paires de
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FIGURE 3.5. Deux mouvements browniens branchants créés apres

la séparation des particules uq, v;.

particules qui sont dans ©p; est
t roo
[ [ kercp ol =)
0 J—oo ’
x P (m € @%’;_Tﬂ | z(s) = y) P(z € Op,) dsdpus(y).

Finalement, en combinant
P (x € @B‘;’f;m | z(s) = y) Pz €Ops) =P(xe€Op,; | z(s) =y),
on obtient

E(#{(u,v) Xy, Ty € Opy,u F v})

t 00
= Ket/o e ~*ds /_OO dus(Y)P(z € Opy | z(s) =y)P (x € @%’ﬁf”] | x(s) = y) :

Dans le cas qui nous intéresse, on ajoute une condition sur le temps de branche-
ment des particules u, v, qui doit étre dans [r,t — r|. Ceci a pour conséquence de

changer l'intégrale en ds et le résultat devient

E(#{(z‘,j) iy € Op i # 4, Qi) € [t — ﬂ}) (3.4.3)

t—r 00
= Ket/r e ~*ds /_OO dus(Y)P(z € ©py | z(s) =y)P (a: € @[5’;7”} | x(s) = y) :

Dans ce qui suit, on montre l'existence d'un rog = ro(D, €) et d'un ¢ty = to(D,€)
tels que pour r > ry et t > max{ty, 3r}, le coté droit de (3.4.3) est inférieur a e.

Par 'inégalité de Markov et a 'aide du corollaire 3.2.6, ceci entrainera (3.4.2) si
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on s’assure que o > r1. En effet, on a

]P’(EI u,v € Dy 2y, (t), z,(t) € m(t) + D et Qi(u,v) € [r,t — r])
=P (#{(u,v) € D} : 2, (t), zo(t) € m(t) + D et Qu(u,v) € [r,t 1]} > 1)
< P(#{(u,v) €D?:xy,w, € Opysyu#v,Qi(u,v) € [t —1]} > 1)

< E(#{(u,v) eD?:xy,z, € Op,u# v, Qi(u,v) € [t — r]}),

ou la premiére inégalité est due au corollaire 3.2.6 et la deuxieme a 'inégalité de
Markov. La derniére espérance est donnée par I’équation (3.4.3). On veut borner
le terme P (x € @%ﬁ—n} | z(s) = y) uniformément en y, ce qui permettra de se

débarrasser de l'intégrale en du,(y) puisque

[ B e, | a(s) = ) duly) = Pl € Op,).

/ J—

Puisque la fonction s* +— D + =m(t) — fia(s)) est convexe et vaut m(t) + D au

temps t, 'événement
{x(sl) <D+ %m(t) — fia(s),Vs<s <t— 7“1} (3.4.4)

sz N . . / . . .
est contenu dans I’événement ou les trajectoires z(s ) vivent sous la droite inter-

polant D + 2m(t) — fyq(s) au temps s a m(t) + D au temps ¢, soit

{ N A=)m) + frals)

/ _

—s5)+ D+ im(t) — frals), Vs <s <t—r
(3.4.5)

(s

ws) < t—s

fra(s) — %m(ﬂ ‘

t—s

azb—i-;m(t)—ft,a(s)—y et b=

On souhaite transformer la probabilité de ’événement (3.4.5) afin de faire appa-
raitre le pont brownien. On veut également travailler a partir du temps 0 et en
utilisant la propriété de Markov du mouvement brownien, on effectue une trans-

lation du temps de longueur s pour s’y ramener. De l'inclusion de I’événement

(3.4.4) dans 'événement (3.4.5), on obtient en soustrayant x(s) et St/__ssm(t) de
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z(s') que
IP’(:E € @%,;41} | z(s) = y)

< p(x@) - (m(t) — z(t - 3)),

VOSSIgt—s—rl,x(t—s)Em(t)—y—i—D). (3.4.6)

!/

’
S S

t—s)<a+bs
t—sx( S)_a+8+t—s

Puisque D C [D, D], la probabilité (3.4.6) est bornée par

2(t—s) S a+bs' + ——(y— D).
— S

P(x(s ) —

t—s

VOSSISt—S—Tl,m(t—s)zm(t)—y—i-D)

I !

s s
t—s)<|1-— Z A
x( s)_( t—s) 1+t—s 2,

!

= IP’<£(3

t—s

VOSslﬁt—s—rl,x(t—s)Zm(t)—erD), (3.4.7)

pour Z; = D + 2m(t) — fia(s) —y et Z, = D — D. Par 'indépendance entre le

pont brownien et le mouvement brownien (Lemme 3.3.1), 'équation (3.4.7) vaut

P(Zt_s(s/) < (1 -

— S

>Zl—|—ts ZQ,\V/OSS/St—S—Tl)
— 5

(3.4.8)
X P(x(t—s)>m(t)—y+D).

En vertu du lemme 3.3.2, la probabilité sur le pont brownien est inférieure ou

égale a

221 ( T

Zi+(1-
t—s—1r1 \t—s 1+

7;18> Zy + \/ﬁ) . (3.4.9)

Rappelons que puisque z(s) = y vit a Uintérieur du tube créé par ’enveloppe

t

entropique et I'enveloppe inférieure, (I’équation (3.4.2), découlant du corollaire

3.2.6), on doit avoir

0<27Z; < fi5(s) = fra(s) < kfis(s), (3.4.10)

pour un certain £ > 0 indépendant de t et r. En effet, en réécrivant la seconde
inégalité de (3.4.2), on obtient 0 < Zj, et comme la premiere inégalité de (3.4.2)
nous dit que D+ 2m(t) —y < fi 5(s), on obtient 'inégalité Z; < f, 5(s) — fia(s),

qui est & son tour inférieure ou égale a K f; g(s).
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Dans ce qui suit, x sera une constante positive dont la valeur pourra changer
mais qui est indépendante de t et r, avec une dépendance en D possible.

On doit maintenant spécifier ro(D, €) qui rendra (3.4.9) petite. Puisque r <

t — s dans l'intégrale (3.4.3), en prenant r > 2r; on retrouve t_sl_n < % On

prend donc 7oy > 2r;. De plus,

riZ < rikfip(s)

< kry(t —s)P!
t—s — t—s 1( )

par l'estimé sur Z; (3.4.10). Notons au passage que 3 — 1 < 0. On peut choisir
ré_ﬁ > ry tel que % < 1 puisqu’on a r < t—s. En ajoutant également I'inégalité
VTo 2> max{Zy, 1}, et avec 'estimé sur Z;, on trouve que I'équation (3.4.9) est

inférieure ou égale a

Iz YT up(s) (3.4.11)
t—s t—s
Puisque y — D < 2m(t) — fia(s), le deuxieme terme dans (3.4.8) est inférieur ou
égal a
o—(t=5) o3 552 10g(t) o~ V2S 1, o (5)
(t — s)1/2 ’
qui s’obtient d’une maniére similaire au calcul de (2.3.20). En regroupant (3.4.11)

(3.4.12)

K

t (3.4.12), on obtient la borne uniforme en y que I'on cherchait pour

ef(tfs)eg t;s lOg(t) ftﬁ (S)efﬂft,a(s)

[st r1] o
P(z e 05 [ a(s) =y) < nyr e (3.4.13)
Le co6té droit de (3.4.3) est borné supérieurement par
t—r t lOg(t)
/i@ (.ZTJ S @Dt \/_/ 6273/2]% ﬁ( ) \/ift’a(s)ds. (3414)

On montre maintenant que le terme e'P (z € Op,) est d’ordre ry, uniformément

ent > 3ry sit > 3r. En effet, en ne considérant que l'inégalité supérieure de

!

@Dﬂg:{xzﬁ—k%m() fea(s )<a:z(s)

m(t) — ft,a(sl)a Vr < s <t— i}
N{z:2(t) € m(t) + D},

et en omettant f; o, on obtient

tp(xe@D,t)getp( (s) < ()—i—D,Vrlgsgt—rl,x(t)em(t)—f—D),

(3.4.15)

@L\CIJ
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qui est a son tour inférieure a
P(z(s) <D,V <s<t—r)P(a(t) > m(t) + D). (3.4.16)

T1
t—2r

En vertu du lemme 3.3.2, le premier terme est inférieur a s qui (le choix de
t > 3r implique 1—2% > %) est plus petit que x%'. Finalement, par le lemme 1.4.3,
on a P(x(t) > m(t) + D) < ste™, ce qui montre que e'P (z € Op,) est d’ordre
1.

I1 ne reste qu’a montrer que 1’équation (3.4.14) peut étre rendue aussi petite
que nécessaire en prenant ry grand. On sépare le domaine d’intégration en deux,
pour avoir [r,t —r] = {7’, %} U {%,t — 7’}. On rappelle I'inégalité logarithmique
(2.4.1) qui dit ici que

t—s

log(t) < log(t — s)

pour s € [r, £], qui implique & son tour que

3t—s

Sur [r, £], I'équation (3.4.14) est donc inférieure ou égale a
t
k32 /2 sl V2"

Pour r assez grand, s°e~V2" < =" puisque Slog(s) < (V2 — 1)s* éventuelle-

ment. L’intégrale ci-dessus est donc inférieure ou égale a

K/ /Oo sPe V3 ds < ki, (3.4.17)

T

s

ott la constante x provient de I'intégration de e~*" et dépend de av. Le c6té droit
de (3.4.17) tend vers 0 lorsque r — oo, uniformément en t.
Pour le second intervalle [%, t—r], un changement de variable s — t—s permet

d’obtenir

t 2300g(t) B ,—V28%
/€7’3/2/2 s (3.4.18)

On sépare a nouveau l'intervalle en {7", %] = {r, U {t‘;, %} pour un certain 0 <
3
3

§ < 1. Sur le premier intervalle, s < ¢ et donc e2ilost) < o377 log(t) ' qui est bornée
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supérieurement par une constante £ > 0. Il en découle que 1'équation (3.4.18) est

inférieure ou égale sur [r,t°] &

oo B —V2s%
3/2 s€ < pop 32T
KT /T s S keRTeT (3.4.19)
qui a été calculé d’une maniere similaire & (3.4.17). L'intégrale ci-dessus tend
vers 0 lorsque r — oo. Dans le deuxiéme intervalle, en bornant e37los(t) par

e3P los(t) — 43/ 1 on trouve que I'équation (3.4.18) est inférieure ou égale sur

[ﬁ, g] 3

Lo 3/243/4 /”2 sPe—V2s®
1 §3/2

’ o @
< ki P2 e ' < rt13/4e—t , (3.4.20)
pour t > 3r. Cette probabilité peut étre rendue aussi petite que nécessaire en
prenant t, assez grand. En combinant les estimés 3.4.17, 3.4.19 et 3.4.20, on

obtient la preuve du théoreme. O



Chapitre 4

TEMPS DE BRANCHEMENT POUR LE
MOUVEMENT BROWNIEN BRANCHANT
INHOMOGENE

4.1. MOTIVATION

En combinant les chapitres 2 et 3, il est naturel de se demander ce qui se
passe pour les temps de branchement d’un mouvement brownien branchant in-
homogene, un analogue continu a la marche du chapitre 2. Puisqu’il est possible
d’approximer le mouvement brownien par une marche aléatoire, il est raisonnable
de croire que les temps de branchement des particules extrémes de la marche
aléatoire branchante et du mouvement brownien branchant se comportent d’une
maniere similaire. Les simulations de la section 4.1.2 viennent renforcer cette idée.

La question qui nous intéresse est de savoir si, dans le cas inhomogene, il est
possible d’avoir des branchements & l'intérieur d’un intervalle [r,t — r| et si le
profil croissant ou décroissant des variances est important. Le but de ce chapitre
et résultat principal du mémoire est de répondre par ’affirmative a cette question,
dans le cas du profil décroissant de variances par le biais du théoreme 4.1.1. On y
présentera également un raisonnement heuristique qui a motivé la recherche dans

le cas du profil décroissant de variances.

4.1.1. Définitions et résultat principal

Le mouvement brownien branchant inhomogene que 'on considere est ’ana-

logue continu de la marche aléatoire branchante inhomogene du chapitre 2. On
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considére un changement de la variance, au temps t/2. Concrétement, pour o}
et o5 données, on considére le processus stochastique (z,(t),v € D;), un mou-
vement brownien branchant sur [0,¢] tel que défini a la section 1.3, mais avec

accroissements sur s — s1 distribués selon N, ,, avec

N(0,0%(sq — 51)) sis; < sy < 3,

Niisa = Y N(0,02(s2 — 1)) sil < s < s, (4.1.1)
./\/'(O,Uf (% — 31)> +N (O,a% (32 — %)) sis) < £ < sy,

ott N'(0,0?) est la loi normale de moyenne 0 et de variance o2.

Dans le théoreme 3.1.1, on a introduit la quantité

m(t) = V2t — 2\3/5 log(#)

pour décrire la position approximative du maximum d’un mouvement brownien
branchant (la position du maximum est tendue autour de cette valeur). Le théo-
reme 2.2.2 dit quant a lui que la position du maximum d’une marche aléatoire
branchante inhomogene dans le cas du profil décroissant de variance est donnée
par 'addition de la position du maximum de deux marches aléatoires branchantes

homogenes. Ceci motive la définition des quantités

i () = V2ot — 2\35(;1 log(t),

ma(t) = V2ot — 2\3/502 log(t)
et
m(t) = my (;) + my <;> =V2(o, + 02); — 2\3/5(01 + 09) log (;) .
Remarquons que m(t) et my(t) représentent la position approximative au temps
t du maximum d’un mouvement brownien branchant homogene avec diffusion
respective o7, 03, alors que 7(t) représente la position approximative du mouve-
ment brownien branchant inhomogene avec diffusion ¢ sur [0, %} et o2 sur [%, t]

A Timage de la notation utilisée pour le théoréme 3.2.1, on définit
Dy(D) = {u € Dy : 2,(t) € m(t) + D},

Dy (D) = {u € Dy : 2u(t) € ma(t) + D},
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et
Di2(D) = {u € Dy : 2,(t) € mo(t) + D}.

On rappelle également la définition du temps de branchement,
Q:(u,v) =sup{s <t: xu(s/) = xv(s,), VO<s < s}

Dans la section 4.2, on démontre le théoreme 4.1.1 ci-dessous :
Théoréme 4.1.1. Soient 0 < 05 < oi. On considére le mouvement brownien

branchant inhomogéne défini au début de la section J.1.1 avec profil de variances
0?,02. Soit D un compact. Alors

lim sup ]P(EI u,v € Dy(D) : Qulu,v) € B -, ; + T:| ) > 0. (4.1.2)

T ¢~ 6r

Remarque 4.1.2. La preuve du théoreme 4.1.1 est obtenue en considérant les
particules extrémes au temps t, donc de l'ordre de 1m(t), qui l’étaient également
au temps %, sotent celles d’ordre mq (%) En fait, on s’attend a ce que toutes
particules extrémes ent le soit aussi en % (pour le profil décroissant de variances),
mais ceci reste a démontrer. Le simple fait qu’il en existe est suffisant pour le

théoreme /J.1.1.

4.1.2. Simulations numériques

Avant de présenter le résultat de simulations numériques, on donne l'intui-
tion derriere le théoreme 4.1.1. On considere un modele simplifié du mouvement

. . N N t . . ,
brownien branchant inhomogene ou {mJ mouvements browniens indépendants

avec diffusion o? sont effectués sur l'intervalle {0 !

,5] Pour chaque particule z;,

t

1<i< Le%J, au temps j,

. 1 . . /
ilya L€2J mouvements browniens indépendants avec

iffusion ¢4 sur l'intervalle |z
diff % I'intervall ;,

t} qui prennent le départ avec x; (i

2) comme po-

sition initiale. On a ainsi preés de e particules au temps ¢, comme dans le cas
du mouvement brownien branchant standard du chapitre 3. On n’a toutefois pas
toutes les corrélations du cas standard, ce qui permet de simplifier les raisonne-
ments.

On considere les cas extrémes avec 0? = 0,05 = 1 et 0} = 1,02 = 0. Dans
le cas 07 = 0,02 = 1, on a environ ez particules au temps % qui sont toutes

en 0 et environ e’ au temps t qui sont distribuées aléatoirement. On regarde les
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Une marche aléatoire branchante au temps 8
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FIGURE 4.1. Le cas 02 = 0,07 = 1.

deux particules maximales au temps ¢t. La probabilité qu’elles proviennent du
méme parent au temps % est d’environ i—% = e_%, qui tend vers 0 lorsque t — oc.
Un exemple est illustré avec la marche aléatoire branchante inhomogene dans la
figure 4.1. On s’attend donc a ce qu’il n’y ait pas de branchements au centre dans
le profil croissant de variances général.

Dans le cas 0? = 1,03 = 0, les particules sont distribuées aléatoirement dans la
premiére moitié de I'intervalle [0, t] et le déplacement est constant sur la deuxiéme
moitié. Les particules maximales au temps ¢ proviennent donc presque toujours
du méme parent au temps % La figure 4.2 illustre ce cas. On s’attend donc a
ce qu’il y ait des branchements au centre dans le profil décroissant de variances
général.

L’histogramme de la figure 4.3 représente les temps de branchement des deux
particules les plus hautes dans 5000 marches aléatoires branchantes inhomogenes
avec 02 = 1,02 = 15 sur lintervalle [0,20]. On constate que les temps de bran-

chement sont concentrés au début de l'intervalle et sont rapidement de moins en

moins présents, avec une légere remontée vers la fin. Par contre, ’histogramme
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Une marche aléatoire branchante au temps 8
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FIGURE 4.2. Le cas 07 = 1,05 = 0.

Temps de branchement de 5000 MAB inhomogénes
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FIGURE 4.3. Le cas 02 = 1,035 = 15.

de la figure 4.4 montre un portrait totalement différent et la présence de branche-
ment au centre de lintervalle est détectée. Les mémes valeurs de variances ont

été utilisées, mais avec le profil renversé.
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Temps de branchement de 5000 MAB inhomogénes
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FIGURE 4.4. Le cas 02 = 15,03 = 1.

4.2. TEMPS DE BRANCHEMENT INHOMOGENE

La preuve du théoréme 4.1.1 est une application successive du théoréme 3.2.1

sur les intervalles [0, %} et [é,t}. On considere les particules qui sont a la fois

extrémes au temps % et au temps t. On note par

H, = H{(D) = {(u, v) €D? 1, (;) €my (;) + D, z,(t) € m(t) + D,

T (;) € my (;) + D, x,(t) € m(t) + D}.

(4.2.1)

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.1. On souhaite montrer que

A t t
lim sup]P’(EIu,v € Dy(D) : Qi(u,v) € [2 -y +T] )

T t>6r

est strictement positive. On décompose la probabilité en deux, soit

IP’(EIu,v e Dy(D) : Quu,v) € B —r,;—f—r] ) —

P(3u.0 € BUD): Qulu) € [£ -] )

IP’(E! w,v € Dy(D) : Qlu,v) € E, ; + r} ) (4.2.2)
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Avant de regarder chacune des deux probabilités ci-dessus, on remarque que
si deux particules dans ID; ont leur temps de branchement dans l'intervalle [0, %),

alors leur ancétre respectif au temps % est différent. De ce fait, on en déduit que

Qi(u,v) = Q% (u,v).

Exprimé autrement, le temps de branchement entre u, v est le méme que le temps
de branchement entre leur ancétre respectif au temps %

A Dinverse, deux particules au temps ¢t ayant leur temps de branchement

t

dans l'intervalle [5, t} ont nécessairement le méme ancétre au temps % Ces deux

propriétés seront utiles dans le reste de la démonstration.

Regardons en premier la deuxieme probabilité du coté droit de 1’équation
(4.2.2), soit celle ou les temps de branchement sont restreints a [%, % + r}. Rap-
pelons que H; représente l’ensemble des paires de particules qui sont a la fois

extrémes en ¢ et en % On a donc

P(EU,U € Dy(D) : Qilu,v) € B,;—l—r} ) > ]P’(EI (u,v) € Hy @ Qi(u,v) € B,;—l—r} )
(4.2.3)

t

Comme on est a l'intérieur de I'intervalle {5, t}, on se concentre sur les paires

de particules au temps t qui ont le méme ancétre en %

quelconque, on rappelle que ]D)ﬁ“’) C Dy représente ’ensemble des particules au

Pour w € Dy, avec s < t

temps ¢ qui ont pour ancétre w. Conditionné sur z,,(s), le processus
(2(t), v € D)

sur l'intervalle [s,t] est égal en loi a un mouvement brownien branchant de lon-

gueur t — s débutant en x,(s), soit
(xw(s) + 2t —5),weD,,ve Dgﬂ) ,

par la propriété de Markov 1.3.3.
La probabilité du membre de droite de I’équation (4.2.3) vaut

IP( U U {xu(t) e m(t) + D,z,(t) € m(t) + D, Q(u,v) € [t t+r]}>.

2'2
weby (D) y pep(™)

(4.2.4)
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Rappelons ici que

D1 (D) = {u €Dy : z,(t) € V20,t — 2\3/501 log(t) + D}.

Pour obtenir un minorant a la probabilité (4.2.4), on regarde seulement les

descendants de

t
Wy = argmax T, ()
weDy (D) 2

pour obtenir

p< U U {xu(t)Em(t)—i—D,xv(t)Em(t)+D7Qt(UaU)E {t t+?“]})

22
weby (D) y pep(™)

21@({% (;) € m (;) DI U {xalt) €m0 + D,

u,vG]D)EwO)

z,(t) € m(t) + D, Qi(u,v) € [7‘, ; + T] })

En utilisant la propriété classique P(AN B) =P (A | B)P(B) et la propriété de
Markov 1.3.3 du mouvement brownien branchant, on réécrit la derniere probabi-

lité comme étant
P (xwo (;) € m (;) + D) IP( U ol €m0 + D
u,weD;"0
z,(t) € m(t) + D, Qi(u,v) € [7“, ; + 7‘]} T (;) € my (;) + D)

2o () em () +0)( U ton (3) 15 (§) ni

ul,vlelD)(twO)
2

T <;) + 20 (;) e m(t) + D,Qy(u v € [O,T]}). (4.2.5)

En considérant la pire position de wg possible pour qu'une paire de ses descendants
atteignent 7m(t) + D, soit (%) =m (%) + D, on obtient que la probabilité
(4.2.5) est supérieure ou égale a

P (o (5) em (5)+0)2( Ut (5)+D+al (5) € + D,

o ,vl EID)<tw0>
2

my (;) +D + xf}”o) (;) e m(t) + D, Q%(u/,v/) € [0,7’]}).
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On réécrit en utilisant la définition de 72(t) pour obtenir que le membre de droite
de I’équation (4.2.3) est supérieur ou égal a
t t

P(3u,0" €Dy o(D—D): Q:(u,v) € [0,7]) P (:pwo <2> € my (2) + D>

En vertu du théoréme 3.1.1, la probabilité P (ZBwO (%) €my (%) + D) est stric-
tement positive. Une application du théoreme 3.2.1 permet d’obtenir que
/ ! / / t
lim sup]P’(EIu 0 EDeo(D—D):Qe(u,v) e {r, —TD =0,
T—00 456y 27 2 2

signifiant que

t
2

lim sup P (‘v’ul,vl € ]D)%Q(D —-D):Q

70 5 6r

ro t t
(u,v)e€0r]uU {2 —r,2D = 1.
(4.2.6)
Rappelons que la présence de diffusion ne change pas la validité des théorémes
du chapitre 3, voir la remarque 3.2.7 a ce sujet. Avec la remarque 3.2.2 appliquée
a I'intervalle [0, 5], on obtient

lim supIP’(EI u,v € ®t(D) : Q(u,v) € {t ! —i—?“] )

00 ¢ 6r 5’ 5
’ / / / t t
IP’(EIu 0 €D,(D—=D): Qclu,v) € [O,r])IP’ (xwo <2) €emy (2) —|—D> > 0.
(4.2.7)

On pourrait arréter la démonstration ici, puisque I’équation (4.2.7) est suffisante

pour avoir (4.1.2). Un petit effort supplémentaire permettra d’obtenir la présence

de branchements dans l'intervalle [% —r, %}

Donc pour la premiere probabilité de ’équation (4.2.2), on obtient dans un

premier temps
. t t
]P’(Elu,v € Dy(D) : Q(u,v) € [ Ny )

ZP(H(U,U) € Hy: Qi(u,v) € [;—r,;]>.

(4.2.8)

En rappelant que si le temps de branchement de u, v se retrouve dans la premiere

moitié de 'intervalle [0, ¢], alors il est le méme que le temps de branchement entre

t

leur ancétre au temps 7, on se concentre sur les paires de particules ayant un

ancétre différent au temps %
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La probabilité de ’équation (4.2.8) vaut

IP’( U U {xu(t) € m(t) + D, x,(t) € m(t) + D,

wl’MQGD%,l(D) uEDiwl>

v€D§w2> (429)

o<t 4]}

Pour obtenir un minorant a la probabilité (4.2.9), on regarde seulement les des-
cendants de wq, wy dont la position est la plus élevée, c’est-a-dire

Uy = arg max x,(t)

UEDiwl)

et

Vo = arg max x,(t).
ve]DJt(wz)

On obtient que (4.2.9) est supérieure ou égale a
A t t
Pl U ol em)+Daw®+ D@y w) €[5 -r. 1]
2 2 2
w17w2€D%’1(D)

On réutilise la propriété classique P(AN B) =P (A | B)P(B) ainsi que la pro-
priété de Markov du mouvement brownien branchant 1.3.3 pour réécrire la der-

niere probabilité comme étant

%(wl, wg) €

11»(%0(15) € () + D,y (t) € M(t) + D|3wy, wy € Dy (D) : Q

t t t t
{2 -, 2} )IP’ (EI wy, Wy € ]D)%J(D) : Q%(wl,wg) € [2 —Tg )

t w1 t A t w2 t A
=P (xwl <2> + () (2> e m(t) + D, xy, (2> + (") (2) € m(t) + D>
t t
xP (Elwl,wg € ]D%’l(D) c Qe (wy,we) € 77" QD :

t
3
En considérant les pires positions de wi, wy possibles pour que le maximum de

leurs descendants atteignent M (t) + D, soit T, (%) = Ty, (%) =m (%) + D, on

obtient que la probabilité ci-dessus est supérieure ou égale a
t (w1) t N t (w2) t .
B(mi () + D+l (3) € mo) + Dm (5) + D4l () € ) + D)

t t
xP (Elwl,wg € ]D)%J(D) : Q%(w17w2> € {2 -, QD :
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On réécrit pour finalement obtenir que le membre de droite de I’équation (4.2.8)

est supérieur ou égal a

oy (1 t o (1 t
Pal) (5) €ma (3) + D= Doale? () €ma(3) + 0~ 2)

t t
xP (Elwl,wg € D%,l(D) ; Q%(U)DU}Z) € {2 =T, QD :

Puisqu'ils proviennent de particules différentes, (") (t) et z{“2)(¢) sont indépen-

dants, et deux applications du théoreme 3.1.1 permettent d’obtenir
o (1 t o (1 t
Pe? () €ma(5) + D - Dl (5) €ma(3) + 0 - 2)
—p (Wﬂ (t) € my (t> D D> P (x<w2> <t> € my <t> +D- D) > 0.
“o\2 2 — v\2 2 —
Finalement, une application du théoreme 3.2.1 et de la remarque 3.2.2 donne

d’une maniere similaire a I’équation (4.2.6) que

t t
hm Sup]P) <E|w1’w2 c D%,I(D) . Q%(wl7w2) S |: - r) :|> > O

=0 ¢56r 2 2

D’une maniere analogue a I’équation (4.2.7), on obtient que

A t t
lim sup P (3u,0 € BUD): Qufurv) € [ —r.2]) >0

T—00 t>6r 2 2

Le théoréme est donc démontré. O

Il reste quelques détails a préciser afin de caractériser completement les tra-
jectoires des particules extrémes du mouvement brownien branchant inhomogene.
En particulier, il serait intéressant de donner une caractérisation des trajectoires
des particules extrémes, c’est-a-dire déterminer des enveloppes a l'intérieur des-
quelles les trajectoires des particules extrémes se situent pour la majeure partie
de leur existence avec grande probabilité. Ceci donnerait des analogues aux théo-
remes 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5 pour le mouvement brownien branchant inhomogene.

Des ouvertures dont celle-ci seront discutées dans la conclusion.



Chapitre 5

CONCLUSION

5.1. RETOUR

La principale contribution de ce mémoire est le théoreme 4.1.1 du chapitre 4,
étudiant la généalogie des particules extrémes d’'un mouvement brownien bran-
chant dans un environnement inhomogene. Pour obtenir ce résultat, on a dans
un premier temps considéré la position du maximum de marches aléatoires bran-
chantes inhomogenes, au chapitre 2. Les résultats de ce chapitre sont principale-
ment tirés de | ]. On a ensuite étudié la généalogie du mouvement brownien
branchant, dans le cas homogene. Les résultats du chapitre 3 se retrouvent dans
[ |. Finalement, on est arrivé a démontrer le théoreme 4.1.1 en combinant
les résultats des premiers chapitres et en réutilisant les méthodes s’y trouvant.

Dans ce qui suit, on présente quelques possibilités pour un lecteur intéressé a

poursuivre et approfondir les travaux de ce mémoire.

5.2. DEVELOPPEMENT DU CAS CONTINU

Il y a plusieurs manieres possibles de poursuivre les recherches entamées au
chapitre 4. Une premiere voie serait de compléter le portrait des particules ex-
trémes du mouvement brownien branchant inhomogene avec profil décroissant
de variances en donnant des théoremes de localisation analogues aux théorémes
3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5. En particulier, il serait bon de confirmer ou d’infirmer le fait

que toutes les particules extrémes au temps ¢ le sont également au temps % On
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temps

Enveloppe supérieure Enveloppe entropique
——— Enveloppe inférieure st m(t)

FIGURE 5.1. Enveloppes inhomogenes hypothétiques.

croit que le portrait de la trajectoire d'une particule extréme ressemble a celui
illustré a la figure 5.1.

Une autre piste serait de faire la méme étude pour le profil croissant de va-
riance, et par le fait méme confirmer ’heuristique appuyée par les simulations
numériques de la section 4.1.2 montrant que les temps de branchement dans le
profil croissant ont un comportement similaire au cas homogene. On a déja noté
la similitude entre le profil croissant et le cas homogene de la marche aléatoire
branchante pour la position du maximum, voir la discussion précédant le lemme
2.2.5 pour plus de détails.

Les mémes idées de généralisation discutées a la section 2.5 pourraient égale-
ment étre intéressantes du point de vue des temps de branchement. Egalement,
le cas d’une diffusion variant de maniére continue avec le temps est un probleme

intéressant. De premiers résultats sur ce modele ont été obtenus dans | ].

5.3. TEMPS DE BRANCHEMENT EN TEMPS DISCRET

Il serait intéressant d’adapter les résultats du chapitre 3 a la marche aléatoire
branchante homogene et inhomogene. En particulier, expliciter le fait que les
temps de branchement de la marche aléatoire branchante se comporte de maniere
analogue au mouvement brownien branchant, ce qui est appuyé par les simulations

numériques de la section 4.1.2.
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