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Sommaire

Ce mémoire contient quelques résultats sur I'intégration numérique. Ils sont liés a la
célebre formule de quadrature de K. F. Gauss. Une généralisation tres intéressante de la
formule de Gauss a été obtenue par P. Turan. Elle est contenue dans son article publié
en 1948, seulement quelques années aprés la seconde guerre mondiale. Etant données
les circonstances défavorables dans lesquelles il se trouvait a I’époque, 'auteur (Turédn)
a laissé beaucoup de détails a remplir par le lecteur. Par ailleurs, 'article de Turan a
inspiré une multitude de recherches ; sa formule a été étendue de différentes manieres et
plusieurs articles ont été publiés sur ce sujet. Toutefois, il n’existe aucun livre ni article
qui contiennent un compte-rendu détaillé des résultats de base, relatifs a la formule
de Turan. Je voudrais donc que mon mémoire comporte suffisamment de détails qui

puissent éclairer le lecteur tout en présentant un exposé de ce qui a été fait sur ce sujet.

Voici comment nous avons organisé le contenu de ce mémoire.

1-a. La formule de Gauss originale pour les polynomes - L’énoncé ainsi qu’une preuve.

1-b. Le point de vue de Turan - Compte-rendu détaillé des résultats de son article.
2-a. Une formule pour les polynoémes trigonométriques analogue a celle de Gauss.

2-b. Une formule pour les polynémes trigonométriques analogue a celle de Turéan.

3-a. Deux formules pour les fonctions entieres de type exponentiel, analogues a celle de
Gauss pour les polynomes.

3-b. Une formule pour les fonctions entieres de type exponentiel, analogue a celle de
Turan.

4-a. Annexe A - Notions de base sur les polynémes de Legendre.

4-b. Annexe B - Interpolation polynomiale.

4-c. Annexe C - Notions de base sur les fonctions entieres de type exponentiel.

4-d. Annexe D - L’article de P. Turéan.

Mots-clés : formule de quadrature - polynomes - polynomes trigonométriques - fonc-

tions entieres de type exponentiel.
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Summary

This mémoire contains some results about numerical integration. They are related
to the famous quadrature formula of K. F. Gauss. A very interesting generalization of
the formula of Gauss was obtained by P. Turan. It is contained in a paper that was
published in 1948, only a few years after the second world war. Due to adverse circuns-
tances he was in at the time, the author (Turdn) left many details for the reader to
fill in. Otherwise, the article of Turan inspired a multitude of research, and his formula
has been extended in many ways and several papers have been written on this subject.
However, there is no single book or paper where one can find a clear and comprehen-
sive account of the basic results pertaining to Turan’s formula. Thus, I would like my
Master’s mémoire to contain enough details that can enlighten the reader and present

an exposition of much that has been done on this subject.

Here is how we have arranged the contents of the mémoire.

1-a. The original formula of Gauss for polynomials - statement along with a proof.

1-b. Turan’s point of view - detailed account of the results contained in his paper.

2-a. A formula for trigonometric polynomials analogous to that of Gauss.

2-b. A formula for trigonometric polynomials analogous to that of Turan.

3-a. Two formulae for entire functions of exponential type, analogous to the one of
Gauss for polynomials.

3-b. A formula for entire functions of exponential type, analogous to that of Turan.
4-a. Annexe A - Basic facts about Legendre polynomials.

4-b. Annexe B - Polynomial interpolation.

4-c. Annexe C - Basic facts about entire functions of exponential type.

4-d. Annexe D - Paper of P. Turan.

Key words : quadrature formula - polynomials - trigonometric polynomials - entire

functions of exponential type.
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Introduction

Il a été démontré par Gauss quun polynoéme f(z) de degré < n est exactement
déterminé par ses valeurs en n points distincts, tandis que lintégrale sur [-1,1] d'un
polynome de degré < 2n est exactement évaluée par la formule de Gauss si on connafit
les valeurs de ce polyndéme en seulement n points particuliers. Ces n points sont les zéros
du polynéme de Legendre de degré n. Une généralisation de ce résultat a été donnée

par Turan [12] sous la forme suivante :

[ fwar=3 3 5 gy (1)
Cette formule est valide pour tout polynéme de degré au plus mn — 1. Cependant,
compte tenu de la formule de Gauss, on se demande s’il existe un choix approprié d’'un
systeme X = (z1,x9, - ,x,) de n points distincts, pour lequel, la formule (1) serait
valide pour des polynémes de degré > mn.

Dans son article intitulé “On the theory of the mechanical quadrature”, Turdn [12] a

donné la réponse sous la forme suivante :

(i) Pour m € N impairs, il n’existe aucun systéme X = (x1,--- ,x,) pour lequel la

formule (1) est valide pour tout polynome de degré < mn.

(ii) Pour m € N pairs, il existe un unique systéeme X* = (a3, -+, z%) pour lequel la

formule (1) est valide pour tout polynome de degré < (m + 1)n — 1.

(iii) Le systéme X* = (x3,--- ,xk) est caractérisé par le fait que

n



minimise ['intégrale
1
In(f) = [ 1f @)™+ da

parmi tous les polynomes unitaires de degré n.

Si m =1, alors on obtient la formule classique de Gauss.

Il existe un analogue a la formule de Turan pour les fonctions entieres de type
exponentiel. Selon le résultat de F. Carlson [1, Théoréme 9.2.1], une fonction entiére de
type exponentiel < 7 est exactement évaluée par ses valeurs en tous les entiers. Plus
précisément, une fonction entiere de type exponentiel 7 appartenant & L'(—o0, 00) est

enticrement déterminée par ses valeurs en 0, +7, i%’r, esiT < 0.

En utilisant le théoreme de Paley-Wiener [1, Théoreme 6.8.1], Boas [2] remarque
que l'intégrale d’une fonction f de type exponentiel 27 appartenant & L'(—o0, c0) peut
étre exactement évaluée si on connait les valeurs de f en tous les entiers. En effet, ce

résultat peut étre formulé sous la forme plus générale suivante :
Soit f une fonction entiére de type exponentiel 20 appartenant a L*(—oo, 00). Alors

/" fwae=" % f<V;T>:;r S f<(2y2_01>7r>

V=—00 V=—00

Par ailleurs, Frappier et Rahman [4, Théoréme 1] prouvent le résultat suivant, lequel

est I’analogue au résultat de Gauss

Soit f une fonction entiere de type exponentiel T < 20. Alors

[ rwae =2 > f(f)

——00 v=—00

pourvu que l'intégrale et la série soient convergentes.

Ce mémoire a pour objectif de détailler les résultats de Turan ainsi que d’énoncer
quelques formules analogues en élaborant leurs preuves.

Au chapitre 1, nous allons commencer par présenter un énoncé de la formule de
quadrature de Gauss pour les polynomes ainsi qu’une preuve de ce résultat. Ce méme
chapitre contiendra un compte-rendu détaillé des résultats de base reliés a la formule

de Turén.



Ensuite, au chapitre 2, nous allons traiter une formule pour les polynémes trigono-
métriques analogue a la formule de Gauss. Nous énoncerons aussi un résultat analogue
a celui de Turan. Nous allons expliquer en détail ’analogie entre ces formules.

Puis, on enchainera avec le chapitre 3, ou 'on énoncera deux formules pour les
fonctions entieres de type exponentiel, analogues a celle de Gauss pour les polyndémes
et ou l'on étudiera une formule pour les fonctions entieres de type exponentiel analogue
a celle de Turan. Ce chapitre se terminera par une preuve de ce résultat, différente de
celle déja faite par Frappier et Rahman ; cette preuve est inspirée de I'article de Rahman
et Schmeisser [10].

Finalement, le chapitre 4 contiendra quatre annexes comportant respectivement
quelques notions de bases sur les polynomes de Legendre, I'interpolation polynomiale,
des notions de base sur les fonctions entieres de type exponentiel ainsi que 'article de

Turan en question.



— Chapitre 1

Formules de quadrature de (zauss, Gauss-Jacobi,

Turan, etc.

1.1 La formule de Gauss

Soit (x1, g, ...,x,) un ensemble de n points distincts dans R. On pose

w(x)

w(x,)(x — )

w(z) = f[l(x —x,) et L,(x):= (v=1,2,...,n). (1.1.1)

Pour tout polynéme f de degré <n —1, on a

et par conséquent

[ 1@ =S n ), (1.12)

ou X
Av ::/ 0, (z)dx (r=1,2,...,n).

-1
Gauss se pose la question : Existe-t-il des points x1,xs,...,2,, pour lesquels la
formule (1.1.2) est valide pour des polynémes de degré < m ou m > n—17 Clairement,
une telle formule ne peut pas étre vraie pour des polynomes de degré 2n. En effet, si
on prenait pour zy,¥s, ..., T,, les n racines du polynoéme [["_,(x — x,)?, on voit que le
coté gauche de (1.1.2) est strictement positif tandis que celui de droite vaut zéro.
Cherchons alors un systéme de n points z1, z, . . . , Z,, pour lequel la formule (1.1.2)

est vraie pour tout polynéme de degré < 2n — 1.



Pour cela, on considére un polynéme quelconque g de degré < 2n — 1 et on note par

f, le polyndéme de degré < n — 1 tel que

f(z,) =g(z,) (v=1,2,...,n).

Alors,

ou h est un polynoéme de degré < n — 1. Puisque la formule de quadrature (1.1.2) est

valide pour f, alors on a :

n

/11 g(x)dx = Z_:l Mof(zy) + /_11 w(z)h(z)der = il Ag(zy) + /_11 w(z)h(z) dz.

Ainsi, la formule (1.1.2) est valide pour tout polynéme de degré < 2n — 1 seulement
si:

/1 w(z)h(x)de =0

pour tout polynome h de degré < n — 1.
Cette propriété exigée pour w(x), est satisfaite par le polynéme unitaire de Legendre
P? de degré n (voir Annexe A). En effet, c’est I'unique choix de w pour lequel la formule

(1.1.2) est vraie pour tout polynéme de degré < 2n — 1.

Remarque
Le raisonnement utilisé au paragraphe 1.1 peut étre facilement modifié afin de prou-

ver le résultat suivant qui contient la formule de Gauss.

Théoréme 1.1.1. Soit P(*%) o > 1, 3 > 1 le polynéme de Jacobi défini dans I’Anneze
A. Notons vy < -+ < x, les zéros de PP qui sont tous dans (-1,1). Pour tout n € N,

il existe N1, ..., \, tels que pour tout polynome p de degré au plus 2n — 1, on a

1 n
/1(1 —z)*(1+2)°p(z)dz = Ap(z,). (1.1.3)
- v=1

I1 est clair que la formule (1.1.3) n’est pas vraie pour des polynomes de degré 2n.
Les coefficients A, apparaissant dans le membre de droite de (1.1.3) sont appelés

nombres de Christoffel. Ces nombres sont toujours positifs.



Dans le cas on o = § = —1/2, les nombres de Christoffel A\, sont tous égaux a 7/n

et (1.1.3) aura la forme suivante :

1 n 2w — 1
1 ?(f)x? do = % 2 (COS (V2n>7T> pour tout  p € Pap1. (1.1.4)

1.2 Les idées de Turan

Considérant un ensemble de n points distincts xq, xs, ..., z,. En utilisant w(z) et
¢, (x) définis en (1.1.1), on introduit

w"(l’y)

w'(zy)

lyo(z) == (1 - (x — xl,)> Cx) et b,(x) = (v —1,)0(x). (1.2.1)

Alors, par la formule de Fejér, pour tout polynéme f de degré < 2n — 1 on a

n n

fl@) = boo(@)f(a) + Y boala)f(x). (1.2.2)

v=1 v=1

En intégrant les deux cotés de (1.2.2) sur [-1,1], on obtient

[ rayde =

; A f(x,) + i A F (), (1.2.3)
= v=1

v=1

ou

1 1
A (g) = / lo(z)de et AY(z):= / 0,1 () de.
-1 -1

Dans la formule (1.2.3), qui est valide pour tout polynéme de degré au plus 2n — 1,
il n’y a pas de restriction sur les points x1,wo,...,T,, a part le fait qu’ils doivent
étre distincts. Comme Gauss, on peut se demander s’il existe un systéme de points
x1,Ta, ..., T, pour lequel la formule (1.2.3) serait valide pour des polynémes de degré
< m oum > 2n — 1. La réponse a cette question est “non”. En effet, I'exemple du
polynome [["_,(z — z,)? (étudié au paragraphe précédent) montre que pour tout choix
T1,Ta, ..., Ty, la formule (1.2.3) ne peut pas étre vraie pour les polynomes de degré
< 2n.

Turdn passe alors a 1’étude de 1’analogue de la formule de quadrature utilisant f(z,),

f(x,) et f"(x,).



Etant donné un ensemble de n points distincts x1, zo, ..., x, , il existe un polynéme

l,o de degré 3n — 1 satisfaisant aux conditions suivantes :

loo(zy) =1, byo(2,) =0 Vu#v et £(z,) =0 o(x,) =0 VY. (1.2.4)
Par ailleurs, il existe un polynéme ¢, ; de degré 3n — 1 tels que

(@) =1, 0y@) =0 Vv et fulm) = @) =0 Yo (125)
En plus, il existe un polynéme ¢, 5 de degré 3n — 1 pour lequel

Cy(n) =1 L) =0 Yu#v et Lo(n) = Golr) =0 Y (126)

Les polynomes fondamentaux /,, ¢,1 et {,2 peuvent étre calculés explicitement
en terme de ¢, défini en (1.1.1). Pour cela, on doit utiliser la formule générale (4.2.8)
présentée au chapitre “Annexe B ”. Pour commencer, nous devons reconnaitre que dans
la situation actuelle, les nombres «,, apparaissant dans (4.2.8) sont tous égaux a 3. De

plus, par (1.1.1) on a
9= [T =" = LOF = (=2 L CY
En utilisant (4.2.8), on obtient
d (x —x,)3 ’
=15 H N
/ 3 2 dz 1 ’ 4
= {l(z)w'(z)} ol Z(:) 7l [xf {WW'(%)} ] (x — )

5 2 1 14 1 ' o
= L@PY [de o ] (¢~ )
)

N‘H

loolz) = 281 >

(ZE—J}V 0!

T=x,

- <ey<x>>41 e

(@) 30) L
(0.(2)) <zu<x>>4LxV ) }




Ainsi, le polynéme fondamental [,y est de la forme suivante :
3
loo(@) = |1 =30 (x,) (@ — x,) + {406,()* = L)} (x = a;y)ﬂ 0,(x)*. (1.2.7)
Ce polynome a toutes les propriétés énumérées en (1.2.4).

Clairement,

ba(x) = Mll, ZJ' [dxf{ T o) H (1.2.8)

(x —z,)

= (z—a){l(2) ‘*’,(x”)}g{ 1 (¢

- 1ews >i<xu>>] }
= (z—2){1 =30 x) (@ —z,) ().

Finalement,

lolz) = 2O 11[WL z (1.2.9)

En vue des propriétés des polynomes fondamentaux ¢, , £,,1 et £, 2, la formule

n n n

f(x) = Z f(x,) lyo(z) + Z f(x,) bya(x) + Z I (x,) by 2(x) (1.2.10)

v=1 v=1 v=1

est valide pour tout polynome de degré < 3n — 1.

Pour v =1,...,n, on pose

A 1
AY) = /_1@]-(9;) dz  pourj =0,1,2. (1.2.11)

En intégrant les deux cotés de la formule (1.2.10) sur [-1,1], on voit que pour tout

polynome f de degré < 3n — 1, on obtient la formule de quadrature suivante :



1 n n n
[ fayde = Y A0 f(a) + S AN @) + 3 AP @), (1.2.12)
-1 v=1 v=1 v=1
Dans cette formule, les points z1, ..., x, doivent étre distincts.
Maintenant, on se pose la question suivante : Existe-t-il un systéme (zy,...,z,) de

n points distincts pour lequel la formule de quadrature (1.2.12) est valide pour tout

polynoéme de degré < 4n — 17

Tout d’abord, nous observons que si (z1,...,%,) est un tel systéme et que si
w(z) =TI, (z — z,), alors
1
I(h):= / w(z)*h(z)dz =0 pour touth € P,_i, (1.2.13)
-1

cette intégrale I(h) doit étre nulle pour tout polynéme h de degré < n — 1. Afin de
prouver ce résultat, considérons un polynéme quelconque f de degré < 4n—1. Cherchons

alors un polynome g de degré < 3n — 1 tel que

9(x,) = f(2), g' () = f'(2) et ¢"(z,) = f"(2,), (1.2.14)
pour v =1,...,n. A partir de (1.2.14), on remarque que
f(z) = g(x)

possede des zéros de multiplicité 3 en chacun des points z,. Alors

f(@) = g(z) = w(z)® h(z), (1.2.15)

ou h est un polynéme de degré < n— 1. La formule de quadrature (1.2.12) est stirement

valide pour g puisqu’il est de degré < 3n — 1. D’ou, par (1.2.12) et (1.2.14), on a

n n n

/ 11 (@) dz = S A0 F(@) + AL (@) + AP F (x,). (1.2.16)
- v=1 v=1 v=1

Ainsi, en raison de (1.2.15), la formule de quadrature (1.2.12) est valide pour f si
(1.2.13) est vraie. Autrement dit, (1.2.13) est une condition suffisante pour que (1.2.12)
soit valide pour tout polynome de degré < 4n — 1. Cette condition est aussi nécessaire.
En effet, pour tout polynome g de degré < 3n — 1, le polynéme

f(z) == g(z) + w(z)® h(z) est de degré < 4n — 1. Puisque (1.2.12) est valide pour g,
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alors elle est valide pour f seulement si

/1 w(z)? h(z)dz = /1 f(z)dx — /_11 g(x)dz = 0.

-1 -1

La question se pose : Ezite-t-il un w pour lequel (1.2.13) est valide?

Essayons alors de déterminer s'il existe ou non un systeme (xy,...,x,) tel que

1
/ dgg_/ Hx—xy z)dz =0 pour touth € P,_;.

-1
Pour cela, on désigne par P; la classe de tous les polynémes p € Py ot le coefficient de

2¥ est 1, c’est-a-dire

Pr = {p(x) =z 4 > a; xj}, ce sont les polynomes unitaires de degré k.
=0

En anglais, ces polynémes sont appelés “ monic polynomials of degree k ”.
On note que 7, € P si et seulement si m,(z) = w(x) + h(x), ou h € P,
et donc si h(z) := h(z), alors

[ m@lar = [ o) +h@)ldr = [ (e by ) + )P
(

— /_11 |w(z)[*dz + 2/_11 w(z)*{h(x) + h(z)}dx

|
+ /1 “h 7)]? +w(@){h(z) +h dx—|—2/ r)*dr.

-1
D’ou, si
1 1
A ::/ |7Tn(x)|4dx—/ |w(z))|*d
-1 —1

alors

A> 2/ 2)de + 2/ z, (1.2.17)
ou 'égalité est vraie seulement si
1 — 2
/ [1h@)P +w@){h(@) + K@)} de =0, (1.2.18)

et aussi

/_11 Ih(z) Pw(z)2dz = 0. (1.2.19)
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Clairement, la deuxieme intégrale du membre de droite de (1.2.17) est nulle si et seule-
ment si la premiere l'est. D’ot, si (1.2.13) est vraie et si m, # w, alors
A > 0; c’est-a-dire que w minimise I'intégrale [* |, (x)|*dz parmi tous les polyndmes
appartenant a Pr. Il est préférable de rappeler au lecteur que w est de degré n. Il est
alors plus approprié d’écrire w,, au lieu de w.

A ce stade, il est naturel de se demander s'il existe vraiment un polynéme T
qui minimise l'intégrale [*, |7, (x)[*dz parmi tous les polyndmes appartenant a Pr.
L’existence et 1'unicité de 7, . sont prouvées par D. Jackson [6].

Maintenant, montrons que
1 3
/ {Wn*(m)} h(z)dz =0 pour touth € P,_;. (1.2.20)
~1

Si ce résultat n’est pas vrai, alors il existe un polynome h, € P;_; tel que

/11 {W"»*(””)r h.(x)dz < 0.

Pour tout € > 0, nous aurions

/_11 ros(@)de < [ 11 e (%) + € ()| da
- /, 11 [ (2)|"d + 2€ [ 11{7Tn,*($)}3{h*(a:) + ho(z)}dz
+ € /_ 11 [\h*<x)|2 + pa(z) {hae(T) + E*(x)}fdx
28 [ (@) Phma(o)de

1
< / |7 (2)| Az
-1

pour tout € > 0 suffisamment petit. D’ou (1.2.20) est vraie.
Ainsi, nous avons démontré que (1.2.13) est valide si et seulement si w = 7, .. On

obtient le résultat suivant :

Théoreme 1.2.1. Soit 7, .(z) == [I,_1(x — z,) lunique polynome de degré n tel que
I mne(@)*de < 1 7 (2)| de pour tout w, € Px. Alors la formule de quadrature

(1.2.12) est vraie pour tout polynome f de degré < 4n — 1.

Formule de Tschakaloff et généralisation du théoreme 1.2.1
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Soit (z1,...,x,) un systeme de n points distincts et aq,...,a, n entiers . Pour
tout v € {1,...,n} et pour tout k € {1,...,n}, considérons le polynéme [, de degré
< N:=a;+ -+ a,_ tel que

‘ 1 sip=vetj=k,
(h@)=3 0 sip=vetje{0,.. . a —1}\{k},
0 sip#vetj=0,...,0p, — 1.

Alors, par le théoreme 4.2.1 ( voir formule (4.2.9)), on obtient la représentation suivante :

n

F(x) =3 [F@) boo(@) + F/ (@) boa (@) + -+ F D (2,) b, (x)], (1.2.21)
v=1
cette formule est valide pour tout polynéme de degré < N := ay+- - -+a,_1. En effet, la
différence des deux cotés de (1.2.21) constitue un polynoéme de degré < N qui possede
des zéros de multiplicité «,, en x, pour chaque v € {1,...,n}. En tenant compte de la
multiplicité de chaque zéro, on compte au moins N + 1 zéros.

En intégrant les deux cotés de (1.2.21), on obtient la formule de quadrature de
L.Tschakaloff [11]

F@) = S {F@) AD + () AD 4 o () Ao, (1.2.22)
v=1
valide pour tout polynéme de degré < N :=aq + -+ 4+ Q1.
En particulier, prenons ay = --- = a,, = m, on obtient la formule de quadrature
1 n m—1
fl@)de =33 Auf®(w), (1.2.23)
—1 v=1 k=0
avec

1
A = / L@ de  (0<k<m—1),
-1

ou lyp(x), (v=1,...,n;k =0,1,...,m — 1) sont des polynémes chacun de degré au
plus mn — 1 tel que
Emk(xy) = 6V,j : 5k‘,j

avec

{ 0 sip# A\,
6,0,)\ = .
1 sip=A\
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Turdn [12] n’a pas juste démontré le théoreme 1.2 mais encore plus le résultat général

suivant :

Théoréme 1.2.2. (i) Pour m € N impairs, il n’existe aucun systeme (xq,...,x,)

pour lequel la formue (1.2.23) est valide pour tout polynéme de degré < mn.

, @) pour lequel la

(i) Pour m € N pairs, il existe un unique systéme X* = (z7,.
ré < (m+1)n— 1.

formule (1.2.23) est valide pour tout polynéme de deg

(iii) Le systéme X* = (x7,...,x}) est caractérisé par le fait que
n
7TX* H T — J}
v=1

minimise ['intégrale

parmi tous les polynomes unitaires de degré n.

On rappelle qu'un polynéme f(x) :=3"_,a,z" est dit unitaire si a, = 1.



— Chapitre 2
Formules de quadrature pour des polynémes

trigonométriques analogues a celles de (Gauss et
de Turan

2.1 Formule analogue a celle de Gauss

Un polynéme trigonométrique #(6) := S"_ ¢, e™® posséde 2n + 1 coefficients,

v=—nCv
ainsi il peut étre exactement déterminé si on connait ses valeurs en 2n + 1 points
distincts. Connaitre les valeurs de ce polynéme en 2n points seulement ou moins ne
sera pas suffisant pour le déterminer. Cependant, 'intégrale [™_¢(#)df du polynéme
trigonométrique t sur [—7, 7| est correctement évaluée en termes des valeurs de ¢ en 2n
points particuliers 6, tel que

(2v— 1)

0, =—— v=—-n+1,—n+2,...,0,...,n—1,n, (2.1.1)
2n

a condition que le degré de t ne dépasse pas 2n — 1. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1. Pour tout polynéme trigonométrique t(6) := 252:":(12)”71) c, el de

degré < 2n, on a
n

/7r Wy do =23 t<2”_17r>. (2.1.2)

-7 n,_ o 2n

L’exemple t(0) := 1+ cos 2nf montre que la formule (2.1.2) n’est pas vraie pour tout
polynome trigonométrique de degré 2n.
Nous allons présenter deux preuves différentes du théoreme 2.1.1.

Si Rec, = a, et IJme, = b, pour v = —(2n — 1),...,0,...,(2n — 1), alors on écrit
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(2n—1) ' (2n—1) 4
ue)y= > ae? VEO)= > b
v=—(2n-1) v=—(2n-1)

On voit que (2.1.2) est valide pour tout polynéme trigonométrique & coefficients dans
C si et seulement si elle est valide pour les polyndémes trigonométriques a coefficients
tous réels. Donc ci-apres, nous allons supposer que les coefficients de ¢t sont tous réels.

En utilisant la notation définie en (2.1.1), on peut écrire (2.1.2) comme suit :

Puisque

91,:—9_1,_1 Vzl,...,n,

alors la formule de quadrature est trivialement valide pour les polynomes trigonomé-
triques impairs de degré < 2n. En effet, [7_t(0)df et Y-I'_

les deux, pour tout polyndéme trigonométrique. Par conséquent, il suffit de démontrer

(n—1) t(0,) s’annulent, tous

(2.1.2) pour les polynémes trigonométriques pairs.

Premiére preuve du Théoréme 2.1.1. Tel qu’observé ci dessus, on peut supposer
t(0) = Zl(i":(lgnfl) ¢, cosvf, ou les coefficients ¢, sont tous réels.
Puisque

y W2 jw—7j—1)

cosv b = B > (-1

v—2j
2 0 —2)) (2cos0)"

pour laquelle nous avons simplement besoin de rappeler que

T ( ) n L%%J( 1)m (n —m — 1)' (2 )n—2m
nlL) = COSTM arcCos T — — — —_—— X y
= m!(n — 2m)!

on peut écrire
2n—1

t(0) = > ay(cos0)" = p(cosb),

k=0

ot p(r) := 32" 1 a,x” est un polyndéme de degré < 2n — 1.



Alors la formule (2.1.2) aura la forme suivante :

Tf T 2u—1)m 2v—1)=w

0)df = — .
/_Wp(cos ) " ,,_z(,; 1)]0((:05 o > Zp(cos 5 >,

oup € Pop_i.
Cette formule peut aussi s’écrire comme suit

1 _ n _

p(z) T 2v—1)7 21 2u—1)7
2/ 7(1 —_ — — — e

a2 x n Zn 1)p(cos on o ’;p CosS o

a savoir que

1 T T 21/—1

qui est tout simplement la formule de quadrature de Gauss-Jacobi (1.1.4).

Deuxiéeme preuve du Théoréme 2.1.1. Soit

W = exp <Z§n ) otk € {£1,£2,...,(2n — 1)},

Alors
W#£1 et (WHM=1.
Donc
2 -2 1 —w'
1+w" +- - +w = —7F =0.
1 —w?

Il en découle que

Z Wl = _2"+1<1+w2+---—|—w4n_2)20,

v=—n+1

et par conséquent

2

v=—n+1

16

3 exp (ZW”_DW> =0 pourk==+1,+2, ... ,£(2n - 1). (2.1.3)
n

Maintenant, soit t(0) := ZQ" 12n 1) Cr €' #*% un polynéme trigonométrique quelconque
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de degré au plus 2n — 1. Alors
2n—1

/W t(9)d9:k Z ck/ lkad@—c/ d = 2o, (2.1.4)

—T

puisque |7 _e*?df = 0 pour k = 41, £2,...,4(2n — 1). D’autre part

n 2 _1 2n—1 Y ”
> t<<2n)7T> = Y Y el

v=—n+1 v=-—n+1 k=—(2n—1)

- Y ey exp(i’f@’;;m)

k=—(2n—1) v=-n+l

= C(p Z 1

v=—n+1
par (2.1.3). Donc

Z t( - 1”) = 2n.co. (2.1.5)

v=—n+1

La formule désirée découle de (2.1.4) et (2.1.5). O

2.2 Un analogue du Théoréme 1.2.2 pour les poly-

nomes trigonométriques

Le résultat de Olivier et Rahman [9, Lemmel] suivant contient une formule de

quadrature pour les polyndémes trigonométriques, qui est analogue au Théoreme 1.2.2.

Théoréme 2.2.1. Soit t un polyndéme trigonométrique de degré < (m + 1)n avec m

impair et n > 1. Nous avons alors :

| o) Zmz g Y Z M( 2n1) ) (2.2.1)

—Tr

ot apo = 1 tandis que pour m > 1 les a,m—1 sont donnés par

m-1 (m—1)/2 2
> apmt = ] <1 + 2). (2.2.2)
n=0 K

pn=1
pnpair



18

Le lecteur trouvera une démonstration bien détaillée dans 'article de Olivier et
Rahman [9, pp.522-526].



— Chapitre 3
Formule de quadrature de Gauss pour les

fonctions entieres de type exponentiel et un

analogue de la formule de Turan

3.1 Formule de quadrature de Gauss pour les fonc-

tions entieres de type exponentiel

Le polyndéme f(r) := "2} a, 2" de degré < n est exactement déterminé par ses
valeurs en n’importe quel ensemble de n points distincts. Cependant, l'intégrale sur
[-1,1] d’un polynéme de degré < 2n est correctement évaluée par la formule de Gauss
si on connait les valeurs de ce polynéme en n points particuliers ; ce sont les n zéros du
polynome de Legendre de degré n.

Il est connu [1, Corollaire 9.4.4] que si f; et fy sont deux fonctions entiéres de type

exponentiel toutes les deux o(e?l*!) quand |z| — oo et qui sont égales aux points

07124__7’... 7
oo
alors elles doivent étre identiques. Cela veut dire qu’une fonction entiere de type ex-
ponentiel est completement déterminée par ses valeurs en ces points a condition que
f(2) = o(e“F!) quand |z| — oo. Tel qu’expliqué au second paragraphe de la preuve du
Théoreme 1 dans [5], si f est une fonction entiere de type exponentiel o appartenant a
L'(—00,00), alors f(2) = o(e”*l) quand |z| — oco. Ainsi, une fonction entiere de type
exponentiel 7 appartenant a L'(—o0, 00) est entierement déterminée par ses valeurs en

0,+%2, :I:%”, -+ siT < 0.1l n’en est pas de méme pour 7 > . En effet, supposons que
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7 > o alors les fonctions

. 2
fe(z) = (smez) sinoz (0 <e< T;O>
z

sont toutes de type exponentiel 7, appartiennent & L'(—o0,00) et sont égales en tous

les points 0, +%, i%”, .-+ sans étre identiques.

En utilisant le théoreme de Paley-Wiener [1, Théoréme 6.8.1] en conjonction avec la
formule de sommation de Poisson de la théorie des intégrales de Fourier, Boas [2] conclut
que 'intégrale d'une fonction f de type exponentiel 27 appartenant a L'(—oo, o), peut
étre completement évaluée si on connait les valeurs de f en tous les entiers. En effet, la

conclusion peut étre formulée sous la forme plus générale suivante :

Théoreme 3.1.1. Soit f une fonction entiere de type exponentiel 20 appartenant a
L'(—o00,00). Alors

00 I~ v Y — 2v— 1)
[m flo)dz = UV:ZJ(J) - Jyzzoof<<20)>' (3.1.1)
Il convient de noter que (3.1.1) utilise les valeurs de la fonction aux points 0, £7, j:%”,
+ %”, ... mais encore elle évalue correctement l'intégrale de toute fonction entiere de
type exponentiel 20 appartenant a L'(—o0,00). Nous allons donc la voir comme une
formule de quadrature de Gauss.
L’utilité de (3.1.1) est compromise par le fait qu’on exige que f appartienne a

L'(—00,00) puisque cette formule exclut la possibilité d’évaluer plusieurs intégrales
R sinx

familieres comme lim dz. En partant d’ici, Frappier et Rahman [4] cherchent

R—>J_-R X
des conditions sous lesquelles (3.1.1) devient valide si l'intégrale est prise au sens de
Cauchy sur (—o0, 00).
Rappelons qu’une fonction f est intégrable au sens de Cauchy sur (—oo,00) si elle
0

est intégrable sur (0, R) et (—R,0) pour tout R > 0, et si [} := I%im f(x)dx et
—oc0 J_R

R—o0
sens de Cauchy et elle est habituellement notée par

R
I, := lim / f(z)dzx existent. La somme de I; et I est appelée l'intégrale de f au
0

—00
——00

f(z)dz. Frappier et Rahman

[4, Théoréme 1] prouvent le résultat suivant, lequel est ’analogue au Théoreme 3.1.1
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3.2 Analogue de la formule de Turan pour les fonc-

tions entieres de type exponentiel

Théoreme 3.2.1. Soit f une fonction enticre de type exponentiel T < 20. Alors

/%O (@) d:czg 3 f(”;) (3.2.1)

——00 V=—00

pourvu que lintégrale et la série, dans (3.2.1), soient convergentes.

Exemple.
Soit f(z) := (sin20z)/z. Alors /HOO f(x)dx = 7 tandis que
g Z f (?) = gf(()) = 2m, de sorte que /;m; f(z)dx # g Z f (f)

V=—00 V=—00

Ce qui montre que 7 = 20 n’est pas admissible a (3.2.1).

Démonstration du théoréme 3.2.1. Soient T' > 0 et N un entier naturel. On défi-

nit le rectangle suivant :
1 L .
i)%::{zEC:—N—§§%22§N+§,sz§T}

et on note par I'y le bord de ce rectangle.
Soit f une fonction entiere de type exponentiel b < 27. Alors d’apres le théoreme

des résidus on a

1 AN
9 /FN meot(mz)f(z)dz = V:Z_N {resmlu dem(cotmz)f(z)enz = 1/},
N T COS T2
= % {0 T )

= _ZNf(y). (3.2.2)

Maintenant, remarquons que cot 7wz peut s’écrire sous la forme suivante :

eiTl’Z + e—iﬂ'z 6—2i77z + 1 2
trr =il ) Ty - (e 2 ) 3.2.3
cotmz =1 (e”z — e—’m> i (e—Zmz — 1) l ( + o—2imz _ 1) ( )



Nous pouvons aussi représenter cot 7z comme suit :

2
t =14+ —=——1.
cotmz z( + 2ine 1>
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(3.2.4)

On note par I'n 1, la partie de I'y située dans le demi plan supérieur fermé et par

I'n2 le reste. Puisque f est une fonction entiere, le théoreme de Cauchy nous donne

[ = [0 o= [ sy

-N-1 w2

Ainsi, en utilisant (3.2.3) et la premiere égalité dans (3.2.5), on obtient

1 1 2
% FN,1f<Z> cot(rz)dz = —— f(z )( e—%m—l) dz

I'n
N+3 1
- 2 /fo dl’ - ‘/FN,l f(Z) <e2i7rz _ 1> dZ

et en utilisant (3.2.4) et la deuxieme égalité de (3.2.5), on obtient

1 2

b tomterie = 1 00 )

5 /FN,2 f(2)cot(mz) dz 5 N2 e 1) 4

N+3 q 1 4
T2 -N-1 fla)dz+ FN,2f<Z)<62mz_1) z-

Par (3.2.6), (3.2.7) et (3.2.2), nous obtenons

/NJF% f(z)da ! / f(z)cot(mz)dz + f(2) ! dz

= - m —_—
,N,% 2t Jry Iy e—2imz _ 1

1
— —d
/FN,2 f(Z) 6227rz —1 <
1

= 7)Y fw)+ f(2)——dz
v=—N

T e —1

1
— —dz.
/I‘N,z f(Z) 6227rz -1 <

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)
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Désignons par [N + £ +iT, —N — 3 + 4T le segment de droite d’origine N + % +1T

et d’extrémité —N — % +4T'. Soit z = x + T un point de ce segment. Alors

1 1
627rT A 6721'#35 1| — e27rT _ 1’

1 ‘ B
672i7rz -1 o

1 J—
e—2im(z+iT) _ 1’ o

ce qui implique que

1

/ 2N +1
2V
[N+5+iT,—N—5+iT] e2mz — 1

Z —
— 627rT —1

— 0 lorsque 7 —oo. (3.2.9)

Par hypothese, f est de type exponentiel b < 27. Par ailleurs, f est supposée étre
intégrable au sens de Cauchy sur I'axe réel. Tel que mentionné dans I’Annexe C, cela
implique que f(xz) — 0 lorsque x — +oo. En particulier, |f(x)| est bornée sur 'axe

réel. Ce qui implique que

1£(2)] < CeP™ pour un €' < 0. (3.2.10)
: o 1 C o
Maintenant, on note par Iy, l'intégrale de f (2)471 sur la demi-droite z =
e Mz __

N + % + iy, 0 < y < oco. Alors, en utilisant (3.2.10), on obtient

o0 1 . 1
[Inaa| = ‘/0 N+ B +iy) o-2in(N+1+iy) _ 4 dz
o0 1
- N+ = +iy) ———d
*|f(N +35 +iy)| v 1
dy+ [ SN+ 5 +iy)|d
< /Y e y+ | FIN+5 +iy)ldy
o0 Y 1
< C’/ e_(2“_b)ydy+/ f(N + 5—|—z’y)|dy par (1.3.10).
Y 0

Maintenant, soit € un nombre positif. Choisissons Y = Y. tel que

C > —(27r—b)d < i
Ye ¢ Y 16

ensuite, choisissons N si grand que (en utilisant Théoréme 4.3.5 de I’Annexe C)

€

Y. 1
N+ = +y)ld .
LI+ S+ iy)ldy <
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Nous aurions alors
€
3

D’une fagon similaire, nous pouvons démontrer que si In ;2 dénote l'intégrale de

f(2)

[Nl < (3.2.11)

e T SWI la demi-droite z = —N — % +y, 0 <y < o0, alors
e ITTZ __

€

[Ing2| < g

(3.2.12)

Nous remarquons que la partie horizontale de I'y; dépend de T, mais par (3.2.9)

I'intégrale de ]‘(,2)2471
e~ 1Tz

(3.2.11) et (3.2.12),

1
/FN,l f(Z) 6—217rz -1 <

De la méme maniere, nous pouvons prouver que

sur cette partie tend vers 0 lorsque 7' — oco. D’ou, par

< i pour tout grand 7T et tout grand V. (3.2.13)

< i pour tout grand 7T et tout grand V. (3.2.14)

dz

/FN,Q f<Z) €2i7rz + 1

En utilisant (3.2.13) et (3.2.14) dans (3.2.8), nous concluons que

—00 0
[ @ =Y fw)
——00 oo
si f est une fonction entiere de type exponentiel b < 27 qui est intégrable au sens de

Cauchy sur 'axe réel. D’ou, si f est de type exponentiel < 20, alors

[ 5 1(2)

——00 v=—00

Cette démonstration du Théoreme 3.2.1 est différente de celle donnée par Frappier
et Rahman [4]. Elle est tirée de [10]. O

Le résultat suivant (voir [9]; voir aussi [7] et [8]) contient la formule de quadrature
pour les fonctions entiéres de type exponentiel qui est 'analogue de celle donnée par

Turédn dans le Théoreme 1.2.2 et de la formule du Théoréeme 2.2.1.
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Théoréme 3.2.2. Soient m un entier positif impair et o > 0. De plus, soit apy =1 et

pourm >1,0<p<m—1 on définit a, 1 par

(m—1)/2 P m—1
Qm(Z) = H (1 + 2) = Z a%m,lz“.

W

p=1 u=0
Alors )2
m—1
—00 T 1 o) T
/%700 f(z)dz = s Z:o W A2p,m—1 Z Few <0> (3.2.15)
n= V=—00

est valide pour toute fonction entiére de type exponentiel T plus petit que (m + 1)/o

si intégrale a gauche (prise au sens de Cauchy) et les (m + 1)/2 séries a droite sont

convergentes.
Si f(2) = sinT: oz (1 —cosoz), alors /_TO:O flz)dz = (%) tandis que
(mzlj)/zl e (YT G A - 2 , N
= (20)% “2u,m—1 V:z_:oof ( o ) = 0. Ainsi, 7 = (m + 1)o n’est pas admissible

dans le Théoréme 3.2.2.

Remarque

Olivier et Rahman [9, Théoréme 2] démontrent aussi que si f € L'(—o00,00), alors

(m—1)/2 00

00 T 1 e

/ f(z)de = p Z W a2;1,m—1 Z f(QM) (0> (3.2.16)
- pu=0 v=—00

non seulement pour les fonctions entieéres de type exponentiel plus petit que (m + 1)o
mais aussi pour celles d’ordre 1 et de type (m + 1)o.
Il a été démontré par Rahman et Schmeisser [10] qu’il était superflu d’exiger que les

séries dans (3.2.1) et les (m + 1)/2 séries dans (3.2.15) soient convergentes.



Chapitre 4

Annexes

4.1 Annexe A : Polyndémes de Legendre

4.1.1 Définition

Les polynémes de Legendre peuvent étre définis par

P,(0):=1sin=0et P,(z) = 5o5D"(22 = 1)"sin=1,2,3,....

2nn!

Ici D™ est la ni®™e dérivée par rapport a z. Cette représentation est appelée "Formule

de Rodrigues".

4.1.2 Orthogonalité des polynémes de Legendre

Les polynémes de Legendre sont des polynomes orthogonaux sur (-1,1), dans le sens

que

/1 Po() Po(z)dz =0 (m £n).

-1

Pour simplifier les calculs, on pose

folz) =D"(z*—1)" (n=0,1,2,...).
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Pour 0 <m < n,ona

o= [ )

= [D"(a* =)™ - D”_l(ﬂﬁ2 - 1",
1
_/ Dm+1<I2—1>m'Dn_1(l’2—1)ndl‘
-1
1
:_/ Dm+1($2_1)m_Dn71<:L,2_1)ndx
-1

1
- [ D@t -1y Dt - 1)de
-1

ot F(x) := D" ™ 1[(z* — 1)"] qui a un zéro de multiplicité au moins 1 au point -1 et
au point 1. Donc

Mais

S5 fa(@) - fn(@)de = [L fin(2) - fu(w)de pour tout m et n;

donc, en fait, on a

I fn(z) - fo(@)dz =0 sim #n.
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4.1.3 Norme des polynémes de Legendre

Calculons a présent :

/ Fa(2) - fuz)dz = /_11 D(a? — 1) D (a2 — 1)"da
= [D"(2* = 1)" - D" (a® = )",
- / D (e — 1) - DY (a? — 1)"d
=— 71D”+1(x2 n"- D" 2* - 1)"dx
=(=1)" _11 D*(x* —1)™. D°(2* — 1)"dx
— (—1)"2n(2n — 1). 21/ 22— 1)"dz
= n)! [ (@2 - 1)da

1

= (2n)! 2/01(1 — 23)"dx

=2(2n)! /E cos™ 0 cos 0df
0

— 2(2n)! / 7 cos?™t1 gdf
0
Tl (n +1)

= 2(2n)!
( n) 21"(277;-3)
2
= 2%"(n!)? :
2n + 1

Ainsi, on a

1 2
/ Pn(x)2da7 = )
-1 2n + 1

4.1.4 Décomposition d’un polynéme quelconque en polynémes

de Legendre

Soit .
= Zamy:ﬂ” pour n=1,23, ....

La propriété d’orthogonalité (4.1.1) nous permet d’exprimer un polyndme



p(z) ==X _ypa” de degré n comme une combinaison linéaire des polynoémes f,, :

p(]}) = /\nfn<$> +oe 4+ >\l/fl/(x) + -+ /\0an

et donc comme une combinaison linéaire des polynémes Fy, P, ..., P,.

En effet, on a

Pn Apn—1 n— Qp,v v
p(m):a fn($)+<pnl_pn >33 1+—|—<p,,—pna >l'

= Dn fn(«T) + ; (pn—l _pna;n_1> fn—1<x>

Qnn Ap—1n-1 n,n
+ un polyndéme de degré < n — 2

= etc.

4.1.5 Equation différentielle dont P, est une solution

Rappelons la formule de Leibnitz :

On pose
Donc, on a

Dérivons U, (z), on obtient
U (z) = 2nz(z® — 1)" 1,

soit encore :

(2 — DU () = 2naU,(z).

29



30

Dérivons les deux cotés de cette équation n+1 fois. En appliquant la formule de Leibnitz

au membre de gauche, on obtient

D - pul =3 (" e - i

= (22 = 1)D""2U, (2) + 20D" U, (x) + n(n + 1) D"U, (),
De méme une application de la formule de Leibnitz au membre de droite donne
D" 2nzU, (7)) = 2na D" U, (x) + 2n(n + 1)D"U, (),
Finalement, en égalant les deux membres, on aboutit a I’équation différentielle suivante :
(1 —2?)D"2U,(z) — 22 D" U, (z) + n(n + 1)D"U,(z) = 0.
ce qui signifie que f,, satisfait a I’équation différentielle

(1 —2*)fy(z) — 22f,(2) + n(n + 1) fu(z) = 0.

4.1.6 Une propriété extrémale de P,

On note P (x) le polynéme de Legendre de degré n, dont le coefficient de z™ est

égal a 'unité.

Théoreme 4.1.1. Parmi tous les polynomes de degré n ayant pour coefficient de x™

Vunité, celui qui minimise [*| |pn(x)|?dz est le polynome P ().

Preuve. En effet, considérons un polynéme quelconque p(z) de degré n ayant 1 pour
coefficient de z™. Décomposons-le selon une combinaison linéaire de polynémes de Le-
gendre, on obtient
plr) = Pi(a) + Y- APy (),
k=1

alors
! 2

[ Ip(@) e =
1
1

[ [Pr(2) + MPy o (2) + APy (@) + - - [P () + APy (2) + APy () + - - [ da,
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et compte tenu de I'orthogonalité des polyndémes de Legendre, on a

[ @z = [ [Po@)? + PR )+ +HAP () + - lda,

> [ [(Py(@)dr.

4.1.7 Propriétés des zéros du polynéme de Legendre

Les zéros de P,, n > 1 sont tous simples et se retrouvent dans l'intervalle ouvert
(-1,1).

Si P, (x) était de méme signe pour tout = dans (-1,1), disons positif, alors
Y Po(2)Py(z)dz = [1, 1 P,(x)dz > 0, ce qui contredit I'orthogonalité

SN Po(2)Py(x)dz = 0 pour m # n. Donc, il existe un point z; € (—1,1) tel que
Py (x)
(z—x2)

P, (z1) = 0. Supposons que xs est un zéro multiple de P,,. Alors, 5 est un polynome

de degré n — 2 et donc

Oz/an(x)-Pn(m)dx:/l {W}2dx>o

-1 (z — x9)? —1 | (x — x9)

ce qui est une contradiction. Donc P,, ne peut pas avoir un zéro multiple, c’est-a-dire
que les zéros de P, sont tous simples. Supposons maintenant que P,, possede exactement
j zéros x1,...,x; dans (-1,1). Alors
o) — ) (@ = a7) = g(a) (@ — oo (o — )2,

ol g est un polynéome de degré n — j qui ne change pas de signe dans (-1,1). Donc si
J <mn, on aurait

1 1

0= / (x — 1) (v — z;)Pp(x)de = / g(@)(x —21)* - (z — x;)*dx £ 0.
-1 -1

Cette contradiction montre que 7 > n. Puisque j > n est impossible, il faut que j soit

égal a n.
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4.1.8 Les polynémes de Jacobi

Pour tout o > 1 et tout § > 1, il existe pour chaque n € {0,1,2,...} un polynéme
P(*5) tel que
'n+a+1)

Po(1) = T(n+ )T(a + 1)

et
/_11(1 —2)*(1 4+ 2)°P(2)Py(2)de =0, m #n.
Les sélections spéciales suivantes de « et 5 portent des noms spéciaux.
e o =0, =0 :Polynomes de Legendre,
e a=—3, =—3:Polyndmes de Chebyshev (de premitre espéce),
e a =1, =3 :Polyndmes de Chebyshev (de seconde espece),

e o = 3 : Polynoémes ultrasphériques.

Le polynéme P(®#) satisfait a I’équation différentielle suivante :
1=y +{(B—a) = (a+B+2aky +n(n+a++1)y=0.

Les zéros de P(®#) sont tous simples et se trouvent dans I'intervalle ouvert (-1,1).
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4.2 Annexe B : Interpolation de Lagrange par des
polynémes

Nous allons commencer en rappelant les deux lemmes dont nous aurons besoin dans
cette section.

Soit Py, 'ensemble de tout polynéme p(z) := Z?:o a;z? de degré au plus k. Considé-
rons n points distincts 21, 2o, ..., 2,, dans C et wy, wo, ..., w,, des nombres complexes

distincts ou non. Alors il existe un unique polynéme p € P,,_; tel que
p(z) = w, (r=1,2,...,n). (4.2.1)

Ce résultat sur l'interpolation polynomiale est obtenu par la regle de Cramer, qui

s’énonce comme suit

Lemme 1. Soit A = (a;;) une matrice n X n non singuliére, c’est a dire que son

déterminant |A| est non nul. Alors le systéme d’équations linéaires

a11Cr + ae + -+ + aiGy =wy
(4.2.2)
anlCl + an2€2 + -+ annCn =Wn,
ot les (, sont les inconnues, posséde une solution unique. Cette solution est donnée par

B |A(V)|

¢, = v=1,2,...,n 423
0 ) (123

ot AW est la matrice obtenue en remplacant la v*™ colonne de A par le vecteur
& = (wi,wa, ..., wp)T.

Pour appliquer le lemme 1, il est important de vérifier si le déterminant |A| est non
nul. Cependant le calcul de ce déterminant peut étre difficile mais tout ce qui compte

c’est qu’il soit non nul. Ceci peut étre décidé a I’aide du lemme suivant :

Lemme 2. Une condition nécessaire et suffisante pour ’existence des nombres (1, (o, . . ., Cp,

pas tous nuls, satisfaisant le systéme d’équations suivant :
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a11¢1 + a2e + -+ - + a1, =0
(4.2.4)
an1<1 + anQCQ +---+ annCn =0

est que |A| = |ajklnxn = 0. Autrement dit, |aj;| # 0 si et seulement si le systéme

homogéne (4.2.2) n’est satisfait que pour ¢; = --- = (, = 0.

4.2.1 Interpolation de Lagrange

On peut utiliser (4.2.3) afin de déterminer le polyndéme p de degré au plus n — 1
qui satisfait la propriété d’interpolation (4.2.1). Mais il est plus facile d’écrire p sous la

forme

p@:immm

ou /, est le polynome de degré n — 1 qui satisfait

0 sinon.

1 sip=v,
fl,(zu) = {

Ainsi
v e ¥(E) s pla) 9()
P = L GG n) S ) o)

4.2.2 Interpolation d’Hermite par des polynémes

Soient ayq, ..., a, un ensemble de n entiers positifs. Le probléme consiste a trouver
le plus petit N tel que pour tout ensemble de n points distincts zq, ..., 2, dans le plan

complexe et a1 + - - - 4+ v, des valeurs arbitrairement prescrites
W05 - -+ s Wy —1 (v=1,...,n),

il existe un polynome p(z) := 3 a,2” de degré < N satisfaisant au systéme suivant :
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P (z) =wr;  (G=0,...,09—1)
(4.2.5)

P9 (zn) =Wy, ; (j=0,...,0, — 1)
Ce systeme contient oy + - - - 4+ «, équations a N + 1 inconnues aq, ..., ay.
Afin d’appliquer le lemme 1, on doit poser N = oy + - - -+ «,, — 1 et vérifier par la suite
si le déterminant |A| de la matrice correspondante est non nul. Dans ce cas, calculer ce
déterminant est un travail formidable, mais le lemme 2 nous facilite beaucoup la tache.

On a seulement besoin de montrer quesip € Py, N =a3+---+a, — 1, et
pP(z)=0 (j=0,....,.04 —Liv=1,...,n), (4.2.6)

alors p doit étre identiquement nul. C’est trivial puisque (4.2.6) implique que p possede
des zéros de multiplicité aq,...,a, en zq, ..., z, respectivement. Ainsi, le déterminant
de la matrice correspondante au systeme (4.2.5) de N = ag + -+ + «,, — 1 équations
ayant N + 1 inconnues (les coefficients du polynéme d’interpolation p de degré au plus
N) est non nul. Donc, par le lemme 1, le systéme possede une solution unique.

Afin de trouver une formule pour le polynome p de degré au plus N := a1+ -+ ay,,
satisfaisant (4.2.5), essayons de déterminer pour tout € {1,... ., n}et k€ {0,..., 0, —
1}, le polynome fondamental ¢, 5, de degré N tel que

sipu=vetj =k,

M (z)=4 0 sip=vetje{0,. .. a,—1N\{k}
0 sip#vetj=0,...,0, — 1.

On pose
P(2) =[] (2 = 2)™
pn=1
alors on a )
gu,k(z) = (Z,g_bjyyhlgo(z)u

ol ¢ est un polynéme de degré «, — 1. Développons ¢(z) en série de puissances de

z — z,. En utilisant le fait que ﬁff,l(z) =0 pour 7 =0,...,k — 1, nous pouvons écrire

o(z) = Mz — Zl,)k + A1z — zl,)o‘”_l,
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de sorte que

E,,,k(z) = (Z%(’:j))ay[)\k(z — Zy)k 4+ /\ayfl(z — zy)au—l]

— bkz(z - Zu)k + bk—l—l(z - Zu)k—H +oee

Puisque

) ()= 1 sij=F,
vk 0 sije{0,...,0, —1}\{k},

nous devons avoir
by = 4 et by =0 pour I € {k,...,a, — 1}\{k}.

(On note que si k = «,, — 1, alors 'ensemble pour lequel b, = 0 est vide). Ainsi

(z — z,)™

e (4.2.7)

1
Mot A Agy1(z — 2,) R = {k' 4 b, (2 — 2) F 4o }

La fonction (z — z,)* /¥(z) est holomorphe dans le plus grand disque |z — z,|<p,
qui ne contient aucun des autres z,. Elle est ainsi définie a l'intérieur de ce disque par

une série de puissances, par exemple ¢ + ¢1(z — z,) + co(z — 2,)> + -+, ou

ce ::;! Lif{m}] (€=0,1,2,...).

Puisque le membre de gauche de (4.2.7) est un polynéme de degré o, — k — 1, on doit

avoir
) VIR _ au—k—l_l _ _ o yw—k-l
k a1z — 2) =7 {co +ea(z—2)+ -+ Capi1(z — 2) }
S [ &t {(z —z) H e n)
= — | = — z—2z,)".
= 0| d2t W(z) .
D’ot pour tout v € {1,...,n} et k =0,...,a, — 1, on peut représenter le polynéme

fondamental ¢, sous la forme suivante :



37

Lot [ d ((2—2)™
_ . k—ay Il 14 . V4

lor(2) =0(2)(z — 2) X — ] ;} il ldzf 7@/}(2’) . (z—2,)". (4.2.8)
D’ou le résultat suivant :
Théoreme 4.2.1. Soient z1, 29, ...,%2, n points distincts et oy, ao,...,qa, n entiers
positifs. On considere la fonction ¥(z2) = II;_,(z — 2,)%. Pour v € [0,...,a,] et
k=0,...,a, — 1, on définit {,x(z) par (4.2.8). Alors l'unique polynéme p de degré au
plus aq, ..., an — 1, satisfaisant a la condition d’interpolation (4.2.8), est donné par

a1—1 ay—1 an—1

Z wy g i (2 Z Wy g Ly 1o (2 Z W g U ie(2 (4.2.9)
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4.3 Annexe C : Fonctions entiéres de type exponen-

tiel

4.3.1 L’ordre et le type d’une fonction entiére

Etant donnée une fonction entiere f, posons

M(r) = My(r) = max| F(2)] (2 0)
Sauf dans le cas ou f est une constante de valeur absolue < 1, 'ordre p de f est défini
par
. log log M (r)
p = limsup ————=.
r—00 log r
Par convention, I'ordre d’une constante ¢ tel que |c| < 1 est égal a 0. Si l'ordre p d’une

fonction entiere f est positif et fini alors le type T' de f est défini par

T := lim sup M.

r—00 T

4.3.2 Fonctions entieres de type exponentiel

Une fonction entiere f est dite de type exponentiel 7 si pour tout € > 0, il existe
K (e) tel que
()] < K e (ze Q).

La classe des fonctions entieres de type exponentiel 7 comporte les fonctions d’ordre 1
et de type T' < 7 ainsi que les fonctions d’ordre p < 1.

Il est clair que t(z) = X0, a, €™ est une fonction enti¢re de type exponentiel n.

v=—n "V
Ainsi, un polynoéme trigonométrique est la restriction d’une fonction entiere de type
exponentiel, sur I’axe réel.
Si f est une fonction entiere de type exponentiel 7 périodique, de période 27, alors

elle est de la forme

f@ =3 ae” (n=r).

v=—n
Tout polynoéme trigonométrique est borné sur l'axe des réels, mais une fonction
entiere de type exponentiel qui n’est pas périodique n’est pas nécessairement bornée.

Nous citons quelques exemples de fonctions entieres de type exponentiel qui ne sont pas
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périodiques.

(i) Pour tout polynéme p non identiquement nul et tout 7 > 0, la fonction entiere

f(2) :==p(2)sin(7z) est de type exponentiel 7.

sin(1z

(ii) Pour tout 7 > 0, la fonction entiere f(z) := >, ) est de type exponentiel .

(iii) Pour tout 7 > 0, la série 1 4 377, (<°)"2" définit une fonction enticre de type

exponentiel 7.

(iv) Pour tout 7 > 0 et tout d € (0, 5-], le produit [T, <1 - 2> définit une

22
(2m+d)
fonction entiere de type exponentiel 7.

(v) Pout tout o > 1, le produit [I7°, (1 — n~*z) définit une fonction entiere d’ordre

é (< 1), et donc de type exponentiel zéro.

La fonction en (i) est bornée sur 'axe réel si et seulement si p est une constante;
celle en (ii) est bornée sur I’axe réel ; tandis que celle en (iii) n’est pas bornée sur I’axe
réel; en (iv) la fonction n’est pas bornée sur I'axe réel pour d € (0, 5-), elle est bornée
pour d = -. La fonction en (v) n’est pas bornée sur 'axe réel. En effet, une fonction
entiere de type exponentiel zero ne peut pas étre bornée sur n’importe quelle ligne, a
moins quelle soit une constante.

Les deux résultats suivants sont tres importants dans I’étude des fonctions entieres

de type exponentiel.

Théoréme 4.3.1. Soit f une fonction entiére de type exponentiel tel que |f(x)] < M

log | f(iy)|
y

sur laze réel et hy(m/2) := limsup = c. Alors

r—00

lf(2)| < Me¥ (z=z41y,—00 <z < 00,0 <y < 00).

Théoréme 4.3.2. (M. L. Catwright) Soit f une fonction entiére de type exponentiel

b <, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe une constante K (€) telle que
f(2)] < K(e) e (2 €C).

Supposons de plus que |f(n)| < M pour tout n € Z. Alors

fa)l< a0 ()M @emr)
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En particulier si M = 0, c’est-a-dire que f(n) =0 pourn=0,1,2,..., alors f(x) =0
pour tout x € R et donc f(z) = 0.

Ce résultat a été généralisé par Duffin et Schaeffer comme suit

Théoréme 4.3.3. (Duffin et Schaeffer) Soit f une fonction entiére de type exponentiel
b<m. Si{\,} est telle que \yr1 — Ay > 20 >0, [n—\,| < %, n=0,1,2,...,
et {f(\n)} est bornée, alors f(x) est bornée pour x > 0. Si f(\,) — 0, alors f(x) — 0

lorsque x — 00.

Théoréme 4.3.4. (Théoréme d’unicité de Carlson) Si f est une fonction entiére de

type exponentiel < m tel que f(n) =0 pourn=0,1,2,..., alors f(z) = 0.

Deux fonctions entieres de type exponentiel < 7 prenant les mémes valeurs en tous
les entiers doivent étre égales. Ceci n’est pas vrai si on remplace la condition < 7 par
< m; la fonction sin 7z est d’ordre 1 et de type 7 , elle s’annule en tous les entiers mais
elle n’est pas identiquement nulle.

Une généralisation du théoreme de Carlson est la suivante : Si f est une fonction
entiere qui satisfait

f(z) = o(e™), (4.3.1)

et f(n) =0pourn=0,1,2,..., alors f(z) = 0.

On peut démontrer [5] que si f est de type exponentiel 7 et f(z) — 0 lorsque
r — too , alors (4.3.1) est satisfaite. Il est connu [1] que si f est une fonction entiere
de type exponentiel tel que [*° |f(z)|P dz < oo pour un p > 0, alors f(z) — 0 lorsque
r — too0.

On peut trouver les théoremes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, et 4.3.4 dans [1].

La conclusion ”f(x) — 0 lorsque x — 400” est vraie aussi pour toute fonction
entiere de type exponentiel pour laquelle [ f(z)dx existe au sens de Cauchy [4].
En particulier si f est de type exponentiel 7 et elle est ou bien intégrable au sens de
Cauchy ou bien intégrable au sens de Lebesgue, alors (11) est satisfaite. Alors, on peut
dire qu'une fonction entiére de type exponentiel 7 et appartenant a L'(—o0,00) est
completement déterminée par ces valeurs en tous les entiers.

Par le résultat de P. Montel (voir [1,Théoreme 1.4.9] ) si f(z) est holomorphe et

bornée dans la demi-bande

{z=z+iy:x>by <y <y}
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et f(z) — a lorsque x — 0o pour y = ys € (y1,y2), alors f(z) — a uniformément pour
y1+0<y<y—4,0>0.
De la, nous sommes en mesure de citer un autre résultat [1,Théoréme 6.2.8] qui est

utilisé au Chapitre 3.

Théoreme 4.3.5. Soit f une fonction entiere de type exponentiel et supposons que
f(z) — 0 lorsque v — oo. Alors f(x + iy) — 0 lorsque x — oo pour chaque y fizé et

d’ou ( par le résultat de Montel précédent ) f(x + iy) — O uniformément sur n’importe

quel intervalle borné.



4.4 Annexe D : L’article de P. Turan

42
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On the theory of the mechanical quadrature,
By P. TURAN in Budapest.

§ 1. In what follows [ communicate a few simple remarks on the theory
.of mechanical .quadrature to which also L. FEJER!) devoted an important
paper. These remarks though they are rather naturally connected to the clas-
sical theory of mechanical quadrature of GAuss—JAcOBI, seem not to be
observed so far. These reveal an interesting property of those polynomials
7tk o, (x) (n, [ fixed integers) which minimize the integral

11
(1. 1) L) = [ 17, (P dx
among the polynomials

(1.2) a(X) =x"+a,x" 1 4. .. +a,.

This polynomial 7 ,,(x) minimizes obviously at the same time also the
expression

+1 1
(1.3) Hyy(m,) :”1 () Prdx

§ 2. The classical theorem of GAuss—]AcoB! deals with quadrature-
formuiae of the type

41
@1) [reai= > s,

where X, ..., x, are different, arbitrarily prescribed numbers and the 4’s are
independent of f. Putting

w(x) = 1.;[:_”:[(-’C_xv) and lv(x) = w,(x:!))g;)_xv) (‘V= 1, 2, ceey Il)

we have f(x)= 2> f(x,)1,(x), for all polynomials f(x) of degree <n—I1,
v=I1

1) L. FeJir, Mechanische Quadraturen mit positiven Cotesschen Zahlen, Math. Zeit-
scheift, 37 (1933), pp. 287-310.
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and consequently
+1

(2.2) Jf(x) dx= vé’ fOe) | L(x)dx.
-1 -1

This is a quadrature-formula of type (2.1) with the ,Cotes-numbers® 1,=
1

f!y(x) dx (»=1,2,...,n), valid for all polynomials of degree <n— 1.

—1

Now the above-mentioned theorem of Gauss — Jacobi solves the question
how to choose the ‘“fundamental points” x;, x,,..., x, in order that the
quadrature-formula (2.2) be valid for ‘“thc greatest possible set” of poly-
nomials. They proved that formula (2. 2) is valid for all polynomials of degree
<2n—1 if and only if x;, ..., x, are the zeros of the nth Legendre-polynomial

(2.3) P, (x)=[(—1)"].

§ 3. Now we consider mechanical quadratures of the type

3.1) J fx)dx= Z’ f(x,) A0 + Z I (x,) 49,

where the quantities 40, A are independent of f. The existence of such a
quadrature-formula follows immediately from the formula of FEJER?)

3.2) f(x)= Z f () b, o (x) + Z J' (%) b, 1 (x)

valid for all polynomials f(x) of degree <2n—1, where — again with the
notation of §2 —

w” (xv)

.(3. 3) lv, O(JC) = (l — o (xv) (x_xv)) 13 (x), lq:, 1 (x) == (x —'x'u) [3 (X).

Integrating (3.2) over [—1, 4+ 1] we obtain a formula of type (3. 1) with
+1 +1

(3. 4) W0 =[1,0(x)dx, A= [1,, (%) dx,
-1

valid for all polynomials f(x) of degree <2n—I.

§ 4. The n zeros of the Legendre-polynomial P,(x) of (2.3) are real-
This fact implies that the Gauss- Jacobi formula is applied in praxis, e.g.
in meteorology. Hence it is reasonable to modify a little Gauss—Jacobi’s
problem asking for a real system (X, Xy, ..., x,) for which the quadrature-
formula (3. 1)—(3.4) is true for a greater variety of polynomials than those
of degree <2n—1, It is easy to show that by no choice this formula

2) Implicitly in his paper: Lagrangesche Interpolation und die zugehdrigen konju~

gierten Punkte, Math. Annalen, 106 (1932), pp. 1—56. Our notation differs from his one; this
<hange is motivated by the considerations of § 8.

All rights reserved @ Bolyai Institute, University of Szeged
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(3. 1)—(3. 4) can be made precise even to all polynomials of degree <2n.
The validity of formula (3.1) for a class A of polynomials means namely
that for any f(x) and fy(x) of the class,A, for which

4.1) L&) =h) i) =fi(x)  (@=12...,1)
we have

+1
(4.2) {(fi () —fo(%)) dx =0,

But it follows from (4. 1) that the polynomial f,(x)-—fy(x) is divisible by
w*(x); hence if A is the class of polynomials of degree <2n, we have
i (x) — fa(x) = cw?(x), i.e. from (4.2) we would have for all ¢
.I.l
¢ | w?(x) dx —O0.
-1
But this is impossible for a proper polynomial w(x) with real zeros only.

§ 5. Now we pass a step further. We consider quadrature-formulae
of type

+1
G.1) [ fdr=2 ) 0 3 F I S ) A,
-1

where the 1¢”s are independent of f. It is again easy to show the existence
of such a quadrature-formula (5. 1), valid for all f(x) polynomials of degree
=<3n—1. Following namely the reasoning FEJER used to determine I,(x)
and A(x) in (3.2), we obtain®) the representation

(6.2 0 =3 f0) o+ F @) s+ D) ba(x)

valid for all f(x) of degree <3n—1.
Here we have with the notation of § 2

l-v,O(x) — /3(3(),

1—31560) (X —) 5 [5(0500) VP — Ly ()] (x— .

(5. 3) |
b, 1(0) = (x — ) [1 =3L(6) (¢ —x)] 5X), b, 2(x) = 5 (x—x.)* £(x),
i.e. we obtain (5.1) with

+1 +1 +1

(5. 4) 19 =[1,0(x) dx, 19=[1,1(5)dx, 12 =1,2(x) dx.
| !

-1 -1

§ 6. Now we raise again the question to determine those systems (x;,..., x,)
of n different points for which the quadrature-formula (5. 1)—(5. 4) is valid
for all polynomials of degree <4n—1. If B denotes this class of polynomials

3) The same formula was established also by Mr. I. Rarsz in an unpublished paper.
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and f,(x), fz(x) denote any two members of the class B with

6. 1) filx)=hx), fx)=h), [ )=Lf (%) (r=12,..,0),

then we must have

(6.2)

+1
| (A —filx)) dx=o.
1
Fixing f,(x) in B and choosing
(6.3) Ja(x) == f1(x) + @*(x) h(x)
where h(x) is an arbitrary polynomial of degree <n—1, f,(x) belongs ob-
viously to the class B and satisfies (6. 1); hence by (6.2) we must have
+1

. 4) Jmumuww:o

for all polynomials /(x) of degree <n—1. Since any two polynomials with
the property (6. 1) fulfill the relation (6.3), the condition (6.4) is necessary
and sufficient to the validity of the quadrature-formula (5. 1)—(5. 4).

§ 7. Now we have to determine whether or not there is an w(x) with

the “higher orthogonality-property” (6.4). We suppose that such an w(x)
exists. We show first that all the zeros of w(x) lie in the interior of the
interval [—1, 4 1] and are simple. To prove this by a classical argument
we remark that from (6. 4) obviously

+1
(7. 1) [ rdx=0  (=0,1,...,n—1).

-1
If w(x) would have in the interior of [—1, 4 1] only k <n sign-changing
places, say — 1 <§ <& <...<§, <1, then we would have

aﬁ(x)g,; Cr X" = 03 (X) ]:{(x— £)=0

in [—1, 4 1] and hence

+1 1
k

e
0<Jw"(x) L{(x—(;,)dx———z.; c,,jwﬂ(x) x*dx==0
y= ==
-1 -1
owing to (7.1); an obvious contradiction. Hence k==n and the assertion
concerning the zeros of w(x) is proved. This implies of course that the
coefficients of w(x) are all real too. Since any polynomial #,(x)=x"4...4a,
may be written in the form =,(x)=w(x)-A(x) with an h(x) of degree
<n—1 we have
+1 + K

} 1 +1 N
A=l (3 P — [0 Pax =09+ hP [0 )+ dx— o) pax

-1
where f(x) denotes that polynomial whose coefficients are conjugate-complex
F3
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to those of f1(x). Hence
11 1
A==2 [ M) (h(x) +71(x)) dx+ [ [| ()P -+ 0 () (200) -+ A (X)) dx+-
A1

(7.2) I u

- Zf |~ (x)[? 02(x) dx.

But the first integral in (7.2) is 0 owing to (6.4) and' hence we have 40;
equality only in the case /(x)=0. Hence if a polynomial w(x) with property
(6. 4) exists, then it minimizes the integral I,(,) of (1. 1). But the existence
and uniqueness of a solution of this extremal-problém was proved by JACKSON?).
Hence we proved the following

Theorem L. Among the quadrature-formulae (5. 1) valid for all poly-
nomials f(x) of degree <3n--1 there is exactly one choice of (x,,..., x,) for
which the jformula is valid for all polynomials of degree <4n—-1. This
(1, - - -5 Xx,)-System consists of the n real distinct zeros in the interior of [ —), 1]
of that polynomial i, ,(x) =x"--... which minimizes the inlegral I,(»,) of
(1. 1) in the class (1. 2).

§ 8, The generalisation of the quadrature-formula (5.1) is immediate,
Given any system of n distinct points (x,,. .., x,) and n integers m,, m,,..., m
HERMITE®) proved the existence and uniqueness of polynomials

Lo(x, L (X),..., L, my-1(x) (r»=12....,n),
each of degree < (m,-my+...4m,—1), such that
I9(x,)—0 for all »,p, &k, h (1<v<n, 1=<p<n,0=k<m,—1,0<h<m,—1),

)

except for v ==p and k=1/; in the latter case
IR (x) = 1.
Then we have the representation

1) )= 3 ) bo®)+ G s @)oo ™5 o1 21,

valid for all polynomials of degree < (m,~-...+ m,—1), for the difference of the
expressions on both sides of (8. 1) is df¥risible by (x —x,)™ (x—x)™. .(x—x,)"",
i. e. identical zero. Hence integrating (8.1) over [—1, —|—1] we obtain the
quadrature-formula of L. TSCHAKALOFF®)

4) D. Jackson, On functions of closest approximation, Transactions American Math.
Society, 22 (1921), pp. 117128,

%) Cam. HermiTe, Sur la formule d’interpolation de Lagrange, Journal fiir die reine
und angewandte Math., 84 (1878), pp.70—T79.

6) L. Tsomakarorr, Uber eine allgemeine Quadraturformel, Comptes Rendus de
PAcad. Bulgare des Sciences, 1 (1948), pp.9—12. The point of his paper is a method for
computation of the s
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+1
[ = 3100 047 o) B0 s ) 2]
!

valid for all polynomials of degree <(m,+...4+m,—1), which was the
starting point of these investigations.

§ 9. Specializing m,—m,—...=m,—#k we obtain the quadrature-
formula

+1
.1 ff(x) dx= 2 |fx) B+ (e 2+ 7 47,
-1

valid for all polynomials f(x) of degree <kn —1. In this case the functions
4,;(x) of § 8 can explicitly be represented following FEJER’s procedure?) and
so the quantities 4%, Asking by which choice of the x,’s the formula (9. 1)
will be exact for all polynomials f(x) of degree <(k+1)n—1 we obtain
similarly that there is no real system (xi,..., x,) if &k is even,and for odd k&
if and only if x,, ..., x, are the zeros of the minimizing polynomial #; .., (x) of § 1.

§ 10. Is, this result compatible with the theorem of Gauss—Jacobi,
explained in § 2 which corresponds to the special case k— 1? It is a well-
known property of the nth Legendre-polynomial (2. 3) that, when properly
normalized, it minimizes the integral /,(=,) of (1.1). Hence our results con-
stitute a generalization of GAUSS—]JACOBI’s theorem.

§ 11. All these considerations can be applied to the theory of mechanical
quadrature of MEHLER —CHRISTOFFEL—CHEBYSHEV—STIELTJES, where a weight-
function is permitted, i, e. of quadrature-formulae of the type

(11. 1) f F(x) p(x) dx :% f(x) A7

where the Ay”s are independent of f(x) but dependent in general on p(%).
The theorems so obtained will not be formulated explicitly except in the case

1
(1.2) PO==s

In this case — as S. BERNSTEIN discovered’) — the Chebyshev-polynomial
T,(x) with

(11.3) T,(cosd) =

cos no

n-1

minimizes all functionals

7) S. BerRNSTEIN, Sur les polynomes orthogonaux relatifs & un segment fini, Journal
de Math., (9) 9 (1930), pp. 127—177 et (9) 10 (1931), pp. 219—286.

%
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(11. 4) J) = f -{7”-‘]-(};5'- dx  (k=1, fixed)
|

in the class (1.2). Hence we obtained the following new property of the
zeros of T,(x):

Theorem Il. Given an arbifrary odd integer k we can determine the
numbers A" so that quadrature-formula

4l
jf(x) dx:Z; [f(cos 2?’2:] n) A S (cos 2'”2";1 n) A -
(11,5) -1 =

k—1) 2?’ - 1 (k-1) )
+.. 5 (cosn———fn n) Ay I
is valid for all polynomials f(x) of degree < (k-1)n—1.

§ 12, These results make desirable to find an explicit expression of
the extremal-polynomials 7, ,(x) (for all k=1) which minimize (1.3) with k
instead of 2/ in the class (1.2) or develop a similar asymptotical theory of
them which exists®) in the case k=2. As to the explicit representation the
following cases are only known to me.
k==1, The minimizing polynomial is the polynomial U, (x) with
1 sin(n4-1)
U,,(cos{})_—ZF —eng
(Result of KORKINE and ZOLOTAREFF.)

k=2. The minimizing polynomial is the nth Legendre-polynomial.

k==-}-c0. The minimizing polynomial is the polynomial ¥,(x) of (11. 3).
(Classical result of CHEBYSHEV.)

As to the asymptotical theory of these polynomials little is known.
Among the four main questions of the theory, namely

a) asymptotic behaviour on the segment [—1, 4-1],

b) asymptotic behaviour outside the segment [—1, 4-1],

¢) asymptotic determination of the individual zeros,

d) uniform distribution of the zeros,
only the last one is in a somewhat satisfactory shape. As we have shown?),
the zeros of =, ,(x) are “uniformly-distributed on the unit-circle” in the sense
that writing them in the form (k¥ and n fixed)

Xy == Xy,n = COS Iy, , =—COS I, r»=12,...,n)
we have for all 0<e<fB<mn
8y See e. g. G. Szral, Orthogonal polynomials (New York, 1939),

9 P. ErpGs and P. TurAN, On the uniformly dense distribution of certain sequen-
ces of points, Annals of Math., 41 (1940), pp. 162 -173.
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1 _fze n| <c(k)ynlogn.
ey, =8 n
As to the question 6) we obtained certain results, but — as Prof, G. SzEGS
mentioned in a conversation — he has found a sharper asymptotical formula
for 7t .(2) outside the interval [—1, +- 1], Essentially the same is quite recently
announced by GERONIMUS !9),

§ 13. Finally we return to the quadrature-formula (5, 1). FEJER?) has
shown the importance of the fact that the Cotes-numbers 4, in (2.1) are
non-negative in some cases. The same advantages can be derived for the
quadrature-formula (5.1) if the numbers 49, i, A2 are non-negative. In
what follows | shall show that if the x,’s are the zeros of = ,(x), then
(13.1) A2>0 (»=12,...,n).

The corresponding questions for A® and 4" remain open.

To prove the assertion (13.1) we remark that from (5. 3) and (5. 4)
+1

AP — %f(x—xu)2 () dx =S~ [w’zx,,)]é st(x) 1=L&)
-1

x_'x;p
-1

But [1—1,(x)]/(x—x,) is obviously a polynomial of degree n—2, i. e., from
the orthogonality-property (6. 4), the last integral is 0. Hence
Fl

,%(f)m_—% J (x—x»)*12(x)dx > 0. Q. e d
-1

{Received August 8, 1949.)

1) Ja. L. Geronmus, On asymptotic properties of polynomials deviating least from
zero in the space L, Doklady Akad. Nauk SSSR, 62 (1948), pp. 9—12. 1 know this paper
only from its review in the Math. Reviews.

FORE 2 T TR JENVIE Jrh v o
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Conclusion

Dans son article intitulé “On the theory of the mechanical quadrature”, Turdn [12]
a fait appel a des résultats déja démontrés par D. Jackson [6]. En effet, Turdn utilise
le polynéme 7, , dont Jackson a prouvé l'existence et 1'unicité. A son tour, Particle de
Turan a été une véritable source d’inspiration pour plusieurs recherches dont le présent

mémoire.

En premier lieu, nous avons énoncé et démontré la formule originale de Gauss pour
les polynomes. Ensuite, nous avons détaillé 'article de Turan pour mieux comprendre et
expliquer son point de vue, ce qui nous a conduit a passer aux formules analogues pour
les polynomes trigonométriques. Ce deuxiéme chapitre a mis en exergue ’analogie qui
existe entre les formules de quadrature pour les polynémes et celles pour les polynomes
trigonométriques. Dans le troisiéme chapitre, nous avons donné une généralisation de
la formule de quadrature pour les fonctions entieres de type exponentiel. Compte-tenu
des résultats obtenus, nous étions en mesure de donner une preuve de la formule de
quadrature pour les fonctions entieres analogue a celle de Turan, différente de celle déja
faite par Frappier et Rahman; cette preuve a été inspirée de I'article de Rahman et
Schmeisser [10]. Pour compléter ce mémoire, nous avons inclus trois annexes comprenant
plusieurs notions de base pour aider le lecteur a mieux comprendre ce travail ainsi qu’'un

quatrieme annexe contenant ’article de Turan en question.

Ce mémoire a donc mis en évidence 'article de Turan en présentant aussi plusieurs
résultats connexes, notamment, les formules de quadrature des fonctions entiéres de
type exponentiel, leurs analogues pour les polyndémes et pour les polynémes trigonomé-

triques.

En conclusion, il serait intéressant de citer d’autres travaux reliés a ce sujet. Entre
autres, C. Frappier et P. Olivier, dans leur article intitulé “A quadrature formula invol-

ving zeros of Bessel functions”, ont étudié une formule de quadrature pour les fonctions



entieres de type exponentiel en considérant comme noeuds les zéros de la fonction de
Bessel de premiere espece d’ordre «. Ils ont donné une généralisation de ce résultat ainsi
que démontré 'unicité de ces zéros. Nous citons aussi I'article de Grozev et Rahman,
dans lequel, ils ont simplifié les conditions imposées pour la validité de la formule de
quadrature, en donnant quelques applications. Cependant, la complexité du sujet laisse
entrevoir de vastes avenues a explorer et une étude approfondie du sujet est facilement

envisageable.
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