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RESUME

Nous exprimons la mesure de Mahler 2-supérieure et 3-supérieure de certaines fonctions
rationnelles en terme de valeurs spéciales de la fonction z€ta, de fonctions L et de po-
lylogarithmes multiples. Les résultats obtenus sont une généralisation de ceux obtenus
dans [[10] pour la mesure de Mabhler classique.

On améliore un de ces résultats en réduisant une combinaison linéaire de polylo-
garithmes multiples en termes de valeurs spéciales de fonctions L. On termine avec la
réduction complete d’un cas particuler.

Mots clés : Mesure de Mahler supérieure, fonction zéta, fonction L de Dirichlet,

polylogarithmes multiples, polynémes.



ABSTRACT

The 2-higher and 3-higher Mahler measure of some rational functions are given in terms
of special values of the Riemann zeta function, a Dirichlet L-function and multiple poly-
logarithms. Our results generalize those obtained in [10] for the classical Mahler mea-
sure.

We improve one of our results by providing a reduction for a certain linear combi-
nation of multiple polylogarithms in terms of Dirichlet L-functions. We conclude by
giving a complete reduction of a special case.

Keywords: Higher Mahler measure, Riemann zeta function, Dirichlet L-function,

multiple polylogarithms, polynomials.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION

La mesure de Mabhler est apparue pour la premiere fois en 1933 dans un article
de Lehmer ([12]). Elle doit son nom a Kurt Mahler qui I’introduit sous une forme
équivalente en 1961 dans ses travaux sur la transcendence ([13]]). Pour les polynomes

P € Clxy,---,x,)\{0}, il a définit la fonction

1 1 , ,
m(P) := exp </0 /0 log |[P(2™01 ... &¥™i0)|de, ---d9n> :

Pour les polyndmes a une variable, cette fonction représente la moyenne géométrique
de |P(z)| avec z sur le cercle unité. Elle apparait dans plusieurs domaines des mathéma-
tiques dont la théorie ergodique, la théorie des noeuds et la théorie des nombres. Elle est

surtout connue pour son role dans le probleme de Lehmelﬂ encore ouvert a ce jour.

En 2006, Lalin a exprimé la mesure de Mahler de certaines familles de polyndmes
en termes de valeurs spéciales de la fonction z€ta et des fonctions L ([10]). Nous nous

intéressons ici a la plus simple de ces familles, les polyndomes
On:=z(14+x1) - (14+x,)+ (1 —x1)--- (1 —x5).

Pour ces polynémes, Lalin a montré les identités suivantes,

Losun(22,4%,--,(2n—2)%) (2m)1 (227! —

1) on o
— . 722 (234 1)

(1.1)
& sen(12,3%, (20— 1))

(2h+1)122H g2 =20 (44 2R +2),

(1.2)

1On réfere le lecteur intéressé a Iarticle de Smyth ([LO]).



1 sin=1 mod4

(oo}

ol L(x-4,8) =Y, 2-+(n) , X-4(n)=<¢ —1 sin=—-1 mod4

nS
n=1
0 sin=0 mod4
1 si/l=0
et siar, - ak) = Yicociaira; si0<I<k .
0 sik <

Comme nous allons le voir plus loin, il n’est pas rare que la mesure de Mahler puisse
étre exprimée en termes de valeurs spéciales de fonctions L. Dans [7], Deninger a in-
terprété ce phénomene de la facon suivante : dans certains cas favorables, la mesure de
Mahler peut étre vue comme la valeur d’un régulateur. Ainsi, I’évaluation de la mesure
de Mahler peut fournir des exemples de conjectures de Beilinson.

L’ objectif de cet ouvrage est d’obtenir des résultats analogues a ceux de (I.1)) et (1.2)
pour la mesure de Mahler supérieure, une généralisation de la mesure de Mahler. Plus

précisément, nous allons montrer le résultat suivant :

Théoreme 1. Pour n > 1, on a les identités suivantes,

KY 2 2 n— 2 2h

my (Rzn)=hZ_:1 (2 ?2,1_1)(,2 2)) (%) A(h) (1.3)
nog 242 ... (27-2)2 2h

m3 (Ra,) :}; nh(2 ’?2;1_17)(!2 2)) <%> B(h) (1.4)

avec

A(h) :=(2h+1)! <1 - ﬁ) C(2h+2)+ (2h—1)1.% (1, 1)

3 1
B(h) i==3(2h— DL 2.24(1,1,1) + 5 (20). L1 (1, 1) + (21 +2)! (1 - W) C(2h+3).



Pour n > 0, on a les identités suivantes,

nog (12,32 (2n—1)2) /2!
mz(R2n+1)=h§)S il (2n)!( ! )>(E> C(h) (1.5)

nog (123200 (2n—1)2) /2!
m3(R2"“):h§)s 4 (2n)!(n H(E) D(h) (1.6)

avec

C(h) :=(2h+2)IL(Y_4,2h+3) — i(2h)\. Ly ops1 (i)

3
D(h) :=3i(2h)\21 2 o1 (1,0, 0) = iR+ 1)L 25 o2 (i,0) + (25 + 3) LY -4, 20 + 4).

Corollaire 1. Nous verrons a la conclusion que pour un cas particulier, on a la simpli-

fication suivante :

31x% 28 32.. (1 4
my(Ry) = ~ 360 + ;log2§(3) -+ ELM (5) + Wlog22(log22 — ).

Les R, sont des fonctions rationelles étroitement reliées aux polyndmes Q. Elles
sont définies au chapitre Les termes de la forme ., ... 5, (x1,-+,xp) sont des combi-
naisons linéaires de polylogarithmes multiples. Ils sont définis au chapitre[3] Au chapitre
M nous verrons comment réduire certains de ces termes. En particulier, nous montrerons

le résultat suivant.

Proposition 1. Pour k pair, on a

(_1)n+m

) Y a1y~ OLak) ke DL,k +2)

k/j2 2h(~2h
( 1)77(: (2 1)Bzh(k—2h—|—I)L()(_4,k—2/’l—|—2)

-L 2h)!

h=1

N : 5 t  _ v  But"
ou les By, sont les nombres de Bernoulli donnés par w— =Y.,"_ .



1.1 Définitions et propriétés

Dans cette section, on fait un survol rapide des propriétés de base de la mesure de

Mahler. Notons que nous utiliserons la version logarithmique :

Définition 1. Soit P € C|xy,--- ,x,)\{0} un polynéme a n variables. Sa mesure de Mah-

ler logarithmique est définie par

dq  dy,
o B (1.7)

X1 Xn

1
P) = log |P(x, -
m( ) (27“)" ™ Og‘ (Xl? ,.Xn)’

ouT"={(z1,---,zn) € C"|z1| = - -- = |zn| = 1} est le tore unité.

Remarque 1. Soient P et Q deux polynémes a n variables. On a

dx;  dx, 1 dx;  dx,
m(P)+m(Q) =g [ toglP| T g [ Hog |l S T

—

(2mi)" X, 2mi)" Jr X Xn
| Ay dx,
— log |P| +1 hat Lkl
i L e Pl +1og o/ 5

1 dx] dxn
— log|PO|—= ... 22
(2mi)" /n og|PQ X1 Xn

=m(PQ).

Remarque 2. I/ est souvent pratique de faire le changement de variable x; = ¢*™%_ On

obtient alors

1 1 . .
m(P) ::/0 /O log |P(e*™01 ... ¢*Ti0n)|dg,; ---d6,.

La mesure de Mahler d’un polyndme a une variable est facile a calculer. On utilise

un résultat classique d’analyse complexe :

Théoreme 2 (Formule de Jensen). Soit f une fonction holomorphe sur une région conte-
nant le disque fermé centré a l’orgine D de rayon r. Soient ay,--- ,a, les zéros de f a

Uintérieur de D. Si f(0) # 0, alors



1 21 )
log|£(0 ]_Zlo (’k’) E/ log|f(re’®)|d6.

En utilisant ce résultat avec f(z) = a[[“ “—1(z— o) etr =1, on obtient

d
m(P) =log|a| + ) log" |o

(1.8)
j=1

ot log™ (x) := max(log|x|,0).

Exemple 1. Soit P(z) = H?ZI (z— aj) un polynéme cyclotomique. En utilisant , on
obtient

d
m(P) =log1+ Z log™1=0.
j=1

Notons que tel que démontré par Kronecker, la réciproque est aussi vraie.

Pour ce qui est des polyndmes a plusieurs variables, les calculs sont souvent beau-
coup plus complexes.

Exemple 2. En 1981, Smyth ([15|]) a montré que

3V3
m(x+y+1):—\/_L(x_3,2), (1.9)
4m
1 sin=1 mod3
oil L(x-3,5) = Z x_’;(n) et xX-3(n)=4¢ —1 sin=—-1 mod3 .
=1
! 0 sin=0 mod3
Exemple 3.
78(3)
mx+y+z+1)= TR (1.10)

Nous sommes maintenant préts a introduire I’objet principal de cet ouvrage

Définition 2. Soit P € Clxy,--- ,x,]\{0} un polynéme a n variables. Sa mesure de Mah-

ler k-supérieure est définie par

dx;,

Xn

)| 1-~~ (1.11)



Remarque 3. La principale motivation pour étudier la mesure de Mahler supérieure est
qu’elle fait intervenir des périodes différentes. Il s’agit d’intégrales de fonctions ratio-
nelles dont le domaine dans R" est défini par des inégalités polynomiales avec coeffi-
cients dans Q (voir [9]). Elles jouent un role important dans 1’étude du lien entre les
valeurs spéciales de fonctions L, les conjectures de Beilinson, les valeurs de régulateurs

et la mesure de Mahler.

Remarque 4. En général, m(P) +m(Q) # mi(PQ) lorsque k > 1. De plus, si P est un

polynéme cyclotomique, il n’est pas toujours vrai que my(P) = 0.

Méme pour les polyndmes les plus simples, la mesure de Mahler supérieure est sou-

vent difficile a calculer.

Exemple 4.
2
mz(x—l)—ﬁ
m3(x—1):_3§(3)
my(x+y+2) = C2(2) log? %g(a)

1.2 Mesure de Mahler zéta

Définition 3. Soit P € Clxy,--- ,x,]\{0} un polynéme a n variables. Sa mesure de Mah-

ler zéta est définie par

1 dx; dx
(27”) ] (x1,-- )’S;x—n (1.12)
n

Z(s,P) =

Remarque 5. Il y a un lien important entre la mesure de Mahler supérieure et la mesure

de Mahler zéta :

dz(s,p) 1 /dk|P(x1,---,xn)]de1 dx,
dsk  (2mi)" Jm dsk x| X
1 dx;  dx,

= (2 ) ’ (xla 7xn)‘slogk|P(x1;"'axn)’;”';‘




On a donc
d*Z (s, P) 1 k dx;  dx,
_ 1 P . hatt I P
dSk 5—0 (27”)” ™ 0g ’ (.Xl, axl’l)’ X1 X, mk( )

En d’autres mots,

Comme elle ne contient pas de logarithme, la mesure de Mahler z€ta peut parfois

étre plus simple a calculer. L’exemple suivant de [3]] est important pour la suite.

Théoreme 3 (Akatsuka). Soit a € C tel que |a| # 1. On a alors

F (52,551 al? | la| < 1
Z(s,x+a) = ( 202 a ) si fal
|alF (5,55 1 ]al %) sifal > 1
N - (O‘)n(ﬁ)n 4
ou F(Oﬂ,ﬁ;'}/;z) = - (‘Z’ < 1)7

(a)y:=1 et (a),:=a(ae+1)---(a+n—1) pour n>1.

En utilisant la remarque |5} il est possible de calculer my(x+ a) et m3(x+a) en déri-

vant Z(s,x+a).

Lemme 1. Soir z € C tel que |z] < 1 et

oo 2 5
—S —S‘ . . —_S Z
G,(s) =F(7,7,1,z) —nZ ( 3 )n O3 (1.13)

GL(0) =0 (1.14)
7 l & 7"
G!(0) = E};Z (1.15)
3 n
clo)=-3 ¥ ]% (1.16)



Démonstration. Premiérement remarquons que si f(s) = (as),, on a

) =ay @

jzoas—kj‘

En dérivant une seconde fois, on obtient

j=0 '
:a”_l ( (as),  a(as)a >
S \as+j (as+ j)?
:a"_l a”_l (as), B a(as),
j=0 \ i=0 (as+i)(as+j) (as+j)?
— 242 (as)n

0<icien_1(as+i) (as+Jj)

En particulier, pour s =0 on a

f(0)=a(n—1)!

En dérivant G,(s) trois fois, on obtient :

ao-52(3) ().
w5230 (3), )]
wo-Bp() ) R), )

On évalue ensuite en s = 0 avec (I.17) et (I.I8) pour obtenir le résultat.

(1.17)

(1.18)



Proposition 2. Soit a € C. Pour |a| < 1ona

e LE (9
mix-a)= — .
2 24 n?
3 |a|2n
my(x+a)=—-> Y = (1.20)
2 o< foncoo jn?
et pour la| > 1 ona
my(x+a) =lo 2|a|+li ! (1.21)
2 = 10g 2 ~ la2rn? .
3 > 1 3 1
m3(x+a) =log*|a| + = logla] } ——— — = —_— (1.22)
2 nZ] |a|2nn2 20<J’<Zn<oo |a|2n]n2

Démonstration. Par le théoréme 3| on sait que pour |a| < 1,
Z<S7x+a) - G|a\2(s)'

Nous avons donc
d*Z(s,x +a)
dsk

On obtient (1.19) et (1.20) en appliquant le lemme |1} Pour |a| > 1, on sait par le

théoreme [3| que

mp(x+a) =

Zs,x+a) = |al G2 (s).
Nous avons donc

d*Z(s,x+a)

mk(x+a): dsk

k k ] .
- Z ( ) log’ |a|G|(§|,é)(O).
0 j=0\J

S=

On obtient (I.21) et (1.22) en appliquant le lemme I}
O

Remarque 6. On peut utiliser la méme méthode pour calculer my(x + a) pour k > 3,

il suffit de continuer a dériver. On peut voir qu’autant pour |a| < 1 que pour |a| >
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1, lexpression Z®) (s,x + a) ne dépend que de |a|. En d’autres mots, ’argument de a
n’affecte pas la valeur de my(x + a). Dans [3], Akatsuka a calculé my(x + a) lorsque

la| <1 pourk>2.0na

1
mk(x+a) = (—l)kk' Z W Z L(glj...7gn72)(|a|2),
%—1§}’l§k—2 (817"'7gn)€{l72}n
#(i:6=2)=k—n—2

on
i
L(b17"'7bh7) (t) = Z b bh ’
O<ni<--<n, My -1y



CHAPITRE 2

METHODE

On définie la famille de fonctions rationnelles suivante,

o A=) (=)
Ru= 2t ey () (2.1)

Remarquons que la définition de mesure de Mahler supérieure peut facilement €tre
étendue aux fonctions rationelles quelconques. Les fonctions R, nous intéressent car
elles sont étroitement reliées aux polynémes Q,. En effet, on a vu a I’exemple [I] que si
P est un polyndme cyclotomique, alors m(P) = 0. De plus, on sait grice a la remarque

que m(P) +m(Q) = m(PQ). Cela entraine

(1) =m X)+m (1=x) =m X —X
m(z+(1+x)>— (1+x)+ <z+(1+x)) (z(14+x)+ (1 —x)). (2.2)

De la méme facon, on a

m(Qn) = m(Rn)'

Remarquons que cette derniere égalité n’est pas valide pour k > 1. Il est difficile
en général d’établir un lien entre my(Q,) et m;(R,). Dans ce chapitre, nous allons voir
comment la méthode introduite dans [10] permet de calculer my(R;). Tous les résultats

et démonstrations proviennent de cet article.

2.1 L’idée générale

Soit P, € Clx] tel que ses coefficients sont des polyndmes ena € C. Sia = (ii;%) fe (;ZH > ,
le polyndme P, peut étre vu comme une fonction rationnelle de n+ 1 variables, disons

P. On a donc
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~ 1 ~ dXd)C] d.Xn
) 2) [ — logk |p|—= —=L... 221
mk( ) (27El)n+1 /]I'nﬂ 0g | ‘ x X X,

T eriy Jo \ Qe e 2 Y ) T
1 dv;  dx
:—n/ mk<Px11 xn—l)_l_n
(2mi)" Jon <x1+l> (251)) x Xn
1 T T o
pu— ) IR o — j
- (277:)” /7; /7[ M Pi”tan(%)--tan(%) dé; ---dé, (xJ =e )

i | B (v, = tan(6;/2))

Notons que si my (Ppy,...y,) était une fonction paire en y; pour chaque i, alors on
pourrait évaluer chaque intégrale sur [0,o0) car la fonction 1/(y? + 1) est paire. Or, dans

plusieurs cas my (P,) ne dépend que de |a|. Lorsque c’est le cas, on obtient,

2" /oo /oo (P ) dyl dyn

2" /°° /°° (P )x1dx1 xodx  xqdx,op dxy
—_ —_— DEEEEY mk i”x DY .
R R e A B ey

n

Pour obtenir la derniere €galité, on pose x; = H{Zl yi. Ce changement de variable est
naturel puisqu’on cherche a obtenir my (Py,) dans le membre de droite. Encore une fois,
considérant que my (P,) ne dépend que de |a|, on a my (Pny,) = my (Py,). Si on choisit
P, = z+a, on obtient P = R,,. De plus, nous avons vu i la remarque |§] que my(z+a) ne

dépend que de |a|. Cela entraine

xidyy xodxy X pdx, 1 dxg
2 2, 2 2 2 2. .2
x{+lxy+xp x, X XX

n—1

2n %) %)
m(Ry) = ﬁ/o /0 my(z+ xp) (2.3)
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2.2 Simplifications

Nous allons maintenant voir comment simplifier ’intégrale [2.3] Pour ce faire, nous

devons d’abord définir certains polyndomes et démontrer un lemme important.

Définition 4. On définit les polyndomes Ay (x) € Q[x] pour k > 0 de la facon suivante :

k+1 k41 .
X 1 i (k41
A = 4+ — —1)>2 Appq—i(x). 2.4

impair

Voici quelques exemples :

Ap(x) =x
2
X
A] (.X) = E
3
X X
Az(x) == ?—{-g
4 2
X X
A3(X) = Z—FE
5 3
X 2x Tx
A4(X) = §+T+B
X 5t TN

As(x) = = + =—

Remarque 7. L’observation suivante est due a Andrew Granville. En utilisant (2.4)), on

peut calculer la fonction génératrice des Ay(x). On a
T —1

Tk
wazgmmﬁzﬁﬂ. (2.5)
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En effet,
Tk+l
=3 Aul)
k>0
k1 ph+1 Z k+1 1)H2]<k+1>A ( )Tk+1
k+1—j X
k20k+1 kD k>0k+1 = J k!
impair
YT )k+1 k1 i Th+1-j
R T
= (k+1)! ==t J! (k+1—j)!
impair
j+1
T/ i
=T — 1+ Z Y An(x)— (m=k+j—1)
j>1 m>0 m:

impair

iT T
—eT — 1+ (T——e 2; )R(T;x).

Plus de détails sur les Ay(x) sont disponibles dans I’appendice de [10]. Entre autres,

ona

2 ¢ k+1\ py hok
Ax)=————VY' B pXamb i VL
k(x) X lh:O h( i )( )i'x

ou les B,, sont les nombres de Bernoulli.

Lemme 2. Pour 0 < B < 1, on a l'intégrale suivante :

(2.6)

/°° xBdx m(aP=1 —pB-1)
0 (¥+a?)(x*+b?) Zcos”ﬁ(b —a?)

Démonstration. On utilise la décomposition en fractions partielles pour obtenir :

/w xPdx _/°° 11 xP dx o
0o (Z4+ar)(x2+b%)  Jo \x+a® x+b%2) (b2 —a?) '

En intégrant sur un contour bien choisit (voir la section 5.3 du chapitre 4 de [2]), on

obtient

o By 1 8 B-1
| oo = 2 L Resd s = 2.8)
0 (¥>+d?) 1—e2mb +20 X ta 2cos ~ B
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Le résultat suit en remplacant dans (2.7)). [
Nous sommes maintenant préts a énoncer un résultat important :

Proposition 3. Pour k > 0, on a I’équation suivante :

/0oo ( xlog xdx = <n>k+1Ak (21‘7}%5’) _Ak< i ) (2.9)

x%+a?)(x% + b?) 2 a® — b?

Démonstration. Soit

= xPdx
f(B) 1:/0 (2 +a)(x2+b2)

Comme 1’intégrale converge pour 0 < B < 3, la fonction est bien définie sur cet

intervalle. En dérivant £ fois, on voit que

ey [ xlogk xdx
! (1)_/0 (x2 +a?)(x2+ %)’

De plus, grace au lemme 2} on sait que pour 0 < 8 < 1,

p(p)= M=)

 2cos %(b2 —a?)

On a donc
B w(aP1—-pPT)

J(B)eos == =y

et en dérivant k fois on obtient

k , (/)
Z (k> k= (B) (cos %) = ﬁ(aﬁl logha — pP~1 logkh).

=0 \J

On peut maintenant évaluer en § = 1

k R\ ' logka —logkb
,-Zl (—1)" (.)f(" ”(U(%)J: al ;g(bz_a(;f )
pa

J

impair
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et en isolant, on obtient

1 k£l i1 (k+1 . nN\/~1  logka—logkh
(k) N= — 1T (k+1—)) i g g .
=g L 02 ( j )f m(3) T D@ -

impair

Pour k =0 on a,

FO1)— £(1) — logka —log b _ <£> Ao (21(7)rga> ' (21(7)rgb> |

—b? 2

On procede ensuite par récurence en utilisant la définiton des A; pour obtenir le

résultat général. 0

Grace a ce résultat, nous pouvons écrire 1’intégrale en (2.3) comme une somme d’in-

tégrales plus simples. Par exemple, pour n =2, on a

/w/w (z+ xldxl / + </°° xdx; >dx
mp\Z X = m Z X
o Jo Mt +1x2+x1 TRb B+ @)

P52,
= mp(z+x —
0 k 2 2 x%—l2

2

De la méme fagon, pour n = 3 on obtient

Y A e xpdx; xpdxy  dxs 2 /°° dx /oo )
m(z+x = | m(z+x + [ m(z+x)log”x
/0 /o /0 H S)x%—klx%—l—x%x%—kx% 8 Jo q )x2+1 0 k(z+x)log 2

_|_

T
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On peut donc toujours réduire les calculs a une somme d’intégrales de la forme

* dx
/ my(z+x)log?" 1 x—— pour 7 impair
0 x=—1
e dx
/o my(z 4 x)log?" Y71 pour n pair.

2.3 Calcul des coéfficients

Définition 5. On définit a,, € Q pourn >1et0 < h <n—1de la fagon suivante :

* * X2pdx2, X2, —1dx2,—1 dx;
0 0 Xy, +1 x5, +x3, xj+x;

n N\ 2n—2h oo dx
=Y a1 (= my(z+ x)log? 1 x——.
Lo (3)7 ) melertog o

On définit b, j, € Q pour n > 0 et 0 < h < n de la fagon suivante :

R (+ )x2n+1dx2n+1 Xopdxg, dx
0 0 T T2 +1 X3 +x3 X2 4 x2
2n+1 2n 2n+1 1 2

n T\ 2n—2h o dx
=Y b (5) / Jog2" .

Lemme 3. On a les identités suivantes :

n n
Y b = Y anp—1 (Aop—1(x) — A1 (i) (2.10)
h=0 h=1
n+l1 1 n
Y i po1 =Y by Ao (x). (2.11)
h=1 h=0

De plus, les coefficients dans le membre de gauche de (2.10) et (2.11) sont uniques.
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Démonstration. Remarquons d’abord que la définition [5entraine

n T 2n—2h [o° dx
b (—) / Jog2" 2.12
hz_%) n,h ) 0 mk(Z+x) 0g xx2—|—1 ( )
:/“’/” /w---/wmk(z-l—xl)xz"HdXZ"H xondxo, x3dx3 xodxpdxg
o Jo \Jo Jo Gy 15,423, (G5 +x3) ) X+

oo I T\ 2n—2h [ B de d)C]
:/ Z Cln7h,1 <§) / mk(Z+X])x210g2h lxzz—ﬁ
0 = 0 X — L+

= a, h— - mp(z+x 10 2h—1 I S 213
h;l n,h 1<2> /() /() k( )y g yy2_1x2_|_y2 ( )

En utilisant la proposition [3|avec a = x et b = i, on obtient

/°° ylogZh_]ydy <7'L'>2h AZh—l (2]?5)5) _Azh—l(i)
0 ( - \2 '

Y+a2)(2 1) \2 21

Ainsi, (2.13]) devient

hilan,h—l (g)zn/owmk(zﬂ) (Azh_] (21(7)rgx) —Azh—l(i)> dx

x24+1

et en comparant avec (2.12), on obtient

/mek(erx) <;§’1 nh—1 <g>2ﬂ (A2h—1 (ZI;gx) —Azh_1(i))

n 7T 2n—2h dx
~ Vo (—) Jog?" —0
ZZ) mh\ 3 og X x2+1

Notons que cette derniere équation est valide indépendamment du choix de my (z+x).

On déduit donc que

i T\ 2n 2logx _ ! T\ 2n—2h
Y anp <§> (AZh—l < £ ) _A2h—1(l)) =Y bup <§> log* x =0
h=1 n h=0
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et on obtient (2.10) en prenant logx = X /2. D’autre part, on a

ntl 2n+2-2h dx
Zan+1h 1( ) / mi(z+0)log? v (2.14)
2n 2h dy  dx
=V b, 1 . 2.15
Z h //me+Xy0g iy (2.15)

En utilisant la proposition |3[avec a = x et b = 1, on obtient

2logx
/°° ylog?*ydy :< >2h+1A2h< — )—Azh(o)
0o P+ +1) \2 2-1

et (2.15)) devient donc

! 2n+1 2logx\ dx
A .
Z’ ( ) /0 iz +x) 2h< T )x2—1

Il suffit de comparer avec (2.14) pour obtenir (2.11). Maintenant supposons qu’il

existe des coefficients ¢, 1 7# bp p—1 tels que

n n
Y e =Y ann-1 (Azp—1(x) — A1 (i) -
h=0

h=1

On aurait alors

n n
2h 2h
Y bupr™ = ) cup
h=0 h=0

n
2h
= Z (bn,h - cmh)x =0.
h=0
Ce polyndme ayant une infinité€ de racines, on déduit que b, 1 — ¢, ,—1 = 0 pour
0 < h < n et cela démontre 1’unicité pour (2.10). On procede de la méme fagon pour

(2.11). ]
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Lemme 4. On a les égalités suivantes,

on(—1)ls,_i(22,4%, -+, (2n—2)%) = i(—l)h <212f 1)sn_h(127327 o, (2n—1)%)

2n+1)(=1)s,;(12,3%,--- ,(2n—1)%) = i(—l)h <2th; 1)sn_h(22,42, o (20)?).

Démonstration. Pour prouver la premiére égalité, on multiplie chaque c6té par x* et on

sommesur/=1,---.,n:

2nznlsn71(22,42,-“ (2n—2)(~1)¥ =} Zn:(—l)h (yzf 1)snh(127327“' (2n—1)2)

=1 I=1h=l

En utilisant la définition des polyndmes symétriques a gauche et en inversant 1’ordre

de sommation a droite, on obtient

n—1 n h 2h
ZnH Z sn n( 12 32,.. (2n—1 Z (2l_l)x21.

j=0 =1

Le membre de droite devient alors,

i Sn n( 12 32 (2n—1) )2((x_|_1) (x_l)Zh)

h=1
:’-Z‘(n_]((zj—l) 1)) - TT@i— 1 — (1) ))
j=1 J=1
n—1 n—1l
zg( (2j+x)(2j—2—x) — [](2j+x—2)(2) - x)>
J=1 j=1
= (0)@n ) ~xCn-0)3 [T )
-
n—1
— 20 ] (2~ )
=0

et cela démontre la premiere équation. Pour la seconde, on mutiplie chaque c6té par
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x**letonsommesur/=1,---,n:

=1

(2n+1)zsn71(1 737...7(2”_1) + ZZ Paans

Il faut donc montrer que

n s 5 b 2h+ 1
(2n—|—1xH (2j—1)— Z th2 44, 2n Z( ) +1

j=1

Or, le membre de droite n’est rien d’autre que

=

1)"s,-n(2%,4%,--, (2n) )2((x+1)2h+1 (xr— 1))

>
Il

I\)IR

-
0
(x+11f11<<2j> 1) - )T <x—1>>>

J=1

zg (f[(zj+1+x)(2j— 1 —x)—fI(Zj—1+x)(2j+1—X)>
j=1 Jj=1

—(2n+1+x)—2n—1 —x))%H((Zj— 12 —x3)

J=1

= (2n+ 1)xﬁ((2j— 1)2—x%)
j=0

et cela montre la seconde équation. [

Remarque 8. L’observation suivante est due a Mathew Rogers et est particulierement

utile pour évaluer numériquement les résultats. On peut montrer que
2h—
sun(22,42 - (2n—2)?) =222 Z rmmglm) g ()

N k c g N N P
ou les S,(1 ) sont les nombres de Stirling de premiere espece donnés par

sun(2242, - (2n—2)%) = ¥ (1) sk
k=0
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Remarquons qu’on peut utiliser le lemme | pour calculer le cas impair a partir du

cas pair.

Théoréme 4. On a :

nl o (P H2Y) (2 +(2n—2)%)
Y anpd =
P 2n—1)!
pourn>1 et
ib o (PHID(2+32) - (P (2n—1)?)
X =
= (2n)!

pour n > 0. En d’autres mots,

Suon_1(22,4%,--- (2n—2)?)
a =
ok (2n—1)!
_— Sp_n(12,3%,--- (2n—1)?)
ok (2n)! .

Démonstration. On procede par récurence sur la longueur de I’intégrale

o0 o xidx; x;_q1dx;_g dx;
/ / mk(z+x1)x2]+]1 sz +Jx2 mx2+x2.
0 0 i -1 T 17X

Par définition, lorsque j =1, on a

oo dx [
=b
/O me(z ) 5 070/0 el x)

donc by = 1.

De méme, lorsque j = 2, on a déja vu que

ydy dx
mk Z+ 2+1x2+y

log xdx

o logxdx
_a170/0 my(z+x) 21

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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donc aj g =1 et le théoréme est vrai pour les deux premiers cas. Supposons que pour

n>let0<h<n-—1,

Sn—h—1(227427 T (211 B 2)2)

anh =

(2n—1)!
Il faut montrer que
_ sn—n(12,3%,-++,(2n—1)?)
mh (2n)! '
Par le lemme [3] il suffit de montrer que
- 2 72

Y sun(12,3%,(2n—1)%) ZHZSn #(2%,,(2n—=2)%) (Agp—1 (x) — Aoy (0)
h=0

car les coefficients du membre de gauche sont uniques. Rappelons que,

k+1 k+1
X 1 k—|—1
A = + — T A 2.20

impair

En prenant k = 2k — 1 et en isolant x>, on obtient I’identité suivante

h—1 .
K = Z (—1) (2].2jl_ 1)A2h2j1<x>~

En multipliant par s,_j(1%,3%,---,(2n— 1)?) et en sommant sur 4, on obtient

n
Z Sn—h<127327 R (211 - 1)2)x2h
h=0

n h—1 ] 2h
=Y sin(12,3% -, 2n—1)1) Y (—1)/ (2 ) )Azhzjl(x) +5.(12,3%, -, (2n—1)?).
h=1 J+1
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En évaluant cette équation en x = 7, on obtient,
- 2 2 2 h

Z Snfh(l 73 P ,(21’1— 1) )<_1)

h=0

:is R(12,3%, (2n—1)2)hi(—1)f< 2h )Azh 2ic1(i) +s.(12,3%,--,(2n—1)2).
h=1 " o j=0 2j+1 ” "

Puisque

Y s (1238, (2n— 1DP) (1) = (e 12) o (x4 (20— 1) ey =0,
h=0

on déduit que

n
Z Sn—h(127327 Tty (2]1 - 1)2)x2h

=0
L ) — j 2h .

=Y sin(12,3%-,(2n—1)? Z 2t (Aop—2j-1(x) —Azp—2j-1(i)).
h=1 =0

En posant / = h — j, le membre de droite devient

h
n(12,3%,. (2n—1)2)2(—1)hl< 2h )(AZIl(x)_AZII(i))

L )
- 1) 2h 2 22 2 I .
Z’ (Z (21— l)s"_h(l ;3% (2n=1) )> (=1)"(Ag—1(x) — A1 (7))

et (2.18) découle du lemme [4]

Maintenant supposons que pour n > 1 et 0 < h <n,

b . — sn—h(127327"' ,(2?1— 1>2)
mh (2n)! ‘

On veut montrer que

Snfh(22;42; R (21’[)2)
(2n+1)!

any1.h =
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Par le lemme [3] il suffit de montrer que
Y sun(22,4%, 0 2n) )X = 2n4+1) Y 5,0 (12,37, (20— 1)) Agp(x).
h=0 h=0

En posant k = 2k dans (2.20)), on obtient I’identité

h
K= Y (—1)) (2h+ I)Azh—Zj(x)

= 2j+1
et donc,

n
Z Snfh(227427 Tty <2n)2)x2h+1
h=0

n h
=Y sin(22,4%,,20)%) Y (- 1)

(2h +1
h=0 j=0

Arp_ai(x).
2].+1) 2h 2j(x)

En posant / = h — j on obtient

Sn—h(22a42a Ty (27’1)2) f(_ l)h_l
0 =0

1 2h+1
A
= ( 2l ) 2l(x)

:,é’) (i(_l)h <2th; 1)Sn—h(227427 T »(2”)2)> (—1)1A21(x)

h=I

et (2.19) découle du lemme [4] O



CHAPITRE 3

RESULTAT PRINCIPAL

Il ne reste plus qu’a calculer les intégrales de la forme

i . dx
/0 my(z+x)log/ Y5

pour compléter la preuve du théoreme |1} Nous aurons besoin de deux outils principaux.

3.1 Polylogarithmes et hyperlogarithmes

Définition 6. Les polylogarithmes multiples sont définis par les séries

ki ok

X xlm

. o 1 m
Lip cn, (X1, Xm) i= T

ok

0<ky<--<kpy "1

On dit d’une telle série qu’elle est de longueur m et de poid @ = ny + --- + ny,. Elles

convergent absolument pour |x;| < 1 lorsque n,, > 1.

Exemple 5. Les sommes qui apparaissent dans la proposition 2| sont

. o X"

Lio(x) = ) —
n=1 n
x"

L1172(1,X) = —.
O<m<n mn

Définition 7. Les hyperlogarithmes sont définis par les intégrales itérées :

Loy, (@1 -+t ameyr) 1=

/amﬂ dt dr dr dr dr dr dr dr dr
O—OQ++-+0—0 O—Q+++O0O—O0Q0+++0 O—Q+++ 0 —

0 t—ay; t t t—apy t t t—a, t t

vV vV vV
ni ny N
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ol
/bk+1 dr dr / dn dry,
0::-0 = .
0 t— by t—Dby th—by t—Dby
0<t) <<ty <by+1

Ces deux objets sont reliés par le résultat suivant (voir [8] pour la preuve) :

Lemme 5.

Voici un exemple qui sera utile plus loin.
Exemple 6. La deuxieme équation du lemme [5|nous permet d’obtenir directement,
U dr de
Li(?) = [ o
0t—5 1

X 2sds  2ds 9
= — _ = t
/o 21" s (s7=x7)

X 1 1
=-2 + dsog
o \s—1 s+1 s

et de la méme facon,

L dr dt dr
0t—= t—5 1

X 2sd 2sd 2d

sds _sds 2ds (szzxzt)

os—l s—l s
1 1 d
—2/ dso + dSO—S.
s+1 s—1 s+1 K}

3.2 Calculs préliminaires

Pour simplifier la suite, nous utiliserons la notation suivante.
Définition 8. On définie les polylogarithmes multicolores par

(—l)k'"Linh...,nm((—l)klxl,- N (—l)k’”xm).

gﬂ],"',nm (xla' o 7xI’I1) -
(k177km)€{071}m



On regroupe tous les outils dont nous aurons besoin dans le lemme suivant.

Lemme 6. On a les identités suivantes :

Lo dx TR 1 :
/010gfxx2_1:(_1)/+1]!(1—ﬁ) C(j+1)

! j dx i .
| o8l xS = (<1 LG+ )

+

1
[ il togle M = (17 1 (1,1)
1 o dx )
/0 Lip () log/ v = i(= 1)/ L2511 (1)
1 . dx .
/0 Lil,z(l,xz) lOgJ)CX2 1 = (—1>]+1j!$172’j+1(1, 1, 1)
1 . dx .
/O Lil,z(l,xz)logfxx2+1 =i(—1)T 120 01 (1,4,0).
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Preuve : Les deux premieres identités sont prouvées dans [10]. Les quatre dernieres sont

démontrées de la méme fagon. On démontre la quatrieme et la cinquieme :

En utilisant I’exemple @ et le fait que fxl % = —logx, on obtient

I
. 2 i
/0 Lip (x )logfxx2+1
1 X 1 1 ds - dx
= -2 dso— ) log’
/o ( /o (s—1+s—|—1) > s) R

. 1
:i(_l)Jj’/ L.’_ 1 dsoﬁo L_L dxo%o...oﬁ
o \s—1 s+1 s X—1i Xx+i t

:i(_l)Jj!(Iz,j+1(1 i 1) _12’j+1(1 D= 1)+12,j+1(_1 1 1) _IZ,j+1<_1 T—i 1))

=i(—1)/ j!(Lip, j41(i,—i) — Lia ji1(—i,i) + Lio j4 1 (—i, —i) — Liz j11(i, 1))
=i(— 1)1 11 (i)
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et

! . dx

/()Lilg(l,xz)logfxxz_l

1 1 1 1 1 ds . dx
= 2 d dso — | log’

/0 ( /0 (s—1+s+l) So(s—1+s+1) > s) e

; 1 1 1 1 1 ds 1 1 dr

:—11'!/ d — dso ¥ - droZo...
(=1)J o(s—1+s+1) SO(s—l+s+1) Soso(x—l x—l—l) °7°

=(=17j1 Y DTz ()" (1) (=1) 1 1)
(rs,)€{0,1}3
==/ Y (SD)Ling (1) (=1 (1))
(rs,1)e{0,1}
U
3.3 Preuve du théoréme
Nous avons vu au chapitre[2] avec (2.3)), la définition [5]et le théoreme [4] que
L osnon(2, 4%, (2n=2)) oy puon [ o1, dx

72"my(Rap) = ; 2n—1)! 25N e /0 my(z+x)log A
et

2041 oy Sen(15 e, 2n = 1)) Doy anon on  dx
" g (Ryn i) = h;) )1 25t A my(z+x)log X5

Nous sommes maintenant en mesure de calculer ces deux intégrales pour k = 2 et

k=3.
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k=2

o dx
/0 my(z+x)log? ! X

1

:/0] %Liz(xz)log%lxxzdf ; —l—/]oo (log2x+ %Liz (%)) logZhlxxzdf ; (proposition [2)

:%/OlLiz(xz)log%_lxxzdf 1 -l—/ol(logzy—i- %Liz(yz))logzh_lyyzdi 1 (y = )l—c)

:/()110g2h+1y)% —|—/01Li2(x2)10g2h_1x)%

=(2h+1)! (1 — #) C(2h+2)+ (2h—1)1254(1,1) (lemme [6)
/Ooo my(z+x) logy‘xxzﬂ_i_1

:/01 %Liz(xz)logzhxxzdi 7 —l—/loo (log2x+ %Liz (%)) logthxzc:x_ 7 (proposition

:%/OlLiz(xz)logzhxxzdj_l —|—/01(10g2y—|— %Liz(yz))log%yyzdj}:1 (y = )—IC>

:/01 10g2h+2yy2d% +/01Li2(x2)10g2hxx2di1

=(2h+2)IL(x-4,2h+3) —i(2h)! L3 2p+1 (i, i) (lemme [6)
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k=3
On procede de la méme fagon,

o dx
/0 m3(z+x) 10g2h_1xx2 —

13 dx °° 3 1 3 1 dx
) 2 2h—1 3 . . 2h—1
— /0 1 11’2(1,x )log X— 1 +/1 (log x+ = logxLip (—2> - —2L11,2 (x_2)> log X3 1

13 dx 1 3 3 dy
. 2\ (e 2h—1 3 2 .2 201
:_/0 SLir2(1,27) log X3 —/O (IOg y+5logyLia(y") + 5Li12(y )>1Og e
! d« 3 ! dy 1 dy
= 3 Lo (12 ) o1 ___/ Lis (v2) Joo2" __/1 2, @Y
/O i12(1,2%) log™ ™ g — 2 ; i2(y7)log v ) AL

3 1

*© dx
2h
/0 ms(@t)log g

13 dx *© 3 1 3 1 dx
. 5 2h 3 . . 2h
T /() §L1172(1,x Jlog xxz +1 +/1 (k)g . Elonglz (x2> - ELHJ <x2)) log sz +1

13 dx ! 3 3 dy
— : 2 2h 3 . 2 . 2 2h
_—/0 5L1172(17x )log Yo —/0 (log y+§10gyL12(y )—|—§L1172(y ))log yy2+1
! 3 1 dy 1 dy
=_3 Li 1 2 1 2h o _/ Li 2 1 2h+1 Y _/ 1 2h+3 . Y
/O 1172( ) X ) 0og xx2+1 2 Jo 12(y ) og yy2+1 0 0g yy2+1

3
:3i(2h>!$17272h+1(1,l‘,l‘) — 5i(2h+ 1)!$272h+2(l',i) + (2/’l—|— 3)!L(x_4,2h—|—4)

Cela termine la démonstration du théoréeme [11



CHAPITRE 4
REDUCTIONS

Dans le chapitre précédent, on a exprimé my(R,) et m3(R,) en terme de valeurs
spéciales de la fonction z€ta, de fonctions L et de polylogarithmes multiples. Voici un
résumé des polylogarithmes qui apparaissent pour my (R, ),

L 0n(1,1)

L5 op1(i,0)

et pour m3(Ry,),

Lron1(1,1)
ZL1oan(1,1,1)
D on+2(i0)
Loon1(1,i,1).

Dépendamment du poid et de la longueur, il est parfois possible de réduire un po-
lylogarithme multiple en terme de sommes plus simples. Selon [6], il est plus facile de
réduire les sommes évalués en 1 et -1 lorsque leur longueur et leur poids sont de parité

opposée. Voici un exemple fort utile provenant du méme article :

Théoréme 5. Pour p,0 = +1 et r+ s impair, on a

Lirs(9.0) = 5 (~Lirss(p0) + (14 (~1)")Lir(p)Lis(0))

S et (77 i)
- % iy (7 o+ (78 (@),

r—1 s—1
-t
0<j<52
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Corollaire 2. L’expression

Zon+1(1,1)
peut étre réduite en terme de valeurs spéciales de la fonction zéta pour tout h.
Remarque 9. Le cas p = 6 = 1 du théoréme 5| a été démontré par Euler.

Les autres polylogarithmes de longueur 2 qui interviennent dans nos calculs sont soit
évalués en i, de poids pair ou les deux a la fois. Les deux premiers cas semblent difficiles

a calculer en général. Pour ce qui est du troisieme, remarquons que pour k pair,

25 (i,i) = Lig x(i,7) — Lig (i, 1) + Lig ¢ (—1,7) — Lig 4 (=i, —i)
- (@) (@)™ = @O)" (=)™ + (=)" ()" — (=i)" (=)™

nZmk

O<n<m
in+m(l+(_1)m+1_|_(_1)n+(_l)m+n+l>
n2mk

O<n<m
4in+m

o 2k
0<n<m nem
n pair
m impair

4l~2n+2m+1

B 0<2n;2m+1 (2n)2(2m+ 1)k
(=1t

:izm.

0<n<m

Nous avons mentionné dans 1’introduction (proposition (1)) que pour k pair, on a

)3 % ={(2)L(x-4,k) — k(k+1)L()x—4,k+2)

0<n<m

k/2 (—1)hg2h (22 — 1)
(

L 2h)!

h=1

Bzh(k— 2h+ 1)L(%_4,k —2h+ 2)

ou les B,, sont les nombres de Bernoulli. Nous allons maintenant démontrer ce résultat.
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4.1 Idée de la preuve

Une somme semblable est calculée dans [11]]. Bien que les calculs soient plus lourds,

on peut utiliser la méme méthode avec quelques modifications mineures. On pose
( n+m n+m
S —
Z n2(2m—|—1 Z an 2m—|—1

0<n<m m=1n=

et on fait le changement de variable m — m — 1. On obtient alors,

o m—1 ( 1)n+m 1
S =
mg2n;1 n2(2m— 1)k
et cela entraine
25—ii (D™ N (DT
= = n?(2m4 1)k & = p2(2m— 1)k
e mem )k = e 2 Cm+1)k  2m—1)k )"

Nous pouvons simplifier ces deux sommes avec la formule du bindbme de Newton

(nix)s :% ) <_rs> (%)r @.1

r=0

généralisée :

Pour la premiere, on obtient

£ () £ e (a0

S
S~
<~



et pour la deuxieme,

o m—1 (_1)n+m 1 1
)y 2 ((Zm—f—l)k_ (2m—1)k)

> (- (1 & k1= (=1)
:n;n_ n? <2me(r> 2m)r)

2 n=1
oo (=] — )n+m
- r_Zl ( )2k+r Z ; P
r impair
- —k 1 )
fd Z < , )Wle,k+r<_l7_l)'

5
I

~
o
2.
=

Comme 2 + k + r est impair, nous pouvons utiliser le théoréme [5| pour obtenir

Lisger(—1-1) == g @kn) = (1= 2y ) CEE+ D)

+% (1 —#) EQAk+P)[(r+k+1)(r+K) +2(k+ 1)

k+r—1

Apres substitution, on obtient

28 :% i (;k)§(2+k+r) G)r

*i (g [Fammmterirn - (1- 3 ) c@gen

r impair

+411(1 2k++1> CQ+k+n[(r+k+1)(r+k)+2(k+r)]

k+r—1

-y (1—#) CHER+k+r—2j)k+r+1-2j).
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i ( ﬁ)C<2j>c<2+k+r—2j><k+r+1—21) ~ 42)



36
4.2 Quelques outils importants

Voici un résumé des résultats que nous utiliserons pour calculer les sommes de
I’équation [4.2] . Ils proviennent tous directement de [[11]], sauf la proposition [5] qui a
da étre modifiée pour nos besoins.

Rappelons la formule du bindme de Newton généralisée,

(nix)s B nio_oo (7) (%)

En sommant sur z et en inversant ensuite I’ordre de sommation, on obtient le résultat

suivant de Murty et Sinha [[14]],

Théoréeme 6. Pour 0 < x < 1,
1 — [ —S -
—;—Fé_f(s;x)zzt<r)€_,'(s—|—r)x7 4.3)

ou §(s;x) =Y, C=oE +x) est la fonction zéta de Hurwitz.
Nous aurons aussi besoin d’une extension de ce résultat,

Proposition 4. Pour —1 < x < 1, x # 0 et s,t des entiers positifs,

g (_rs)g(r+s+; Xt‘, chh <S+Z:Z_ 1)C(h)

(—1)f1 s+-2\ < /1 1
+xs+t_1 t—1 Z n n-tx

n=1

51 s+t—h—1\ & 1
g (TR
hg’zxs“ h r—1 n; (n+4x)"

Démonstration. On change 1’ordre de sommation et on utilise le bindbme de Newton

généralisé pour obtenir,

£ (e -E e £ ()~ B

r=0
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On peut montrer par récurence sur ¢ que

1 L= fs+t—h—1 S (s —h—1
ﬁ=2(m—l¢_h( )+<—1>’Z y h(s ) (4.4)
n'(n+x)s /= ntx t—nh /= (n+x) t—1

L’équation est valide pour t = 1 puisque
1 1 s Xh_s_l

n(n+x)P  nx = (n+x)h

Supposons qu’elle est valide pour z. On a alors

1 Loo(=1) fs4t—h—1 S, fsdt—h—1
S N S A -y ———
n't(n+x)s Z phtlxsti=h ( t—h > +(=1) Z (n+x)" ( t—1 )

=1 h=1"
_H_Zl <_1)t+1_h S+t—h +( 1>t thfsft 1 Z e st+t—h—1
A et i 41— h = nx" & (n+x)! r—1
(- st —h +(_1),+1ix13t1 i s+t—h—1
Atttk \r 41—k = (n+x) = r—1 '

Cela montre 1I’équation [4.4] et il suffit de sommer sur n pour obtenir la proposition.
O]

Les deux derniers résultats serviront a calculer le dernier terme de 1’équation 4.2]

Proposition 5. Pour 2k > s,

o)

Y (H;_J (r+ 1) (r+2)x"

r=0

—(—1)"*! <2k_3)x—2+szl(—1)h+1 (2"; 1) (s—h)C(s—h+ Lx)x* "1

s—1 =0

Démonstration. On prend s = 2 dans 1’identité 4.3|et on multiplie par x>~! pour obtenir

> (=2 > 1
r+2 xr+2k71 — _x2k73 _'_x2k71 .
£ (e .

r=0
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On dérive s — 1 fois,

=R (o o g

—(s—1)! (2k_3)x2k_s_2+(s— 1)!Si(_1)s—h—1 (2kh— 1)(S—h)€(s—h+ l;x)ka_h_l,

h=0
et on obtient le résultat en divisant par x2S et (—1)%(s — 1)!. O

Lemme 7. Pour h >0, on a

oo 2% —1 - \h+1 2h+1_1
Z 22k 1 < ) _ @ (hg—l)! )Bh+l+<_1)h. 4.5)

Sih =0, alors

(4.6)

500
P
Démonstration. Rappelons d’abord que

_1)\k—1 2k
o - g

Nous voulons calculer la somme

= {(2k) (21 = B 2% 1
Zgz(k—l)( ) 2" i)’ ( , ) @.7)




Si h > 0, nous pouvons poursuivre de la facon suivante,

- i Bn(ﬂ?)"<n—1>
nogt h
(i?t)h+1 oo Bn(in.)nfhfl

- (n—1)...(n—h)
L
Lt 1
h! oth \et—1 t (—in
B (lﬂ:)h+18_h 1 N
TR 9th \ettim—1 t:0+(_1)
B (in)h—i-la_h 1 Y
R dth \e+1 t:0+( b

(m)hﬂ
=0 Ep(0)+(—1)"
ou les E,(x) sont les polyndmes d’Euler donnés par % =Y 0 E”Ej)tn
2(2n+1 — 1)Bn+1
En(0)=—
n(0) n+1
(voir la page 805 de [1]]), I’équation[4.7) devient
(iﬂ)h+l(2h+1 _ 1) i
= — B —1)".
CE w1+ (1)
Pour le cas ou & = 0, on obtient
= C(2k) i By, (im)" _ in in
Z — = — +By+Bjin = —— 1l——=1
= 221 = n! e —1 2

4.3 Calculs principaux

Nous pouvons maintenant calculer chaque somme de 1’équation 4.2]

Premier terme :

. Puisque



40

En utilisant la proposition {4{avec r = 2 et x = 1 /2, on obtient

k . o
:2k< g2 k2k+12<n n+1/2>+j_222k+2J(k+1—] Z n+1/2 )

2

=C(2)—2kn;1 (§_2n+1>+]._2222j(k+1_] ; 2n+1

]kz wrr-p)((1-5) ¢ -1)

J_ — k
=8 (2) — 4k(1 —log2) + Z c I)Z(kal ]>§(j)—42(k+1—j)
j=2 Jj=2

2/ —1)(k+1—j)
2/-2

= — 2k(k+1)+ & (2) +4klog2 + Z
Jj=2

Deuxi¢me terme :

i (_rk) 2k+1r—1 <_2k+1r+25(2+k+r)) :_#g (;k)é?(2+k+r)1_ir_l)r.

r=1.
r impair
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On utilise la proposition 4{avec r =2 et x = 1 /4,

. o
_ 1 <4k<: k4"+12(;—m)+z4k+2—j(k+l_j)z(n+11/4)j>

22k+2

4 P
+22/1+2 (4k€(2)+k4k+1§’1 (%_n—11/4) +j—i:2( 4 J<k+1_])§'1 (”_11/4)]>
(£ Gee) £ i)
k(4 6log2) - 4jé<k+1—f> Ly C V,;mnil)fl)
—k(4— 6log2) - 4;22‘,1(k+1 2))L(x-4:2j) - 4;_22‘2,1(’“21)(1 22/+1)§(21+1>

k
+4) (k+1-)
j=2

|~
M‘

2 1
=2k? 4 2k — 6klog2 — 421 (k+1—2)L(x_4,2j) — Zk 2j) <1—W)C(2]+1).
]:

Troisieme terme :

i ( Vo (- (1- g0 ) c@E @)
B 7%( rk)é?(k+r) 1 _gr_l)r + 2%53)1 io (;k>ij(k+r)%

On utilise le théoremel|6lavec x = 1/2 et x = 1/4,

=C(2)+28(2) (L(x-—4,k) - 1)
=—6(2)+28(2)L(x-4,k).



Quatrieme terme :

i <_,k>2k+lﬁ (‘11 - #) CQR+k+n(r+k+1)(r+k)

r=1.
r impair

=k(k+1) i <_(kr+2)># (4—11 - 2k+—1+3> CQ2+k+r)

r=1.
r impair

_k(k+1) i (_(kr+2)>é(2+k+r)ﬂ

2k+2 o or

_%i (_(k:—Z))C(Z"i—k_Fr)#'

P
r=0

On utilise le théoréme [6|avec s = k+ 2,

=—k(k+1)—2k(k+1)(L(x—4,k+2)—1)
=k(k+1) — 2k(k+1)L(Y_4,k+2).

Cinquieme terme :

3 (—f)# (% _ #) L2+ k+r)(r+k)

7 impair
= (—(k+1)\ 1 (1 1
> ( p )T \3 T g ) S2HkET)
ri,;';pair
k& (—(k+1) 1—(=1)
:mg‘b( - )C(2+k+r)T
k

= (—(k+1 1—(-1)
2%22( (k+ )>C(2—|—k—|—r)#.

r
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On utilise la proposition 4{avec s = k+ 1 ett = 1 pour obtenir,

ey (o1 (L1 Yy iy L

_k(n;’l (n n+1/2>+r§’l(n n—1/2)> 2k§’ (n;’l (2n+1)" (=1) ’;(Zn—l)h>
> /1 1 > /1 1 Ml > 1

"‘(El (;‘n+1/4)+n§(z‘n_1/4 )*‘”‘Z(El yPRY “”%m)

k
2
= | 2k* + 2k — 4klog2 — 4k (1 22h+1>§(2h+1)
h=1
k

k
2 1 2
- 4k2+4k—6k10g2—4k2<1—m> C(2h+1)—4k Y L(x—4,2h)
h=1 h=1

k

2
:—2k2—2k+2klog2+4kz (X—4,2h).

Dernier terme :

k+r—1

-y (‘/‘)#/ﬁl (1—;)C(2j)C(2+k+r—2j)(k+r—|—1—2j)

rirrerair
S N N 1 1 , .
- zk:/zC(zj) sz | Sktr—1  22k+2r—2j C2+k+r—=2j)(k+r+1-2j).
J= r=2j—k+

r impair

En prenant t = r 4+ k — 2, ’'intérieur devient

() ¥ (,_ris;) (e - avm ) 4 DEE+2)

t=1

¢ impair
_52) i (t—;i2]> eenzar =0
— (1)

C(2] i( —k )(t+1)C(I+2)IT
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En utilisant la proposition[5] on obtient

2j . 2j—1 1 k-1 27i -1
:Cézj) (8}1):0( ]Zh )(k—2h) (“W) C(k—2h+1)—4h;)(—1)h+l< Jh )(k—h)
2j < [2j-1 1
—% (16;6( o )(k—Zh) <1_W> L(k—2h+1)
L (21 Ny (21
16 k—2h+ 1)L(x—4,k—2h+2)—16 ¥ (~1 k—h
#16% (57102 DL s-2n2)- 10 0 (3
52)) [, (201 = 2j—1
— 4};<Zh_1>(k 2h+ 1)L (x_4,k—2h+2)—2h;)(—1)h“( . )(k—h)

On peut maintenant sommer sur j avec le lemme |/} On obtient

427“ <i 52(,211) (;2:1)) (k—2h+1)L(x-4,k—2h+2)
2j—1
()

% —(i h(~2h __
:42( (n)z((zz}j)! I)Bzh_l) e 28 DL(g_s. £~ 2642)

JOYE RACT S ST hi

2
—4 Z ( 22h> (2h)(k—2h+1) + k™ +k.
En combinant le tout, on obtient

28 =28 (2)L(x_4,k) — 2k(k+ 1)L(x_4,k+2)

k/2 — 1222 1)
—42 2h) Bzh(k—2h+1)L(x_4,k—2h—|—2)

et cela montre la proposition [T}
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Exemple 7. Rappelons que

L (l—xl) (1—Xn)
B = et ) ()

Par le théoremel|l} on a

6i T 12
m3(R1) = EXI,Z,I(IJJ) — E.,?z’z(l,l) + ?L(x,4,4)

12 12 93
m3(Ry) = —E«ﬁﬁ,z,z(l, 1,1) +;$2,3(1, 1)+p§(5)-

En applicant la proposition |l| pour la premiere équation et le corrolaire 2| pour la se-

conde, on obtient

6i .. 5z 6
m3(Ry) = Eiﬂl,z,l(l»l,l) + TL(X7472) — EL(X7474)

12 49 93
m3(Ry) = —?317272(1, 1,1)+ 75(3) - 2_7ﬂC(5)'



CHAPITRE 5
CONCLUSION

En bout de ligne, nous avons réussit a généraliser la méthode utilisée dans [[10]. Cela
a permit d’exprimer la mesure de Mahler 2-supérieure et 3-supérieure des fonctions
rationnelles R, en termes de valeurs spéciales de polylogarithmes multiples. Certaines
de ces sommes ont pu étre réduites en termes de valeurs spéciales de la fonction zéta
et de fonctions L. Toutefois, les quatre cas généraux contiennent des sommes que nous

n’arrivons pas a réduire.

Il existe tout de méme un cas particulier pour lequel on obtient une bonne réduction.

Par le théoreme I] on sait que

2
T 4
mZ<R2) = Z + ;3272(1, 1).

On peut trouver dans [4] une liste des réductions pour les polylogarithmes multiples

de poids inférieur a 5 évalués en 1 ou —1. Entre autres, on a les réductions suivantes

3
Liro(1,1) =—&(2)?
. 1 _
L12,2(17—1) :§C(2)2—2L1173(1,—1>
—11
Liro(—1,1) :Wc(z)%zumu, —1)

-3
Liga(—1,-1) =——¢(2)%
Cela permet de réduire .25 »(1,1) pour obtenir

897> 16 .
mZ(RZ):W-i_?LIIS(Ia_I)-
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On peut maintenant combiner 1’identité suivante de [4]]

, 11 7 .
Lita(~1,=1) = 35627+ 1 10g2¢(3) ~ Lina(1,-1)

et le résultat suivant de [3]]

4 1 1
Lijz(=1,-1)= % -2 (Li4 (5) + ﬁlog22(log22 — 7:2)>
pour obtenir
31m> 28 32.. (1 4
my(Ry) = ~ 360 + = log28(3) + ;Lu (5) + P log?2(log?2 — 7?).

Remarque 10. On peut voir a quel point my(Ry) est plus complexe que m(R;) en prenant

n = 1dans I’équation[l.1|du chapitre[l} On obtient

m(Rs) = 5¢(3).

Cette réduction est complete dans le sens qu’elle ne fait intervenir que des sommes
de longueur 1. Pour obtenir plus de réductions semblables, une meilleure compréhension
des polylogarithmes multiples sera nécessaire. En particulier, la proposition [I] utilisée
pour réduire % »4(i,7), semble pouvoir étre améliorée pour permettre de réduire des
sommes de poids plus élevé. Par exemple, passer de I’exposant 2 a 3 permetterait de

réduire le résultat suivantm de [10]

1—x 1 — x4
2n+3 1 2n+1
< (1+X1> (1+X2n+1)( y) )

_1\2
D )22“17:2"—2’1(1'(2}1)1,5,”372,1+1 (i,i) + (2h+1)\L(x_4,2h +2)).

'On utilise ici la notation de [10] pour L5 on+1(i,1). Elle differe légerement de celle utilisée dans le
présent ouvrage, mais il s’agit du méme type de sommes et elle peuvent étre réduites de la méme fagon.
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