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Sommaire

Etant donné que les marchés financiers transigent quotidiennement des
milliers d’options de tous genres et que ces derniers, en réalité, se négo-
cient sur la base d’'une mesure de la volatilité du sous-jacent, ’on comprend
alors pourquoi il est important de s’intéresser aux aspects de modélisation,
d’estimation et de prévision des volatilités. Ce rapport s’inscrit donc dans
ce cadre, et il a ainsi pour objectif d’étudier le pouvoir prévisionnel de la
volatilité implicite (VI) par rapport & la volatilité future. Il examine alors le
contenue de cette volatilité implicite et il le compare avec les autres types de
volatilités telles que la volatilité conditionnelle des modéles GARCH.
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Introduction

Depuis ’apparition des produits dérivés sur les marchés financiers, une
multitude d’études sur ’évaluation et la prévision de leurs prix ont été pub-
liées: Black-Scholes(1973), Merton(1973), Hull et White (1987)...

Le but premier de ces modeéles était de donner une valeur monétaire & une
option, étant donné les autres parameétres du modele. Or, les intervenants sur
le marché ont rapidement compris que la volatilité instantanée du rendement
de l'actif sous-jacent est le paramétre le plus important influengant le prix
du sous-jacent et qu’il est difficile de la quantifier car elle est inobservable
sur le marché. Puisque le marché offre un prix d’échange de toute option,
il est alors plus facile d’utiliser ce prix ainsi que le reste des paramétres du
marché pour trouver I'unique inconnue qui est la variance des rendements du
sous-jacent, que 'on appelle communément la volatilité implicite.

C’est pourquoi plusieurs chercheurs et praticiens s’intéressent de plus en
plus aux volatilités, plus particuliérement & la volatilité implicite (VI) comme
estimateur de la volatilité future.

Cependant, pour calculer la VI & partir des modéles d’évaluation tel que
le modele de Black et Scholes, on suppose qu’elle est constante, mais en
réalité ce n’est pas le cas, d’oli 'apparition des modeéles d’évaluation d’option
avec une volatilité Stochastique: le modeéle de Hull et White(1987), Wiggins
(1987), Melino et Turnbull (1992).

L’inconvénient de ces derniers modeles est qu’ils demandent de calculer
des élements plus difficiles 4 déterminer tels que la distribution de proba-
bilité des rendements des actifs, des changements dans les volatilités, et le
prix du risque de la volatilité du marché. C’est la raison pour laquelle les
praticiens, utilisent souvent la VI, en la calculant une fois par jours. Cer-
tains auteurs utilisent une autre catégorie de modeles estimant la volatilité a
savoir les modeles découlant de la famille ARCH! (GARCH , EGARCH...).
Les premiéres tentatives pour prévoir les volatilités en utilisant ces modeles
statistiques ont été faites par Day et Lewis (1992), Lamoureux et Lastrapes
(1993)...

Une meilleure estimation de la VI pourrait donc constituer une base pour
tracer ’évolution dans le futur des prix du sous-jacent et par conséquent un
avantage pécuniaire pour les intervenants sur les marchés boursiers (cam-
bistes, arbitragistes..). L’objectif principal de cette étude est donc de con-

! Autoregressive Conditional Heteroskedasticity.



struire un modéle efficace permettant de mesurer I'information contenue dans
la VI afin d’examiner son pouvoir prévisionnel par rapport a la volatilité fu-
ture.

Cette étude se divise en 5 sections. La premiére section & pour objectif
I'étude de l'importance de la volatilité pour I’évaluation des actifs dérivés.
La deuxiéme section concerne une revue de littérature relative aux études
précédentes faites dans ce sujet. La troisiéme section sera consacrée a la
méthodologie que nous allons adopter pour faire I’étude. Les autres sections
qui restent, la quateriéme et la cinquiéme, traiteront, respectivement, les
résultats et leurs analyses ainsi qu’une conclusion générale.



1 Importance de la volatilité pour I’évaluation
des actifs dérivés:

Généralement, la volatilité mesure ’amplitude de la variation du cours du
support. C’est une donnée statistique qui permet de savoir, & partir d’un
historique, si le cours du support a subit de fortes variations & la hausse ou
a la baisse. Elle mesure en quelque sorte 'incertitude sur I’avenir du cours
du sous-jacent. En effet, plus la volatilité augmente plus on a des chances de
voir les cours du support subissent une forte hausse ou une forte baisse.
Dans cette section, nous présenterons d’abord 'importance de la volatilité
dans Pévaluation des actifs financiers & travers 1’étude du modéle de Black et
Scholes tel que décrit dans leur article paru en 1973. Ce modéle constituera
la base théorique de notre recherche sur les options. Nous allons ensuite voir
une extension du modéle qui pemet de dépasser ’hypothése d’une volatilité
constante que suppose le modeéle précédent. Nous entamerons enfin les dif-
férentes mesures de la volatilité & savoir la mesure de la volatilité & partir du
stock de rendements uniquement, la mesure de la volatilité & partir des prix
d’options uniquement et la mesure de la volatilité & partir des deux 4 la fois.

1.1 Le Modéle de Black-Scholes et ses extensions :
1.1.1 Le Modéle de Black-Scholes:

Le modele de Black-Scholes (1973) constitue sans doute un modeéle d’évaluation
de base pour tous les marchés financiers de produits dérivés. Tous les mod-
eles développés apres; modeéle de Merton (1973), modele de Hull et White
(1987),... ne sont qu’une variante de ce modele de référence.

Black et Scholes dérivent un modéle qui tient compte de I’absence d’arbitrage
et qui suppose un rendement équivalent au taux sans risque lorsqu'une posi-
tion est protégée. Leur modéle repose, cependant, sur plusieurs hypothéses
qui caractérisent un “ marché parfait ”. Ces hypothéses sont la chair du
modele et nous devons donc batir notre analyse et évaluer nos données en les
respectant.

Ce modele suppose que le taux d’intérét & court terme est connu et con-
stant dans le temps, que le prix de Paction sous-jacent suit un processus
aléatoire? caractérisé par une variance proportionnelle 4 la racine carrée du

2Le processus de diffusion suit un brownien géométrique.



prix de P'action. Cette description correspond au processus de Wiener. La
distribution des prix est donc lognormale et les auteurs supposent que la vari-
ance du prix de Pactif sous-jacent est constante dans le temps. L’équation?
caractérisant le processus des prix du sous-jacent est égale a:

%S: = p,dt + odw, (1)

avec; u la moyenne du processus générant les prix du sous-jacent, ¢

un parameétre de diffusion (la variance), dw; la différentielle de Brownien

décrivant la partie aléatoire du processus et u,dt représente la partie deter-
ministe du processus.

En outre, les auteurs supposent; que l'action ne paie pas de dividen-
des, 'option est de type européenne: elle ne peut donc s’exercer avant son
échéance. Ils supposent que les colts de transaction sont nuls, qu’on peut
emprunter et préter des montants équivalents & des fractions de 'action au
taux court terme sans risque et que la vente & découvert est permise, sans
pénalités.

Définition d’une option: Il s’agit d’un droit qui permet au porteur
d’acheter ou de vendre une action. Il existe principalement deux types
d’options : les options d’achat (calls) qui donnent le droit d’acheter une
action ou un indice & un certain cours d’ici & une certaine échéance et les op-
tions de vente (puts) qui donnent le droit de vendre une action ou un indice
4 un certain cours d’ici & une certaine échéance.

Une autre différence importante est la période d’exercice de l'option : une
option de type ameéricaine peut étre exercée a n’importe quelle date jusqu’a
la date d’échéance, or une option de type européenne ne peut étre exercée
qu’a la date d’échéance.

L’utilité d’une option: L’objectif premier d’une option est de servir
de couverture au cas ou les marchés se retourneraient. Un épargnant qui
désire acheter des actions & un moment ol la Bourse est déja haute, peut se
couvrir en achetant des Puts & des cours élevés. Ainsi, au cas ou les cours
des actions qu’il a acheté viendraient & baisser fortement, il pourrait exercer

311 s’agit ici d’une équation qui décrit un mouvement Brownien géometrique.



les options Puts qu’il a acheté et vendre ses actions aux prix d’exercice de
ces options.

Un autre objectif de 'option est la spéculation : les mouvements de cours
sur une option sont beaucoup plus importants que ceux d’une action.

A Daide de ces hypothéses, Black et Scholes partent d’une position longue
de I’action, & découvert de 'option et & risque nul, pour dégager leur fameuse
équation du prix d’une option d’achat européenne:

Ci(St,t) = SiN(dy) — K exp(—r(T — t))N(dy) (2)
dy = (In(Sy/K) + (r + 0.562)(T = t)) /o /(T — t) (3)
dy=dy —o\/(T = t) (4)

avec; C le prix de l'option, S le prix de I'action sous-jacent; (T — t) le
temps avant la date d’expiration, K le prix d’exercice, o2 la variance de sous-
jacent, r le rendement 4 court terme sans risque et N(.) repésente la fonction
de répartition de la distribution normale.

1.1.2 Extension du modeéle de Black et Scholes : modéle de Hull
et White (1987)

Un probéme majour du modeéle de Black et Scholes et qu'’il suppose une
volatilité constante dans le temps, or en réalité ce n’est pas le cas. Par con-
séquent plusieurs auteurs ont pensé 4 la construction d’un modeéle d’évaluation
des actifs qui prend en considération une volatilité qui change dans le temps.
Hull et White (1987), ont pu développer, & partir du modele de Black et
Scholes, un modéle qui suppose une volatilité non constante dans le temps.

Soit un produit dérivé dont le prix, C, dépend du prix du sous-jacent, S,
et de sa variance instantanée V; = o2 , ces deux derniéres variables suivent
des processus stochastiques selon les équations? suivantes:

dIn(S,) = p (Vi)dt + v/ Vidw(® (5)

4Dans leur article, Hull et White(1987) considérent les équations suivantes:
dSt = ¢Stdt + aStd'wt
dVp = uVidt + £Vidz,




Vi = f(z) (6)

dz = pyp(2)dt + o (z)duy” (7)

avec; p, et u, des parmeétres qui dépendent respectivement de V; et z.
Les processus de Wiener dwt(l) et dwt(2) sont corrélés avec un coefficient de
corrélation p.

L’équation (6) représente le processus générant les prix du sous-jacent

et les équations (7) et (8) représentent le processus générant la variance de
celui-la.

Notons que S et o2 sont les seules variables qui affectent le prix du pro-
duit dérivé, C. Le taux d’intéret sans risque, r, est considéré constant ou 4
processus déterministe.

Exemples de la fonction f(z) :

Exemplel : Wiggins (1987) a pris comme fonction f(z;) exp(z):
f(z) = exp(z)
avec dz = k(0 — z)dt + odw?.

Exemple2 : Heston (1993) considére que :

flzt) =2

et que

dz = k(0 — z)dt + o\/Zdw?

Hull et White montrent que dans le cas d’une option d’achat européenne

et sous ’hypothése p = 0, le prix de cette derniére est donné par 1’équation
suivante:

Csot) = [lexp(=r(T = 1) [ C(S09(Se/TYASINT/30a7. ()

avec; V; = T—l_; ftT Vidi, h(V | J;) la fonction de densité de V; conditionnelle
a Vinformation J;, T la date d’expiration d’option, BS(.) la formule de Black-
Scholes du prix d’option et J; = o( Sy, V3,7 < t) est I'information disponible
a la date t.



Cette formule du prix d’option d’achat peut s’écrire aussi sous la forme
suivante:

C(SVi,t) = E[BS(Ve)/ i) 9)

Il apparait que pour calculer le prix d’option & partir de cette formule,
les participants du marché doivent calculer la fonction de densité subjective
conditionnelle de V.

Dans le cas d’existence d’un effet de Levier, la formule de Hull et White ne
fonctionne pas. Heston (1993) a proposé, dans ce cas, une nouvelle formule
pour l’évaluation des produits dérivés. Cette formule est calculée & partir de
la fonction caractéristique de la probabilité risque-neutre et de I'inverse de
la transformation de Fourier.

1.2 Différentes mesures de volatilité :

11 est utile de définir les différentes mesures de la volatilité, afin de pouvoir
les distinguer entre elles et savoir laquelle constitue le meilleur estimateur de
la volatilité future.

1.2.1 Mesure de la volatilité en utilisant uniquement le stock de
rendements :

Définition de la volatilité historique: On définit la volatilité his-
torique comme étant tout simplement 1’écart-type de la distribution du loga-
rithme des rendements d’un titre ou d’un indice durant les 20 & 60 derniéres
périodes. En fait, on peut la percevoir comme une mesure de la dispersion
de ces rendements dans le passé.

En supposant que la volatilité est constante, la volatilité historique est
donnée par la formule suivante:

soit le modeéle : y; = my_1 +¢&; avec my_y = E(y /L) et E(et/Li—1) =0,
ol y; est le rendement de I’actif sous-jacent, m;_; la moyenne de rendement
de l'actif sous-jacent ( plus loin, nous allons spécifier la formule de m;_) et
I;_ défine linformation disponible & la date ¢ — 1.

On a:

k
1 2
ht = 'k+—1 ; €t_1i (10)



avec; k : le nombre de périodes sur les-quelles nous comptons estimer la
volatilité.

Définition de la volatilité type ARCH: La volatilité conditionnelle
est la volatilité estimée & partir des modeéles de séries temporelles tel que le
modéle ARCH, GARCH® de Engle (1982) et de Bollerslev (1986):

Engle (1982), en constatant que les séries financiéres sont caractérisées par
des périodes d’agitation suivies de périodes de “relative” accalmie, a proposé
I'approche “ AutoRegressive Conditionaly Heteroscedastic” (ARCH) pour
modéliser ce phénomeéne financier. Le modele ARCH de base s’écrit de la
maniére suivante:

Yt = My—1 + & (11)

avec; my—1 = E(y;/I11), E(et/I-1) =0

et
€t = Ut/ Qp + alef_l (12)

ag et oy > 0 et u; suit une N(0, 1).
Bollerslev (1986) a proposé une extension de modéle ARCH de type
GARCH . Le modéle GARCH est défini comme suivant:

Yp =M1 + & (13)
avec my—1 = E(yi/1Ii-1), E(ey/I1-1) =0
et
g0 = ug\/hy (14)
ou;

hi = w+ ael_; + Bhiy (15)

5Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity.



Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la variance condition-
nelle soit positive sont : w, a et 8 >0.

Ce modéle GARCH est une forme de modéle ARM A sur la variance. 11
assure une dépendance sérielle des volatilités, c’est-a-dire la volatilité future
dépend de la volatilité passée, ce qui permet de faire des prévisions sur la
variance & venir des rendements.

Un autre type de modeéles de series temporelles est appelé modele EGARCH.
Pour capter I'asymetrie, par rapport aux données passées, de la volatilité
conditionnelle, Nelson (1991) a introduit des modifications sur le modeéle
GARCH en utilisant une trasformation logarithmique connue sous le nom
du modeéle EGARCH.

L’équation de ce modeéle® est :

in(he) = o + Byin(he-1) + a1 (@e_y + (| Yooy | —(2/m)1%)) (16)

avec; ¥,y = €¢-1/hs1 €t P, ~ N(0,1).

1.2.2 Mesure de la volatilité en utilisant uniquement les prix d’options:

Définition: La volatilité implicite est la volatilité calculée & partir de
la formule de Black-Scholes en égalisant le prix théorique de 'option et celui
observé sur le marché, étant donné les autres parameétres, la maturité, T — ¢,
le taux sans risque, r, le prix d’exercice, K, et le prix courant du sous-jacent,
S.

Généralement, cette volatilité implicite est percue comme une mesure
instantanée de la volatilité future sur un titre, renfermant toute 'information
disponible & ce moment et donc pouvant étre utilisée comme un estimateur
de la volatilité future, du moins & court terme.

Le calcul de cette volatilité se fait en inversant la formule de Black-Scholes:

Pour une observation ( C;, S;, K;, T — t) la volatilité implicite "™ est
donnée par I’équation suivante:

O.'imp = C{'I(Ct,St,Kt,T - t) (].7)

Si nous disposons de plusieurs options, la volatilité implicite sera donnée
par la minimisation du terme suivant:

6Dans ce cas il n’y a pas de restrictions sur les paramétres du modele.



Nt

> (6x+(Cr — Cx(00(7)))? (18)
K=1

Voir appendice 2.

Le probléme qui se pose lorsqu’on évalue la volatilité implicite est qu'il
n’est pas possible d’isoler simplement et directement la volatilité dans ’équation
de Balck-Scholes. Le calcul de cette volatilité est donc beaucoup plus com-
plexe et se divise en deux grandes catégories: les solutions analytiques,
provenant de simplifications découlant d’hypotheéses ou de cas spécifiques,
et les solutions numeériques faites par itérations (Voir appendice 1).

1.2.3 Mesure de la volatilité en utilisant le stock de rendements
et les prix d’options :

Les mesures mixtes de la volatilié se basent sur la volatilité conditionnelle et
la volatilité implicite.

En considérant les mémes modeles qu’en haut, on définit une volatilité
mixte type GARCH comme suivant :

he = w+ agr_| + Bhiy + 607, (19)
La volatilité mixte type EGARCH est donnée par 1’équation suivant :

In(h) = ap + Byln(he-1) + a1 (0,1 + (| Py | _(2/77)1/2)) + 5ln(af_1)
(20)

2 Information sur la volatilité contenue dans
les prix d’options: une revue de littérature

Dans ce qui suit, nous allons faire un petit rappel sur les recherches relatives
au pouvoir prévisionnel de la volatilité implicite. Ces recherches développées
par des auteurs tels que Day et Lewis (1992), Canina et Figlewiski (1993)
et Lamoureux et Lastapes (1993), se basent sur des modéles différents et
elles ménent & des résultats diversifiés qui parfois convergent (voir le cas de
Day-Lewis et Lamoureux-Lastrapes) et d’autres fois divergent (voir le cas de
Day-Lewis et Canina-Figlewiski).
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Day et Lewis (1992): Dans leur article intitulé ” stock market volatility
and the information content of stock index options”, Day et Lewis (1992)
examinaient I'information contenue dans la volatilité implicite en faisant,
d’abord, comparer cette derniére avec la volatilité conditionnelle estimée &
partir des modéles GARCH et EGARCH et en mettant, ensuite, les deux
volatilités ensemble dans un méme modele avec 'hypothése que le rendement
exceédentaire du marché est une fonction linéaire de la volatilité conditionnelle

R'm,t - Rf,t = )\() + )\1ht -+ &¢ (21)

Er v N (0, ht)

avec; Rp le rendement de portefeuille du marché S&P100, Ry le taux
d’intérét sans risque et h; la variance de rendement de portefeuille du marché.

Les modeéles GARCH et EGARCH utilisés par les auteurs sont men-
tionnés au niveau de la sous-section 1.2 (voir '’équation (15) et (16)). Les
modeles ou la volatilité conditionnelle et la VI interviennent ensemble sont
donnés par les équations (19) et (20) de la méme sous séction .

Nous signalons que Day et Lewis ont estimé la VI en utilisant la formule
de Black-Scholes ajustée & une option américaine et & la présence de dividen-
des qui sont payés durant la vie de l'option d’achat( voir appendice 2). Ils
ont utilisé des données relatives aux prix d’options américaines sur 'indice
S&P100 qui vont du 11 Mars jusqu’au 31 Décembre 1989. Pour alléger le
biais associé aux transactions non-synchronisées’, ils ont éliminé les options
dont le volume des cotations journaliéres est inférieur & 100 contrats et/ou
les options dont la valeur absolue de la différence entre le prix du sous-jacent
et celui de 'exercice excede 158. Sont aussi exclues de ’échantillon d’étude
toutes les options qui ne respectent pas la condition inférieure de ’option
américaine d’achat.

Le coefficient 6 dans les équations (19) et (20) peut étre interprété comme
étant une mesure de la contribution de la VI au changement de la variance
conditionnelle de rendement & travers le temps.

En outre, Day et Lewis ont testé le pouvoir prévisionnel absolu et relatif
de chacune des catégories de volatilités en utilisant des tests hors échantillon
basés sur les équations suivantes:

"Le biais causé par la non-synchronisation entre I’option et le sous-jacent s’explique
par les opportunités d’arbitrage -qui peuvent survenir et biaisir les resultats- duent a la
différence de temps entre la cotation d'un sous-jacent et le prix de 'option.
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Vft+1 =bo + blVft + §t+1 (22)

Vft+1 = bo + b1VIt + bght + €t+1 (23)

avec; V;,8 une prévision de la volatilité & la fin de la période ¢, VI, la
volatilité implicite dans le prix d’option d’achat a la fin de la période ¢, h;
la prévision de la volatilité & partir du modéle GARCH ou EGARCH, §,,,,
e:+1 erreurs de prévision et Vy, , designe la volatilité future. Les auteurs
considéraient deux mesures de volatilité hebdomadaire future, la premiére
égale au carré du rendement hebdomadaire de P’indice S&P100 et la deuxiéme
est obtenue en calculant la variance quotidienne, pour chaque semaine, dans
I’échantillon prévu. Cette variance quotidienne est multipliée par le nombre
de jours de transaction par semaine.

En se basant sur le R? de la régression des équations (22) et (23), les tests
hors échantillon indiquent que la volatilité hebdomadaire est difficile & pévoir.
Bien que les résultats soient consistents avec ’hypothése que les prévisions de
la VI et celles des modéles GARC H sont non biaisés, il est difficile d’avoir une
opinion claire concernant l'information contenue dans ces deux volatilités.
Mais, les conclusions générales de ces auteurs indiquaient que la VI de l'indice
S&P100 contient de 'information supplémentaire par rapport aux modéles
de type GARCH. En outre leurs résultats montrent que, dans certains cas,
le modéle GARCH prévoit mieux que le modéle EGARCH.

Lamoureux et Lastrapes(1993): Si, pour Day et Lewis (1992), la volatil-
ité implicite de l'indice S&P100 contient une information supplémentaire par
rapport aux modeéles de type GARCH, les tests de Lamoureux et Lastrapes
(LL) rejettent la condition d’orthogonalité selon laquelle les prévisions is-
sues des modeéles GARCH pour des actions individuelles, n’apportent pas de
l'information supplémentaire par rapport aux volatilités implicites. LL tes-
taient I'importante implication des hypothéses® jointes du marche stipulant
que les prévisions des modeles de séries temporelles, GARCH, ne devraient

81ci V, peut étre représnte soit par la VI soit par la prévision de la volatilité condi-
tionnelle & partir du modele GARCH ou EGARCH.

9Les marchés sont efficients et les prix d’options sont expliqués par un modéle partic-
ulier.
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pas avoir de contenu prédicatif étant donné que la prévision du marché est
incorporée dans les prix d’options. Autrement dit, la prévision de la vari-
ance & partir des prix d’options explique mieux la variance actuelle que les
modeles GARCH.

Ici, on considére que la variance prévue & partir des marchés d’options,
représente 1’espérance subjective de la variance du marché et 'erreur de
prévision de cette derniére devrait étre orthogonale a toute l'information
disponible sur le marché.

Pour tester cette restriction d’orthoganilité, on suppose comme variance
du marché celle calculée & partir de la formule de Hull et White (1987).
Le calcul de I'espérance subjective de la variance du marché est fait par la
simulation des processus des prix et des variances du sous-jacent mentionnés
au niveau de la sous section 1.1.2 (voir appendice 3).

Le test d’orthogonalité de I’erreur de prévision subjective avec I'information
disponible sur le marché exige le calcul de I'espérance conditionnelle de la
variance du marché et puisque celle-ci n’est pas observable alors il faut utiliser
la formule de Hull et White pour des options “ at-the-money ”!°. Dans ce
cas on a E(BS(V;/I)) = BS(E(V;/1I;)), c’est-a-dire que la VI représente
V’espérance subjective de la variance du rendement de l’actif sur le marché.

Le test est basé sur une comparaison de la performance des prévisions de
la VI (la variance subjective du marché) et des modeles de séries temporelles.
Cette comparaison est faite par deux types de tests, les tests a l'interieur de
Péchantillon (voir Day et Lewis) et les tests hors échantillon qui permettent
de comparer les performances des prévisions de la VI et des modeéles de
séries temporelles en utilisant l’erreur moyenne et des régressions comme
celles faites par Day et Lewis (voir les équations (22) et (23)).

Les résultats de ces tests montrent qu’on peut rejetter 'implication des
hypothéses du marché, c’est-a-dire, que les modéles GARCH peuvent ap-
porter de l'information supplémentaire par rapport aux volatilités implicites.

Canina et Figlewski (CF) (1993): Ces auteurs contredit, aussi, la con-
clusion principale de Day et Lewis, ils montrent que pour des sous-échantillons
caractérisées par des maturités et des prix d’exercices différents, la VI est pra-
tiquement non corrélée avec la volatilité future et que la volatilité historique

10T 'utilisation des options at-the-money se justifie par le fait que ce type d’options
élimine le biais qu’on peut avoir entre la variance calculée & partir de la formule de Black-
Scholes et celle calculée & partir de la formule de Hull et White.
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du S&P100 conduit aux meilleurs performances prédicatives de la volatilité
récente observée.

Pour comparer le pouvoir prévisionnel des deux volatilités & savoir la
volatilité historique et la volatilité implicite, CF ont utilisé les mémes tests
que Day-Lewis et Lamoureux-Lastrapes. Ils ont utilisé trois types d’équations
de régressions : la premiére équation régresse la volatilité réalisée, V;, sur la
volatilité¢ implicite, VI; V(T — t) = a + BV L(3,5) + &', la deuxiéme
équation régresse la volatilité réalisée, Vy, sur la volatilité historique, V0l60;

Vi (T —t) = o+ BV ol60,(1, j) + uss; et la troisiéme régresse la volatil-
ité réalisée, V¢, sur les deux volatilités: V(T —t) = o+ B,V L(¢,5)8, +
Vol60; (3, 5) + Cy i -

Contrairement & Day-Lewis et Lamoureux-Lastrapes, CF ont estimé la
VI, utilisée comme variable explicative dans les équations précédentes, a
partir d’'un modéle binomiale ajusté aux dividendes payés par les actifs. Ce
modéle est appliqué & des données tirées de I’ensemble des prix d’options
d’achats sur 'indice S&P100. Concernant la volatilité réalisée et la volatilité
hlstorlque la premlére est calculée en utilisant la formule suivante:

Vi, (le_q_ Zt (Re — )2)2 avec R = th 1 By, By = In (5¢/S:-1).
La deuxiéme représente l’écart-type annualisé des rendements de l’indice
S&P100 & travers les 60 périodes qui précédent la date de calcul de la VI.

Les résultats de ces tests montrent que présque pour tous les groups
d’options, la VI est non corrélée avec la volatilité future et contrairement, la
volatilité historique reste un bon estimateur de la volatilité récente obsérvée.

3 Les données et la méthodologie du travail:

Cette section expliquera, dans un premier temps, les données utilisées pour
faire ’étude. Une justification du choix des données sera aussi indiquée au
niveau de la partie relative a la description des données. Dans un deuxieme
temps, nous allons décrire la méthodologie adoptée pour réaliser ce travail;
nous allons plus précisement définir les critéres d’évaluation et présenter les
modeles choisis ainsi que les tests permettant de vérifier les résultats trouvés
au niveau des étapes antérieures.

1] ”

e, I'indice” i ” indique le group d’options a maturité i et P'indice
group d’options ayant comme valeur intrinséque j.

j 7 indique le
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3.1 Description des données:

Pour pouvoir atteindre nos objectifs, nous allons utiliser des données relatives
aux prix d’options d’achat sur l'indice boursier S&P500 (SPX) transigées a la
bourse de Chicago (CBOE)!?, disponibles pour les différentes dates et pour
plusieurs prix d’exercice. L’indice S&P500 représente une moyenne pondérée
des valeurs boursiéres des 500 plus grandes entreprises américaines ce qui en
fait une bonne approximation du portefeuille de marché et de 1’état de la
conjoncture.

Les options sur le S&P500 sont des options européennes (d’achat ou de
vente). Notre choix de ce type d’options est justifié par le fait que les condi-
tions d’application de la formule de Black-Scholes sont bien satisfaites sur le
marché d’options et sur 'indice boursier S&P500.

Notre échantillon’? est constitué de données journaliéres relatives aux
options disponibles sur le S&P500 et s’étalent du mois de Janvier 1987 au
mois d’Aotit 1997. Pour chaque date d’observation, les données contiennent:
le mois et le jour de maturité, le prix d’option, le type d’option (achat, vente),
le prix d’exercice, le taux d’intérét, la VI et le moneyness.

Le moneyness est une statistique permettant de classifier les options en-
tre elles. La valeur de moneyness est calculée selon la formule suivante:
moneyness = (S;/K)exp(—r(T — t)) avec; S le niveau courant de l'indice
S&P500, K le prix d’exercice, r le taux d’intérét et (T — t) représente la
maturité de option sur I'indice S&P500.

Pour éviter de prendre des options trop peu liquides, ou hors-cours, qui
peuvent signifier la présence d’arbitrage et biaiser les résultats, un filtrage de
données est fait par ’élimination de la base de données toutes les options;
ayant un prix inférieur & 3/8 U.S §, celles dont la maturité inférieure a 7
jours ou supérieure & un ans (360 jours) et finalement celles dont le prix est
inférieur a la valeur intrinseéque: maxz(0, S;— K B;((T—t))), avec B;((T'—t)) =
exp(—r(T —t)) : une formule d’actualisation. B;((T—t)) est toujours inférieur
a 1. Cette rélation implique que la valeur intrinséque d’une option d’achat
ne peut étre supérieure & son prix sans quoi, une opportunité d’arbitrage se
dessinerait.

12Chicago Board of Option Exchange, la premiére et aujourd’hui la plus grande bourse
de produits dérivés au monde.

13Dans notre étude, nous allons utiliser des options d’achats caractérisées par un
moneyness=(0,94-0,97) et par un jour maturité=(60-180).
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Le prix de l'indice sous-jacent est calculé simultanément avec les prix
d’options & la fermeture, ce qui diminue la possibilité de biais relié & la non-
synchronisation. Le taux de rendement de I'indice utilisé est la différenece
logarithmique quotidienne du niveau de I'indice R; = In(S;/S;_1).

3.2 La méthodologie du travail:

Cette sous-section & comme objectif d’expliquer la méthodologie suivie pour
répondre & la question posée. Tous les critéres d’évaluation et les tests qui
sont utilisés dans ce rapport de recherche seront exposés clairement au niveau
de cette sous-section.

La méthodologie que nous allons suivre est inspirée de celle de Day et
Lewis (1992), avec des changements au niveau des modeles GARCH ap-
pliqués pour examiner le contenu de la VI ainsi qu’au niveau de la méthode
utilisée pour estimer les VI.

3.2.1 Les modéles d’évaluation du contenu de la volatilité im-
plicite:

Un des objectifs principaux de cette étude, est d’examiner 'information con-
tenue dans la VI, en la comparant avec la volatilité conditionnelle des mod-
éles GARCH. Nous supposerons dans un premier temps que ces modéles
GARCH peuvent étre utilisés pour prévoir la volatilité future parce qu'’ils
constituent une structure plus générale pour évaluer 'information marginale
contenue dans la VI. Par conséquent, cette hypothése nous permet de tester
I’hypothése stipulant que la variance instantanée des rendements implicite
dans le prix d’une option d’achat sur 'indice S&P500 peut étre interprétée
comme une prévision ex-ante de la volatilité moyenne du sous-jacent sur la
période restant de la vie de I'option.

Ce test sera aussi effectué en introduisant la VI dans les modeéles GARCH,
comme une variable explicative exogéne. En outre, nous allons introduire au
niveau de ces modeéles une variable 2; qui dépend de la VI .

Les modeles d’évaluation de 'information contenue dans la VI que nous
allons utiliser peuvent étre résumé dans le modéle suivant :

Rm,t - Rf,t = ARMA(5, 5) (24)
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hi = w + agl | + Phi-1 + ¢z (25)

Zt—1 = 0’?_1 + Hzt_g (26)

Avec; h;_; la variance conditionnelle des rendements a la période t — 1,
Ry, ; le rendement du portefeuille du marché S&P500, Ry, le taux d’intérét
sans risque et €;—; représente le choc & la date t — 1 du processus générant
les rendements. Nous supposons que &; ~ N(0, h)

Nous allons étudier les cas suivants: casl ¢ =0 et 8 # 0, cas2 ¢ # 0 et
§=0,cas3p#0et@#0etcasda=0,8=0,0#0et =0

Le modele ARMA(5, 5) dans I’équation (24) permet de filtrer la série des
rendements en annulant la corrélation entre les résidus du processus générant
ces rendements. Le choix d’un ordre (5,5) pour le modele ARM A a été fait
en se basant sur les tests de Box-Pierce.

Les tableaux suivants illustrent les résultats des tests de Box-Pierce:

Table 1: Le test de Box-Pierce dans le cas de rendements simples
L’ordre de la statistique de Box-Pierce | Q P-value
11 5.52 | 0.018
12 5.76 | 0.056
13 6.76 | 0.079
14 8.41 | 0.077
15 9.33 | 0.096
16 12.06 | 0.06
17 12.15 | 0.095
18 14.12 | 0.078
19 17.22 | 0.045
20 20.29 | 0.026
21 20.53 | 0.038

Table 2: Le test de Box-Pierce dans le cas de rendements excédentaires
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L’ordre de la statistique de Box-Pierce | Q P-value
11 4.42 | 0.035
12 448 | 0.106
13 5.48 | 0.139
14 6.29 | 0.178
15 7.13 |0.21
16 8.36 |0.212
17 8.43 |0.295
18 13.6 | 0.092
19 16.09 | 0.064
20 16.21 | 0.093
21 16.22 | 0.132

Nous allons aussi estimer les modéles suivants :

Rm,t - Rf’t = U+ & (27)
hi = w + agl | + Phiy + dz_1 (28)
Zt—1 = Ut2—1 + Ozt_z (29)

Nous considérons les mémes cas que précédement. Nous allons également
appliquer ces modéles pour la série des rendements simples sans 'introduction
de la dynamique du taux d’intérét.

Notons que le choix d’'un modéle AR(1) et d’un modele ARMA(5,5)
pour modéliser les rendements & pour but d’étudier le comportement des
estimations des coefficients des modeles GARCH, dans le cas de données
filtrées et non filtrées.

Pour estimer ces modeéles GARCH, nous allons utiliser la méthode du
Quasi-Maximum de Vraisemblance (QMV)!* (Plus loin , nous allons faire un
rappel détaillé sur cette méthode et les hypohtéses de son application).

141 utilisation de la méthode du QMV au lieu de la méthode du MV se justifie par le fait
que les tests de normalité sur les ¢;/+/h; montrent que ces derniers ne sont pas distribués
selon une loi normale.

Ici, g; sont les résidus du processus générant les rendements.
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Le coeflicient ¢ dans 1'équations (28), peut étre interprété comme étant
une mesure de la contribution de la VI au changement de la variance condi-
tionnelle du rendement & travers le temps.

3.2.2 La comparaison des volatilités future avec les prévisions des
modeles GARCH :

Pour faire cette comparaison, nous allons utiliser le test hors 1’échantillon.
Ce test se base sur 1’équation de la régression suivante:

VFi1=0b0+bVie1 + &4y (30)

avec; V Fy . représente la prévision des résidus du processus générant les
rendements, V;, est une prévision de la volatilité par rapport & I'information
disponible & la date t et &, est I'erreur de prévision.

Ce type de régression permet d’examiner et de comparer les pouvoirs
prévisionnels de chacune des volatilités par rapport a la volatilité future
représentée dans notre cas par les prévisions des résidus du processus générant
les rendements.

4 Reésultats et Analyse:

Cette section se divise en deux parties. Dans la premiére partie, nous faisons
I’étude de la distribution des rendements en se basant sur certaines statis-
tiques. Cette étude sera éffectuée dans le cas de présence et de 1'absence de
la dynamique du taux d’intérét. Au niveau de la deuxiéme partie, nous
analysons les resultats de P'estimation des différents modeéles mentionnés
au niveau de la sous-section 3.2.1, et les résulats obtenus des tests hors
’échentillon.

4.1 Les caractéristiques statistiques des données:

Cette partie a pour objectif I’étude de la distribution des rendements. Autrement
dit, nous allons voir si les rendements et les bruits des processus générant ces
rendements suivent une loi normale.
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4.1.1 Les statistiques des rendements!®:

Table3: Les Statistiques des Rendements!® :

Rendements Excédentaires | Rendements Simples
Obsérvation 2692 2692
Moyenne -5.38 % 0.048 %
Ecart-type 1.87% 0.99%
Minimum -29.75% -22.82%
Maximum 2.86% 8.72%
Skewnes -2.84 (-60.25) -4.75 (-100.76)
Kurtosis 46.33 (459) 111.33 (1147.4)
J.B 9121209.1 1.24 108
Q-Statistique!” | 53704 123.2

Dans ce tableau nous avons présenté des statistiques sur les rendements
excédentaires et les rendements simples. Nous remarquons que les don-
nées sont trés variables. Cela se traduit par le fait que les coefficients
d’aplatissements (Kurtosis)'® des deux séries sont élevés: on parle de distribu-
tions dite leptokurtique. En outre, les coefficients d’asymétries'® (Skewnes)
des série de rendements sont différents de zéro, ce qui signifie que la distri-
bution de ces derniers différe de celle d’une la loi normale.

Les graphiques 1 et 2 permettent d’avoir une vue d’ensemble sur les ob-
servations. Les données semblent stationnaires, surtout dans le cas des ren-
dements simples.

Les deux tableaux suivants illustrent les autocorrélations des résidus dans
le cas d’'un modeéle ARMA(5,5). Ils montrent qu'’il y a une faible autocor-
rélation entre les résidus, et cela pour les deux séries de rendements & savoir

15Cas des options caractérisées par un moneyness=0.94-0.97 et un jour maturité=60-180.
16 es chiffres entre parenthéses correspondent & des tests de student
(t-statistques).

177] s’agit ici de la statistique de Box-Pierce permettant de tester I'existance d’une
autocorrélation entre les résidus.

181 ’aplatissement est le moment d’ordre 4 , il met en relation le nombre d’observations
extrémes face 4 la distribution théorique. Une variable distribuée selon une loi normale
doit avoir un coefficient d’aplatissement proche de 0.

191 ’asymétrie est le troisieme moment associé & la distribution d’une variable aléatoire,

dans ce cas, il s’agit du rendement du sous-jacent. Ce moment met en relation la moyenne
par rapport a la valeur médiane.
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les rendements excédentaires et les rendements simples.

Table4: Les autocorrélations des résidus dans le cas de rendements

excédentaires:
L’ordre 1 2 3 4
Les autocorrélations | -0.0016 | -0.0053 | 0.0086 | -0.0228
L’ordre 9 10 11 12
Les autocorrélations | -0.0028 | -0.0297 | 0.0085 | 0.0094
L’ordre 5 6 7 8
Les autocorrélations || 0.0081 | -0.002 | -0.018 | 0.007
L’ordre 13 14 15 16
Les autocorrélations |{ -0.0193 | 0.024 | 0.018 | 0.031

Table5: Les autocorrélations des résidus dans le cas de rendements simples:

L’ordre 1 2 3 4
Les autocorrélations | -0.0013 | -0.0008 | 0.0015 | -0.0084
L’ordre 9 10 11 12
Les autocorrélations | 0.0046 | -0.0292 | 0.0179 | 0.0046
L’ordre 5 6 7 8
Les autocorrélations || -0.0011 | 0.005 | -0.017 | 0.005
L’ordre 13 14 15 16
Les autocorrélations || -0.0192 | 0.017 | 0.017 | 0.021

4.1.2 Les statistiques des erreurs? et des erreurs au carré du pro-
cessus générant les rendements:

Le but de calculer les statistiques des erreurs est d’analyse leur distribution
de probabilité. L’identification de la distribution des erreurs peut aider a
choisir une méthode d’estimation des paramétres des modeéles. Ainsi, il n’est
pas efficace d’utiliser la méthode du Maximum de Vraisemlance (MV) si les
erreurs ne sont pas Gaussiennes, et par conséquent on doit utiliser la Méthode
de Quasi Maximum de Vraisemblance (QMV).

Cas de rendements modélisés sous forme d’un ARMA(5,5):

2071 s’agit ici des u; = /vt avec; les ; représentent les résidus du modele générant
les rendements. Nous supposons que &; ~ N(0, h;) et par conséquent u; ~ N(0,1).
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Table6: Les statistiques des u; et u? dans le cas des rendements simples
(Rmy = ARMA(5,5))

Mean | Sta.Dev | Min Max
ug | 0.0015 | 0.9664 | -8.9507 | 4.2882
u? | 0.9336 | 2.6906 |0 78.3203
Skewns Kurtosis
ug || -0.7407 (-15.6896%') | 8.5587 (58.8717%%)
uj

statistique de JB pour les u; = 19482.9948
()—statistique pour les uy = 72.4636
Table7: Les statistiques des u; et ut dans le cas des rendements
excédentaires (Rm: — Ryy = ARMA(5,5)):

Mean | Sta.Dev | Min Max
ug | -0.0213 | 0.9623 | -8.3435 | 4.2074
u? [ 0.9263 | 2.3865 |0 69.6143
Skewns Kurtosis
uy || -0.5864 (-12.4206) | 7.0199 (42.5740)
u? || - -
séatlsthue de JB pour les u; = 7429.4400
Q-statistique pour les u; = 78.786

Dans les tableaux 6 et 7, nous présontons les statistiques des séries des
erreurs, u; = £;/ \/h_t , et des erreurs au carré, ut Ces statistiques permettent
de vérifier la forme de la distribution de probabilité des erreurs, ainsi que
Pexistance d’autocorrélations entre eux.

Rappelons que la statistique de Box-Pierce (1970) est utilisée pour savoir
si les résidus sopt “ blanchis ”

. U u
Soit 7 —-—t——’%l—u la fonctlon d’autocorrélation, avec ry, = [ry, ..., Tk].

Sous I’ hypothese nulle que les résidus sont des bruits blanc, la statistique
de Box-Pierce est la suivante: Qg =T Ek= ra.

Sous cette hypothése, Qg suit asymptotiquement une x2(K — (p+gq)), ou
p est U'ordre de la partie autorégressif et g est ’ordre de la partie moyenne
mobile. Cependant, cette statistique n’est pas valide lorsque les erreurs sont
conditionnellement hétéroscédastiques.

2171 s’agit ici des t-statistiques calculées sous ’hypothése nulle
utilisée pour faire le test est égale & (ske — 0)/0ske.

221] s’agit ici des t-statistiques calculées sous ’hypothese nulle : kur = 0. La statistique
utilisée pour le test est égale & (kur — 0)/0kur.

: ske = 0. La statistique
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D’apreés les statistiques Skewns, Kurtosis et JB des erreurs u;, nous re-
marquons que ces derniers ne sont pas Gaussiens. En outre, la statistique de
Box-Pierce montre qu’il n’y a pas d’autocorrélation entre les u; 4 un niveau
de signification de 95%.

Cas de rendements modélisés sous forme d’un AR(1):

Table8: Les statistiques des u; et u? dans le cas de rendements simples
(Rt = p+ &)
Mean | Sta.Dev | Min Max
uy | -0.0012 | 0.9665 | -8.9301 4.3078
u? | 0.9338 | 2.6769 | 2.04 10~" | 79.7470
Skewns Kurtosis
ug || -0.7272 (-15.4046) | 8.5976 (59.2844)
u? |f - -
statistique de JB pour les u; = 19881.653
Q-statistique pour les u; = 52.4778
Table9: Les statistiques des u; et u? dans le cas de rendements
excedentaires (Rpm: — Rys = p+ €4):
Mean | Sta.Dev | Min Max
ug | -0.0158 | 0.9551 | -5.6543 2.8650

u? 1 09122 |1.2930 | 1.171107° | 31.9719
Skewns Kurtosis

ug || -0.2423 (-5.1329) | 2.7270 (-2.8908)
u? || - -
sttatistique de JB pour les u; = 24.0302
Q-statistique pour les u; = 32503, 8885

A partir des tableaux 8 et 9, nous pouvons tirer les mémes conclusions
que dans le cas précédent ( tableaux 6 et 7). La seule différence est que dans
le cas de rendements simples modélisés sous forme d’un AR(1) la statistique
de Box-Pierce reste significative 4 un niveau de signification de 95%, ce qui
signie I'existance d’une autocorrélation entre les u;. Ainsi, nous ne pouvons
pas utiliser la méthode du maximum de vraisemblence (MV) pour estimer les
modeéles GARC H, mais nous devons plutét utiliser la méthode du QMV?.

23’ application de la méthode du MV dans le cas des u; qui ne suivent pas la loi normale
centrée réduite conduit a des estimations non biaisées, mais qu’ont des variances fausses.

23



Rappelons que Pour estimer des modéles de type ARCH, GARCH, ...,
on utilise 'estimateur du QMV basé sur ’hypothése de la loi conditionnelle
normale.

Supposons que l;(y;, 0/y:-1) désigne la vraisemblance associé & y; con-
ditionnelle aux valeurs passé y;_; = (y, pour s < t — 1) , alors la fonc-
tion de vraisemblance conditionnelle de Yi,..., Y7 est: L(yy,...,y7,0/Y) =
lo(yo, O)TIL_,1+(y¢, 0/ys-1). Par conséquent, on définit I’estimateur optimal 4
comme suivant:

~QMV
GQ

= arg méaxL(yl, e y7,0/Y) (31)

Cet estimateur est appelé estimateur du QMV, et il depend 3 la fois de la
vraie distribution et de celle utilisée pour calculer la vraisemblance & savoir
la distribution de la loi normale. Sous certaines conditions de régularité
(voir Gouriéroux et Monfort, 1989), cet estimateur est convergent méme si
la véritable loi sous-jacent n’est pas conditionnellement normale. En outre,
cet estimateur est asymptotiquement normale et sa matrice de covariance
asymptotique robuste & ’hétéroscédasticité est :

Vs VT (07 — )] = JH1J !

avec;

J = ol ZLEbw)] o

I = EO[aIOE;tg!yﬂ! 6logal;!y,9!]

4.2 L’estimation et les tests hors échantillon pour les
différents modéles GARCH

4.2.1 Cas de rendements modélisés sous forme d’un AR(1) :

Dans un premier temps, nous allons considérer le cas ou les rendements sur
I'indice S&P500 sont modélisés sous la forme d'un AR(1). Les estimations
et les tests hors échantillon des différents modeles GARCH seront éffectués
dans le cas de présence et de I’absence de la dynamique de taux d’intérét.
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Tableau #10: L’estimation des différents modeéles GARCH:
(Cas de rendements exceédentaires modélises sous forme d’'un AR(1))
Taille de I’échantillon égale & 2000

R'm,t - Rf’t = A + & (1)
ht =W+ C¥€t2__1 + ,Bht_l + ¢zt_1 (2)

Z-1 =02 +02_5 (3)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
A [-5.25% | 0.1 |-49.8 |- -5.25% [ 0.1 |-49.7 | -
0 - - — - - - - -
w | 0.06 0.02 {236 |- 0.03 0.02 133 |-
a |0.18 0.04 | 3.9 - 0.2 0.05]3.85 |-
6 {08 0.04 | 176 |- 0.78 0.05 | 15 -
0 - - - - 2.84 2321122 |5.11
o |- R N _ N N N R
LL | -4049.2 -4046.7
Model3 Model4
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
A -525% (01 |-50 |- -5.47% | 0.07 [ -81.5 | -
0 -0.25 0.4 |-0.63|223 |- - - -
w 0.03 0.021.03 |- 4.44 0.36 | 12 -
o 0.2 0.05 | 3.9 - - - - -
I} 0.8 0.05(14.5 |- - - - -
6 - - - - 4.8 42.310.11 | 595.7
) 4.83 3.6 [1.34 | 735 |- - - -
LL || -4045.6 -4344.6

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de

NB:

*Es=Estimation, c=écart-type, t-st=test student, TLR=Test Likelihood

Ratio et LL=Log-Likelihood.
*Le modele3 est le modele (2) en haut du tableau.
-Le modélel est le modeéle3 avec ¢ = 0.
-Le modele2 est le modele3 avec § = 0.
-Le modele4 est le modele3 avec a =0, 3 =0¢et § =0.
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Tableau 11: L’estimation des différents modéles GARCH:
(Cas de rendements excedentaires modélises sous forme d’un AR(1))
Taille de ’échantillon égale & 2500
Rm,t - Rf,t =+ &t (1)
ht =W + a&'?_]_ + ﬂht_.l + ¢Zt_1 (2)
2t—1 = O'tZ_l + 921,..2 (3)

Modell Model2
Es o t-st TLR | Es o t-st | TLR
A |-5.25% |0.04 |-1355 |- -5.25% [ 0.03 |-138 | -
9 |- _ B B a _ . a
w | 0.02 0.008 | 2.17 | - 0.008 0.008 1.1 |-
a |[0.15 0.03 {447 |- 0.17 0.04 |42 |-
8 10.84 0.03 |244 |- 0.82 0.037 | 21.8 | -
) - - - - 1.6 1.02 | 1.55 | 5.5
¢) - - - - - - - -
LL | -4557.5 -4554.7
Model3 Model4
Es 1o t-st TLR | Es o t-st TLR
A -5.25% 10.04 |-139.8 |- -5.4% [0.05|-112.2 | -
0 -0.45 0.46 |-098 | 181 |- - - -
w 0.008 0.007 | 1.05 - 3.35 0.27 1 12.23 | -
oY 0.17 0.4 4.2 - - - - -
I5; 0.82 0.039 | 20.6 - - - - -
0 - - - - 25.6 34.410.75 1256
¢ 2.8 1.8 1.55 7.30 |- - - -
LL || -4553.84 -5182.6

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de
Vraisemblance (QMV).

NB:

*Es=Estimation, o=Ecart-Type, t-st=test student, TLR=Test Likeli-
hood Ratio et LL=Log-Likelihood.

*Le modele3 est le modéle (2) en haut du tableau.

-Le modelel est le modeéle3 avec ¢ = 0.

-Le modele2 est le modele3 avec § = 0.

-Le modele4 est le modele3 avec a =0, 3 =0¢et 8 = 0.
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Cas de rendements excédentaires: Pour un échantillon de 2000 ob-
servations, le tableau 10 montre les résultats de l’estimation des différents
modeles que nous avons présenté au niveau de la sous section 3.2. Il contient
les écart-types, le test de student des estimations ainsi que le test du rapport
de vraisemblance permettant de comparer les modéles entre eux.

Nous constatons que I'estimation de la moyenne, A, du processus AR(1)
générant les rendements excédentaires est négative, -5.25%, et significative
avec une t-statistique égale & 50. Dans le cas des rendements hebdomadaires
sur I'indice S&P100 modélisés sous forme d’'un M — GARCH, Day et Lewis
ont trouvé que ce coefficient est non significatif?*.

Nous remarquons aussi que les coefficients a et 3 reflétant, respective-
ment, la participation des résidus au carré passés du processus AR(1) et
des volatilités conditionnelles passées, & l'explication des volatilités condi-
tionnelles actuelles, h;, sont significatifs pour tous les modeéles. Concernant
I’estimation de la moyenne, w, des modeéles GARC H, celle-ci est significative
dans le cas des modéles 1 et 4 et non-significative pour le reste.

Les estimations des coefficients § et ¢, respectivement de la VI et de la
variable z;_1, sont non signifivatives pour tous les modéles, malgré que leurs
valeurs estimées sont assez élevées. La non signification de ces coeflicients
peut &tre expliqué, comme 'ont indiqué Day et Lewis, par des erreurs de
mesure relatives a la date de maturité, mais aussi par des erreurs de mesure
sur la VI

Concerne la comparaison des modéles, les valeurs de la fonction de vraisem-
blance et les tests du rapport de vraisemblance indiquent que le modéle con-
tenant la variable z; reste le meilleur parmi les autres & expliquer les volatilités
GARCH conditionnelles présentes.

Pour un échantillon de 2500 observations, le tableau 11 montre qu’il n’y
a pas de changements importants par rapport aux résultats trouvés pour
un échantillon de 2000. La seule différence est que le test du rapport de
vraisemblance testant le modéle 3 contre le modeéle 2, montre que ce dernier
est préférable au modele avec la variable z;.

La comparaison des modéles en se basant sur les tests hors échan-
tillon : Cas de rendements excédentaires modélisés sous forme d’un

24Nous signalons que Day et Lewis ont calculé les t-statistiques & partir de la vari-
ance calculée en utilisant la procedure de I'inférence robuste developpée par Bollerslev et
Wooldridge (1988).
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AR(1) : Cette comparaison sera basée sur le R? de la régression des volatil-
ités ex-post sur les prévisions des volatilités des modeles définis au niveau
de la sous-section 3.2.1. Nous allons considérer comme volatilité ex-post le
carré des résidus du processus générant les rendements excédentaires.

Le tableau 12 montre les résultats de l'estimation des coefficients de
I'équation régressant les volatilités ex-post sur les prévisions des modeles
GARCH, et c’est pour un échantillon de 692 observations.

Tablel2: Le pouvoir prédicatif des différents modéles?
VF=bo+ b Vit + &0

Vi b

GARCH 0.1814 (2.0221)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.1922 (2.4603)

GARCH avec la variable z(t) 0.2026 (2.7044)

La volatilité implicite seulement -16.3002 (-5.8028)
7 b, R
GARCH 0.4856 (5.3378) | 0.04
GARCH avec la volatilité implicite || 0.4415 (6.2099) | 0.053
GARCH avec la variable 2(t) 0.4215 (0.0661) | 0.0560
La volatilité implicite seulement 3.7675 (6.0618) | 0.0510

Nous constatons que les estimations du coefficient b; sont dans la plupart
des cas significatives, sauf pour le modele GARCH avec la variable z;. La
comparaison des R? montre que le meilleur modeéle, ou la volatilité ex-post
est mieux expliquée, reste le modele GARCH contenant la variable z;. Ce
résultat peut étre expliqué par le fait que la VI contient de 'information
relative & la volatilité ex-post.

Pour un échantillon de 192 [Tableau 13], nous avons trouvé des R? qui
sont nuls pour les modéles 2, 3 et 4. Le R? est non nul seulement dans le cas
du modéle GARCH, mais il reste faible. Une autre remarque importante est
que les estimations du coefficient b; sont dans tous les cas négatives et non
significatives. Ceux-ci s’explique par Pinsuffisance de la taille échantillonalle.

Ce résultat constitue un cas particulier o nous préférons le modéle GARCH
comme modele permettant de prévoir la volatilité ex-poste. Les tests du rap-
port de vraisemblance et les valeurs de la fonction de vraisemblance | voir le
tableau 11} confirment ce resultat.

%5Les chiffres entre parenthéses correspondent & un test de student ( t-statistique).
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Table13: Le pouvoir prédicatif des différents modéles
VFE1=bo+bi Vi + &

|4 bo

GARCH 1.1201 (3.6111)

GARCH avec la volatilité implicite | 1.0837 (3.2348)

GARCH avec la variable z(t) 1.0592 (3.1316)

La volatilité implicite seulement 1.3310 (1.2471)
Vi b R?
GARCH -0.0821 (-0.3185) | 0.001
GARCH avec la volatilité implicite || -0.0412 (-0.1735) | 0.000
GARCH avec la variable 2(t) -0.0224 (-0.0962) | 0.000
La volatilité implicite seulement -0.0483 (-0.1910) | 0.000

Cas de rendements simples:
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Tableau #14: L’estimation des différents modeles GARCH:
(Cas de rendements simples modélises sous forme d’un AR(1))
Taille de ’échantillon égale a 2000
Rm,t = A+ £t (1)
ht =w -+ O!E?_l + ,Bht_l + ¢Zt_1 (2)

Z-1=07_1 + 023 (3)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
A 1005% [0.02]251]|- 0.04% |0.02}213]|-
0 R _ _ N R _ _ _
w |0.04 003|112 |- 0.04 0.06 | 0.76 | -
a |0.12 0.08 | 1.56 | - 0.13 0.11 [ 1.17 | -
G 1084 0.09 | 8.92 | - 0.7 0.23 (0.96 | -
6 |- - - - 7 5.17 | 1.36 | 51.8
o |- N N _ N N N N
LL |-2534 -2508.2
Model3 Model4
Es o t-st TLR | Es o t-st | TLR
A 0.05% 0.02 2.6 - 0.04% |0.02]1.83]-
0 0.94 0.02149.23 [ 176 |- - - -
w 0.03 0.0310.92 |- 0.67 0.11]6.05| -
o 0.15 0.1 |147 |- - - - -
I5] 0.6 0.24 | 247 |- - - - -
6 - - - - 26.72 13.5]1.98 | 704
1) 0.9 06 |15 69.4 | - - - -
LL (| -2499.36 -2860.2

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de
Vraisemblance (QMV).

NB:

*Es=Estimation, c=écart-type, t-st=test student, TLR=Test Likelihood
Ratio et LL=Log-Likelihood.

*Le modele3 est le modele (2) en haut du tableau.

-Le modelel est le modéle3 avec ¢ = 0.

-Le modeéle2 est le modele3 avec § = 0.

-Le modéle4 est le modéle3 avec a =0, 3=0et 6§ =0.
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Tableau #15: L’estimation des différents modéles GARCH:
(Cas de rendements simples modelises sous forme d'un AR(1))

Rm,t =)\ + & (1)

Taille de ’échantillon égale a 2500

by = w+ et  + Bhior + dzi1 (2)
2t—1 = 0’?_1 + 9Zt__2 (3)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
A | 0.06% |0.01]4.05]- 0.06% 0.01 | 3.77 | -
] R _ R R _ N N _
w | 0.02 0.021.02]- 0.03 00211 -
a |0.10 0.07 (144 ] - 0.11 0.08(1.34 |-
6 | 0.87 0.08104 ] - 0.77 0.15 [ 5.18 | -
1) - - - - 4.78 3.02(16 |459
¢ |- _ R _ R N N _
LL |-2995.6 -2972.63
Model3 Model4
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
A 0.07% |0.01]4.12]- 0.05% |0.01]295]-
0 0.93 0.02 | 40 129 | - - - -
w 0.01 001]1 - 0.6 0.09 | 8.43 | -
1o 0.13 0.08 | 1.55 | - - - - -
I} 0.7 018137 |- - - - -
6 - - - - 24.5 11.3 | 2.16 | 835.4
) 0.55 04213 |58.8 |- - - -
LL || -2966.1 -3390.4

NB:

*Es=Estimation, oc=Ecart-Type, t-st=test student, TLR=Test Likeli-

hood Ratio et LL=Log-Likelihood.
*Le modele3 est le modele (2) en haut du tableau.
-Le modeélel est le modéle3 avec ¢ = 0.
-Le modeéle2 est le modéle3 avec 6 = 0.
-Le modele4 est le modeéle3 avec a =0, 3=0et § =0.
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Pour un échantillon de 2000 observations, le tableau 14 illustre les résul-
tats de l'estimation des différents modeles et les tests qui leurs correspon-
dent. Ces résultats montrent que les estimations de la constante dans le
modéle générant les rendements AR(1), sont significatives pour presque tous
les modeéles sauf pour le modéle 4. Contrairement, les estimations de w sont
non significatives sauf dans le cas du modéle 4.

Les estimations du coefficient o sont non significatives ce qui implique
que les résidus ne contiennent pas de l'information relative aux volatilités
GARCH. Contrairement, le coefficient § est significatif, sauf pour le mod-
éle 2. Par conséquent, nous pouvons dire que les volatilités conditionnelles
passées, h;_1, contribuent & expliquer les volatilités conditionnelles présentes.

Concernant les coefficients ¢ et ¢, le premier 4 une valeur estimée égale &
7, qui est assez importante, et le deuxieme & valeur estimée de 0.9, mais les
deux restent non-signifivatifs.

Les valeurs de la fonction de vraisemblance et les tests du rapport de
vraisemblance montrent que le meilleur modéle est celui qui contient la vari-
able z; [voir le tableau 14].

Pour un échantillon de 2500 observations, le tableau 15 ne montre pas de
grands changements en le comparant avec le tableau 14. La seule différence
est que l’estimation de la constante A est significative pour tous les modeéles
et celle du coefficient § devient significative dans le cas du modéle 2.

Dans ce cas nous obtenons les méme conclusions relative a la compariason
des modeles en utilisant les valeurs de la fonction de vraisemblance et les tests
du rapport de vraisemblance.

La comparaison des modéles en se basant sur les tests hors échan-
tillon : Cas de rendements simples modélisés sous forme d’un AR(1)

Tablel6: Le pouvoir prédicatif des différents modeéles
VFi1 =bo+ 01V + 60

Vs bo

GARCH 0.1146 (1.3227)
GARCH avec la volatilité implicite | 0.1036 (1.3863)
GARCH avec la variable z(t) 0.1205 (1.6986)
La volatilité implicite seulement -0.0806 (-0.6880)
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Vi b R?

GARCH 0.6407 (5.3523) | 0.040
GARCH avec la volatilité implicite || 0.5628 (6.6269) | 0.060
GARCH avec la variable z(t) 0.5288 (6.8258) | 0.063
La volatilité implicite seulement 0.5502 (0.0994) | 0.042

Le tableau 16 présente les résultats des tests hors échantillon pour une
taille échantillonnalle de 692 observations. D’aprés ce tableau nous remar-
quons que les estimations du coefficient b; sont significatives pour tous les
modéles a I'excéption du modele contenant la VI seulement. Les valeurs de
R? indiquent que le modéle avec la variable 2 explique mieux la volatilité
ex-post. Pour une taille échantillonnalle de 192 [tableau 17], nous constatons
que les estimations de b; sont non-significatives, mais elles restent impor-
tantes dans le cas du modéle contenant la variable z;. Les R? sont faible dans
ce cas, mais ils permettent toujours d’avoir les méme conclusions que pour
un échantillon de 692. La non-signification du coefficient b; peut se justifie
par l'insuffisance des données.

Tablel7: Le pouvoir prédicatif des différents modeéles
VEFi1=0bo+ b Vi1 +&1q

Vi bo

GARCH 0.9102 (2.8703)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.7376 (2.0037)

GARCH avec la variable z(t) 0.6232 (1.6706)

La volatilité implicite seulement 0.9252 (2.6589)

V¢ b1 R

GARCH 0.0225 (0.0689) { 0.000
GARCH avec la volatilité implicite || 0.1566 (0.5457) | 0.002
GARCH avec la variable 2(t) 0.2366 (0.8555) | 0.004
La volatilité implicite seulement 0.0046 (0.0195) | 0.000

4.2.2 Cas de rendements modélisés sous forme d’un ARMA(5,5) :

Nous allons et pour ce qui reste de cette section, travailler sur un échantillon
de rendements filtré, modélisé sous forme d’'un ARMA(5,5). L’intérét de
ce modele et qu’il permet de filtrer la série de rendements en annulant la
corrélation entre les résidus.

Comme pour les rendements filtrés, nous allons appliquer cette étude &
des rendements excédentaires et simples ¢’est-a-dire en présence et en absence
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de la dynamique des taux d’intéréts. L’étude sera aussi appliquer pour deux
tailles échantillonnales de rendements: 2000 et 2500.

Cas de rendements excédentaires: A la différence des tableaux présen-
tés en haut, le tableau 18 ne contient plus les estimations de la constante
du processus générant les rendements ainsi que les tests de student qui leurs
correspondent.
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Tableau 18: L’estimation des différents modeéles GARCH
(Cas de rendements excédentaires modelises sous forme d'un ARMA(5,5))
Taille de ’échantillion égale & 2000
Rfm,t - Rf,t = ARMA(E)a 5) (1)

ht =w + ag? | + Bhi_1 + ¢z (2)
21 =02 | + 029 (3)
Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
] - - - - - - - -
w | 0.05 0.03]1.71 |- 0.09 0.0811.02 -
a |0.15 0.06 | 2.50 | - 0.18 0.11|1.60 | -
I} 0.80 0.07}11.7 |- 0.55 0.28 | 2.00 | -
6 - - - - 11.30 7.451 1.51 | 63.9
o |- _ R _ N R R _
LL | -2611.9 "2579.93
Model3 Model4
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
0 0.94 0.02 | 56.6 | 17.58 | - - - -
w 0.03 0.04]091 |- 0.73 0.1 [6.85]-
Q 0.20 0.06 | 3.32 | - - - - -
3 |[04 0.12 | 3.22 |- 3 - |-
6 1.29 - - - 28.21 13.1 | 2.15 | 699.9
10} 1.29 0.66 [ 1.94 | 81.51 | - - - -
LL || -2571.14 -2929.87

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de
Vraisemblance (QMYV).

NB:

* Es=Estimation, o=écart-type, t-st=t-student, TLR=Test Likelihood
Ratio et LL=Log-Likelihood.

*Le modéle3 est le modéle (2) en haut du tableau.

-Le modelel est le modele3 avec ¢ = 0.

-Le modeéle2 est le modéle3 avec § = 0.

-Le modele4 est le modele3 avec a =0, 3=0¢et 8 =0.
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.Tableau #19: L’estimation des différents modéles GARCH:
(Cas de rendements excedentaires modelises sous forme d’'un ARMA(5,5))

Taille de ’échantillon égale & 2500

Rq-mt - Rf’t = ARMA(5, 5) (1)

21 =041 + 023 (3)

ht =w -+ asf_l + ,Bht—l + ¢Zt_1 (2)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
g 1- _ _ - - ; - _
w | 0.03 0.02]1.77] - 0.03 0.03 | 1.31 -
a {013 0.05 | 2.62 | - 0.13 007118 |-
6 |0.83 0.06 | 15.1 | - 0.72 0.13 | 5.68 | -
6 |- - - - 6.41 2971216 | 56.9
o |- N N _ N N N N
LL | -3086.6 -3058.1
Model3 Model4
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
0 0.95 0.023 | 40.5 | 13.8 | - - - -
w 0.01 0.017 [ 0.75 | - 0.63 0.08 | 7.26 | -
oY 0.14 0.013 ] 10.5 | - - - - -
I} 0.67 0.13 |53 |- - - - -
) - - - - 25.8 10.9 | 2.35 | 834.5
) 0.54 032 (1.7 | 708 |- - - -
LL || -3051.2 -3475.4

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de
Vraisemblance (QMV).

NB:

* Es=Estimation, oc=Ecart-Type, t-st=test student, TLR=Test Likeli-
hood Ratio et LL=Log-Likelihood.
*Le modele3 est le modele (2) en haut du tableau.
-Le modeélel est le modeéle3d avec ¢ = 0.
-Le modele2 est le modeéle3 avec 6 = 0.
-Le modeéle4 est le modeéled avec a =0, 3 =0et 6 =0.
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Pour un échantillon de 2000 observations, nous constatons que les esti-
mations de la moyenne, w, sont souvent non significatives, ce qui signifie que
nous sommes en présence de modeéles GARCH sans tendance. Mémes ré-
sultats sont obtenus par Day et Lewis pour des rendements hebdomadaire
(chaque mercredi).

Les estimations du coefficient du lag des erreurs du processus générant les
rendements, o, sont significatives dans le cas du modeéle 1 et 3 sauf pour le
modéle 2, mais elles restent faibles par rapport aux estimations du coefficient
du lag de la volatilité conditionnelle, 3, qui sont significatives pour tous les
modéles.

Concernant les coefficients § et ¢, respectivement, de la VI et de la vari-
able 2;_1, nous remarquons, comme pour Day et Lewis, que ’estimation du
coefficient § dans le modele 2 est assez grande 11.3 avec un écart-type de 7.45,
mais elle reste non significative. Pour des rendements hebdomadaires chaque
mercredi, Day et Lewis ont trouvé que ce coefficient est significatif (0.318)
avec une t-statistique égale & 3. Pour le modeéle 4 ’estimation de ce coefhi-
cient (28.21) est significative avec un écart-type de 13.1, ce qui représente le
contraire du cas des rendements non filtrés, ainsi on a la méme conclusion
que dans le cas de Day et Lewis.

La signification du coefficient §6 dans le modele 4 suggére que les prix
d’options d’achat sur I'indice S&P500 contiennent de information relative a
la volatilité conditionnelle GARCH, et par conséquent ils peuvent contenir
de Pinformation relative & la volatilité future. L’estimation du coefficient ¢
dans le modele 3 est égale & 1.29 avec un écart-type de 0.66. Ce coefficient
est non significatif avec une t-statistique égale & 1.94.

Pour confirmer les résultats ci-dessus et pour comparer les quatre modeles
que nous avons utilisé pour mesurer 'information contenue dans la VI, nous
avons calculé la valeur de la fonction de vraisemblance pour les différents
modeles et nous avons effectué des tests de rapport de vraisemblance.

En se basant sur les valeurs de la fonction de vraisemblance, nous pou-
vons dire que le meilleur modéle reste le modeéle 3 contenant la variable z
qui dépend de son coté de la VI [Voir tableau 18]. Les tests du rapport
de vraisemblane, pour un niveau de signification de 95% , confirment ce ré-
sultat: dans le cas de I’hypothése nulle § = 0, permettant de comparer le
modele GARCH avec le modéle GARCH + V1, la valeur de la fonction de
vraisemblance est égale & 63.9, ce qui signifie que le modeéle 2 est préférable

au modele 1, dans le cas de ’hypotheése nulle § = 0, permettant de comparer
le modéle GARCH + VI avec le modéle GARCH + Z(t) , la valeur de la
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fonction de vraisemblance est égale a4 17.58, d ’ou le modéle 3 est préférable
au modele 2, dans le cas de I'hypothése nulle ¢ = 0, permettant de comparer
le modéle GARCH avec le modéle GARCH + Z(t) , la valeur de la fonc-
tion de vraisemblance est égale & 81.51, ce qui signifie que le modele 3 est
préférable au modéle 1 et dans le cas de 'hypothése nulle a = 0 et 8 = 0,
permettant de comparer le modéle GARCH +V I avec le modéle contenant
la VI seulement, la valeur de la fonction de vraisemblance est égale 4 699.885
et par conséquent le modéle 2 est préférable au modéle 4.

A noter que puisque le modele 4 est contenu dans le modéle 2 et que ce
dernier est préférable par rapport au premier, alors cela signifie que la VI est
insuffisante pour expliquer l'information que contient le modéle GARCH.

D’aprés Day et Lewis, pour des rendements hebdomadaire sur l'indice
S&P100, Pinsuffisance de la VI pour expliquer la volatilité conditionnelle
GARCH s’explique par la présence des erreurs de mesure relative a la ma-
turité et la variabilité des erreurs d’estimation.

Nous concluons que si 'estimation de la VI n’est pas biaisée et si le
marché des options sur I'indice S&P500 est efficient, alors la VI refléte toute
Pinformation contenue dans les series des rendeemnts passés.

Pour un échantillon de 2500 observations [voir tableau 19], nous consta-
tons que les estimations de la moyenne , w, sont souvent non significatives,
sauf dans le cas du modeéle 4. Par conséquent nous pouvons tirer la méme
conclusion que précédement & savoir que nous sommes en présence de modeéles
GARCH sans tendance.

Les estimations du coefficient a du lag des erreurs du processus générant
les rendements sont significatives dans le cas du modele 1 et 3, sauf pour
le modele 2. Mais elles restent faibles par rapport aux estimations du co-
efficient 3, du lag de la volatilité conditionnelle, qui sont significatives pour
tous les modeles. Pour les autres coeflicients, 6 et ¢ , nous remarquons que
I’estimation du coefficient § dans le modeéle 2 est assez grande et significa-
tive. De méme, pour le modeéle 4, 'estimation 6 reste significative. Ce qui
implique que la volatilité implicite peut expliquer la volatilité conditionnelle
et par conséquent elle peut contenir de I'information relative & la volatilité
future. L’estimation du coefficient ¢ est égale a 0.54, cette estimation est
non sgnificative avec une t-statistique égale & 1.7.

De la méme facon que pour un échantillon de 2000 observations, les
valeurs de la fonction de vraisemblance et les tests du rapport de vraisem-
blance nous indiquent le meilleur modéle que nous pouvons utiliser pour
mesurer l'information contenue dans la volatilité implicite dans le but de
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prévoir la volatilité future. En se basant sur les valeurs de la fonction de
vraisemblance, nous pouvons dire que le meilleur modele est celui qui con-

tient la variable 2; . Les tests du rapport de vraisemblance confirment ce
résultat.

La comparaison des modéles en se basant sur des tests hors échan-
tillon :Cas de rendements excedentaires modélisés sous forme d’un
ARMA(5,5) Le tableau 20 montre les résultats de ’estimation de I’équation
régressant les volatilités ex-post sur les prévisions des modéles GARCH.

Table20: Le pouvoir prédicatif des différents modeles?® :
VFEi=by+bi Vi1 + &0

Vi bo

GARCH 0.1138 (1.3311)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.1072 (1.4320)

GARCH avec la variable z(t) 0.1314 (1.9010)

La volatilité implicite seulement -0.0699 (-0.5907)
Vi b R?
GARCH 0.6330 (5.7007) | 0.045
GARCH avec la volatilité implicite || 0.5402 (6.8435) | 0.064
GARCH avec la variable z(t) 0.5011 (7.1991) | 0.07
La volatilité implicite seulement 0.5199 (5.5401) | 0.043

D’aprés ce tableau, les estimations de b; sont dans tous les cas significa-
tivement différentes de 0, ceux-ci restent proche des résultats obtenus par
Day et Lewis pour des rendements hebdomadaires. Nous constatons aussi
que le modéle contenant la variable z; est le meilleur avec un R? égal & 0.07,
ensuit, on trouve le modéle GARCH+VI avec un R? égal 3 0.064, en troisiéme
position nous trouvons le modéle GARCH avec un R? de 0.045 et enfin il y a
le modéle avec la VI seulement dont le R? égal 4 0.043. Par conséquent, nous
pouvons dire que les modéles GARCH contenant la volatilité implicite ou
une variable qui dépend de celle-ci, sont les meilleurs & utiliser pour prévoir
la volatilité future.

Pour un échantillon de 192 observations, le tableau ci-dessous [Tableau
21] montre que le R? est plus grand dans le cas de prévisions du modele 3.
Donc, nous pouvons tirer les mémes conclusions que pour un échantillon de

26Les chiffres entre les parenthéses correspondent & un test de student ( t-statistique).
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692 observations & savoir que le modéle contenant la variable z;, constitue
le meilleur modéle & utiliser pour prévoir la volatilité future. Ceux-ci veut

dire que les prix des options peuvent contenir de 'information relative aux
volatilités & venir.

Table21: Le pouvoir prédicatif des différents modeles
VE=bo+ b0 Vi + &

Vi bo

GARCH 0.8137 (2.8949)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.6376 (1.8491)

GARCH avec la variable z(t) 0.4956 (1.3991)

La volatilité implicite seulement 0.9910 (2.8906)
V; b R?
GARCH 0.1492 (0.5394) | 0.002
GARCH avec la volatilité implicite || 0.2441 (0.9621) | 0.005
GARCH avec la variable z(t) 0.3343 (1.3508) | 0.010
La volatilité implicite seulement -0.0235 (-0.1060) | 0.000

Cas de rendements simples: En comparant ce cas [Tableau 22] a celui
ou la dynamique des taux d’intérét est présente au niveau des rendements,
nous remarquons que, différemment de celui-la, 'estimation du coefficient o
n’est pas significative pour le modéle 1. Sachant que « est le coefficient des
résidus du processus générant les rendements, nous pouvons dire que les taux
d’intéréts ont influencé ces estimations.

Concernant le reste des coefficients, le tableau indique qu’il n’y a pas de
grands changements, ¢’ est-a-dire que les résultats ressemblent & ceux trouvés
au niveau de la partie précédente.

Pour le choix du meilleur modéle permettant de mesurer I'information
contenue dans la VI, nous avons utilisé les mémes outils que précédement
a savoir les valeurs de la fonction de vraisemblence et les tests du rapport
de vraisemblance. En se basant sur ces statistiques, nous avons abouti aux
mémes conclusions qu’en haut, ¢’ est-a-dire que le modeéle 3 est le meilleur
parmi les autres.

Pour un échantillon de 2500 observations, les résultats du tableau 23,
montrent que les estimations de la constante w sont non snificatives pour
tous les modeéles. Le coefficient o est non-significatif, sauf dans le cas du
modeéle 3 contenant la variable 2z;. Pour le coefficient 3 , nous remarquons
qu’il est significatif pour tous les modéles.
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Concernant les coefficients § et ¢, nous constatons que § est significatif
pour le modéle 4, ce qui implique que VI peut contenir de 'information rela-
tive & la volatilité future. Contrairement le coefficient ¢ est non sgnificative.

Les valeurs de la fonction de vraisemblance et les tests du rapport de
vraisemblance indiquent que le meilleur modeéle est celui qui contient la vari-
able z, (modéle 3).
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.Tableau #22: L’estimation des différents modeles GARCH:
(Cas de rendements simples modelises sous forme d’'un ARMA(5,5))

Taille de 1’échantillon égale a 2500
Bmt = ARMA(5,5) (1)

b =w+ae?_; + Bhiy + dz_1 (2)
21 =02 + 025 (3)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
] - - - - - - - -
w |{0.02 0.01]1.26]|- 0.02 0.01]1111-
a |0.1 0.06 [ 1.68 | - 0.1 0.07 | 1.46 | -
8 10.88 0.05 [ 15.6 | - 0.8 0.12 | 6.58 | -
) - - - - 4.26 248 (1.71 | 414
¢ — - - - - - - -
LL | -2999 -2978.31
Model3 Model4
Es o) t-st | TLR | Es o t-st | TLR
0 0.93 0.03]33.8]8.1 - - - -
w 0.01 00111 |- 0.54 0.06 -
« 0.11 0.01 |11.3]- - - - -
I} 0.74 0.1 |741}- - - - -
) - - - - 25.6 11 2.31 | 745.52
) 0.44 0241 1.78 1 49.5 | - - - -
LL (| -2974.25 -3351

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de

NB:

Vraisemblance (QMV).

*Es=Estimation, c=écart-type, t-st=test student, TLR=Test Likelihood
Ratio et LL=Log-Likelihood.
*Le modele3 est le modele (2) en haut du tableau.
-Le modelel est le modéle3 avec ¢ = 0.
-Le modele2 est le modeéle3 avec 6 = 0.
-Le modeéle4 est le modéled avec a =0, 6 =0et 8 =0.
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Tableau #23: L’estimation des différents modeles GARCH:
(Cas de rendements simples modélises sous forme d'un ARMA(5,5))
Taille de I’échantillon égale & 2000
R.,.:.= ARMA(5,5) (1)
ht =w -+ ozaf_l + ,Bht_l + ¢Zt_.1 (2)

Zt-1 = 0'?_1 + 9zt_2 (3)

Modell Model2
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
9 N N - - N N N _
w | 0.03 0.021.31]- 0.03 0.04]0.86 | -
a |0.11 0.07]1.69 | - 0.12 0.09 | 1.28 | -
G |0.85 0.08 1 10.8 { - 0.73 0.17 | 4.09 | -
) - - - - 6.08 3.87 | 1.56 | 46.2
d |- - _ _ N R - _
LL }-2531.4 -2508.29
Model3 Model4
Es o t-st | TLR | Es o t-st | TLR
0 0.93 0.021459 134 |- - - -
w 0.02 0.02]0.85 ] - 0.63 0.08 | 7.75 | -
« 0.13 002165 |- - - - -
I} 0.65 0111556 |- - - - -
0 - - - - 28.01 13.2 | 2.12 | 843.16
10) 0.68 0.39 | 1.76 | 59.7 | - - - -
LL || -2501.5 -2929.87

*Les estimations sont faites par la méthode du Quasi-Maximum de
Vraisemblance (QMV).

NB:

*Es=Estimation, c=écart-type, t-st=test student, TLR=Test Likelihood
Ratio et LL=Log-Likelihood.

*Le modele3 est le modéle (2) en haut du tableau.

-Le modeélel est le modéle3 avec ¢ = 0.

-Le modeéle2 est le modele3 avec § = 0.

-Le modeéle4 est le modéle3 aveca =0, 3=0¢et § =0.
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La comparaison des modéles en se basant sur des tests hors échan-
tillon :Cas de rendements simples modélisés sous forme d’un ARM A(5, 5)

Table24: Le pouvoir prédicatif des différents modéles
VE1=by+bi Vi +&,

Vi bo

GARCH 0.1182 (1.3735)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.1057 (1.4213)

GARCH avec la variable z(t) 0.1263 (1.7784)

La volatilité implicite seulement -0.0275 (-0.2519)
Vi b R?
GARCH 0.6463 (5.4192) | 0.041
GARCH avec la volatilité implicite || 0.5696 (6.7011) | 0.061
GARCH avec la variable z(t) 0.5354 (6.7925) | 0.063
La volatilité implicite seulement 0.5198 (5.5122) | 0.042

Table25: Le pouvoir prédicatif des différents modeles.
VE 1 =by+b01 Vi +&

Vi bo

GARCH 0.8648 (2.7507)

GARCH avec la volatilité implicite | 0.6756 (1.8337)

GARCH avec la variable z(t) 0.5968 (1.6324)

La volatilité implicite seulement 0.8921 (2.7442)
7 by R
GARCH 0.0661 (0.2034) | 0.000
GARCH avec la volatilité implicite || 0.2028 (0.7028) | 0.003
GARCH avec la variable 2(t) 0.2577 (0.9321) | 0.005
La volatilité implicite seulement 0.0241 (0.1081) | 0.000

Les résultats des tableaux 24 et 25 ci-dessus ressemblent beaucoup a ceux
obtenus dans le cas de rendements simples modélisés sous forme d’un AR(1),
par conséquent nous pouvons tirer les mémes conclusions & savoir que le
modeéle contenent la variable 2; explique mieux la volatilité ex-post.

Puisque la variable z; dépend de son c6té de la VI, nous pouvons donc
dire que cette derniére contient de l'information permettant d’expliquer et
de prévoir la volatilité future.
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5 Conclusion:

Sur la base des travaux recents de la litterature, nous avons réussi & construire
un modéle qui permet de bien mesurer l'information contenue dans la VI et
de voir si celle-ci est capable de prévoir la volatilité future. La superiorité de
ce modéle, par rapport aux autres, a été vérifiée par des tests hors échantillon.

Nous avons estimé et testé 4 modéles, en se basant sur un méme échan-
tillon de rendements, mais utilisé de différentes maniéres. Dans un premier
temps nous avons procédé a la modélisation des rendements sous la forme
d’un modele ARMA(5,5) et cela pour pouvoir éliminer I'impact que peut
entrainer la corrélation des bruits du processus générant les rendements sur
les estimations. Dans un deuxiéme temps, nous avons considéré le processus
des rendements comme étant égal & un AR(1). D’un autre coté, pour voir
I'influence de la dynamique des taux d’intérét sur les estimations, nous avons
appliqué I’étude a des rendements simples et des rendements excédentaires.

En suivant la démarche précédente, nous avons abouti aux deux con-
clusions principales suivantes: la premiére est que le modéle contenant la
variable z; qui dépend de la VI, constitue le meilleur modéle permettant de
mesurer l'information contenue dans la VI. La deuxiéme est que puisqu’il y
a des modeles ou les coefficients estimés de la VI, ou d’une variable z; qui
dépend de celle-ci, sont significatifs, alors la VI peut contribuer & prévoir
la volatilité future. Les tests du rapport de vraisemblance et les tests hors
échantillon confirment ces conclusions en testant 'importance d’un modeéle
contre les autres.
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6 Appendices:

Appendicel: La méthode numérique pour le calcul de la VI a
partir du modéle de Black et Scholes: Soit la formule de Black-Scholes
suivante:

*Pour une option d’achat:

G(St,t) = Gy = SeN(d1) — K exp(—r(T —t))N(dz)

avec;

di = (In(S¢/K) + (r + 0.502)(T — t)) /o /(T — t);
d2=d1—0' (T-—t);

*Pour une option de vente:

P = K exp(—r(T — t))N(dz) — SeN(—d1) (32)

Si on suppose qu’on connait C; (ou P;) du marché et les autres paramétres
de la formule de Black-Scholes, sauf la VI o, alors on peut déduire cette
derniére en solutionant I’équation suivante:

g9(o) = Ct — G(S,1) =0 (33)

Nous pouvons utiliser la méthode de Newton-Raphsan?®’ pour solutionner
numériquement P’équation g(c). Nous commencons avec un point initial og
et nous convergeons vers la solution selon le processus suivant:

oit1 = 0i — g(0i)/g'(0%) (34)

i : indique le nombre d’itérations.

On arréte la procédure une fois qu'on a : | 041 — 0; |< €, o0l € est le
niveau de précision désiré.

Nous pouvons appliquer cette méthode pour les différentes options et
durant tous les jours des observations.

27Voir le livre de Hamilton (1994), page 138-139.
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Appendice2: La deuxiéme méthode d’estimation de la volatilité
utilisée par Day et Lewis: Pour estimer la VI, Day et Lewis ont utilisé
la formule de Black-Scholes ajustée & une option américaine et & la présence
de dividendes qui sont payés durant la vie de ’option d’achat. Cette formule
est donnée par 1’équation suivante:

Ci(K, (T - 1)) = (I, - PVi(D((T - 1))))N(d1) — K exp(—r(T - t))N(d(23)5)

ou;

dy = {In[(Li—PY(D((T—))))/ K exp(~r(T—t)]+1/20XT—1)} o/ T =

d2 "—‘dl —G\/(T—t);

avec;

I, : le niveau courant de I'indice;

PVi(D((T —t))) : la valeur présente de tous les dividendes payés durant
la vie de 'option;

N(.) : la fonction de répartition de la loi normale;

La procédure d’estimation de la VI suivie par Day et Lewis est celle de
Whaley qui se base sur une approche de régression non-linéaire. En don-
nant une estimation initiale de la VI, oo((T —t)), 'estimateur de la volatilité
présente, o((T — t)), pour une date d’expiration (T' — t) est obtenue en min-
imisant la fonction suivante:

Nt

Z(5K,(T—t)(CK,(T—t) ~ Ck(oo((T - 1))))? (36)

K=1

avec;

8k (r—t) : la proportion du volume des transactions sur les options dont la
date d’expiration (T — t) et le prix d’exercice K;

Nr : le nombre de prix d’exercices pour une date d’expiration donnée
(T —t).

A chaque itération, l'estimateur de la VI présente est donné par:

o((T —t)) = oo((T — 1)) + [(2X) (X)] 7 (2X) QY (37)

avec;
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2 : la matrice diagonale d’ordre (N(r—s), Ni7—y)) et dont les éléments diag-
onales sont égaux aux pourcentages des volumes de transactions des options
d’achat dont la date d’expiration est égale a (T — t);

X : un vecteur d’ordre (N(7_y,1) composé des dérivés des prix des op-
tions, dont la date d’expiration est (T — t), par rapport & la volatilité du
sous-jacent. Ces dérivés sont évalués & la valeur initiale oo((T — t)).

Y : un vecteur d’ordre (N(z—),1) composé des différences entre les prix
présents réels et les prix théoriques des options (cx: — ck(ao((T — t)))). Ces
différences des prix sont évaluées pour oo((T - t)).

Nous choisissons o((T' — t)) qui répond au critére de précision que nous
avons fixé a ’avance.
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