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SOMMAIRE 

La modélisation du taux d'intérêt a été introduite par Oldrich Vasicek en 1977 

avec le développement du modèle de Vasicek. À partir de ce modèle, les formules 

de prix de produits dérivés de taux d'intérêt ont été obtenues dont les plus connus 

sont les obligations à coupon zéro et les options européennes. 

Or, peu a été fait dans le cadre de la variance de ces mêmes produits dérivés 

de taux d'intérêt : le but est d'explorer ce domaine. Nous développerons ainsi 

les formules de variance d'obligation à coupon zéro, d'option européenne et de 

contrat à terme standardisé tout en calculant le prix théorique correspondant. 

L'environnement mathématique nécessaire est celui de la théorie des équations 

différentielles stochastiques: le lemme d'Itô et les techniques comme le théorème 

de représentation de Feynman-Kac simplifient grandement l'évaluation de ces pro

duits dérivés de taux d'intérêt. Comme ce mémoire a des applications financières, 

nous ne discuterons pas de la théorie de la mesure et d'intégration sous-jacente à 

la théorie mathématique pour ne pas diverger du but fixé. 

Mots clés : modèle de Vasicek, prix de produit dérivé de taux d'intérêt, 

variance de produit dérivé de taux d'intérêt, obligation coupon zéro, option eu

ropéenne, contrat à terme standardisé. 
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SlJMMARY 

Interest rate models have been introdueed by Oldrich Vasicek in 1977 with 

the development of the Vasicek model. With this model, formulas for the price of 

interest rate derivatives have been found and formulas for the priee of zero-coupon 

bonds and european options are weIl known. 

Yet, little research has been done on the variance of such interest rate deri

vatives : the goal of this thesis is to start fiIling in this gap. Thus, we will deve

lop formulas for the variance of zero-coupon bond, european option and futures 

contract while calculating their theoretical price. 

The mathematical framework involved in obtaining the formulas is the theory 

of stochastic differential equations : Itô's Lemma and techniques like the stochastic 

representation formula of Feynman-Kac will simplify the valuation of interest rate 

derivatives. Sinee this thesis is intended for financial applications, we will not 

discuss the integration and measure theories underlying the theory so that we do 

not diverge from our goal. 

Keywords : Vasicek model, pnee of interest rate derivatives, varianee of 

interest rate derivatives, zero coupon bond, european option, futures contract. 
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INTRODUCTION 

Un produit dérivé de taux d'intérêt est un titre financier dont la valeur est 

dépendante du taux d'intérêt. Le marché des produits dérivés de taux d'intérêt 

est le marché financier le plus important: selon le International Swaps and Deri

vatives Association, 80% des 500 plus grandes compagnies mondiales utilisent les 

produits dérivés de taux d'intérêt pour contrôler leur flux monétaire. 

Comme tout produit dérivé, les investisseurs cherchent à utiliser les produits 

dérivés de taux d'intérêt pour maximiser leur profit et diminuer leur risque associé 

à d'autres actifs financiers. Ils peuvent alors estimer le prix réel du produit dérivé 

par un prix théorique en se basant sur un modèle de taux d'intérêt. Puisque les 

taux d'intérêt fluctuent dans le temps de manière imprévue, le prix théorique 

est, lui aussi, déterminé par un processus stochastique. En sus du prix théorique, 

pourrait-on connaître la variabilité associée à ce processus stochastique? Vu que 

le prix: du produit dérivé de taux d'intérêt ne nous apporte aucune indication sur 

sa variabilité associée, la variance théorique nous apporte ainsi des informations 

sur ce sujet. Par exemple, on pourrait comparer la variance théorique d'un même 

produit dérivé sur différentes années afin de déterminer la stabilité du produit 

dérivé à travers le temps. Le but de ce mémoire est ainsi de calculer le prix et la 

variance théorique de produits dérivés de taux d'intérêt dans un marché financier. 

L'objectif de ce mémoire est de montrer que, si nous pouvons calculer le prix 

théorique d'un produit dérivé de taux d'intérêt à partir d'un modèle donné, il 

est alors possible de trouver la variance théorique d'un produit dérivé de taux 

d'intérêt. Cependant, comme la complexité des calculs augmente rapidement, 

nous nous concentrons sur un modèle de taux d'intérêt simple, qui est celui du 

modèle de Vasicek. 
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Vu que les formules de variance et certaines formules du prix des produits 

dérivés de taux d'intérêt ne se retrouvent pas dans la littérature, nous faisons 

une simulation pour confirmer les résultats obtenus. Le logiciel utilisé est Matlab, 

version R2007 a. 

0.1. REVUE DE LITTÉRATURE 

Au cours des vingt dernières années, la quête pour comprendre et trouver le 

meilleur modèle de taux d'intérêt a interressé plusieurs et il existe maintenant des 

journaux s'interressant uniquement à ce domaine. Mais, plus le modèle obtenu 

se rapproche de la réalité, plus il devient compliqué : il faudra alors faire un 

compromis. 

Afin de pouvoir évaluer les produits dérivés de taux d'intérêt, l'investisseur 

choisit des hypothèses économiques qu'il juge acceptables et ceux-ci lui permettent 

de développer un modèle de taux d'intérêt. L'investisseur regarde ensuite les 

conséquences de ce choix sur les différents produits dérivés et juge si ce modèle 

lui convient; si c'est le cas, il pourra alors utiliser des données recueillies sur les 

marchés financiers et calibrer son modèle afin qu'il corresponde aux observations 

empiriques. Il pourra ensuite déduire le prix des produits dérivés de taux d'intérêt 

à partir du modèle construit. 

Dans cet ouvrage, nous nous limiterons à l'utilisation de modèles dont la 

courbe de rendement est affine; la définition de ces modèles est donnée par Bjork 

[3] : 

Définition 0.1.1. Courbe de rendement affine 

Soit P(t; T), le prix d'une obligation au temps t ~ 0 coupon zéro venant à échéance 

au temps T > t. Si P(t; T) est de la forme: 

P(t;T) = F(t,r(t);T) = eA(t;T)-B(t;T).r, 

et A et B sont des fonctions déterministes, alors la courbe de rendement est affine. 

Dans le cas où la courbe de rendement est affine, un résumé détaillé des 

méthodes employées est donné par l'article Affine Term Structure Models de 

Piazzesi [18]. 
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Le principal avantage des modèles de courbe de rendement affine est que nous 

pouvons généralement obtenir une solution analytique pour le prix des obligations, 

options européennes, contrats à terme et de plusieurs autres produits dérivés de 

taux d'intérêt. Il est important qu'une solution analytique existe, car sinon, l'éva

luation des produits dérivés de taux d'intérêt devrait par exemple être calculée 

par des méthodes numériques ou de simulation. 

Mais le fait de se restreindre aux modèles de courbe de rendement affine a un 

prix. Ainsi, lorsque l'échéance d'une obligation à coupon zéro augmente, Bjork 

[3] indique que le taux de rendement théorique s'ajuste de moins en moins bien 

au taux de rendement observé. 

Les modèles de taux d'intérêt à un facteur dans le cas où le sous-jacent suit 

une distribution lognormale, tels que dans le modèle de Black-Scholes (Hull [14, 

Chapitre 22]), sont applicables aux options européennes sur une obligation, swaps 

et aux caps. Ce sont des modèles simples et faciles à appliquer mais ils sont limi

tés: Bick [2] démontre que ces modèles s'ajustent très bien au taux de rendement 

à court terme d'une obligation mais ne peuvent donner qu'un estimé plus ou 

moins bon du taux de rendement à long terme d'une obligation. 

Dans le cas de modèles de courbe de rendement affine à un facteur, l'équa

tion différentielle stochastique du taux d'intérêt est représentée par le processus 

stochastique r : 

dr(t) = P,r(r(t))dt + ar(r(t))dWt, 

où les coefficients sont donnés par : 

P,r(:r) = ~(ro - .r,) (coefficient de dérive), 

ar(x) = I:Jso + SIX (coefficient de diffusion), 

avec ~,ro, I:, so, S} des constantes et wP le mouvement brownien. 

Les deux principaux modèles de courbe de rendement affine sont: 

- Le processus gaussien: Introduit par Oldrich Vasicek en 1977, ce modèle 

de taux d'intérêt est connu sous le nom de modèle de Vasicek [21] dont 

l'équation différentielle stochastique est donnée par: 

dr(t) = a(ro - r(t))dt + adWt, 

où a, ra et a sont des constantes. 



5 

Il peut être démontré que le taux d'intérêt r dans modèle de Vasicek est 

distribué selon une loi normale qui peut prendre des valeurs négatives avec 

probabilité non nulle. 

Bien évidement, on pourra montrer que le prix de l'obligation est une fonc

tion affine. Ces résultats seront démontrés dans les prochains chapitres. 

- Le processus de racine carrée: Introduit par John C. Cox, Jonathan E. In

gersoll et Stephen A. Ross en 1985, ce modèle de taux d'intérêt est connu 

sous le nom de modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) [61 dont l'équation dif

férentielle stochastique est donnée par : 

dr(t) = a(ra - r(t))dt + a.Jr{0dWr, 

où a, ra et a sont des constantes. Dans le modèle de Cox-Ingersoll-Ross, le 

taux d'intérêt ne prend que des valeurs non négatives. Vu que le coefficient 

de diffusion est dépendant du taux d'intérêt, plus le taux d'intérêt sera élevé, 

plus la variance conditionnelle le sera aussi, et vice-versa. 

Bien que le taux d'intérêt ne prenne que des valeurs positives, nous perdons 

maintenant l'avantage que la distribution du taux d'intérêt est normale: la 

distribution du taux d'intérêt r suit maintenant une loi chi-carré décentrée. 

En plus de proposer le modèle, Cox, Ingersoll et Ross [61 fournissent aussi 

des formules pour le prix d'une obligation et d'une option européenne sur 

une obligation à coupon zéro. 

La structure de ce mémoire est la suivante: au chapitre 1, nous présentons le 

modèle de Vasicek qui sera le modèle de taux d'intérêt utilisé comme application 

aux résultats. Nous faisons un résumé des avantages et désavantages de ce modèle 

et nous essayons aussi de justifier le choix de ce modèle par rapport aux autres 

modèles disponibles. Nous introduisons aussi la mesure neutre au risque, qui est 

un artifice de calcul utilisé pour l'évaluation de produits dérivés de taux d'intérêt, 

et nous établissons l'équation différentielle stochastique du taux d'intérêt r sous 

la mesure neutre au risque. 

Au chapitre 1, la distribution du taux d'intérêt sous la mesure neutre au 

risque est calculée, ce qui nous aidera à calculer le prix d'une obligation. Nous 

obtenons aussi le prix d'une obligation par différentes méthodes et montrons que 
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ces méthodes donnent le même résultat: chacune des méthodes est elle-même utile 

dans les différents chapitres de ce mémoire. Enfin, nous trouvons la variance de 

l'obligation en utilisant sa distribution: le fait que la distribution est lognormale 

simplifiera les calculs. 

Au chapitre 2, nous obtenons le prix d'une obligation à coupon zéro comme 

dans le chapitre 1, mais il y a bien sûr une différence; nous trouvons le prix d'une 

obligation à coupon zéro à un temps futur : si nous connaissons uniquement le 

taux d'intérêt au temps t et que nous voulons connaître le prix d'une obligation 

coupon zéro à un temps s > t , nous verrons que nous pouvons tout de même 

calculer le prix de cette obligation coupon zéro avec l'information disponible au 

temps t. Nous calculerons aussi la variance de cette obligation à coupon zéro. 

Au chapitre 3, nous trouvons le prix d'une option européenne d'achat dans 

un modèle de Vasicek en utilisant la méthode de changement de mesure qui est 

expliquée au début du chapitre. Pour trouver la variance de l'option européenne 

d'achat, nous utilisons la méthode de Jamshidian qui consiste à trouver la fonction 

de densité conjointe du taux d'intérêt et de l'option. 

Au chapitre 4, nous évaluerons le prix et la variance de produits dérivés de taux 

d'intérêt dont le sous-jacent paie des dividendes: le cas le plus connu est celui des 

contrats à terme standardisés. Dans ce cas, il est nécessaire de trouver l'équation 

différentielle stochastique du sous-jacent sous la mesure neutre au risque; ceci 

nécessite bien sûr de prendre en considération le paiement de dividendes. Une 

application sera faite aux contrats à terme de gré à gré (Jorward contmct) et aux 

contrats à terme standardisés (futures contmct). 

Au chapitre 5, nous appliquons les résultats théoriques obtenus à un jeu de 

données d'obligations à coupon zéro et de bons du trésor du gouvernement cana

dien. Ce chapitre nous aidera à déterminer les forces et les faiblesses associées au 

modèle de Vasicek dans le cas du prix et de de la variance d'obligations à coupon 

zéro. 



Chapitre 1 

LE MODÈLE DE VASICEK ET SA MESURE 

NEUTRE AU RISQUE: INTRODUCTION ET 

APPLICATION AUX OBLIGATIONS C01JPON 

ZÉRO 

Le but de ce mémoire étant de déterminer les formules de prix et variance de 

différents produits dérivés de taux d'intérêt, nous modélisons plusieurs produits 

financiers par des processus stochastiques en temps continu en utilisant leurs 

équations différentielles stochastiques. 

Dans le cadre des espaces probabilisables, nous définissons les éléments de 

l'espace probabilisable (D, T, IF, P) choisis par : 

IF = {Ts : s ~ i} avec :F.~ = 6 ({ wJ' : 'U ~ s} u N), 
où 6 (.) représente la fonction de sigma-algèbre, 

wJ' représente le mouvement brownien standard sous la mesure P au temps u, 

et N représente tous les évènements de probabilité nulle. 

Bien que la définition de l'espace probabilisable ne soit pas indiquée dans 

les prochains chapitres, elle n'est pas pour autant inutile: cette définition est 

nécessaire lors de la recherche de la mesure neutre au risque Q à placer sur l'espace 

(D, T, IF, P) qui fera en sorte que W Q soit un Q-mouvement brownien standard, 

qui nous servira dans l'utilisation du théorème de Girsanov. Pour plus de détails, 

nous référons le lecteur aux chapitres 4 et 5 de Bjork [3] et aux chapitres 1 à 4 

de Gauthier [11]. 
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Afin d'alléger la notation dans les prochains chapitres, nous ne citerons plus 

la définition de cet espace probabilisable. 

Il faudrait noter que le temps t est supposé être le temps présent alors que 

plusieurs articles supposent que la situation de départ est au temps 0 : nous 

préférons le temps f; car ce modèle est plus général et met l'emphase Sur le fait 

que nos modèles sont dépendants du temps de référence t. 

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps, le modèle de 

Vasicek et ses caractéristiques: l'existence d'une mesure neutre au risque per

mettant de tarifer un produit dérivé de taux d'intérêt est démontrée. 

Dans un deuxième temps, le prix et la variance d'une obligation à coupon 

zéro sont obtenus lorsque le taux d'intérêt suit un modèle de Vasicek. Le prix 

d'une obligation coupon zéro est calculé selon plusieurs méthodes: nous voulons 

ainsi montrer qu'il n'existe pas une approche unique à la résolution du prix d'une 

obligation coupon zéro et chaque méthode apporte des informations qui seront 

aussi utiles dans les prochains chapitres. 

Pour calculer la variance de l'obligation à coupon zéro, nous allons utiliser le 

fait que la distribution d'une obligation est lognormale dans un modèle de Vasicek. 

Or, cette formule de la variance d'une obligation coupon zéro (énoncé à la page 

19) ne se retrouve pas dans la littérature; ainsi, nous la prouvons dans l'annexe 

A à la page A-i et nous la simulons afin de confirmer si la formule obtenue est 

correcte. 

1.1. LE MODÈLE DE VASICEK 

Introduit en 1977 par Oldrich Vasicek dans l'article "An Equilibrium Charac

terization of the Term Structure" [2:1.], le modèle de Vasicek est l'un des premiers 

à développer un modèle mathématique décrivant l'allure du taux d'intérêt. 

Dans l'article de Vasicek, celui-ci détermine la distribution d'une obligation 

coupon zéro en utilisant la méthode de ré.<;olution des équations différentielles 

partielles. La mesure neutre au risque n'est pas utilisée explicitement vu qu'elle 

n'avait pas encore été développée à cette époque. Il est évident que les deux 

méthodes donneront le même prix théorique d'une obligation coupon zéro. 
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1.1.1. Caractéristiques du modèle 

Sous le modèle de Vasic'ek, le taux d'intérêt instantané sans risque {r(s) : s 2: 

t} suit l'équation différentielle stochastique suivante: 

dr(s) = a(r'o - r(s))ds + adW?, 

r(t) = c, 

(1.1.1) 

avec a, ro, a, c des constantes positives et wP représentant un mouvement brow

nien standard à une dimension rclatif à Pespace de probabilité (Sl, F, P). P re

présente l'anticipation du taux d'intérêt par l'investisseur. 

Le processus stochastique r donné par l'équation (1.1.1) est connu sous le nom 

de marche aléatoire élastique ("elastic random walk"). Le coefficient de dérive 

a(r'o - r(·)) représente une force qui ramène le processus r vers sa moyenne à 

long terme ro à une vitesse dépendante de la valeur de a > O. Le processus 

stochastique du taux d'intérêt r est aussi soumis à la variation d'un mouvement 

brownien standard wP multipliée par un facteur a, ce qui cause le processus 

stochastique à se disperser d'une manière continue et aléatoire, 

Comme avec tous les modèles gaussiens, le taux d'intérêt peut être négatif, ce 

qui ne reflète pas la réalité. Si le taux d'intérêt peut prendre des valeurs négatives, 

pourquoi alors choisir ce modèle pour modéliser des produits dérivés de taux 

d'intérêt? 

Bick [2] indique que, même si le modèle de Vasicek ne reflète pas tout le temps 

la réalité, il fournit des informations utiles à la compréhension de l'évaluation de 

produits dérivés de taux d'intérêt. Bick [2] et Jamshidian [15] s'accordent sur le 

fait que la simplicité du calcul du prix des produits dérivés de taux d'intérêt dans 

uu modèle de Vasicek est très attrayant. Aussi, la probabilité que le taux d'intérêt 

prenne des valeurs négatives est très petite selon le choix des paramètres. 

Le modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) [6], défini dans l'Introduction (page 2) 

n'a pas le problème de taux d'intérêt négatif, mais nous perdons aussi l'avantage 

de la distribution de loi normale du taux d'intérêt. 

Il ne faudrait pas non plus oublier que le but de ce mémoire est de trouver 

la variance de produits dérivés de taux d'intérêt. Le fait que le taux d'intérêt 
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soit distribué selon une loi normale est un avantage considérable : on verra que 

la distribution d'une obligation à coupon zéro dans un modèle de Vasicek est 

lognormale. Vu que les calculs de variance de produits dérivés de taux d'intérêt 

se compliquent rapidement, le fait que le sous-jacent soit distribué selon une loi 

lognormale simplifie grandement les calculs et c'est pour cela que nous avons 

choisi le modèle de Vasicek comme modèle de taux d'intérêt. 

1.2. LA MESURE NEUTRE AU RISQUE DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Il existe deux méthodes pour obtenir le prix d'un produit dérivé: la méthode 

de fonction de densité du taux d'intérêt développée par Jamshidian [15] (voir le 

chapitre 3, page 40 pour plus de détails) et la méthode, plus répandue, d'utilisa

tion de la mesure neutre au risque Q (voir Vasicek [21] et Bjork [3]). Dans cette 

partie, nous utiliserons la méthode de la mesure neutre au risque Q. Comme son 

nom le suggère, cette mesure artificielle est indépendante du choix de risque de 

l'investisseur: le prix d'un produit dérivé sera alors obtenu en calculant la valeur 

présente des gains sous la mesure neutre au risque Q. 

Cette section est inspirée des chapitres 21 et 22 de Bjork [3]. Plus de détails 

sur les mesures neutres au risque peuvent être retrouvés dans les notes de cours 

de Gauthier [11] et l'article de Girsanov [12]. 

1.2.1. Équation de la courbe des rendements 

Considérons deux produits dérivés <I> et r dont l'unique versement au temps 

T est respectivement y et Z. Le but de cette section est de déterminer le prix au 

temps t, rr(t; T, y), du produit dérivé <I> payant y au temps T. 

Nous supposons que: 

- L'information disponible est connue jusqu'au temps t; 

- Il existe un actif sans-risque B(t) qui est défini par: 

{ 

dB(s) = r(s)B(s)ds, 

B(t) = 1; 

- Il existe un marché où r est échangé; 

(1.2.1) 
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- Les prix au temps t des produits dérivés <I> et r sont respectivement de la 

forme: 

ll(t; T, Y) = F(t, r(t)), 

ll(t; T, Z) = G(t, r(t)), 

où F et G sont des fonctions déterministes. 

(1.2.2) 

(1.2.3) 

Par les équations (1.2.2) et (1.2.3), nous pouvons appliquer le lemme d'Itô à 

F et G en utilisant le modèle de Vasicek pour obtenir leur équation différentielle 

stochastique: 

dF = ŒFFds + O"FFdW!', 

dG = ŒcGds + O"cGdW!" 
, - F"+a(ro-r(s)).Fr+~a2Frr _ aFr F - âF F - âF t F - â2F t 

ou ŒF - F ' O"F - F' S - âs' r - âr e rr - âr2' ŒC e 

(TC sont définis de manière équivalente. 

Si nous formons un portefeuille basé sur les produits dérivés F et G et choi

sissons les poids du portefeuille afin que celui-ci soit localement sans-risque, nous 

obtenons alors le résultat suivant montré dans Bjork [3] : 

Résultat 1.2.1. On suppose que le marché est sans arbitrage. Alors il existe une 

variable aléatoire >{) telle que \:j s ?: t, 

À(s) = ŒC(S) - r(s) 
O"c(s) 

ŒF(s)-r(s) 
-

O"F(S) 

(1.2.4) 

(1.2.5) 

À est communément appelé la prime de risque unitaire (market priee of risk). 

En posant À(s) = QG~~~)(s) et en utilisant l'équation (1.2.5) (avec ses formules 

correspondantes), nous obtenons l'équation de la courbe de rendement du produit 

dérivé F : 

1 
Fs + {a(ro - r(s)) - À(s)O"}Fr + "20"2Frr - r(s)F = 0, 

avec F(T, r(T)) = y. 

(1.2.6) 

(1.2.7) 

Finalement, le théorème de Feynman-Kac, expliqué dans Bjork [3], propose 

une solution à l'équation de la courbe de rendement: 
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Résultat 1.2.2. Théorème de Feynman-Kac 

Soit F la solution à l'équation aux dérivées partielles suivante: 

8F 8F 1 2 82 F 
-_ (s,x) + f-.l(s,x)-_ (s,x) + -0 (s,x)~(s,x) - r(s)F(s,x) = 0, 
OS ()X 2 Ox 

F(T, z) = g(z). 

On suppose aussi que 0(s,Xs)~~'(81XS) est intégrable, c'est-à-dire que: 

& [(o(s, Xs)~~ (8, X s))2J Ft] < 00. 

Alors la solution à F est donnée par: 

où l'espérance est prise par rapport à la nouvelle mesure Q rv P et l'équation 

d'ifférent'ielle stochast'ique de X sous Q est donnée par : 

En appliquant le théorème de Feynman-Kac aux équations (1.2.6) et (1.2.7), 

le prix pour le produit dérivé y au temps t est donné par: 

Théorème 1.2.1. Prix d'un produit dérivé y 

Soit un produit dérivé dont l'unique paiement au temps Test y. Alors, sous le 

modèle de Vasicek , le prix rr(t; T, Y) au temps t de ce produit dérivé est donné 

par: 

(1.2.8) 

où l'espérance est prise par rapport à la mesure neutre au risque Q rv P sous 

laquelle l'équation différentielle stochastique du taux d'intérêt est donnée par: 

dr(s) = {a(b - r(s))}ds + odWsQ, (1.2.9) 

où b = 1'0 - >..(s)o/a, 

r(t) = c. 

Nous avons maintenant obtenu la nouvelle mesure Q permettant de tarifer 

des produits dérivés dont le paiement est unique; en comparant les équations 
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différentielles stochastiques du taux d'intérêt sous les 2 mesures (équations (1.1.1) 

(page 9) et (1.2.9) ), le lien entre les mesures P et Q est alors: 

Cette relation est contenue dans le théorème de Girsanov (voir Bjork [3, section 

11.3] pour plus de détails). 

Pour résumer, le marché est constitué des composantes suivantes: 

- le taux sans risque B(s) donné par l'équation (1.2.1) à la pagelO; 

- la prime de risque unitaire calculée à partir de l'équation (1.2.4) (vu que le 

produit dérivé G est échangé dans un marché financier) ; 

- le taux d'intérêt r(s) donné par l'équation (1.2.9). 

Lorsque nous évaluerons le prix d'un produit dérivé ou tout simplement énon

cerons son processus stochastique, il sera très important de différencier quelle est 

la mesure utilisée : 

- W'P et W Q dénotent les processus de mouvement brownien sous les mesures 

P et Q respectivement; 

- EQ [,1 Ft] dénote l'opérateur d'espérance sous la mesure Q sachant Ft; 

- ces conventions de notation seront aussi applicables lorsque des nouvelles 

mesures seront introduites. 

1.3. PRIX D'UNE OBLIGATION DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Dans cette section, nous déterminons le prix d'une obligation à coupon zéro 

dans un modèle de Vasicek. Plusieurs approches pour obtenir le prix de l'obliga

tion à coupon zéro sont discutées dans la littérature; nous montrons ainsi que ces 

deux approches aboutissent au même résultat, celles-ci étant: 

- Prix d'une obligation coupon zéro par la distribution du taux d'intérêt; 

- Prix d'une obligation coupon zéro par son équation différentielle stochas-

tique. 

Appliquons les formules obtenues dans le cas d'une obligation coupon zéro. Le 

prix au temps t d'une obligation dont la date d'échéance est T sera dénoté par: 

P(t, T) = F(t, r(t)). 



14 

Il faudrait se rappeler que la valeur à l'échéance T de l'obligation est: 

y = F(T, r(T)) = 1. 

En appliquant le théorème 1.2.1 de la page 12 à l'obligation coupon lIéro, nous 

obtenons: 

P(t, T) = EQ [e-.ft r(u)du . 11 Ft] , 

où l'espérance doit être prise par rapport à l'équation différentielle stochastique 

du taux d'intérêt r : 

dr(s) = a(b - r(s))ds + o-dWsQ, 

r(t) = c. 

Nous allons montrer que le prix d'une obligation coupon zéro est donné par 

le théorème suivant et nous résumerons les 2 approches décrites plus haut: 

Théorème 1.3.1. Prix d'une obligation au temps t 

Le prix, P(t;T), d'une obligation au temps t échéant au temps T dont le taux 

d'intérêt au temps test c dans un modèle de Vasicek est donné par: 

[ 
k2(t; T)] 

P(i; T) = exp -n(c, t; T) + 2 ' 

où - n(c, t; T) = -(c - ù)B(L; T) - ù(T - t), 

1 - e-a(T-t) 
B(t;T) = , 

a 

0-2 

k2(t; T) = 2a
3 

[2a(T - t) - 3 + 4e-a(T-t) - e-2a(T-t)] 

0-2 

= 2[(T - t) - B(t; T) - B2(t; T) . a/2], 
a 

r(t) = c. 

Note: Une autre forme connue de représentation du prix d'une obligation 

coupon zéro est d'écrire P(t; T) comme: 

P(t;T) = exp [A(t;T) - B(t;T)r(t)], 

, ( ) {B(t;T)-(T-t)}{a2b- CT
2
2

} 0-2B2(t;T) 
ou A t· T = - --'---'-

, a2 4a 

k2(t· T) 
= b{B(t;T) - (T - tn + ; . 
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Cette forme de représentation met l'emphase sur le fait que le prix de l'obligation 

est dépendante du taux d'intérêt au temps t, r(t). 

1.3.1. Prix d'une obligation en utilisant la distribution du taux d'in

térêt 

Dans cette partie, nous allons, dans un premier temps, déterminer la distri

bution du taux d'intérêt à partir de son équation différentielle stochastique en 

supposant que le taux d'intérêt au temps t est connu. Dans un deuxième temps, 

nous allons obtenir la distribution d'une obligation à partir de la distribution du 

taux d'intérêt pour ensuite pouvoir obtenir le prix au temps t d'une obligation 

lorsque le taux d'intérêt au temps t est connu. 

Cette méthode est l'approche la plus communément utilisée et le fait que la 

distribution de l'obligation est lognormale sera un résultat qui sera fréquemment 

utilisé dans les autres chapitres. 

La méthodologie et les résultats de cette section proviennent de Mamon [17]. 

Nous avons besoin d'un résultat provenant de Arnold [1] pour connaître la 

distribution du taux d'intérêt qui est un résultat pour les processus Ornstein

Uhlenbeck que nous définissons tout d'abord: 

Définition 1.3.1. Les processus Ornstein- Uhlenbeck 

Nommé après Leonard Salomon Oms te in et George Eugene Uhlenbeck et qui est 

connu en anglais sous le nom de mean-reverting process, le processus X est un 

processus Ornstein- Uhlenbeck (processus 0 U) si son équation différentielle sto

chastique est de la forme : 

dXs = (A(s)Xs + a(s))ds + B(s)dWs , 

où A, a et B sont des paramètres et W dénote un processus processus Wiener. 

Résultat 1.3.1 (Arnold [1]). Représentation des processus Ornstein- Uhlenbeck 

Soit X un processus Omstein- Uhlenbeck qui a pour équation différentielle sto

chastique sur l'intervalle [i, T] : 

dXs = (A(s)Xs + a(s))ds + B(s)dWs . 
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La solution à cette équation différentielle stochastique est: 

X s = eft A(u)du ( X t + 1'~ e- ft A(v)dv(CL(U)du + B(U)dWu)) . 

Ainsi, le taux d'intérêt r dans le modèle de Vasicek est un processusOrnstein

Uhlenbeck; en utilisant le résultat 1.3.1 et l'équation différentielle stochastique 

du taux d'intérêt sous la mesure Q, il peut alors être démontré que: 

(1.3.1) 

Le résultat suivant, provenant de Bjork [3J, nous aidera à déterminer la dis

tribution du taux d'intérêt: 

Résultat 1.3.2. Propriétés du mouvement brownien 

Soit ,( s) une fonction déterministe du tem.ps et définissons X par: 

X(s) = 18

,(u)dwu . 

Alors, X (s) est distribuée selon une loi normale de m.oyenne 0 et de variance: 

Var
Q 

[X(s)[ Ft] = J/ ,2(u)du. 

Par le résultat 1.3.2 et l'équation (1.3.1), nous pouvons montrer que E Q [r(s) [Fd = 
e-a(8-t) (r(t) + b(e-a(s-I,) - 1)) = m(c, t; s) et aussi: 

VarQ [r(s)[ Fd = Var Q [(J 18 

e-a(S-U)dWuQI Ft] 

= (J21
s 

e- 2a(8-U)du = v 2(t; s). 

On peut alors résumer les résultats obtenus sous la forme d'un théorème: 

Théorème 1.3.2 (Mamon [17]). Distribution du taux d'intérêt 

Dans un modèle de Vasicek, la distribùtion du taux d'intérêt sous la mesure 

Q est donnée par: 

où m(c, t; s) = c· e-a(s-t) + b(l- e-a(8-t)), 

1 - e-2a(s-t) 
'U 2(t· s) = (J2 ____ _ 

, 2a' 

NQest la distribution d'une loi normale sous la mesure Q 

et r(t) = c. 
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Théorème 1.3.3 (Mamon [17]). Distribution de - Jt
T 

r(s)ds dans un mo

dèle de Vasicek 

Dans un modèle de Vasicek , la distribution de - Jt
T r( s )ds par rapport à la 

filtration :Ft est une normale dont les paramètres sont donnés par: 

EQ [-lT 
r(S)dsl:Ft] 

Va~ [-lT 
r(u)dul:Ft] 

= -n(c t· T) " , 

1 - e-a(T-t) 
où B(t;T) = , 

a 

n(c, t; T) = (c - b)B(t; T) + b(T - t), 

Aussi, nous obtenons que, sous la mesure Q : 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

(1.3.4) 

Preuve. Vu que la distribution de r sous la mesure Q est normale (théorème 

1.3.2), alors la distribution de - JeT r(s)ds!:Ft sous la mesure Q est distribuée 

selon une loi normale. Voir l'article de Mamon [17] pour les détails. 

En utilisant le théorème 1.3.3, le prix au temps t d'une obligation échéant au 

temps T dans un modèle de Vasicek est donné par : 

[ TI] [ k
2 
(t· T) P(t; T) = EQ e- ft r(s)ds :Ft = exp -n(c, t; T) + ; , (1.3.5 ) 

où n(c, t; T) et k2 (t; T) sont donnés par les équations (1.3.2) et (1.3.3) respecti-

vement. 

1.3.2. Prix d'une obligation en utilisant son équation différentielle 

stochastique 

Dans cette partie, le but est encore de déterminer le prix au temps t d'une 

obligation échéant au temps T mais ce sera fait en utilisant l'équation différentielle 

stochastique de l'obligation. Bien que cette section puisse paraître redondante 

à la seetion 1.3.1 précédente (page 15), l'équation différentielle stochastique de 

l'obligation nous sera très utile dans les prochains chapitres, notamment dans 
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l'utilisation de la méthode de changement de mesure discutée dans un prochain 

chapitre. 

Sans plus attendre, le théorème suivant, cité dans Bjork [3], nous permet 

d'obtenir l'équation différentielle stochastique de P(s; T) : 

Théorème 1.3.4. Équation différentielle stochastique de P(s; T) 

Sous la meSU1"e neuÜ"e au risque Q dans un modèle de Vasicek, l'équation 

différentielle stochastique du prix P(s; T) d'une obligation évaluée au temps s 

échéant au temps T dont le taux d'intérêt au temps s est r( s), est donnée paT: 

dP(s; T) = P(s; T) . T(s)ds - P(8; T)(J B(8; T)dWs
Q, t < s < T. (1.3.6) 

Preuve. Il suffit d'appliquer le lemme d'Itô à P(8;T) = Ff2 [e-fBTr(U)dul :Ft] en 

utilisant l'équation différentielle stochastique du ta'UX d'intérêt. La démonstration 

du théorème nécessite l'utilisation de déTivées partielles de P (s; T) et de l'équation 

de la courbe de rendement. Les détails de la preuve sont faits dans Bjork [3, 

chapitre 7]. 

Pour trouver le prix de l'obligation à partir son équation différentielle stochas

tique, il suffit d'appliquer le lemme d'Itô à Log[P(s; T)] : il est important de noter 

que le coefficient de dérive de l'équation (1.3.6) contient la variable aléatoire r 

impliquant une dépendance linéaire entre r( s) et (J B( s; T)dWs
Q et une covariance 

positive. Vu que la preuve n'a pas été trouvée, les détails, faits dans l'annexe A 

à la page A-i, démontrent alors que le prix d'une obligation est donnée par le 

théorème 1.3.1 page 14, "Prix d'une obligation au temps t". 

1.4. VARIANCE D'UNE OBLIGATION DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Nous allons maintenant établir la formule de la variance au temps t d'une 

obligation échéant au temps T lorsque le taux d'intérêt suit un modèle de Vasicek 

avec r(t) = c et il faudrait noter que cette section est une contribution originale 

ne se retrouvant pas dans la littérature. 

Il faudrait noter que VarQ [BlTl 1 :Ft] repreésente la variance d'une obligation 

au temps t alors que Var Q [P(t; T)I :Ft] représente la variance du prix d'une obli

gation qui est égale à zéro car P( t; T) est :Fcmesurable. 
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Car, vu que pet; T) est Ft-mesurable: 

Var
Q 

[P(t;T)IFtl =~Q [(p(t~T)nFtl- (~Q [P(~T)IFtl)2 =0. 

=(P(t;T))2 =P(t;T) 

À noter que pour t < Tl < T2, Var Q [P(T1; T2) 1 Ftl > 0 car P(TI ; T2) n'est 

pas Fcmesurable. (Ce problème sera traité dans le chapitre 2.) 

La variance au temps t de cette obligation coupon zéro est donnée par: 

Théorème 1.4.1. Variance au temps t d'une obligation dans un modèle 

de Vasicek 

La variance au temps t d'une obligation échéant au temps T lorsque le taux d'in

térêt suit un modèle de Vasicek avec r(t) = c est donnée par: 

Var
Q 

[B!T) 1 Ft] = (P(t;T))2. (e
k2

(t;T) - 1), 
où - n(c, t, T) = -Cc - b)B(t, T) - b(T - t), 

1 - e-a(T-t) 
B(t, T) = , 

a 
a 2 

k2(t, T) = 2a
3 

[2a(T - t) - 3 + 4e-a(T-t) - e- 2a(T-t)] 

2 

= a2 [(T - t) - B(t, T) - B 2(t, T) . 0,/2]. 
a 

Preuve. La variance est calculée à partir de la formule suivante: 

(1.4.1) 

En utilisant la propriété que la distribution de (e- ft r(s)ds 1 Ft) est lognormale 

dans un modèle de Vasicek, alors e-2ftT'r(u)dul Ft est distribuée selon une loi 

lognormale où les paramètres sont : 

pP- [-2 ftT 
r(u)dul Ft] = 2PP- [- ftT r(u)dul Ft] = -2n(c, t; T) 

et VarQ [-2 ftT r(u)dul Ft] = 4 Var'1 [- ft
T 

r(u)dul Ft] = 4k2(t;T). 

En remplaçant dans l'équation (1.4.1), la preuve du théorème est alors complétée . 

• 



20 

1.5. SIMULATION DES RÉSULTATS THÉORIQUES 

Nous voulons vérifier que la variance d'une obligation coupon zéro dans un 

modèle de Vasicek, donnée par le théorème 1.4.1 (page 19) est correcte. Afin de 

valider la variance d'une obligation au temps t, échéant au temps T, nous simulons 

l'équation différentielle stochastique du taux d'intérêt r(·) de t à T : 

d,.(.s) = a(b - r(.s))d.s + ŒdWs
Q

. 

Les valeurs numériques des paramètres proviennent de l'exemple 23.1 de Hull 

[14] : a = 0, 1, b = 0,1 et Œ = 0,02; et on suppose aussi que le taux d'intérêt au 

temps t = 0 est connu et égal à r(O) = c = 0, 1 . 

Le schéma de discrétisation choisi est celui du schéma d'Euler, expliqué dans 

l'article de Haugh [13] : 

i[lk+l] = i[tk] + a(b - f[tk]))h + Œv'hZtk+l' 

où k = 0,1, "', (m - 1), 1'[to] = T(t) = C , tm = T,tk - tk- 1 = t:J.t = Ti;t et Ztk+l 

est une variable aléatoire distribuée selon une loi normale standard. 

L'intégrale ft r(u)du est estimée par une approximation de Riemann-Stieltjes: 

'1' 
Une valeur simulée de e- ft r(u)du est alors donnée par : 

P(l; T) = exp [-I: f[tk](tk - tk-dj . 
k=O 

Si nous répétons la simulation N fois, nous obtenons : 

P(i)(t;T) = exp [-I: f(i)[tk](tk - tk-1)] , i = 1 , 2, ... , N . 
k=O 

La valeur simulée de P(t; T) est calculée comme la moyenne des p(i)(t; T) : 

N 

P(t; T) = .~ L p(i)(t; T), 
i=l 

et la valeur simulée de VarQ [B(T) 1 Ft] sera donnée par: 

N-l 

~ [P(t;T)] = N ~ 1 L (p(i)(t;T) - p(t;T)f· 
i=l 



21 

Nous n'obtiendrons alors qu'une seule valeur simulée de y;:;Q [BtT) 1 Ft] ce qui 

ne nous permettra pas de créer un intervalle de confiance simulé. Pour remédier à 

ce problème, nous répétons m fois la simulation pour obtenir y;:;(1) [P(t; T)] ,y;:;(2) [P(t; T)] 
, ... , y;:;(m) [P(t; T)]. Nous pourrons alors obtenir un intervalle de confiance de 

la variance simulée à partir de ces m variances simulées. 

1.5.1. Intervalles de confiance classiques 

L'intervalle de confiance classique est obtenu en appliquant le théorème limite 

central à {y;:;(j) [P(t; T)] : j E {1, 2, ... ,m} } et nous pouvons alors calculer les 

intervalles de confiance associés que nous appellerons "intervalles de confiance 

classiques". 

1.5.2. Intervalles de confiance par la méthode percentile 

Comme les résultats avec les intervalles de confiance classiques peuvent être 

trop conservateurs (car l'hypothèse de normalité est prise sous la méthode clas

sique alors que e- ft r(u)du est distribuée selon une lognormale), nous introduisons 

aussi la méthode percentile, expliqué dans Efron et Tibshirani [10], pour obtenir 

un intervalle de confiance reflétant les variances calculées. 

Résultat 1.5.1. Intervalle de confiance par la méthode percentile 

Soit ê un estimateur du paramètre e et ô- son écan- type estimé. Si ê est distribuée 

selon une loi Z, avec fonction de répartition zU, l'intervalle de confiance pour e 
au niveau 1 - 2a est donné par: 

[ê. ! = ê - z(1-o) . ô- ê = ê - z(o) . ô-] ln , sup , 

Supposons Z = N et e* une variable aléatoire telle que e* '" N (ê; ô- 2) ; 

l'intervalle de confiance pour () de niveau 1 - 2a est alors donné par : 

, eA * eA 

(1-0) A ou in! = - Z . cr 

ê* = ê - z(O) . Ô-
sup 
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En d'autres mots, 

Ô:n / = Ô*(a:) = 100 . a-ème percentile de la distribution de e* , 

Ô:up = ô*(l-a) = 100 . (1 - a) -ème percentile de la distribution de f)*. 

Dans le cas où la distribution Z est inconnue, pour avoir un estimé de l'in

tervalle de confiance, il suffit alors d'avoir un estimé de la distribution de Z en 

simulant Ô* plusieurs fois: supposons êi, ê2, ... , ê:n des estimateurs de la statistique 

f) obtenus par simulation. Soit G la vraie fonction de répartition de la distribution 

de Z et ê la fonction de répartition de la distribution obtenue par simulation. Si 

G est connue, l'intervalle de confiance pour e au niveau 1 2a est: 

(1 a)] 

Si G est inconnue, un estimé de l'inte1"Valle de confiance pour e au niveau 1 2a 

est: 

où Ôêm.!3) est la statistique d'ordre de rang m . f3 de êi, Ô2, ... , Ô:n. 

Dans notre cas, nous avons : 

e = VarQ 
[ 1 1 :F,] B(T) t 

A* --(il ["( )]. ei = Var ?t;T ,~=1, ... ,m. 

Le résultat de la simulation simulation est donné dans le tableau 1.1 à la page 

23. Les intervalles de confiance sont au niveau 0, 95 et les conclusions que nous 

obtenons sont : 

Lorsque h augmente de 300 à 600, la valeur simulée se rapproche de la valeur 

théorique. 

- La valeur théorique n'est pas contenue dans l'intervalle de confiance clas

sique : le problème pourrait être dû au calcul de l'intervalle de confiance 

classique et nous regardons l'intervalle de confiance par la méthode percen

tUe. 
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- Nous voyons que l'intervalle de confiance percentile est plus large que l'in

tervalle de confiance classique et que la valeur théorique est maintenant 

contenue dans l'intervalle de confiance par la méthode percentile. 

- Si nous doublons le nombre de simulations le nombre de simulations N, 

les résultats sont les mêmes: la valeur théorique n'est pas contenue dans 

l'intervalle de confiance classique mais l'est pour l'intervalle de confiance 

par la méthode percentile. Ceci nous indique que l'intervalle de confiance 

classique n'est pas approprié dans ce cas. 

Nous concluons donc que la formule de variance d'une obligation coupon zéro 

dans un modèle de Vasicek obtenue est correcte. 

Paramètres Var
Q 1 BlT) 1 Ftl Var

Q 1 B(lT) 1 Ftl 
t 0 0 

N 1 000 1 000 

m 100 100 

T 3 3 

h 300 600 

Valeur théorique 1, 5942 . 10-3 1, 5942 . 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.C. classique 1,5872 . 10-3 1, 5898 . 10-3 

Valeur simulée 1, 5888 . 10-3 1 5914· 10-3 , 

Borne supérieure simulée 

avec I.C. classique 1, 5903 . 10-3 1,5929. 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.C. méthode percentile 1, 5699 . 10-3 1, 5898 . 10-3 

Valeur simulée 1, 5887 . 10-3 1,5914· 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.C. méthode percentile 1,6013 . 10-3 1, 6054 . 10-3 

, 
TAB. 1.1. Resultat de la slmulatlOn de la varIance d'une oblIgatIOn 

avec T = 3 
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1.6. CONCLUSION DU CHAPITRE 

Nous avons maintenant développé la formule de tarification d'un produit dé

rivé de taux d'intérêt; celle-ci utilise la mesure neutre au risque Q ce qui a né

cessité de connaître l'équation différentielle stochastique du taux d'intérêt sous 

cette mesure. Nous avons aussi démontré les résultats présents dans la littérature 

pour le prix d'une obligation à coupon zéro lorsque le taux d'intérêt est connu 

et suit un modèle de Vasicek. Nous avons aussi trouvé une formule exacte pour 

la variance de l'obligation à coupon zéro: cette formule, bien qu'étant simple à 

dériver en utilisant la distribution lognormale de l'obligation, ne se retrouve pas 

dans la littérature et a donc été confirmée par une simulation. 

Mais, que se passe-t-il si nous voulons connaître le prix d'une obligation cou

pon zéro dans un temps futur? Soit t ::; s < T et supposons que le taux d'intérêt 

est connu au temps t mais que nous voulons avoir le prix d'une obligation coupon 

zéro au temps s échéant au temps T : ce cas est traité dans le chapitre 2 suivant 

en utilisant les propriétés des filtrations. 



Chapitre 2 

ÉVALUATION DU PRIX FUTUR ET DE LA 

VARIANCE DU PRIX FUTUR D'UNE 

OBLIGATION COUPON ZÉRO DANS UN 

MODÈLE DE VASICEK 

Nous allons déterminer la distribution d'une obligation coupon zéro au temps 

8 échéant au temps T comme dans le chapitre 1, mais avec une différence: le 

taux d'intérêt n'est connu qu'au temps t :::; 8; c'est-à-dire qu'on suppose que 

r(t) = c mais on ne peut utiliser la formule du prix d'une obligation coupon zéro 

du chapitre 1 : 

P(8; T) = exp [A(8; T) - B(8; T)r(s)] , 

car r( 8) est une variable aléatoire. Il faudra ainsi utiliser le fait que nous connais

sons la distribution du taux d'intérêt au temps s sachant que r(t) = c. Les prix 

sont à nouveau sous la contrainte d'absence d'arbitrage et nous allons encore une 

fois utiliser la mesure neutre au risque Q pour y remédier. 

Les résultats et preuves pour le prix futur d'une obligation coupon zéro dans 

un modèle de Vasicek sont tirés de l'article de Bick [2J alors que la variance du 

prix futur d'une obligation coupon zéro est une contribution nouvelle de notre 

part. 

Par "Prix futur d'une obligation coupon zéro", nous sous-entendons que ce 

terme représente le prix d'une obligation coupon zéro dans un temps futur où le 

taux d'intérêt est inconnu. Les notations suivantes aideront à clarifier les termes 

mathématiques correspondants et seront utilisées tout au long de ce mémoire: 
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\;j t ::; s < T, 

- P(s;T) = E Q [e-fsTr(U)dUI Fs] est le prix au temps s d'une obligation cou

pon zéro dont l'échéance est au temps T et le taux d'intérêt au temps s est 

connu; 

- P(r(t);s;T) = E Q [e-fsTr(U)dUI Ft] est le prix futur au temps s d'une obli

gation coupon zéro dont l'échéance est au temps T et le taux d'intérêt au 

temps t est connu; 

- VarQ [P(s; T)I Ft] est la variance du prix futur au temps s d'une obligation 

coupon zéro dont l'échéance est au temps T et le taux d'intérêt au temps t 

est connu; 

- VarQ [P~(~~) 1 Ft] est la variance du prix au temps s escompté au temps t 

d'une obligation coupon zéro dont l'échéance est au temps T et le taux 

d'intérêt au temps t est connu. 

Note: Entre P(s; T) et P(r(t); s; T), la relation est la suivante: 

P(r(t);s;T) = EQ [e-fsTr(U)dul Ft] = EQ [P(s;T)IFt]. 

La formule exacte du prix futur d'une obligation coupon zéro dans un modèle 

de Vasicek est donné dans l'article de Bick [2] mais nous trouvons pas sa démons

tration; les formules de variance du prix futur d'une obligation coupon zéro et 

de variance de prix futur escompté d'une obligation coupon zéro ne se retrouvent 

elles pas dans la littérature. Dans ce but, le chapitre énonce les résultats et ré

sume la méthodologie à appliquer pour la démonstration des théorèmes alors que 

les preuves détaillées sont faites dans l'annexe B à la page B-i. Pour confirmer 

les nouvelles formules obtenues, nous faisons une simulation du taux d'intérêt et 

l'appliquons aux produits dérivés de taux d'intérêt. 

2.1. PRIX FUTUR D'UNE OBLIGATION COUPON ZÉRO 

Le but de cette section est de déterminer la distribution d'une obligation 

coupon zéro au temps s échéant au temps T, avec r(t) = c, afin de pouvoir déter

miner son prix: en termes mathématiques, ceci revient à évaluer P(r(t); s; T) = 

EQ [e- fsT r(u)du 1 Ft] . 
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Le résultat suivant nous permet de connaître la distribution de l'obligation 

coupon zéro: 

Résultat 2.1.1. Propriété de la loi normale 

Soit X et Y des variables aléatoires telles que: 

(X 1 Y) rv N(j1(Y), 0-
2), 

et Y rv N(E[Y], Var[Y]). 

Si j1(Y) est une fonction linéaire de Y et 0-
2 est une fonction indépendante 

de Y, alors X est distribuée selon une loi normale. 

En utilisant les résultats et les notations provenant du chapitre 1, on se rap

pelle que: 

[-lT 
r(u)du] 1 Fs rvNQ(-n((r(s)), s;T),k2(S;T)), 

r(s)1 Ft rv NQ(m(c, t; s), v 2(t; s)), 

où n(r(s), s;T) = (r(s) - b)B(s;T) + b(T - s), 

1 - e-a(T-s) 
B(s, T) = , 

a 

0-
2 

k2(s, T) = 2[(T - s) - B(s, T) - B2(S, T) . a/2], 
a 

m(c, t; s) = c· e-a(s-t) + b(1 - e-a(s-t)), 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

Vu que -n(r(s), s, T) est une fonction linéaire de r(s) et par le résultat 2.1.1 

(on remplace X et Y par - J~T r(u)du! F s et r(s)IFt respectivement), - fsT r(u)du! Ft 

est alors distribuée selon une loi normale. Ceci nous amène au théorème suivant: 

Théorème 2.1.1. Prix futur d'une obligation coupon zéro 

Soit t, s, T tels que t ::; s < T. Le prix futur au temps s d'une obligation coupon 
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zéro échéant au temps T, alors que r(t) = c, est donné par: 

P(r(t) = c;s;T) = E Q [e- J8Tr (71)d71[ Ft] 

[ 
k2(S' T) + (B(s' T))2 . v 2(t· S)] 

=exp -B(s;T)·m(c,t;s)+b(B(s;T)-(T-s))+' 2' " 

[ 
(B(s·T))2. V

2(t.S)] 
=exp -B(s,T)·m(c,t;s)+A(s;T)+ '2 ' , 

car la distribution de ( e- r: r(71)dlll Ft) est lognorrnale. Aussi, ses moments sont,' 

EQ [-l T 

r(ll)duj FI.] = -B(s; T) . m(c, t; s) + b(B(s; T) - (T - s)), 

Var.Q [- fT r(ll)dll[ Ft] = k2(s; T) + (B(s; T))2 . v 2(t; s). 

Preuve. Il suffit d'utiliser les propriétés associées aux filtrations pour démontrer 

ce théorème,' les démonstrations sont faites dans l'annexe B à la page B-i. 

2.2. VARIANCE DU PRIX FUTUR ET DU PRIX FUTUR ESCOMPTÉ 

D'UNE OBLIGATION COUPON ZÉRO 

2.2.1. Variance du prix futur d'une obligation coupon zéro 

Soit t, s, T des valeurs réelles telles que t S s < T. Nous allons maintenant 

déterminer la variance du prix à un temps futur s d'une obligation coupon zéro 

échéant au temps T alors que le taux d'intérêt n'est connu qu'au temps t. 

Dans le chapitre 1, nous avions déterminé les formules de variance d'une obli

gation coupon zéro au temps t échéant au temps T (voir la section 1.4 à la page 

18). Nous avions aussi démontré que 'ri T > t, VarQ [P(t; T) 1 Ftl = 0 car P(t; T) 

est Fcmesurable. Vu que P(r(t) = c; s; T) est FI.-mesurable, nous avons aussi: 

Var
Q 

[P(r(t) = c; s; T)I Ftl = !Q [(P(r(t) =: c; s; :)?I Ftl - (!J Q [P~(t) ~~; ,s; T) 1 Ftl) 2 

=(P(r(t)=c;s;T)) -p(r(t)-c,s,T) 

= O. 
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Mais, dans notre cas, VarQ [P(s;T)IFt] =1- 0 car P(s;T) n'est pas Frmesurable 

(donc une variable aléatoire par rapport à Ft) ; or, vu que P (s; T) = eA(s;T)-B(s;T)r(s) 

et que l'on connaît la distribution de r(s) sous la mesure Q (voir chapitre 1), le 

calcul de cette variance est simple. Le théorème suivant nous donne sa formule 

exacte: 

Théorème 2.2.1. Variance du prix futur d'une obligation coupon zéro 

La variance du prix à un temps futur s d'une obligation échéant au temps T, alors 

que r(t) = c, est donnée par: 

VarQ [P(s; T)I Ft] = (P(r(t) = c; s; T))2 . (e(B(S,T»2V
2

(t;S) - 1) , 
B( T) ( .) b(B( ) (T » k

2
(s,T)+(B(s,T»2. v 2(t;s) où P(r(t) = c; s; T) = e- s, ·m c,t,s + s,T - -s + 2 

1 - e-a(T-s) 
B(s, T) = ,m(c, t; s) = c· e-a(s-t) + b(l - e-a(s-t»), 

a 
1 - e- 2a(s-t) 

v 2 (t· s) = (J2 ____ _ 
, 2a' 

Preuve. En utilisant le fait que P(s; T) = eA(s;T)-B(s;T)r(s), nous avons que: 

Or, par le chapitre 1, r (s) est distribuée selon une normale sous la mesure Q; 

alors nous avons que : 

e-2B(s;T)r(s) 1 Ft r'-J .cNQ( - 2B( s; T)m(c, t; s), 4B2( s; T)v2( t; s)), 

ce qui implique : 

~ [(P(s; T))21 Ft] = e2A(s;T)e-2B(s;T)m(c,t;s)+2B2(s;T)v2(t;s) 

= (P(r(t) = c; s; T)? eB2 (s;T)v2(t;s). 

• 
2.2.2. Variance du prix futur escompté d'une obligation coupon zéro 

Nous allons maintenant déterminer la variance du prix au temps futur s es

compté au temps t d'une obligation coupon zéro échéant au temps T alors que 

r(t) = c : en termes mathématiques, ceci revient à trouver VarQ [P~(~~) 1 Ft] . 

Théorème 2.2.2. Variance du prix futur escompté d'une obligation cou

pon zéro 



30 

La variance du prix futur au temps s escompté au temps t d'une obligation coupon 

zéro échéant au temps T est donnée par: 

Var
Q n(~~l",l = É" [(Pki2), J"]- (É" ns(~~)1 F,]) 2 

= (P(i;T))2 (exp [k2(t,;s) + (B(s;T))2v 2(i;s) + B(s;T)a2(B(t:;s))2] -1). 

Preuve. Nous avons besoin de la relation suivante P(r(t); s; T) = Ff2 [P(s; T) 1 Ft], 

que nous démontrons : 

P(r(t);s;T) = Ff2 [e-f/r(u)dUI Ft] 

=Ff2 [Ff2 [e-f~Tr(U)dUIFs]IFt] 

= Ff2 [P(s; T)I Ft]. 

En utilisant les formules correspondantes à chacun des termes et la même 

méthodologie que la preuve du théorème 2.2.1, nous pouvons alors démontrer le 

théorème. Pour plus de détails, la preuve du théorème est faite dans l'annexe B.2.2 

à la page B-v. 

2.3. SIMULATIONS DES RÉSULTATS THÉORIQUES 

Les valeurs numériques des paramètres proviennent de l'exemple 23.1 de Hull 

[14] : a = 0,1 ; b = 0,1 ;a = 0,02 et nous supposons aussi que le taux d'intérêt 

au temps t = 0 est connu et égal à r(O) = c = 0.1. 

Nous voulons montrer que les formules du prix futur d'une obligation coupon 

zéro, de variance du prix futur d'une obligation coupon zéro et de la variance du 

prix futur escompté d'une obligation coupon zéro sont données respectivement 

par le théorème 2.1.1 (page 27 ), le théorème 2.2.1 (page 29) et le théorème 2.2.2 

(page 29). Vu que les simulations sont reliées (elles ont toutes besoin de la valeur 

simulée de P(s; T)IFt ), nous devons simuler dans un premier temps: 

P(r(t); s; T) = EQ [P(s; T)I Ftl , 

dans un deuxième temps : 

(2.3.1 ) 

et dans un troisième temps : 
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VarQ 
[P(S;T) 1 ;:,J 

B(s) t· 

Nous cherchons tout d'abord le prix au temps s ~ t d'une obligation coupon 

zéro échéant au temps T par simulation du taux d'intérêt. Or, on se rappelle que 

la simulation de ce taux d'intérêt nécessite que le taux d'intérêt au temps s, r(s), 

soit connu; ce qui n'est pas le cas! Ainsi, si on connaissait le taux d'intérêt r(i)(s) 

au temps s, on pourrait alors, à partir du schéma d'Euler, expliqué dans Haugh 

[13], (tel que décrit dans la section 1.5 à la page 20), simuler NI trajectoires du 

taux d'intérêt du temps s au temps T pour avoir P(i)(s;T)IFs . Ainsi, la valeur 

simulée de P(s;T) = EQ [e-fsTr(U)dUI Fs] est donnée par: 

(2.3.2) 

où tm = S . tl.t, 

tM = T· tl.t, 

r(i,j)[tml = r(i) [tml = r(i}(s), j = 1,··· ,NI. 

Comment décider de la valeur de r(i} (s)? Vu que le taux d'intérêt au 

temps t est connu (r(O) = c = 0, 1), il suffit de simuler à partir du schéma d'Euler 

[13] une trajectoire du taux d'intérêt du temps t au temps s pour avoir le taux 

d'intérêt r(i}(s) au temps s. 

La figure 2.1 à la page 32 illustre la simulation du taux d'intérêt décrit dans 

cette section afin de pouvoir calculer un prix simulé p(i}(S; T) à partir du taux 

d'intérêt r(t) = c. Les paramètres utilisés sont: 

Paramètre Valeur 

t 0 

s 3 

T 5 

t k - tk-I = tl.t 0.01 

h= T-t 500 
6.t 

Note: Dans le graphique, le point s = 3, correspondant au point 300 sur l'axe 

des ordonnées, représente la valeur simulée de r(i}(s). 
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FIG. 2.1. Exemple de silllulation du taux d'intprêt pour le calcul 

du prix d'une obligation coupon zéro au temps 5 échéant au temps 

T avec NI = 1 et N 2 = 20. 

2.3.1. Intervalles de confiance par la méthode delta 

Avec l'utilisation d'intervalles de confiance classiques (où les variables sont 

supposées de loi normales), 1·,:) rl'sultats que nous ()))tenons awr: ('eux-ci sont 

parfois trop COllS('rvat eurs (It la vetleur théorique n'f'st pas tout le temps compri,-.;(' 

,lems l'intervalle de confiau('('. 

Intui ti veillent, l'u tilisatioIl li' un interva Ile de confiance clétssiqup n'est pas la 

plus appropriée dans le cas où hlpproximation l'st faite sur - f' T(u)du alors que 

nous cctlculons un intervalle de confiance pour c-.r: 1'(1/),,111. d'où l'intt'rèt d'utilispr 

un intervalll~ de confiance par la lllt,thode d('ltu. 

Nous ('itOl!S alors un tht'>orème qui nous aidf'l<L à construire un nO\lvel intervalle 

de confianc(, plus approprié à !lotre cas, qui l':-,t t.iré de Lawless [16] : 

Résultat 2.3.1. Approximation par la méthode delta ("dp/ta-method ap

pT'Ox~mation') 
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Soit Sn(t) une statistique telle que si n ---+ 00, alors 

Soit 9 une fonction bijective telle que 

'tf;(t) 9 [S(t)] , 

et 1ÎJn(t) 9 [Sn(t)] . 

Alors lorsque n ---+ 00, 

Un estimé de la variance de l'estimateur de la fonction transformée est: 

L'intervalle de confiance de niveau 1 a est donné par: 

Appliqué à notre cas, nous avons: 

S(s) l T 

r(u)du 

M-l 

Sn(S) = L r[tk](tk+l tk) 
k=m 

'IjJ(s) 9 [S(s)] é(s) 

a~n(S) = 1ÎJn(S) 
aSn(s) 

Ainsi, la variance est donnée par: 



Paramètres P(r(t); s; T) P(r(t); s; T) 

1 

t 0 0 

s 3 3 

T 5 5 

NI 1 000 1 000 

N2 100 100 
... -

.6.1, = T-t 
h 0,00667 0,00333 

h 300 600 

Valeur théorique 0,82032 0,82032 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. classique 0,81995 0,82007 

Valeur simulée 0,82027 082038 

1 Borne supérieure simulée 

avec I.e. classique 0,82059 0,82070 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. méthode delta 0,69804 0,69824 

Valeur simulée 0,82027 0,82038 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. méthode delta 0,94251 0,94253 
, 

TAB. 2.1. Resultat de la sImulatIOn de la vanance d'une obhgation 

dont le taux d'intérêt présent est inconnu 

2.3.2. Simulation du prix futur d'une obligation coupon zéro 

34 

Nous voulons maintenant simuler EQ [P(s; T) 1 Ftl : en simulant le taux d'in

térêt r(i)(s)à partir de r(t) = c = 0,1, nous pouvons alors calculer P(i)(s;T)IFt 

en utilisant l'équation (2.3.2) à la page 31. Il suffit alors de répéter notre simula

tion N 2 fois et nous pouvons alors obtenir (pP) (s; T) 1 Ft) , ( p(2) (s; T) 1 Ft) " .. , 
(P(N2)(S; T)\ Ft) qui sont chacun des estimés de EQ [P(s; T)I Ftl et un meilleur 

estimé est obtenu en prenant la moyenne des valeurs simulées. 
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Les résultats obtenus par simulation sont résumés dans le tableau 2.1 Les 

intervalles de confiance (LC.) sont au niveau 0,95. La deuxième et la troisième 

colonne du tableau 2.1 sont les paramètres pour le calcul du prix d'une obligation 

coupon zéro au temps s = 3 échéant au temps T = 5 pour h = 300 et h = 600 

respectivement; ces prix sont évidement calculés avec la formule obtenue dans la 

section précédente. Deux conclusions sont à extraire des résultats obtenus : 

(i) Nous voyons que les résultats sont sensiblement les mêmes même si la 

distance entre deux temps simulés consécutifs b.t = Tht devient plus 

petite (de 0.00667 à 0.00333) : nous pouvons tout de même noter que 

la valeur simulée se rapproche de la valeur théorique lorsque la distance 

entre deux temps simulés consécutifs devient petite. 

(ii) Le prix théorique est proche du prix simulé (qui est une moyenne de 

N = 100 000 prix simulés) et est contenu dans les intervalles de confiance 

obtenus par la méthode classique et la méthode delta. 

(iii) Nous remarquons que l'intervalle de confiance classique nous donne de 

meilleurs résultats que l'intervalle de confiance par la méthode delta. Ceci 

n'est pas étonnant car l'intervalle de confiance par la méthode delta prend 

en considération que nous voulons un intervalle de confiance pour un es

timateur et ceci entraîne un intervalle de confiance plus grand mais aussi 

plus approprié à notre cas. 

Nous pouvons alors conclure que la formule du prix futur d'une obligation 

coupon zéro dans un modèle de Vasicek est correcte. 

2.3.3. Simulation de la variance du prix futur d'une obligation cou

pon zéro et de la variance du prix futur escompté d'une obli

gation coupon zéro 

Afin de calculer VarQ [P(s; T) 1 Ft], comme dans la simulation du prix futur, il 

suffit d'utiliser l'équation (2.3.2) à la page 31, répéter pour i = 1, ... N 2 et l'estimé 
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de VarQ [P(s; T)I Fd sera donné par: 

N2 

Var [P(s;T)] = N
2 
~ 1 ~ (P(i)(s;T) - p(s;T)r 

t=1 

(2.3.3) 

Nz 

où P(s;T) = ~ "P(i)(s;T). 
N2~ 

t=1 

Comment calculer les intervalles de confiance? Vu que l'équation (2.3.3) 

ne nous donne qu'une seule valeur simulée de la variance et qu'il faut plusieurs va

leurs simulées afin de pouvoir calculer un intervalle de confiance, on répète le calcul 

de la variance, avec l'équation 2.3.3, m = 100 fois afin d'obtenir \1;(1) [P(s; T)], 
--(2) -(ml , 
Var [P(s; T)] , ... , Var [P(s; T)] ; ceci noUS permettra de créer une distribu-

tion simulée de la variance. 

Résultats de la simulation : 

Vu que les intervalles de confiance classiques supposent que le théorème limite cen

tral est applicable, ce qui n'est pas toujours le cas, nous calculons aussi l'intervalle 

de confiance par la méthode percentile. (Voir le chapitre 1 pour les détails.) 

Les résultats obtenus par simulation sont résumés dans le tableau 2.2 à la 

page 37 avec s = 3 et T = 5. Les intervalles de confiance (I.e.) sont au niveau 

0,95. La deuxième colonne du tableau 2.2 représente la variance du prix d'une 

obligation coupon zéro au temps s = 3 échéant au temps T = 5 avec h = 500; la 

variance théorique est calculée en utilisant le théorème 2.2.1, page 29. 

Vu que le prix théorique est contenu dans les intervalles de confiance obtenus 

par la méthode classique et la méthode percentile, nous pouvons alors affirmer 

que la formule de variance du prix futur d'une obligation coupon zéro est correcte. 

2.3.3.1. Démarche à suivre pour la simulation de la variance du prix escompté 

d'une obligation coupon zéro 

Pour simuler VarQ [P~(~~) 1 Ft], il faudra estimer p~(~) dont les composantes 

sont: 

P(s; T) qui est Fs-mesurable, 

B(s) = eft r(u)du qui est Fe mesurable. 



Paramètres VarQ [P(s; T)I Ft] 

t 0 

s 3 

T 5 

h 500 

NI 10 000 

N 2 100 

tk - tk-I = Dd 0,01 

Valeur théorique 1, 9983 . 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. classique 1,9316. 10-3 

Valeur simulée 1,9879. 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. classique 2,0443 . 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 1, 3283 . 10-3 

Valeur simulée 1, 9879 . 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 2, 5542 . 10-3 

, 
TAB. 2.2. Resultat de la sImulatIOn de la vanance du prix futur 

d'une obligation coupon zéro 
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Encore une fois, en utilisant l'estimé de P(s; T; 1 Ft donné par l'équation 

(2.3.2) à la page 31 où le taux d'intérêt du temps t au temps s est calculé par le 

schéma d'Euler avec r(t) = c = 0,1; nous obtenons alors qu'un estimé de p~(~~) 

est: 

~Ii\ S; T) ~ exp [-~ r li) [tk] (tH 1 - tk) 1 pli) (S; T), 

où r(i) [tol = r(O) = c, 

r(i)[tml = r(i>(s). 
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Si l'on répète N 2 fois notre simulation, un estimé de la variance du prix futur 

escompté d'une obligation coupon zéro est donné par: 

VarQ [P(s; T) 1;:,] ~ 1 ~ (Pi0(j)( . T) _ Pi0( . T)) 2 B() . t N _ 1 ~ S, 8, 
S 2. 1 

J= 

N2 . - 1 _(t) 
où PB-l(S;T) = N L PB- 1 (s;T). 

2 i=l 

Comme auparavant, les intervalles de confiance simulés sont obtenus en répé

tant le calcul de la variance escomptée m = 100 fois afin d'obtenir une distribution 

simulée de la variance. 

Résultat de la simulation : 

Les résultats obtenus par simulation sont résumés dans le tableau 2.3 à la 

page 39 avec s = 3 et T = 5. Les intervalles de confiance sont au niveau 0,95. La 

deuxième colonne du tableau 2.3 représente la variance du prix d'une obligation 

coupon zéro au temps s = 3 échéant au temps T = 5 avec h = 500; la variance 

théorique est calculée en utilisant le théorème 2.2.2, page 29. Vu que le prix 

théorique est contenu dans les intervalles de confiance obtenus par la méthode 

classique et la méthode delta, nous pouvons alors affirmer que la formule de 

variance du prix futur escompté d'une obligation coupon zéro est correcte. 

2.4. CONCLUSION DU CHAPITRE 

Nous avons maintenant obtenu les formules de prix et de variance d'une obli

gation coupon zéro dans un cas général lorsque la date d'évaluation de l'obligation 

diffère de la date où le taux d'intérêt est connu. Ces résultats seront aussi utiles 

notamment dans le cas des contrats à terme standardisé. 

Vu que nous avons développé plusieurs formules de variance jusqu'à main

tenant, il serait très important de s'assurer de comprendre ce que représentent 

chacune des formules développées avant de les utiliser; comme dans le cas du prix 

futur d'une obligation coupon-zéro P(r(t); s; T) et du prix futur d'une obligation 

coupon-zéro P(s; T). 



Paramètres V Q [fl211 F,] ar B(8) t 

t a 
s 3 

T 5 

NI 10 000 

N2 100 

tk - h-I = b..t 0,01 

Valeur théorique 4,014.10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. classique 3,878.10-3 

Valeur simulée 3,991. 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. classique 4,105.10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 2,725.10-3 

Valeur simulée 3,991. 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 5,114.10-3 

TAB. 2.3. SlmulatlOn de la vanance du pnx futur escompté d'une 

obligation coupon zéro 

39 



Chapitre 3 

ÉVALUATION DU PRIX ET DE LA 

VARIANCE D'UNE OPTION EUROPÉENNE 

D'ACHAT DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Une option d'achat l confère à son acheteur le droit, mais non l'obligation, 

d'acheter d'une autre personne, le vendeur de l'option, une quantité déterminée 

d'un certain actif sous-jacent à un prix stipulé d'avance, soit à une date déterminée 

pour une option européenne, soit à n'importe quel moment durant une période 

donnée pour une option américaine, moyennant le versement par l'acheteur au 

vendeur du prix de l'option. Les paramètres sont donc: 

- K, prix d'exercice: prix d'acquisition déterminé pour l'actif sous-jacent. 

- T, échéance: date à laquelle prend fin l'option d'achat. Les options eu-

ropéennes ne peuvent être exercées qu'à la date d'échéance. Les options 

américaines peuvent être exercées en tout temps jusqu'à la date d'échéance. 

- L'acheteur de l'option prévoit que le cours de l'actif sous-jacent en viendra 

à dépasser le prix d'exercice. Si c'est le cas, l'acheteur exercera son option 

et le vendeur sera obligé de lui vendre la quantité prévue d'actif sous-jacent 

au prix d'exercice fixé initialement. Dans le cas contraire, l'acheteur pourra 

abandonner son option, subissant alors une perte égale à la prime payée, 

ou bien, si son option est négociable, il pourra la revendre sur un marché 

réglementé. 

Idéfinition de Dugas 19] 
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Dans un premier temps, nous introduisons l'utilisation de la méthode de chan

gement de mesure: cette méthode nous sera utile lors de la démonstration pour 

trouver le prix d'une option européenne dans un modèle de Vasicek. Pour les dé

tails sur la méthode de changement de mesure, nous vous référons à l'article de 

Chen et Huang [4]. 

Dans un deuxième temps, nous indiquons la méthode à suivre pour trouver 

le prix d'une option européenne d'achat dont le sous-jacent est un produit dérivé 

de taux d'intérêt: en rappliquant à une obligation coupon zéro sous le modèle 

de taux d'intérêt Vasicek, nous retrouverons exactement la formule donnée par 

Jamshidian [15]. Nous allons utiliser la méthode de changement de mesure pour 

obtenir le prix de l'option européenne d'achat alors que Jamshidian utilisait la 

fonction de densité du taux d'intérêt pour obtenir le même résultat. 

Nous allons trouver, dans un troisième temps, la variance d'une option eu

ropéenne d'achat sur une obligation coupon zéro avec la méthode defonction de 

densité du taux d'intérêt car les calculs sont plus directs et plus simples. Vu que 

la formule de variance ne se retrouve pas dans la littérature, nous confirmerons 

en dernier lieu cette formule par une simulation. 

3.1. PRIX D'UN PRODUIT DÉRIVÉ AVEC UNE OBLIGATION COUPON 

ZÉRO COMME NUMÉRAIRE 

Cette section est un survol des résultats utilisés pour obtenir la formule du 

prix d'une option européenne d'achat en utilisant le méthode de changement de 

mesure. Les résultats proviennent du livre de Bjork [3, Chapitre 24.2]. 

Tout d'abord, le théorème suivant permet de définir le numéraire associé à la 

mesure martingale : 

Théorème 3.1.1. Existence d'une mesure martingale. 

Considérons un marché sans arbitrage sous la mesure martingale P dont les titres 

sont dénotés par 50, SI, ... , Sn OÙ 50 est supposée strictement positive. Alors les 

conditions suivantes s'appliquent: 



42 

- Le marché est sans arbitrage si et seulement s'il existe une mesure mar

tingale QO rv P telle que : 

So(t) Sl(t) Sn(t) 
-- -- --
So(t)' So(t) , ... , So(t) 

sont des martingales sous QO. Dans ce cas, So est alors appelé le numé-

raire. 

- Pour éviter les possibilités d'arbitrage, le prix d'un produit dérivé, dont 

l'unique paiement au temps T est X, est calculé selon la formule suivante: 

Note: Pour que la mesure martingale existe, le numéraire utilisé doit être un 

actif commercialisé qui ne paie pas de dividendes. 

Nous voulons maintenant trouver le prix d'un produit dérivé payant y au 

temps T en fonction du prix au temps t d'une obligation P(t, T) échéant au 

temps T : 

II(t; T, Y) = P(t, T) . EÇF [YI Ft]. 

Cette équation nécessite l'introduction d'une nouvelle mesure QT, où le numéraire 

est P(·, T) et ensuite l'utilisation du théorème 3.1.1 précédent. Nous verrons que la 

nouvelle mesure QT sera très utile lors du calcul du prix d'une option européenne. 

Nous allons donc chercher la distribution du produit dérivé Y sous la mesure 

QT : la méthode à utiliser est décrite dans le livre de Bjork [3, chapitre 24] 

et consiste à trouver le noyau de Girsanov (Girsanov kemel) pour passer de la 

mesure neutre au risque Q (tel qu'introduit dans la section 1.2, page 10) à la 

mesure QT. Le résultat suivant explique la méthode à appliquer : 

Résultat 3.1.1 (Bjork [3]). Méthode de changement de numéraire 

Considérons un marché sans arbitrage dont les actifs So, SI, ... , Sn ont chacun une 

équation stochastique différentielle sous Q de la forme : 

dSi(s) = Œi(s)Si(s)ds + ai(s)Si(s)dWs
Q , i = 0, ... , n, 

où Œi, ai sont des fonctions réelles déterministes du temps et W Q est un Q

processus de Wiener multidimensionnel. Nous supposons aussi que le numéraire 

associé à la mesure martingale QO est l'actif So. 
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On cherche maintenant à utiliser comme numéraire l Jactif SI : le problème 

consiste à trouver la transformation de Girsanov nécessaire pour passer de la me

sure QO à la mesure QI J où QI est la mesure associée au numéraire SI. Une 

condition importante pour éviter des possibilités d Jarbitrage est que le prix au 

temps t de tout produit dérivé X échéant au temps T doit être le même indépen

damment de la mesure choisie, c'est-à-dire: 

. _ QO X _ () QI [ X J 
II(t, T, X) - So(t) Et,r [SoT] - SI t Et,r SIT . 

Alors, en appliquant le théorème de Radon-Nikodym, nous obtenons que le 

noyau de Girsanov !.pl pour passer de la mesure QO à la mesure QI est donné 

par: 

Le théorème de Girsanov (voir Bjork [3, chapitre 24]) nous donne dWsQo -

cp; ds + dWs
Q1 

et nous pouvons ainsi trouver' l'équation stochastique différentielle 

sous la mesure QI. 

Pour se placer dans le contexte du théorème 3.1.1 (page 41), le marché cor

respondant à notre cas est composé du titre sans risque B(.) et d'une obligation 

coupon-zéro échéant au temps T, PC; T); alors les notations correspondant au 

théorème 3.1.1 sont 50 = B et SI (-) = P (.; T). Quelles sont alors les mesures 

correspondantes? Nous avions déjà trouvé la formule pour le prix d'un produit 

dérivé sous la mesure Q où le numéraire était 50 = B d'où QO = Q. De même, 

nous voulons trouver l'équation stochastique différentielle sous la mesure QT avec 

P(·, T) comme numéraire donc nous prenons QI = QT. 

Nous rappelons que le titre sans risque B est défini par: 

d'où l1o(s) = O. 

{ 

dB(s) = r(s)B(s)ds, 

r(t) = c, 

Par le théorème 1.3.4 "Équation différentielle d'une obligation coupon zéro" à 

la page 18, l'équation différentielle stochastique d'une obligation est donnée par: 

dP(s, T) =.r·(s)P(s, T)ds - aB(s, T)P(s,T)dWsQ; 
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( ) () 
l e-a(T-t) 

d'où, dans notre cas, a1 s = -aB s, T = -a - a . 

Le noyau de Girsanov, dénoté tpT pour passer de la mesure Q à la mesure QT 

est donc: 

tp; = -a B(s, T). 

On peut alors obtenir l'équation stochastique différentielle de r : 

dr(s) = {a(ro - r(s)) - Àa - a 2 B(s, T))}ds + adWs
QT

, 

où W QT est un processus de Wiener sous la mesure QT. 

En appliquant le théorème 3.1.1 "Existence d'une mesure martingale" de la 

page 41, nous obtenons le résultat suivant: 

Théorème 3.1.2. Prix d'un produit dérivé sous la mesure QT 

Le prix du produit dérivé y au temps t est donné par: 

• _ QT IT(t, T, Y) - P(t, T) . Et,r [YJ, 

où l 'éq~j,ation différentielle stochastique du taux d'intérêt r sous la mesure QT est: 

avec W QT un mouvement brownien sous la mesure QT. 

3.2. ÉVALUATION DU PRIX D'UN PRODUIT DÉRIVÉ AVEC APPLICA

TION À UNE OPTION EUROPÉENNE D'ACHAT: MÉTHODE DE 

CHANGEMENT DE MESURE 

3.2.1. Cas général 

Mathématiquement, nous pouvons alors représenter toute option européenne 

d'achat par un produit dérivé de taux d'intérêt dont l'unique versement X à 

l'échéance T est donné par: 

X = max [S(T) - K, 0] = (S(T) - K) ·l{s(T)~K}, 

où SO est le sous-jacent du produit dérivé de taux d'intérêt; le cas que nous 

traiterons dans la section suivante sera celui d'une obligation coupon zéro échéant 

au temps Tl, d'où S(·) = PC; Tl)' Nous supposons que le sous-jacent ne paie pas 

de dividendes et cherchons alors à déterminer le prix de l'option au temps t dénoté 

par IT(t;T,X). 
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Par définition, sous la mesure Q, nous obtenons: 

II(t; T, X) = EQ [B~T) 1Ft] 

= EQ [~~~~ . I{S(T)~K}IFt] - K· E
Q 

[BtT) . I{S(T)~K}IFt] (3.2.1) 

Simplifions les deux espérances de l'équation (3.2.1). 

Dans cette partie, nous cherchons à évaluer la deuxième partie de l'équation 

(3.2.1), c'est-à-dire EQ [BtT) . I{S(TkK} 1Ft] . 

Mais avant tout, énonçons un résultat : 

Résultat 3.2.1 (Bjork [3]). Soit y l'unique paiement d'un produit dérivé au 

temps T dont le prix au temps t est dénoté par II( t; T, Y). Sous la mesure Q (où 

B(-) est le numéraire), le prix au temps test: 

II(t;T,Y) = EQ[BrT) 1Ft]. 

On se rappelle que QT rv P est une mesure telle que rr~(}{) est une martingale 

(locale) sous QT, alors P(', T) est un numéraire. 

Sous la mesure QT, nous obtenons: 

II(t; T, Y) = P(t, T) . EQT[~IFt]. 

D'où: 

EQ[BrT)] = P(t, T) . EQT [P(~,T) 1Ft]. 

Par le résultat cité ci-haut, nous obtenons: 

P(t, T)E
QT 

[I{S(T)~K}IFtJ 

P(t,T)EQT [I{p~?:j,)~K}IFt] 
- P(t, T)EQT [I{ ZS,T(T)~K} 1Ft] (3.2.2) 

P(t, T)pQT (Zs,T(T) ~ KIFt), (3.2.3) 

où pQT (.) dénote la probabilité par rapport à la mesure QT. L'équation (3.2.2) 

est obtenue en définissant ZS,T par: 

S(-) 
ZS,T(-) = P(', T) 
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Afin d'obtenir une solution théorique à l'équation (3.2.3), dans le cas réel 

où le sous-jacent S(·) est connu, il faut que le processus de volatilité de ZS,T(-) 

soit déterministe, condition qui nous permettra d'obtenir une solution analytique. 

Nous résumons les conditions imposées sous la forme d'une hypothèse: 

Hypothèse 3.2.1. Supposons que le processus ZS,T a comme équation stochas

tique différentielle : 

. dZS,T(S) = Zs,T(s)ms,T(s)ds + ZS,T(s)as,T(s)dWs , 

où le processus de volatilité aS,T(-) est déterministe. 

Il faudra ainsi vérifier à l'avenir si le processus de volatilité est déterministe: 

vu que le processus de volatilité n'est pas affecté par le changement de mesure, 

la condition que le processus de volatilité soit déterministe peut être vérifiée sous 

P, Q ou toute mesure équivalente à P. 

Sous la mesure QT, ZS,T(S) est une martingale et son équation stochastique 

différentielle est alors : 

dZS,T(S) = Zs,T(s)as,T(s)dWsQT. 

Vu que ZS,T est une Q-martingale, nous pouvons alors simplifier l'équation 

(3.2.3) et nous obtenons le résultat suivant, tiré de Bjork [3] : 

Résultat 3.2.2. 

Ff2 [BtT) . I{s(TkK} 1 Ft] = P(t, T)· <1>[d1l (3.2.4) 

L [ S(t) ] ~2(T) 
, og KP(t,T) - -2-

ou d = ----====---
1 J'E2 (T) ' 

<1>(.) est la fonction de répartition d'une loi normale standard. 

En appliquant le même procédé que plus haut avec S(-) comme numéraire, 

nous obtenons le théorème suivant, extrait de Bjork [3] : 
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Théorème 3.2.1. 

EQ [~~~~ . I{S(T)~K}IFt] = S(t) . <1>[d2], 

L [ Set) 1 + E2(T) 
où d = og K·P(t,T) 2 = d + Jl:2 (T) 

2 Jl:2(T) 1 

<1>(.) est la Jonction de répartition d'une loi normale standard. 

Résumons les résultats obtenus pour obtenir le prix de notre option européenne 

d'achat: 

Résultat 3.2.3. Prix d'une option européenne sur un sous-jacent 

Le prix au temps f; d'une option européenne d'achat (dont le sous-jacent est SO, 
la date de maturité est T) est donné par: 

II(t; T, X) = S(t)pQs (S(T) :::: KIFt) - K P(t; T)pQT (S(T) :::: KIFt) (3.2.5) 

où pQT (.) dénote la probabilité par rapport à la mesure QT alors que pQs (.) 

dénote la probabilité par rapport à la mesure QS, où S (.) est le numéraire consi

déré. 

Si ZS,T(·) = A.(}) est un processus de volatilité déterministe, alors l'équation 

(3.2.5) devient: 

II(t; T, X) =S(i) . <1>[d21 - K P(i; T) . <1>[d l ], 

L [ Set) 1 _ r;2(T) 
, d og K·P(t;T) 2 

ou '1 = Jl:2(T) , 

d2 = dl + Jl:2(T), 

<1> (.) est la fonction de répartition d'une loi normale standard, 

l:2(T) = fT 17lT(u)du . 
.lt 
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3.2.2. Application: le taux d'intérêt suit un modèle de Vasicek et 

le sous-jacent SU est une obligation 

Comme énoncé, le but de cette section est d'obtenir le prix d'une option 

européenne d'achat, dont la date d'exercice est Tl et le prix d'exercice K, sur une 

obligation échéant au temps T2 et dénotée par P(·, T2), Tl < T2. 

Nous allons trouver le prix au temps t d'un produit dérivé payant au temps 

T, X = max [P(TI , T2) - K, 0]. Dans un modèle de Vasicek , nous nous rappelons 

que P(., T) est donné par : 

Vs ~ t, P(s; T) = EQ [e- fsT r(u)du 1 Fs] 

= exp [A(s; T) - B(s; T) . 1'(S)J , (3.2.6) 

1 - e-a(T-.~) 

où B(s;T) = , 
a 

A( 
'T)= {B(s;T)-(T-s)}(a2b-~) _a2'B2(s;T) 

s, 2 4' a a 

Avant d'appliquer le théorème au calcul du prix de l'option européenne, il est 

nécessaire de s'assurer que les probabilités existent (c'est à dire si les processus 

de volatilité des variables aléatoires sont déterministes). 

Nous avons, dans notre cas : 

P(s; T2 ) 
Vs ~ t,ZST(S) = ( ) . ' P s;TI 

= exp [(A(s; T2) - A(s; Tl)) - (B(s; T2) - B(s; Td) . r(s)] , 

(3.2.7) 

où Péquation (3.2.7) est obtenue en utilisant l'équation (3.2.6). En utilisant le fait 

que 1'(s) est une variable aléatoire (dont l'équation différentielle stochastique suit 

le modèle de Vasicek ), nous pouvons utiliser le lemme d'Itô [11] pour montrer 

que Péquation différentielle stochastique de ZS,T sous la mesure Q est donnée 

par: 

(3.2.8) 

où as,T(s) = -a(B(s;T2) - B(s;Td) et ms,T(s) = aB(s;Td' as,T(s). Le pro

cessus de volatilité est donc déterministe: nous sommes alors dans les conditions 
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pour appliquer le théorème 3.2.3 à page 47 pour trouver le prix d'une option 

européenne. 

En appliquant le théorème de Radon-Nikodym (voir B.i6rk [3] et Gauthier 

[11]), le noyau de Girsanov cjJQs pour passer de la mesure Q à la mesure QS est 

donné par: 

'P
QS (5) = -a-H(s; Tl), 

et par le théorème de Cameron-Martin-Girsanov (section 11.3 de Bj6rk [3] et 

chapitre 12 de Gauthier ILL]), nous avons: 

l'Vs
Q = J~ s 'P QS (u) du + W s

Qs
. 

Par un simple calcul, nous pouvons alors démontrer que ~2(Tr) = J~Tl ulTCu)du = 

v2(t; Tr) . (B(TI , T2))2. 

Corollaire 3.2.1. Prix d'une option européenne sur une obligation dans 

un modèle de Vasicek 

Dans le cas où le taux d'intérêt suit un modèle de Vasiéek , le prix au temps t 

d'une option européenne d'achat, dont la date d'exercice est Tl et le prix d'eurcice 

K, sur une obligation échéant au temps T2 est donné par: 

où 

~2(TI) = u21-e-~:(Tl-') . (B(TI, T2))2, 

L I P(t,Tz) 1 I;2(T) 
d - 09'K.P(t,'I'1) - 2 

l - Jr:2 (T) , 

d2 = dl + J~2(T), 
t1> (.) est la fonction de répartition d'une loi normale standard. 
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3.3. CALCUL DE LA VARIANCE D'UN PRODUIT DÉRIVÉ DONT LE 

SOUS-JACENT EST UNE OBLIGATION DANS UN MODÈLE DE 

VASICEK 

Après avoir évalué le prix d'un produit dérivé X, nous voulons maintenant 

connaître la variance escomptée de ce produit dérivé, qui est donnée par: 

Var
Q [B~) 1 :Ft] = EQ [B~)21 :Ft.] - ( EQ [B~) 1 :Ft]) 2 

= EQ [B~;)21 :Ft] - (II(t;T,X))2. (3.3.1) 

Nous devons donc évaluer des espérances de la forme E Q [B(;')21 :Ft]. Or, si 

nous nous rappelons de la définition de B(·), nous avons que B(~)2 = e-2ft r(u)du, 

ce qui implique que la variance d'un produit dérivé nécessite l'évaluation d'es

pérances dont le taux d'escompte est deux fois plus élevé. Aucun des outils dé

veloppés jusqu'ici ne permettent de résoudre ce problème. On pourrait peut-être 

introduire une nouvelle mesure pour résoudre ce problème, mais nous voulons 

maintenant montrer l'utilisation de la méthode de fonction de densité de Jamshi

dian [15]. La méthode la plus simple est d'utiliser la fonction de densité conjointe 

entre r(s) et Y(t; s) = J/ r(u)du comme faite dans Jamshidian [15]. 

3.3.1. Cas général 

En utilisant les notations de Jamshidian [15] à notre cas, le problème central 

est de déterminer U*(c, t) = E Q [gf:c.h~ 1 :Ft] = Ee,t [e- 2Y(t;T)g(r(T))] , où g(r(T)) 

est l'unique paiement du produit dérivé au temps T et Y(t;s) = J/r(u)du. 

Pour obtenir le théorème suivant, il suffit de suivre la même méthode que celle 

de Jamshidian [15] : 

Théorème 3.3.1. Variance d'un produit dérivé dans modèle de Vasicek 

On suppose que le taU1: d'intérêt r évolue selon le modèle de Vasicek et que seul 

le ta'U.'E d'intérêt au temps t est connu: r (t) = c. 
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Posons U* (c, t) = .& [g~(~p 1 Ft] et, après quelques simplifications, la va

riance d'un produit dérivé au temps t dont le seul paiement à l'échéance Test 

X = g(r(T)) est donnée par: 

. R* ou c,t;s 

U* (c, t) = (P( t; T))2 é 2
(t;T) Ec,t [g(R;,t;T)] , 

est une variable aléatoire dont la distribution est normale de moyenne 

(m(c, t; s) - 2q(t,; s)) et de variance v2(/-; s). 

~ () [( k
2
(t;S)] De meme, P t; T = exp -11, c, t; s) + 2 ' 

m(c, t; 8) = c· e-a(s-t) + b(1- e-a(s-t)), 

1 - e-a(s-t) 
B(t; s) = , 

a 

n(c, t; s) = (c - b)B(t; s) + b(s - t), 

Preuve. En utilisant le fait que la distribution conjointe de Y (t; s) et r (8) est 

une normale bivariée, nous pouvons alors déterminer U*(c, t). Voir l'annexe C.l 

à la page Coi pour les détails. 

3.3.2. Application à une option européenne d'achat dont le sous

jacent est une obligation coupon zéro 

Nous voulons trouver la variance au temps t, d'une option européenne d'achat 

qui a les caractéristiques suivantes : 

- date d'exercice: Tl, 

- prix d'exercice: K, 

- Prix du sous-jacent à la date d'expiration Tl : P(TI ;T2), 

- X = g(r(Td) = max(P(TI ;T2) - K,O). 

En remplaçant g(r(T)) par (S(T))2 ·l{s(T)~K}, ... , J{S(T)?K} dans le théorème 

3.3.1 "Variance d'un produit dérivé dans modèle de Vasicek " et en les évaluant, 

il est alors facile d'obtenir le corollaire suivant: 
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Corollaire 3.3.1. Variance d'une option européenne sur une obligation 

dans un modèle de Vasicek 

Dans le cas où le taux d'intérêt suit un modèle de Vasiëek, la variance au temps t 

d'une option européenne d'achat, dont la date d'exercice est Tl et le prix d'exercice 

K, sur une obligation échéant au temps T2, Tl < T2, est donné par: 

Var'2 [B~T) 1Ft] = EQ [B~;)2IFt] - (C(c, t;TI;T2; K))2 

où EQ [B ~1)2IFt] = (P( t; T2))2 ek2 (t;TIl+2B(T1 ;T2)q(t;Tj )+O"~cp (h* + CT p) , 

- 2K P(t; TI)P(t; T2)ek2(t;Ttl+B(Tt;T2)q(t;TIlcp (h*) 

+ K 2 (P(t; TI))2 é 2
(t;TIlcp (h* - CTM ' 

Log [:~~;r~~)] + B(TI ; T2 )q(t; Tl) CTp 

avec h* = + 
CTp :2' 

<D(.) est la fonction de répartition d'une loi normale standard, 

Preuve. Ce corollaire est une simple application du théorème 3.3.1 avec T = Tl 

et X = g(r(TI)) = max(P(TI; T2) - K,O). Voir l'annexe G.2 à la page C-iii pour 

les détails. 

3.3.3. Simulation de la variance d'une option européenne d'achat 

dans un modèle de Vasicek 

Nous voulons vérifier la formule de variance d'une option européenne d'achat 

dans un modèle de Va.';;Ïcek donnée par le corollaire 3.3.1 à la page 52. Ainsi, nous 

allons simuler : 

V Q [_x_I:F.] = v: Q [max(p(TI; T2) - K, 0) I:F.] 
ar B(T

I
) t ar B(T

I
) t . (3.3.2) 

Dans le chapitre 2, nous avons montré que la simulation de P(TI; T2) (qui est 

FT1-mesurable) est donnée par: 
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Aussi, le taux d'intérêt est simulé selon le schéma d'Euler (expliqué dans 

l'article de Haugh [13]) du temps t au temps T2 (voir le chapitre 2 pour les 

détails). 

Une valeur simulée de X = max(P(T1; T2 ) - K, 0) est alors donnée par: 

,....., A(i) - (P~(i)(T·'TI) K 0) . - 1 2 N X,....., X - max 1,12 - , ,'/, - , ,... 2· 

Et la valeur simulée de l'équation (3.3.2) est donnée par: 

Var
Q [B(~,) 1 F,] '" N,l_ 1 t, (XIL X)', (3.3.3) 

(3.3.4) 

Comme dans le chapitre 2, pour obtenir un intervalle de confiance de la va

riance de l'option européenne d'achat, il faudra alors répéter la simulation de la 

variance m fois pour avoir m estimés. 

La simulation de la variance de l'option européenne d'achat est appliquée en 

prenant comme valeurs numériques: a = 0.1, b = 0.1, c = 0.1, (Y = 0.02, K = 

0.75, m = f[ffi, h = 500. 
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Paramètres Var
Q 1 B(~l) 1 Ft 1 Var

Q 1 Brrl) 1 Ft 1 

t 0 0 

Tl 3 3 

T2 5 5 

h 500 500 

Nl 10 000 la 000 

N2 10 000 20000 

m 100 200 

Valeur théorique l, 1045 . 10-3 1,1045. 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. classique 1,1745. 10-3 1,1699. 10-3 

Valeur simulée 1 2087.10-3 , 1 1936· 10-3 , 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. classique 1 2429· 10-3 , 1,2173· 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. méthode percentile o 8617.10-3 , o 8670.10-3 , 

Valeur simulée 1,2087. 10-3 1,1936. 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 1,5179. 10-3 1 5339.10-3 , 
, 

TAB. 3.1. Resultat de la sImulatIOn de la vanance d'une optIOn 

Analyse des résultats obtenus par simulation : 

Les résultats obtenus par simulation sont résumés dans le tableau 3.1 où les 

intervalles de confiance sont au niveau 0,95. Par le tableau 3.1, nous voyons que: 

- La valeur théorique de la variance de l'option n'est pas contenue dans l'in

tervalle de confiance classique dans le cas où le nombre de valeur simulées est 

de N 2 = 10 000. Nous aurions alors pu nous demander si ce problème était 

dû au nombre de valeurs simulées; nous avons alors augmenté le nombre 

de valeurs simulées à N 2 = 20 000 pour écarter cette hypothèse : la valeur 
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FIG. 3.1. Distribution simulée de X = max(P(TI ; T2 ) - K, 0) 
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théorique de la variance de l'option n'est pas non plus contenue dans l'in

tervalle de confiance classique dans le cas où le nombre de valeur simulées 

est de N2 = 20 000. 

- Par la figure 3.1 à la page 55, vu que le paiement X = max(P(TI ; T2 ) -

K, 0) à l'échéance Tl ne prend que des valeurs positives, il est évident que 

l'hypothèse habituelle de normalité de X ne peut s'appliquer et l'intervalle 

de confiance classique ne peut être utilisé dans ce cas. Une solution pour 

remédier à ce problème est d'utiliser un intervalle de confiance se basant sur 

les données: l'intervalle de confiance par la méthode percentile est expliquée 

dans le chapitre 2. Lorsque N2 = la 000 ou N2 = 20 000, la valeur théorique 

de la variance de l'option est contenue dans l'intervalle de confiance de la 

méthode percentile. 

Nous avons montré que seul l'intervalle de confiance donné par la méthode 

percentile est approprié à notre cas; vu que la valeur théorique est contenue dans 

l'intervalle de confiance par la méthode percentile, nous pouvons donc affirmer 
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que la formule de variance d'une option européenne d'achat est donnée par le 

corollaire 3.3.1 à la page 52. 

3.4. CONCLUSION DU CHAPITRE 

Nous avons trouvé les formules de prix et de varIance d'une option euro

péenne d'achat sur une obligation coupon zéro dans un modèle de Vasicek et 

avons confirmé la formule de variance par une simulation. Les deux nouveaux 

résultats qui ne se retrouvent pas dans la littérature sont donnés dans les sections 

3.3.1 "Cas général de la variance d'un produit dérivé dans un modèle de Vasicek" 

(page 50) et 3.3.2 "Variance d'une option européenne sur une obligation dans un 

modèle de Vasicek" (page 51). 

Si nous regardons l'annexe C, nous remarquons que les résultats théoriques, 

notamment dans le cas de la variance, nécessitent beaucoup de calcul pour un 

modèle de taux d'intérêt standard. Nous pouvons alors imaginer que, dans le cas 

de modèles de taux d'intérêt plus complexes (tels le modèle de Cox-Ingersoll-Ross 

[6] et des modèles à plusieurs dimensions), les calculs se compliqueront encore plus 

rapidement. 



Chapitre 4 

TARIFICATION ET VARIANCE DE PRODUITS 

DÉRIVÉS DONT LE SOUS-JACENT PAIE DES 

DIVIDENDES : APPLICATION AUX 

CONTRATS À TERME DE GRÉ À GRÉ ET 

AUX CONTRATS À TERME STANDARDISÉS 

DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Dans ce chapitre, nous traiterons de l'évaluation de produits dérivés de taux 

d'intérêt dont le sous-jacent paie des dividendes: le cas le plus connu est celui des 

contrats à terme standardisés (futures contmct). On traitera aussi de contrats à 

terme de gré à gré (Jorward contmct) vu la similarité entre ces types de contrat. 

Les contrats à termes se classent premiers en volume d'échange de produits 

dérivés sur les marchés financiers; ils sont ainsi des instruments financiers de 

grande importance. 

Historiquement 1 , les contrats à termes constituent une améliora

tion par rapport aux contrats à terme de gré à gré, qui sont leur 

ancêtre direct. Les contrats à terme sont apparus sous leur forme 

actuelle dans la deuxième moitié du XIXe siècle aux États-Unis 

sur les marchés de céréales (maïs, blé, avoine, etc.) puis, devant 

le succès de la formule, ont été progressivement mis en place pour 

lSource : Wikipedia 



un grand nombre de produits de base, matières premières et pro

duits agricoles: or, argent, pétrole, gaz naturel, soja, bétail, coton, 

etc. Au cours des années 1970, ils ont été étendus à des produits 

uniquement financiers : 

* d'abord les devises, sans grand succès, 

* puis les taux d'intérêt: emprunts d'état et taux LIBOR. 

C'est là qu'ils ont trouvé leur utilité économique principale, et 

connu une croissance phénoménale. Ils ont depuis été adaptés avec 

succès aux indices boursiers. 
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En utilisant les résultats de l'article de Cox, Ingersoll et Ross, "The relation 

between forward priees and futures prices" [5] et le livre de Bjork [3], nous déve

lopperons, dans un premier temps, les formules pour la tarification d'un produit 

dérivé lorsque le sous-jacent paie des dividendes. 

Dans un deuxième temps, les contrats à terme de gré à gré et les contrats 

à terme standardisés seront présentés et le prix à terme de ces contrats dans le 

cadre d'un modèle de Vasicek sera énoncé. et nous montrerons que les résultats 

obtenus sont les mêmes que celui obtenu dans l'article de Bick [21. Les résultats 

proviennent du chapitre 26 de Bjork [3]. 

Or, on verra que le contrat à terme standardisé peut être vu comme un produit 

dérivé payant des dividendes et ainsi, nous nous intéressons ensuite à la variance 

d'un contrat à terme standardisé et obtenons sa formule dans un cas général et 

faisons ensuite une application dans un modèle de Vasicek dont le sous-jacent est 

une obligation coupon zéro. Vu que les formules de variance d'un contrat à terme 

standardisé ne se retrouve pas dans la littérature, nous ferons une simulation de 

la variance du contrat à terme standardisé dans un modèle de Vasicek dont le 

sous-jacent est une obligation coupon zéro. 

4.1. TARIFICATION D'UN PRODUIT DÉRIVÉ DONT LE SOUS-JACENT 

PAIE DES DIVIDENDES DANS UN CAS GÉNÉRAL 

Le but est maintenant de déterminer le prix d'un produit dérivé lorsque son 

sous-jacent est sujet au paiement de dividendes; seul le cas continu sera traité. Ce 
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cas sera très utile, en particulier dans le cas de la tarification de contrats à terme 

standardisés et d'options de contrat à terme standardisé. Cette section provient 

du chapitre 16 de Bjork [3]. 

Définissons St comme le prix d'un titre risqué au temps t et D(t) comme le 

dividende cumulé du titre S sur l'intervalle [0, t] ; cette dernière définition montre 

alors que, sur un intervalle infiniment petit (t, t + dt], le détenteur du titre risqué 

recevra le montant dD(t) = D(t + dt) - D(t). 

Hypothèse 4.1.1. Sous la mesure de probabilité P, l'équation différentielle sto

chastique du titre risqué S est définie par: 

Alors que l'équation différentielle stochastique du dividende est donnée par: 

dD(t) = St· 8(t, St)dt, 

où 8 est une fonction déterministe continue. 

Le but de ce problème est de déterminer le prix, F(t, St), du produit dérivé à 

un temps quelconque t, dont le paiement à l'échéance Test: 

F(T, ST) = <I>(ST) 

Nous allons maintenant utiliser une méthode similaire à celle utilisée dans 

le chapitre 1 (section 1.2, page 10) pour obtenir la formule de tarification d'un 

produit dérivé sous la mesure neutre au risque Q. Nous définissons le processus 

de gain, qui est défini par: 

Définition 4.1.1. Le système de gain 

Le système de gain CS est défini comme étant le gain obtenu en détenant le titre 

risqué S, d'où C S(-) = S(·) + D(·). L'équation différentielle stochastique de CS 

est donnée par: 

dCS(t) = dS(t) + dD(t) 

= St . (Œ + 8) + St· O"dwt 

Le résultat suivant, extrait de Bjork [3], nous résume la méthode à appliquer: 
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Théorème 4.1.1 (Bjork [3]). Prix d'un produit dérivé dont le sous-jacent 

paie des dividendes. 

Soit un produit dérivé du sous-jacent S payant <I>(ST) au temps T. Alors, le prix 

au temps t de ce produit dérivé est donné par: 

où le titre risqué S a pour équation différentielle stochastique sous la mesure 

neutr'e au risque Q : 

Preuve. La pTeuve est faite dans Bjork [3, chapitre 16]. Elle consiste à constr'uire 

un portefeuille sans risq'ue basé sur CS et le système de prix F. En appliquant le 

théorème de représentation de Feynman-Kac (voir la section 1.2.1 à la page 10), 

nous obtenons al01's le théorème 4.1.1. 

Le théorème suivant, tiré de Bjork [3], sera utile lors du calcul du prix des 

contrats à terme standardisés : 

Théorème 4.1.2. Le processus de gain actualisé 

Soit S un titre risqué dont le dividende cumulé est dénoté par D. Alors, sous la 

mesure neutre au risque Q, le processus de gain actualisé défini par: 

CS(t) = e-J~r(u)duSt + l t 

e-J;r(u)dudD(T), 

est une Q-martingale. 

Preuve. En utilisant le lemme d'Itô, nous pouvons montrer que le coefficient 

de dérive de l'équation différentielle stochastique de CS est n'ut. Voir Bjork [3, 

chapitre 16] po'ur les détails. 

Nous avons maintenant les outils pour tarifer des produits dérivés payant des 

dividendes: nous pouvons alors obtenir le prix d'un contrat à terme standardisé 

mais nous faisons tout d'abord un détour par les contrats à terme de gré à gré. 

4.2. PRIX D'UN CONTRAT À TERME DE GRÉ À GRÉ 

Commençons tout d'abord par définir les paramètres d'un contrat à terme de 

gré à gré, tel que défini par Bj6rk [3] : 
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Définition 4.2.1. Le contrat à terme de gré à gré 

Considérons un produit dérivé payant y au temps T. Nous définissons un 

contrat à terme de gré à gré dont le sous-jacent est le produit dérivé considéré, la 

date d'émission est i, la date de livraison est T et le prix à terme est dénoté par 

f(t; T, Y). Alors les propriétés du contrat à terme de gré à gré sont les suivantes: 

- Le détenteur du contrat reçoit, au temps T, le droit conditionnel Y du pla-

ceur; 

- Le détenteur du contrat paie, au temps T, le prix à terme f(t; T, Y) au 

placeur; 

- Le prix à terme f(t; T, Y) est déterminé au temps t; 

- Le prix à terme f (1,; T, y) est déterminé de façon à ce que le prir du contrat 

soit égal à zéro à la date d'émission t. 

Nous allons maintenant déterminer la formule pour le calcul du prix à terme 

f(t; T, y) en utilisant le fait que le prix d'un contrat à terme de gré à gré est nul à 

la date d'émission. Mathématiquement, du point de vue du détenteur du contrat 

à terme de gré à gré, il recevra le droit contingent européen ~ = Y - f (t; T, y) 

au temps T et le prix qu'il devra payer au temps t sera de zéro : 

II(t; T,~) = II(t; T, Y - f(t; T, y)) = o. 

Nous pouvons maintenant utiliser les formules de tarification de droit contin

gent européen pour obtenir le prix à terme f(t; T, y) et le théorème suivant, 

provenant de Bjork [3], nous donne la formule: 

Théorème 4.2.1. Prix à terme sur un contrat à terme de gré à gré 

Le prix à terme sur un contrat à terme de gré à gré sur le droit contingent y, dont 

la date d'émission est 1" la date de livraison est T et le prix à terme est dénoté 

par f (t; T, Y) 1 est donné par: 

f(t;T,Y) = P(ZiT)EQ [e-ftr(U)dU·yIFt ] 



Preuve: 

0= n(t; T, y - f(t; T, y)) = EQ [e- I; r(u)du. (y - f(t; T, y))I.rt] 

=EQ [e-f{r(U)du·yl.rt] -f(t;T,Y)EQ [e-f{r(u)dul.rt] 

=EQ [e-ftTr(U)du·yl.rt] -f(t;T,Y)P(t;T) 

4.3. PRIX D'UN CONTRAT À TERME STANDARDISÉ 
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• 

Nous trouvons maintenant le prix d'un contrat à terme standardisé dans un 

cas général et une application sera faite au cas où le sous-jacent est une obligation 

coupon zéro et le modèle de taux d'intérêt est celui de Vasicek. Aussi, cette section 

utilise les résultats de la section 4.1 (page 58) et les théorèmes provenant du livre 

de Bjork [3, chapitre 26]. 

4.3.1. Cas général 

Définition 4.3.1 (Bjork 13]). Le contrat à terme standardisé 

Considérons un produit dérivé payant y au temps T. Nous définissons un 

controt à terme standardisé dont le sous-jacent est le produit dérivé considéré, la 

date d'émission est t , la date de livraison est T et le prix à terme est dénoté par 

F(t; T, Y). Alors les propriétés du contrat à terme standardisé sont les suivantes: 

(i) À chaque moment t, il existe, sur le marché, une cotation pour le pr'ix à 

terme F(t; T, y) ; 

(ii) A la date de livraison T, le détenteur du controt à terme standardisé paie 

F(T; T, y) en échange du droit contingent y; 

(iii) Sur tout intervalle de temps (s, u], le détenteur du contrat à terme stan

dardisé aura reçu le montant F( 11,; T, Y) - F(s; T, y) ; 

(iv) \;j s < T, le pr'ix du contrat à terme standardisé, à tout moment s, est par 

définition égal à zéro. 

En utilisant les points (ii) et (iv) de la définition du contrat à terme standar

disé, nous avons la relation suivante: 

F(T; T, y) = y. 
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Par la définition du contrat à terme standardisé, nous pouvons considérer que le 

contrat à terme peut-être vu comme un produit dérivé, qui satisfait les conditions 

suivantes: 

- Les dividendes sont payés continuellement et le montant du dividende payé 

est F(u; T, Y) - F(s; T, Y) sur l'intervalle (s, u]. 

- Le prix de ce produit dérivé est égal à zéro en tout temps. 

Mathématiquement, le contrat à terme peut alors être représenté par un actif 

sous-jacent Z dont les flux financiers sont les suivants: 

Processus de dividendes cumulés: D(t) = F(t; T, Y), 

Processus de prix: II(t; T, Z) = 0, t ~ T, 

Valeur finale: F(T; T, y) = y. 

Théorème 4.3.1. Le prix à terme pour le contrat à terme standardisé 

Soit le contrat à terme standardisé considéré dans le théorème 4. 3.1. Nous 

avons alors les relations suivantes: 

- Le prix à terme pour le contrat à terme standardisé est donné par: 

F(t;T,Y) = EQ [YI Ft]. 

- Si le taux d'intérêt est déterministe, alors tout autre paramètre égal, le prix 

à terme pour le contrat à terme standardisé et le prix à terme pour le contrat 

à terme de gré à gré sont égaux: 

F(t; T, y) = f(t; T, y) = EQ [YI Ft]. 

Preuve. Les détails de la preuve sont faits dans Bjork [3, chapitre 26]. Ce théo

rème est une application du théorème 4.1.2 liLe processus de gain actualisé" donné 

à la page 60 avec D(t) = F(t; T, y), II(t; T, Z) = 0 et F(T; T, Y) = y. 

4.3.2. Application à une obligation coupon zéro dans un modèle de 

Vasicek 

Considérons un contrat à terme standardisé dont le sous-jacent est une obli

gation échéant est au temps s, la date d'émission est t et la date de livraison est 

T. Ce problème provient de l'article de Bick [2] et ce contrat à terme sur le taux 

d'intérêt été dénoté" (T, s )-bond futures contract". Le produit dérivé est alors 

défini par Y = P(T; s). 
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Nous voulons maintenant déterminer le prix à terme de ce contrat au temps 

t, F(t; s, r(s)). Par les résultats précédents, nous obtenons que: 

F(t; T, P(T; s)) = EQ [P(T; s)1 Ft] 

_ e -B(T,s)·m(c,t,T)+b(B(T,s)-(s-T))+ ~. (k2(T,s)+(B(T,s))2.v 2(t,T)) - , 

où les notations proviennent du chapitre 2. Ce résultat est identique à la Propo

sition 4-2 de Bick [2J. 

4.4. VARIANCE D'UN CONTRAT À TERME STANDARDISÉ 

Après avoir calculé le prix d'un contrat à terme standardisé, nous nous intéres

sons maintenant à la variance d'un contrat à terme standardisé dont le sous-jacent 

est une obligation. 

Contrairement aux autres parties, les formules obtenues ici sont nouvelles et 

ne semblent pas se retrouver dans la littérature, mais sont inspirées des démons

trations de Bjëirk [3, chapitre 26]. 

4.4.1. Cas général 

Nous définissons Z par un contrat à terme standardisé sur une obligation 

dont l'échéance est au temps s, la date d'émission est t et la date de livraison est 

T, t ::; T ::; s. Les notations mathématiques sont alors: 

Processus de dividendes cumulés: D(t) = F(t; T, y), 

Processus de prix: II(t; T, Z) = 0, t ::; T, 

Valeur finale: F(T; T, y) = y. 

Par la section 4.1 à la page 58, nous nous rappelons que le système de gain 

C Z dans un contrat à terme standardisé est défini par: 

En examinant CZ, nous remarquons que CZ (T) représente la valeur actualisée 

au temps 0 des gains du temps 0 au temps s. On introduit alors la fonction 

CZ (T; s) qui est la valeur actualisée au temps T des gains du temps T au temps 



s: 

C Z (T; S) = rr(s; T, Z) . e- f: r(u)du + l s 

e- f;'r(v)dvdD(-u) 

= l s 

e-fT'"r(v)dvdF(n;T,y), 
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(4.4.1) 

par la définition du processus de prix et du processus de dividende et le fait que 

rr(s; T, Z) = o. 
Nous voulons maintenant développer l'équation (4.4.1) ; pour cela, nous allons 

montrer que F(·; T, Y) est une Q-martingale en utilisant le résultat suivant extrait 

de Gauthier [11] : 

Résultat 4.4.1. Une propriété des martingales 

Soit X une variable aléatoire intégrable. Alors le processus stochastique {.Ms : t ::; s ::; T} 

défini par: 

.Ms = EQ [XI F s ] est une Q-martingale. 

Ainsi, par le résultat, F(T;T,Y) = EQ [?(T;s)IFr] est une Q-martingale, ce 

qui nous permet d'avoir l'équation différentielle stochastique de D par: 

dF(T; T, y) = grdWrQ, 

où {gr : t ::; T ::; T} est une fonction déterministe. 

La valeur actualisée des gains au temps t du contrat à terme standardisé du 

temps t au temps T est alors: 

CZ(t· T) = fT e- ftT r(u)dug dWQ 
'Jt r r· 

Le résultat suivant, provenant aussi de Gauthier [11], nous simplifiera le calcul 

de la variance : 

Résultat 4.4.2. Variance de l'intégrale d'un mouvement brownien 

V T > t, Va?' [fT XudW:] = EP [fT X~dU] 

= fT E P [X~] du. 

En utilisant le résultat 4.4.2, nous obtenons le théorème suivant: 

Théorème 4.4.1. Variance des gains actualisés dans un contrat à terme 

standardisé dont le sous-jacent est une obligation 
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Soit Z un actif financier représentant un contrat à terme standardisé sur une 

obligation dont l'échéance est au temps s, la date d'émission est t et la date de 

livraison est T, t ::; T ::; s. 

Nous définissons VT tel que t ::; T ::; T, F(T; T, Y) = Ff2 [P(T; s)1 Fr] le prix à 

terme pour ce contrat à terme standardisé et l'équation différentielle stochastique 

du prix est donnée par : 

(4.4.2) 

Alors, la variance de la valeur actualisée des gains du contrat à terme stan

dardisé est donnée par: 

Preuve. Par les équations (4.4.1) et (4.4.2), nous avons: 

et une simple application du résultat 4.4.2 termine la preuve. 

La prochaine section est une application du théorème 4.4.1 dans le cas où le 

taux d'intérêt suit le modèle de Vasicek. 

4.4.2. Application dans un modèle de Vasicek dont le sous-jacent 

est une obligation coupon zéro 

Nous voulons maintenant calculer la variance d'un contrat à terme standardisé 

dont le sous-jacent est une obligation échéant au temps s, la date d'émission est 

t et la date de livraison est T, t ::; T ::; s. Le taux d'intérêt r suivra le modèle de 

Vasicek sachant que seul le taux d'intérêt au temps t est connu, r(t) = c. 
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En utilisant les résultats de la section 2.1 "Prix futur d'une obligation coupon 

zéro" (page 26), nous avons : 

D(T) = F(T;T,Y) = EQ [P(T;s)IFrl 

[ 
v2(T" T)B2(T' s)] 

=exp -m(r(T);T;T)B(T;s)+A(T;s)+ '2 ' 

= exp [C(T) . r(T) + ~(T)l, (4.4.3) 

où C(T) = _e-a(T-r) B(T; s) 

v 2 (T" T)B2(T' s) 
~(T)=-a·b·B(T;T)B(T;s)+A(T;s)+ '2 ' 

En utilisant l'équation différentielle stochastique du taux d'intérêt sous le 

modèle de Vasicek, l'équation (4.4.3) et le lemme d'Itô, il peut alors être démontré 

que l'équation différentielle stochastique de D est donnée par: 

( 4.4.4) 

Le théorème 4.4.1 (page 65) et l'équation (4.4.4) nous donnent alors le corol

laire suivant : 

Corollaire 4.4.1. Variance d'un controt à terme standardisé dont le 

sous-jacent est une obligation coupon zéro dans un modèle de Vasicek 

Soit un contrat à terme standardisé dont le sous-jacent est une obligation échéant 

au temps s, la date de livraison est T et le taux d'intér'êt suit le modèle de Vasicek. 

La valeur actualisée au temps t des gains du contrat à terme standardisé du temps 

t au temps T est dénotée par C Z (t; T) et sa variance est alors: 

où J( T) = e2( -a(T-r)-n(c;t;r)+G(r).m(c,t,r)+K(r)+k2(t;r)+(G(r»2.v2(t,r)-G(r).o-2(8(t;r»2). 

Preuve. En posant gr = -aD(T)B(T; s)e-a(T-r) et après quelques simplifica

tions, la démonstration du théorème est complétée. Voir l'annexe D à la page D-i 

pour les détails. 

L'intégrale It
T 

f(T)dT est ne peut être évaluée exactement; il faut ainsi choisir 

une méthode d'approximation pour évaluer cette intégrale. Par exemple, nous 

pouvons faire une approximation de f (-) par une série de Taylor. 
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4.5. SIMULATION DE LA VARIANCE D'UN CONTRAT À TERME STAN

DARDISÉ DONT LE SOUS-JACENT EST UNE OBLIGATION COU

PON ZÉRO DANS UN MODÈLE DE VASIëEK 

4.5.1. Méthodologie 

Nous voulons nous assurer que la formule de variance d'un contrat à terme 

standardisé dont le sous-jacent est une obligation dans un modèle de Vasicek, 

donnée par le corrollaire 4:4.1 : 

est correcte. Pour cela, nous devons donc avoir plusieurs estimations de celle-ci 

et nous utilisons une approximation de Taylor de f pour évaluer ftT f (T )dT telle 

que décrite dans le livre "Calculus" [20] de Stewart. 

Dans notre cas, le dividende cumulé est donné par: 

= P(r(T); T; s), qui est Fr-mesurable. (4.5.1) 

Par la définition du contrat à terme, nous nous rappelons que le contrat à 

terme peut-être vu comme un produit dérivé, qui satisfait les conditions suivantes: 

- Les dividendes sont payés continuellement et le montant du dividende payé 

est F(u;T,Y) - F(T;T,Y) sur l'intervalle (T,U]; 

- Le prix de ce produit dérivé est éga.l à zéro en tout temps. 

Il suffit alors de discrétiser le paiement des dividendes sur l'intervalle [t, T] 

soit {tk : 0 s: k s: m} la discrétisation du temps choisie, où to = t et tm = T. 

Alors, la simulation du dividende payé au temps tk sera calculée par: 

D~(i)(t ) - P( (i)[t ]'T' ) - P( (i)[t< ]'T's) k - 0 'k - r 'k, ,s r 'k-l, l , - , ... , ln. 

Comment décider de la valeur de T(i) [tk] ? Afin de pouvoir calculer, nous 

remarquons que la variance est prise selon la filtration Ft; il suffit ainsi simplement 

de simuler à partir du schéma d'Euler [13] une trajectoire du taux d'intérêt du 

temps t au temps T (voir la section 1.5 à la page 20 pour les détails). 
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Afin d'avoir un estimé ê(i) de CZ(t; T) = J~T e- ft
T 

r(v)dvdD(T) , nous devons 

connaître la valeur présente des dividendes simulés : l'intégrale contenue dans 
l' 

e- fi. r(11.)d11. est calculé par une approximation de Riemann-Stieltjes [19] : 

Alors, un estimé de C Z (t; T) est donné par: 

ê(il = ~ b(il (t,) exp [ - t. r lil [t,](I., - t,-Il J. 

Si nous répétons l'expérience N fois, nous aurons alors: ê(l), , ... , ê(i), ... , ê(N) 

et nous pourrons alors avoir un estimé (qui est la variance des ê U), i = 1, ... , N) 

et un intervalle de confiance de la variance d'un contrat à terme standardisé 

dont le sous-jacent est une obligation coupon zéro dans un modèle de Vasicek. 

L'intervalle de confiance classique et percentile sont des méthodes d'obtention 

d'intervalles de confiance expliquées dans le chapitre 2. 

4.5.2. Résultats de la simulation 

La simulation de la variance du contrat à terme standardisé, dont l'actif sous

jacent est une obligation au temps T échéant au temps s, est appliquée en prenant 

comme valeurs numériques: t = 0, T = 3, s = 5, a = 0.1, b = 0.1, c = 0.1, a = 

0.02, tk+l - tk = t::.t = 0.0050, h = T;/ = 600. 

Les résultats obtenus par simulation sont résumés dans le tableau 4.1 à la page 

70 où les intervalles de confiance (I.e.) sont au niveau 0,95. La deuxième et la 

troisième colonne sont les résultats obtenus en prenant respectivement N = 1 000 

et N = la 000, tout autre paramètre constant. Il faudrait observer dans le tableau 

que: 

- Plus le nombre de valeurs simulées N augmente, plus l'intervalle de confiance 

classique devient petit et plus la valeur simulée se rapproche de la valeur 

théorique : ceci nous donne une indication que la simulation a été faite 

correctement. 

- Dans le cas de l'intervalle de confiance percentile, lorsque le nombre de 

valeurs simulées N augmente, l'intervalle de confiance ne devient pa.<J plus 
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petit : ceci est dû au fait que Pintervalle de confiance percentile est plus 

influencé par les valeurs extrêmes que l'intervalle de confiance classique. 

- Dans les deux cas où N = 1 000 et N = 10 000, la valeur théorique est 

contenue dans les intervalles de confiance classiques et percentiles : nous 

pouvons ainsi conclure que la formule de variance d'un contrat à terme est 

correcte. 

Paramètres VarQ [Gz (l,; T) 1 Ft] VarQ [GZ(t;T)1 Ft] 

t 0 0 

T 3 3 

s 5 5 

h 600 600 

N 1 000 10000 

Valeur théorique 1 4652· 10-3 , 1 4652.10-3 , 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. classique 1 3962· 10-3 , 1,4169. 10-3 

Valeur simulée 1 5609· 10-3 , 1, 4582 . 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. classique 1, 7257 . 10-3 1, 4995 . 10-3 

Borne inférieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 1 1242· 10-3 , 1,0468. 10-3 

Valeur simulée 1,5609. 10-3 1,4582. 10-3 

Borne supérieure simulée 

avec I.e. méthode percentile 1,7675. 10-3 1,8482 . 10-3 

, 
TAB. 4.1. Resultats de la SImulatIOn de la vanance d'un contrat 

à terme standardisé dont le sous-jacent est une obligation dans un 

modèle de Vasicek 

4.6. CONCLUSION DU CHAPITRE 

Le résultat central de ce chapitre a été d'obtenir dans un modèle de Vasicek 

le prix et surtout la variance d'un contrat à terme standardisé dont le sous-jacent 
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est une obligation coupon-zéro alors que la formule de variance ne se retrouve pas 

dans la littérature. 

Or, dans la section 3.3 (page 50), il faudrait aussi noter que nous avons obtenu 

la méthode pour calculer la variance d'un contrat à terme qui paie des dividendes 

dans un cas généraJ : la variance de ce contrat à terme standardisé dont le sous

jacent est une obligation coupon zéro en est une application. En utilisant cette 

méthode, nous pourrions développer d'autres formules de variance de contrats à 

terme standardisés. 



Chapitre 5 

APPLICATION PRATIQUE DES RÉSULTATS 

Nous voulons maintenant étudier la performance du prix et de la variance 

théoriques d'obligations à coupon zéro dans un cas réel: nous allons l'appliquer 

à un jeu de données et extraire les avantages et désavantages du modèle. Nous 

pouvons ainsi calculer le prix, l'intervalle de confiance associé au prix et la variance 

d'obligations coupon zéro dans un modèle de Vasicek tel que déterminés dans les 

chapitres 1 et 2 et les comparer à leurs valeurs empiriques correspondantes sur 

les marchés. 

5.1. LES DONNÉES 

Les données utilisées sont les taux de rendement d'obligations coupon zéro, 

générés à partir des prix des obligations coupon zéro et des bons du Trésor du gou

vernement canadien. Les données ont été extraites du site internet de la Banque 

du Canadal
. Il s'agit de données mensuelles dont les échéances vont de 0, 25 année 

à 30 années par pas de 0,25 années alors que l'éventail de la période considérée 

va du 31 Janvier 2000 jusqu'au 30 Avril 2007. 

Il faudrait noter que la taille des dOilllées utilisées est petite (88), mais le fait 

que le taux d'intérêt dans un modèle de Vasicek suive une distribution normale 

implique que des résultats significatifs peuvent être obtenus malgré la petite taille 

de la base de données considérée. Quel est le taux de rendement à utiliser pour 

modéliser le taux d'intérêt? Nous allons utiliser le taux de rendement ayant la 

Ihttp://www.bank-banque-canada.ca/ 
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FIG. 5.1. Taux de rendement de 3 mois d'obligations coupon zéro 

et de bons du trésor du gouvernement du Canada durant la période 

2000-2007. 
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FIG. 5.2. Variation mensuelle successive du taux de rendement de 

3 mois durant la période 2000-2007. 
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plus courte échéance (voir Duffee [7]), qui est dans notre cas, l'échéance de 3 mois 

a.fin de représenter le taux court de Vasicek. 
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La représentation du taux de rendement de 3 mois est illustrée dans le gra

phique 5.1 alors que le graphique 5.2 représente la variation mensuelle successive 

du taux de rendement de 3 mois. Nous pouvons alors distinguer 3 périodes: 

(i) Durant la période 2000 à 2001, la tendance du taux de rendement est 

décroissante. Vu que sa variation successive est souvent négative et im

portante, cette période affectera le plus la variabilité du modèle: nous ne 

pourrons donc pas modéliser correctement ce phénomène car la volatilité 

stochastique du modèle de Vasicek est constante. 

(ii) Durant la période 2002 à 2005, la variation successive du taux de ren

dement est stable : il y a sensiblement le même nombre de variations 

positives que négatives. Vu que cette période est la plus longue, le modèle 

de Vasicek sera le plus influencé à représenter cette période. 

(iii) Durant la période 2006 à 2007, la tendance du taux de rendement est 

croissante, alors que la variation successive est plus souvent positive sans 

pour autant être aussi important que la période 2000 à 2001. 

Dû au fait que nous pouvons distinguer 3 périodes qui ont chacune une variabilité 

différente, nous ne nous attendons pas à ce que le modèle de Vasicek nous donne 

d'excellents résultats. 

5.2. MÉTHODOLOGIE 

La méthode utilisée pour le calibrage des paramètres est la méthode du quasi

maximum de vraisemblance ("Quasi-Maximum Likelihood") ; plus de détails sont 

donnés dans Duffee [7]. Le code écrit par Rolf Poulsen2,"R-code for Vasicek esti

mation", calibre les paramètres du modèle de Vasicek aux données fournies. Ce 

code avait été appliqué aux taux de rendement d'obligations coupon zéro amé

ricaines et illustrait l'application aux courbes de rendement dans un modèle de 

Vasicek; nous avons utilisé ce code pour l'appliquer aux données canadiennes et 

implanter la variance réelle et théorique des obligations. 

Soit y[ le taux de rendement au temps t échéant au temps t+T ; le prix observé 

au temps t d'une obligation coupon zéro, échéant au temps t + T, est alors donné 

2http://www.math.ku.dk/..-.rolf/ 
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par: 

P(t; t + T) = exp [-y; . T] , (5.2.1) 

et le prix d'une obligation coupon zéro sous le modèle de Vasicek est: 

P(t; t + T) = exp [A(t; t + T) - B(t; t + T)r(t)] , (5.2.2) 

où r(t) est le taux court. 

Nous allons maintenant choisir r(t) de façon à ce que le prix observé d'une 

obligation coupon zéro, échéant dans 3 mois, corresponde au prix théorique d'une 

obligation coupon zéro, échéant dans 3 mois. En utilisant les équations (5.2.1) et 

(5.2.2), le taux court r(t) est alors donné par: 

() 
0.25· yf·25 + A(t; t + 0.25) 

r t = -----=-,::::-;---'--'----:------'-
B(t; t + 0.25) 

5.2.1. Cas du taux de rendement selon différentes échéances 

Dans un premier temps, nous allons comparer les courbes de rendement moyennes 

observées et théoriques (sous le modèle de Vasicek). La courbe de rendement 

moyenne observée correspond à la moyenne du taux de rendement sur la période 

2000-2007 en fonction de l'échéance alors que la courbe de rendement moyenne 

sous Vasicek utilise comme taux d'intérêt la moyenne du taux court sur la pé

riode 2000-2007. Dans un deuxième temps, nous allons comparer les courbes de 

rendement observées et théoriques par rapport à un mois de la période : nous 

allons prendre comme exemple les mois d'octobre 2005 et d'avril 2003. 

Nous pouvons montrer que le taux de rendement théorique (dans un modèle 

de Vasicek), au temps t échéant au temps t + T, est donné par: 

T -A(t; t + T) + B(t; t + T)r(t) 
Yt = . 

T 
(5.2.3) 

Or, on peut montrer que A(t; t+T) et B(t; t+T) sont des fonctions indépendantes 

de t et nous introduisons alors une nouvelle notation pour le taux de rendement 

théorique: 

yT(Z) = -A(T) + B(T)Z, 
T 

(5.2.4) 
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où A(r) = A(t;t + r) et B(r) = B(t;t + r). Ainsi, la courbe de rendement 

moyenne sous Vasièek utilise l'équation (5.2.4) en prenant comme taux d'intérêt 

z, la moyenne du taux court r(·) sur la période 2000-2007. 

Le graphique 5.3 à la page 81 nous montre les résultats obtenus. Ainsi, nous 

remarquons que le modèle de Vasicek nous donne une excellente approximation 

de la courbe de rendement moyenne observée pour les échéances des 15 premières 

années mais elle est moins bonne pour les 15 dernières années. 

Nous nous intéressons maintenant à comparer la courbe générée par le modèle 

de Vasiëek estimé avec chacune des 88 courbes de rendement. Ainsi, nous trai

tons le cas de la courbe de rendement pour le mois d'octobre 2005 : les courbes de 

rendement théoriques sont calculées par l'équation (5.2.3) avec le taux court cor

respondant au mois d'octobre 2005. Par le graphique 5.4 à la page 81, nous voyons 

que la courbe de rendement moyenne sous Vasièek nous donne de bons résultats 

lorsque l'échéance est petite, mais se détériore rapidement lorsque l'échéance aug

mente. 

Nous comparons aussi la courbe de rendement observée et théorique par rap

port au mois d'avril 2003 afin de montrer que nous pouvons obtenir un meilleur 

résultat: par le graphique 5.5 à la page 82, nous remarquons que l'approxima

tion de la courbe de rendement observée par le modèle de Vasièek est maintenant 

meilleure où l'approximation est très bonne pour les échéances de moins 10 an

nées. 

5.2.2. Cas d'une obligation coupon zéro 

Dans un premier temps, nous voulons comparer la valeur observée du prix 

d'une obligation coupon zéro et sa valeur théorique dans un modèle de Vasièek : 

comme nous avons maintenant les formules de variance de l'obligation (voir le 

chapitre 1 pour les détails), nous pouvons maintenant calculer un intervalle de 

confiance du prix de l'obligation coupon zéro dans un modèle de Vasièek et le 

comparer au prix observé de l'obligation coupon zéro. Dans un deuxième temps, 

nous étudierons la variance de l'obligation en comparant les résultats théoriques 

et observés. 
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5.2.2.1. Prix d'une obligation à coupon zéro 

Nous nous intéressons au prix d'une obligation en octobre 2005 selon diffé

rentes échéances T = 0,25 , 0,5 , ... , 10. Le prix théorique de l'obligation est 

calculé à partir de la formule : 

P(t; t + T)I:Ft = exp [A(t; t + T) - B(t; t + T)r(t)]. 

Le graphique 5.6 à la page 83 résume les résultats obtenus. En examinant le 

graphique, nous voyons que le prix de l'obligation observé est contenu dans les in

tervalles de confiance du modèle de Vasicek : ainsi, l'approximation par le modèle 

de Vasicek du prix de l'obligation est acceptable. Mais, il faudrait aussi remar

quer que plus l'échéance augmente, plus le prix observé se rapproche de la borne 

supérieure de l'intervalle de confiance. Comme auparavant, nous observons que 

plus l'échéance augmente, moins l'approximation du modèle de Vasicek est fiable. 

5.2.2.2. Variance d'une obligation à coupon zéro 

Nous nous intéressons maintenant au cas de la variance d'une obligation en 

octobre 2005 pour différentes échéances T = 0,25, 0,5, ... , 10. Nous avons, par 

le chapitre 1, les formules pour la variance théorique d'une obligation à coupon 

zéro dans un modèle de Vasicek mais le problème est que n'avons pas de formules 

pour calculer la variance observée d'une obligation à coupon zéro: il suffit d'avoir 

plusieurs estimés du prix observé de l'obligation coupon zéro et de calculer la 

variance correspondante. 

Soit t la date correspondant au mois d'octobre 2005, y[ le taux de rendement 

pour le mois d'octobre 2005 pour l'échéance T et i\t; t + T) le prix observé pour 

le mois d'octobre 2005 dont l'échéance est T. 

Alors, un estimé de P(t; t + T) est donné par: 
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où une approximation linéaire est utilisée pour trouver le taux d'intérêt yr-p. 
t+ I2 

Ainsi, en utilisant uniquement les valeurs estimées suivantes : 

{P(t + li2 ; t + T) : i E {-3, ... ,0, ... ,3} } , 

nous pouvons avoir un estimé de la variance observée de l'obligation et le comparer 

à la variance sous le modèle de Vasicek . 

Le graphique 5.7 à la page 83 résume les variances obtenues uniquement pour 

les échéances plus petites que 10 années : nous voyons que pour les échéances 

allant de 0.25 à 3 années, les deux variances sont proches mais que, plus l'échéance 

augmente, plus l'approximation de la variance observée par le modèle de Vasicek 

est mauvaise. Nous remarquons, encore une fois, qu'il serait donc judicieux de se 

limiter aux obligations dont l'échéance est relativement petite. 

5.2.3. Prix futur et variance du prix futur d'une obligation coupon 

zéro 

Nous nous intéressons maintenant au prix futur, aux intervalles de confiance 

associés et à la variance du prix futur d'une obligation à coupon zéro en fonction 

de la filtration utilisée (donc dépendant de la date où nous connaissons le taux 

d'intérêt) : nous allons comparer les résultats observés et les résultats théoriques 

obtenus dans le chapitre 2. 

5.2.3.1. Cas du prix futur d'une obligation coupon zéro 

Dans un premier temps, nous nous intéressons au prix futur et à ses intervalles 

de confiance associés uniquement. Plus précisement, nous voulons comparer le 

prix futur théorique EQ [P(s; s + 7)1 Ft] et le prix futur observé P(s; s + 7)1 Ft 

pour différents t. Nous connaissons la formule pour le prix futur théorique par le 

chapitre 2, mais pour le prix futur observé, il faudrait utiliser la formule suivante: 

P~( . )l'L - P(t;s +7) S,S+7.rt- ~ . 
P(t;s) 

(5.2.6) 

Le prix d'une obligation en janvier 2005 échéant en janvier 2010 en supposant 

que nous connaissons le taux d'intérêt à différentes années (janvier 2000, janvier 

2001, ... , janvier 2004) est considéré: si nous supposons que t = a correspond au 
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mois de janvier 2000, ... , t = 4 correspond à janvier 2004, ceci revient alors à 

calculer dans le modèle de Vasicek, EQ [P(5; 10) 1 Ftl avec t = 0, ... ,4. En utilisant 

l'équation (5.2.6) et les résultats du chapitre 2, nous obtenons le graphique 5.8 à 

la page 84. Nous remarquons que le prix observé est compris dans l'intervalle de 

confiance théorique sauf pour l'année 2002; nous sommes satisfaits des résultats 

car la théorie ne peut pas tout le temps refléter la pratique. 

5.2.3.2. Cas de la variance du prix futur d'une obligation coupon zéro 

Nous portons maintenant notre attention à la variance du prix futur de l'obli

gation: nous voulons alors comparer la variance théorique VarQ [P(s; s + 7)1 Ftl 

à la variance du prix futur observé (P(s; s + 7)1 Ft) pour différents t. 

La variance du prix futur observé est calculée en utilisant les estimés du prix 

futur {P(s + li2 ; s + 7) 1 Ft : i E {-3, ... ,0, ... ,3} } qui sont eux-mêmes cal

culés en utilisant les équations (5.2.5) et (5.2.6), définies aux pages 77 et 78 

respectivement. 

L'application sera faite à l'obligation considérée dans la section 5.2.3.1 pré

cédente, qui est le prix d'une obligation en janvier 2005 échéant en janvier 2010 

en supposant que nous connaissons le taux d'intérêt à différentes années (janvier 

2000, janvier 2001, ... , janvier 2004). Le résultat obtenu est exposé dans le gra

phique 5.9 à la page 84 : nous voyons que les variances théoriques et observées 

sont du même ordre de grandeur et sont arbitrairement proches. 

Nous sommes donc satisfaits des résultats obtenus; pour nous en convaincre 

encore plus, nous examinons un autre cas: l'obligation considérée est encore la 

même, mais l'échéance est maintenant de 2 années. Les résultats sont résumés 

dans les graphiques 5.10 et 5.11 à la page 85; les conclusions obtenues sont les 

mêmes que dans les sections précédentes, mais avec quelques différences : 

- Dans le graphique 5.10, nous voyons que le prix théorique est maintenant 

plus proche du prix observé (en comparant les ordonnées des graphiques 5.8 

et 5.10). Il faudrait noter que le prix observé, correspondant à t = 3, est 

très proche du prix théorique et est donc difficile à distinguer. 
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- Dans le graphique 5.11, nous voyons que les résultats sont les mêmes mais 

que la distance entre la variance théorique et observée est maintenant plus 

petite (en comparant les ordonnées des graphiques 5.9 et 5.11). 

5.3. CONCLUSION DU CHAPITRE 

Le but de ce chapitre était de faire une application pratique des résultats 

obtenus. Le jeu de données utilisé ne correspondait pas au cas le plus idéal pour 

un modèle de taux d'intérêt de Vasicek, vu la variabilité de celui-ci. Mais nous 

avons tout de même obtenu des résultats satisfaisants et nous avons pu ressortir 

les avantages et les désavantages associés au modèle. 

Commençons par énumérer les désavantages : 

- Comme nous l'avons vu de nombreuses fois, lorsque l'échéance de l'obli

gation augmente, l'approximation par le modèle de Vasicek est de moins 

en moins bonne. Mais ce problème n'est pas dû uniquement au modèle de 

Vasicek, il est normal que le marché financier soit incertain de l'évolution 

du taux d'intérêt dans un avenir lointain et ainsi, le taux court observé ne 

peut refléter cette incertitude. 

- Le deuxième inconvénient est que le modèle ne peut prendre en compte 

une année dont les caractéristiques sont différentes des autres: comme nous 

l'avons vu, l'année 2002 est une année qui ne suit pas la tendance et les 

résultats théoriques pour cette année laissent à désirer. 

Ensuite, les avantages: le premier avantage est que le modèle de Vasicek peut 

être appliqué avec un jeu de données relativement petit. Le deuxième avantage 

est que ce modèle est simple à appliquer, les temps de calcul sont très rapides 

et les résultats théoriques reflètent tout de même bien la réalité surtout lorsque 

l'échéance est courte. 
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Les courbes de rendement pour le mois d'avril 2003 
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Chapitre 6 

CONCLUSION 

Dans ce mémoire, nous avons voulu résumer les différents résultats obtenus 

dans la littérature en matière de calcul stochastique sur les produits dérivés dont 

le taux d'intérêt suit un modèle de Vasicek : le cas où le sous-jacent est une 

obligation coupon zéro a été principalement traité. Nous avons aussi essayé de 

contribuer à la recherche en développant, entre autres, les formules de variance 

d'une obligation coupon zéro, du prix futur d'une obligation coupon zéro, d'une 

option européenne d'achat sur une obligation coupon zéro et de contrats à terme 

standardisés. 

Au chapitre 1, nous avons introduit le modèle de Vasicek qui a été le modèle 

de taux d'intérêt utilisé tout au long du mémoire. Nous avons utilisé la théorie 

de l'arbitrage pour montrer l'existence d'une mesure neutre au risque, qui est 

l'outil aidant à calculer le prix sans arbitrage de tout produit dérivé. Nous avons 

aussi obtenu les formules de prix et de variance d'une obligation coupon zéro 

dans un modèle de Vasicek : nous illustrons les approches prises pour trouver le 

prix de cette obligation coupon zéro sans aller en détail mais nous verrons que 

ces approches sont souvent nécessaires à la démonstration des preuves, bien que 

les formules et les preuves du prix d'une obligation coupon zéro se retrouvent 

dans la littérature. Par contre, la formule de variance ne se retrouve pas dans 

la littérature: nous faisons alors une preuve du résultat ainsi qu'une simulation 

pour confirmer les résultats obtenus. 

Au chapitre 2, nous avons trouvé les formules du prix futur d'une obligation 

coupon zéro et de la variance du prix futur d'une obligation coupon zéro dans un 
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modèle de Vasicek. Bien que la formule du prix futur de l'obligation coupon zéro 

soit connue (voir Bick [2]), une preuve satisfaisante ne semble pas être présente 

dans la littérature: nous avons alors décidé de faire une brève preuve de celle-ci 

ainsi qu'une simulation pour confirmer les résultats; cette preuve nous est aussi 

utile dans le calcul de la variance du prix futur de l'obligation coupon zéro. Le 

fait que la distribution du taux d'intérêt dans le modèle de Vasicek soit normale, 

simplifie beaucoup les calculs. 

Au chapitre 3, nous avons déterminé le prix et la variance d'une option eu

ropéenne d'achat dont le sous-jacent est une obligation à coupon zéro. En ce qui 

concerne le prix de cette option européenne d'achat, la méthode nécessitait l'uti

lisation de la méthode de changement de mesure et nous avons ainsi expliqué les 

étapes pour trouver la nouvelle mesure. Pour la variance de l'option européenne 

d'achat, nous avons utilisé la méthode de fonction de densité du taux d'intérêt 

introduite par Jamshidian [15] pour des fins de simplicité et pour montrer une 

méthode alternative. Un résultat général avait aussi été trouvé pour la variance de 

produits dérivés sujet à un paiement unique dans un modèle de Vasicek (théorème 

3.3.1 à la page 50). 

Dans le chapitre 4, nous avons traité le cas où le produit dérivé était sujet au 

paiement de dividendes et nous avons alors obtenu une formule de représentation 

des gains futurs escomptés. Pour le calcul du prix et de la variance de ces produits 

dérivés, il suffit d'utiliser la formule de représentation des gains futurs escomptés: 

ceci nous a aidé à trouver le prix et la variance d'un contrat à terme standardisé 

dont le sous-jacent est une obligation coupon zéro. 

Les résultats que nous avons obtenu dans les chapitres précédents sont des 

résultats théoriques et nous avons fait un exemple d'application à un cas pratique 

au chapitre 5 : le jeu de données est celui des obligations coupon zéro et des bons 

du trésor du gouvernement canadien. Nous avons comparé les résultats théoriques 

et observés du prix et de la variance d'une obligation coupon zéro et ensuite, 

du prix futur d'une obligation coupon zéro. Nous avons vu que nous pouvons 

obtenir de bons résultats par rapport à un petit jeu de données, lorsque l'on 

garde l'échéance de l'obligation coupon zéro relativement petite. 
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Nous avons remarqué que la plupart des articles se concentrent sur le prix 

de ces produits dérivés de taux d'intérêt mais que peu discutent de la variance 

associée à celle-ci : ceci a été le but de ce mémoire. Une des raisons qui a peut

être poussé à délaisser cet aspect des produits dérivés de taux d'intérêt est le fait 

que le calcul stochastique associé à la variance se complique rapidement alors que 

calculer la variance par les données empiriques est une approche simple et rapide. 

L'une des erreurs survenant le plus souvent est lors de la manipulation de 

processus stochastiques est de supposer que certains processus sont détermi

nistes alors qu'ils sont stochastiques. Obtenir la formule du prix d'une obligation 

coupon-zéro à partir de son équation différentielle stochastique est un exemple 

représentatif de cette erreur. On avait que, l'équation différentielle stochastique 

du prix d'une obligation coupon zéro, échéant au temps T, est donnée par: 

dP(s;T) = P(s;T)· r(s)ds - P(s;T)aB(s;T)dWs
Q. 

Vu que r( s) est présent uniquement dans le coefficient de diffusion, on pourrait 

se dire que la covariance entre r (s) et le mouvement brownien W s
Q est nulle : ceci 

n'est pas le cas car r( s) est lui-même un processus stochastique, donc dépendant 

du terme W s
Q (voir l'annexe A à la page A-i pour les détails de la preuve). 

D'un point de vue théorique, il y a ainsi un vaste champ à explorer sur la 

variance de ces produits dérivés de taux d'intérêt tel que l'application aux modèles 

multidimensionnels: il faudrait alors prendre en compte la covariance en plusieurs 

dimensions, ce qui ne serait pas une tâche simple. 
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Annexe A 

PRIX D'UNE OBLIGATION À COUPON ZÉRO 

EN UTILISANT SON ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE 

Nous allons maintenant dériver la formule du prix d'une obligation coupon 

zéro dans un modèle de Vasicek à partir de son équation différentielle stochastique 

(théorème 1.3.4 page 18) : 

dP(s; T) = P(s; T) . 1'(s )ds - P(s; T)CY B(s; T)dWs
Q. 

Le problème central est de se rendre compte que le coefficient de dérive (terme 

en ds) est dépendant du coefficient de diffusion (terme en dlVs
Q ) dû au fait que 

1'(s) est une variable aléatoire. 

Ainsi, nous allons montrer que la formule explicite du prix, pet; T), d'une 

obligation au temps t échéant au temps T dans un modèle de Vasicek est donnée 

par: 

[ 
k2(t'Tl] P(j;;T) = exp -n(c;j;;T) + -~'- . 

Démonstration : 

Par le lemme d'Itô, l'équation différentielle stochastique de Log[P(s; T)] est: 

dLog[P(s;T)] = [1'(s) - ";(B(s;T))2] ds - CYB(s;T)dWs
Q

. 
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La forme intégrale de l'équation précédente est alors: 

Log [P(T; T)]-Log[P(t; T)} = jT dLog[P(s; T)] 
~ t 

=0 

= [T r(s)ds -IT 2 (B(s;T)fds fT O"B(s;T)dWs
Q 

= iT 

r(s)ds - 2 - 0" iT 

B(s;T)dWs
Q

, (A.O.I) 

Par le chapitre 1, nous savons que J~T O'B(s; T)dW",Q rv NQ (0; k2(t; T)) 

et - ftT r(s)dsIFt ",NQ(-n(c;t;T);k2(t;T)). 

Par l'équation (A.O.l), l'espérance de Log[P(t; T)] devient: 

[iT 1] k2(t· T) 
t - r (s ) ds Ft + ; + a 

= -n(c;l;T) + ~-~ 
2 

La variance de Log[P(t; T)] est alors: 

VarQ [Log[P(t; Trll Ft] = VarQ [_jT r(u)dul Ft] + VarQ [0" jT B(s; T)dWsQI Ft] 

- 2CovQ [jT r(s)ds, 0' jT B(S;T)dWsQI Ft] 

= k 2 (t; T) + k2 (t; T) 2k2 (t; T) O. 

LecalculdeCov Q [J;T ds)ds,O' J~T B(s;T)dWsQIFt] utilise le fait que que Jt -r(s)ds 

et 0" ItT B(s; T)dWsQ ne sont pas linéairement indépendants: 

Cov Q [jT r(s)ds,O" [T B(S;T)dWsQI Ft] 

= EQ [(jT r(v)dv - EQ [jT r(v)dvIFt]) . ([T O"B(s;T)dWF 0) 1 Ft] 

= E Q [(jT 0" IV e-a(V-U)dW~dV) . (jT 0" B(8; T)dWs
Q) 1 Ft] 

= 0"2jT EQ [(IV e-a(v-u) dW~) . (IT B (s; T)dWsQ) 1 Ft] dv 

jTjV =0'2 t t e-a(v-u)·B(u;T)dudv 
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Alors la distribution de Log[P(t; T)] est: 

( 
k2~;T) ) Log[P(t; T)] r'V NQ -n(c; t; T) + 2 ; 0 

k 2 (t" T) 
= -n(c t" T) + ' , , 2" 

• 



Annexe B 

ÉVALUATION DU PRIX FUTlJR ET DE LA 

VARIANCE DU PRIX FUTUR D'UNE 

OBLIGATION COUPON ZÉRO DANS UN 

MODÈLE DE VASICEK 

Nous voulons démontrer les formules du prix futur et de la variance du prix 

futur escompté d'une obligation coupon zéro dans un modèle de Vasicek, obtenues 

dans le chapitre 2. 

La preuve du prix futur d'une obligation coupon zéro nécessite de trouver des 

distributions de la forme e- J,T r(u)du 1 :Ft ; cette démonstration se fait en utilisant 

les propriétés des filtrations et les résultats obtenus dans le chapitre l. 

Or, nous verrons que la preuve de la variance du prix futur escompté utilise 

la distribution du taux d'intérêt r(-). 

Les résultats et les notations suivantes, provenant du chapitre 1, nous seront 

utiles tout au long des démonstrations : 

[- J~T r(n)dn] l:Fs rvNQ(-n((r(s)),s;T),k2(s;T)); 

r(s)l:Ft rv NQ(m(c, t; s), v2(t; s)); 
B(s T) = l_e-a(T-s). 

, a' 

n(r(s), s; T) = (r(s) - b)B(s; T) + b(T - s); 

k2(s, T) = :~ [(T - s) - B(s, T) - B2(s, T) . a/2]; 

m(c, t; s) = c· e-a(s-t) + b(1 - e-a(s-t)); 

2(t. ) _ 21_e-2a(s-t) 
V ,s -Œ 2a . 
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B.1. PRIX FUTUR D'UNE OBLIGATION COUPON ZÉRO 

Considérons une obligation coupon zéro au temps s, échéant au temps T, alors 

que le taux d'intérêt n'est connu qu'au temps t (r(t) = c). Alors, nous savons que 

son prix doit être calculée à partir de la formule suivante : 

P(r(t) = c;s;T) = EQ [exp [- IsT r(u)du] 1 Ft]. 

Or, la distribution de exp [- IsT r(u)du] 1 Ft est lognormale. Ses paramètres sont 

les suivants : 

EQ [-I T 

r(u)dul Ft] = -B(s; T) . m(c, t; s) + b(B(s; T) - (T - s)), 

VarQ [-I T 

r(u)dul Ft] = k2(S; T) + (B(s; T))2. v2(t; s). 

Le prix futur de cette obligation coupon zéro est alors donné par: 

P(r(t) = c; s; T) = exp [-B(s; T) . m(c, t; s) + b(B(s; T) - (T - s) )]. 

[
k2(S; T) + (B(s; T))2 . v2(t; S)] 

exp 2 . 

Démonstration : 

On a démontré, dans la section 2.1 à la page 26, que - IsT r(u)dul Ft est distri

buée selon une normale. Trouvons maintenant ses paramètres; par les propriétés 

de la filtration, nous obtenons, pour l'espérance suivante: 

= EQ [-n(r(s), s; T)I Ft] = -B(s; T) . m(c, t; s) + b(B(s; T) - (T - s)). 

(B.1.1) 

Or, pour le calcul de la variance, nous avons besoin de la relation suivante : 

= k2(S; T) + (r(s )B(s; T) - b (B(s; T) - (T - s )))2. (B.1.2) 



B-iii 

On calcule le deuxième moment de J~T r( u )du par rapport à :Ft : 

= EQ [e(s;T) + (r(s)B(s;T) - b(B(s;T) (T s)))21:Fd par l'équation (B.l.2) 

= k2(S; T) + VarQ [r(s )B(s; T) - b (B(s; T) (T s ))1 :Ft] 

+ (EQ [r{s)B(s; T) - b (B(s; T) - (T - s): 1 :Ft]) 2 

= k2(S; T) + (B(sj T))2 . v2(t; s) + (EQ [n(r(s), s; T)I :Ft]) 2 

= k2(S; T) + (B(s; T))2 . 1}(t; s) + ( EQ [_fT r(7L)du l :Ft]) 2 par l'équation (B.l.1) . 

Et finalement, la variance est donnée par: 

Ainsi, exp [- fsT r('u )&u] l:Ft est distribuée selon une lognormale et il suffit 

d'appliquer la formule P(r(t) = c;s;T) = EQ [exp fsT r(u)du]l:Ft] pour ob-

tenir le prix futur d'une obligation coupon zéro. 

• 

B.2. VARIANCE DU PRIX FUTUR ESCOMPTÉ D'UNE OBLIGATION 

COUPON ZÉRO 

Avant de démontrer la formule de variance du prix futur escompté d'une obli

gation, nous aurons besoin du résultat suivant afin de pouvoir simplifier la formule 

de variance. 
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B.2.1. Résultat sur le prix futur escompté 

La relation suivante nous sera utile lors de la démonstration de la variance 

escomptée du prix futur d'une obligation: 

k2(t·S) + (B(s·T))2V2(t·S) 
-n(c;t;s) +A(s;T) - B(s;T)m(c,t;s)+' 2' , 

B(s; T)(J2(B(t; S))2 A( ) B( T) + = t·T - t· c 2 " . (B.2.1) 

Démonstration: La démonstration consiste à utiliser deux méthodes pour trou

ver la formule de EQ [P~(~) 1 Ft] . La première méthode est la suivante: 

EQ [P~s(;s~)IFt] = E
Q 

[exp [-18 

r('U)d'U] p(s;T)IFt] 

= EQ [exp [-18 

r('U)d'U + A(s; T) - B(s; T)r(s)] 1 Ft] 

Sous la mesure Q, - J/ r('U)d'U + A(s; T) - B(s; T)r(s) 1 Ft est distribuée selon 

une normale (car c'est une somme de normales), d'espérance: 

EQ [-1 09 

r-(u)d'U + A(s; T) - B(s; T)r·(s) 1 Ft] = -n(c; t; s) + A(s; T) - B(s; T)m(c, t; s), 

et de variance : 

Var Q [-18 

r-(u)d'U + A(s; T) - B(s; T)r·(s) 1 Ft] = Var Q [-1 8 

r( 'U)d'U - B(s; T)r(s) 1 Ft] 

= Var Q [18 

r('U)d'Ul Ft] + (B(s; T))2 Var Q [r(s)1 Fd + B(s; T)Cov Q [1 09 

r('U)d'U, r(s)1 Ft] 

= k2(t; s) + (B(s; T))2 v2(t; s) + B(s; T)(J2(B(t; S ))2, 

car CovQ [J/r-('U)d'U,r(s)IFt] = 0"2
2
(B(t;S))2. Ainsi, en utilisant la distribution 

de - JtS r('U)d'U + A(s; T) - B(s; T)r(s), le prix futur escompté est donné par: 

(B.2.2) 
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Une autre façon de trouver le prix futur escompté est la suivante: 

EQ [Pls(;s~)IFt] =EQ [e-ftr(u)dUp(S;T)IFt] 

= EQ [e- ft' r(u)duEQ [e- fsT r(u)du 1 Fs] 1 Ft] 

= EQ [EQ [e-ftr(U)dUI Fs] 1 Ft] 

= P(t; T) = exp [A(t; T) - B(t; T)c]. (B.2.3) 

Vu que les équations (B.2.2) et (B.2.3) représentent le même produit dérivé, ils 

doivent donc être égaux. 

• 
B.2.2. Variance du prix futur escompté d'une obligation 

Nous allons maintenant démontrer que la variance du prix au temps futur s 

escompté au temps t d'une obligation coupon zéro échéant au temps T alors que 

r(t) = c est donnée par: 

[Pl'i,~) 1 F,] ~ EQ [ (Pl'i,~)) 2 F,]- (E
Q [Pl'i,~) 1 F, l) 2 

= (P(t; T))2 (exp [k2(t; s) + (B(s; T))2 v2(t; s) + B(s; T)(J"2(B(t; S))2J - 1) . 

Démonstration : 

En utilisant les résultats que P(s; T) = eA(s;T)-B(s;T)r(s) et que B(s) = e- ft' r(u)du, 

le deuxième moment de PJ(~~) est donné par : 

(B.2.4) 

Or, -2J/r(u)du+2A(s;T) - 2B(s;T)r(s)IFt est une combinaison linéaire de 

normales, alors cette dernière est distribuée selon une normale, d'espérance: 

EQ [-21
S 

r(u)du + 2A(s; T) - 2B(s; T)r(s)1 Ft] = -2n(c; t; s) 

+2A(s; T) - 2B(s; T)m(c, t; s); 
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et de variance : 

VarQ [-218 

7'(1t)d1t + 2A(s; T) - 2B(s; T)1'(S) 1 Ft] 4VarQ [18 

"(U)dllj Ft] 

+4(B(s;T))2 VarQ [1'(s)IFt] +BB(s;T)CovQ [1 8 

r(-u)du,r(s) Ft] 

4 [k2(t; s) + (B(s; T))2 v2(t; s) + B(s; T)(12(B(t; S)y2] . 

Alors, l'équation (B.2A) devient: 

EQ [ (P ~~;s ~) )' Ft 1 ~ e' [-*t;.)+ A( "T) - B( .;T)m(o,t;,)+ e( '" )+( B(.;T) )'.' (t;. )+B( .;T).' (B( t;. Il' 1 

= (P(t;T))2exp [k2(t;s) + (B(s;T))2V 2 (t;S) + B(s;T)(12(B(t;S))2] , 

où P(t; T) est ca.lculé en utilisant l'équation (B.2.1) à la B-iv. 

• 



Annexe C 

ÉVALUATION DU PRIX ET DE LA 

VARIANCE D'UNE OPTION EUROPÉENNE 

D'ACHAT DANS UN MODÈLE DE VASICEK 

Avec le modèle de taux d'intérêt de Vasicek, nous allons maintenant démon

trer la variance d'un produit dérivé dans un cas général, la contrainte que nous 

donnons au produit dérivé est que son paiement est unique et à une date fixe, 

connue d'avance. Vu que cette preuve est inspirée de la preuve de Jamshidian 

[15], nous essaierons de garder ses notations afin que le lecteur puisse faire une 

concordance entre les résultats obtenus et ceux de Jamshidian. 

C.l. CALCUL DE LA VARIANCE D'UN PRODUIT DÉRIVÉ DANS UN 

MODÈLE DE VASICEK : CAS GÉNÉRAL 

Par définition, la variance d'un produit dérivé X au temps t , dont le seul 

paiement à l'échéance T est X, est donnée par: 

VarQ [B(T) 1 Ft] = EQ [B(;)21 Ft] - (EQ [B(T) 1 Ft]) 2 . 

Le problème est d'évaluer des espérances de la forme EQ [B{;)21 Ft]. Posons 

U*(c,t) = EQ [g~(~~)IFtJ où g(r(T)) est le paiement unique du produit dérivé 

au temps T. 

La formule explicite de U" (c, t) est alors donnée par : 

U*(c, t) = (P(t; T))2 ek2
(t;T) Ec,t [g(R~,t;T)] , 

où R:,t;s est une variable aléatoire dont la distribution est normale de moyenne 

m(c, t; 8) - 2q(t; 8) et de variance 'lJ2 (t; 8). 
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Démonstration : 

Nous avons définissons les termes utilisés dans la preuve de Jamshidian [15J : 

U*( t) = EQ [g(r(T)) I:F.] = E [e- 2Y(t;Tl g(r(T))] c, B(T)2 t c,t . , 

où g(r(T)) est l'unique paiement du produit dérivé au temps T et Y(t; s) -

fts r(u)du. 

Ainsi, en utilisant la distribution conjointe de r(s) et Y(t; s), U*(c, t) devient. : 

U*(c, t;) = Ec,t [e- 2Y(t;Tl g(r(T))] 

= 1: 1: e-2y P(c, t; T;f, y)g(f)dydf 

= 100 

G*(c;f;t;T)g(f)df, 
-00 

(C.I.I) 

où G*(c;f;t;s) = r:Oooe-2YP(c,t;s;f,y)dy et P(c,t;s;·,·) la fonction de densité 

conjointe de r(s) et Y(t;s) sachant que r(t) = c. 

La covariance de r(s) et Y(t; s) est donnée par: 

CovQ [18 

r(u)du, r(s) 1 Ft] = E
Q [(18 

(J I 1J 

e-a(V-U)dWuQdV) . ((J 18 

e-a(S-kldWP) 1 Ft] 

= (J21
s 

EQ [(IV e-a(11-uldWuQ) . (15 

e-a(5-kldWkQ) 1 Ft] dv 

= (J21
s l'l e- a(ll-U)e-a(S-U)dudv = ~2 (B(t;S))2 = q(t;s). 

Vu que r(s) et Y(t; s) sont chacune distribuée selon une normale dans un 

modèle de Vasicek, alors leur distribution conjointe est une normale bivariée : 

( 
r(s)) Q((m(c,t;s)) (V2

(t;S) q(t;S))) 
Y(t;s) rvN n(c,t;s); q(t;;s) k2(t;S) , 

et nous connaissons ainsi la formule de P(c, t; 8; " l En utilisant la distribution 

conjointe de r(s) et Y(t; s), nous obtenons que: 

G*(c;f;t;s) = .l: e-2YP(c,t;s;f,y)dy 

= exp [-2n(c, t; s) + 2k2(t; s)] J(f; m(c, t; s) - 2q(t; s); v2(t; s)) 

= (P(t;s)?e k2(t;slJ(f;m(c,t;s) - 2q(t;s);v2(t;s)); 
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où f(·; fI,,;:B) est la fonction de densité d'une loi normale de moyenne f.t et de 

variance :B. 

Et l'équation (C.!.l) devient alors: 

U*(c, t) = [e- 2Y(t;T) g(r(T)) ] 

(P(t; T))2 ek;2(t;T) 1: g(r) j(r; rn(c, t; T) - ;q(t; T); v 2([; T)~ df 

-N(m(c,t;T)-2q(t;T);v2 (t;T)) 

où R~,t;T est une variable aléatoire dont la distribution est normale de moyenne 

rn(c, t; T) 2q(t; T) et de variance v 2(t; T). 

• 
C.2. ApPLICATION À UNE OPTION EUROPÉENNE D' ACHAT DONT 

LE SOUS-JACENT EST UNE OBLIGATION 

Dans le cas où le taux d'intérêt suit un modèle de Vasicek, nous C'llerchons la 

variance au tempsl d'une option européenne d'aC'llat, dont la date d'exercice est 

Tl et le prix d'exercice K, sur une obligation qui a pour date de maturité est T2• 

Dans ce cas, X = (P(TI ; T2 ) - K)· I{p(T;s)?K} et la variance est alors donnée par: 

où 

-----c--..IFt] = (P(t; T2 ))2 ek;2(t;Tl)+2B(Tl;T2)Q(t;Tl)+GJ,q, (h* + fJ'p) 

2KP(t; )P(t; T2)ek2(tinl+B(Tl;T2)q(t;Tl)q, (h*) + K 2 (P(t; T1))2 e k2 (t;Tdq. (h* 

avec 

hi/< L09[~l+B(Tl;T2)q(t;TI) + ~ 
CT? 2 ' 

q,(-) est la fonction de répartition d'une loi normale standard, 

et fJ'p = v(t;T1)· B(TI,T2). 
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Démonstration : 

Il faudrait trouver la formule de : 

E Q [ X
2 

1 F,] = EQ [(P(T; S))2 . I{p(T;s)?K} Ft] 
B(T)2 t B(T)2 

_ 2K EQ [P(T; s) . I{p(T;s)?K} 1 F,] + K 2 EQ [I{p(T;s)?K} 1 F,] 
B(T)2 t B(T)2 t 

(C.2.1) 

En utilisant le théorème 3.3.1 "Variance d'un produit dérivé dans modèle de 

Vasicek" et en posant P(R~,t;T,T;s) = P(T;s)lr(T)=R~t.T' nous obtenons: 

P(R:,t;T' T; s)1 Ft = P(T; 8)lr(T)=R~,t;T 

[ 
k(T's)]1 = exp -n(r(T), T; s) + ' 2' • 

r(T)=Rc,t;T 

[ 
k(T'S)] = exp -n(R: H' T; s) + ' 

" 2 

[ 
k(T'S)] = exp -B(T; s) . R:,t;T + b(B(T; s) - (s - T)) + 2' . 

Alors P(R~,t;T' T; s) 1 Ft est distribuée selon une lognormale de moyenne -B(T; s)(m(c, t; T)-

2q(t; T)) + b(B(T; s) - (s - T)) + k(~;S) et de variance v 2 (t; T) . (B(T; s)f , ' v 

=a'J, 
En posant g(r(T)) = I{p(T;s)?K} (équivalent à g(R~,t;T) = I{p(R~,t;T,T;s)?K})' 

nous pouvons évaluer le dernier terme de l'équation (C.2.1) à l'aide du théorème 

3.3.1 "Variance d'un produit dérivé dans modèle de Vasicek" : 

EQ [I{p(T;s)?K} 1 F,] 
B(T)2 t 

_ ( (. ))2 k2(t;T) [_ ] - P t, T e Ec,t I{p(R~,t;T,T;s)?K} 

= (P(t; T))2 ek2
(t;T) if? (h* - a~) , 

En procédant de la même façon, les autres termes de l'équation (C.2.1) sont 

obtenus en posant g(r(T)) = (P(T; S))2 . I{p(T;s)?K} et P(T; s) .I{p(T;s)?K} . 

• 



Annexe D 

CALCUL DE LA VARIANCE D'UN CONTRAT 

À TERME STANDARDISÉ: APPLICATION À 

lJNE OBLIGATION COUPON ZÉRO DANS UN 

MODÈLE DE VASICEK 

Nous allons maintenant calculer la valeur actualisée des gains d'un contrat à 

terme standardisé dont la date de livraison est T le sous-jacent est une obligation 

coupon zéro échéant au temps s. Comme d'habitude, nous considérons que le 

taux d'intérêt suit le modèle de Vasicek. 

En utilisant les formules obtenues pour ce contrat à terme standardisé dans la 

section 4.4 à la page 64, la valeur actualisée au temps t des gains de ce contrat à 

terme standardisé du temps l au temps T est dénotée par OZ (t; T) et sa variance 

est alors: 

VarQ [OZ(t;T)IFd = (ŒB(T;s))2 ftT f(T)dT, 
où f (T) = e2( -a(T-T)-n(c;t;T)+G(T).m(c,t,T)+t«T)+k2 (t;T)+(G(T))2.v2(t,T)-G(T)'(T2 (B(t;T))2) . 

Démonstration : 

En utilisant le théorème "Variance des gains actualisés dans un contrat à terme 

standardisé dont le sous-jacent est une obligation coupon zéro" (théorème 4.4.1, 
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page 65), nous obtenons: 

VarQ [GZ(t;T)IFt] = 1T 
E Q [e-2Jt'r(U)dU(D(T)aB(T;s)e-a(T-T)?!Ft] dT 

T 

= 1 (aB(T;s)e-a(T-T)?EQ [e- 2Jt'T(U)dU(D(T))21 Ft] dT 

= 1T 
(cr B(T; s )e~a(T-T))2 EQ [e-2 Jt' T(u)du+2G(T)'T(T)+2K(T) 1 Ft] dT 

= 1T 
(cr B(T; s) )2e-2a(T~T))EQ [ë(T) 1 Ft] dT, (D.O.2) 

où 'P(T) == 2 ( -1T 
r(u)du + G(T) . r(T) + ;;;(T)) . 

Nous devons maintenant trouver la loi de e'P(T) avant de pouvoir l'évaluer. 

Dans un modèle de Vasicek , nous avons par le chapitre 1 : 

r(T)IFt =m(c;t;T) +cr 1T 
e-a(T-u)dW;t, 

l
T 

r(n)dn! Ft = 1T 
m(c; t; n)dn + l

T 
cr lU e-a(u-k)dWçdu, 

dont la covariance est donnée par Cov Q [ftT r(n)dn,r(T)1 Ft] = a; (B(t;T))2. 

Ainsi, sous la mesure Q, 'P(T) = 2 (- JtT 
r(n)dn + G(T) . r(T) + ;;;(T)) 1 Ft est 

distribuée selon une normale où l'espérance et la variance sont les suivantes: 

EQ ['P(T)I Ftl = 2 (-n(c; t; T) + G(T) . m(c, t , T) + ;;;(T)) , 

VarQ ['P(T) 1 Ftl = 4 (k2(t; T) + (G(T))2. v2(t, T) - G(T)' cr2(B(t; T))2) . 

En utilisant le fait que e'P(T) 1 Ft est distribuée selon une lognormale, l'équation 

(D.O.2) devient: 

T 

Var Q [GZ(t;T)IFt] = 1 (crB(T;Td)2e-2a(T-T) 

. e2( -n(c;t;T)+G(T ).m(c,t,T)+I<.(T )+k2(t;T)+(G(T))2.v2(t,T)-G( T)·O'2 (B(t;T))2) dT 

• 


