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Résumé

Dans ce travail, on veut estimer d’une facon non paramétrique la fonction
d’évaluation d’options lorsqu’on lui impose des contraintes de monotonie et
de convexité par la méthode d’isotonisation. Pour satisfaire la contrainte
de monotonie, la régression isotonique consiste 3 projeter la fonction non
paramétrique dans ’ensemble des fonctions monotones croissantes. Pour
satisfaire la contrainte de convexité, la méme opération est appliquée 4 la
dérivée premiére de cette fonction. Dans Pestimation non paramétrique de
la dérivée de la fonction d’évaluation, il est souvent supposé que le prix
d’option est une fonction homogeéne de degré un par rapport au prix S;
de Pactif sous-jacent et au prix d’exercice K. Cette homogénéité implique
la convexité de la fonction. Bien que des résultats théoriques établissent
que les estimateurs non paramétriques approximent bien la fonction et ses
dérivées, il est souvent difficile d’y parvenir en pratique ou les conditions
asymptotiques ne sont pas réalisables pour un échantillon fini. Avec des
données simulées et des données réelles d’options sur 'indice S&P 500, on
montrera que les contraintes de monotonie et de convexité nous permettent
d’estimer avec plus de précision la fonction de prix d’option et le ratio de
couverture.

Mots clés: Prix d’option, estimation non paramétrique, réseaux de neu-
rones, isotonisation.



1 Introduction.

Une série d’articles (Huchinson et al. (1994), Gouriéroux, Monfort et Ten-
reiro (1995), Ait-Sahalia et Lo (1997), Garcia et Gengay (1998), Broadie
et al. (1998)) ont utilisé les méthodes non paramétriques pour estimer
la formule d’évaluation d’options. Puisque les méthodes d’évaluation non
paramétriques n’'imposent aucune dynamique sur le prix de lactif sous-
Jacent, elles s’averent plus robustes que les méthodes paramétriques. La
plupart du temps, on suppose que la fonction d’évaluation d’option est
homogeéne de degré un! par rapport au prix de Dactif sous-jacent et au
prix d’exercice. En divisant tous les termes par le prix d’exercice, on ré-
duira le nombre de variables dans ’apprentissage de la fonction d’évaluation
non paramétrique. Ceci représente un avantage puisque le taux de conver-
gence des estimateurs non paramétriques ralentit considérablement lorsque
le nombre de variables augmente. Broadie et al. (1996a), qui a aussi utilisé
les méthodes non paramétriques pour évaluer les options, montre qu’une
autre raison pour justifier '’homogeneité est la non stationnarité des prix
d’options et des prix d’actions. L’hypothése d’homogeneité n’est pas con-
sistente avec la dynamique de I’ensemble des prix. Merton (1973) montre
que 'indépendance sérielle de 1'ensemble des rendements pour des données
générées est une condition suffisante pour ’homogeneité. Dans un contexte
de non arbitrage, Garcia et Renault (1995) établissent que 'indépendance
conditionnelle sous la mesure de probabilité des prix entre les rendements
futurs et le prix courant est une condition nécessaire et suffisante pour
I’homogeneité de la fonction d’évaluation des prix. L’homogénéité de la
fonction d’évaluation des options implique la convexité. Il parait naturel de
supposer que le prix d’option & la date ¢ posseéde la propriété de convexité
par rapport au prix terminal de ’actif sous-jacent.

Les contraintes de monotonie croissante et de convexité sont satisfaites
dans le modele classique de Black-Scholes. Mais comme ce modéle impose
une dynamique bien précise sur le prix de I'actif sous-jacent, on s’intéressera
plutét & des méthodes non paramétriques qui n'imposent aucune struc-
ture sur ces prix. Parmi ces méthodes les plus utilisées, il y a la méth-
ode d’apprentissage de la fonction d’évaluation en utilisant les réseaux de
neurones et la méthode d’estimation par les noyaux.

Dans le cas des réseaux de neurones, la propriété de monotonie croissante
est préservée, par contre, ce n’est pas le cas numériquement pour la propriété

Soit f une fonction définie de R™ dans R”. On dit que f est homogene de degré un
par rapport a la jéme variable si et seulement si Va > 0, on a f(z1,...,a2;,...,2,) =
af(zy,...,25,...,Tn).



de convexité. Il existe des résultats théoriques (voir Gallant et White (1992);
Hornik, Stinchcombe et White (1989) et (1990); Hornik (1991)) qui mon-
trent que les dérivées des estimateurs par les réseaux de neurones approchent
bien les dérivées de la fonction d’évaluation lorsque le nombre de neurones
augmente asymptotiquement avec le nombre de données. Malheureusement,
ceci est difficilement réalisable numériquement en échantillon fini. On peut
déduire que numériquement, la propriété de convexité n’est pas garantie par
ce type d’estimateurs. Dans ce cas, on doit introduire une méthode comme
I'isotonisation, qui par ses propriétés, préserve théoriquement et numérique-
ment, sans condition asymptotique, les propriétés de monotonie et de con-
vexité.

La procédure d’isotonisation d’une fonction consiste & la projeter sur
I’ensemble des fonctions monotones croissantes. Par ce moyen, la propriété
de monotonie est satisfaite. Pour satisfaire la propriété de convexité, il faut
appliquer la méme opération & la dérivée premieére de la fonction.

En appliquant doublement l'opération d’isotonisation aux réseaux de
neurones, on obtient un nouvel estimateur qui est monotone croissante et
convexe.

Par ailleurs, il existe dans la littérature d’autres techniques qui permet-
tent de préserver la monotonie et la convexité dans ’estimation. La plus util-
isée de ces techniques est la technique des splines cubiques appliquées aux es-
timateurs & noyaux, pour cela, il faut voir les travaux d’Utreras (1985), Ram-
sey (1988), Schmidt et Scholz (1990), Gaylord et Ramirez (1991), Matzkin
(1991), Schwetlick et Kunert (1993), Tantiyaswasdikul et Woodroofe (1994),
Matzkin (1994), Mammen et Thomas-Agnan (1996).

L’'un des avantages dans l'utilisation de la méthode de l'isotonisation
est qu’elle applicable & n’importe quelle estimateur et pas uniquement 3
Pestimateur & noyaux comme le cas de la méthode précedente.

Dans la premiere section, on expliquera les étapes suivies pour modéliser
le prix d’option en fonction du prix de lactif sous-jacent, du prix d’exercice
et de la maturité. On expliquera les raisons pour lesquelles on choisit de
travailler avec des modeles non paramétriques plutot que d’utiliser les mod-
eéles paramétriques. On donnera aussi une description de quelques méthodes
d’estimation non paramétriques. On y donnera aussi les arguments néces-
saires pour réduire le nombre de variables.

Dans la deuxieme section, on donnera la définition de la procédure
d’isotonisation et la maniére avec laquelle elle a été appliquée aux estima-
teurs par réseaux de neurones et & noyaux. On expliquera ses avantages
concernant la satisfaction des contraintes de monotonie et de convexité dans
Pestimation.



Dans la troisiéme section, on appliquera numériquement cette opération
d’isotonisation mais uniquement dans le cas d’estimation par les réseaux de
neurones. On expliquera les données utilisées et on fera des comparaisons
entre P'estimation avec et sans isotonisation pour mettre en évidence les
gains qu’on obtient surtout au niveau du ratio de couverture 3 la suite de
Papplication de cette opération.

Ala fin, une annexe mathématique explique en détail 'opération d’isotoni-
sation et son application aux estimateurs non paramétriques cités aupara-
vant.

2 Modélisation et estimation du prix d’option et
du ratio de couverture.

Il existe deux approches pour évaluer le prix d’option et le ratio de couverture
en fonction du prix de Pactif sous-jacent:

e Papproche traditionnelle dite paramétrique qui impose une certaine
structure sur le prix Sy de l'actif sous-jacent et suppose qu’il doit étre
complétement déterminé grace & un nombre fini de parameétres;

e ’approche moderne dite non paramétrique ne précise pas explicitement
le processus suivi par le prix de 'actif, mais permet de le déduire &
partir des données soumises a certaines conditions de régularité.

2.1 Approche paramétrique: Black-Scholes.

Le modéle le plus utilisé pour exprimer le prix C; d’une option européenne
d’achat en fonction du prix S; de Pactif sous-jacent, du prix d’exercice K et
de la maturité 7 = T — ¢ est le modele de Black-Scholes. Ce modéle suppose
que la série {Sy,t = 1,...,T} suit un mouvement brownien géométrique
avec une moyenne p et une volatilité o, plus précisement:

(21) vVt = 1,...,T dSt Z/LStdt+UStth,

ou W; est la variable aléatoire du processus brownien. En pratique, on peut
générer cette série a I’'aide d’une variable aléatoire Z; distribuée normalement
avec une moyenne égale & /T et une variance égale & 02 /T, soit

t
(2.2) Vt,  Sy=Spexp (Z Z,-) ,

i=1



ol Sp est le prix initial de 'actif sous-jacent. Lorsque la moyenne 1 est égale
au taux sans risque r, la forme la plus simple du modeéle de Black-Scholes
s’écrit de la facon suivante:

(2.3) Cy = S ®(d1(St)) — Ke " T=90(dy(S,)),

ol ¢ désigne la fonction de distribution normale cumulative, et ot d; et da
sont des fonctions de S, plus précisement:

_ In(S;/K) + (r + 02/2)(T - t)

(2.4) d1(S%)

oVl —1t ’
et .
(2.5) dQ(St) = d1 (St) - G\/T — L.

Le ratio de couverture A; est défini comme la dérivée de C; par rapport
a Sy, soit

(2.6) Ay = ®(d, (st))+st?i‘“(—5t)q>'(d1(st))—Ke—r<T—t>M@’(@(ﬁ)),
a8, 05,
ott ®' désigne la dérivée de ®. Sachant que
@27) 0d1(Sy) _ 0dy(Sy) _ 1
’ (95} (95',5 StO'\/T - t’

on obtient que

5:@'(d1(Sh) ~ Ke "T08 (dy(Sy))
StO'\/ T—1t ‘

Le deuxiéme terme est nul. En effet, sachant que

(2.8) Ay = ®(dy(Sr)) +

iy 1 _302
Yz, o' () = 5~ €XP 5 |

et grace a la relation (2.5), on trouve que

27

S’ (dy (St))—Ke "Td (dy(Sy)) = —l—exp <— d2) {St — Ke exp <—;27 + dla\/?)J .

a1
2
Sachant que

dio\/T = ln%— + (r +0?/2)r,

on trouve que

Ay = (d1(Sy)).



2.2 Approche non paramétrique.

Comme tout modele paramétrique, le modeéle de Black-Scholes a des limites
puisqu’il impose une structure bien précise sur le prix S; et suppose qu’il doit
étre complétement déterminé griace & un nombre fini de parametres. Pour
remédier a cela, il existe une autre approche dite non paramétrique et qui
ne précise pas explicitement le processus suivi par le prix. Donc une facon
naturelle pour évaluer une option européenne d’achat (voir Garcia et Genay
(1998)) est d’exprimer son prix C; comme une fonction non paramétrique
de I'ensemble des variables qui caractérisent cette option, & savoir le prix de
lactif Sy, le prix d’exercice K et la maturité 7 = T —¢. On peut écrire alors
que

(2.9) Cy = f(S, K, T - t),

ou f est une fonction non-linéaire, sufisamment réguliére monotone crois-
sante et convexe par rapport a la premiere variable. Cette approche a été
suivie par Hutchinson, Lo et Poggio (1994). En général, il est trés diffi-
cile d’estimer la fonction f qui intervient dans un modele non paramétrique
lorsque le nombre d’inputs est grand. Parmi les méthodes les plus util-
isées pour estimer cette fonction, il y a la méthode des réseaux de neurones.
Huchinson et al. (1994) ont supposé que la formule des réseaux pour le prix
d’option est homogeéne de degré un par rapport au prix de lactif sous-jacent
et au prix d’exercice. Cette hypothése nous permettra de réduire le nombre
d’inputs. Cette hypothese d’homogénéité n’est pas cohérente avec n’importe
quelle dynamique du prix de Pactif sous-jacent. Merton (1973) a mon-
tré que I'indépendance sérielle des rendements des actifs pour des données
qui générent le processus est une condition suffisante pour ’homogénéité.
Dans un contexte de non-arbitrage, Garcia et Renault (1995) ont établi que
I'indépendance conditionnelle sous la mesure de probabilité d’évaluation en-
tre les rendements futurs et le prix courant est une condition nécessaire et
suffisante pour I’homogénéité de la fonction d’évaluation d’option. Pour ré-
duire le nombre d’inputs, Hutchinson, Lo et Poggio (1994) divisent le prix de
l'option et les arguments de la fonction d’evaluation par K, ce qui implique
a partir du modele (2.9):

(2.10) %— =f (%17)

Cette forme suppose ’homogénéité de degré un de f par rapport au prix de
Pactif et au prix d’exercice. '



Si on se place dans un ensemble d’options européennes d’achat pour
lesquelles la maturité 7 est la méme, & partir du modéle (2.10) il existe une
fonction m non-linéaire et suffisamment réguliere telle que:

(2.11) % :m(%)

Dans ce cas le ratio de couverture A; qui est défini comme la variation du
prix d’option par rapport au prix de I'actif sous-jacent, s’exprime de la facon
suivante:

0Cy [ St
ott m' désigne la dérivée premiére de la fonction m. Il faut remarquer que
’homogénéité de degré un de la fonction f par rapport & ses deux premiers
arguments implique I’homogénéité de la fonction m. Sachant que toute
fonction homogene de degré un est convexe et que le prix d’option augmente
avec le prix de l'actif sous-jacent, on peut déduire que la fonction m est
monotone croissante et convexe.

2.3 Estimation par les réseaux de neurones.

Soit f(z,0) une régression, ol z sont des variables et 6 le vecteur des
parametres. La fonction f permet de définir le lien entre les variables et les
parametres. L’architecture des réseaux qu’on va utiliser peut étre décrite
d’une fagon trés simple: chaque input z; envoie un signal 4 chaque noeud 7,
cela implique que chaque noeud j recoit une combinaison linéaire des inputs
z; affectés des poids ~;;, soit la somme:

P
(2.13) Yo + Z V5iTi
i=1

ou le terme ;o représente le biais. L’étape suivante est que le neurone j
envoie un output h; tel que:

P
(2.14) hy = G(vjo+ Y _ v5iTi),
i=1
ol G est la fonction d’activation donnée par

1
(2.15) G(z) = T e Vec @ > 0.
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G est une fonction logistique qui a les propriétés d'une fonction sigmoidale,
a savoir qu’elle est définie de I'ensemble des réels R vers l'intervalle [0, 1],
qu’elle est monotone croissante, que G(z) tend vers zéro lorsque = tend vers
—oo et que G(z) tend vers 1 lorsque z tend vers +oo. Les signaux des
noeuds j = 1,...,d seront envoyés aux outputs de la méme facon que les
inputs ont été connectés aux noeuds, c’est & dire une combinaison linéaire
des h;, donc Poutput recoit [y + E?=1 Bjh;. Sion utilise 'expression de h;
donnée précédemment, on trouve que:

d P
(2.16) F(2,0) =B+ BiGlvjo+ 3 vjizs).
=1

i=1

Plusieurs auteurs se sont intéressés aux propriétés de ’approximation
universelle pour les réseaux de neurones (Gallant et White (1988,1992); Cy-
benko (1989); Funahashi (1989); Hornik, Stinchcombe et White (1989,1990)).
Certains d’entre eux ont établi que les réseaux de neurones sont capables
d’approximer toute fonction mesurable au sens de Borel définie d’un ensem-
ble dans un espace de dimension finie vers un autre avec n’importe quelle
degré de précision désiré. On en déduit que les réseaux de neurones représen-
tent une classe d’approximateurs universels. Certains auteurs ont donné
des conditions nécessaires et suffisantes sous lesquelles les réseaux de neu-
rones puissent approcher convenablement n’importe quelle fonction et ses
dérivées?. Ce résultat a été généralisé méme pour les fonctions qui ne sont
pas différentiables au sens fort3, mais qui possédent des dérivées au sens
faible!, par exemple les fonctions différentiables par morceaux. Dans notre
étude, on utilisera le cas ou la fonction d’activation est sigmoidale. Il faut
remarquer qu’il existe aussi des résultats théoriques concernant la fiabil-
1té des réseaux de neurones méme lorsque cette fonction n’est pas du type
sigmoidal. On peut citer par exemple H. Hornik (1990) qui a montré que
lorsque la fonction d’activation est non constante, bornée et parfois continue,
les réseaux de neurones associés sont des estimateurs universels par rapport
au critere de la performance LP. Gallant et White (1992) ont montré que
la classe des réseaux de neurones est dense dans des espaces de Sobolev®,
ce qui leur associe le caractére de régularité. Si on note Cf et AF le prix

*voir les papiers de Gallant et White (1992); Hornik, Stinchcombe et White (1990).
%ie siirement selon la probabilité de la mesure utilisée. Dans ce cas, il s’agit de la

mesure de Borel.
“ie presque partout selon la mesure de Borel. On peut dire aussi au sens des

distributions.
pour la notion de sobolev, voir papier de Gallant et White (1992).
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d’option et le ratio de couverture calculés par la méthode des réseaux de

neurones, alors il existe 8y, B;,7; et 6; pour j = 1,...,d tels que
CcE St S,
(2.17) Ié = mg < ) Bo + Zﬁ] <”YJ +9; Kf)
et
R ! Ek
(2.18) A= Zﬂ]e G+ 9] )
7=1

ot S, Bj,7; et O; sont les solutions du probléme d’optimisation suivant:

N d 2
) Cy  + = St
2.19 min S |25 -S3G (5 +6 ,
( ) ml~n Z ,:K 0 JE::I J (’YJ ]K)}

ﬁo;ﬂ] Y3 ;9] i=1

ou (Cy)t, (St): sont des données.

2.4 Estimation par les noyaux.

Dans cette partie, on va utiliser les estimateurs & noyaux pour approximer
les prix d’option et les ratios de couverture correspondants. On choisira le
noyau Gaussien Kj, qui est utilisé dans la plupart des cas, il est défini par

1 22
2.20 K, = g 2%
( ) h(IL’) h\/i??e 2h

On note Cf et AY le prix d’option et le ratio de couverture calculés par les
estimateurs & noyaux (Gaussiens). Ils s’écrivent

cs (St) SLK(2-%)%
— =mg | =

220 K K 2i=1 Khn (%‘ - %") ’
et
(2.22) N pa— ) ‘SB(StS) 5
(21—1 Kp ("é - T<L>)
avec
L (S S\ G L Sy S
(2.23) A(Sy) = (% K} ('f(t’ — E) —2) (; K}, (—Et - —I?)) ;



et
oo w= (S (3-5)8) (53 -9) 4

ol K désigne la dérivée du noyau K.

3 Application de ’isotonisation aux estimateurs.

3.1 Définitions.

Soit 7 un estimateur d’une fonction non paramétrique qui est monotone
croissante. On note 7y Pestimateur obtenu par I'isotonisation de I’estimateur
m. 8Si la fonction m est défini dans un ensemble (2, 7i; sera défini comme la,
projection Ly(€2)® de 1 dans ensemble des fonctions monotones croissantes:

61 [ fu) i@l = mn | tat@) = sin(o) da

g croissante

La formule (3.1) implique que [; 7717 (¢)dt est le plus grand convexe minorant
de [y m(t)dt et que

32) (o) =i o= [

Comme 7y est le projeté de 7 sur I'ensemble des fonctions monotones
croissantes, il est lui méme monotone croissante. En appliquant conven-
ablement cette opération & I’estimateur et & sa dérivée premiére (voir an-
nexe), on obtiendra un nouvel estimateur qui est monotone croissante (par
lisotonisation de I'estimateur original) et convexe (par I'isotonisation de la
dérivée premiére de l'estimateur isotonisé).

3.2 [Estimation par réseaux de neurones isotonisés.

On fait une isotonisation de mp pour obtenir un nouvel estimateur mp; tel
que:

St
(3.3) MR (f) - u>msir/11( u<St/K v—u / mr(t)dt

®C’est & dire la projection suivant la norme Ly(f2). On rappele que |[[fll1,) =

(fo(f(z))?dz)*/2.

12



En utilisant ’expression de mg, on obtient
(3.4)

MRI <S> Bo+ Y BiG(6;)+ min

7 v>St/Ku<St/K’U——u TV

IBJ 1 - G(yju+9))
Z [ G(’ij + 9])

ot Iy et I; sont des ensembles définis dans I’annexe mathématique. A partir
de ceci et grace a (4.2) de 'annexe, le ratio de couverture s’écrit:

S ) m (’U) —m (u)
RI _ gt = = =
(3.5) Ay HR (K) vznétl/lK ug?at‘?(K v—u ’
et
RI Si/K

3.3 Estimation par les noyaux isotonisés.

On fait une isotonisation de I’estimateur mg, pour obtenir un nouveau esti-
mateur mgy tel que:

Sy _
(3.7 mor () = min max — [“mg(e

A partir de I'expression de mg et grace & (5.8) de I’annexe, on obtient le
ratio de couverture:

S ] msi(v) — mgr(u)
ST _ 2 R = =
(3.8) Ay = ps (K) vznfqi?}( vg’?ﬁ( v—u ’

et le prix d’option

(3.9) Cil=K o t)dt
. t = ) ps(t)dt.

4 Application numérique.

4.1 Données simulées et observées.

Pour savoir si la méthode d’isotonisation fonctionne, on I’évalue sur des don-
nées simulées a partir de la formule de Black-Scholes. Dans ce cas, on sait que
théoriquement la fonction d’évaluation d’options est monotone croissante et
convexe. On peut alors évaluer si la fonction estimée sans isotonisation
s’écarte des propriétés de monotonie et de convexité et jusqu’a quel point

13




I’isotonisation corrige ces écarts. Pour simuler des prix d’options a partir de
la formule de Black-Scholes, on suppose que le prix de Pactif sous-jacent sur
lequel est écrite 'option suit un mouvement brownien géometrique, soit

(41) St = ,LLSt + O'Stth‘

Le processus du calcul des termes de la série (S¢); est identique & celui adopté
par Garcia et Gengay (1997) et Hutchinson, Lo et Poggio (1994) avec Sy, le
prix initial de l'actif égal & $50, 1 la moyenne égale & 10%, et la volatilité
annuelle o égale & 20%. Pour avoir des données simulées cohérentes avec
les données réelles journaliéres, il faut utiliser une variable aléatoire normale
(Z;); avec une moyenne égale & 1/253 et un écart type égal & 0/+/253. La
série des prix {S,t =1,...,253} est calculée de la facon suivante:

(4.2) S; = Spexp (i Zi> .

=1

Etant donné cette trajectoire de prix d’actifs journaliers, les prix d’options
ont été créés suivant les régles du Chicago Board Options Exchange (CBOE)
sur 'indice S&P 500. Les options sont sur des cycles de Janvier, Février ou
Mars. Le cycle de Janvier contient les mois de Janvier, Avril, Juillet et
Octobre. Le cycle de Février contient les mois de Février, Mai, Aoiit et
Novembre. Le cycle de Mars contient les mois de Mars, Juin, Septembre et
Décembre. Sila date d’expiration du mois courant n’est pas encore atteinte,
Poption est échangée avec les dates d’expiration du mois courant, le mois
suivant, et les deux mois suivants dans son cycle. Si la date d’expiration du
mois courant est dépassée, I'option est échangée avec les dates d’expiration
du mois suivant, et des deux mois suivants du cycle d’expiration. Pour les
options, les prix d’exercice sont normalement dans des intervalles de $2.5, $5,
ou $10. La régle la plus utilisée dans les échanges est d’utiliser I'intervalle
de $2.5 lorsque le prix de Pactif est inférieur & $25, I'intervalle de $5 lorsque
le prix de 'actif est compris entre $25 et $200 et I'intervalle de $10 lorsque
le prix de I’actif est supérieur & $200. Lorsqu’une nouvelle date d’expiration
est introduite, les deux prix d’exercice des plus proches du prix courant de
Pactif sont choisis par le marché. Si I'un des deux prix est trés proche du
prix existant de I'actif, le troiséme prix d’exercice le plus proche du prix de
lactif doit étre sélectionné. Si le prix de 'actif dépasse les bornes supérieure
et inférieure du prix d’exercice, un nouveau prix d’exercice va étre introduit.
En ce qui concerne les données obsérvées, on utilisera les données de I’année

1988.
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Dans cette section, on montrera numériquement l'efficacité de I’application
de la méthode d’isotonisation surtout au niveau de la préservation des pro-
priétés de la fonction & estimer, & savoir la monotonie croissante et la con-
vexité. On s’intéresse i lestimation basée sur la méthode des réseaux de
neurones et I'estimation & noyaux. On considérera un ensemble de données
de C} et de S; pour lesquelles la maturité 7 est presque constante, c’est 3
dire, que 7/365 soit situé dans un intervalle relativement petit. Par exemple,
dans nos simulations, on prendra 7/365 compris entre 0.07 et 0.08.

Dans nos simulations, on prendra un échantillon de 311 données lorsqu’elles
sont simulées et un échantillon de 229 données réelles de I’année 1988. On
prendra 3 unités cachées dans les réseaux de neurones.

4.2 Simulations et comparaisons.

Dans les figures 1 ou 2, il y a trois graphiques qui représentent Cy/K en
fonction de S;/K en utilisant trois méthodes:

e Méthode par application de la formule de Black-Scholes,
e Méthode par application des réseaux de neurones,
e Méthode par application des réseaux de neurones et isotonisation.

On remarque que les trois graphiques sont presque confondus.
Dans les figures 3 et 4, il y a deux graphiques qui représentent le ratio
de couverture en fonction de S;/K en utilisant:

e Méthode de Balck-Scholes,
e Méthode des réseaux des neurones sans isotonisation,
e Méthode des réseaux de neurones avec isotonisation.

On remarque que la courbe qui correspond au ratio de couverture par ap-
plication de la méthode des réseaux de neurones sans isotonisation n’est pas
monotone croissante, par contre celle obtenue par application des réseaux
de neurones et isotonisation est monotone croissante. D’ou l'efficacité de
I'isotonisation qui nous permet de préserver les propriétés de monotonie
(figure 1 et 3) et de convexité (figure 2 et 4).

Ces remarques sont aussi valables quand on utilise Pestimation & noyaux.
Les figures 5 et 6 mettent en évidence comment I'opération d’isotonisation
préserve la propriété de convexité lorsqu’on estime par les noyaux.
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4.3 Algorithme pour I’isotonisation.

Si on note fr la régression isotonique d’une fonction f, elle est définie par:
g ) p

(4.3) Vx € (), fr(z) = minmax F(u,v),

v>x ulz
avec

1

(4.4) Flu) = — [,

pour tout (u,v) € R2.

Pour calculer fr(z) pour chaque z appartenant & 2, on doit sélectionner
des réels u et v tels que u < x et v > z. Pour cela, si on se donne un entier
N suffisamment grand et un réel ¢ suffisamment petit, pour chaque z de 2,
on introduit les ensembles définis par:

(4.5) Uy ={up =2 —6bp,p=1,...,N},

et

(4.6) Ve={vg=2+d¢,q=1,...,N}

Aprées, pour chaque z, on construit la suite {u},u3,...,u}} tel que pour

chaque ¢ € [1,...,N],on a

(4.7) F(ug,vg) = max F(u,vg).

UEUL

*

q)q est construite, on va trouver g* tel que

Une fois que la suite (u

(4.8) Fuge,vg) = mqinF(u;,vq).

On en déduit que
(4.9) fi(z) = F(u;*,vw).

Pour obtenir de bons résultats numériques, il faut que le nombre de
points de discrétisation N soit trés grand et le pas § soit trés petit. Lorsqu’on
prend par exemple (N = 100) et (§ = 1073), on remarque que le temps
de calcul est extrémement grand. Il faut donc établir un arbitrage entre
précision des résultats et temps de calcul.

Pour sélectionner les valeurs de x telles que u < x et v > z, on ne dispose
d’aucun critére qui nous permet de faire le bon choix. Pour un nombre fixe
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Ct/K

Figure 1
Les courbes qui correspondent aux prix d’options en fonction
du prix de ’actif sous-jacent avec trois méthodes différentes:
Black-Scholes, Réseaux de neurones avec et sans isotonisation,
en utilisant des données de S; simulées par Black-Scholes
et en prenant une maturité constante.

La methode des reseaux de neurones pour des donnees simules par
Black—Scholes et pour une maturite constante
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Ct/K
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Figure 2

Les courbes qui correspondent aux prix d’options en fonction
du prix de l'actif sous-jacent avec trois méthodes différentes:
Black-Scholes, Réseaux de neurones avec et sans isotonisation,

en utilisant les données réelles de S; de 'année 1988
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et en prenant une maturité constante.
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Figure 3
Les courbes qui correspondent au ratio de couverture en fonction
du prix de 'actif sous-jacent avec trois méthodes différentes:
La méthode de Black-Scholes et les méthodes des
Réseaux de neurones avec et sans 'opération d’isotonisation
en utilisant des données de Sy simulées par Black-Scholes
et en prenant une maturité constante.

Estimation du ratio de couverture avec des donnees simulees en
utilisant BS et les reseaux de neurones avec et sans
isotonisation
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Ratio de couverture

Figure 4
Les courbes qui correspondent au ratio de couverture en fonction
du prix de Pactif sous-jacent avec deux méthodes différentes:
La méthode de Black-Scholes et les méthodes des
Réseaux de neurones avec et sans l'opération d’isotonisation
en utilisant les données réelles de S, de ’année 1988
et en prenant une maturité constante.

Estimation du ratio de couverture pour des donnees reelles en
utilisant BS et les reseaux de neurones avec et sans isotonisation
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Figure 5
Les courbes qui correspondent au ratio de couverture en fonction
du prix de Pactif sous-jacent avec trois méthodes différentes:
La méthode de Black-Scholes et les méthodes des
des noyaux avec et sans 'opération d’isotonisation
en utilisant des données de Sy simulées par Black-Scholes
ef en prenant une maturité constante.

Estimation du ratio de couverture avec des donnees simules en
utilisant BS et la methode des noyaux avec et sans isotonisation
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Figure 6
Les courbes qui correspondent au ratio de couverture en fonction
du prix de I'actif sous-jacent avec deux méthodes différentes:
La méthode de Black-Scholes et les méthodes des
des noyaux avec et sans ’opération d’isotonisation
en utilisant les données réelles de S; de ’année 1988
et en prenant une maturité constante.

Estimation du ratio de couverture pour des donnees reelles en
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des valeurs de z, on peut les prendre dans un grand intervalle mais tres
dispersées, ou bien dans un petit intervalle mais trés concentrées. On ne
peut pas dire que I'une ou Pautre des deux stratégies est la meilleure car
tout dépend des données et du choix de N et du 4.

Dans nos simulations, nous avons obtenu des résultats satisfaisants avec
N =20et 6 =1/(2N). '
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5 Conclusion.

Le grand avantage des résultats trouvés dans ce projet, est qu’on dispose
maintenant de techniques qui nous permettent deux choses simultanément, 3
savoir, ’estimation et la préservation des propriétés de la fonction & estimer.

La plus grande question dans ce travail était de trouver un estimateur de
la fonction d’évaluation d’options qui soit convexe en partant de deux types
d’estimation de base, & savoir ’apprentissage par les réseaux de neurones et
les estimateurs & noyaux. Les techniques d’isotonisation qui ont été utilisé
dans ce rapport nous ont permis de répondre & cette question qui s’avére
tres importante dans I'estimation du ratio de couverture. D’aprés les figures
des ratios de couverture, on remarque que la méthode de Black-Scholes
répond a cette question, mais notre but était de trouver une méthode non-
paramétrique qui répond A cette méme question.

Ainsi, on estime mieux le ratio de couverture, ce qui permet de diminuer
lerreur de couverture dans une stratégie dynamique de couverture.
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Annexe Mathématique

1. Introduction:
On se propose d’estimer une fonction m qui intervient dans un modéle
non-paramétrique de la forme:

y; = m(x;) + €5, i=1,...,N

Ce type de modele a été étudié par plusieurs statiticiens sous différentes
hypotheses de régularité et de monotonie sur la fonction m. On peut citer
par exemple le papier de Mammen (1991) , ot pour m suffisamment réguliére
et monotone croissante, il propose un estimateur basé sur I'estimation par
les noyaux pour préserver la régularité, et sur une opération d’isotonisation
pour préserver la monotonie. Il a montré qu’en alternant ces deux opéra-
tions, il trouve un nouvel estimateur qui est asymptotiquement équivalent
au premier avec une précision d’ordre un. On peut citer aussi Mukerjee
(1988) qui propose une procédure hybride avec laquelle il obtient un es-
timateur monotone croissante qui a les mémes propriétés que la fonction
estimée intervenant dans la régression non paramétrique. Wright (1982)
modifie 'estimation par maximum de vraisemblance d’une régression avec
erreurs normalement distribuées en groupant des observations adjacentes et
en isotonisant leurs moyennes. Par ailleurs Stone (1982) étudie le taux de
convergence pour une régression non paramétrique. Finalement, Silverman
(1985) a appliqué une régularisation par Splines 4 ce type de modéles.

Dans ce présent travail, on supposera que la fonction m est suffisamment
réguliere, monotone croissante et convexe. On adoptera la méme approche
que Mammen (1991) et on Pappliquera & des estimateurs de m et de m'.

En ce qui concerne les réseaux de neurones, plusieurs auteurs se sont
intéressés & leurs propriétés théoriques lorsque la fonction d’activation est
du type sigmoidale’. Par exemple, Stinchcombe et White (1989) établis-
sent rigoureusement que les réseaux de neurones sont capables d’approximer
toute fonction mesurable au sens de Borel, définie sur ensemble dans un es-
pace de dimension finie vers un autre avec n’importe quelle degré de préci-
sion désirée. On déduit & partir d’ici que les réseaux de neurones présentent
une classe des approximateurs universels. Hornik, Stinchcombe et White
(1990) donnent les conditions sous lesquelles les réseaux de neurones sont
capables d’estimer n’importe quelle fonction et ses dérivées. Il faut remar-
quer qu’ils ont montré que ceci reste vrai méme pour les fonctions qui ne

"G est une fonction sigmoidale si elle est définie de R vers [0, 1] telle que G(a) tend vers
0 lorsque a tend vers —oo, G(a) tend vers 1 lorsque a tend vers +o00 et G est monotone
croissante.
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sont pas différentiables au sens fort mais qui possédent des dérivées au sens
faible, par exemple les fonctions différentiables par morceaux. Il existe aussi
des résultats théoriques méme lorsque la fonction d’activation n’est pas du
type sigmoidale, mais juste une fonction non constante, bornée et parfois
continue. Par exemple, Hornik (1990) montre que ces types de réseaux
de neurones sont des estimateurs universels par rapport au critére de la
performance LP. Il donne aussi des conditions sous lesquelles cette classe
d’estimateurs peut approximer une fonction continue et ses dérivées qui
sont identiques & celles citées auparavant. - Gallant et White (1991) étu-
dient cette classe d’estimateurs dans des espaces de Sobolev et montrent
plusieurs propriétés de régularité. Toutefois, pour que les réseaux de neu-
rones puisse approcher convenablement les dérivées d’une fonction inconnue,
il est nécessaire que le nombre d’unité neuronales augmente avec le nombre
d’observations. L’application de ce critére en échantillon fini pourrait con-
duire & un surajustement de la fonction aux données, ce qui conduirait & la
perte de toute capacité a bien prévoir avec une telle fonction. Il est donc
important de pouvoir préserver, avec un nornbre limité d’unités neuronales,
les propriétés recherchées de la fonction et de ses dérivées.

En ce qui concerne les estimateurs & noyaux, leur plus grand avantage
est qu’ils sont dotés de plusieurs résultats théoriques accessibles ayant un
rapport avec leur régularité et leur convergence asymptotique, mais par
contre leur utilisation devient trés compliquée numériquement si le nombre
de variables devient grand.

Sachant que les propriétés de monotonie et de convexité de m sont tres
importantes dans plusieurs applications en particulier dans ’évaluation du
prix d’options et du ratio de couverture en fonction du prix de actif sous-
jacent, on doit trouver des estimateurs de m qui préservent ces propriétés.
Pour cela, on se basera sur les réseaux de neurones et sur les estimateurs
a noyaux et on appliquera 'opération d’isotonisation aux estimateurs de
m pour préserver la monotonie et aux estimateurs de m’ pour préserver la
convexité.

2. Enoncé du probléme.

Désignons par (z;); et (y;); des observations qui correspondent respec-
tivement aux inputs et outputs, et par (¢;); des variables aléatoires supposées
indépendantes et identiquement distribuées telle que E(g;) = 0. Supposons
que les inputs sont dans un intervalle fermé 2 de R. Considérons le modéle
suivant:

(2.1) yi = m(x;) + &, i=1,...,N

ol m est une fonction définie sur € & valeurs dans R, inconnue, qui vérifie
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les hypothéses suivantes:

(2.2) m est deux fois continuement differentiable : m € C?(Q),
(2.3) m est croissante : m'(z) >0  Vz € Q,

(2.4) m est convexe : m”(z) >0  Vr€Q,

(2.5) m(0) = 0.

3. Rappels de quelques propriétés d’isotonisation.

Les régressions isotoniques ont éé introduites par R. E. Barlow, D. J.
Bartholomew, J. M. Bremner et H. D. Brunk, qui ont proposé la théorie et
lapplication des régressions isotoniques en 1972. Le probléme de Ia régres-
sion isotonique et de son dual ont été étudiés par R. E. Barlow et H. D.
Brunk (1972).

On va donner quelques notions de cette théorie pour comprendre son
utilisation. On commence par donner la définition d’une fonction isotonique
dans les cas discret et continu: ‘

Définition 1 (cas discret) Soit X un ensemble fini {z1,...,z} et soit <
un ordre simple sur cet ensemble tel que 1 < x9 < ... < 7. La fonction
réelle f sur X est isotonique si pour tout r,y € X tels que z < y on a

fz) < fy).

Définition 2 (cas continu) Soit X un intervalle de R, la fonction réelle
f est isotonique sur X est équivalent a f est monotone croissante sur X.

Maintenant, on va donner la définition d’une régression isotonique dans
les cas discret et continu:

Définition 3 (cas discret) Soit ¢ une fonction sur X et w une fonction
positive sur X. Une fonction isotonique g* sur X est une régression iso-
tonique de g avec les poids w par rapport d Uordre simple 1 < T9 < ... < Z,
st elle minimise la somme:

(3.1) > l9(2) = f(@)) w(@),

zeX

lorsque f se trouve dans la classe des fonctions isotoniques.
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Définition 4 (cas continu) Une fonction isotonique g* sur un ensemble
X est une régression isotonique de g si elle réalise le minimum de la quan-
tité:

(32) /. ls@ — 1@ ds

dans Uensemble des fonctions isotoniques f sur X.

Les deux théorémes suivants donnent des propriétés sur les régressions
isotoniques dans les cas discret et continu:

Théoréme 1 (cas discret) Soit X un ensemble fini et soient g et w des
fonctions données sur X, avec w > 0. Soit C un céne convexe des fonctions
sur X. Alors la fonction u dans C minimise

(3.3) > lg(z) - f(@)]) w(z),

x

pour [ dans C si et seulement si
(3.4) > lo(@) —u(@)]u(z)w(z) =0,

et

(3.5) > [9(z) — u(@)] f(z)w(z) <0,
pour tout f € C. Si u satisfait ces conditions alors, on a

(3.6) >_l9(z)—f(@)Pwlz) 2 Y lg(z) —u(@)Pw(z)+)_u(z)~ f(2)w(z),

T

pour tout f € C.

Théoréme 2 (cas continu) Soit u une fonction inconnue sur un ensemble
fini X, supposée isotonique par rapport au gquasi-ordre sur X. Soit g un
estimateur de p et g* la régression isotonique de g, alors:

(37) [ @) =g @ da < [ u(e) - g(a)) da.

X

Remarque 3.1. La régression isotonique d'un estimateur d’une fonc-
tion monotone croissante p est un estimateur monotone croissante de cette
fonction, qui est plus précis que 'estimateur qui a subit la régression.
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Remarque 3.2. Pour tout estimateur d’une fonction isotonique, il ex-
iste une et une seule régression isotonique.

4. Estimation en utilisant les réseaux de neurones et un processus
d’isotonisation:

En ce qui concerne les réseaux de neurones, plusieurs auteurs se sont
intéressés a leurs propriétés théoriques lorsque la fonction d’activation est
du type sigmoidale.

On note Mg 'estimateur de la fonction m obtenu & partir des estimateurs
des réseaux de neurones et par un processus d’isotonisation. La construction
se fait en quatre étapes:

4.1. Premiére étape: estimation par réseaux de neurones ordi-
naires.

On note mp 'estimateur de m du modeéle (2.1) par les réseaux de neu-
rones et G la fonction d’activation du type sigmoidal et choisie de la forme:

1

L’estimateur mp s’exprime de la facon suivante:

d
. j=1
ou fy, B;,0; et v;, avec j = 1,...,d sont les solutions du probléme de min-

imisation suivant:

N 2

d

(4.3) _min Y |yi—Bo— D BGHzi+6;)|
BosB5 %505 =1 j=1

et d est le nombre d’unités neuronales.

4.2. Deuxiéme étape: L’isotonisation de ’estimateur mp.

On note mpy la régression isotonique de Pestimateur mg. Elle est définie
comme la projection Ly(2) de mp sur la classe des fonctions monotones
croissantes, plus précisement:

@9 [ mwrle) ~me@Vds = min | [o(z) - ma(e) da.
0 g croissante JO)

Si on suppose que = [0,&], ol @ est un réel positif, la relation (4.4)
implique que f§ mp;(t)dt est le plus grand minorant convexe de [y mp(t)dt
et que:

(4.5) (%) = min max —
' mRIx‘—Eznzl:?%lgzv——u

/uv mg(t)dt.
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Sachant I'expression de mp donnée par (4.2), on trouve que:

v d v
(4.6) / ma(t)dt = fo(v —u) + 3 5 / Gyt + 6;)dt.
u =1 u

Posons:

(4.7) Iy={j=1,..,d|v =0},
et

(4.8) L ={j=1,...,d|v #0}.

En faisant un changement de variables en posant z = -y;t + 6; et sachant
que G'(z) = G(z)(1 — G(z)), on trouve que lorsque j € I1, on a

1 In {1 - G(")’ju +9j)J ’

v
4.9 /G £+ 0;)dt = —

et lorsque j € Iy, on a
v

(4.10) / Gyt + 6)dt = G(8;)(v — ).
u

Les relations (4.5), (4.9) et (4.10) impliquent que:

1 5 B {1 — G(yju+6;)

mgr(z) = fo + ZﬁjG(ej)"‘]ggg%lgfv_u .

jelp jen Vi 1~ G(’Yjv + 9_7')

Remarque 4.1. On ne peut s’arréter ici, car méme si mpy est un estimateur
de m qui est plus précis que mp en vertu des propriétés sur ’isotonisation
et de plus, il est monotone croissant, il n’ y a rien qui nous garantie qu’il
est convexe, pour cela, on doit faire une isotonisation de ’estimateur de m
(car m' > 0) et de celui de m’ car (m” > 0).

4.3. Troisieme étape: L’isotonisation de la dérivée de mp;.

Sous réserve que m’y; estime m/, (ceci est fort probable car d’une part
m’y estime m/ sous certaines conditions & savoir qu’il faut que le nombre des
unités neuronales augmente asymptotiquement avec le nombre d’observations,
et d’autre part, mps est plus précis que mp), on peut faire alors de nouveau
une régression isotonique de m7; qu’on notera ug, et ceci parce que pour
tout z dans 2, m”(z) > 0. Donc pg est définie par

1 v
(4.12) pr(z) = min max / m'g;(t)dt,
u

v>r ulz U — U
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ce qui implique que

(4.13) (r(z) = min max mrr(v) — TRRI(U)‘
v>x uslz v — 1

4.4. Quatrieme étape : Définition de I’estimateur 7hp.
Sachant que m(0) = 0, on définit la fonction i par:

(4.14) VzeQ,  rn(z) = A " LRt

Pour calculer g, on fait une intégration numérique en utilisant la for-
mule de Simpson qui s’avere plus précise que plusieurs autres formules
d’intégration. Pour cela, pour chaque z, on fait une subdivision de I'intervalle
[0, z] en posant:

VzeQ, Vji=1,....N+1 a:jzﬁ]]\;—l).

on obtient alors que pour tout z € (2,

(4.15) hg(z) ~ i pr(zs) +4pr((z; +6x]~+1)/2) + pr(zj41)

(241 — z5).
i=1

4.5. Propriétés de 'estimateur mp.

Dans cette partie, on montrera que l'estimateur mg posséde les mémes
propriétés que la fonction m. Et ceci revient aux propriétés de 'isotonisation,
a savoir que la régression isotonique d’un estimateur d’une fonction iso-
tonique est une fonction isotonique. C’est cette propriété qui fait la force de
notre estimateur, car on ne veut pas seulement estimer la fonction m, mais
on veut que I'estimateur préserve ses propriétés.

Premiérement, sachant que mp; est la régression isotonique de mg, donc
elle est croissante, par conséquent:

mpgr(v) — mgr(u) -

(4.16) Vv > u, 0,
et en regardant la définition de pup donnée par (4.13), on déduit que up est
positive. D’autre part, grace a la définition (4.14) de g, ug est la dérivée
de R, par conséquent 7y est monotone croissante.

Deuxiemment, pr est monotone croissante (car elle est la régression
isotonique de m',;), donc 7', est monotone croissante, par conséquent g
est convexe.
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Troisiemment, d’apres la définition (4.14) de g, on a hg(0) = 0.

Ceci montre que notre estimateur préserve les propriétés de monotonie,
de convexité et de condition initiale qui s’avérent trés utiles dans I’application
qu’on présentera par la suite.

5. Estimation en utilisant les noyaux et un processus d’isotonisation.

En ce qui concerne les estimateurs & noyaux, leur plus grand avantage
est qu’ils sont dotés de plusieurs résultats théoriques accessibles ayant un
rapport avec leur régularité et leur convergence asymptotique, mais par
contre leur utilisation devient trés compliquée numériquement si le nombre
de variables devient grand. On ne peut pas dire si les propriétés de la
fonction sont conservées si on utilise ce genre d’estimateurs, d’ou encore
une fois I'intérét d’isotoniser les estimateurs de m et de m' en utilisant les
noyaux.

On note g l'estimateur de la fonction m obtenu en utilisant les noyaux
et un processus d’isotonisation. La construction de cet estimateur se fait en
quatre étapes:

5.1. Premiere étape: estimation par les noyaux.

On note mg l'estimateur de m du modeéle (2.1) obtenu par les noyaux
classiques, il s’écrit:

| N
(5.1) ms(e) = + ng',N(x)yi,
ou
(5.2) wi,N(z) = Kn(z = 2;)/gn(z),
et

| N

5.3 T) = — Ky(xz — x;).
(5.3) (@) = 2321 h( )

Le réel h est un parameétre de régularisation. Si h est petit, la moyenne
sera faite par rapport a des voisinages étroits autour des ;. Si h est grand,
la moyenne sera faite par rapport & des voisinages larges autour des z;.
Toutefois, on peut contréler la somme des moyennes en ajustant le paramétre
h.

En substituant les relations (5.2) et (5.3) dans (5.1), on trouve que

YN Ka(z — 2:)y;
Zi]il Ky(z — z;)

(5.4) mg(z) = m(z) =
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Dans la plupart des cas, le choix du noyau est le noyau Gaussien, soit

Ll 5
(55) Kh(l') = W@ he |
5.2. Deuxiéme étape: L’isotonisation de mg.

L’isotonisation de Pestimateur & noyaux de m a été faite par Mammen
(1991). Donc, si 2 désigne I'intervalle fermé de R. contenant tous les z; avec
t=1,... N, et mgy le noyau isotonisé, alors il est défini comme la projection
L>(£2) de mg sur la classe des fonctions monotones croissantes, soit

]

66 [ Imsi@) —ms@)Pde = min [ g(e) ~ mo() da.
Q g croissante J()
Remarque 5.1.

L’estimateur mgy est légérement différent de P'estimateur introduit par
Friedman et Tibshirani (1984). Un autre estimateur similaire a été proposé
par Wright (1982) [ voir aussi Barlow et Van Zwet (1969, 1970)].

Si on suppose que = [0,&], ot @ est un réel positif, la relation (5.6)
implique que [’ ms;(t)dt est le plus grand minorant convexe de [ mg(t)dt
et que:

_ 1
(5.7) myw%—ggﬂgv_u

/u " ms(t)dt.

En ce qui concerne le parametre de régularisation, puisque la fonction
m est supposée deux fois continuement différentiable, le choix optimal de
la fenétre h qui intervient dans I'estimateur & noyaux est de ordre N—1/5,
Donc, sans perte de généralité, on prendra dans les simulations

h=N-15

Remarque 5.2.

E. Mammen (1991) a proposé un autre estimateur m;g en interchangeant
les étapes de régularisation et d’isotonisation, et il a montré que les deux
estimateurs sont asymptotiquement équivalents avec une erreur d’ordre 1.
De plus, I'estimateur myg a une erreur quadratique moyenne plus petite que
celle de mg; si et seulement si la fonction & noyaux utilisée dans Vestimation
n’est pas suffisamment réguliére.

5.3. Troisieme étape: L’isotonisation de la dérivée de mg;.

Sous réserve que m'y; estime m’, on peut alors faire de nouveau une nouvelle
régression isotonique de m'; qu'on va noter ug, et ceci c’est parce que m’
est monotone croissante puisque m est convexe. Donc ug est définie par
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, 1
(5.8) ps(z) = min max ——

v
/ m{g](t)dt,

ce qui implique que

. mgr(v) — msr(u)
(5.9) ps(z) = min may p— :

5.4. Quatriéme étape : Définition de I’estimateur 7hg.
Sachant que m(0) = 0, on définit la fonction g par:

(5.10) VoeQ,  rms(z) = /O " us(t)dt.

Pour calculer /g, on fait une intégration numérique en utilisant la formule
de Simpson. Pour cela, pour chaque z, on fait une subdivision de I'intervalle
[0, 2] en posant:

—1
VzeQ, Vi=1,....N+1 xj:“—(J——).
N
on obtient que pour tout z € §,

N
(5.11) ms@)~ Y ps(z;) + 4ps((z; +f~;ﬂj+1)/2) + ps(Tj+1) (2141 — ;).

=1

5.5. Propriétés de Pestimateur 7g.
Dans cette partie, on montrera que l'estimateur /hg posséde les mémes pro-
priétés que la fonction m.
Premierement, sachant que mgy est la régression isotonique de mg, donc
elle est croissante, par conséquent:
mg1(v) — msr(u)

(5.12) Yo > u, > 0,
v—u

et en regardant la définition de pg donnée par (5.9), on déduit que pg est
positive. D’autre part, grace a la définition (4.14) de g, ug est la dérivée
de g, par conséquent 7hg est monotone croissante.
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