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SOMMAIRE

Une application de localisation est un type d’homomol'phisme d'un graphe
vers une grille forte de dimension k& permettant d’étiqueter chaque sommet du
graphe avec un k-tuplet. Ce mémoire traite des applications de localisation injec-
tives, c’est-a-dire celles permettant d’étiqueter des sommets distincts d'un graphe
avec des k-tuplets distincts. L’étude de ces applications est liée aux ensembles ré-
solvants et doublement résolvants d’un graphe. Dans le cas ol celui-ci est fini, il
est toujours possible de trouver de tels ensembles et par conséquent, tout graphe
fini peut étre plongé isomorphiquement dans une grille forte. On présente, entre
autres, des résultats concernant les applications de localisation des graphes anti-

podaux et des produits cartésiens d’un graphe par une chaine.

MOTS CLEFS

Application de localisation, ensemble résolvant, ensemble doublement résol-

vant, graphe antipodal, produit cartésien de graphes.



SUMMARY

A location map is a type of homomorphism from a graph to a strong grid of
dimension £ which allows the labelling of each vertex of the given graph with a
k-tuple. This M.Sc. thesis is about injective location maps, that is those which .
allow the labelling of distinct vertices of a graph with distinct k-tuples. The study
of these applications is linked to the resolving sets and the doubly resolving sets
of a graph. In the case of a finite graph, it is always possible to find this kind of
sets, and consequently every finite graph can be isomorphically embedded in a
strong grid. We present, among other things, results about the location maps of

antipodal graphs and the cartesian product of a graph by a chain.

KEY WORDS

Location map, resolving set, doubly resolving set, antipodal graph, cartesian

product of graphs.
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INTRODUCTION

Un graphe connexe! G est une structure discréte. Munie d’une distance §,
cette structure est un espace métrique discret. Ainsi, pour un sous-ensemble de
sommets U = {uy, - ,ux} de G, on peut définir pour chaque sommet x de
G lapplication f, (z) = (8,(u1, ), -, d;(ur, z)). Cette application, que l'on
nomme application de localisation, permet d’associer 4 chaque sommet z de G
un k-tuplet. Ce mémoire traite d’un type particulier d’applications de localisation.
On s’intéresse a celles qui sont injectives et « optimales », c’est-a-dire celles qui
permettent d’identifier des sommets distincts de G avec des k-tuplets distincts de

longueur minimale.

Le premier a s'étre intéressé formellement a ces applications est Slater dans
les années 1970. Dans un article [Sl] publié en 1975, il parle de la fagon dont il est
possible de localiser un sommet d’un graphe par rapport & un sous-ensemble de
sommets cle ce graphe. L’iclée et la.terminologie sont basées sur le fonctionnement
du systéme de localisation LORAN (LOng RAnge Navigation)?. Ce systéme de
localisation terrestre est un systéme de navigation radio qui est ancétre du sys-
téme GPS. Le but est d’avoir un ensemble de stations radio maitres permettant
d’identifier la position géographique des stations radio secondaires. Les stations
maitres sont choisies dans le systéme de fagon & ce que chaque station secon-
daire soit uniquement identifiable par la cdistance qui la sépare de chacune des

stations maitres. Un ensemble de stations maitres est dit localisant s’il permet

ILes résultats dans ce mémoire ne traitent que des graphes connexes, mais ils peuvent étres
généralisés pour des graphes non connexes. Les détails concernant ces graphes sont donc onus.

http ://en.wikipedia.org/wiki/LORAN
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de distinguer deux stations secondaires distinctes. On dit de plus d’un ensemble
localisant qu’il est un ensemble de référence pour le systéme s’il est de cardi-
nalité minimum. La cardinalité d'un ensemble de référence est ce qu’on appelle
le nombre de localisati0113 du systéme (« location number » en anglais). Ainsi,
pour Slater, un sous-ensemble U = {uj, - ,ux} de sommets d’un graphe G est
localisant si pour toute paife de sommets distincts x et y de G, on a que les k-
tuplets (0 (uy, ), -+, 0q(un, x)) et (6. (u1,y), -, 0,(us,y)) sont distincts. Bref,
il a montré qu'une application de localisation f,, est injective et optimale si et

seulement si U est un ensemble de référence pour G.

~D’autres auteurs comme Céceres et al. ainsi que Chartrand et al. ont par la
suite étudié ce sujet dans la derniére décennie, mais en utilisant un autre voca-
bulaire. Dans leurs articles respectifs [Ca, Ch], ces auteurs parlent d’ensembles
résolvants et de dimension métrique* pour parler respectivement d’ensembles lo-
calisants et de nombre de localisation. Comme la notion d’ensembles résolvants
est celle qui est prédominante cans la littérature, on adopte cette terminologie
dans ce mémoire. Par conséquent, on parlera c’ensembles résolvants minimums
plutot que d’ensembles de référence. Cependant, bien que le titre de ce mémoire
soit « Dimension métrique des graphes », cela n’a pas de sens de parler de di-
mension, car les applications de localisation ne permettent généralement pas de
reconstruire un graphe G en se basant uniquement sur les k-tuplets obtenus. On
a choisi ce titre seulement parce que la littérature existante 'impose. Par contre,
on n’utilisera pas les notations présentes dans la littérature, car elles font presque
toujburs référence 4 un concept de dimension. De plus, comme on a laissé tomber
la terminologie d’ensembles de référence de Slater, on se doit d’introduire une

nouvelle notation. Ainsi, la cardinalité d’un ensemble résolvant minimum d’un
b

3Slater note par R(G) la cardinalité d’un ensemble de référence dans G.

4Caceres et al. notent par B(G) la cardinalité d’un ensemble résolvant minimum dans G et

Chartrand et al. la notent par dim(G).
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graphe G sera notée par loc(G) (nombre de localisation). Cette notation et ter-
minologie parlent d’elles-mémes, car elles raménent le probléme a ce qu’il est

vraiment, c’est-a-dire un probléme de localisation.

L’étude des enseinbles résolvants minimums d’un graphe connexe G n’est pas
qu’utile pour la localisation dans un systéme radio de navigation. Ces ensembles
sont aussi utiles en chimie organique. Dans 'article de Chartrand et al. [Ch],
les auteurs font un lien entre les ensembles résolvants d’un graphe et les groupes
fonctionnels® d'une molécule. L’étude des groupes fonctionnels des molécules per-
mettrait de comparer celles-ci dans le but d’analyser leurs effets dans un médica-

ment.

N

En informatique, les ensembles résolvants jouent un réle important dans la
résolution d’un probléme classique, a savoir le probléme du policier et du voleur.
Fitzpatrick et Nowakowski montrent dans [Fi] que la cardinalité d’un ensemble
« fortement » résolvant pour un graphe G est le nombre minimal de policiers qu’il
faut avoir dans un graphe pour coincer le voleur. Cependant, pour un graphe G,
la cardinalité d’un tel ensemble est souvent plus grande que loc(G). Ainsi, on peut
commerncer par trouver un ensemble résolvant minimum et voir si cet ensemble
est suffisant pour résoudre le probléme du policier et du voleur. C’est notamment

le cas dans les cycles.

Finalement, une autre application des ensembles résolvants est lice aux hy-
percubes. C’est cette famille de graphes qui a motivé le sujet de ce mémoire. En
informatique, plusieurs réseaux d’interconnexion sont construits de fagon & étre
plongeables dans un hypercube de dimension n, car il s’agit de structures simples
ou chaque sommet est un nombre binaire. Ainsi, si I'on connait le nombre de
localisation d’un hypercube, on obtient une borne supérieure pour le nombre de

localisation du graphe G modélisant. un réseaun plongeable dans cet hypercube. On

SVoir http ://en.wikipedia.org/wiki/Functional _group .
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obtient alors une fagon de localiser chaque processeur dans le réseaun par rapport

A un certain ensemble de processeurs.

Ce mémoire est civisé en quatre chapitres. Le premier est consacré aux cé-
finitions cle base en théorie des graphes. Le second est entre autres dédié aux
applications de localisation et aux ensembles résolvants. Le troisiéme chapitre
concerne la localisation dans les graphes antipodaux. Finalement, le dernier cha-
pitre porte sur la localisation dans un produit cartésien de graphes. Les graphes
antipodaux et le produit cartésien de graphes sont importants dans l'études des
hypercubes, car un hypercube est un graphe antipodal qui est construit a ’aide
d’un produit cartésien de graphes. C’est pourquoi, méme si notre intérét est prin-
cipalement dans ces graphes, les hypercubes n’apparaitront seulement que dans

la derniére section du dernier chapitre de ce méinoire.



Chapitre 1

NOTIONS DE BASE

Ce chapitre vise & donner au lecteur des notions de base en théorie des graphes.
Loin d’étre exhaustifs, les concepts présentés ici seront suffisants pour comprendre
les idées et les constructions plus complexes qui se retrouvent dans les chapitres

subséquents.

1.1. GRAPHES ET VOISINAGE

Le premier objet & définir est le graphe. Bien que selon les ouvrages, la défi-

nition d’un graphe peut varier, on s’en tiendra a celle ci-dessous.

Un graphe est une paire G = (V, E), ou V un ensemble ‘quelconque et E est
un sous-ensemble de V@ | c’est-a-dire que les éléments de E sont cles paires non
ordonnées d’éléments distincts de V. Les éléments de V sont appelés des sommets

et ceux de E des arétes.

Pour un graphe G, 'ensemble des somuiiets de G est noté V(G) et la cardinalité
de ce dernier est appelée ’ordre de G. Un graphe est dit fini si la cardinalité de

V(G) est finie. 1l est dit infine autrement. Si V(G) = 0, alors G est le graphe vide.

L'ensemble des arétes de G est noté E(G) et deux sommets x,y € V(G) sont
adjacents s’ils forment une aréte dans G. On notera cette aréte par e = [z,y].

Remarquons que toute paire de sommets distincts de V(G) forme au plus une
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aréte et que pour tout © € V(G), [z,2] € E(G). Bref, un graphe ne posséde ni

aréte multiple, ni boucle.

Pour un sommet z € V(G), le voisinage de celui-ci dans G, noté N_(z), est

I'ensemble des somniets {y € V(G) | [z,y] € E(G)}. La cardinalité de N, (z),

notée deg_(z), s’appelle le degré de x dans G. Si pour tout = € V(G) on a que

deg_(x) = d, alors on dit de G qu’il est un graphe d-régulier.

1.2. CONNEXITE

Une notion importante en théorie des graphes est celle de la connexité. Un
graphe connexe est un graphe ou il est possible de partir d’un sommet arbitraire

et de voyager le long de ses arétes vers n’importe quel autre sommet.

Soit 7,y € V(G) deux sommets d’un graphe G. Une zy-chaine dans G est une
suite, sans répétition permise, de sommets w = zox Ty Tr_1Z,, O T; € V(G)
et [z;,2j41] € F(G),pouri=0,---, retj=0,---, r—1, avec t = g et y = x,.
Ainsi, un graphe est dit conneze si pour tous z,y € V(G), il existe une zy-chaine

dans G.

La longueur d’une zy-chaine w, notée [(w), est le nombre d’arétes dans cette

chaine, c’est-a~dire si w = zo® T3 - - 2,12, est une zy-chaine, alors {(w) = 7.

Pour tous z,y € V(G) d’un graphe connexe G, il existe une famille non vide
de xy-chaines. Parini les xy-chaines de cette famille, certaines sont de longueur

minimale. Ces wy-chaines de longueur minimale s’appellent des xy-géodésiques.

Voici les définitions de quelques classes de graphes connexes. Celles-ci permet-
tront ce donner des exemples tout au long du mémoire. Quelques-uns des graphes

mentionnés ci-dessous sont illustres a la figure 1.2.1.



® ®
o Ty
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X3 To
Lo o I
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/E\
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() AP;

=

Lo €I

(J) AR,

Fic. 1.2.1. Quelques graphes connexes.
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Une chaine sur n sommets (n > 2), notée P,, est le graphe ayant pour sommets

. V(P,,) = {LL'(), s ,LU,,,_l} et ou E(Pn) = {[LC,‘, -Ti—H] | 1= ﬂ R 2}

Pour n > 3, on dit que G est un peigne si V(G) = {To, -+ . Tn_1, U1, > Yn—2}
et si B(G) = {[zy,zia] |1=0,--- ,;n=2}U{[zj,y;] | j=1,--- ,n—2}.

Un cycle est un graphe d’ordre d’au moins trois, 2-régulier, fini, connexe et

non vide. Le cycle sur n sommets est noté C,,.

Un graphe complet sur n sommets, noté K,, est un graphe (n — 1)-régulier,

fini et connexe tel que E(K,) = {[z,y] | ©,y € V(K,) etz # y}.

Soit A et B deux ensembles non vides et disjoints tels que |A| = m et |B| = n.
Le graphe biparti complet, noté I, », est le graphe tel que V(K,,..) = AU B et
-tel que E(Knn) = {[z,y] |z € Aet y € B}.

Le graphe de Petersen généralis€, noté P, ., est le graphe ayant pour sommets
l'eusemble V(P, ) = {Zo, -+, Tn_1, Y0, "+, Yn—1} €t pour arétes les éléments
de I'ensemble E(P,m) = {[zi, v, [, Tix1], U5, Yiom] | 0 < 7 < n}, oun > 3,
m > 1 et ot 'addition en indice est faite modulo n. Notons que les graphes de la

forme P, sont des prismes.

Un antiprisme, noté AP,, est un graphe ayant pour sominets ’ensemble
V(AP,) = {xo,"-+, Tn-1, Yo, "+, Yn_1} et pour arétes les éléments de ’en-
semble E(AP”) = {[.’Ifi,ﬂ7i+1], [yi,y,;+1], [-Tiyyi+,l]a [yi,LCi+1] ‘ 0<i1< n}, oun >3

et o 'addition en indice est faite modulo n.

1.3. DISTANCE

Maintenant que les coucepts de counexité et de géodésique ont été introduits,
on présente la notion de distance dans un graphe. La distance eutre deux sommets

d'un graphe jouera un réle central dans ce mémoire, car la localisation dans un
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graphe connexe est définie en fonction de la distance. Ainsi, & partir de ce moment,

les graphes seront impliciterment considérés comrne connexes.
€8 g

Soit = et y deux sommets d'un graphe G. La distance de = & y dans G,
notée 4, (x,y), est la longueur d’'une zy-géodésique. Notons quU'il est possible de
partitionner les sommets de V(G) en classes de distance par rapport a un sommet

2 en posant

N (z) = {y € V(G) | §,(z,y) = 1}.

L'intervalle entre x et y, noté I, est la réunion des ensembles de sommets

de toutes les xy-géodésiques de G. En fait, il équivaut de dire que
Iy = {2z € V(G) | 6;(z,y) = d,(, 2) + 65(2,9) }-

La définition équivalente en termes de la distance s’applique plus généralement a

tous les espaces métriques.

L’excentricité de x, notée e(x), est la longueur d’une géodésique de longueur

maximale dans G et ayant = a 'une de ses extrémités. Ceci revient a dire que

e(z) = max{d.(z,y) |y € V(G)}.

Leé diametre de G, noté diam(G), est la longueur d’une géodésique de longueur

maximale dans G. En d’autres termes, diam(G) = max e(z) = max . (z,y).
w€V(G) z,yeV(G)

Remarque 1.3.1. Pour un graphe G, la distance posséde ces quatre propriétés :

1) Vz,y € V(G), d,(,y) € N;

(
(2) Vz,y e V(G), §5(2,y) =0 =z = y;
(3) Va,y € V(G), dq (2, y) = Jc(y;w);

(

4)Vr,y,z € V(G), § (a,y) <d.(z, 2) +,(z,v).

Bref, (V(G),d,) est un espace métrique discret.
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1.4. SOUS-GRAPHES

Dans cette section, on définit différents types de sous-graphes auxquels on fera

référence dans les sections et les chapitres suivants.

Soit G = (V, E) et H = (V', E’) des graphes. On dit de H qu'il est un sous-
" graphe de G, noté H CG,si V' C Vet E'CE.

On dit d’un sous-graphe H C G qu’il est partiel si V(H) = V(G).

On dit d’un sous-graphe H C G qu’il est induit si toutes les arétes de G reliant |

des sommets de H appartiennent a H.

Si H C G et que ces deux graphes sont connexes, alors la distaﬁce est bien
- définie a la fois dans H et dans G. Pour z,y € V(H) C V(G), soit w, une
ry-géodésique dans H et soit 6,(z,y) = l{w,). Le fait que w, soit une zy-
géodésique dans H n’'implique pas nécessairement qu’elle en soit une dans G,
c’est-a-dire que d,(z,y) < l{w,). C’est pourquoi, en général, on a que pour tous

z,y € V(H), 6,(z,y) <0,(z,y).

Pour certains sous-graphes d'un graphe G, il se peut cependant que 'inégalité
ci-haut soit en fait une égalité. Ainsi, H est un sous-graphe z'sométm'qﬂe de G si

pour tous z,y € V(H), on a que 0, (z,y) = 6.(z,y).

1.5. ENSEMBLES CONVEXES ET PREFIBRES

On définit dans cette section ce qu’est un ensemble convexe et une préfibre.
On donnera quelcues propriétés de ces ensembles, car les sous-graphes induits par
les préfibres d'un graphe G permettront, dans le prochain chapitre, de donner
une borne inférieure pour le nombre de localisation de G. Les définitions et les
propriétés ci-dessous, ainsi que la preuve du lemnme 1.5.1, se retrouvent dans le

meémoire de maitrise de C. Tardif [Ta].
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Définition 1.5.1. Soit X un espace métrique. Un ensemble A C X est conveze

dans X si pour tous a,b € A, on a que [, C A.

Proposition 1.5.1. Soit G un graphe et A C V(G) un ensemble conveze dans
G. Alors le sous-graphe H C G induit par 'ensemble A est un sous-graphe 150-

métrique de G.

DEMONSTRATION. Si tel n’était pas le cas, il existerait dans V(H) deux sommets
distincts x et y tel que §,(z,y) < 6,(z,y). Ceci impliquerait P'existence d’un
sommet z qui serait sur une zy-géodésique dans G et qui ne serait pas dans

V' (H), ce qui est impossible, A étant convexe dans G. O

Définition 1.5.2. Soit (X, d) un espace métrique. Un sous-ensemble A C X est
une préfibre de X si pour tout z € X, il existe un élément a, € A tel que_pour

tout y € A, on a que d(z,y) = §(z,a:) + d(a.,y).

Rappelons qu’a la remarque 1.3.1, on a mentionné que pour un graphe G,
(V(G),0,) est un espace métrique. Ainsi, la définition précédente s’applique aux

graphes. On notera donc par &, la famille des préfibres de G.

Proposition 1.5.2. Soit A une préfibre d’un espace métrique (X,0). Alors pour
tout x € X, Uélément a, € A mentionné a la définition 1.5.2 est unique. Par

conséquent, on peut définir une application p, : X — A en posant p () = a,.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe © € X ayant deux éléments a,, b, € 4

satisfaisant la définition 1.5.2. Comine A est une préfibre de X, on a que

§(z,b.) = d(z, az) + d(ag, b,)

§(z,az) = 0(x, by) + (bs, az).
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En remplagant la deuxiéme équation dans la premiére, on obtient que
§(z, b)) = 6(x, b,) + 28(ay, by),

ce qui implique que §(a,,b,) = 0. On obtient donc que a, = b,. O

Lemme 1.5.1. Soit A une préfibre d’un espace métrique (X, 8). Alors, A est un

ensemble convezre dans X.

DEMONSTRATION. Soit a,b € A et x € X tel que 6(a,b) = d(a,z) + i(z,b),

c’est-a-dire z € I,. Comme A est une préfibre de X, on a que
P )

8(a,b) = [8(a, p,(2)) +6(p,(2), 2)] + [6(z, pa(2)) + (P, (2),0]]
= 6(a,p,(2)) + 6(p,(),b) +26(z,p,(2))
> 6(a,b) + 26(z,p,(z))

par I'inégalité du triangle. On a donc nécessairement que é(x,p,(z)) = 0, c’est-

a-dire que x = p,(z) € A. Ainsi, I,; C A et A est convexe. O

1.6. PRECONTRACTIONS

On présente ici les derniers concepts de base. En autres, on donne la définition
d’une précontraction et d’'un homomorphisme de graphe. Ces applications per-
mettront de définir adéquatement ce qu’est une application de localisation dans

le prochain chapitre.

Soit G et H deux graphes. Une précontraction de G vers H est une application

f:V(G) — V(H) tel que

Va,y e V(G), [x,y] € B(G) = [f(x), f(y)] € E(H) ou f(z) = f(y).
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En termes métriques, une précontraction entre deux graphes connexes est donc

une application non expansive.

Une application f : V(G) — V(H) est un homomorphisme de G vers H si
Va,y e V(G), [r,9] € B(G) = [f(z), fly)] € E(H).

Un homomorphisme est donc une précontraction qui préserve I'adjacence. Si I’ho-
momorphisme f de G vers H est injectif, alors ce dernier est appelé un plongement

de G dans H et on le note f: V(G) — V(H).

Finalement, un homomorphisme f : V(G) — V(G) est un automorphisme

si f est bijectif et si pour tous z,y € V(G), on a que
[z,9] € E(G) <= [f(z), f(y)] € E(G).

Bref, un automorphisime de graphe est une permutation des sommets de ce dernier
]

qui préserve l'adjacence et cont l'inverse préserve aussi 'adjacence. Notons pour

terminer que ’ensemble des automorphismes d’un graphe G, noté Aut(G), muni

de la comnposition de permutations est un groupe.



Chapitre 2

APPLICATIONS DE LOCALISATION ET
PLONGEMENTS

Ce chapitre est une introduction & la notion de localisation dans un graphe fini
G. On veut trouver un systéme de coordonnées dans lequel plonger G de maniére
optimale par rapport & certaines exigences. Comme un graphe est une structure
discréte, la facon de faire sera d’utiliser un homomorphisfne injectif de G vers
un graphe H convenablement choisi ayant Z* comme sommets. En fait, on veut
étiqueter chaque sommet de G avec des k-tuplets distincts. Pour réussir cela, on
utilisera une grille forte comme systénie de coorcdonnées car, comme on le verra,

tout graphe connexe fini peut étre plongé dans une telle grille.

2.1. PRODUIT FORT DE GRAPHES ET GRILLE FORTE

Dans cette section, on explique ce qu’est un produit fort de graphes, pour

ainsi bten définir ce qu’est une grille forte.

Soit G et H deux graphes. Le produit fort de G et H, noté G X H, est
le graphe ayant pour sommets V(G ® H) = V(G) x V(H) et dont I'élément

(21, 1), (22, 12)] € E(GR H) si 'une des trois conditions suivantes est satisfaite :
(1) 21 =xy et [y1,90] € E(H);
(2) [21, 2] € E(G) ety =y ;

(3) [®1,22) € E(G) et [y1,y0] € E(H).
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Remarque 2.1.1. Le produit fort de graphes est associatif et cominutatif a
isomorphisme prés, c’est-a-dire que (G, XG)KG;3 =2 G X(G.KG3) = G1KGKG;
et que G) W G, = G, W Gy. Ainsi, pour les graphes G, -+, Gy, il est possible
de définir le graphe G; X - - - X G, récursivement.

Exemple 2.1.1. Voici le produit fort du graphe C3 et du graphe K. Les arétes
rouges dans C3 X K; sont les arétes « diagonales », c’est-a-dire celles qui corres-

pondent au point (3) de la définition ci-haut.

2
)
Zo 1 2
(8) Cs (b) Ko
(22,1)
(20,1)

(¢) Cs W K>

Fic. 2.1.1. Les graphes C3, K3 ainsi que C3 K K.

Avant d’introduire la définition d'une grille forte, on a besoin de définir le

graphe D = (Z, E), nommé double rayon. Ce graphe posséde comime arétes les
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éléments de 'ensemble E(D) = {[a,b] | |a —b] =1, a.b € Z}. Bref, le graphe D

est ni plus ni moins I'axe des entiers.

La grille forte de dimension &, notée F*) est le graphe ayant pour sommets
V(F®) = Z* et tel que deux somnets © = (21, -+, %), ¥y = (Y1, . yn) € Z*
sont adjacents dans F") si et seulement si |z; — yi| < 1pouri=1--- k avec
égalité pour au moins un 7. En d’autres termes, F*) est le produit fort de k copies

k
du double rayon, c’est-a-dire que F*) = llD,;, ot D;=Dpouri=1---, k.

(a) D=FD

FiG. 2.1.2. Le double rayon et la grille forte de dimension deux.

2.2. APPLICATIONS DE LOCALISATION
Soit G un graphe et U = {u),--+, ux} un sous-ensemble non vide et fini de
k
sommets de . Posons F' = 'gD“"’ ott D,, = D. Notons que F' = F'®), Définissons
niaintenant ’application
fu : V(G) — F
v ((5;;;(‘(1;1 'lL1>, e aéa(za uk’))
et définissons aussi la projection de f,(z) dans D,, par pr, (f,(z)) = d, (2, 1)

Comme pour tout [z,y] € E(G) on a que |5, (x, 1) — o, (y,u;) < 1, ce qui im-

plique que

Vo € U, pr, (fiy () = pr,, (fi(y)) ou [pry, (f, (2)), pry, (f (9))] € E(Du,)-
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Ceci revient a dire que ou bien f,(z) = f,(y), ou bien [f, (), f, ()] € V(F®).
Ainsi, f, est une précontraction. Ce type d’application se nomme application de

localisation.

Exemple 2.2.1. Considérons le graphe C3 de la figure 2.1.1 et posons U = {zo}.

L’application de localisation f, : V(C3) — F() est illustrée ci-dessous.

o L1, T2
Do o ® o
-1 0 1 2

Fi1Gg. 2.2.1. f, : V(C;) — FQO

2.3. ENSEMBLES RESOLVANTS

Les applications de localisation étant des précontractions, un probléme sur-
vient parfois lorsque l'on veut les utiliser comme plongement. En effet, elles ne
conservent pas nécessairement la structure du graphe, comme on a pu le consta-
ter a I'exemple 2.2.1. Ceci provient du fait que ’ensemble U fut choisi de fagon
totalement arbitraire. La restriction que I'on donnera donc aux applications de lo-
calisation considérées pour qu’elles conservent la structure du graphe est qu’elles
soient injectives. Si tel est le cas, on a alors que f,(x) # f,(y) si et seulement si
il existe u € U tel que pr, f,(x) # pr,f,(y). Une autre facon de dire serait que
fu(x) # f,(y) si et seulement si il existe u € U tel que o (x,u) # 0, (y, u).

Définition 2.3.1. Soit G un graphe et soit U C V(@) un sous-ensemble fini de

sommets de G. On dit que U est un ensemble résolvant de G si

Vz,y € V(G) distincts, 3u € U tel que o, (x,u) # 6, (y,u).
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De plus, on dit d’'un ensemble résolvant U C V(G) qu'il est un ensemble résol-
vant minimum s’il est de cardinalité minimum. On notera par &%, la famille des

ensembles résolvants minimums d™un graphe G.

Remarque 2.3.1. Un ensemble résolvant peut étre minimal par rapport & I’in-
clusion sans toutefois étre minimum. L’ensemble U = {z;,z,} est un ensemble
résolvant minimal de Pj, mais il n’est pas minimum. L’ensemble U = {z,} est un

ensemble résolvant minimum de FP;.

@ \ & @ ® @ @ @ @
Zo zy Zy Z3 Zo z Zy Z3
(a) Un ensemble résolvant minimal de Py (b) Un ensemble résolvant minimum de Py

Fic. 2.3.1. Un ensemble résolvant minimal et un ensemble résol-

vant minimum de P;.

Afin d’alléger la notation, on notera par n¥(u) la différence entre la distance

de z & u et la distance de ¥ & u dans un graphe &G. En d’autres termes,

ﬂZ’y(U) = 5G($) u) - 5c(y) U)

Ainsi, un sous-ensemble U C V(G) est résolvant si pour toute paire de sommets

distincts z et y de G, il existe u; € U tel que n%¥(u;) # 0.

Définition 2.3.2. Le nombre de localisation d’un graphe G, noté loc(G), est la

cardinalité d’un élément de Z,..

Remarque 2.3.2. Si U est un ensemble résolvant pour un graphe &, alors I’en-
semble o [U], o ¢ € Aut(G), est aussi résolvant pour G. Ainsi, pour trouver la
famille des ensembles résolvants minimums d’un graphe G, il suffit de trouver ces

ensembles & automorphisme prés. De plus, on a que oo f, = f

L - Remarquons
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finalement que (dans un graphe ayant au moins une aréte) un ensemble résolvant

est toujours non vide. On a donc que loc(G) > 1 pour tout graphe G.

Remarque 2.3.3. Lorsque 'on veut montrer qu'un ensemble U est résolvant
pour un graphe G, il suffit de regarder si cet ensemble est résolvant pour les
sommets 7,y € V(G)\U, z et y distincts. Cela découle du fait que pour tous

u,v € U, on a que pr,(f,(u)) = 0 si et seulement si v = v.

Le nombre de localisation est bien défini pour tous les graphes finis!. En
effet, comme le montre la proposition suivante, un tel graphe posséde toujours un
ensemble résolvant et donc, il en posséde toujours un qui est minimum. Ainsi, d

partir de ce moment, les graphes seront implicttement considérés comme finis.

Proposition 2.3.1. Soit G un graphe. Alors G posséde un ensemble résolvant.

DEMONSTRATION. Trivial : U = V(G) est résolvant, G étant fini. O

Exemple 2.3.1. A lexemple 2.2.1, Pensemble U n’est pas résolvant pour Cj,
car f,(z1) = f,(x2). De plus, l'application f, associée a cet ensemble U n’est
pas injective. Posons plutot U = {xg, z;}. La nouvelle application de localisation
associée a U est f, : V(C3) — F® et elle est illustrée a la figure 2.3.2. On voit que
cette derniére est injective, car f,,(wo) = (0,1), f,(z1) = (1,0) et f,(z2) = (1,1).
Ainsi, U = {xo, 21} est un ensemble résolvant. Comme aucun sous-ensemble de
sommets de cardinalité 1 n'est résolvant pour C3, U = {wo,z,} est résolvant

minimum et loc(Cy) = 2.

Le nombre de localisation n’est pas toujours défini dans les graphes infinis. Pour une

discussion sur la localisation daus les graphes infinis, voir 'annexe A.
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Ainsi, pour un ensemble résolvant U de G de cardinalité k, on obtient que
f, : V(G) — F® est un monomorphisme de graphes. En fait, f, est un plonge-
ment de G dans une grille forte. Donc, le probléme de trouver une application de
localisation d’un graphe G vers une grille forte de dimension & revient & trouver

un ensemble résolvant de G de cardinalité k.

Sachant que tous les graphes possédent au moins un ensemble résolvant, on
sait, qu’ils peuvent tous étre plongés dans une grille forte par I'application de lo-
calisation f, correspondant & un ensemble résolvant U. La question qui se pose
est de savoir si ’application de localisation est optimale, c’est-a-dire qu’elle cor-
respond & un ensemble résolvant minimum. En d’autres termes, 'application de

localisation f, sera optimale si et seulement si U € Z,..

Formellement, la grille forte £ dans laquelle un graphe est plongé par une

application de localisation optimale est de dimension loc(G).

Remarque 2.3.4. Le nombre de localisation de G n’est pas le plus petit k tel qu’il
existe un plongement de G dans F*) mais bien la cardinalité d’un sous-ensemble
fini de sommets de G qui permet d’obtenir une application de localisation injective
optimale de G dans une grille forte. Ainsi, une grille forte ' de dimension loc(G)
assure l'existence d’un plongement de G dans F', mais il se peut qu’il existe une
grille forte de dimension strictement inférieure & celle de F' dans laquelle il est

aussi possible de plonger G.
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Les exemples 2.2.1 et 2.3.1 montrent que f, : V(C3) — F® est optimale et
qu’il n’existe pas de grille forte de dimension plus petite que 2 dans laquelle il
est, possible de plonger Cj3. Le prochain exemple montre par contre le plongement

d’un graphe G dans une grille forte de dimension inférieure a loc(G).

Exemple 2.3.2. Considérons le graphe G de la figure 2.3.3 ci-dessous. L’ensemble
U = {a,b,c} est un ensemble résolvant minimum de G et donc loc(G) = 3.

Cependant, il est possible de plonger G dans F®.

\ N N P 2
N )N 7N - ’
N N N ’
\ 1 v ! v 1 ’
\ | /\b| /N \ ’
.T\ ’ N ’ N ’
<—-—-- -—= =
N ’ N ’
N N
a b v v
/N /N
’ N N
’ N
<—- - - -—= =
Nav N C v
N 7 N s
(2 (2
/N /N
y ’ N ’ \
’ N
N A 7N
’ A N N
7z 1 v o2l ~ 1 N
’ | RN | RN | N
z c y N
’ 1, Ny N N
(a) G : (b) G — F®

FiG. 2.3.3. Plongement G — F® tel que loc(G) = 3.

En regardant de plus prés I’exemple 2.3.2, on remarque que le sous-graphe
f,(G) dans F® n’est pas induit. En effet, les arétes [a, 2] et [b,c] ne font pas
partie de E(G). On pourrait donc croire que ceci provient du fait que la dimension
de la grille forte dans laquelle G est plongé est inférieure a loc(G). De plus,
I'exemple 2.3.1 laisse présager que si 'on plonge un graphe dans une grille forte de
méme dimension que son nombre de localisation, alors 'image du plongement sera
un sous-graphe induit. Malheureusement, il n’en est rien. Le prochain exemple
montre le plongement d’un graphe G dans une grille forte de dimension loc(G) tel
que 'image de G n’est pas un sous-graphe induit de la grille forte dans laquelle

il est plongé.
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Exemple 2.3.3. Considérons le graphe G de la figure 2.3.4 (le plus petit graphe
3-régulier sans automorphisme non trivial). Les deux ensembles U = {a,b} et
U" = {c, b} sont les seuls ensembles résolvants minimums de G et donc on a que
loc(G) = 2. On remarque que pour les deux plongements, les graphes f,(G) et
f,,(G) ne sont pas des sous-graphes induits de F®@ _ Ainsi, ’image d’un graphe

sous une application de localisation injective n’est pas nécessairement un sous-

graphe induit de la grille forte dans laquelle il est plongé.

a

(@) f,, :G— F®

F1G. 2.3.4. Plongements f, : G — F® et f, : G — F® tel que
fu(G) et f,,(G) ne sont pas des sous-graphes induits de F@),

L’exemple 2.3.3 montre que lorsque I'on plonge un graphe G dans une grille
forte au moyen d’une application de localisation injective f,, on n’est pas toujours
capable de récupérer G (& isomorphisme prés) & partir des coordonnés de ses
sommets. En effet, si tel était le cas, on aurait que deux sommets x = (2, - , k)

et y = (y1, -, yk) sont adjacents dans V(f,(G)) si et seulement si |z; —y;| < 1
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pour ¢ = 1,--- k. avec égalité pour au moins un . Ceci revient a dire que
f,,(G) est un sous-graphe induit de F™. Ainsi, pour un ensemble résolvant U
de G, on pourra récupérer le graphe si f,,A(G) est un sous-graphe induit de la
grille forte clans laquelle il est plongé. (On peut aussi récupérer U comine étant
lensemble des sommets de f,(G) avant une coordonnée zéro.) Comme f,(G)
1’est. pas toujours un sous-graphe induit, c’est-a-dire comme les graphes plongés
au moyen d’un ensemble résolvant ne sont pas toujours récupérables, on ne peut
pas considérer le nombre de localisation comme une « vraie » dimension. C'est
pourquoi on préférera le vocabulaire utilisé par Slater que celui utilisé par les
autres auteurs [Ca, Ch, Hal, car les ensembles résolvants ne permettent dans

les faits qu'a localiser les sommmets d’un graphe.

On termine cette section en donnant quelques bornes sur loc(G). Les deux
premiéres sont des résultats connus et donnent des bornes supérieures élémen-
taires de loc(G). La troisiénie est un résultat qui donne une borne inférieure de
loc(G) et qui est une généralisation de résultats présentés par Caceres et al. [Cal]

ainsi que par Chartrand et al. [Ch].

La proposition 2.3.1 montre que V(G) est résolvant pour G. Cependant,
V(G) ¢ Z,.. La proposition suivante, démontrée par Chartrand et al. [Ch] ainsi

que par Fitzpatrick et Nowakowski [Fi|, donne une borne supérieure de loc(G).

Proposition 2.3.2. Soit G un graphe. Alors loc(G) < |V(G)| — diam(G).

DEMONSTRATION. Soit u,v € V(G) tel que J,.(u,v) = diam(G) = d et soit
WLty - Tao U une uv-géodésique dans G. Posons U = V(G)\{wy, -+ ,xq_1, 0}
Comme « € U, on a que d,(v;,u) =it pour 1 <4 < d—1 et que d,(v,u) = d.

= |[V(G)|~diam(G). O

L’ensemble U est donc résolvant pour G et loc(G) < |U
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La prochaine proposition [Ch, Fi, S| donne une borne inférieure qui, quoique
trés souvent grossiére, donne un argument utile pour calculer loc(G) pour certains

graphes. Elle dit qu’il n’existe qu'un seul type de graphe G tel que loc(G) = 1.

Proposition 2.3.3. Soit G un graphe d’ordre n > 2. Alors loc(G) = 1 s1 et

seulement s1 G = P,.

DEMONSTRATION. Soit loc(G) = 1. Considérons alors un ensemble résolvant mi-
nimum U = {u} de G. Comme G est d’ordre n, on sait que diam(G) < n — 1.
Mais U étant résolvant minimum et de cardinalité 1, cela implique que 'applica-
tion f, donne’lune bijection entre V' (G) et 'ensemble {0,---,n — 1}, Ainsi, on a
nécessairement qu’il existe un r € V(G) tel que f,(z) = n — 1, ce qui implique
que diam{G) = n—1. Le seul graphe d’ordre n ayant cette propriété est P,. Si par
contre G = P,, alors on sait que loc(P,) < |V{(P,)| — diam(P,) par la propostion
2.3.2. On obtient donc que loc(P,) < n—(n—1), c’est-a-dire que loc(P,) = 1. O

On présente maintenant un théoréme et deux corollaires qui donnent une
borne inférieure de loc(G). Comme mentionné & la page précédente, il s’agit d’un -
résultat qui généralise des résultats présentés par Caceres et al. [Cal ainsi que

par Chartrand et al. [Ch].

Théoréme 2.3.1. Soit G un graphe et H C G un sous-graphe induit de G. Si
V(H) est une préfibre de V(G) et que U est un ensemble résolvant de G, alors

Vensemble U = {p,.,, (u) | u € U} est résolvant pour H.

DEMONSTRATION. L'ensemble U étant résolvant pour G, on a que pour tous '
z,y € V(H) CV(G) et z # vy, il existe u € U tel que . (u, z) # 0, (u,y). Conme
V(H) est une préfibre de V(G), on a donc que



{56 (’U,, Pumy (u)) + 6(.' (PV(H) (“)) T) = 5(: (U, -L)
7'é 50(“: U)
= 66‘ (U, Puay (’U,)) + 6(‘, (pv(u) (u): y)v

ce qui implique que 7% (p,, ,,(w)) # 0. Par le lemme 1.5.1, on sait que V(H) est
un sous-ensemble convexe de V(G) et donc, H est un sous-graphe isométricue de
G. On obtient ainsi que n7¥(p, (1)) # 0, ce qui montre que U’ est un ensemble

résolvant de H. O

Corollaire 2.3.1. Soit G un graphe et H C G un sous-graphe induit de G. St
V(H) est une préfibre de V(G), alors loc(G) > loc(H).

DEMONSTRATION. Soit U € Z,, et formons U’ comme au théoréme 2.3.1. Comme
V(H) est une préfibre de V(G), on a que U’ est résolvant pour H. Par la pro-
position 1.5.2, on a que pour tout u € U, I'élément p, . (u) est unique. Ainsi

|U| = |U’|, ce qui implique que loc(G) > loc(H). O

Le corollaire précédent indique que peu importe I'élément X € &2, que l'on
consideére, le nombre de localisation du sous-graphe A induit par X dans G sera
toujours inférieur a loc(G). Ainst, une fagon de trouver une autre borne inférieure
de loc(G) est de regarder tous les sous-graphes induits par les préfibres de G

distinctes de V' (G).

Corollaire 2.3.2. Soit G un graphe et soit H le sous-graphe induit par X € &2,
Alors loc(G) > nax loc(H ).

- "7(_?
X#£V(G)

DEMONSTRATION. Trivial : Cela découle directement cu corollaire 2.3.1. O
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2.4. ENSEMBLES DOUBLEMENT RESOLVANTS

On présente ici un autre type d’ensembles résolvants qui seront utiles quand
viendra le temps de calculer le nombre de localisation d'un graphe. Il s’agit des

ensembles doublement résolvants.

Définition 2.4.1. Soit G un graphe et soit U € V(G) un sous-ensemble fini de
sommets de G. Ce sous-ensemble de G est dit doublement résolvant si pour tous

z,y € V(G) distincts, il existe u1;us € U (nécessairement distincts) tel que

56(557“1) - 50(% ul) 7é 50(3}, u2) - 50(%“2)

En d’autres termes, un sous-ensemble U C V(G) est doublement résolvant si pour

tous x,y € V(G) distincts, n%¥ n’est pas constant sur U.

De facon similaire & la définition d’un ensemble résolvant minimum, un en-
semble doublement résolvant est doublement résolvant minimum s’il est de cardi-
nalité minimum. On notera par &, la famille des ensembles doublement résolvants

minimums d’un graphe G.

Définition 2.4.2. Le nombre de double localisation d’un graphe G, noté loc,(G),

est la cardinalité d’un élément de 7.

Notons que pour expliciter les éléments de Z, il suffit de trouver les ensembles

doublenient résolvants minimums de G & automorphismes prés?.

Une propriété d’un ensemble doublement résolvant est d’tre un ensemble
résolvant. En effet, si U € Z, alors pour tous x,y € V(G) distincts, n%Y(u) n’est
pas constant sur UU. Ainsi, pour tous z,y € V(G) distincts, il existe nécessairement
un élément v € U tel que 72¥(v) # 0 et donc U est un ensemble résolvant de G.

Cette derniére observation permet d’énoncer la proposition suivante.

2Voir la remarque 2.3.2. Elle s’applique également aux ensembles doublement résolvants.
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Proposition 2.4.1. Soit G un graphe. Alors loc,(G) > loc(G).

Remarquons que si loc,(G) = loc(G), alors 9, C %,,. Sinon, c’est-a-dire si

loc,(G) > loc(G), alors on a que 9, N %, = 0.

Avant de donner un exemple illustrant la derniére proposition, remarquons que
tous les graphes possédent au moins un ensemble doublement résolvant, & savoir
V(G) lui-méme. En effet, on a toujours que n%¥(z) # n5¥(y). Ainsi, comme G est

fini, il posséde nécessairement un ensemble doublement résolvant minimum.

Exemple 2.4.1. Considérons le graphe Cy. On a que U = {zo, 21} est le seul
élément de ,%04, 4 automorphisme prés. On a donc que loc(Cy) = 2. De plus,
l'ensemble U = {zg, 1, x5} est le seul élément de 904 4 automorphisme prés.
Ainsi, loc(Cy) < loc,(Cy) et on voit que la borne de la proposition 2.4.1 n’est pas

toujours atteinte. En regardant cependant I'application de localisation définie &

z3 Zo Z3 Z2
Zo Z1 Zo Z1
(a) loc(Cy) =2 (b) loc,(Cs) =3

FiG. 2.4.1. Les éléments de %, et 9, a automorphisme prés.

I'exemple 2.3.1 pour le graphe Cj3, on remarque que 1’ensemble résolvant minimum
U qui y est présenté est aussi un ensemble doublement résolvant minimum. Ainsi,
C5 est un exemple de graphe qui montre que la borne de la proposition 2.4.1
est atteignable. En fait, on a, pour n > 2, que loc(Cy,) < loc,(Cay,) et que
loc(Cap—1) =loc,(Ca,_1). Supposons que ¢ < j < k et considérons un cycle paire
Coy. On a que {z;,2;} € ,%C% si et seulement si j # ¢ + n. Ainsi, on obtient

que N+ (z;) = 1 et que n&+ % (x;) = 1, ce qui revient & dire que nZr+%
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est constant sur {;,2;}. On a de plus que {z;,z;, 21} € @an si et seulement si
j#i+netsik=1i+nousi k=7 +n. On obtient donc que loc(Ch,) = 2 et que
loc,(Cyn) = 3. Pour ce qui est des cycles impairs, on a que {z;,2;} € %, _ siet
seulement si ¢ # j et on a que {z;,2,} € P, _, sietseulement si j =i+n—1

ousi j = ¢+ n. Alnsi, loc(Cy,_) = loc,(Cy,—y) = 2.

Remarque 2.4.1. Lorsque 'on veut montrer qu’un ensemble U est doublement
résolvant pour G, il suffit de regarder si 7% est non constant sur U pour tous
les sommets z,y € V(G)\U, z et y distincts. Cela découle du fait que pour tous
u,v € U distincts, on a que 7" (u) = = (v).

Bien que l'application f,, associée & un ensemble doublement résolvant mini-
mum soit une application de localisation, cette derniére n’est optimale que lorsque
I'on a loc(G) = loc,(G). On pourrait cependant penser que les ensembles double-
ment résolvants sont mieux que les ensembles résolvants pour récupérer un graphe
aprés l'avoir plongé dans une grille forte, mais il n’en est rien. L’exemple suivant
montre en fait que les applications de localisation associées aux ensembles double-
ment résolvants d’un graphe peuvent faire pire que celles associées aux ensembles
résolvants. Ainsi, l'intérét pour les ensembles doublement résolvants minimuimns

réside essentiellement dans le fait qu’ils donnent une borne supérieure pour loc(G).

Exemple 2.4.2. Considérons le graphe Cs aux figures 2.4.2 et 2.4.3. On a que
les ensembles U = {xg,2:} et U = {z, 22} sont les seuls éléments de %’05,
A automorphisme prés. De plus, U’ est doublement résol\vant. On voit que les
sous-graphes f,(G) et f,_,(G) ne sont pas induits dans F' (). Cependant, dans le
premier cas, seule l'aréte [x5, 74] fait défaut. Dans le deuxiéme cas, deux arétes

font défaut, a savoir les arétes [xy, z3] et [z, 24).
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Zo

Ty S|

(a) loc(Cs) =2

Xo

Ty T

X3 X2

(a) loc,(Cs) =2 (b) fy : Cs < FP

FI1G. 2.4.3. Plongement de Cs dans F'® utilisant U’ = {xo, 22 }.

On présente maintenant des résultats analogues au théoréme 2.3.1 et aux

corollaires 2.3.1 et 2.3.2 qui donnent une borne inférieure de loc,(G).

Théoréme 2.4.1. Soit G un graphe et H C G un sous-graphe induit de G. St
V(H) est une préfibre de V(G) et que U est un ensemble doublement résolvant

de G, alors Uensemble U’ = {p,, ,,(u) | v € U} est doublement résolvant pour H.

DEMONSTRATION. L’ensemble U étant doublement résolvant pour GG, on a que

pour tous 2,y € V(H) C V(G) et x # y, %Y n’est pas constante sur U. Ainsi, on
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a que pour tous z,y € V(G) et x # y, il existe u,v € U tel que n2¥(u) # n2¥(v).
Comme V' (H) est une préfibre cle V(G), on a donc, par un raisonnement similaire

a celui fait dans la preuve du théoréme 2.3.1, que

0 (T, Dy gy (1)) = 0 (1 Dy ) (1)) 7 06, (, Py g (V) — 55(;&/;. Py (¥)),
ce qui implique que

5Dy (1) = 8, (0 By (00) 2 8, 2y (0)) = 8, 0Dy (00)

car H est un sous-graphe isométrique de G, V(H) étant une préfibre de V(G).

On obtient done que 75%(Dy .y, () # 75Y(Py 4y, (), ce qui montre que 75Y n'est

pas constant sur UJ'. Ainsi U’ est doublement résolvant pour H. (]

Corollaire 2.4.1. Soit G un graphe et H C G un sous-graphe induit de G. Si
V(H) est une préfibre de V(G), alors loc,(G) > loc,(H). |

DEMONSTRATION. La preuve est identique & celle du corollaire 2.3.1. O

Corollaire 2.4.2. Soit G un graphe et soit H, le sous-graphe induit par X € &,
Alors loc,(G) > 1nax loc,(H,).
XeP, ‘ :

XAV(G)
DEMONSTRATION. Trivial : Cela découle directement du corollaire 2.4.1. O

On termine cette section avec un résultat qui dit que les ensembles doublement,

résolvants d’un graphe G ne peuveut pas étre situés n’importe ou dans celui-ci.

Théoréme 2.4.2. Soit G un graphe, U un ensemble doublement résolvant de G

et X une préfibre de V(G). Alors U C X si et seulement si X = V(G).
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DEMONSTRATION. Si U = V(G) ou si X = V(G), alors il n’y a rien & montrer.
Supposons donc que U # V(G) et que X # V(G). 1l existe donc un sominet a qui
est dans V(G)\X. Si U C X, alors g% (a)(u) = §.(a,p,(a)) pour tout u € U,

car X est une préfibre de V(G). Ceci revient a dire que 75"~ @

est constant sur
U, ce qui est impossible, U étant doublement résolvant pour G. Ainsi donc, on a

que U € X. ‘ ]



Chapitre 3

LOCALISATION DANS LES GRAPHES
ANTIPODAUX

Ce chapitre concerne les graphes antipodaux. Aprés avoir donné les définitions
d’usage, on donnera quelques caractéristiques des ensembles résolvants minimums
et doublement résolvants minimuins pour de tels graphes. L’étude de cette classe

de graphes donnera des outils pour résoudre un probléme au chapitre suivant.

3.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Définition 3.1.1. On dit d’un graphe G qu’il est antipodal s’il a au noins deux
somimets et si pour tout a € V(G), il existe b € V(G) tel que I, = V(G). Ceci est
équivalent a dire que pour tout x € V(G), on a que d,(a,b) = d,(a,z) +6.(z,b).

La classe des graplies antipodaux est assez vaste. En effet, K, les cycles
pairs Ch,, les prismes pairs P, |, les antiprismes impairs AP,y ainsi que les
graphes de tous les solides platoniques & I’exception du tétrahédre sont des graples
antipodaux. De plus, si G' et H sont des graphes antipodaux, alors leur produit

cartésien G O H*' est aussi un graple antipodal?,

'Pour une définition du produit cartésien de graphes, voir la section 4.1.

2Voir la proposition 4.1.3.
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Proposition 3.1.1. Soit G un graphe antipodal et soit a € V(G). Alors, le
sommet b € V(G) tel que I, = V(G) est unique.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe by, by € V(G) tel que L, = V(G),

i =1,2. Alors, on a

5(:((1, b‘[) = 5G((1,, bg) + (SG (bg, bl)
dglasba) = d5(a,b1) + d5(b1, bo)
ce qui implique que 0, (a, by) +6d.(a,bs) =6, (a,b2) +6.(a,by) +25,(b1,b2). On a

ainsi que d.(by, be) = 0 et donc que by = bs. O

Dans un graphe antipocal, on dénote l'unique sommet b € V(G) tel que

I, = V(G) par @. On appelle ce sommet 'antipode de a.

Remarque 3.1.1. Dang un graphe antipodal, chaque sommet est couplé & un

unique antipode différent. Ainsi, 'ordre d’un graphe antipodal est toujours pair.

Lemme 3.1.1. Dans un graphe antipodal G, U'application

est un automorphisine de graphe.

DEMONSTRATION. Soit G un graplie antipodal et soit z,y € V(G). Alors on a

que

b l2,y) + 05y, T) = 85(2.7) + 04(7, T)

(Y, 2) + 04 (2, 9) = 05 (y, T) +0,(Z, 7).
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En additionnant ces deux équations, on obtient que
20, (z,y) +0,(y,T) +0,(x,9) = 0 (x.9) + 0. (v, 2) + 20,(5. %),

ce qui implique que . (z,y) = d.(y, ). Ainsi, pour tous z,y € V{G), on a que
[z,y] € E(G) implique que [Z, 5! € E(G). On obtient done que Uapplication « est
un homomorphisme, car elle préserve Padjacence. De plus, par la remarque 3.1.1,
on a que aca(r) = «(Z) = T et on a done que a = a~*. Ainsi, pour z,y € V(G),
on a que a(x) = afy) implique que a o a(z) = @ o afy), ce qui implique & son

tour que x = y. On a donc que 'homomorphisme « est injectif et comme G est

1 1

fini, on a aussi que « est bijectif. Finalement, comme o = &', on a que ™" est

un homomorphisme bijectif, ce qui implique que « est un automorphisme. O

Proposition 3.1.2. Soit G un graphe antipodal. Alors, pour tout a € V(G), on
a que 6. (a,a) = diam(G).

DEMONSTRATION. Si tel n’était pas le cas, il existerait =,y € V(G) tels que
d.(x,y) > d,(a,a). Comme G est antipodal et que tout graphe satisfait a I'inéga-

lité du triangle, on obtiendrait que

5o (2,0) + 60 (a,y) 2 5,(,1) > 54(a,8) = 6, (a,5) + 5,(, )

de(x,a) +0.(a,y) > 6,(z,y) > 0,(a,@) =6.(a,y) + . (y,a)

ce qui permettrait de dire que d.(a,y) > 0. (2, @) et que d,(x,a) > d,(a,y), ce

qui est bien str impossible. O

Lemme 3.1.2. Soit G un graphe antipodal. Alors n%¥(a) = —nZi¥(a) powr tout
a e V(G). ‘
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DEMONSTRATION. On a, pour tout a € V(G), que n®¥(a) = d,(x,a) — d,(y, a).

G

Par la proposition 3.1.2, on sait que 4, (a, @) = diam(G). Ainsi, on obtient que
ne¥(a) = (65(z, a) ~ diam(G)) — (4, (v, a) — diam(G))

= ((50(3J= a) — (50(0‘: a)) — (OC (v, a) — JG(C": i))

_5«:: (‘E (_L) + ()-r (y C_t)

car G est antipodal. On a donc que n2¥(a) = —d,(z,a) + 0, (y, @), ce qui revient
a dire que n7¥(a) = —nZ¥(a). O

3.2. ENSEMBLES RESOLVANTS ET DOUBLEMENT RESOLVANTS

On donne dans cette section des propriétés que possédent les ensembles résol-
vants minimums ainsi que des propriétés des ensembles doublement résolvants mi-
nimums d'un graphe antipodal G. On constatera que pour cette classe de graphes,

la cardinalité d’un élément de 2, est étroitement liée a loc(G).

On débute par une proposition donnant une caractérisation des ensembles
résolvants minimums d’un graphe antipodal G. Cette proposition sera suivie d’un

corollaire qui donne une horne supérieure pour loc(G).

Proposition 3.2.1. Soit G un graphe antipodal et soit U € %Z,. Alors, U ne

contient aucune patre d’antipodes.

DEMONSTRATION. Considérons un sommet @ € U. Comme U est résolvant mini-
mum p.our G, alots il existe z,y € V() tel que n2¥(a) # 0 et tel que y2¥(u) =0
pour tout u € U\{n} Comume G est antipodal, on a, par le lemme 3.1.2, que
e (@) # 0. Ainsi, on conclut que @ € U, car U est un ensemble résolvant mini-

mum de . O

Corollaire 3.2.1. Si G est un graphe antipodal d’ordre n > 2, alors loc(G) <

ho| 3
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DEMONSTRATION. Soit U un ensemble résolvant de G. Si a € U, alors on sait

par la proposition 3.2.1 que @ € U. La remarque 3.1.1 termine la preuve. 0

Remarque 3.2.1. La borne du corollaire 3.2.1 est trés grossiére. Par exemple,
elle donne que loc(Ch,) < n, alors que loc(Cy,) = 2, comme montré & l’exemple

2.4.1. La borne est cependant atteinte cdans le cas ou n = 2.

On poursuit maintenant avec un théoréme et un corollaire qui donnent un

résultat portant sur les ensembles doublement résolvants d’un graphe antipodal.

Théoréme 3.2.1. Soit G un graphe antipodal, U un ensemble résolvant de G et

a € U. Alors, l'ensemble U, := U U {a} est doublement résolvant pour G.

DEMONSTRATION. Soit z et y deux sommets distincts de G. Si n2Y n’est pas
constant sur U, alors la paire {z,y} est doublement résolue par U et donc, elle
l'est aussi par U,. Sinon, on sait que pour tout v € U, n2¥ (u) est une constante
non nulle, disons 72¥(u) = 3, car U est résolvant pour G. En particulier, on a
que n¥¥(a) = 3, car a € U. Comme G est antipodal, on a que n%¥(a) = —f3, par
le lemme 3.1.2. On obtient donc que 77Y n’est pas constant sur U, et donc, U,

est doublement résolvant pour G. ' O

Corollaire 3.2.2. Si G est antipodal, alors loc(G) < loc (G) <loc(G) + 1.

DEMONSTRATION. Soit U € Z, et a € U. Formons U, comme au théoréme
3.2.1. L’ensenible U, étant doublement résolvant pour G, on a que loc,(G) < |U,|.
Commej a€cUetquel € Z,, onsait que a € U, par la proposition 3.2.1. Ainsi,
on obtient que |U,| = loc(G) + 1, ce qui montre la borne supérieure. La borne

inférieure, quant & elle, a été prouvée a la proposition 2.4.1. J
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Remarque 3.2.2. La réciproque du corollaire 3.2.2 n’est cependant pas vraie.
On peut voir & la figure 3.2.1 que le graphe de Petersen généralisé Fg3 n’est pas
un graphe antipodal, mais que loc,(Ps 3) = loc(Ps3)+1. En fait, le graphe Py 3 est
presqu’un graphe antipodal. En effet, tout sommet € V (Ps 3) posséde un unique
sommet Z tel que &, | (z,Z) = diam(Pg3) = 4. De plus, on a que I’application

@ : 2 — T est un automorphisme de Py3. Cependant, I,z = V(Ps3)\{z, z}.

T Tp_1 Zo Tpn—1
Y1 Yn—2 Y1 Yn—2
(a) loc(G) =2 (b) loc,(G) =n

F1G. 3.2.2. Un peigne G tel que loc(G) = 2 et tel que loc,(G) = n.

Remarque 3.2.3. Sans I’hypothése que G est un graphe antipodal, I’écart entre
loc(G) et loc,(G) peut étre arbitrairement grand. Considérons un peigne ayant
pour sommets V(G) = {zo, - ,Zn-1,Y1, - ,Yn—2}, comme illustré a la figure
3.2.2. On a que Z,, = {{z0, Tn-1}, {20, Yn—2}, {¥1, Zn_1}, {¥1, Yn—2}}. Par contre,
(G ne posséde qu’un seul ensemble doublement résolvant, & savoir Pensemble

{20, Tn-1,91," - ,Yn—2}- Ainsi, on obtient que loc(G) =2 et que loc,(G) = n.
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Au théoréme 3.2.1, on a créé un ensemble doublement résolvant en ajoutant &
un ensemble résolvant 'antipode d’un de ses éléments. La proposition suivante est
un résultat qui prouve qu'un ensemble doublement résolvant minimum posséde
au plus une paire d’antipodes. |

-~
G

Proposition 3.2.2. Soit G un graphe antipodal et soit U € ;. Alors, U contient

au plus une paire d’antipodes.

DEMONSTRATION. Supposons que U posséde deux paires de sommets antipo-
daux. Soit {a,a} et {b, b} ces paires et posons U’ = U\{b}. Comme U est de car-
dinalité minimum, U’ n’est pas doublement résolvant. Ainsi, il existe =,y € V(G)
tel que 72¥ est constant sur U’. En particulier, on a que n%¥(a) = nZ¥(a). Par
le lemme 3.1.2, on a forcément que 7;¥(a) = 0. On obtient donc que 7;¥(u) = 0
pour tout u € U’'. Comme U est un ensemble résolvant de G, alors il existe u € U
tel que 72¥(u) # 0. Ceci implique que u = b et que nz’y(l;) # 0. Ainsi, comme
ng*y(l_)) = —n2¥(b), on a aussi que 73¥(b) # 0, G étant antipodal. Mais comme

naY(a) = 0, cela veut dire que n>¥ n’est pas constant sur U’, une contradiction.

Ainsi U posséde au plus une paire d’antipodes. O

Pour les graphes antipodaux, la proposition 3.2.2, le théoréme 3.2.1 ainsi que
le corollaire 3.2.2 montrent que si loc, (G) = loc(G) + 1, alors on peut trouver
plusieurs éléments de 2, explicitement, si 'on connait les éléments de H.. En
effet, si loéd(G) = loc(G) + 1, alors pour U € #,, et a € U, 'ensemble U, du

théoréme 3.2.1 fait partie de la fanille 7.

Le prochain théoréme est un résultat qui donne un critére pour savoir quand

les éléments de 2, sont de cardinalité loc(G).



39

Théoréme 3.2.2. Soit G un graphe antipodal. Alors loc,(G) = loc(G) si et

seulement si pour tout U € P, U ne possede aucune paire d’antipodes.

DEMONSTRATION. -Si 'on a que loc,(G) = loc(G), alors I, C %.. Conune G est
un graphe antipodal, alors, par la proposition 3.2.1, on sait que pour tout U € %,
U ne posséde aucune paire d’antipodes. En particulier, les éléments de Z, ne
possédent aucune paire d’antipodes. Si, par contre, on a que les éléments de 2,
ne possédent aucune paire d’antipodes et si 'on suppose que loc,(G) # loc(G),
alors on a par le corollaire 3.2.2 que loc,(G) = loc(G) + 1. Soit U € Z, et
a € U. Formons 'ensemble U, comme au théoréme 3.2.1. L’ensemble U, est un
ensemble doublement résolvant de cardinalité loc(G) + 1. Ainsi, U, est forcément
de cardinalité minimum, ce qui implique que U, € Z.. Ceci est une contradiction,
car les éléments de 2. ne possédent aucune paire d’antipodes. Cela veut donc

dire que loc,(G) = loc(G). - O

3.3. QUELQUES MOTS SUR LES GRAPHES ARETE-ANTIPODAUX

Cette section porte sur des graphes qui ressemblent beaucoup aux graphes
antipodaux. 1l s’agit des graphes aréte-antipodaux. Le résultat que I’on présente

ici concerne le nombre de double localisation de ces graphes.

Définition 3.3.1. On dit d’un graphe G qu’il est aréte-antipodal si pour tout
sommet a de V(G), on a que N4 (a) = {a;,a,}, que [, @] € B(G) et que
Iaﬁl ) Ia.ﬁg = V(G) '

Contrairement & un graphe antipodal, on a que chaque somniet a d’un graphe
aréte-antipodal posséde exactemnent deux antipodes @, et a; qui forment une aréte

dans G.
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La classe des graphes aréte-antipodaux est elle aussi assez vaste. En effet,
les cycles impairs Cy,4y, les prisines impairs Ps,41; ainsi que les antiprismes
pairs AP, sont des graphes aréte-antipodaux. De plus, si G est un graphe aréte-
antipodal, alors le produit cartésien G 0 P,> est aussi un graphe aréte-antipodal.

La figure 3.3.1 montre un graphe aréte-antipodal général ou V(G) est partionné

en classes de distance.

FiG. 3.3.1. Un graphe aréte-antipodal.

- Plusieurs résultats de la section précédente ne tiennent pas pour les graphes
aréte-antipodaux. C’est le cas de la proposition 3.2.1. En effet, si ’'on considére
le cycle impair Cy,41, les ensembles {zg,z,} et {xo, Zn+1} sont des éléments de
%’CQ"H. Comme z, et x,4, sont les deux -antipocles de x4, on voit que cette

proposition ne s’applique pas aux graphes aréte-antipodaux. Conséquement, le

théoréme 3.2.2 ne s’applique pas & ces graphes.

Cependant, il existe un analogue au théoréme 3.2.1 pour les graphes aréte-
3 O

antipodaux, ainsi qu'un analogue au corollaire 3.2.2.

Théoréme 3.3.1. Soit G un graphe aréte-antipodal, U un ensemble résolvant de

G etaeU. Alors, Uensemble U, := U U{a,} est doublement résolvant pour G.

3Pour une définition du produit cartésien de graphes, voir la section 4.1.
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DEMONSTRATION. Soit z et y deux sommets distincts de G. Si neY n'est pas
constant sur U, alors la paire {a,y} est doublement résolue par U et donc elle
l'est aussi par U,. Sinon, on sait cue pour tout v € U, n¥(u) est une constante
non nulle, disons 77¥(u) = 3, car U est résolvant pour G. En particulier, on a
que nZ¥(a) = B, car a € U. Si z et y sont sur des ad,-géodésiques, on a alors que
nZ¥(a;) = (diam(G) = d,(z, a)) — (diam(G) — 0, (y, a)) = —nZ¥(e) = — 3 et donc
neY n'est pas constant sur U,. Si x et y sont sur des a@s-géodésiques, on a alors
que n2¥(a;) = (diam(G)+1-6.(z, a))—(diam(G)+1-6,(y,a)) = —nZ¥(a) = —f

et donc 7Y n’est pas constant sur U,. Si T est sur une aa;-géodésique et si y est

sur une adp-géodésique, on a alors que n>¥(a,) = —n%¥(a) ~ 1. Si I'on suppose
cque n%¥ est constant sur U, on a donc que n2Y(a) = n%¥(a;), ce qui implique
que 2n%¥(a) = —1. Ceci revient a dire que 8 = —3, ce qui est impossible. Ainsi,
on obtient que n%¥ n’est pas constant sur U,. (Il

Corollaire 3.3.1. Soit G un graphe aréte-antipodal. On a alors que

loc(G) < loc,(G) < loc(G) + 1.

DEMONSTRATION. Soit U € #

. et a € U. Formons U, comme au théoréme

3.3.1. L’ensemble U, étant doublement résolvant pour G, on a que loc,(G) < |U,|.

Comme |U,| < |U| + 1, on obtient que |U,| < loc(G) + 1, ce qui montre la borne

supérieure. La borne inférieure a été prouvée a la proposition 2.4.1. O



Chapitre 4

LOCALISATION DANS UN PRODUIT
CARTESIEN DE GRAPHES

Ce chapitre concerne le calcul du nombre de localisation dans un produit
cartésien de graphes. On débutera en donnant les définitions d’usage ainsi que
quelques propriétés des graphes qui sont un produit cartésien. Ensuite, on présen-
tera un théoréme publié par Céceres et al. [Ca| qui donne une borne supérieure
pour le nombre de localisation du produit cartésien d’un graphe G et d’un graphe
H. Ce théoréme se veut une généralisation du cas particulier ou H = P, cas qui
fut étudié par Chartrand et al. [Ch|. Par la suite, on donnera une méthode pour

trouver les éléments de #

cop, Connaissant les éléments de %, et de 2. Finale-

ment, on concluera ce chapitre avec une section sur les liypercubes. Ces graplies
étant a la fois des produits cartésiens et des graphes antipodaux, on pourra leur

appliquer tous les résultats de ce cliapitre ainsi que ceux du chapitre précédent.

4.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Le produit cartésien du graphe G et du graphe H, noté G O H, est le graphe
ayant pour sommets V(G O H) = V(G) x V(H) et ayant pour arétes les paires
[(z1,11), (X2, y2)] vérifiant une des deux conditions suivautes :

(1) 2y =aq et [y, y0] € E(H);

(2) [1'1,332] € E(G) et Yy = Ya.
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Remarque 4.1.1. Le produit cartésien de graphes est associatif et commutatif &
isomorphisie preés, c’est-a-dire que (G,0G2)0G3 = G10(G20G3) = G10G0G3
et que G, 0Gy = G50G,. Ainsi, pour les graphes Gy, - -+, G, il est possible de

définir le graphe Gy O - -~ O G, récursivement.

T3
I
To 1 2
(a) Cy (b) I
(22, 1) (22,2)
(20, 1) (0, 2)

(C) Cs 0K

Fi1G. 4.1.1. Les graphes C3, K5 ainsi que C3 O K.

Exemple 4.1.1. La figure 4.1.1 montre le produit cartésien du graphe Cs et du
graphe I{,. On peut comparer les graphes C3; O (5 et C3 K K5 en se référant a la

figure 2.1.1.

Définition 4.1.1. Soit G et H deux graphes et soit hp € V(H). Le sous-graphe
induit par V(G) x {ho} dans G O H s’appelle une G-fibre de G O H.
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Remarque 4.1.2. On note que toute G-fibre est isomorphe a G. En effet, l’ap-
plication
o V(G) x {ho} — V(G)

(z,hg) — @

est un isomorphisme de graphes.

Les deux prochaines propositions donnent ces propriétés d’un produit carté-

sien de graphes!.

Proposition 4.1.1. Le produit cartésien de deur graphes conneres est connexe.

\

DEMONSTRATION. Soit G et H deux graphes connexes et considérons deux som-
mets (ay, by) et (as, bs) de GOH. Comme G est connexe, il existe dans G une a;as-
géodésique w, = a1 ---x,a2. De méme, il existe dans H une b;by-géodésique
Wy = bi1y1 - - ysba. A partir de ces deux géodésiques, on peut former dans G 0O H
la chafne w = (ay,b1)(z1,b1) - (z, 1) (a2, b1) (a2, y1) - - - (a2,Ys)(as, by) allant du

sommet (aj, by) au sommet (ag, bs). Ainsi, GO H est connexe. O

Proposition 4.1.2. Soit (a1, b;), (a2, b0) € V(G O H). Alors

(SGDH((ah bl)’ (a'Z: b2)) = (Sc(ala (lg) + (SH (bl: b2)

DEMONSTRATION. Considérons la géodésicue w, ainsi que la chaine w de la pro-
position 4.1.1. On a que 0., ((ar,b1), (a2, 02)) < lw) = 0. (a1, a2) + 0, (D1, by),
car w est une chaine dans G O H. Si on suppose que 'inégalité peut étre stricte,

1Pour une preuve plus détaillée de la proposition 4.1.2, voir W. Imrich et S. Klavzar [Im],

corollaire 1.35.
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ceci impliquerait, sans perdre de généralités, que d. (a1, az) < I{w.), ce qui est

impossible, w,. étant une ajag-géodésique dans G. d

Lemme 4.1.1. Soit (z,w), (y,v) € V(G H). Alors Iz = Loy X Ty

DEMONSTRATION. Soit (a,b) € I(; (.- Lia proposition 4.1.2 dorme que

6(,; ('Ey) + 51{ (’LL,’U) - 5GDH((IE7u)a (ya’U))
= Ogny (2, ), (,0)) + g5y ((a, ), (y,v))
=0,(z,a)+ 0, (u,b)+d.(a,y)+9,(bv)

=0, (z,a) +0,(a,y) + 9, (u,b) + 0, (b v).

' Ceci implique donc que 4, (z,y) = 0,(z,a) + 5.(a,y), car si on suppose que’
d,(x,y) < d.(x,a) + d,(a,y), alors on obtient que 4, (u,v) > d, (u,b) +4,(b,v),
ce qui est impossible. On a ainsi que §, (u,v) = d,, (1, b) + 8, (b, v), que a € I, et
que b € I,,,,. Ceci implique que (a,b) € I, x I, et donc que Iz ) € Tay X Tuw-
Par un raisonnement similaire, on montre que I, X I, € I(z (), C€ qui termine

la preuve. n

Proposition 4.1.3. Le produit cartésien de deuz graphes antipodaur G et H est

un graphe antipodal.

DEMONSTRATION. Soitz, T € V(G)ety,7 € V(H). On a alors que (z,y) et (%, 7)
sont des sommets de GTIH. Par le lemme 4.1.1, on obtient que I, )75 = Lz % 1,5
Comme G et H sont ces graphes antipodaux, on a que Lz = V(G) et que
I; = V(H). Ainsi, on a que I @5 = VI(G) x V(H) = V(GO H), ce qui

montre que G O H est un graphe antipodal. : |
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4.2. ENSEMBLES RESOLVANTS

Cette section comporte deux sujets. Dans un premier temps, on donnera un
résultat montrant que si H n’est pas une chaine, alors tout ensémble résolvant
de G O H intersecte au moins deux G-fibres. On donnera aussi des bornes sur
loc(G O H). Par la suite, on donnera une méthode pour trouver des éléments de

XK qp, connaissant les éléments de %, et de Z,,.
S0Pn ; ;

4.2.1. Le cas général

Théoréme 4.2.1. Les G-fibres de G O H sont des préfibres.

DEMONSTRATION. Soit (a,b) € V(GO H), h € V(H), Ala G-fibre de GO H

induite par V(G) x {h} et soit (a’, h) un sommet quelconque de A. Alors

5GDH ((CL, b)a ((Ll7 h)) = 511 (ba h) + 50 (a, a/)
| = Somn((@,1), (@, B)) + Sonry (a, h), (a, )

= Sagn ((a,0), 0, ((a,0))) + G55, (P.((a,)), (a', 1))

ce qui montre que A est une préfibre de G O H et que p,((a,b)) = (a,h). ]

" Le corollaire suivant conne une borne inférieure pour loc(G O H). C’est un
résultat qui est présenté par Céceres et al. [Cal ainsi que par Chartrand et al.
[Ch], niais on donne une nouvelle preuve de celui-ci utilisant les G-fibres et les
H-fibres de G O H. Notons que ce corollaire est un cas particulier du corollaire

2.3.2.

Corollaire 4.2.1. Soit G et H deux graphes. Alors

loc(G O H) > max{loc(G), loc(H)}.
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DEMONSTRATION. Par le théoréme 4.2.1, on sait que toute G-fibre de G O H est
une preéfibre. Ainsi, par le covollaire 2.3.1, on sait que le nombre e localisation
d’une G-fibre est une borne inférieure pour loc(G' 00 H). Comme toute G-fibre de
G O H est isomorphe a G, alors le nombre de localisation d’une G-fibre est égale
aloc(G). On a donc que loc(GOH) > loc(G). Par un raisonnement identique, on

obtient aussi que loc(GO H) > loc(H). Le corollaire 2.3.2 compléte la preuve. [

Le corollaire ci-clessous est un résultat clonnant une base pour la recherche

d’ensembles résolvants dans un produit cartésien ce graphes.

Corollaire 4.2.2. Soit G et H deuz graphes. St H n’est pas une chaine et si U

est un ensemble résolvant de G O H, alors U intersecte au moins deux G-fibres.

DEMONSTRATION. Soit U un ensemble résolvant de GO H. Par le théoréme 4.2.1,
on sait que le sous-graphe A induit par une H-fibre est une préfibre de G O H.
Par le théoréme 2.3.1, on a que l'ensemble U’ = {p,((gi, h;)) | (gi,h;) € U} est
résolvant pour A. Comme A = H, on obtient que |‘U’l > loc(H) et comme H
n'est pas une chaine, ceci implique que |U’| > 2. Ceci veut dire qu’il existe deux
sommets (g;, h;) et (gv, h;) dans U tel que hj # hj. On obtient donc que U

intersecte au moins deux G-fibres. _ O

Le théoréme suivant est un résultat donnant une méthode permettant cle savoir
st loc(G O H) = max{loc(G), loc(H)} et ce en ne regardant que les ensembles

résolvants de G et de H.

Théoréme 4.2.2. Soit G et H deux graphes. Siloc(GOH) = loc(G), alors pour
Ctout U € R, il existe des ensembles résolvants U, € X, et U, de H vérifiant :
TNUARIAE

i) U est wnclus dans U, x U,, ;

iii) pour tout w € U, il eviste unv € U, tel que (u,v) € U.
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DEMONSTRATION. Soit U € Z,,_, et soit A et B respectivement une G-fibre et
une H-fibre de G 0 H. Posons U, = {p,(u) |[ue U} et U, ={p,(u) |ue U}
Par lés théorémes 4.2.1 et 2.3.1, on a que U, est résolvant pour G et que U, est
résolvant pour H. De plus, on a que |U| > |U,| et que |U| > |U,| > loc(G).

Comme U € Z,, et que loc(GOH) = loc(G), on a done que U] = loc(G). Ceci

caH
implique que loc(G) > |U, | et que |U,| = loc(G). Comme U, est résolvant pour
G, on a que U, € Z,,, ce qui termine la preuve. O

On présente maintenant un théoréme et un corollaire de Céaceres et al. [Ca]
qui donnent une borne supérieure pour loc(G 00 H). Le théoréme 4.2.3 donne une
facon de construire un ensemble résolvant pour G O H a partir d’un ensemble
résolvant de G et d’un ensemble doublement résolvant de H. Le corollaire 4.2.3
donne une borne supérieure pour loc(GO H). Ceux-ci, ainsi que le corollaire 4.2.1,
donnent une généralisation d’un théoréme présenté paf Chartrand et al. [Ch] qui

dit que pour tout graphe G, on a que loc(G) < loc(G O K3) < loc(G) + 1.

Théoréme 4.2.3. Soit G et H des graphes, U, un ensemble résolvant de G avec
u, € U, et U, un ensemble doublement résolvant de H avec u, € U,. Alors,

Vensemble U = (U, x {u,})U ({us} x U,) est résolvant pour G 0 H.

DEMONSTRATION. Soit (ay, b)) et (as, b2), deux sommets distincts de G O H.
Si ces deux sommets sont dans la inéme G-fibre, alors on a nécessairement que
ng‘;‘é’l (a22)((z,u,)) = n22(z) pour tout # € V(G). Ainsi, comine il existe
u € U, tel que i (u) # 0, on a que ng’;lfl) (a2, b’)(('zl,,juH)) # 0 et donc U résout
les deux sominets. Par un raisonnement similaire et en utilisant le fait que U,
est résolvant pour H, on obtient que U résout les deux sommets si ceux-ci sont -
dans la méme H-fibre. Supposons donc que a; # as et que b; # bs. Comme U,
est doublement résolvant pour H, il existe z,y € U, tel que n’t"(z) # b2 (y).

Ceci implique, sans perdre de généralités, que r/bl b2 (1) # n% (). Ceci revient

a dire que 0,, (b1, ) + 90, (a1, u,) # 0, (az, uy)+9, (b, ), ce qui est la 1néme chose
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que de dire que 0., ((a1,b1), (ug, 2)) # Oonn ((ag, b2), (ug, 2)). Comme x € U,

alors (ug, ) € U et ainsi U résout les deux sommets. On obtient donc que U est

un ensemble résolvant pour G O H. O

Corollaire 4.2.3. Soit G et H des graphes. Alors

loc(G O H) < min{loc(G) + loc,(H),loc (G) + loc(Hj} — 1.

DEMONSTRATION. Soit U, € #., U, € 2, et construisons ’ensemble U comme

au théoréme 4.2.3. On obtient que

U] = U, %, }] + g} % Uyl = |(Us % {0 ({1} % U]
= iUc' + |UH| - |{(ucvuu)}|

= loc(G) + loc,(H) — 1

et comme U est résolvant pour GO H, on a que loc(GOH) < |U|, ce qui implique
que loc(G O H) < loc(G) + loc,(H) — 1. En prenant U, € #Z,, et U, € 9., on
obtient, de fagon similaire, que loc{GO H) < loc(H)+loc,(G) -1, ce qui termine

la preuve. U

Bien que le corollaire 4.2.3 donne une borne supérieure pour loc(GO H), celle-
ci n’est pas aussi convenable qu’'espérée. En effet, elle dépend de deux paramétres
dont 'un d’eux est le nombre de double localisation de H. Une borne conve-
nable en serait une ne faisant intervenir qu’un seul parameétre, préférablement le
nombre de localisation gles graphes G et H. Le théoréme suivant, qui découle des
corollaires 4.2.3 et 3.2.2, est un résultat qui donne une condition suffisante sur un

graphe H pour que loc(G O H) < loc(G) + loc(H).

Théoréme 4.2.4. Soit G un graphe quelconque et H un graphe antipodal. Alors,

loc(G 00 H) < loc(G) + loc(H).
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DEMONSTRATION. On a que loc(G O H) < loc(G) +loc,(H) — 1 par le corollaire
4.2.3. De plus, par le corollaire 3.2.2, on a que loc,(H) < loc(H) + 1. On obtient
ainsi que loc(G' 0 H) < loc(G) + loc(H). O

4.2.2. Lecas GO P,

Un cas particulier de produit cartésien de graphes est celui ot H = P,. Comme
loc,(P,) = 2, on obtient par le corollaire 4.2.3 que loc(GOP,) < loc(G)+1, c’est- '
a-dire que loc(GO B,) < loc(G)+loc(P,). Comme P, n’est pas antipodal sin > 3,
on a que la condition que H soit antipodal dans le théoréme 4.2.4 n’est pas une

condition nécessaire.

AR ARNATNA

. ' ............. —
Lo T | T; z; Th_j

U U

G x {zo} G x {z1} G x {z;} G x {z;} G x{z,_1}
Fi1G. 4.2.1. Le graphe G O P,.

Le théoréeme 4.2.3 donne une fagon de construire des ensembles résolvants
pour le graphe G OO P,. En effet, si U, = {uy, -+ ,ux} est un ensemble résolvant
de G, alors ensemble U = {(u1,20), " -, (tn, o), (1, Tpo—y)} est résolvant pour
GOP,. Cependant, méme si U, € #,,, on ue sait passi U € Z,,_,, - Les théorémes
suivant permettront de donner une méthode pour trouver les éléments de %,

conuaissant les éléments de Z,, et de Z,..

Théoréme 4.2.5. Soit G un graphe. Alors

loc(G) < loc(G O P,) < min{loc(G) + 1,loc (G)}.
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DEMONSTRATION. On sait que loc(FP,) = 1. Ainsi, on a nécessairement cue
max{loc(G),loc(P,)} = loc(G). De plus, conime on a que loc,(P,) = 2, on obtient
que min{loc(&) + loc,(P,),loc(P,) + loc,(G)} — 1 = min{loc(G) + 1.loc (G)}.

Les corollaires 4.2.1 et 4.2.3 terminent la preuve. O

On remarque donc que si loc(G) = loc,(G), alors on a nécessairement que
loe(G) = loc(G O P,). Le théoréme et le corollaire suivants sont des résultats qui
montrent que dans un tel cas, les éléments de 2, permettent cle trouver facilement

plusieurs éléments de Z,,_, -

Théoréme 4.2.6. Soit G un graphe et U un ensemble doublement résolvant de

G. Alors U x {zg} est résolvant pour G O B,.

DEMONSTRATION. Soit (ay,b;) et (ay, bs) deux sommets distincts de G 0O P,, U

un ensemble doublement résolvant de G et supposons que U x {zp} ne résout
pas (a1, b1) et (agz, by). Ceci implique que pour tout (u,zo) € U % {x¢}, on a
que 77&“{3‘}‘33)’(”2"’?)(('u,,:z:o)) = 0, c’est-a-dire que pour tout (u,zo) € U % {xp}, on
a que d.q, ((a1,01), (4, 20)) = O4np ((az, b2), (¥, o). Ceci revient conc & dire
que O (ar,u) — o, (ag,u) = 8, (by,xp) — 8, (b1, 20). Si les deux sommets étajent
dans la méme G-fibre, on obtiendrait que 6, (bs, :':0) — 8, (b1, 20) = 0, ce qui est
impossible, car b; # by. On obtient donc que nth®(u) = 6, (by, o) — 9, (b1, o)
pour tout w € U, ce qui implique que n%**? est constant sur U. Ceci est une

contracliction, car U est un ensemble doublement résolvant de G. O

Corollaire 4.2.4. Soit G un graphe. St 9, C %, alors pour tout U € Z,,
Ux{t} e#

GOFn*



52
DEMONSTRATION. Si U € 2., alors on a que U x {x0} est résolvant pour GO P,

par le théoréme 4.2.6. Comme 2, C %, on a que |U x {zo}| = loc(G). Le

théoréme 4.2.5 compléte la preuve. * O

Remarque 4.2.1. Soit U € 2, et supposons que loc(G) = loc,(G). Comme
Aut(G) x Z, < Aut(GQ P,), on a aussi que U x {Tno1} € By, -

Le corollaire 4.2.4 donne la premiére étape pour trouver les éléments de %,
dans le cas ot I, C #_. La deuxiéme étape est de regardeAr les éléments qui se
trouvent dans Z,\ %, peu importe que 2, C Z, ou que Z,N%, = 0. En effet,
il se peut qu’il existe un ensemble U € Z.\2,, tel que U x {zo} € Zp, pour

certaines valeurs de n. Voici comment trouver si G posséce de tels ensembles.

~Pour U € Z\2, et pour z,y € V(G), posons n (V) := min‘ng’u(u)‘.

uel
Comme U n’est pas doublement résolvant, alors il existe z,y € V(G) tel que
nz¥(U) > 1. Posons maintenant 7, (U) = m‘i/r(lc){n?'y(U) | n2¥(U) # 0}. On
' T,y € 4 ' )

obtient. donc que 7,(U) > 1.

Le théoréme et le corollaire suivants sont des résultats qui donnent les valeurs

de n pour lesquelles 'ensemble U x {zq} est résolvant pour G O P,.

Théoréme 4.2.7. Soit G un graphe et U un ensemble résolvant de G. Si on a

que2<n <k, otk =n.(U), alors U x {xo} est résolvant pour G O P,.

DEMONSTRATION. Soit (a1, b)) et (as, by) deux sommets distincts de GO P,, U
un ensemble résolvant de G et supposous que 'ensemble U x {z} ne résout pas
(ay,by) et (as, by). Par un raisonnement identique a celui fait lors de la preuve du
théoréme 4.2.6, on obtient que & (a,,u) =0, (az, 1) =, (b2, 20) =0, (b1, o) pour
tout (u,29) € U x {xo}. Si les deuxlvsonnnet.s étaient dans la méme G-fibre, on

obtiendrait que 8, (b2, 20) — 9, (b1, o) = 0, ce qui est impossible, car b; # by. On
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»

obtient donc que N3 *?(u) = 6, (by,xo) — 0, (b1, o) pour tout u € U. Toutefois,

0p (b2, o) — 05 (b1, 20) < n—1 <Kk, car diam(P,) = n — 1. Ceci revient & dire
quil existe a), ax € V(G) tel que &2 (u) < k pour tout u € U, ce qui contredit

I'hypothése que n.(U) = k. Alnsi, Uensemble U x {x0} résout G 'O P,. O

Corollaire 4.2.5. Soit G un graphe et U € Z,. Si on a que 2 < n < k et que
k =n.(U), alors loc(G O P,) = loc(G).

DEMONSTRATION. Si U € R, et sin,(U) = k, alors, par le théoréme 4.2.7, on a
que U x {zo} est résolvant pour GO P, si 2 < n < k. Le théoréme 4.2.5 termine

la preuve. 0O

La troisieme étape permettant de trouver les éléments de I’ensemble Z,_,
est de construire tous les autres ensembles U du théoréme 4.2.2 et de voir ceux
qui sont résolvants pour G O F,. Pour que I'un de ces ensembles U ait une chance
d’étre résolvant pour G O F,, il faut absolument que U posséde un élément dans
la G-fibre G x {z¢} ou dans la G-fibre G x {,—1}. Si tel n’était pas le cas, on

aurait alors que U ne résoudrait pas tous les sommets d’une mémne P, -fibre.

Si aucun élément de Z n’a été trouvé apreés la troisiéme étape, cela im-

GoP,
plique que loc(GOP,) = loc(G)+1. Dans cette situation, les ensembles construits
au théoreme 4.2.3 sont des éléments de Z,,, . D’autres éléments de %,
peuvent aussi étre facilement construits & partir de certains éléments de Z,,.

Le résultat suivant montre comment y parvenir.

Théoréme 4.2.8. Soit G un graphe, U, un ensemble résolvant de G et u; € U,.
Supposons que n,(U,) = k > 2 et que n > k. Alors, U = U, x {xo} U {(u1,2;)}

est résolvant pour GO P, sin—k <j<n-—1.
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[

DEMONSTRATION. Soit, (al,vbl) et (as, by) deux sommets distincts de G O P, tel
que (ay,by) est dans la G-fibre G x {x} et tel que (ag,bs) est dans la G-fibre
G x {zr}. Si &y = zp, alors les deux sommets sont résolus par U, x {zo}. Si
0 <1l <l'<j, alors on sait, par le théoréme 4.2.3, qu’ils sont résolus par U.
Si0<i<gjetsij <l <mn-1, alors les somnets (uy, o) et (uy,z;) de U
résolvent (a1, by) et (as,by). En effet, si 'on suppose le contraire, on obtient que

nlar b0(a2.2) (), ) = plerbole2b2) (4, 2;)) = 0. Ceci implique que

(SP,, (blﬂ 'TO) - 5P,-, (b2= ‘TO) = CSP,L (bla 'TJ') - 6P,, (va Ij)

== 1)~ ~7)

ce qui implique que I = j, une contradiction. Si j < [ < " < n — 1, alors
les sommets de U, x {zo} résolvent (aj,b;) et (as,bs). En effet, si 'on suppose

le contraire, on obtient que né“;;f’l)’(“%bﬂ(('ui,:L'o)) = 0 pour tout u; € U,. Ceci

implique que

b (a1, u;) — dg(az, u;) = 8, (bg, o) — b, (b1, o)
=10~
<(n-1)—7j
<(n—=1)-(n—-k)

=k—1

pour tout u; € U, ce qui implique que 1, (U,) < k, une contradiction. O

S

Le théoréme précédent dit que siloc(GOP,) = loc(G)+1 et sl existe U € %,

tel que 1, (U) = k < n, alors 'élément que 'on ajoute & U x {zp} pour former un



O0
ensemble résolvant de (G [ P, n’est pas nécessairement dans la derniére G-fibre de

G OP,. En effet, on peut 'ajouter dans n'importe quelle des k derniéres G-fibres.

Ainsi dong, les ensembles formés aux théorémes 4.2.3 et 4.2.8 donnent la qua-

triéme étape de notre méthode pour trouver les éléments de %, .

Finalement, la cinquiéme étape consiste & trouver les ensembles résolvants U,
de cardinalité loc(G) + 1 et a former tous les ensemibles U comme au théoréme
4.2.2 en vérifiant lesquels cle ces derniers sont résolvants pour (G0 F,. Connaissant
les éléments de %, on peut former plusieurs ensembles résolvants de cardinalité
loc(G)+1 en ajoutant & un ensemble U € Z_ un sommet ¢ € V(G)\U. Les seuls
ensembles de cardinalité loc(G) + 1 que 'on n’obtiendra pas de cette fagon sont
ceux qui sont minimaux par rapport a l’inclusion, mais qui ne sont pas minimums.
. En particulier, si un ensemble U de cardinalité loc(G) + 1 satisfait aux conditions
du théoréme 4.2.7, alors U x {z0} € R, - De plus, si loc,(G) = loc(G) + 1, on
obtient que pour tout U € 2., U x {zo} € #,,

OFn "

Dans le cas out G est une g‘raphe antipodal, il-est encore plus facile de trouver
des éléments de %, . Comme pour un graphe quelconque, on essaie tout d’abord
de trouver les éléments de %, en passant au travers ces trois premieres ér-.zipes
décrites plus haut. Si rien n’est trouvé aprés les trois premiéres étapes, alors on
sait que les ensembles construits au théoréme 4.2.3 sont des éléments de %,
et que loc(G O P,) = loc(G) + 1. De plus, on sait aussi que pour tout U € 9, on

aquelU x {zg} € Z_._, . En effet, par le théoréme 4.2.6, on sait que U x {zq} est

GOFPn
résolvant pour G O P,. Puisque les trois premiéres étapes ont échoué, cela veint
dire que 2, NZ_, = 0. Comme G est antipodal, on obtient, par le corollaire 3.2.2,
que loc,(G) = loc(G) + 1. Ainsi, |U x {20} = loc(G) + 1 = loc(G O P,), ce qui
implique que U x {zo} € Z,, - Comme mentionné ci-haut, il se peut cependant
qu’il existe un ensemble résolvant U, de cardinalité loc(G) + 1 tel que 'ensemble

U du théoréme 4.2.2, formé a partir de Uy, soit. lui aussi un élément de %, .
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4.3. LES HYPERCUBES

On termine ce mémoire avec la présentation des hypercubes. Comme le produit
cartésien de graphes antipodaux est antipodal (proposition 4.1.3) et comnme ¢,
est le produit cartésien de plusieurs copies de (5 qui est antipodal, il s’ensuit que
les hypercubes sont & la fois des graphes antipodaux et un produit cartésien de

graphes.

L’ hypercube de dimension n, noté @, est le graphe obtenu par le produit

r
cartésien de n arétes. En d’autres termes, ¢, = GO K, 0-- 0Ky = O
= " =

n fois
et on a que (), est un graphe n-régulier d’ordre 2". Notons que si l'on pose

V(K3) = {0, 1}, alors les sommets de (J,, sont des n-tuplets composés de 0 et de
1. Ainsi, chaque sommet de @Q,, est représenté par un nombre binaire. Comme on
déterminera par la suite les ensembles résolvants et doublement résolvants de @,
a automorphisme de @, prés, voici une description de Aut(@,,) : En représentant
les sommets de €, comme suites binaires (zy,---,z,), une permutation « de

V(Q,) est un automorphisme de Q,, si et seulement si il existe une permutation

1 - n N .
i 1) € S, telle que « : (zy,-- ,2,) — (Yi,, -+, ¥i,) OO Yi; = Ti; ou 1 —xy,
pour j=1,--- . n.

Afin d’alléger la notation, on représentera chaque sommet de @, par un

nommbre en base 10 de la fagon suivante : si T, est un nombre binaire sur n

bits, alors sa représentation en base 10 sera z,, + 1. On ajoute 1 a z,, pour

[10)
ainsi avoir des nombres allant de 1 & 2™ et non des nombres de 0 & 2" — 1. Par

4
exemple, pour un sominet T, = 0110 de OK,, onawraquex,  +1=6+1=7

im1 110]

est le sommet correspondant dans V(@4). De plus, comme ), est constitué de
deux @, _;-fibres, on dira que les sommets 1, -- -, 2"~! seront les sommets compo-
sant la fibre @,,_; x {0} et que les sommets 271 + 1 ... 2" seront les somimets

composant la fibre Q,_; x {1}.



{a) Q2 _ (b) Q3 (c) Qu

F1G. 4.3.1. Les hypercubes (2, (3 et Q4.

Comme mentionné a la remarque 4.1.1, le produit cartésien est associatif.

Ainsi, si n =17, + 79 et que 7,79 > 1, on a que

Qu=K, 0K, 0KO0K 0K 0K, =Q, 0Q,

v, fois ro fois

Plus généralement, sin =7, +ry+---+7r;powrr; > let 1 <5< n,alors on a
que @, = Q,, 0Q,, OJ---0¢,,. Ceci permet d’énoncer le théoréme suivant qui

est une généralisation d’un théoréeme de Chartrand et al. [Ch].
o

Théoreme 4.3.1. Soit n € N et soit P(n) Uensemble des partitions de n. Alors

loc(Qn_1) < loc(@,) < min{loc, (Q._1), Ylé},i)l(l )Z loc(@;)}.
- n IE‘,\’

DIEMONSTRATION. Pour montrer la borne inférieure, il ne suffit de remarquer
que @, ='Q,—1 O I, Ainsi, on obtient que loc(Q,) > max{loc(Q,—;), loc(L1}},
par le corollaire 4.2.1. Comime loc(I{;) = 1, on a que loc(@,) > loc(@, ). La

borne supérieure est, quant a elle, une conséquence directe des théoréines 4.2.4 et

4.2.5 ainsi que de l'associativité du procuit cartésien de graphes. En effet, pour



n=r;+ry+---+r, une partition quelconque de n, on a

loc(@,) = loc(@,, O Qrg_ 0@, 0 ---00;,)
<loc(@Q,,) + loc(@,, OQr, O---0Q5.)
< lOC(QN) + lOC(Qrz) + IOC(QM g--- Qrs)

< Z loc(@:)
i=1

ce qui implique que loc(Q,,) < \}11%1(1 )'E loc(®:), par le théoréme 4.2.4. De plus,
AEF(Nn .
iEX

comme Ky = P,, le théoréme 4.2.5 donne que loc(@,) < loc (@, 1), ce qui

termine la preuve. O

Dans l'article présenté par Caceres et al. [Cal, les auteurs donnent le nombre
de localisation pour les hypercubes de dimension 2 & 8, mais sans donner d’en-
sembles résolvants minitnwms et sans donner d’indications pour les trouver. Voici
donc des tableaux présentant les éléments de %, et P, pour 2 <n <8 Ils '
ont été trouvés en utilisant la méthode en cing étapes présentée a la section pré-

céclente et a l'aide du logiciel MAGMA. Notons que comme ¢, = K>, on a que

loc(Q1) =1 et que loc, (@) = 2.

4.3.1. Les éléments de .@QZ et de @Qz

On aque @ = K>, O K> = C,. Ainsi, on sait que loc(Q3) = 2 et aussi que
loc, (@) = 3. La figure 4.3.1(a) représente ()3 et la tableau 4.3.1 contient les

éléments de %’Q et de 9, .
2 Qa

By, | (1,2}
2, {1,2,3)

TAB. 4.3.1. Les ¢léments de Z,, et de Z,,, & automorphisme pres.
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4.3.2. Les éléments de PZQE et de @Qz

3 .
Comme Q3 = Q, 0@, = OQ,, le théoréme 4.3.1 donne que
i=1

loc(Q2) < loc(Q3) < min{loc, (@), loc(Qs) + loc(Q)), 3loc(Q1)}

c’est-a-dire que 2 < loc(@3) < 3. Soit U = {1,2} € %, Comme U ¢ I,
et comme 7, (U) = 1, les étapes 1 et 2 de la méthode ne donnent aucun ré-
sultat. A l'étape 3, on construit les ensembles du théoréme 4.2.2. Ceci donne, &
aut.omorphisme prés, les ensembles {1,2} et {1,6}. Comme ils ne sont pas ré-
solvants pour @3, on a donc que loc(@3) = 3 et que 2,, € %,,- De plﬁs, les
ensembles du théoréme 4.2.3 sont aussi des éléments de %’Qg, c’est-a-dire que
{1,2,5},{1,2,6} € #,,. Cependant, les ensembles {1,2,3}, {1,2,5} et {1,2,6}
sont tous dans la méme orbite. Comme {1, 2,3} est le seul ensemble résolvant de
3 sommets de ()» & automorphisme prés, il ne reste qu’a appliquer le théoréme
4.2.2 sur cet ensemble pour trouver les derniers ensembles résolvants de @s. On

obtient de cette fagon les éléments de l'orbite Aut(Q3)({2, 3,5}).

En ce qui concerne %, et loc,(Q3), on a que loc,(@3) = 4, car aucun des
éléments de %, n’est doublement résolvant. S’il existe un ensemble U € . tel
que {1,2,3} C U, alors, par le théoréme 2.4.2, on sait que U doit étre de la forme
U=1{1,2,3,i} avec i = 5,6,7,8. Ceci cdonne les ensembles {1,2,3,5}, {1,2,3,7}
et {1,2, 3,8}, & automorphisme prés. De ceux-ci, on obtient qﬁe les deux premiers
sont doublement résolvants. Comine ’ensemble résolvant minimum {2, 3,5} n’est
pas contenu dans une unique @»-fibre de @3, on ne peut pas utiliser le dernier
argument avec cet ensemble pour trouver d’autres éléments de @Qz . On les obtient

donc a laide de MAGMA.

%, | {1,2,3}, {2,3,5)

Q3
2., 1{1,2,3,5}, {1,2,3,7}, {2,3,5,7}, {2,3,5,8)

R3

TaB. 4.3.2. Les éléments de %, et de 9,, & automorphisme pres.
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4.3.3. Les éléments de %’% et de 9%

Comme Q) = Q300 = Q20Qr, = Q00,00 = '&]Ql, le théoréme
4.3.1 donne que 3 < loc(@Q,) < 4. On procéde comme avec ()3 lgt on coustate ue
les étapes 1 & 3 de la méthode ne donnent aucun résultat. Ainsi, on obtient que
loc(Q4) = 4 et donc que Dy, € R,,. Posons U, = {1,2,3,5}, Uy = {1,2,3,7},
Us = {2,3,5,7} et Uy = {2,3,5,8}. En appliquant le théoréme 4.2.2 & chacun
de ces ensembles, on obtient les résultats suivants. Premiérement, a partir de Uy,
on forme l’ensemble résolvant U; = {2,3,5,9}. On constate que 7, (U}) = 2.
Ainsi, par le théoréme 4.2.7, cet ensemble est résolvant pour Q4 O P, si n < 2,
ce qui revient a dire que Uj est résolvant pour Q4 O P, = (5 et donc que
loc(Qs) = 4. Deuxiémement, a partir de U, et de Us, on forme les ensembles
résolvants {1,2,7,11} et {2,3,7,13}. Finalement, & partir de Uy, on forme I’en-
semble résolvant Uy = {2, 3,8, 13}. On constate que Uj estldoublement résolvant. -
Ainsi, loc(Q4) = loc,(Q4) et donc Uy est résolvant pour Q4 O F,, par le théoréme
4.2.6. En particulier, cet ensemble est résolvant pour (J5. Notons que Q4 est le
plus petit hypercube tel que son nombre de double localisation est le méme que

son nombre de localisation.

Si 'on forme tous les ensembles comme au théoréme 4.2.2, on ne trouve pas
de nouveaux éléments de ‘%% ni de 962;' Il en est de méme avec la recherche de

nouveaux ensembles & I'aide de MAGMA. Ainsi, on a trouvé tous les éléments de

X,, et de 9, . Ceux-ci sont présentés dans le tableau 4.3.3.
K, \D,, 1{1,2,3,5}, {1,2,3,7}, {2,3,5,7}, {2,3,5,8},
{2,3,5.9}, {1,2,7,11}, {2,3,7,13}
2, {23813}

TAB. 4.3.3. Les éléments de ‘%«m et de 9% a automorphisme prés.
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4.3.4. Les éléments de .%’Q5 et de @QS

Commie loc(@y) < loc(@s) < loc,(@Q4) et que loc(Q4) = loc,(Q4), 'étape
1 de la méthode donne que %, C %, . De plus, comme 7, ({2.3,5,9}) = 2,
I'étape 2 conne que {2,3,5,9} € #,_. Finalement, 'étape 3 donne que l’ensenﬂﬂe
{2,7,11,17} € %Qs. Cet ensemble fut trouvé a 'aide du théoréme 4.2.2 appliqué
sur 'ensemble {1,2,7,11} de %%' Ainsi, comme au moins une des trois premiéres
étapes de la méthode a porté fruits, on a obtenu tous les éléments de .%’Qs, a

automorphisme preés.

En ce qui concerne Z,_ et loc,(Qs), on a que loc,(@s) = 5, car aucun des
éléments de Z#,  n’est doublement résolvant. S’il existe un ensemble U € &,
tel que {2,3,8,13} C U, alors, par le théoréme 2.4.2, on sait que U doit étre
de la forme U = {2,3,8,13,4} avec 17 < i < 32. De tous les ensembles que
ceci donne, ceux présentés dans les deux premiéres lignes du tableau 4.3.4 dans
la case 7,
nement identique, mais cette fois avec ’ensemble résolvant minimum {2, 3, 5, 9},

4 automorphisme prés, sont cdoublement résolvants. Par un raison-

on trouve deux nouveaux éléments ce @Qs & automorphisme prés, a savoir les
ensembles {2,3,5,9,31} et {2,3,5,9,32}. Comme ’ensemble résolvant minimum
{2,7,11,17} n’est pas contenu cans une unique Q4-fibre de @5, on ne peut pas
utiliser le dernier argument avec cet ensemble pour trouver d’autres éléments de
D,,- On les obtient donc & laide de MAGMA. On remarque deux choses. La
premiére est qu'il existe un élément U € Z,_ tel que {2,7,11,17} C U, a savoir
I'ensemble U = {2,7,11,17,30}. La seconde chose que I’on observe est que les
quatre éléments sur la derniére ligne cu tableau 4.3.4 ressemblent aux sept pre-
miers éléments énumérés pour @Qs' En effet, on a que ces ensembles contiennent
chacun trois sommets de I'ensemble résolvant minimum {2, 3, 8, 13} auxquels on
leur a ajouté deux sommets provenant d’'une @4-fibre différente. Ainsi, ceci laisse
croire qu’il est possible de former des éléments de 2, & partir de sous-ensembles
d’ensembles résolvants de @, si les sommniets de ces sous-ensembles sont dans une
méme @, _,-fibre et qu’on leur ajoute un nombre suffisant de sommets provenant

de l'autre Q,,_-fibre de @,.
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Z, | {2,3,8,13}, {2,350}, {2,7,11,17) |
{2,3,8,13,17}, {2.3,8,13,18}, {2,3,8,13,21}, {2,3,8,13,26},
o, | {2.3,8,13.28}, {2,3,8,13,29}, {2.3,8,13,31},
{2.3,5,9,31}, {2,3,5,9,32}, {2,7,11,17,30},
{2,3,8,18,29}, {2,3,13,18,24}, {2,3,13,22,32}, {2,3,13,24,32}

TaB. 4.3.4. Les éléments de %

0. et de &, a automorphisme pres.
il 1

4.3.5. Les éléments de #Z,, et de 7,

Le théoréme 4.3.1 donne que 4 < loc(Qs) < 5. A I'aide d'un raisonnement
similaire a celui fait a la section 4.3.2, on obtient que loc((}s) = 5. Ainsi, on a
que 2, C %, . On trouve les autres éléments de %, a l'aide des étapes 4 et 5
de la méthode présentée a la section 4.2 ainsi qu’a 1'aide du logiciel MAGMA.

En ce qui concerne %

2 €t loc,(Qs), on a que loc,(Qs) = 6, car aucun des

éléments de %, n'est doublement résolvant. Pour construire quelques éléments
de Z,,, considérons les ensembles U € Z,, . S'il existe un ensemble U € Z,,_ tel
que U C U’, alors, par le théoréme 2.4.2, on sait que U’ doit étre de la forme
U' = U U {i} avec 33 < ¢ < 64. On peut aussi utiliser cette procédure avec les
ensembles {2,3,5,9,17}, {2,3,5,9,18} et {2,3,5,10,25}, car ils sont tous trois
contenus cans une unique @s-fibre de Q,S' Comme les autres éléments de %’QG ne
sont pas contenus dans une unique (Js-fibre, on ne peut pas utiliser le dernier
argument avec ces ensembles pour trouver les autres éléments de Do, On les

obtient donc a 'aide de MAGMA.
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TaB. 4.3.5. Les éléments de Z,_ et de 7, a automorphisme pres.

{2,3,8.13, 17},
{2.3.8.13,28},
{2.3.5.9,31},
{2.3,8,18.29},
{2,3,5,9.17},
{2,3.5.25,42)},
{2.3,5,32.48},
{2,3,13,21,40},
{2,3,13, 24,46},
{2.3,13,32,53},

{2,3,8,13,18},
{2,3,8,13, 209},
{2,3,5,9,32},
{2,3,13,18,24},
{2,3,5,9,18},
{2,3,5,25, 44},
{2,3,6,25.41},
{2.3,13,21,48},
{2,3.14,24, 48},
{2,3,13,32,54),

{2.3,8, 13,21},
{2,3.8,13,31},
{2.7.11.17. 30},
{2,3,13,22,32},
{2,3,5,10, 25},
{2,3,5,25,48},
{2.3,6,25.45},
{2,3.13,22,139},
{2,3,13,24,57},
{2,3,13,32,56}

{2,3,8.13.26},

{2.3,13. 24, 32},
{2,3,5,25.41},
{2,3,5,28,48},
{2,3.6,29,45},
{2.3,13,22,48},

{2,3,8,13,17, 33},
{2,3,8,13,17.40},
{2,3.8,13, 17,46},
{2,3,8,13, 17,53},
{2.3,8,13, 17,60},
{2.3.8,13,18, 36},
{2,3,8,13, 13,43},
{2,3,8,13,18,51},
{2.3,8,13, 18,57},
{2.3,8,13, 18,63},
{2,3,8.13,21,50}.
{2,3,8,13,21,62},
{2,3.8, 13,26, 46},
{2,3,8,13,26,52},
{2.3,8, 13,26, 60},
{2,3,8, 13,28, 36},
{2,3,8,13,28, 50},
{2,3,8, 13,28, 62},
{2,3.8,13,29,49},
{2,3,8,13,29,61},
{2,3.8,13,31,47},
{2,3,8.13,31,53},
{2.3,8,13,31,62},
{2,3,5.9,31,36},

{2.3,5.9,31, 56},

{2,3,5.9.32,48},

{2.3.5.0.32,64},

{27, 11,17, 30. 37},

(2,3,8,13,17, 34},
{2,3,8,13,17,41},
{2,3,8,13,17, 48},
(2,3,8,13, 17, 54},
(2.3,8,13,17, 61},
{2,3,8,13, 18,37},
(2,3,8,13, 18, 44},
(2,3,8,13, 18,52},
{2.3,8.13, 18,58},
{2,3,8,13, 21,36},
(2,3,8,13,21, 52},
{2,3,8,13, 26, 36},
(2,3,8,13,26,47},
(23,8, 13,26, 53},
(2,3.8,13,26,61},
(2,3, 8, 13,28, 44},
{2,3,8,13, 28,52,
(2,3,8,13,28, 64},
{2,3,8,13,29,51},
(2.3,8, 13,20,62),
{2,3,8,13,31,49},
{2.3,8,13, 31,55},
(2.3,8.13,31, 63},
{2.3,5,9,31, 4},
{2.3.5,9,31, 61},
(2,3,5,0.32, 49},
(2,7, 11, 17,30, 33},
12,7, 11, 17,30, 42},

{2,3,8,13, 17, 36},
{2,3,8,13, 17,42},
{2,3,8,13, 17,49},
{2,3,8,13, 17,56},
{2,3,8,13, 17,62},
{2,3,8,13, 18, 40},
{2, 3,8, 13, 18, 45},
{2,3,8,13, 18,53},
{2,3,8,13, 18,59},
{2,3,8,13,21,37},
{2,3,8,13,21,59},
{2,3,8,13, 26,42},
{2,3,8,13, 26, 48},
{2,3,8, 13,286,355},
{2,3,8,13,26,62},
{2,3,8,13,28,45},
{2,3,8,13,28,53),
{2,3, 8,13, 29, 36},
{2,3,8,13,29,52},
{2,3,8,13.29,64},
{2,3,8,13,31,50},
{2,3,8,13,31, 58},
{2.3,8,13,31.64};
{2,3,5,0, 31,48},

{2,3.5,0,132, 33},

2,3.5.9,32,53),

{2.7, 11, 17.30, 34},
{2,7,11. 17, 30,43},

{2,3,8,13,17,37},
{2,3,8,13,17,44},
{2,3,8,13,17, 50},
(2.3,8,13, 17,57},
(2.3,8,13, 17, 64},
{2,3.8,13, 18,41},
{2,3,8.13. 18,47},
{2,3.8,13, 18,54},
(2,3,8, 13, 18,60},
(2,3,8,13,21,45},
(2,3,8,13,21, 60},
(2,3,8,13,26, 44},
(2,3,8,13, 26, 49},
(2,3,8, 13,26, 56},
{2.3,8,13,26,63},
{2,3,8,13, 28, 46},
(2,3,8,13,28, 60},
{2,3,8,13,29, 45},
{2.3,8,13,29, 53},
{2,3,8,13.31, 36},
{2,3,8,13,31,51},
{2,3,8, 13,31, 60},
{2.3.5,9.31,33},
{2,3,5,9.31,30}.
(2,3,5,9,32,35),
(2,3, 5,9, 32,59},
2,7,11, 17, 30,35},

{2,7,11, 17, 30,44},

{2,3,8,13, 17,138},
{2,3,8,13,17,45},
{2,3,8,13,17,52}, ‘
{2,3,8,13,17, 58},
{2,3,8,13, 18, 34},
{2,3,8,13,18,42},
{2,3,8,13, 18, 50},
{2,3.8,13,18,55},
{2.3,8,13,18,61},
{2.3,8,13.21,47},
{2,3,8,13,21,61},
{2,3,8,13,26, 45},
{2,3,8,13, 26,50},
{2.3,8,13,286,58},
{2,3,8, 13,26, 64},
{2.4,8,13,28,49},
{2,3,8,13,28,61},
{2,3,8,13,29,47},
{2,3,8,13,29,60},
{2,3,8,13,31,46},
{2,3,8,13,31,52},
{2.3,8,13,31,61},
{2.3.5,0.31.34},
{2.3,5,9.31, 52},
{2,3,5,9.32, 43},
{2.3,5.9,32,63},
{2,7.11.17, 30, 36},
{2.7, 11,17, 30, 45},

Suite du tableau 4.3.5 a la page suivante ...
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{2,7,11,17, 30, 46},
{2,7,11,17, 30, 56},
{2,3,8,18,29, 36},

{2.3,8,18,29, 44},

{2.3,8,18,29, 49},

{2,3,8,18,29, 55},

{2,3,8,18,29. 63},

{2,3,13, 18,24, 36},
{2.3,13, 18, 24, 41},
{2,3,13,18,24, 46},
{2,3,13,18, 24,51},
{2,3,13,18, 24,56},
{2,3,13,18, 24,61},
{2,3, 13,22, 32, 35},
{2,3,13,22, 32,41},
{2,3,13.22, 32,47},
{2,3,13,22, 32,57},
{2,3,13,24,32, 35},
{2,3,13,24, 32,41},
{2,3,13,24, 32, 48},
{2,3,13, 24,32, 55},
{2,3,13,24, 32,61},
{2,3,5,9,18,64},'
{2,3,5,25,41, 64},

{2,3,5, 25,39, 48},

{2,3,5, 25,48, 64},

{2,3,5,32,48, 53},

{2,3,6,25,41, 64},

{2,3,6,29,45, 63},

{2,3,13, 21,48, 49},
{2,3,13, 22,39, 60},
{2.3,13.22, 30,48},
{2.3,13, 22,48, 64},
{2,3,13, 24, 46, 52},
{2,3,13,24, 46, 62},
{2,3, 13,24, 48,63},
{2,3, 13, 16, 24, 57},
{2,3, 13,24, 38,57},
{2.3.13, 24,45, 57},

{2,7.11,17, 30, 47},
{2,7.11,17,30, 58},
{2,3.8,18.29, 38},

{2,3,8.18,29, 45},

{2,3,8,18,20,50},

{2,3,8,18,29, 58},

{2,3,8,18,29, 64},

{2,3, 13,18, 24, 37},
{2,3,13, 18,24, 42},
{2,3.13,18, 24, 47},
{2,3,13, 18, 24,52},
{2,3,13,18,24,57},
{2,3,13, 18,24, 62},
{2,3,13,22, 32,37},
{2,3,13,22, 32,42},
{2,3,13, 22, 32, 50},
{2,3,13,22, 32, 58},
{2,3,13, 24, 32, 36}.
{2,3, 13,24, 32, 42},
(2,3,13,24,32,49},
{2,3, 13,24, 32,56},
{2,3,13,24, 32,63},
{2,3,5,10,25,55},

{2,3,5,25,42,64},

{2,3,5,25, 48,49},

{2,3,5,20, 28,48},

{2,3,5,32,48,57},

{2,3,6,25, 45,56},

{2,3,13,21, 29,40},
{2,3,13,21,48,51},
{2,3,13,18, 22, 48},
{2, 3,13, 22,48, 50},
{2,3, 13,24, 38, 46},
{2,3, 13,24, 46, 57},
{2,3,13,20, 24, 48},
{2,3,13,24, 48, 64},
{2,3,13,21.24. 57},
{2.3, 13,24, 40,57},
{2,3, 13,24, 19, 57},

{2,7,11,17, 30, 48},
{2,7,11,17, 30. 62},
{2,3.8.18, 29, 39},

{2.3,8,18,29,46},

(2,3,8,18,29,51},

(2,3,8, 18, 29, 60},

(2,3,13,18, 24, 33},
(2,3,13, 18, 24, 38},
(23,13, 18, 24, 43},
(2,3,13, 13, 24, 48},
(2,3,13,18, 24, 53},
(2,3, 13,18, 24, 58},
{2, 3,13, 18,24, 63},
(2,3,13,22, 32, 38},
(2,3,13,22, 32, 43},
(2,3,13, 22, 32, 52},
(2,3,13,22, 32, 59},
(2,3, 13,24, 32,37},
(2,3, 13,24, 32, 44},
(2,3,13,24,32, 51},
(2,3, 13,24, 32, 57},
(2,3, 13,24, 32, 64},
(2,3, 5,10, 25, 56},

(2,3, 5,25,37, 44},

{2,3,5,25,48,53},

(2,3, 5,28, 48, 53},

{2,3,5,32, 48, 63},

(2,3,6,25,45, 64},

(2,3, 13,21, 40, 64},
(2,3,13,21, 48, 61},
{2,3,13,20, 22, 48},
(2,3,13, 22, 48, 51},
(2,3, 13,24, 44, 46},
(2,3, 13, 24, 46, 58},
{2,3,13, 24, 26, 43},
{1.2,3,13,24, 57},

(2,3.13,22, 24, 57},
(2,3, 13,24, 41, 57},
{2,3,13, 24, 52, 57},

{2,7.11.17, 30, 50}.
{2,7.11.17, 30, 64}'.
{2,3,8.18,29, 40},
{2,3.8.18,29,47},
{2,3,8,18,20,52},
{2,3,8,18,29,61},
{2,3,13, 18, 24, 34},
{2,3,13, 18,24, 39},
{2,3,13, 18, 24, 44},
{2,3,13,18,24, 49},
{2,3,13,18, 24,54},
{2,3,13,18,24,59},
{2,3,13, 18, 24, 64},
{2,3,13,22, 32,39},
{2,3,13,22, 32,44},
{2,3,13,22, 32,54},
{2,3,13, 22,32, 60},
{2,3,13,24, 32, 39},
{2,3,13,24, 32, 45},
{2,3,13,24,32,52},
{2,3,13,24, 32,58},
{2,3,5,9,17,64},

{2,3,5, 10, 25, 63},

{2,3,5,25,44, 55},
{2,3,5, 25,48, 57},
{2,3,5,28, 48, 61},
{2,3,5,32,48, 64},
{2,3,6,29,45,52},
{2,3,13,19, 21,48},
{2,3,13,21, 48,64},
{2,3,13, 22, 25, 48},
{2,3, 13,22, 48,52},
{2,3,13,24, 46,50},
{2,3,13,24, 46,59},
{2,3, 13,24, 30,48},
{2.3,4,13,24, 57},
{2,3,13,24, 34,57},
{2,3,13,24, 42,57},
{2,3,13, 24, 56, 57},

(11,17, 30,52},
.8,18,29. 34},
,8.18.20. 42},
{2,3.8.18,29, 48},
{2,3,8,13,20.53},
{2,3,8.18, 29, 62},
{2,3,13,18, 24, 35},
{2,3,13,18, 24,40},
{2,3,13.18, 24, 45},
{2,3,13,18, 24,50},
{2,3,13,18,24, 55},
{2,3,13, 18,24, 60},
{2,3,13,22,32, 33},
{2,3,13,22,32, 40},
{2,3,13,22,32, 45},
{2.3,13,22, 32,56},
{2,3,13,24, 32, 33},
{2,3,13,24, 32,40},
{2,3,13,24, 32,47}, .
{2,3,13,24, 32,53},
{2,3,13, 24, 32, 60},
{2,3,5,9,18, 63},
{2,3,5,10, 25,64},
{2,3,5,25,44, 64},
{2,3,5,25, 48, 59},
{2,3,5,32, 48,49},
{2,3,6,25,41,56},
{2,3,6,29, 45,60},
{2,3,13,21, 29, 48},
{2,3,13,22, 39,53},
{2,3,13,22,29, 48},
{2,3,13,22, 48,62},
{2,3,13,24, 46,51},
{2,3,13,24. 46,61},
{2.3,13,24, 48, 52},

—— ——
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{2,3, 13,14, 24, 57},
{2.3, 13,24, 36,57},
{2.3, 13,24, 44,57},
{2,3,13.24, 57, 58},
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{2.3,13.24,57. 60}, {2,3,13,24,57,64}, {2,3,13,32,33,53), {2.3.13,32,34.53}, {2,3.13.32,36,53)
{2.3,13.32. 41, 53}, {2,3,13;32,43,53}, {2,3,13.32,44.53}, {2,3,13.32,45,53}, {2,3.13,32 46,53}
{2.3,13.32,48,53}, {2,3,13,32.49,53}, {2,3,13,32,50.53}, {2.3.13,32,52,53}, {2.3.13,32,53.61}
{2,3.13,32,53,62}, {2.3,13,32,53.64}, {2.3.13,32,33,54}, {2,3.13,32,34.54}, {2.3,13.32.35.54}
{2,3.13,32,36,54}, {2.3.13,32,41,54}, {2,3,13,32,42,54), {2,3.13.32,43,54}, {2,3.13.32, 44,54}
(2,3,13.32,45,54},  {2.3,13,32,46.54}, {2.3.13,32,47,54}, {2,3,13,32,50,54}, {2,3,13,32,51,54}
(2.3.13,32,52,54},  {2,3.13,32.54,57}, {2,3,13.32.54,58}, {2,3,13,32,54,59}, {2,3,13.32,54.61}
{2,3.13,32,54,62}, {2,3,13,32,54,63}, {2,3,13,32,54,64}, {2,3,13,32,33,56}, {2.3,13.32,35.56}
{2,3,13,32,36,56}, {2,3,13,32.41,56}, {2,3,13,32,43,56}, {2.3,13,32,44,56}, {2,3,13,32,45,56}
(2.3,13,32,47,56}, {2,3,13,32,48,56}, {2,3,13,32,49,56}, {2.3,13,32,51,56}, {2.3,13,32.52,56}
{2,3.13,32,56,57}, {2,3,13,32,56,59}, {2,3,13,32,56,60}, {2,3,13,32,56,61}, {2.3,13,32, 56,63}
{2,3,13,32,56,64}, {1,2,3,13,21,60}, {1,2,3,13,22,59}, {1,2,3,13,22,60}, {1,2,3,13,24,58}
{1,2,3,14,22,59},  {1,2,3,14,22,60}, . {1,2,3,14,23,57}, {1,2,3,14,23,58},  {1,2,3,14,23,60}
(1,2,3,14,24,57},  {1,2,3,14,24,58},  {1,2.3,14,24,59},  {1,2,3,16,24,57},  {1,2,3,29,45, 56}
{1,2,3,29,46,55}, {1,2,3,29,46,56}, {1,2,3.29,48,56}, {1,2,3,30,46,55}, {1,2,3.30,46,56}
{1,2,3,30,47,56},  {1,2,15,24,44,53}, {1,2,15,24,47,60}, {1,2,15,24,59,62}, {2,3,5,9,20,64}
{2.3,5,10,19,64},  {2,3,5,10,27,56},  {2,3,5,10,27,64}, {2,3,5,12,22,57}, {2,3,5,12,22,58}
(2,3,5,12,22,59},  {2,3.5,12,29,54},  {2,3,5,12.29,64},  {2,3,5,12,20,56},  {2,3,5,26,42, 55}
{2,3,5,26,43,54},  {2,3,5,26,43,64},  {2.3,5,26,44,64}, {2,3,5,26,47,64},  {2,3,5,26,48,58}
{2,3,5.26,48,59},  {2,3,5,26,48,57}, {2,3,5,26,48,64}, {2.3,5,28,44,61}, {2.3,5,28,46,55)
{2,3,5,8,46,58),  {2,3,5,28,46,59}, {2,3,6,11,21,60}, {2,3,6,11,21, 64}, {2,3,6,11,29,52}
(2,3,6,11,29,56},  {2,3,6,11,29,64},  {2,3,6,13,23,60}, {2,3,6,15,25 52}, {2, 3,6,15,25 64}
{2,3,6,15,29,52},  {2,3,6,15,29,60}, {2,3,6.15,29,64}, {2,3,6,25,42,55}, {2,3,6,25,43, 54}
{2,3,6.25,43,55},  {2,3,6,25,43,64}, {2,3,6,25,44,61}, {2,3,6,25 46,55}, {2,3,6,25,46,64}
{2,3,6,25,47,64},  {2,3.6,25,48,57},  {2,3,6,25,48,64}, {2,3,6,25 .48 61}, {2,3,6,26,43,53}
{2,3,6,26,45,55}, {2,3,6,27,45;60}, (2,3,6.27,45,64},  {2,3,6,20,47,60},  {2,3,6,29,48 57},
{2,3,6,20,48,61},  {2,3,13,21,42,60}, {2,3,13,21,60,64}, {2,3,13,22,44,60}, {2,3,13,22,28,40}
{2,3,13,22, 44,55}, {2,3,13,22,45,59}, {2,3,13,22,47,51}, {2,3,13,22,47,60}, {2,3,13,22,51,56}
{2,3,13,22,51,60}, {2,3,13,22,59,60}, {2,3,13,22,59,64}, {2,3,13,24,45 64}, {2,3,13,24,58, 61}
{2,3,13,20,50,56}, {2,3,13,29,54,59}, {2,3,13,29,54,64}, {2 3,13,29,56,60}, {2,3,13,29,56 64}
{2,3,13,30,51,56}, {2,3,14,23,29,60}, {2,3,14,23,57,60}, {2 3,14,23,57,64}, {2,3,29, 30,47, 56}

@QG

4.3.6. Quelques mots sur %

/ 1
o, €t sur 7, lorsque n > 7

Le théoréme 4.3.1 donne que 5 < loc(@7) < 6, mais les étapes 1 & 3 de la
méthode de la section 4.2 ne donnent aucun résultat. Ainsi, on a que loc(Q7) = 6
et que @QG C Z,.. On pourrait trouver les autres éléments de Ko, & laide des

étapes 4 et 5 de la méthode ainsi qu’a l'aide de MAGMA, mais ceci serait trés
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fasticdieux étant donné le nombre gigantesque de sous-ensembles de six sommets

que l'on peut former & partir des 27 sommets de Q-2

En ce qui a trait a loc,(@+), on a trouvé a l'aide du logiciel MAGMA que
I'ensemble U = {2,3,8,28,45,116} est un élément de P2, Ceci implique que
loc,(@+) = loc(Q7) = 6, que 2,, € #,_ et que U est résolvant pour le produit
cartésien ()7 O P, (théoréme 4.2.6). En particulier, U est donc résolvant pour ()s.
Comme loc(Q7) < loc(Qs) < loc, (@), on obtient ainsi que loc(@s) = 6 et que
.@QT < %’QB. Notons que comnie on ne connait pas encore tous les éléments de

Z,_, il est impossible pour le moment de savoir si loc,(@s) = 6 oussi loc,(@s) = 7.

Qs

En observant les résultats obtenus jusqu’a maintenant pour @,, on constate
que Z, C %, lorsque 2 <n < 7. Est-ce que ceci est vrai pour toute valeur de
n7 Si tel est le cas, ceci impliquerait que loc(@Q,4+1) = loc,(@Q,) pour tout n € N.
Ainsi, on pourrait calculer le nombre de localisation de Q.. avec seulement les

informations concernant (J,,.

Cependant, s’il existe un & € N tel que @Qk Z .@Q;H, alors on a nécessaire-
ment que loc(Qrq) < locd(Qk), par le théoréme 4.2.6. Comme on a toujours que
loc(@k) < loc(Qr+1) < loc(Qy)+1 (corollaire 4.2.3) et que loc,(Q) < loc(@r)+1
(corollaire 3.2.2), on en déduit alors que loc(@y) = loc(Qk+1). Le corollaire 3.2.2
donne alors que loc,(Qr) = loc(@x) + 1, car loc(Qx) < loc,(Qx) < loc(@y) + 1
et loc(Qr+1) < loc,(Q). Finalement, on obtient que loc,(Qry1) = loc(@r41) + L.

En effet, en supposant le contraire, on obtiendrait que

loc, (Qr+1) = loc(Qrs1) = loc(Qk) = loc, (k) — 1,

ce qui impliquerait que loc,(Qi+1) < loc,(@y), contredisant le corollaire 2.4.1.
Bref, s'il existe un & € N tel que @Qk Z L@QL‘H, alors on doit nécessairement avoir

que loc(Qr) = loc(@Qr+1) < loc, (Qry1) = loc (Qy).

?Le Département de mathématiques et de statistique de I'Université de Montréal n’a en sa
possession que la version étudiante de MAGMA. Celle-ci ne dispose que d’une mémoire de 10
MB, ce qui est insuffisant pour expliciter les éléments de #, et de Z,, lorsque n > 7.

2n
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Annexe A

LOCALISATION DANS LES GRAPHES
INFINIS

On rappelle qu'un graphe G est infini si la cardinalité de V' (G) n’est pas finie.
Dans un tel graphe, 'existence d’un ensermnble résolvant n’est pas certaine, contrai-
rement au cas ol G est fini'. On débutera par montrer 1’existence de graphes infinis
ne possédant pas d’ensembles résolvants. Par la suite, on donnera des exemples
de graphes infinis G tel que loc(G) est bien défini et on donnera des conditions

suffisantes qui assureront l'existence d’ensembles résolvants pour G.

A.1. GRAPHES INFINIS N’AYANT PAS D’ENSEMBLE RESOLVANT

La grille cartésienne de dimension k, notée C'®) est le graphe ayant pour
sommniets l'ensemble V(C®)) = Z* et tel que [z,y] € E(CW) = |z, —y] < 1
pouri =1, k, avec égalité pour exactement un i. En d’autres termes, C*) est
le produit cartésien de k copies du double rayon?, c’est-a-dire que C*) = &I D,

t==1

ou D;=Dpouwri=1--- k.

Le théoréme et les corollaires suivants sont des résultats qui montrent que
loc(C'®)) n'existe pas si k > 2, car C¥) ne posséde aucun ensemble résolvant.
Ceci est en soi quelque chose d’aberrant, cér il est toujours possible de plonger
C'™ dans la grille forte F (k), C®) ¢tant un sous-graphe partiel de F®).

Woir la proposition 2.3.1.

*Voir la section 2.1 pour une définition du graphe D. Pour une figure représentant D, voir

la figure 2.1.2.
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Théoréme A.1.1. Le graphe C? ne posséde aucun ensemble résolvant.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que C® posséde un en-

semble résolvant U = {(uy, 1)), - - -, (ug, u;)}. Comme U C V(C®) = Z2 et parce

qu’il est résolvant, on a que U est un ensemble fini de couples d’entiers. Ainsi,

m = (m1,my) = | maxu,;, maxu, | est un sommet de C?. Ce sommet posséde
1<i<k = 1<i<k

comme voisins = (my, ma+1) et y = (m; + 1, my). Pour un sommet quelconque

u = (u;,u;) € U, on a que

n=Y (u) = (50(2) (z,m) + 50(2) (m,u)) — (50(2) (y,m) + 50(2) (m, u))

c(2)

=(1+0_o (mu) = (L+6_, (m,u))

c(2)
=0

et donc on a que n*Y (u) = 0 pour tout u € U. Ceci contredit le fait que U est

c(?)
résolvant pour C®. O

Le théoréme précédent est illustré 4 la figure A.1.1. Les sommets rouges sont
les sommets formant I’ensemble U. Ainsi, si C® possédait un ensemble résolvant,

il serait possible de le borner par un rectangle.

Fi1G. A.1.1. Le graphe C®.
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Corollaire A.1.1. Le graphe C*) ne posséde aucun ensemble résolvant si k > 2.

DEMONSTRATION. Si tel était le cas, c’est-a-dire si C*) possédait un ensemble
résolvant U, alors l'ensemble U’ = {pc(z) (u) | uw € U} serait résolvant pour
C® par le théoreme 2.3.1, car C® est une prétibre de C*). Ceci contredirait le

théoréme A.1.1 4

Corollaire A.1.2. Le graphe C*) ne posséde aucun ensemble doublement résol-

vant si k > 2.

DEMONSTRATION. Si tel n’était pas le cas, ceci contredirait le corollaire précé-

dent, car un ensemble doublement résolvant est aussi résolvant. O

A.2. GRAPHES INFINIS AYANT DES ENSEMBLES RESOLVANTS

Le premier graphe infini que ['on va considérer dans cette section est un sous-
graphe induit du graphe D. Le graphe rayon R = (N, E)) posséde comme arétes les
~ éléments de 'ensemble E(R) = {[a,b] | |a — b = 1, a,b € N}. Comme dans le cas
de P,, on obtient que loc(R) = 1. Cependant, R ne posséde qu’un seul ensemble
résolvant, a savoir I’ensemble {1}. On remarque de plus que 2, = 0. En effet,
supposons que R posséde un ensemble doublement résolvant U. Par ‘déﬁnition,
cet ensemble est de cardinalité finie. Posons U = {u,,us, - ,u;} et supposons
que les éléments de U sont ordonnés, c’est-a-dire que u; < uy < --- < ug. Pour
deux sommets distincts a,b € V(R) tel que a > u, et b > g, on obtient que
'17;’?"’(11,1-) =a—bpourtouti=1,2 - k, cequiveut dire que 77;”’ est constant sur
U. Ainsi, R ne posséde aucun ensemble doublement résolvant et donc 2, = 0.

Rappellons que cette situation est impossible dans le cas d’un graphe fini3.

3Voir la section 2.4.
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Mis & part le fait que R ne posséde pas d’ensemble doublement résolvant,
ce graphe infini ne semble pas avoir des propriétés étranges. Il n’en est pas de
méme pour le graphe D. Dans la section précéclente, on a montré qu’il n’existait
aucune application de localisation injective de C*) vers F*) si k > 2, alors que
celui-ci est un sous-graphe partiel de F'*). La situation est différente avec D, car
il existe des applications de localisation de D vers des grilles fortes F'. Cependant,
la dimension de ces grilles fortes doit étre d’au moins deux. En effet, on constate
que léc(D) > 1, car pour tout ensemble U = {n} C Z, on a que 2~ ""*!(n) = 0.
Ceci veut dire que les éléments de &, sont de cardinalité au moins deux. Ainsi,
il n'existe aucune application de localisation injective f, : D < F'). La chose

est quelque peu absurde, car D = F(I et parce que

id: D — ()

n—17n

est un isomorphisme cle.gravphes. On constate aussi que pour tout sous-ensemble
U C Z de cardinalité deux, U est résolvant. Soit U = {u;,us} avec u; < uq et
soit a,b € V(D) deux sommets distincts de D. Sia < u; et b < uy ou si a > et
b > u,, alors un raisonnement identique a celui fait dans ’exemple du graphe R
ci-haut montre que ng*b(ul) # 0. Sinon, -supposons, sans perdre de généralités, que
a <ujetqued>wu. Sib<ugonaquea<u <b<usetalors ’I]g’b(’ug) # 0. Si
b > ug et sin%®(u;) = 0, alors on a que n%P(ua) = 6, (a, u1)+6, (uy, us)— 6, (b, us),
ce qui revient a dire que n%°(uz) = 6, (a, uy) + 0, (uy, ua) — (6, (b, w1) =, (ua, w1)),
ce qui implique que 7)1‘;"’(11,2) =20, (u1,u2) # 0 et donc U € Z,. Ainsi, on obtient
que loc(D) = 2. Pour ce qui est de 9, on a que 2, = D. Cette conclusion est
obtenue par un raisonneinent identique & celui fait ci-haut lorsque 'on a montré

que 2,, = 0.

Jusqu’a présent, tous les graphes infinis rencontrés ne possédent pas d’en-
semble doublement résolvant. En fait, on ne connait aucun graphe infini pos-

sédant de tels ensembles. Cependant, si un tel graphe existe, le corollaire 4.2.3
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donne une borne pour le produit cartésien de graphes infinis. En effet, ce théo-
réme de Caceres et al. |Ca| est applicable a des graphes infinis G et H, car la
construction qui y est faite ne dépend pas de la finitude de G ou de H. Ainsi,
si G et H sont des graphes infinis tel que £, # 0 et-tel que 2,, # 0, alors
loc(GO H) <loc(G) +loc,(H) — 1.

Une autre fagon d’obtenir un graphe infini est de faire le produit cartésien
d’un graphe fini G avec un graphe infini H. Si le graphe H posséde des ensembles
résolvants, alors on a que loc(G 0O H) < loc(H) + loc,(G) — 1. En particulier, on

obtient les résultats suivants.

Théoréme A.2.1. Soit G un graphe fini. Alors loc(G O R) = loc,(G)

DEMONSTRATION. Soit U, € Z,,. Par le théoréme 4.2.3, ensemble U, x {1} est
résolvant pour GO R et douc loc(GOR) < loc,(G). Soit U un ensewnble résolvant
de GOR et supposons que |U| < |U,|. Comnme U est fini, on sait qu’il est contenu
dans un nombre fini de G-fibres. Ainsi, il existe n € N tel que U C iQIG x {i}.
Comme U est résolvant pour G O R, il est nécessairement doublement résolvant
pour le sous-graphe G’ induit par les sommets de i;llG x {i}. En effet, si tel
n’était pas le cas, on aurait qu’il existe deux sommets distincts (z, 7;) et (y, jo2)
de G’ tel que né’f’j‘)’(y'bz)(u) = [ pour tout u € U, avec § > 1. Ceci impliquerait
que 77?5{2‘)*(”3’-’”) (u) = 0 pour tout u € U, ce q.ui contredirait le fait que U est
résolvant pour G O K. Ainsi, comme U est doublement résolvant pour G’, on a,
par le théoreme 2.4.1, que 'ensemble U’ = {p,_ ,(u) | u € U} est doublement
résolvant pour la G-fibre G x {1}. Ceci implique que |U’| < |U| < |U,], ce qui est
une contradiction, car U, € 2. On obtient aiusi que loc(G O R) > loc,(G), ce

qui compléte la preuve. . O

Le prochain théorénie est en quelque sorte I’analogue du théoréme 4.2.5 pour

les graphes infinis.
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Théoréme A.2.2. Soit G un graphe fini. Alors

loc,(G) <loc(G O D) <loc,(G) + 1.

DEMONSTRATION. Soit U. € 2, et soit U I'ensemble résolvant formé au théo-
réme 4.2.3. Le corollaire 4.2.3 donne la borne supérieure. Pour ce qui est de la
borne inférieure, elle vient cu fait que GOR C GO D. En effet, on peut supposer,
sans perdre de généralités, que U C ;gG x {i} pour un n € N. Ainsi, si U est
résolvant pour G O D, il doit aussi I'gtre pour le sous-graphe G O R et par un
raisonnement similaire & celui fait dans la preuve du théoréme A:‘?..l, on obtient

que |U| = |U,| = loc,(G). O

Corollaire A.2.1. Soit G un graphe fini. St G est un graphe antipodal, alors
loc(G) < loc(G O D) < loc(G) + 2. ’

DEMONSTRATION. Si G est un graphe antipodal, alors le corollaire 3.2.2 donne

que loc(G) < loc,(G) < loc(G) + 1. Le théoréme A.2.2 termine la preuve. O






