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il

SOMMAIRE

On donne dans ce mémoire une démonstration du théoréme de la signature
en utilisant la théorie de Morse. On parvient & cela en reconstruisant en théorie
de Morse le diagramme de Poincaré-Lefschetz. Certains des résultats obtenus du
diagramme sont ensuite déduits directement de la géométrie. Dans la présentation
des résultats classiques de théorie de Morse utilisés, I’emphase est mise sur les
questions d’orientation. On y traite notamment sous cette angle de la dualité de
Poincaré, du produit d’intersection et des liens liant ’homologie et la cohomologie
sur des variétés a bord.

Mots-clés : Théorie de Morse, espace de modules, dualité de Poincaré, produit
d’intersection, produit cup, diagramme de Poincaré-Lefschetz, théoréme de la

signature.



v

SUMMARY

The aim of this thesis is to proof the signature theorem by using only Morse
theory. To achieve this wé reconstruct the Poincaré-Lefschetz diagram in Morse
theory. Some of the results obtained from the diagram are then reobtained directly
from the geometry. A particular emphasis on the orientation questions was given
to the presentation of the classical Morse theory results. It is from that angle,
that were studied, among others, the Poincaré duality, the intersection product
and the relation between homology and cohomology on manifold with boundary.

Keywords : Morse theory, moduli space, Poincaré duality, intersection product,

cup product, Poincaré-Lefschetz diagram, signature theorem.
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INTRODUCTION

La théorie de Morse fut introduite par Marston Morse dans les années 1920.
Elle peut étre utilisée comme un outil servant a étudier la topologie des varié-
tés différentiables grace aux fonctions dites de Morse. En particulier, ’étude des
points critiques de ces fonctions fournit a travers le lemme de Morse et atitres ré-
sultats une quantité appréciable d’informations sur la topologie des variétés. Dans
leurs travaux, Thom, Smale, Milnor et Witten introduisirent ensuite ’homologie
de Morse, qui est isomorphe 4 I’homologie singuliére et donc indépendante de la
fonction utilisée, et qui est obtenue d’uh complexe appelé compleze de Morse,
généré a partir des points critiques de la fonction. Le sujet fut par la suite revi-
talisé par Floer, Witten, Gromov et Kontsevich qui introduisirent des techniques
inspirées de la théorie de Morse comme, entre autres, le produit quantique qui est
une extension du produit d'intersection. Présentement, la théorie de Morse est
souvent utilisée comme modéle simplifié servant & mieux comprendre la topologie
symplectique. Toutefois, la théorie de Morse a aussi des applications concrétes
comme, par exemple, en physique théorique, en robotique ou en reconnaissance
~automatique de I'image. » »

Dans ce mémoire, il sera principalement question du théoréme de la signature.
Celui-ci fut établi en utilisant la théorie singuliére et prouve que si une variété
M de dimension 4n est le bord d’une variété N, alors la signature de la forme
bilinéaire symétrique donnée par le produit cup sur le groupe d’homologie H?"( M)
vaut 0. Ceci nous fournit donc, entre autres, un invariant algébrique de la classe
de cobordisme des variétés. Le théoréme fut démontré par Thom dans sa thése
Espaces fibrés en sphéres et carrés de Steenrod et ensuite repris par Hirzebruch

dans ses travaux sur la conjecture de Todd. C’est un résultat fondamental en
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topologie. En particulier, il est la base de la théorie des classes et des nombres
caractéristiques. )

La contribution principale de ce mémoire consiste 4 donner une preuve du
théoréme de la signature faisant appel uniquement a la théorie de Morse. Ceci
n’a & notre connaissance jamais été écrit et constitue un premier pas vers une
possible généralisation & la théorie de Floer (ce que nous ne tentons pas de faire
ici). Les difficultés de cette entreprise furent en bonne partie liées au fait qu’il
fallut établir en homologie de Morse chacun des résultats existant en homologie
singuliére et servant & la démonstration du théoréme. Les questions d’orientation
ont nécessité une attention particuliére car leur présentation dans la littérature
n’est souvent pas compléte.

Le premier chapitre de ce mémoire expose les bases de la théorie de Morse
ainsi qu’une partie des constructions qui seront utiles pour démonter les résultats.
des chapitres subséquents. \Notamment, on y définit le complexe de Morse, on y
traite les questions liées & ’orientation et on y définit le produit cup & coeflicient
dans un corps. C’est aussi dans ce chapitre que I’on expose comment on obtient
la dualité de Poincaré en homologie de Morse et que ’on développe une méthode
de recollement pour les homotopies qui joue un rdle important dans l'obtention
de la commutativité du diagramme de Poincaré-Lefschetz au chapitre suivant.

Le deuxiéme chapitre est consacré & la démonstration du théoréme de la si-
gnature. Pour ce faire, on commence par construire en homologie de Morse le
diagramme de Poincaré-Lefschetz grace a tout l'attirail développé, puis 1'on en-
treprend d’établir sa commutativité. Une fois la commutativité obtenue, le reste
de la preuve du théoréme de la signature procéde & la maniére de [Br| comme
dans le cas de I’homologie singuliére.

Dans le troisiéme chapitre de ce mémoire, on se propose de donner une dé- -
monstration plus géométrique des résultats obtenus du diagramme de Poincaré-
Lefschetz qui nous avaient permis de prouver le théoréme de la signature au
chapitre 2. Cette étape est une nécessité en vue d’une potentielle extension a la

théorie de Floer.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre sera dans un premier temps I’'occasion de donner les résultats de
base de la théorie de Morse et de traiter une premiére fois des questions liées
a l'orientation qui sont un élément récurrent de ce mémoire. Dans un deuxiéme
temps, on y développera des constructions qui nous serons utiles pour la suite des

choses. On s’y référera donc fréquemment dans tout le mémoire.

1.1. CONCEPTS GENERAUX

Les résultats présentés dans cette section sont pour la plupart des résultats
classiques. On peut trouver un contenu analogue & ce qui est présenté dans la
sous-section 1.1.1 dans [BaHu] et [Mi], tandis que pour traiter de 'orientation
& la sous-section 1.1.2 et du complexe de Morse & la sous-section 1.1.3, nous nous

sommes inspirés de I’approche de [We].

1.1.1. Définitions et résultats de base

Soit M, une variété fermée de dimension n, on dit que p € M est un point
régulier d’une fonction lisse f : M — R si 'application df : T,M — R est
surjective. Dans le cas contraire, on dit que p est un point critique de f. L’ensemble
des points critiques de f est noté par crit(f) := {p € M|p est un pt. crit de f}.
On dit que a € R est une valeur réguliére de f si f~'(a)(crit(f) = @.

Un point critique p est dit non dégénéré si la matrice hessienne de f est non

dégénérée en p, c’est-a-dire :



o

6% f
det (Bxﬁxj

) £0 (1.1.1)

Cette condition est indépendante du systéme de coordonnées (voir [Mi]). Ces
points ont la propriété importante qui suit et dont on trouve la démonstration
dans [Mi]. '

Lemme 1.1.1 (Lemme de Morse). Soit p un point critique non dégénére de f.
Alors il existe un voisinage U de p et un systéme de coordonnées local ¢ : U — R

tel que o(p) =0 et que
F=f@)—z* — =+ ot + o+ T (1.1.2)

Définition 1.1.2. Soit un point critique non dégénéré x, on dit que la valeur A
du lemme précédent est l'indice du point critique .
Définition 1.1.3. On appelle fonction de Morse une fonction dont tous les points
critiques sont non dégeneérés.
Remarque 1.1.4. Le lemme précédent implique que les points critiques d’une
fonction de Morse sont isolés.

Ensuite, en munissant M d'une métrique riemannienne g, : T, M X T, M — R,
on peut définir le champ de vecteurs gradient V9f associé a la paire (f,g) par
l'identité Vo € M < -, V9If(z) >, = df,. Ce dernier nous permet de définir un

groupe de difféomorphismes & un parameétre ¢ : R x M — M 4 I'aide du négatif

gradient :
202) - (91 )ouw) (113)
polz) =z (1.1.4)

Ainsi, pour un point critique p, on définit W(“j, 9 (p) et Wi g)(p), les variétés stables

et instables de p, par

Wi (p) = {z € M| lim ¢,(z) = p} (1.1.5)

Wi ()= {c € M| lim ¢,(z) = p} (1.1.6)
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Lorsque le choix de f et g sera clair selon le contexte, on pourra les noter sim-
plement W#(p) et W*(p). D'ailleurs, pour le reste de ce mémoire, sauf lors d’in-
dications contraires, on considérera que toutes les variétés utilisées sont munies
d'une métrique riemannienne g qui ne varie pas lors des manipulations. Ainsi, on
en omettra la mention dans les énoncés et la notation subséquente sauf lorsque
nécessaire.

Du fait que chaque x € M appartient a une unique variété stable et 4 une
unique variété instable, on obtient le résultat suivant
Proposition 1.1.5. Dans la situation présente, c.a.d. que (M, g) est une variété
Riemannienne fermée sur laquelle est définie une fonction de Morse f, on a que

M est l'union disjointe des variétés stables ou instables associées a4 f :

M= ] wp (1.1.7)
pecrit(f)

M= T W) (1.1.8)
pEcrit(f)

Ensuite, on trouve aussi pour W"(p) et W*(p) le résultat suivant dans [BaHu]
Proposition 1.1.6. Dans le méme contexte que précédemment, si p est un point
critique d’indice A et ¢ : U — R une carte de Morse (c.a.d. une carte donnée par

le lemme de Morse), en définissant I*M comme le sous-espace de T,M engendré

par 3%1, e ,% et de fagon analogue en définissant T;M C TyM comme ’espace

o ... _&
Oxyi1? ? Ozy,?

engendré par on obtient que
TLM=TMaeT,M (1.1.9)

et que la hessienne est définie négative sur TM et définie positive sur T M. De
plus, il existe des plongements surjectifs

B T)M — W¥(p) € M

B TiM — We(p) C M
de telle sorte que W"(p) et W*(p) correspondent o des disques plongés dans M
de dimension A et n — A respectivement.

Nous allons maintenant nous intéresser aux fonctions de Morse dont les varié-

tés stables et instables respectent une condition particuliére :
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Définition 1.1.7. Une fonct-ion f est dite Morse-Smale st elle respecte la condi-
tion de transversalité de Morse-Smale qui consiste ¢ demander que les variétés
stables et instables qui lui sont associées s’intersectent toutes transversalement,
c’est-a-dire que V¥ p,q € crit(f) on demande que W*(p) th W*(q).
La preuve du résultat suivant est faite en grand détail dans [BaHu].
Proposition 1.1.8. La condition Morse-Smale est une condition générique.
Maintenant, soit une fonction Morse-Smale f et soit q,p € crit(f), on définit

M, par
My = W*(p) " W?(q)

et 1'on définit M\;q par
Mg, = (W) nW*(@)} )7 (@)

avec a une valeur réguliére de f telle que f(q) < a < f(p) si cela est possible
(autrement M\gq = ). Ensuite, puisque pour des valeurs réguliéres a et a’ satis-
faisant la condition qui vient d’étre énoncée on peut identifier M\;q et .X/I\;; via
le flot nous donnant ainsi une relation d’équivalenceﬂgq ~ ./(/I\;;, on dénote par
My, 1a classe {Mp,la € (f(a), f(P)}/ ~.

Introduisons maintenant la définition suivante.

Définition 1.1.9. On peut définir un ordre partiel = sur crit(f) par la relation
prqe W) NW(q) #2 |
Remarque 1.1.10. Ainsi, p = p.

Cette derniére définition nous permet d’énoncer de la fagon suivante les pre-
miers résultats liant la fermeture des variétés stables et instables aux lignes de
flots brisées [BaHul].

Proposition ‘1.1.11. Soit r,p,q € crit(f) tel que p = q alors :

Weu(r) = UW“(x.) (1.1.10)
We(r) = | JW?(z) (1.1.11)
Moo= | My (1.1.12)

PRTEYFq



1.1.2. Orientation

Afin de pouvoir définir le complexe de Morse & coeflicients dans un corps K
lors de la section suivante, nous traitons dans cette sous-section la question de
l’orientation des variétés stables, instables et de l'intersection de celles-ci qui est
nécessaire a la définition de la différentielle. Nous y développerons aussi le concept
d’orientation cohérente sur lequel nous reviendrons & plus d’une reprise dans ce
mémoire. Mais avant toute chose, clarifions la notation utilisée ici.

Définition 1.1.12. Soit des variétés A C B C C C M, alors on note par N B
le fibré normal de B dans C restreint & A. Ainsi, NMB dénote simplement le
fibré normal de B dans M. On notera aussi par T4B la restriction de TB a A.

Le processus commence par un choix d’orientation [W*(z)] pour chacune des
variétés instables W*(z) en présence. Ce choix étant fait, pour chacune des va-
riétés M, nous noterons par

[sz]ind

I'orientition induite sur Mg, par la procédure suivante :

l Commengons par remarquer qu’au point critique y € crit(f) on a
T,W"(y) ® T,W*(y) = N;'W*(y) © T,W*(y)

On peut donc se servir de [T,W*(y]] pour induire une orientation [NW*(y)]
sur NMW+*(y). Ensuite, W*(y) étant contractile, [N}¥W?(y)] fournit une orienta-
tion [NMW?(y)] pour NMW*(y). On a donc coorienté W*(y). Maintenant, soit
NM., W*(y), larestriction de NYW*(y) & My, ce fibré hérite donc lui aussi d’une
orientation [N{ W*(y)] induite par [NYW?*(y)]. De méme, [TW*(z)] induit lui
aussi une orientation [Th,, W*(z]] sur Thy,, W*(z). Ainsi, puisque -
Tpga, WH(z) ~ TMay © N3, W)

on peut définir [TM_,|ing comme l'orientation qui fasse en sorte qu’en tout point
donné p € M,y, si 'on choisit une base G(N)W*(y)) pour N} W*(y) donnant

Porientation [NMW?*(y)] et une base B(T,M,,) telle que [3(T,M.,,)] coincide

avec [T My,]inq en p, alors on ait que

[T,W" ()] = [(B(TyMay), BNy W3(y)))] (1.1.13)
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Enfin, 'orientation de [//\;t\zy]md est donnée en utilisant le flot pour orienter la

premiére composante de la décomposition suivante
a - —
Tngsz ~ReTM;,

Nous allons maintenant aborder le concept de I'orientation cohérente. Toute-
fois, pour traiter ce sujet correctement, nous aurons besoin d’étudier un peu la
notion de gluing a travers le résultat suivant que 'on peut retrouver dans [We].
Proposition 1.1.13 (Gluing). Pour tout point régulier q, notons la ligne de flot
passant par q par {,. Soit x, y et z, des points critiques d’indices A + 1, X et
X — 1 respectivement (de fagon a ce que //\;I\zy et M\yz soient des espaces discrets),
pour tout couple (u,v), ot u et v sont des composantes connezes de My, et M,,
(c.a.d. que u est une ligne de flot de z a y et v est une ligne de flot de y a z),
il existe un plongement p : [po,00) — M., tel que pli_»rg)pp =y, pli_’r&ﬁpp =ulJov,
que ¥ p € [po,0) on a que %pp et Vf(p,) soient linéairement indépendants et
qu’aucune suite dans Mg, \{€y,|p € [po,0)} ne converge vers ulJv. Ainsi, pour

les variétés //\;I\zy, //\;t\yz et //\;!\zz, on obtient l'existence d’un plongement

——

e My, X [p0,00) X My, — M, (1.1.14)

(u, p,v) = uF v (1.1.15)

tel que lLr&u#pv = (u,v) et ou aucune suite dans M\zz\u#[mm)v ne converge
vers (u,[;)).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat fondateur du concept d’orienta-
tion cohérente dont la preuve est donnée dans [We].
Proposition 1.1.14 (Cohérence). Soit [u] et [0], I'orientation induite par le flot
sur les composantes u et v de My, et M,,, avec les conventions sur Vorientation

utilisées jusqu’a présent et en définissant l'application o par lexztension de la

correspondance sutvante
o : Or(u) x Or(v) = Or(My,)

i, [5]) = [(~V £ (50), —dipp,,)]
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On obtient que
U#([U]md, [v]ind) = [Mzz]

ind

1.1.3. Complexe de Morse

Dans cette section, nous allons définir le complexe de Morse. Commencgons
par définir sa différentielle.

Soit une variété Reimanienne (M, ¢) fermée munie d’une fonction Morse-Smale
f et soit un corps K. Considérons < crit( f) > K, I’espace vectoriel engendré sur
K par les points critiques de f. Si on dénote les points critiques d’indice k par

crite(f), on a que < crit(f) > K est un groupe gradué
<crit(f) > K= @ < crity(f) > K
k

Considérons maintenant deux points critiques z et y d’indices k et k — 1 respecti-
vement. On associe un signe n,(z,y) € {+1, —1} 4 chaque composante u € M,
en comparant l'orientation induite [u];nq sur u héritée de [My]inq et Porientation
donnée par le flot de fagon a ce que le signe soit positif si les deux orientations
coincident et négatif dans le cas contraire. On définit ensuite n(z,y) par la relation
n(z,y) = Y mu(z,y)
UEMay
En posant Cr(M, f) :=< crity(f) > K, on peut maintenant définir 1’applica-
tion Oy, sur Cr(M, f) en I'étendant par linéarité & partir de sa définition sur les

générateurs
95, Ck(M, f) = Cr_1(M, f)
Op(z)= D n(z,yy

yeerit(flu—1

On obtient ainsi de fagon évidente une application
35 - @DCM, ) —» @DCu(M, )
k k

et on obtient le complexe de Morse C,(M, f, Os) en le définissant comme la paire

C.(M, £,07) = (DCK(M, 1), 0;)
k
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que l'on notera parfois simplement C,(M, f) pour alléger la notation.

Notre prochaine tache consiste & montrer que §° = 0. Différentes approches
peuvent étre empruntées pour arriver  ce résultat. Nous utilisons dans ce mémoire
une méthode qui consiste & étudier les brisures de /(/t\my lorsque celui-ci est de
dimension 1. La preuve du résultat suivant suit la démonstration faite dans [We].
Proposition 1.1.15. Avec la différentielle telle que définie précédemment, on a

que 8;5_1 o 8k = 0.

DEMONSTRATION. Soit z, y et z, des points critiques d’indices A+ 1, Aet A —1
respectivement, alors /(/t\,,.z est de dimension 1 et est composé de courbes fermées
et de ségments de courbes. Les résultats de la section précédente nous ont permis
d’établir qu’a chacune des extrémités de ces segments de courbes correspond un
couple (u,v) € //\/t\my X /\/Zyz et qu’inversement, & chaque couple (u,v) correspond
une extrémité de segment de courbe dans M_.. Ainsi, si un segment de courbe
donné a pour couples associés & ses extrémités (u,v) et (&, ), il suffit de mon-
trer que les contributions n,n, et ngng faites & 8% par chacune des extrémités

s’annulent :
NyNy + Ngng = 0

Pour démontrer cela, on se sert du résultat 1.1.14 sur la cohérence. Si M: dénote

le segment de courbe en question, on obtient les égalités suivantes pour Mt

nuno[(V f(p,) )] = ”u”vg#([i‘]v [9])

d
) d_ppp
= o7 ([ulina, [V]ina)
=M
= 0% ([@ina, [B]ina)
= ngnso* ([, )

= nﬁni}[(vf(ﬁﬂ)7 dipﬁp)]

= —nzns[(Vf(p,), %ppﬂ
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ou la derniére égalité vient du fait que [dipp,,] et [dipﬁp] pointent en sens inverse sur
M, : O
Corollaire 1.1.16. On obtient une homologie H.(M, f) = H.(C.(M, f,0M))

On appelera I’homologie du corollaire précédent homologie de Morse associée

a la fonction Morse-Smale f.

1.1.4. Produit d’intersection
J

Dans cette sous-section, nous définissons le produit d’intersection qui est I'un
des objets d’études les plus importants de ce mémoire. Pour ce faire, nous devrons
composer avec un espace de modules différent.

Considérons le cas o1 ’'on a une variété orientable M et trois fonctions Mors.e-
Smale f; : M — R qui soient telles que leurs variétés stables et instables soient
en position générale. Cette derniére condition est une condition générique. Dans

ce cas, soit z; € crit(fi) (¢ = 1,2,3), on note par
M2 = W () N W (z2) N W (z5)

la variété d’intersection de dimension m = ind(z,) + tnd(z2) — ind(z3) — n ainsi
définie. Soit p € MZ1*™2, & chaque couple (p, f;) on peut associer la ligne de flot
du gradient négatif de f; reliant p et z;. De cette fagon, MZ!*? peut aussi étre vu
comme.’ensemble des tripodes oii chaque branche est une ligne de flot associée a
chacune des fonctions.

Choisissons maintenant une orientation [M] pour M, une orientation [TW®(-)]
" pour chacune des variétés instables de f; et f, et une orientation [TW?(-)] pour
chacune des variétés stables de fs. A partir de ces orientations, on va orienter
MZi#2 de la fagon suivante :

Soit une base

T1T2T3 __ ( T1T2T3 T1Z2Z3
B = (v] ) )
1o Um

pour T, M$1*2 ot p € MZ1*2, puisque l'intersection transverse de deux variétés
orientées dans une variété orientée est orientée, on peut choisir ensuite une base

B(@122) pour T,{W*(z;) N W¥(z2)} qui soit de la forme

(z122) _ T1L2L3 , T1L2 1,22
B = (B Uity s U ?)
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ol k = ind(z,) + ind(z2) — n, de fagon a ce qu’elle donne 'orientation positive :
[B772] = [Tp{W™(z1) NW*(z2)}]
Enfin, on choisit des bases de la forme

r1 T1T9 1,T3 x1,T3
B* = (B™**, v}y 7""Uind(a:1))

Ty T1T2 L2,L3 L2,L3
B* = (B ’Uk+1 Yy Uind(:cg))

T3 __ T1T2T3 T3 T3
B = (B 7U'm+17""vind(13))

de fagon a ce que [B™] = [T,W*(z1)], [B*2] = [T,W*(z2)] et [B®] = [T,W*(z3)]
et ot ui"™? € T,{W"(z1) N W?(z3)} et v]*™ € T,{W"(z2) N W?*(z3)}. On peut
bel et bien choisir les v;"** dans T,{W*(z1) N W*(z3)} puisque de la condition

de transversalité on obtient :
ToM =~ T,{W"(z1) " W?(z2)} & szw{W“(a:l) NW4(z2)}
~ T, {W*(z1) N W?*(z2)} & N;Vs(”){W“(a:l) NW?*(z2)}
On obtient ainsi une seconde base pour T,W*(z3) donnée par
By = (BY5, 0T, s Vina(na) Vb > 5 Vind(s))
On oriente finalement T, M7} a l'aide de la relation suivante

[T, M2 s = (8527

T1T2T3 ,,T2Z3 T2T3 z173 z123 _ T1,22,23 ,,%3 z3
<=>[(B yURYT v oo Uz’nd(m)’ Uk41 2000 Uind(:cl))] - [(B 1 Umt1s o) Ui”d(%))]

C’est-a-dire

[T M ina = [B*%27] & [B*] = [B5°] (1.1.16)

3
L’orientation de MZ*2 ainsi obtenue est notée [MZ1%2];,,.

Remarque 1.1.17. Le choiz de lorientation [B**2] pour B**2 n’influe pas sur
la détermination du signe. Puisque c’est le seul endroit ou l'on doit utiliser le fait
que M est une variété orientable, cette hypothése n'est en fait pas nécessaire a la
définition du produit d’intersection. Par ezemple, supposons que Uon ait dans R3
les variétés x = 0,y = 0 et z = 0 avec les orientations [(¥,72)], (%, Z)] et [(Z,7)],

~alors le choiz de B*Y = (%) nous donne B* = (Z,—9) et BY = (Z,—Z) et donc
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on obtient que le signe est positif de l’égalité [(—Z, —7)] = [(Z,7)]. Or, par une
(—2).

Remarque 1.1.18. Sidim(MZL™) = 1, puisque les fibrés tangents Trzye We(z,),

démarche analogue on trouve le méme signe si on choisit B*Y =

Tppya W (z2) et Ty W(z3) sont triviauz, on peut refaire la construction pré-

cédente avec des vecteurs
o= (o), v (), 0" (0) et (o)

dépendant d’un paramétre p dans un intervalle (a,b).

Définition 1.1.19. Lorsque dim(M3}*2) = 0, et donc que BE12223) = les
composantes de M3 sont des points isolés et de la procédure précédente on
obtient simplement un signe, noté n,(x,,xq,xs), pour chaque point g € MELe,

Ainsi, en posant

n(.Tl,.TQ,-Ts) = Z nq(.Tl,.TQ,.T;g)

quIl 1L

on peut donc définir le produit d’intersection p de la fagon suivante

o CP(M, fl) & Cq(M, f2) - p+q—n(C*(Ma fS))

T®z— Y n(E,2,75)Ts

z3€critptq—n(f3)

Remarque 1.1.20. De la procédure de détermination du signe, on obtient

qu(.’El,.’EQ, -TS) — (__1)(ind(mz)—(ind(ml)+ind(m2)—n))(ind(m1)—(ind(m2)+ind(m1)—n))nq(zQ’ .Tl,.Tg)

— (_1)(n—ind(ml))(n—ind(mz))nq(z2,zl’ z3)

et donc

o1 ® @) = (~1)nmindlen—inde)y (4, g )

Comme dans le cas de la différentielle de Morse, on peut compactifier MZ!:*2
en y ajoutant des brisures. Ces brisures se font le long des points critiques des trois
foncions f;. Le résultat suivant, obtenu en analogie avec celui de la proposition
1.1.13 dont on trouve la démonstration dans la littérature (voir [We]), rend la
chose plus précise.

Proposition 1.1.21 (Gluing pour M$!*2 en dimension 1). Soit trois fonctions f;

comme précédemment, trois points critiques appartenant ¢ chacune d’entre elles
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tels que ind(z3) = ind(z)) +ind(xe) —n—1 et soit 2| € crit(f,) tel que ind(z)) =

ind(zy) — 1, alors il existe un plongement
#fl : M\zlil:’l X [po,OO) x Mﬁim - Mﬁm
(4, £,9) = udt,g

tel que limu#,q = (u,q) et MEIV"2\u#|p.00)q ne posséde pas d’autre suite qui
p—00
converge vers (u,q). De facon analogue, il existe des plongements

——

/
B Moy X [90,00) X MEV2 — A2122

e _
#53 Mz; 2 X [po,00) X Mg, — ML

avec ind(xh) = ind(z2) —1 et ind(zy) = ind(z3)+1 et ayant les mémes propriétés.

Voyons maintenant comment le concept d’orientation cohérente développé a
la section 1.1.2 se généralise dans le contexte ci-présent. Soit un espace de module
MZ12 de dimension 1 comme précédemment et (u,q) € M\zlzi X Mi';’“, une bri-
sure de cet espace. En voyant ¢ comme un point de W“(wi) NW*(zy) N W3(z3) et
en voyant u#(,,c0j¢ comme étant une partie d’une courbe de W*(z;) NW*(z,)N
Ws(xz3) se compactifiant par 'ajout de ¢, considérons une paramétrisation -y

de cette courbe compactifiée (c.a.d. la courbe donnée par I'union de la courbe

U# (0,000 €t du point d’intersection ¢ en question)

v 10,1 = {u# oot | Ja; 0 #(00) et 11— ¢

On peut considérer que T,,([O,I])Wﬂ(:cl) est trivial. Donc, soit une trivialisation via
ind(z,) sections non nulles qui soit de la forme

((d%v)(p), v2(), -+, Vind(z1) (P))

ott va(p), -, Vind(ay) (p) € Ty W (21) et vy(1), oy Vind(ay) (1) € T{WH(27), alors on

peut définir une application
ok - Or(a) x Or(T,W*(z})) — Or(W¥(z,))

donnée par l'extension de la correspondance

([u]a [('UQ(]-)’ "'avind(m)(l))]) — [((d;dp’Y)(p)a'l)Q(p): "'avind(ml)(p))] S [07 1)
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Donc, en analogie avec la proposition 1.1.14, on obtient le résultat suivant.
Proposition 1.1.22 (Cohérence pour le produit d’intersection). Dans le contezte

qui vient d’étre expliqué, on a que

o* : ([il, [W*(a})]) = (W*(a)]

Notons par d la différentielle du produit tensoriel. Nous sommes maintenant
en mesure de prouver le résultat suivant qui nous montrera que le produit d’in-
tersection est bien défini en homologie.

Proposition 1.1.23. La différentielle commute avec le produit d’intersection,
c.a.d.

dop=pod

DEMONSTRATION. Puisque de par la définition de la différentielle du produit

tensoriel

pod(z ®z2) = pu(8(z1) @ 2 + (—=1)" gy ® O(z2))
= u(d(z)) ® z3) + (=1)" "= (3 ® H(z,))
on va donc démontrer que
00 (a1 ®22) = w(B(e1) ® 22) + (~1)" (a1 @ (a)

ETAPE 1

: . . ia s P v Ty,
Appelons brisure de type 1 les brisures associées a un élément de M, .1 X Mz; ?

. <. N 12 i T1,T} .
brisures de type 2 celles associées a un élément de Miyay % Mz, ? et brisure de
type 3 celles associées & MT™* x M, ... Considérons le cas ol les brisures sont

z zhT3
du premier type.

L'orientation de T o,1))W™(z1) et 'orientation de Ty([0, 1)) donnée par [M[172]

1 T
/ T3
induisent une orientation [v2(p), ..., Vindz;)(p)] sur N @+(]0,1)) grace a la dé-

composition suivante

TyoyWh(a1) = Ty([0,1)) @ NV &0y (]0, 1))

Sans perdre de généralité, on peut considérer que 'on peut étendre la trivialisation

du fibré normal donnée par [v2(p), ..., Vind(zy)(p)] & tout NWU(Il)'y([O, 1]). Ainsi, en
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identifiant Nun(ml)fy([O, 1]) et T,W*(z}) en (1) = q, on peut définir n, € {-1,1}
par
[02(1); -3 Vind(an) (1)] = ng[W*(21)]
Ensuite, toujours avec k = ind(z,) + ind(xq) — n, en regard du constat fait &

la remarque 1.1.18, construisons les bases

B5*(p) := (07" (0), Vi3’ (0)s -1 Vil (P), VRAT ()5 03 Ving e (P))

B:lm(p) = (Uflzzma(p)71)§3(p)) )Uf;d(z3)(p))

ou [v7**** (p)] donne 'orientation positive de MZ*2 pour p €

T3

pour TynWZ,,
[0,1), de fagon & ce que le choix des vecteurs qui les constituent soit tel qu’elles
respectent les conditions établies dans la procédure d’évaluation du signe décrite
au début de cette sous-section si p € [0, 1) et & la différence prés que 1e§ vecteurs
qui étaient pris dans TW*(z;) le soient maintenant dans TW ' (z) lorsque p =1

et qu’en plus

V1), 00 (1), 0T (1), o 0, (1) € Ty W3]

0 Yindxy

Puisque [v]""*"*(p)] donne l'orientation positive pour MZ'*? alors par 1.1.16 on

doit avoir que
[B3*(p)] = [Bi*(p)] 5 p€0,1)

Ensuite, considérons le fait que ’on peut étendre 'orientation de W(z,) au

U

point ¢ € W¥(z}) C W' (z,). Alors, en remplacant W*(z,) par W (z;) dans
la procédure d’évaluation du signe, les vecteurs constituant By(1) respectent les

conditions demandées pour I’évaluation du signe et on obtient aussi que
[Bz*(1)] = [Br*(1)]
Supposons n, = 1, alors
(03 *2(1), -, v (1), v T (1), s iy ()] = [T (21)]

et on peut poser

@, ThT2 zize Tiwa T3
B =(v"", v ,...,vmd(z,l))

=03 (1), v (1), vid T (1), s vy (1)

-3 Vind(z1)



18

et-évaluer le signe du produit en ¢ avec cette base en utilisant la procédure de
détermination du signe. Donc, en notant par B et B3° les bases que l'on doivent

comparer dans la procédure pour obtenir le signe en ¢ € M;)™, puisque

vE1=2%3(1) € T {W (z,) N W (z) N W3(z3)}

mais que

v (1) @ T{W*(e1) N W*(z2) N W*(23)}

en posant 732" := v{****(1) | puis ensuite ¥7® := v]*"™***(1) et en utilisant
1.1.4, on obtient que
T3 (1‘213) \XT2T3 213 1:1:63 T1Z3
[32 ] =@, g - > Vind(za) Yk~ 0o Umd(z’)”

== (1), 0f22(1), . 325 (1,082 (1), 05 5 (1)
=[B5°(1)] = [By*(1)]

=[P (1), 052 (1), oy ¥y (1))]

=[(07°,03°, ., Vingiay))]
=[B}*]

De ceci, on obtient que n, = 1 et donc que

ng = 1y, (1.1.17)

De fagon analogue, du fait que pour les brisures de type 2 on doive poser ;' **(1) :
vy ™2™ (1) et qu'ainsi, si I'on reprend Iexercice que I'on vient d’effectuer, on ob-

tient & la deuxiéme égalité que

' 4
(0™, Uf:j(ig)v U™ Ui+ Ufr:j(azl))]
=(_]_)('ind(:c2)—k)[(Uilb‘lzz:ca iifls(l N :c;j(am)(l)’vifla(l ’Ufﬁ;(aml)(l))]

ce qui implique dans le cas des brisures de type 2 que

nq — (_1)(ind(zz)—k) — (_1)(ind(zz)-—(ind(zl)+ind(zg)—n)) — (_1)11,—ind(:cl)nq

Pour les brisures de type 3, on obtient encore ng = n,.

ETAPE 2
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Avant de commencer, rappelons que lorsque 'on a traité le cas de la différen-

tielle, on a définit n, par
[4] = mu[u]ing

ou, comme précédemment, [4] est 'orientation donnée par le flot.

Débutons par remarquer que I’espace auquel on s’intéresse est de dimension
1, il est composé de courbes fermées et de segments de courbes. Supposons donc
pour simplifier que 'on se restreint & un unique segment de courbe et que celui—.
ci a pour extrémités deux brisures de type 1; (u,q),(%,§) € ‘/(4\5171517,1 X Mfé’zz
Soit v1{p) un champ de vecteurs qui donne 'orientation positive pour MZ:*? et
supposons que v, pointe dans le méme sens que dip(u#pq) a Pextrémité (u,q).
Alors, soit [v1{p), v2(p), --» Vind(z,)(p)] une orientation positive de Ty, W*(z1) on

obtient d’une part que

[01(0), 13(0), s Vinaon) (0)] = [~=y(0), v3(0), ., Vimaton) (O)]

dp \
= U#([u], ['U2(1), -0 Uznd(m)(l)])
= nunqa#([u]md, [Wu($1)])

= nunqa#([u]md, [Wu(ml)])

Mais puisque

o* ([uling, [W*(21)]) = [W"(21)] = [1(p), v2(p), -, Vinaten)(P)] 5 P € [0,1)

on a que
[MZ%] = [dipu#pq] = nuny =1 (1.1.18)
Par une démarche analogue, on trouve pour lautre extrémité, (@,q), ou vy et
%ﬂ#pd pointent en sens contraire, que ngnz; = —1. On obtient ainsi que
NNy = —NgNy

de facon a ce que la contribution des extrémités des segments de courbes & la
somme des signes associés aux brisures soit nulle. Par des arguments tout & fait
analogues appliqués aux autres types de brisures, on obtient des résultats simi-

laires pour les différentes combinaisons possibles, a la différence prés que dans le
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cas des extrémités on les brisures sont de type 2 on doit multiplier par un facteur
(=1)n~ind@) " Ainsi, en remarquant que le terme u(d(z1) ® z7) est associé aux
brisures de type 1, u(:cl ® 8(:::2)) aux brisures de type 2 et J o u(z; ® x) aux

brisures de type 3, on déduit que
0=~ o u(z ®z2) + p(B(z1) ® 22) + (1" (21 ® 9(z2))

= 9o (w1 ® 22) = u(3(z1) @ 7) + (=)™ (2, © Aza))

On obtient donc le corollaire suivant.
Corollaire 1.1.24. Le produit d’intersection p induit en homologie un produit

du méme nom

L HP(M; H)® H‘q(]v[a f2) = ﬁ+q—n(M’ f3)

Le résultat suivant est démontré dans [Ch]
Proposition 1.1.25. Le produit d’intersection en homologie est indépendant des

fonctions utilisées.

1.2. FONCTION DE MORSE ET TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

Dans cette section, nous allons traiter de différents résultats pour ’homologie
de Morse de fagon & pouvoir réutiliser toute cette machinerie pour construire le

diagramme de Poincaré-Lefschetz en homologie de Morse au chapitre suivant.

1.2.1. Homologie de Morse et foncteurs homotopique et difféomor-

phique

Dans la section précédente, on s'est restreint au cas des variétés fermées pour
définir le complexe de Morse associé & une fonction de Morse. Toutefois, cette
notion peut se généraliser & des variétés avec bord et a des variétés non compactes.
Le probléme vis-a-vis de la définition du complexe vient en bonne partie du fait
que dans ces cas le groupe de difféeomorphismes & un paramétre ¢, : M — M

n’est pas nécessairement défini pour ¢ # 0. Dans le cas des variétés avec bord
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qui sera traité a la section suivante, on peut régler le probléme en utilisant des
fonctions Morse-Smale qui soient telles que la composante du vecteur gradient qui
est normale au.bord soit nulle partout sur celui-ci. Pour ce qui est des variétés non
compactes, s’il existe une inclusion ¢ : M — N de M dans une variété compacte
N qui soit telle que 'on puisse étendre toute fonction de Morse f: M — R 4 une
fonction de Morse F': N — R (voir [Sc] section 4.2.1), comme ce sera toujours
le cas dans ce mémoire, et que ’on peut faire de méme pour la métrique, alors

on peut définir les variétés stables et instables liées & la fonction f par

Wig = Wika [ 1M

Wity = Werg [ 1M

Cela nous permet ainsi de définir la différentielle et nous pouvons donc définir
le complexe de Morse dans le cas non compact en stricte analogie avec le cas
compact. Certains des résultats présentés a la section 1.1 nécessitent 1'ajout de
conditions particuliéres sur le flot pour se généraliser au cas d’une variété qui
n’est pas fermée. Ces derniéres seront énoncées explicitement lorsque nécessaire.

Nous pouvons donc définir ’homologie Hy(Cy(M, f,9f)) associée a une fonc-
tion de Morse f dans le cas général. 1l nous faut maintenant en arriver a une
homologie qui soit indépendante de la fonction utilisée. Pour cela, le foncteur
homotopique joue un réle clef. On construit ce dernier de la fagon suivante :

Soit f,g: M — R, deux fonctions Morse-Smale. Considérons l’espace M x [0, 1]

muni de la métrique produit. Remarquons qu’il existe une homotopie Morse-Smale
h:Mx[0,1] - R
avec h(-,0) = f+ ket h(-,1) = g, on k € R est une constante, qui soit telle que
crit(h) = crit(h|pxo) U crit(h|arx1)

et que partout sur M x (0,1) on ait

oh

—a?<0

(Pour une preuve de cela, se référer par exemple & [Ro| p.21.)
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Définition 1.2.1. On appelera homotopie réguliére une homotopie qui respecte
les conditions qui viennent d’étre énoncées.

Pour la suite des choses, toutes les homotopies utilisées dans ce mémoire seront
réguliéres et on les appelera le plus souvent simplement homotopie pour alléger
le texte.

Alors, soit kA une homotopie telle que précédemment, en identifiant les com-
plexes C, (M %0, h|arxo) et Cu(M, f) et les complexes C,(M x1, h|prx1) et Cu(M, g)

on a donc que

Cu(M x [0,1],h) = C.ea(M, f) & Cu(M, g)
de facon a ce que 'on puisse écrire la différentielle sous la forme

8 0
Oh = (1.2.1)
o 9

9
‘oﬁ
o C*(Ma f) ~ C*-H(MX [0’ 6)’ hlﬂ’IX[O,ﬁ)) - C*(MX(E, 1]1 h’lMX(l—ﬁ,l]) ~ C*(M7 g)
est donné par
dh(z) = Z n(z,y)y ; T€ criti (b mxo.e)
yecrite(hlarx(1—e1))

Nous obtenons facilement grace  la relation suivante que ®" commute avec les

différentielles
o2 0
= T (1.2.2)
®" 0 df + 0,0 0" 0
= ®" 09y = -9, 0 D"
La démonstration des deux résultats suivants est présentée dans plusieurs

ouvrages dont [Sc]|.

Proposition 1.2.2. L’application induite par ®* en homologie
o, . Ha(M, f) — H.(M,g)

est un isomorphisme de groupes.
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Proposition 1.2.3. Soit des fonctions Morse-Smale f, g, £ : M — R et des
homotopies Morse-Smale h de f vers g, b’ de g vers £ et h" de f vers £ alors on

a que

oM o ®" = " . H,(M, f) — H(M,{)

De plus, si vy est une homotopie Morse-Smale allant de f vers f, alors on a
O = idr(m,)

Corollaire 1.2.4. L’isomorphisme ®", : H,(M, f) — H.(M,g) est indépendant
de l’homotopie h choisie.

Bref, on vient d’obtenir la fonctorialité de ®”. Ainsi, soit deux fonctions Morse-
Smale f,g: M — R, une homotopie réguliére h : M x [0,1] — R entre les deux et
soit [a]; € H(M, f) et [b], € H(M, g), on peut définir une relation d’équivalence

entre les classes d’homologie par

laly ~ [Blg < ®3([als) = [Bl

pour ensuite définir I'homologie de M comme étant le groupe ayant pour élément
ces classes d’équivalences et obtenir ainsi une homologie, notée H{M), indépen-
dante de la fonction.

Nous allons maintenant résumer briévement quelques propriétés des difféo-
morphismes vis-a-vis de I'homologie. Les preuves et les détails de tout ce qui suit
dans cette sous-section se trouvent dans le livre de Schwarz |[Sc].

Considérons d’abord un difféomorphisme ¢ : M — N entre deux variétés.
Donc, si f est une fonction Morse-Smale sur M, f o1 ™! est une fonction M-S sur
N et 9 fait correspondre les points critiques de ces deux fonctions induisant ainsi
une application de < crit(f) > K vers < crit(f oy ™') > K. De plus, si on choisit
sur N la métrique g := (61!)g, induite par 9)~! et la métrique g sur M, alors on a
que dip(VIf(x)) = VI(forp™")((z)). Ainsi, puisque dyp(F¢i(z)) = F(ow(x)),
on obtient que si ¢;(x) est une courbe solution de 1.1.3 sur M, alors ¥ o ¢;(x) est
également une courbe solution de ’équation du flot sur N. Donc, I'application

induite par 1 entre les complexes commute avec la différentielle. Nous avons donc
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obtenu un isomorphisme de complexes chaines

Yo : Cu(M, f) = C.(N, f o)
De celui-ci on obtient donc un isomorphisme

e Ho(M, f) = H.(N, foy™")

induit en homologie par 1,. Cette application posséde les propriétés suivantes
(ISc). |
Proposition 1.2.5. Soit 1y € C®°(M,N), ¢y € C®(M,N) et 1, € C*(N, L),
on a évidemment que Yo, 0 Y1, = (Y2 o), Si les difféornorphismes 1o et i
sont homotopes, alors . = Y,.

Supposons maintenant une seconde fonction M-S g : M — R et une homotopie

réguliére i : M x [0,1] — R entre f et g. On a donc que
ho(yxid)™ :Nx[0,1] =R

est une homotopie entre fo1~! et goy~1. De plus, il est évident que le diagramme

suivant commute

Co(M, f) =2 N, fou™)

oh pho(wxid)~! (1.2.3)

C.(M,g) =2 C.(N,goy™)

On obtient donc que ’application ), est bien définie en homologie sans égard
-a la fonction et nous donne un foncteur de la paire des variétés et des classes
d’homotopies de difféomorphismes vers la paire des groupes abéliens et des iso-
morphismes.

Enfin, de fagon plus générale, si 1 : M — N est un plongement, alors on
obtient de fagon analogue une fonction ¥; = f o1~ sur I'image du plongement.
Sous certaines restrictions, notamment si (M) est fermée, cette derniére peut
étre étendue a une fonction Morse-Smale 1y sur toute la variété qui soit telle
qu’aucune ligne de flot ne quitte (M) ( [Sc| corollaire 4.17) et on obtient ainsi
une application v, : C,(M, f) — C,(N,;) qui passe en homologie. On peut pour

ce morphisme démontrer les mémes résultats de fonctorialité qui viennent d’étre
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énoncés dans le cas des applications induites par des difféomorphismes et obtenir
ainsi un foncteur aux propriétés équivalentes qui va 'de la paire des variétés et
des classes d’homotopies de plongements vers la paire des groupes abéliens et des

homomorphismes.
1.2.2. Liens avec I’homologie singuliére

L’homologie de Morse telle que définie dans la section précédente est iso-
morphe & 'homologie singuliére dés que la variété M considérée est fermée. Ceci
peut s’obtenir de différentes facons. L’une de ces approches est d’associer & une
fonction de Morse-Smale un CW-complexe en associant une cellule & chaque point
critique puis de montrer que la différentielle du complexe de Morse et la différen-
tielle du CW-complexe correspondent.

Dans le cas d’une variété avec bord, on peut aussi obtenir un isomorphisme
entre I’homologie H,.(M, f) associée & une fonction Morse-Smale et I’homologie
singuliére. Considérons la définition suivante.

Définition 1.2.6. Une fonction Morse-Smale sur une variété M a bord OM
est une fonction f : M — R dont les variétés stables et instables s’intersectent

transversalement et qui est telle que sur la frontiére on ait :
Vflz) e T,oM Vze oM

Le résultat suivant lie I'homologie de Morse et ’homologie singuliére dans le
cas d’une variété & bord (voir [CoRal]).
Proposition 1.2.7. Soit une variété compacte M avec bord OM et une fonction

Morse-Smale f: M — R, en notant fo:= f|an, st Uinclusion évidente

crit(fo) — crit(f)

ne change pas 'indice des points critiques (c.a.d. indy,(z) = inds(z) Yz € crit(fo))

alors

H*(M7 f) =~ H*(M)sing
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St Vinclusion crit(fo) — crit(f) augmente indice des points critiques (c.a.d.

indg,(z) + 1 =inds(z) Vz € crit(fo)) alors
H.(M, f) = H(M,0M)sing
1.2.3. Homologie relative

Pour débuter, considérons la définition suivante.
Définition 1.2.8. Supposons une paire de variétés (A,M); A C M, avec M
compacte, et supposons une fonction de Morse f : M — R, alors le flot est dit
entrant dans A si aucune trajectoire ne quitte A. De facon analogue, on dit que
le flot est sortant de A si aucune trajectoire ne quitte M\ A pour entrer dans A.
Supposons une fonction Morse-Smale f: (A, M) — R dont le flot soit entrant
dans A tel que décrit dans la derniére définition. Puisqu’aucune ligne de flot ne

sort de A, alors C.(A, f|a) est bel et bien un sous-complexe de C.(M, f) et alors

C*(M f 8f) ( < C’f‘itkf >K =
S = : ¥ ) 1.2.4
Ci(A, fla, 05)4) @< critp fla> K f ( )
ott 9y, [a] := [0y,(a)], est bien défini. Pour la suite des choses, on notera le plus
souvent : C,(M, A, f,05) = %ﬁb. On a donc la courte suite exacte

0= Cu(A, fla) > Cu(M, ) 5 C.(M, A, f,8;) — 0
dont on obtient la longue suite exacte suivante en homologie
7] 1x * 0 - Tx
- D H(A, fla) 2 He(M, £) 5 Ho(M, A, f) 5 Hy 1 (A f) 5 -

ol Jy, est 'application du lemme dﬁ serpent. Nous voudrions maintenant vérifier
que l'on puisse définir Hy(M, A) indépendamment de la fonction. Pour ce faire,
. supposons une seconde fonction g remplissant les mémes conditions que f, alors
on peut garantir I'existence d’une homotopie h entre f et g qui soit telle que pour
toute valeur fixe de t le flot associé & la fonction h(-,#) — R soit entrant dans
A ( [Sc] lemme 4.34). Donc, puisque ®* : C,(M, f) — C.(M, g) est donné via &y,

associé au flot, alors on a que

da) e< crit(g)|a> K Va € <crit(f)|a> K
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ce qui implique que ®" induit de facon canonique une application
8" C.(M, A, £,37) — Cu(M, A, 9,;)

entre les quotients. Ensuite, du diagramme commutatif suivant

Hu(A, fla) — s Ho(M, f) — 5 Ho(M, A, f) —2 Hy1(A, fla) -+

i . Bye
+ Hy(A,gla) —=— Hp(M,g) ——— Hp(M, A,g) —— Hi_1(A,gla)- -

nous pouvons obtenir que 61‘ est un isomorphisme en appliquant le five lemma.
Du fait que ®” est indépendant de ’homotopie utilisée, on peut obtenir algébri-
quement que 55 est aussi indépendant du choix de h. Ainsi, on peut procéder
a4 l'identification et obtenir une homologig relative H,(M, A) indépendante de la
fonction. Toutefois, il y a aussi une autre facon d’obtenir ce résultat. On aurait
pu tout aussi bien identifier C,(M, A, f, 8;) avec le complexe C,(M\ A, f|ana4) (ce
qui sera fait explicitement & la section 2.1.2 & travers le morphisme 2.1.3) pour
ensuite utiliser des homotopies d’homotopies entre les homotopies de la forme
hlmva : M\A x [0,1] — R et donc conclure aux propriétés de fonctorialités de
ces derniéres menant ainsi au résultat par une méthode analogue a celle utilisée

dans le cas non relatif.
1.2.4. Dualité de Poincaré et produit cup

On peut définir le complexe de cochaines associé & une fonction Morse-Smale

par
C*(M, f,6;) = (@Hom(< critef >,K),5f) (1.2.5)
k

ou d7,&(a) = £(9y,,,(a)) (1.2.6)

On va maintenant s’intéresser a I'une des principales relations existant entre
les groupes d’homologie et de cohomologie, & savoir, la dualité de Poincaré. Gros-
siérement, dans le cas d’'une variété fermée M de dimension n, cette derniére
consiste en une application P : H,(M) — H"*(M), ou inversement, permettant

d’établir un isomorphisme entre ces deux groupes. Pour ’obtenir, on commence
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par définir un isomorphisme de complexe de chaines A : C,(M, f) — C**(M, —f)
~de la fagon suivante

Considérons un point critique p d'indice % de la fonction f, remarquons que f
et —f ont les mémes points critiques et donc que p est un point critique d'indice

n — k de la fonction —f. Nous pouvons donc définir 'application
A erity(f) = Hom(erity—w(—f), K)

par la correspondance
Alp) ==&

ou &, € Hom(crit,_«(—f),K) est donné par &,(p) = 1 et &(z) = 0,z # p.
Puisque les fonctions de type &; engendrent C*(M, —f) comme groupe abélien
libre et que c’était aussi le cas pour C,(M, f) avec les points critiques et puisque
A est une bijection entre les générateurs de chacun de ces groupes, alors A peut
donc étre étendu isomorphiquement sur tout C.(M, f). Il nous faut maintenant
vérifier que A est un morphisme de chaines en montrant qu’il comimute avec la
différentielle.

Pour en arriver a cela, on aura besoin d’un résultat liant ns(z,y) et n_f(y, z)
ou z et y sont des points critiques de f d’indices k et k -1 respectivement.
Proposition 1.2.9. Soit M, une variété orientée, alors on peut orienter les va-

Tiétés instables lides & f et —f de fagon a ce que ny(z,y) = (—1)fn_s(y, z).

DEMONSTRATION. Pour alléger la notation, ici on notera W* = W*(z).
Choisissons des orientations pour les variétés instables de f. On obtient par le
fait méme une orientation induite [My,]ing sur Mg, Soit = € crity(f) et y €
erit—1(f) et soit p € My, alors choisissons des bases donnant !'orientation
positive B(T,Ma,), B(T,M), B(T,W¥) et B(N;”W;) pour T,M,,, T,M, T,W¥
et NI‘)M W;. Soit 2 € crit(f), puisque

T,M = T,We @ T.W? (1.2.7)

on peut se servir de l'orientation des variétés instables et de 'orientation globale

sur M pour orienter les variétés stables.
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Ensuite, I'orientation de T,W; induit une orientation sur N)*W. Choisissons
une base B(N;”W;‘) donnant l'orientation positive pour ce dernier. On établit
une convention pour obtenir une orientation [T, Mgyling, sur T,M,, a I’aide de

I'orientation des variétés stables grace & la relation
T,W; = TpMay ® NY' WY (1.2.8)

de fagon complétement. analogue & celle utilisant l'orientation des variétés in-
stables explicitée & la section 1.1.2. En se servant justement de la convention
pour l'orientation expliquée 4 la section 1.1.2, utilisant les variétés instables, no-

tons d’abord que ’on doive avoir que
[L,W3] = [(B(T,Mqy), BN} W;))] (1.2.9)

Choisissons maintenant des vecteurs {vVing(z)+1, ---»Un}; Vi € T,W, Vi, tels que

[T,M] = [(B(TpMay), BINY W), Vind(@)+1, ---> U] (1.2.10)

On a donc
[TpM] =[(B(Tpsz): B(Név[W;)a Vind(z)+15 -+s Un)] (1211)
=(—1)*[B(NYW?), B(TyMazy), Vind@y+1, ---» n)] (1.2.12)

Ainsi, puisque [N¥W;] est induite & 'aide de [T, W], on déduit de la relation
1.2.7 que
[TPWyS] = (_1)k_l [(B(TPMM/): Vind(z)+1) +++ Un)] (1213)

Mais, de 1.2.9, 1.2.10 et de la relation 1.2.7 conjuguées au fait que [N WY| est
induite a laide de [T, W], on obtient que

[NYW] = [(Vind@)+15 --» Un)] (1.2.14)
Ainsi, en regard de ces deux derniéres équations (1.2.13 et 1.2.14), on obtient
W3] = (~1) (BT, M), BNM W] (1.2.15)

et, en utilisant la convention 1.2.8 pour orienter 7,M,, a l'aide des variétés

stables, on obtient donc une orientation [T, My, ]ing, donnée par

[TPMIy]indz = (_1)k—l[B(Tpsz)] = (_]-)k_l[TpMa:y]ind
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Les variétés stables de f correspondant aux variétés instables de —f, on peut
utiliser la convention 1.2.7 pour orienter les variétés instables de —f et obtenir

finalement que

ns(z,y) = (~1)(=1)*'n_p(y,2) = (~)n_s(y,z) (1.2.16)

ol la multiplication par —1 dans (—1)(—1)*"'n_;(y, ) vient du fait que le flot
de — f est en sens contraire de celui de f ce qui change le signe associé a la ligne
de flot. O

On peut maintenant démontrer le résultat souhaité.
Proposition 1.2.10. Si M est orientable et z € crity(f), avec le choiz d’orien-

tation pour les variétés instables de — f fait comme précédemment, on a que

Ao dy(z) = (~1)k6_; 0 A(z)

DEMONSTRATION. Soit p € crit, ri1(—f) et g € crit,_x(—f), on a que

(6-7€)(p) = &,(0-sp)

=&( Y nsbaon)

zecritn_k(—f)

= n—f(p7 q)
D’oil

0-f& = > oy, 04

yEeritn_g41(—f)
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Et donc, en utilisant 1.2.16, on obtient

(—1)*8-r(Ag) = (-1)"0_¢,
= Z (=1)*n_s(y, 9)&,

yeeritn gy (—f)

= Z nf(Qay)gy

yeeritg_1(f)

= > An(a.9)y)

yEeritg_1(f)

:‘/\( > nf(q,y)y>

yeeritg_1{f)

= A(dsq)
|

Il nous faut maintenant vérifier que A, est bien défini en homologie sans égard
4 la fonction. Soit A une homotopie entre deux fonctions M-S f et g, alors le

résultat découle de la commutativité du diagramme suivant
@h
Ci(M, f) —— Ci(M, g)

J(A, (~1)k+ J(Ag (1.2.17)

CrE (M, — f) =5 ¢ (M, —g)

qui, elle, est évidente en considérant que ®" est donné via 8y, que ® " I'est
via 6_j, et que l'on peut donc appliquer la proposition précédente aux fonctions
h,—h : M x [0,1] — R de fagon & obtenir A\, o 8, = (—1)¥§_, o A. Le fait que
le signe soit (—1)¥*! au lieu de (—1)* dans le diagramme s’explique par le fait
que l'inclusion évidente @ : critg(f) — critg1(h) augmente I'indice des points
critiques de 1.

On est donc maintenant en mesure de définir la dualité de Poincaré comme
suit.
Définition 1.2.11. Soit H, une homotopie de f vers —f, on définit la dualité
de Poincaré Py : Hy(M, f) — H"*(M, f) de la fagon suivante

Py =)o@ (1.2.18)
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La dualité de Poincaré nous permet de donner une définition du produit cup.
Définition 1.2.12. Le produit cup U : HP(M) @ HI(M) — HFPYI(M) est donné
par

2] Ul = P (i (P7([e]), 27 (0)))
Schwarz donne dans. [Sc| (section 5.3) la définition alternative mais équiva-

lente! suivante pour le produit cup :

HY(M, fY® HY(M, f) 5 HYY(M x M, f & f) =N HPre (M, f)
ol A* est induit par A : M — M x M et ou 7 est donné grace A I'application du

théoréme de Kiinneth (voir |Br|) suivi du morphisme

v HPY(CL(M, f) ® Cu(M, f)) — HPYY(M x M, f & f)

ot y~1* s’obtient du morphisme canonique de complexe
v:ClM, [)®CUM, f) = CAM x M, f & [)
induit par l'identification

crite(f & ) = | criti(f) x crit;(f)

1* on obtient que si ’on a une inclusion

De la naturalité des morphismes A* et v~
i : A— M et une fonction M-S f : M — R qui soit telle que le flot soit entrant
dans A alors

(e wit(fy]) = (el U o)) (1.2.19)

1.3. RECOLLEMENT ET VARIETES A BORD

L’objectif de cette section consiste & expliquer une procédure pour obtenir une
fonction Morse-Smale sur une variété a bord a partir d’une fonction M-S choisie
génériquement sur le bord. La sous-section 1.3.1 présente une méthode élémentaire
de recollement de fonctions de Morse dont on se sert pour obtenir le résultat final
présenté a la sous-section 1.3.3. Dans la sous-section 1.3.2, on développera le
matériel théorique servant a garantir que 1'on peut obtenir génériquement de ce

11 ohjectif dans [Sc] est de construire un produit cup qui soit isomorphe au produit d’in-

tersection singulier a travers la dualité de Poincaré.
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recollement des fonctions remplissant la condition Morse-Smale. Finalement, la

sous-section 1.3.4 consiste en une application du recollement aux homotopies.

1.3.1. Une méthode de recollement

Considérons une variété riemannienne fermée B de dimension n — 1 et deux
variétés connexes, Ny et Ny, de dimension n, possédant chacune une région AZ
difféeomorphe & B x (0,1) via un difftomorphisme ¢; : A, — B x (0,1) avec
pour métrique sur cette région la métrique ind}lite par la métrique produit. On
demande aussi que I’on ait que N;\A; soit compact et que N;\{p; (B x (0,¢))}
soit connexe avec € < 1 (cette derniére condition obligeant A; & étre un "bout
d’extrémité B x 0"). Supposons que sur N; et N; 'on ait respectivement les
fonctions réelles f, et f; respectant les conditions suivantes sur les régions A; et

Agi

-1

aﬁ% >0 (1.3.1)
1

8’02% <0 (1.3.2)

Alors, soit v : Ay — Ay, donné via les p; par v = ¢y oy oy, ot ¥'(z, 1) = (z,1—1).
Nous voulons obtenir sur ’espace M = N;|JN; une fonction f: M — R qui ne
posséde pas de point critique sur la zone Zle recollement et qui soit telle que
flv—ni= fa+ ket flm—n,= f1, avec k € R. Pour ce faire, il suffit d’utiliser une
partition de l'unité {p), p,} subordonnée a {U,V}, oa U = [0,3) et V = (3,1]
puis d’étendre ensuite cette partition de la facon évidente & une partition sur
OM x [0,1] en posant p. := p. @ id et p) := p, & id et enfin de définir p, par
polanvyi= 0, pslanne:= 1, po|lminNe:= Py © 1, puis de fagon analogue p, par
Pula\nNg:= 0, pulan\v; = 1 et pu|ny nny:= Py, 0 @1 pour ensuite définir f de la fagon
suivante :

Etendons préalablement f;: N; — Ret f; : Ny — R de facon arbitraire a des
fonctions f1 : M — Ret fo: M — R sur tout M. Nous définissons f par

fo=pofi+ pulfo+ k)

avec k = —Maz{Sup{(faovy™' — f1},0}
Ay
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De cette facon, on obtient sur la zone de recollement que fooy~™'+k < f; et donc,
de fagon équivalente, que fo(x) < fi(z) pour tout = dans la zone de recollement.

De plus, en remarquant que

dpyowgt _ Opuowy’

ot ot

ol 3051 = ia, 07", avec ia, : A < M, et en demandant que p, soit tel que

dpy © @y

5 (z,t) >0 VY (z,t) €M x(0,1)

on obtient que

dpu oy’

rs — 8pv o 30_1 r3 —
i o (o' +h)+ o= fiowg' >0
Ce fait conjugué a celui que par 1.3.1 et 1.3.2
3 -1
Py © 80(;1 . 8]('1% >0
et i
8 -1
Py © 3051 . % > O
8 -1 —1 8 -1
(puisque (f2 07(% ° 1) > () nous assure que f—;t%_ > 0 aprés le recol-

lement sur la zone ou celui-ci est effectué et que nous n’avons donc bel et bien

généré aucun point critique sur celle-ci.

1.3.2. Une relation pour les variétés stables et instables

Soit B : (=4,8) — R, une fonction Morse-Smale possédant comme unique
point critique un minimum en 0 sur l'intervalle (—4,0) et fo : OM — R une
fonction Morse-Smale sur une variété fermée @M. Considérons la variété produit
OM x (—6,6) munie de la métrique produit. On a que F(z,s) := fo(x) + 5(s) est
aussi une fonction Morse-Smale sur OM x (—6,d). Dans ce cas, étant donné le

choix de la métrique, on obtient pour le gradient que
VFE(z,s) = (Vfolz), VE(s)) (1.3.3)

Ainsi, le groupe de difféomorphismes & un paramétre associé a F' prend la forme

particuliére suivante :

of (z,8) = l*(z) x ] (s) (1.3.4)
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On est maintenant en mesure d’expliquer le lien entre les variétés stables et in-
stables de OM et celles de OM x (—4,9).

Proposition 1.3.1. Sout la situation telle que décrite ci-haut et soit z € crit(fy),

alors on a la relation suivante entre W*(2) C M et W*((2,0)) C M x (—4,9)
W?((2,0)) = W?(2) x (=46,9) (1.3.5)
De plus, pour les variétés instables on a

WH((2,0)) = W¥(z) x 0 (1.3.6)

DEMONSTRATION. Soit s € (—6,0) et y € W*9(z) ot z € crit(fy). De 1.3.2 on

obtient facilement 1’égalité :

Jim ;' (y, 5) = (2,0)
=(y,5) € W*((2,0))

=W?(z) x (=4,0) € W*((2,0))

Mais, puisque. |J W3(z2) x (=6,8) = M x (=6,8) = U W*((z,0)), on
zEcritfo disj.
z€Ecritfy

obtient alors que W?*((z,0)) = W*(z) x (=0, ). La deuxiéme égalité est évidente.
O

Il est clair que le résultat précédent se généralise facilement. Notamment,
supposons que 1’on se retrouve comme dans le cas précédent & I’exception prés de
la mulitiplication de fy par une une fonction a(s) : (—9,d) — R, c’est-a-dire que

nous sommes dans la situation on la fonction Morse-Smale s’exprime comme :

F(z,5) = als)fo(z) + B(s) (1.3.7)
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Alors, pour que les résultats de la proposition 1.3.1 s’appliquent, les trois condi-

tions suivantes sur « sont suffisantes :

1) erit(a(s) fo(z) + B(s) [ 1OM x {(=6,6)\0} = ¢ (1.3.8)

2) 3 >0 taq Z—C:(So) =0 Vsg € (—¢,€) (1.3.9)

3) 0) >0 (1.3.10)

En effet, les deux premiéres conditions garantissent que tlzmgof (-,s) = (-,0),
—00
ce qui implique en regard de la derniére condition que, avec y et z comme dans
la proposition 1.3.1, on a tlim(pf(y, s) = (#,0), nous permettant ainsi de conclure
—00

de facon identique.

1.3.3. Fonctions de Morse et variétés a bord

Nous allons maintenant nous intéresser au cas d’une variété a bord et montrer
comment on peut utiliser les résultats des deux sections précédentes pour obtenir
une fonction Morse-Smale sur celui-ci (voir la définition 1.2.6). Pour faire cette
construction, nous aurons besoin du lemme suivant.

Définition 1.3.2. Soit a, une valeur réguli¢re d’une fonction de Morse f et z un

point critique de cette derniére, définissons
Spt = W(2)()f(a)

et
Sp* =We(2)(f(a)

Lemme 1.3.3. Soit f, une fonction de Morse, A = {x, 22, -+ , 2.} un ensemble
de cardinalité mazimale de points critiques de f parmi ceur qui sont tels que
flzy) < flzg) < -+- < flzn) et {a1,  ,an_1} des valeurs réguliéres de f telles
que f(z;) < a; < f(ziy1). Alors f respecte la condition Morse-Smale si et seule-

ment si Vi <n on a que SE% th S3% dans f~'(a;) quel que soit 2y, 2 € crit(f).
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DEMONSTRATION. =) Evident.

<) La condition de transversalité étant trivialement respectée aux points cri-
tiques, il suffit de vérifier celle-ci aux points réguliers. Considérons f~!(a;), celle-
ci étant une surface de niveau associée 4 une valeur réguliére, il est clair que
Spe i S§3% dans U a) = T.W¥(z) @ T.W?(z) = T.M Vz € f~a;). En-
suite, soit ¢ un point régulier tel que f(z;) < f(q) < f(ziy1), Iy € f1(as) et to tel
que f,(y) = ¢, mais puisque ¢f,(W*(2x)) = W*(z) et of,(W*(20)) = W*(z) et
que <ptfo est un diffeomorphisme, on obtient forcément que T, W*(z )T, W*(z,) =
T,M, ce qui implique que T,W*(z) & T,W*(z,) = T,M, d’ou le résultat. O

Considérons donc uné variété M avec bord M. On a que M\BM_posséde une
région A diffeomorphe & M x (0,1). On peut choisir génériquement sur M\OM
une fonction Morse-Smale f” : M\OM — R qui soit telle que le flot soit tel que
%ﬂ > 0 sur la région A ~ OM x (0,1). Etant donné cette condition sur le flot, il
est clair, en regard de ce qui a été fait a la section 1.3.1, que ’on peut facilement
modifier f” sur A, et uniquement sur A, de fagon a obtenir une nouvelle fonction
[ M\OM — R tel que f'|aarx(009)= s+ c. Cette procédure ne générant pas
de nouveau point critique, la fonction ainsi obtenue est aussi Morse-Smale. En
choisissant ensuite également une fonction Morse-Smale fo : M — R sur OM
et en considérant la fonction étendue sur la variété produit OM x [0,1) comme
décrit a la section 1.3.2, avec disons (3(s) = s%, ceci nous donne une fonction
fi: OM x [0,1) — R de la forme fi(z,s) = fo(z) + s* sur cet espace. On peut
alors appliquer encore une fois la méthode de recollement discutée en 1.3.1 et

obtenir ainsi sur M une fonction f : M — R ayant la forme suivante sur une

région ~ OM x [0,0.9)

f(z,8) = pu(s)(fo(z) + 8% + k) + pu(s)(s + ¢)
= pu(8)(fo(@) + k) + puls)s® + py(s)(s + ¢)
= a(s)(folz) + k) + B'(s);

avec a:=p, et B i=p,-(s+c)+ DuS2.
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Ainsi, les conditions 1.3.9 et 1.3.10 évoquées plus haut sont donc clairement satis-
faites tandis que le fait que le recollement fait en 1.3.1 ne génére pas de nouveau
point critique nous assure que la condition 1.3.8 est aussi satisfaite et (en chan-
geant l'intervalle (—§,6) par [0,0.9)) nous sommes donc dans une situation ot la
proposition 1.3.1 peut s’appliquer. La prochaine étape consistera a tirer avantage
de ce fait pour montrer que f; peut étre choisie génériquement de fagon a ce que
la fonction f obtenue du recolement respecte la condition Morse-Smale.

Dans la situation décrite ci-haut, il est clair en regard du lemme 1.3.3 que pour
s’assurer que la fonction obtenue respecte la condition Morse-Smale il suffit que la
condition de transversalité soit vérifiée pour les sphéres stables et instables dans
une surface de niveau comprise a I'intérieur de la zone de recollement. Choisissons
donc la surface de niveau f~!($+c) qui correspond & la tranche OM x % (rappelons-
nous qu'a la section 1.3.1 la partition de ’unité utilisée est subordonnée & [0, %)
et [3,1), impliquant ainsi que f|aMx(§,o.9)$ s+ c). Soit z, € crit(f|anamxlo1)),
on voudrait que W¥(z,)[[{OM x £} soit transverse & W*(z)({OM x £} dans
oM x% Vz € crit(f|sn). En utilisant la proposition 1.3.1, on raméne le probléme
a trouver fy Morse-Smale tel que ses variétés stables intersectent transversalement
W{(W*(2) {OM x £}) € OM ou i : M x § — OM est I'inclusion évidente. Or
ceci est une condition générique. On peut donc choisir génériquement la fonc-

tion fp désirée qui satisfasse cette condition pour tous les points critiques de

crit(faomx (1))

1.3.4. Application aux homotopies

Nous allons maintement montrer comment 1’on construit une homotopie Morse-
Smale entre deux fonctions M-S sur une variété 4 bord obtenues par la méthode
expliquée & la sous-section précédente.

Soit M, notre variété a bord, et soit deux fontions Morse-Smale f: M — R
et g : M — R obtenues comme & la sous-section 1.3.3 & partir des fonctions
fo:OM - R, go: 0M = R, f': M\OM — Ret ¢ : M\OM — R. Puisque
le flot généré par f’ et ¢’ est entrant dans la région M x (0,1), alors il existe

une homotopie réguliére b’ : M\OM x [0,1] — R entre f" et g’ + b, ot & est une
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constante, pour laquelle le flot généré par h'(x,t) : M\OM — R est entrant dans
8M x (0,1) pour toute valeur fixe ¢ ( [Sc|). Ensuite, on peut choisir une homotopie
hi : OM x [0,1] — R entre f; et go + b et I’étendre comme & la sous-section 1.3.2
avec 3 = s? pour obtenir une nouvelle homotopie hy: OM x [0,1) x [0,1] - R
entre les fonctions fy + s% et go + s> + b. Si l'on effectue le recollement de ces
deux homotopies & la maniére discutée en 1.3.3, on obtiendra une homotopie
h: M x [0,1] - R, pas nécessairement Morse-Smale, et la procédure "restreinte
at=0etat=1" étant identique & celle faite pour obtenir f et g, il est clair
que h(z,0) = f et que h(z,1) =g+b. 2

Ensuite, pour obtenir la condition Morse-Smale, remarquons qu’il ne nous
reste qu’a faire en sorte que les variétés instables des points critiques de la tranche
M x 0 intersectent traversalement les varitétés stables des points critiques de la
tranche M x 1. Considérons donc la région M x [0,1) x [0,1] C M, le fait que
h|aMxox[o,1]f—‘ ho soit Morse-Smale nous assure qu’il 3 ¢ tel que les variétés stables
et instables s’intersectent toutes transversalement dans M x [0,¢€) X [a, b] avec
a et b tels que 0 < a < b < 0. On peut donc perturber h uniquement dans
une région M x (€3,1) X [a,b], ot 0 < €2 < €, pour obtenir la transversalité
des variétés stables et instables dans une région OM x [0,1) X [ag, by avec a <
as < by < b. La preuve garantissant que 1’on puisse procéder ainsi est analogue &
celle p.résentée dans [BaHu] (lemme 6.10), aussi nous ne la referons pas ici. La
région OM x [0,1) x [az, by] ne contient en général pas nécessairement de surface
de niveau, mais toute tranche de la forme OM x [0,1) x a, avec a € (aa,bs),
constitue une hypersurface de codimension 1 & travers laquelle le flot doit passer
et 4 laquelle on peut supposer que le négatif gradient n’est jamais paralléle. Ainsi,
on peut refaire une démonstration semblable en tout point & celle du lemme 1.3.3
pour obtenir que la nouvelle fonction obtenue de la perturbation est Morse-Smale.
Nous avons donc obtenu une homotopie Morse-Smale H : M x [0,1] — R entre

les fonctions f et g + b qui soit égale & hg lorsque restreinte au bord.

2Remarquons que I’on peut choisir préalablement les constantes utilisées dans la construc-

tion 1.3.3de fet gdefagon dcequecy =cy+b=ch, kf=kg=knet b=10"



Chapitre 2

THEOREME DE LA SIGNATURE

2.1. DIAGRAMME DE POINCARE-LEFSCHETZ EN HOMOLOGIE DE

MORSE

Dans cette section nous construirons le diagramme de Poincaré-Lefschetz.
Toutefois, avant de procéder a cela, nous devrons expliquer un peu plus le contexte
et la notation utilisée dans la démonstration. Aussi, on devra dévopper les rela-
tions liant I'homologie et la cohomologie des variétés a bord qui nous manquent

encore.
2.1.1. Notation et mise en contexte

Le théoréme de la signature s’applique a une variété OM lorsque celle-ci est
le bord d’une variété M’. Dans cette situation, on a donc que M posséde dans
celle-ci un voisinage difféomorphe a M x [0,1). On péut donc munir M’ d’un
collier M x (—1,0) pour obtenir une nouvelle variété M. On identifiera donc M
et OM x 0 et on utilisera ces deux notations  des fins de clarté dépendamment du
contexte. Afin de simplifier les manipulations, c’est principalement avec M plutét
qu’avec M’ que nous travaillerons pour établir les résultats servant 4 prouver le
théoreme de la signature. Cela est possible pour la raison mise en lumiére dans
le paragraphe suivant.

Considérons 'inclusion évidente

i OM x (—1,1) = M



41

Pour la suite des choses nous noterons
M, = M\i(OM x (—1,s])

A=1i(0M x (-1,0.3])
et B = M. Faisons le choix générique d’une fonction Morse-Smale
fot+B:0M x (-1,1) - R

a la maniére de la section 1.3.3, avec §: (—1,1) — R une fonction Morse-Smale
avec pour unique point critique un minimum en 0 et fo : M — R une autre
fonction M-S, de fagon a ce que la fonction obtenue du recollement fait tel qu’en
1.3.3 avec une fonction M-S f’ : My — R soit une fonction M-S f : M — R.
Remarquons que C,.(A, fla) = C.(OM, fo), on va donc en arriver a nos fins en
prouvant le résultat voulu pour H,(A, f|a) et ainsi I'obtenir pour H,(OM).
Pour prouver le théoréme de la signature, nous allons batir un diagramme
appellé diagramme de Poincaré-Lefschetz en homologie de Morse. Ce sera le but
principal de ce chapitre, puisqu’une fois ceci fait la preuve se déduit algébrique-
ment de la méme fagon que dans le cas de ’homologie singuliére (pour celle-ci
voir [Br]|). Avant de débuter vraiment, expliquons encore un peu plus la notation
A venir.
Définition 2.1.1. Soit un compleze de chaines A, si on définit le compleze A,
laide de A}, := Ai_1, alors la suspension elst définie comme étant l'identification

canonique
susp: A, — A4

Notamment, avec (3 et fo comme précédemment, la suspension peut étre vue

comme nous fournissant ’identification évidente
susp: Co(OM x (=1,1), fo+ B) = Cona(0M x (=1,1), fo ~ B)

Toujours avec #: (—1,1) — R une fonction Morse-Smale avec pour unique
point critique un minimum en 0, si fy,g0 : M — R sont des fonctions M-S,
en considérant les fonctions Morse-Smale fy + [ et go — [, on a une identifica-

tion canonique entre C,(OM, fo) et C,(OM x (=1, 1), fo+03) et entre C,(OM, go) et
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Cut1(8M x(—1,1), go—B). Donc, en supposant une homotopie hq : dM x [0,1] = R

de fo vers gy et son morphisme de chaines associé
M CL(OM, fu) — C.(OM, go)
on a que ce dernier induit un morphisme
' : CL(OM x (=1,1), fo+ B) = Coa(8M x (=1,1),90 = 5)
dont la définiton est donnée par
P = susp. 014 0 P 0]t

t:OM x 0— M x (—1,1) est linclusion évidente. De facon analogue on
définit
" 2 CL(OM x (=1,1), fo — B) = Cu_1(OM x (=1,1),90 + B)
1

par % =, 0 @ 0 17! o susp.”

2.1.2. Quelques relations pour I’homologie et la cohomologie

Tout d’abord, selon les définitions discutées a la section 1.1, on a que

(M, f,0) = (EB <critg(f) > K, af) (2.1.1)

2

(@( < crite(fla) > K® < crity(f]5) > K),af) (2.1.2)
k

Ainsi, toujours en utilisant la notation C,(M, A, f,8;) = %g% et en se
» i ) A

souvenant que le flot est entrant dans A, on peut définir un isomorphisme de

complexe de chaines ¢; de la fagon suivante
$1: Cu(M, A, f,8;) — Cu(B, f|5,071,) (2.1.3)
[(a,0)] — b (2.1.4)
De fagon analogue on peut définir
a1 Cu(M, B, —f,0_;) = Cu(A, —fla,0_5).) (2.1.5)

[(a,b)] — a (2.1.6)
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Remarque 2.1.2. Si g est une seconde fonction possédant les mémes proprié-
tés que f et si h est une homotopie entre les deuz telle que le flot associé a

h(-,t) : M — R est entrant sur A pour tout temps fize t, alors la commutativité

des diagrammes suivants est évidente :

1* po* .
Hk(jwaA) f) d)—) }Ik(B,f|B) }Ik(A/I—vBu_g) % ]-]k(AJ_glA)
[6’.‘ Jqﬂ"ﬂ F:" Jq»:""‘
= P1#* po*
}lk(MvA)g) E— 'FIIC(B?g|B) H’C(M7B: _f) i) }Ik(Av _f|A)

Donc, en définissant 4y : C.(M, A, f,8;) — C.(M, f,8;) par q;'([(a,b)]) =
(0,b), on peut comparer les deux applications suivantes ou ¢1 et p; sont I'inclusion

(sans égard & la différentielle) et la projection évidentes

= a7’ a it
1) Kerd; == C.(M, f,8;) 5 Cuy(M, £,85) 5 Cu_1(A, fla,11,)
[(a,b)] — 0,0) (c,0) — ¢
o 1 ’ L1 8 » 1
2) KerafLC*(Bv.ﬂB:af\e)_)C*(th:af)_f) *—I(vavaf)&C*—I(Avf‘AaaflA)

[(a,0)] — b = (00 = (&0 = ¢
On a donc que le diagramme suivant commute

iy lodsogy !

Kerf)_f C*—I(A: f‘A78f|A)
l"” l“ (2.1.7)
odrot1
Ct(Baf|Buaf[B) n= C*—](A:f|.478ff,4)

Comme la suite du haut est précisément celle utilisée dans le lemme du serpent,
nous venons d’obtenir le résultat suivant
Lemme 2.1.3. L’application p; 0 0f o1y peut étre vue comme induisant l'applica-

tion Op. - H(Cu(M, A, f)) — Hi-1(Cu(A, fla)) en homologie via le morphisme
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¢1; De fagon analogue les applications

Lpaod_foiy: CiA,—fla) = Cua(B, —flB)
2)ps06;013: C*(A, fla) = C*(B, f|p)

3)psob_joiy: C*(B,—f|g) = C* (A, —f|a)

ou L3 et g sont les extensions évidentes et ps et py sont les restrictions évidentes,

induisent

10« : Hy(C(M, B, = f)) — Hi-1(C(B, —f15))
2)6} : HY(C*(4, fla)) — H*Y(C"(M, A, f))
3)6%; : H¥(C*(B, —f|g)) — H**'(C*(M, B, ~f))

via les morphismes ¢q, @] et ¢35 respectivement.

Nous allons terminer cette section par la démonstration d’un petit lemme
qui sera essentiel pour la démonstration du théoréme principal de la prochaine
section. ‘
Lemme 2.1.4. Le diagramme suivant, ou les applications verticales sont données
par la seconde application () de la dualité de Poincaré décrite a la section 1.2.4,

commute.

S

— C"*(B, flp) — 2 O™ MM, f) ———— C"*(A, f|a) —— C™ (B, f|5) —

- -1 — _1k -
}’\ng J’\f l’\m 1 J’\IIB

P200_ fou2

— Cu(B, — fl5) —2— Cu(M,—f) —222 1 CW(A, —fla) =25 C,_1(B,— fl5) —

fh o} p3odfor3

DEMONSTRATION. Pour la commutativité du premier carré, considérons o €
C.(B,—f|g) associ¢ au point critique a € crit(—f|g) et la fonction donnée
par &, = Ay (). Soit o, I'élément associé¢ & a € crit(f) dans le complexe
C.(M, f), toujours avec la décomposition par la relation 2.1.2, testons gjo¢;(£) =

1 (§jo,a]) = &j0,0)) ©q1(*) sur les générateurs de C,(M, f). On a que ¢, (a’) = [(0, a)]
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et donc que oy 0 q1(z) = 18i z = et {oay 0 q1(z) = 0si z # o (on s’est
restreint aux générateurs, c.a.d. que z € C,(M, f) est associé & un point critique
donné). Bref, ¢ o ¢i(€a) = &w € C*(M,[) et donc A;* 0 g 0 i(€) = o =
i2 © /\;ﬁ3 (€x). La commutativité du deuxiéme carré se prouve de fagon analogue
tandis que celle du troisiéme découle directement de la démonstration faite a la

section 1.2.4 sur la commutativité de la différentielle avec ’application A. 1

Des lemmes 2.1.4 et 2.1.3, on peut tirer directement le résultat qui suit.

Proposition 2.1.5. Le diagramme suivant commute

* i* o* '
H'"5(M, A, f) —— H" (M, ) —— H"¥(4, fla) —— H" (M, A, §)
J{(/\,_GB)*O(MI)* J(A;m lw;l),o(x;,;)* -1k J(Aa;)*owll)‘

1 * * 8— *
He(B, ~f|p) —=— Hy(M,~f) —=— Hy(M,B;~f) — Hq1(B,~f|s)
2.1.3. Diagramme de Poincaré-Lefschetz

Dans cette sous-section, on construit le diagramme de Poincaré-Lefschetz en
utilisant uniquement la théorie de Morse. Pour la démonstration du théoréme de
la signature, seul le troisiéme carré du diagramme nous sera utile. Ainsi, seule la
commutativité de ce carré sera démontrée en grand détail. Le résultat s’énonce
comme suit :

Théoréme 2.1.6. Il existe des applications verticales qui sont des isomorphismes

tels que le diagramme suivant, appelé diagramme de Poincaré-Lefschetz, commute
* i* &*
HY (M, A, ) —=— H"™(M, f) —— H"™(A, f|a) —— H"*1(M, A, f)

T

Ho(M, f) —2— H (M, A, f) —Z— Hiy(A, fla) —2— Hy (M, f)

DEMONSTRATION. Soit un difféomorphisme 1 : B — M choisi dans la classe
d’homotopies [ig], ot ip : B — M est linclusion de B dans M, et soit des

homotopies hg, hy et he de —f vers fo, de —f|g vers fo1) et de —f o1 vers f|p
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respectivement, alors on obtient le diagramme suivant

. it &*
H™ (M, A, f) —— H" MM, f) ——— H"MA, fla) —— H"*1M, A, f)

SR (7h, (@300, -1* (i), o)

v . +
12%

Hk:(Ba_fiB) _— Hk(Ma_f) _E:—> Hk(Malea_f) ﬂ—) Hk:—l(l;’_le)

$,0051 (671, 0@520(p L), $200(h2), $,0001

4 <+ <4 L
1% 8 * 1:1:«
Ho(M, f) —2— Hi(M, A, ) —2— He1(A, fla) —2— Hy (M, f)

Remarque 2.1.7. Les deux premiéres applications verticales nous fournissent

des versions relatives de la dualité de Poincaré :
P HV (M, f) = H(M, A, f)

Pyt HY (M, A, f) — H.(M, f)

données par

P, = (¢71), 0@ o(y7h) 0 (AFY), (2.1.8)
Pt =g, 0@ o (AL) o (e7!) (2.1.9)

Puisque le corollaire 2.1.5 nous donne la commutativité des carrés du haut,
il ne reste maintennant qu’a démontrer la commutativité des carrés du bas pour
achever la preuve du théoréme. Comme expliqué plus haut, on se limitera a la
démonstration du troisiéme carré. Attaquons-nous donc a la démontration du
troisiéme carré du bas a travers le lemme suivant.
Lemme 2.1.8. Avec les applications verticales telles que précédemment, le dia-

gramme sutvant commute

Ho(M, B, —f) 225 H, (B, f|s)

léf%(m)* P*oéfl

Hi_1(A, fla) —2=— He_1(M, f)

DEMONSTRATION. Nous allons dans une premiére étape définir les difféomor-

phismes et les homotopies qui seront utiles 4 la démonstration.
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ETAPE 1

Soit une fonction M-S ¢: B — R et l'inclusion ip : B — M, le prolongement
1pe sur tout M peut dans ce cas particulier évidemment étre choisi de facon a ce
que ce dernier n’ait aucun point critique sur M\ B et ainsi ¢p, nous fournit une
identification naturelle ip, : H,(B) — H,(M).

Nous allons maintenant construire un difféomorphisme % homotope 4 ip de
facon a ce que le morphisme %, : H,(B) — H,(M) nous fournisse la méme iden-
tification que ip, (c.a.d. ¥, = ip,) en accord avec la discussion sur la fonctorialité
des classes d’homotopies de plongements faite & la suite de la proposition 1.2.5.
Considérons l'application « : [0,1] — [0,1] donnée par a(s) = W_jﬁ%—_ﬂ oll
n(z) = 0siz <0 et n(z) = exp(—z71) si z > 0. Elle posséde les propriétés
suivantes

a(s)=0 si se0,3i]
a(s)=1 si se[31]

9a(s)>0 si se} 2

(voir [Mi2]). Donc soit ¢ : [0.3,1] — [—1, 1] défini par

Wo=1-((13) o= (1) + (1 - 5))

On a que ¥’ est un difféeomorphisme tel que ¥'(0.3) = —1 et ¢'(s) = id pour s
dans un voisinage de 1. On peut donc définir ¢ : B — M par

id  sur M,
id x ¢ sur B\M, = dM x [0.3,1]

Maintenant, rappelons que la fonction f : M — R avec laquelle nous tra-
vaillons fut obtenue du recollement 1.3.3 des fonctions fo+8:0M x (-1,1) -» R
et f': My — R en utilisant une partition de 'unité donnée par p, et p, sur M.
Ainsi, on peut ramener cette construction sur B en utilisant le difféomorphisme
¥ : B — M. Explicitement, en identifiant M\ M, et M x (—1,1) et en dénotant
les inclusions 37, + M \M, — M et ip, : My — M, on peut voir la fonction

;:z fow sur B comme le fruit du recollement entre ]70 = fo+ é sur Y (M\M,)
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et jr”v’:= [l oins o¥ly-1(as) sur = H{Mp), o E;: Boil‘\;\ﬁloww_lw\ﬁl) en utilisant
la partition de Punité py:= p, 0 ¢ et py:= py ot !

Ensuite, construisons une fonction — F sur M de la facon suivante. Com-
mengons par coﬁsidérer la fonction —fo+ 3 : OM x (—1,1) — R. Nous pouvons
choisir génériquement une fonction —f” : My — R de fagon a obtenir du recolle-
ment 1.3.3 de ces deux fonctions une fonction —F : M — R qui soit Morse-Smale.
Ensuite, par la méme procédure qu’au paragraphe précédent, on obtient une fonc-
tion — E’:z F o1 sur B pouvant étre vue comme le fruit du recollerﬁent entre
- flo = —fot E sur Y Y(M\M,) et — j;;’:: —f" 0 iph 0 Yly-1(ay) SUr Y7 (Mo).
Enfin, étendons — F':B—RaM de fagon & ce que sur M\M; ~ M x (—1,1)
la fonction — F: M — R obtenue soit de la forme —fo — 3’ : OM x (-1,1) = R
avec ' : (—1,1) — R telle que sur un voisigage de zéro §'|(_cy= B + k1 o1 k, est
une constante réelle.

Nous allons maintenant construire une homotopie h sur B x [0,1] entre les
fonctions que l'on vient de construire; c.a.d. — E|B, f : B — R. Pour ce faire,
nous utiliserons la méthode de recollement s’appliquant aux homotopies discutées
a la section 1.3.4. Débutons par choisir une homotopie hg : M x [0,1] — R
telle que ho(z,0) = —fo et ho(z,1) = fo + k. On peut ensuite & I'aide de cette
derniére induire une homotopie sur ¢~ (M\M) x [0,1] ~ M x (0.3,1) x [0, 1]
en posant }:O:Z ho+ E Choisissons ensuite sur ¢~1(Mp) x [0, 1] une homotopie
l:’: Y=Y (M) x [0,1] — R de fagon & ce que le flot qu’elle génére soit tel que
% > 0 sur la région ¥~ (My\M,) =~ OM x (c, 1) pour tout terﬁps fixe t et que
i:’ (z,0) = — E’ et l:’ (z,1) =jr”v’ +k. On peut maintenant utiliser le recollement
élaboreé a la section 1.3.4 pour recoller }:0 et }:’ afin d’obtenir une homotopie M-S
h: B x [0,1] — R entre — f’lB et }+k qui soit telle que h lantxexjo,1= ho-

ETAPE 2

Avec cela maintenant en main, nous allons entreprendre de montrer la commu-

tativité du diagramme a proprement parler. Pour en arriver a nos fins, démontrons

INotons que pour alléger la notation nous avons utilisé 8 pour dénoter ce qui aurait for-

mellement dt s’écrire id ® 5 : OM x (-1,1) - R.
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d’abord la commutativité du diagramme suivant
8 ~
~ —F. ~
Hk(]\/[,B,—F) Hk—l(B,_F|B)

Jéf%w)‘ J’%@; (2.1.10)
Hi (A, fla) —=— Hy_ (M, f)

Donc, soit une homotopie hg telle que hy(z,0) = f et h)(z,1) = —f, par le
lemme 2.1.3 et puisque " o & « id, la commutativité peut s’obtenir de la

commutativité de

p20o (6_;) oLg

Ci(A, —F|4) = Ci-1(B, —Flp)

1\&)’16 J‘b.oq}'}\; (2.1.11)
‘L‘l.O(i)hOO(i)héJ

Ck—l(Aaf‘A) — Ck—l(Ma f)

Pour obtenir cette derniére, on va se servir des particularités de — f? Remarquons
qQue — F lowxotks = —fo = — F |owrxe (toujours avec ¢ = ¢/~1(0)) et que
— IT“ larex [0, Peut étre vu comme une homotopie triviale allant de — fo vers — fo.

Bref, on a donc que

Cr(A, — F |4) ~ Cy_1(OM X 0, — F |orxo)

~ Ck_l(aM7 _fo)
~ Ck_l(aM xXc, — Fy |6MXC)

~ Ck—l(aM X (C + €,C— 6)7 - F |6M><(c+e,c—e))
et que

(ppod z0 t2)|Ker(d . )= d~Flomxod o susp™! = susp™! (2.1.12)
_  F

Ensuite }Nz |3chx[o,1]: ho et }NZ est de la forme hy+ (8 sur une région difféeomorphe
a OM X (c—¢,c+€) x [0,1]. Ainsi, puisque 8 posséde un minimum local en c,
on a que <I>’~‘(:v) e< crit(f |lomxe) > KC Cu(B, f) Vz €< crit(— F lamrxe) > K

et donc

h| =4,00M" 04,7} (2.1.13)

<crit—F|aMx.:>lK_
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oll i, est l'inclusion induite par ¢ : 0M X ¢ — B. Enfin, des deux équations

précédentes, (2.1.12 et 2.1.13), on obtient

. ho . —1 -1
=1), 0140 P 04,7 0 sUSP

I \
od" o of~o0 ~
b (p2 6}7 ta) <crit—Fla>K

— 4, 0 %

= 7:10 o (i)ho
Ce qui implique que

h zh! . ¥ ho T h!
o (I) o} p o] Z?N [e] ~ Q(I) 0 = fo) (I) fo) QD 0
d). ( 2 F L2)|<crit—F|A>]K t1e

d’ot1 la commutativité de 2.1.11 et donc celle de 2.1.10.

Ensuite, considérons H : M x [0,1] — R une homotopie réguliére entre — f
et —.F dont le flot de H(-,t) : M — R est entrant sur B C M pour tout temps
fixe t. Grace au recollement 1.3.4, on peut demander que H soit telle que sur

A X [0,1] = 0M x (=1,1) x [0, 1] on ait que H|sarx(—ee)xfo,1] SOit de la forme

Honmx(=ee)x[0,1]= ;f(iﬁ) — B(s) + k(t)

ol k(t) : [0,1] — R est une fonction réelle appropriée. Notons que d’aprés les
choix faits dans la construction de —f et — f‘ ceci est clairement vérifié pour
H(z,0)=—fet H(z,1) = — F rendant ainsi la chose possible.

Considérons maintenant le diagramme suivant

6— *
Hy(M,B,—f) ——= He (B, —flg)

Jgf Qfﬂa
8 ~ Np

Ho(M, B, —F) — Hy_\(B,—F|p) (2.1.14)

Fi‘%m* .00k

7:1* g
Hi1(A, fla) ——— Hia(M, f)
La commutativité du carré du bas vient d’étre démontrée tandis que celle du
carré du haut découle de la naturalité de la longue suite exacte en homologie

telle qu’exposée a la section 1.2.3. Ainsi, en utilisant le résutat présenté dans la



remarque 2.1.2 et la fonctorialité des morphismes induits par les homotopies, on

obtient que
&M 0 o, 0 BY = B0 0 ¢y, 0y 0 B4 0 gy,
= B0l g,
= ‘i’fo o idH(A,—f|A) o o,
= B o ¢y,
et que Y, o <I>E o dHle = 1, o ®M ol k) est une homotopie entre — f|p et ; Bref,
on obtient le diagramme commutatif suivant
Hy(M, B,—f) e, Hy-1(B,~f|B)
léfoo(@)* ‘/%o@'jl (2.1.15)
Hy_1(A, fla) — Hy (M, f)
prouvant ainsi le résultat. ' O

Ceci conclut la démonstration du théoréme 2.1.6. O

2.2. THEOREME DE LA SIGNATURE

L’objectif de la présente section est de donner une démonstration du théoréme
de la signature. Le diagramme de Poincaré-Lefschetz étant maintenant construit
en homologie de Morse, la preuve donnée a la sous-section 2.2.2 procéde essentiel-
lement comme dans [Br|. Toutefois, nous aurons besoin des quelques résultats

intermédiaires qui suivent pour la démonstration.

2.2.1. Non dégénérescence du produit d’intersection et autres rela-

tions

Considérons une fonction Morse-Smale f : M — R sur une variété fermée,
connexe et orientée M de dimension n. Remarquons que puisque les variétés
stables de f correspondent aux variétés instables de —f et que f respecte la
condition Morse-Smale, alors les variétés instables de f intersectent transversale-

ment celles de — f. De plus, nous pouvons choisir une orientation pour les variétés
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instables de f et se servir de l'orientation globale pour obtenir une orientation sur
les variétés stables de f et finalement prendre cette orientation comme orientation
des variétés instables de —f comme on I'a fait précédemment dans la section sur
la dualité de Poincaré. Ensuite, choisissons une troisiéme fonction g : M — R
ne comportant qu'un unique minimum 2y € crito(g) qui soit telle que ses va-
riétés stables soient en position générale vis-a-vis des variétés instables de f et
— f et choisissons une orientation des variétés stables liées & g qui soit telle que

[W*(29)] = [M]. On peut obtenir de cette fagon le produit d’intersection suivant
e Cp(M, f) ® Cop(M, —f) = Co(M, g)

En général, le choix des fonctions intervenant dans le produit d’intersection est
moins restrictif, mais ce choix nous facilitera la démonstration de la non dégéné-
rescence. ‘

Maintenant, si a € Cp(M, f) et o/ € Cp_p(M, —f) sont les éléments associés
4 un point critique a € crity(f) dans les complexes associés a f et —f, alors il
est clair que p(o, ') = 2. De plus, puisque le degré n — p des points critiques
de —f correspond au degré p de f pour les points critiques correspondants, alors
la condition Morse-Smale, qui garantit en particulier qu’aucune ligne de flot ne
lie deux points critiques de méme indice, implique que p(a,z) = 0siz # o'. De

cela, on obtient donc que

zg siz=da

plo, ) = .
0 siz#d

Ensuite, il est clair que dans ce cas le pairing u(-,-) —»< 20 > K = K nous donne

une application

N1 Cy(M, f) = C"P(M, —f)
qui est exactement la méme que celle utilisée pour obtenir la dualité de Poincaré
et commute donc avec la différentielle (voir 1.2.10). Le fait que le produit d’in-

tersection passe en homologie nous fournit un pairing p.(+,-) en homologie et une

application associée

oy Hy(M, f) = Hom(H_o(M, ), K)
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et les deux applications précédentes doivent correspondre dans le sens suivant

(v([2]) ([W]) = (M=) (w)

Mais puisque par la définition de I'application § : H*(M) — Hom(H,(M),K) du

théoréme des coeflicients universels on a que

(BIAD) () = (M=) (»)

alors on obtient que
Y=poA\

Puisque K est un corps, alors cette derniére relation implique que -y est un iso-
morphisme. Pour cette raison, le pairing pu.(-,-) est non dégénéré. On vient donc
d’obtenir le résultat suivant
Proposition 2.2.1. Le produit d’intersection, et donc également le produit cup,
fournissent des formes bilinéaires non dégénérées p. - H,(M) ® H,_,(M) — K
et po: H*?(M) ® H?(M) - K.

Pour terminer, on aura besoin d’un dernier petit résultat intermédiaire pour
pouvoir démontrer le théoréme de la signature. Considérons une inclusion de
complexe i : C,(A) — C.(M) et les applications du théoréme des coefficients

universels
Bar : H*(M) - Hom(H,.(M),K)
ﬁA.: H*(A) - Hom(H.(A),K)

De la naturalité de ’application du théoréme des coeflicients universels on obtient
que B4 0 i* = (1,)* o Byr. Donc, si les complexes sont définis avec des coefficients

dans un corps, alors 34 et (s sont des isomorphismes et on a donc forcément que
dim Im(i*) = dim Im((i.)") (2.2.1)
2.2.2. Théoréme de la signature

Le matériel théorique nécessaire a la démonstration du théoréme de la signa-
ture ayant maintenant été obtenu de la théorie de Morse, le reste de la démons-

tration procéde comme dans [Br].
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Théoréme 2.2.2 (Théoréme de la signature). Soit une variété fermée et conneze
OM qui soit le bord d’une variété orientée M de dimension 4n + 1. Supposons
que les groupes d’homologie et de cohomogie considérés sont & coefficients dans

Q, alors la signature de la forme bilinéaire symétrique donnée par
U: H*(0OM)® H™(OM) — Q

est 0.

DEMONSTRATION. Dans le méme contexte que précédemment et avec la méme

notation, considérons la portion suivante du diagramme de Poincaré-Lefschetz
(M, f) — s HP"(A, fla) — H™1(M, 4, f)
J'I -1 ‘/2
Hon(A, f1a) —— Hon(M, f)

*

Remarquons d’abord que de l'égalité 2.2.1, du fait que (é4)* est lapplication

duale de i,,, de la commutativité du diagramme et de l’exactitude de la suite en

cohomologie, on obtient dans I’ordre la série d’égalités suivantes
dim Im(é}) = dim Im((71.)")
= dim Im(%,.)
= dim Im(4})

= dim(H*"(A, f|4)) — dim Im(s})

Ainsi, on a que

dim(H?"(A, f|4)) = 2dim Im(3}) (2.2.2)
Ensuite, puisque OM est connexe, on a que A est connexe et on ﬁbtient donc
que 7. : Ho(A, fla) — Ho(M, f) est un monomorphisme. On doit donc avoir que
03« H™(A, fla) = H™ (M, A, f) soit injectif. Ainsi, soit ay, ap € H*™(M, f),

de I'exactitude de la suite en homologie on obtient que

i;(al U ag) =0 (223)



Ut
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Ce qui, vu la naturalité du produit cup, implique que
(o) Uti(ae) =0 : (2.2.4)

Donc, si on pose W = H*(A, f|a) et dim(H (A, f|4)) = 2k, alors grace aux
résultats 2.2.2 et 2.2.4, on obtient qu’il existe un sous-espace W’ C W de dimen-
sion k sur lequel la forme bilinéaire donnée par le produit cup s’annule, c.a.d.
aUB=0 V a,B¢c W'.Ensuite, si on dénote par W+ le sous-espace sur lequel
cette forme est définie positive et par W~ le sous-espace ol elle est définie négative
et que ’on pose dim(W*) = r, alors de par la proposition 2.2.1 on doit avoir que
dim(W ™) = 2k —r, mais puisque W+NW’ = {0} et W~ NW’' = {0} ceci implique
donc que r < k et 2k — r < k et donc que r = k. Bref, dim(W™*) = dim(W ")
et la signature est donc zéro. Le fait que I'on puisse identifier canoniquement

C*(0M, fo) et C*(A, f|a) termine la démonstration. O



Chapitre 3

GEOMETRIE DU THEOREME DE LA
SIGNATURE

Dans ce chapitre, nous allons donner une preuve du théoréme de la signature
en homologie de Morse qui fait plus appel a4 la géométrie et moins a ’algebre.
Plus précisément, puisque le théoréme de la signature découle essentiellement
des relations 2.2.2 et 2.2.4 | nous allons dans ce chapitre obtenir un équivalent
de chacune de celles-ci de la fagon la plus géométrique possible. Par de "fagon
géométrique"”, on entend de maniére & utiliser les propriétés géométriques des
espaces de modules M712 et Mg,. Ceci se comprend puisque ceux-ci ont servi
a définir deux de nos principaux objets d’études : le produit‘d’intersection et
la différentielle. Ainsi, on s’attardera aux propriétés de ces deux espaces et on

cherchera a travailler avec le produit d’intersection au lieu du produit cup.

3.1. UN PREMIER EQUIVALENT GEOMETRIQUE

Le but de cette section est d’obtenir avec le produit d’intersection un équi-
valent géométrique de la démonstration de la relation 2.2.4.

Considérons une variété fermée, connexe et orientée M et replagons-nous
dans le méme contexte que celui expliqué au début de la section 2.1.1 du chapitre
précédent. Reprenons exactement la méme notation que celle qui y est expliquée
et notons par M la tranche M x 0 de la variété avec collier dont il était question.
Supposons que f, g et h soient trois fonctions ayant les mémes propriétés que la

fonction f dont il était question et qu’elles soient choisies de facon & ce que les
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variétés stables et instables de fy, go, ho : OM — R soient en position générale

dans OM. Du fait que les fonctions f, g et h soient de la forme
fo+B,90+B,ho+ 5:0M x(-1,1) = R

sur la région A = OM x (—1,1) avec § possédant comme unique point critique
un minimum en 0, on ne peut pas demander que les variétés stables et instables
associées aux trois fonctions f, g et h soient toutes en position générale dans M.
Notamment, si z € crit(fy) et y € crit(go), alors W*(z) et W*(y) ne peuvent
s’intersecter transversalement dans M si elles ont des points en commun (voir
proposition 1.3.1). Toutefois, on peut demander que toutes les variétés stables et
instables associées & ces trois fonctions soient en position générale en excluant de
cette condition les couples de variétés instables associées & des. points critiques
dans OM. Pour la suite des choses, on supposera que f, g et h respectent les
propriétés que I'on vient d’énoncer.

Choisissons ensuite une orientation pour les variétés instables de f. Pour ce
faire, débutons par choisir une orientation pour chacune des variétés instables
des points critiques qui sont dans la région B. Si pour z € crity(f|s) et pour

z' € critg—1(fo) on a W?*(z") N W*(z) # & alors par le résultat 1.1.10 on a que
W*(z') c Wu(z)

Prolongeons I'orientation de W¥(z) & W¥(z). D aux conditions particuliéres que
respecte f dans un voisinage du bord, on peut dans ce cas bien précis orienter
W (z') comme le bord de Wu(z) avec la convention que le vecteur normal au
bord occupe la premiére composante de la base et que celui-ci doit pointer vers
I'extérieur (en faisant abstraction du collier).

Orientons ensuite les variétés instables de ¢ de la méme maniére que pour
celles de f et choisissons une orientation arbitraire pour les variétés stables de
h. Enfin, servons-nous de l'orientation globale de M pour orienter la variété oM
comme le bord de M avec la méme convention (toujours en faisant abstaction du
collier).

Avec ces choix d’orientation, on a le résultat suivant qui sera utile a la dé-

monstration de la proposition 3.1.3.
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Lemme 3.1.1. Avec les choiz d’orientation qui viennent d’étre fait et avec x et

x' comme précédemment, on a que st u € Mgy alors n,(z,z') = 1.

DEMONSTRATION. Soit p € u, considérons [u], 'orientation donnée par le flot, et
B(N,W?*(z')), une base donnant I’orientation positive de N,W?*(2'). Puisque selon
notre convention d’orientation [N,W#(z’)] est induite par I'indentification entre
N We(z') et Ty W (z') et que T W¥(z') a été orienté grace a [T W (z)] avec le
vecteur normal pointant vers I'extérieur, donc dans le méme sens que 1'orientation

de [u] prolongée sur T, on a forcément que
[T, W ()] = [(& B(N,W*(2")))]
et donc par 1.1.13 on a que [u];ng = [¢] et donc que n,(z,2') =1 O

Avant d’énoncer le résultat 3.1.2, remarquons qu’avec les fonctions f, g et h
comme précédemment on obtient de facon analogue au gluing 1.1.13 qui est décrit
dans la litérature un gluing particulier sur le bord.

Proposition 3.1.2 (Gluing sur le bord lorsque dim M%=1). Soit les trois fonc-
tions .f, g et h que l'on vient de décrire et des points critiques © € crite, (f|B),
x' € crity,—1(fo), y € crity,(g|B), v € crity,_1(go) et z € crity, ky—dgimpr—1(Fo),

alors il existe un plongement :
# © [p0,00) X My X MZV x Myy — M
(p,u,q,v) — U pqH o

tel que limu# g#,v = (u,q,v) et MIV\UF#|n5,00)9F[00,00)V M€ posséde pas de

suites qui convergent vers (u,q,v).

Pour la suite des choses, nous allons imposer des conditions supplémentaires
sur M et sur les points critiques x € crit(f|g) et y € crit(f|s). Nous demanderons
que dimM = 4n + 1, que ind(z) = ind(y) = 2n+ 1 et que M ne posséde qu’'un
unique minimum, noté z, dont la variété stable W*(z,) est orientée de fagon a
ce qu’elle donne l'orientation globale, c.a.d. [T,,W?(zo)] = [T3, M]. C’est dans ce

contexte que l'on obtient le résultat important suivant.
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Proposition 3.1.3. Considérons deuz points critiques, x € crito,+1(f|B) et y €

critons1(9|B), st Of(z) €< crit(fo) > K et 9,(y) €< crit(go) > K alors on a que
le produit d’intersection p(0s(x),0,(y)) = 0.

DEMONSTRATION. Premiérement, on aura besoin du lemme qui suit pour la dé-
monstration

Lemme 3.1.4. Siv € MY est un segment de courbe se brisant sur le bord, disons
sur (u,q,v) € M X sz X Myy , alors en notant par [U] Uorientation induite

par [v] sur U et en choissant un vecteur v*¥* € T,U tel que [v*¥*] = [D] on obtient

TYZ

que ng(z',y, 20) = 1 si v™¥* pointe vers lestérieur et ny(z',y/,2) = —1 s1 v*¥*

. . L. 1ol . .
pointe vers l'intérieur (rappelons-nous que ¢ € M3V est vu comme l'intersection

de We(z') N We(y') N W*(z) C OM)

DEMONSTRATION. Supposons que v*¥* pointe vers l'extérieur. Commencons par

choisir un plongement
v:(0,1] = 7; avec 1—gqg
Et choisissons des bases
B*(p) = (v™*(p),v3* (), .- Vin41(p))
BY(p) = (v™*(p), v37(0), -+ Vin11(0))

pour T,y W(z) et Ty, W*(y), ot [v™¥*(p)] = [7], & la maniére de ce qui a été

exprimé & la remarque 1.1.18 et cela de fagon & ce que

[B(p)] = [Ty W (2)] (3.1.1)

[BY(p)] = [Ty WH(v)] (3.1.2)
Ainsi, de la définition 1.1.16 de l'orientation sur v, il est clair que

[0 (0), (), s s (0, 95°(0), s ¥ (9))] = [Ty W(20)] = [M] (3.1.3)

Donc, puisque v*¥*(1) pointe vers 'extérieur, de notre convention pour l'orienta-

tion du bord et des variétés instables qu’il contient, on obtient des égalités 3.1.1,
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3.1.2 et 3.1.3 que :

(027 (1), oy Varsa (1))] = [W(a)], (3.1.4)
[(v3*(1), ., v3psr (1))] = [W(y)] (3.1.5)

et que  [(v37(1), ..., U3ay1(1),057(1), oy vam 1y (1))] = [OM] = [W*(2) N OM]
(3.1.6)

Ainsi, de notre définition du signe (1.1.19), on obtient que n,(z',y/,20) = 1. De
facon tout a fait analogue, on trouve que n,(z',y', 20) = —1 lorsque v¥* pointe

vers l’intérieur. O

Ce résultat en main, on peut démontrer la proposition. Commencons par
. P . “ . . . AATY
considérer la variété compacte orientée de dimension 1 donnée par M, . On a

que le bord de cette variété est donné par

—TY —— C[:"l —— 1;, ; ——
My = | Mw x MZ? U May x MEV x M,
z'Eeritan (f|B) ) (z' ' )Ecritan(fa) % critan(go)
——— ! my ———
U My xmZ ] MPxM.,
y' €criton(g|B) Z'ecriti(h|g)

=F1UF2UF3UF4

en posant
= |J  MawxMZY
:E'ECT‘itzn,(f‘B)
_ ——— z’y" ———
Iy = U M x MEY X My,
(= ,y’)ECT‘itzn(fg) Xcritan (gg)
_ ——— l"y/
Ta=  |J My x M2

y'Eeritan(g|p)

F4 = U M:,y X ./(/t\z/z‘]

Yecritihlp
Chaque composante du bord, qu’elle soit du type (u,q) € Ty, (u,q,v) € Dy,
(v,q) € T's, ou (g,€) € Ty posséde donc un signe noté [(u,q)], [(u,4q,v)], [(v,q)]
ou [(¢,£)] donné en orientant JM;, comme le bord de M, . Remarquons que,
toujours avec la notation de la section 1.1.4, de par le résulat 1.1.18 | on a que

[(u,q)] = Ny Ny, [(’UvQ)] = (_1)4n+1_2n—1”v“q = Ny, et [(q, )] = ngny.
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Ensuite, puisque 9¢(z) €< crit(fo) > Konaque 3, ny(z,z')=0 Vz'e
uwEMzz'

crit(f|g). Ainsi on obtient que

Z [(u,q)] = Z Z Z nu(z, 2 )ng(z',y,9) =0 (3.1.7)

(u,g)e I fr’Ecrit;n(ﬂB)uG./\/ta:a:‘qE/wa::(’Jy

De méme, on a que

> lwgl=0

(v,g)e 3

Aussi, puisque zg est I'unique minimum, on doit avoir que

D> m(#,z) =0 V2 €crit(h|s) (3.1.8)
leMz’zg

et donc que

> lg,0]=0

(g.£)€ Tq

Ainsi, on a donc que

YookEl= Y wal+ Y. (wval+ Y (wol+ Y. ¢

¢edrGy (u,q)€ I'y (u,vg)E T2 (vg)e s {g.f)e Iy
(3.1.9)
= > w9 (3.1.10)
(“’1”1‘1)6 )

Mais puisque aﬂjj est le bord d’une variété de dimension 1, on obtient que

Y. [€] =0 et donc que
(M)

il

S vl =0

(ulﬂuiq)e 1“2

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que >, [(u,v,q)]z0 = p(d(z),d(y)).
’ (UIU:Q)E T2
Pour obtenir ce résultat, remarquons que grace aux lemmes 3.1.4 et 3.1.1 on

obtient que [(u,q,v)] = n, = n,n,n,. Ensuite, comme par hypothése
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d¢(z) €< crit(fo) > K et 9,(y) €< crit(gy) > K, on a les égalités suivantes

u(a(:v>,a(y))=u( S e, 30 n(y,y'n/)

T/ Ecritan (fo) Yy Ecritan(go)

|
(]

n(z, 2z, n(y, y’)y’)

( > nu(w,w’))w’,( > nv(y,y’))y’)

ueEMzx! vEMyY’

It
n(90)

x’ ecriton (fo)y’ Ecrit

[~

I
(]
(]

I

PN

x'€criton(fo)y Ecritan(ga)

nu(z, z" ), (y, v (', y)

I
(]
(]

x'Eeritan (fo)y' €criton (go)ueEMzz've Myy'

— E E ' ’ 1o

- nu(:v,:v )n'u(yvy )ﬂ(fL‘ Y 7z0)z0
z/ €eritan (fo )y Ecriton (go)uEMzz'vEMyY’

_ 2 : 2 : ’ ' E : P

- ﬂu(ﬂ?,ﬂ))nv(y,y)( nq(mzy:ZO))zﬂ
z’ Ecriton( fo )y’ Ecritan(go JuEMaz’' vEMyy’ quczc‘;y'

(]
(]
(]

Z ﬂu(fL‘, ‘/L‘I)n‘b‘ (y) y,)nq (I/7 yla ZO)ZO

Tz vEMyy’qu%y’

<

z! €criton (fo )y’ €critan (gou€

Zl Z Z [(uav7Q)]ZU

z' €eritan (fo)y’ Ecritzn(gg)ueM:c:c’veMyy’qu:(’)y’

I {
1 i
M

[(U,’U, QJ]ZO

(u,v,9)€ T2

J

Corollaire 3.1.5. Dans le cas général, considérons © €< critan+1(fls) > K et
Y €< critont1(g]) > K, supposons 0¢(z) €< crit(fo) > K, 9,(y) €< crit(go) > K,
alors on a que le produit d’intersection u(9s(x),d,(y)) = 0.

DEMONSTRATION. On a les décompositions

k(3
T = Zaizé avec z; € critont1(flp), s € K (3.1.11)
i=1

m
y= Zﬁjyj avec y; € crityng1(fle), 5, €K (3.1.12)
=
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Notons :
[y (zi,y;5) = U Mz X MLY%
z' €critan(fiR)
Loz, y5) = U Mg X MY X My
{(z’ ' YEeritan (fo) xeritan(go)
La(zi,y5) = U My X MY

¥ Ecritan (9] )

Ty(zoy) = | MI¥x M.z

z/
' ecrity(h)|B

En additionnant I'expression 3.1.9 associée & chaque couple (z;,y;) multipliée par

le coefficient o;3; on obtient que

7L m T m

0= Z Z aiﬁj[(u, Q)] + Z Z Z aiﬁj[(uv v, Q)}

i=1 j=1 (u,q)€ Ti(z;,y;) i=1 j=1 (uw,q)€ Ta(z:,y5)

7L m T m

+ Z Z i3] (v, q)] + Z Z Z a:0;((q,€)]

1=1 7=1 (v,g)€ [a{z:i,yy5) 1=1 j=1 (g,£)e Ta(ziy;)
Mais, puisque par hypothése > 7 | ayn(z;, 2}z’ =0 Vo' € crit(f|p) , comme a
la ligne 3.1.7, on obtient
n m
3 apllug]=0
i=1 j=1 (u,q)€ ['1(2i,y5)

De facon analogue, E?:l Bin(y;,y )y = 0Vy € crit(g|p) implique que

T m

ZZ aiﬁj[(’l}:q)] =0

i=1 j=1 (u,q)€ C3(zi,y;)
et la relation 3.1.8 implique comme précédemment que
n m
Y Y el =0
i=1 j=1 (q,6)€ Ca(z; y;)

Donc, on obtient finalement des quatre derniéres égalités que

iz o

2.0 D> aliwyg=0 (3.1.13)

i=1 j=1 (u,1,9)€ Ca(zi,y;)

Ainsi, en utilisant la relation

U(a(ml)v a(yl)) = Z [(’-‘.L, v, q)}Zo

(u,v,q)€ g (z:,y:)
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obtenue lors de la démonstration de 3.1.3 et se servant ensuite de 1'égalité 3.1.13,

on obtient que

1(8(z),0(y)) = M(a(z i%;), 5(2 Biv;))

3 Y abilw,gl

i=1 j=1 (u,v,q)€ I2(z:,y;)

0

O

Remarque 3.1.6. Tout au long de cette section, nous avons assumé que OM
était conneze. St cette condition n'est pas respectée, on peut définir la signature
sur OM comme étant la signature de la forme bilinéaire symétrique donnée.par
la sommé des formes associées & chacune des composantes (qui doivent étre en
nombre fint) ;
He = Z Hix

et ’on peut facilement adapter a ce cas la preuve que l’on vient de donner pour ob-
tenir le méme résultat, permettant ainsi de démontrer le théoréme de la signature

sans demander la connezité de OM.

3.2. GEOMETRIE DU DIAGRAMME DE POINCARE-LEFSCHETZ

Nous allons dans cette section traiter le résultat équivalent pour le produit
d’intersection de ce qui avait été obtenu au chapitre précédent pour le produit
cup a l'égalité 2.2.2, et ce, en mettant I'accent sur l'aspect géométrique de la
démonstration. Mais, comme nous le verrons, nous avons déja presqu’entiérement
fait le travail lors du chapitre 2. Ainsi, une bonne partie de la tache a effectuer
sera de décrire ol la géométrie intervient.

Soit la fonction f de la section précédente, M une variété de dimension 4n+1
avec bord 0M & laquelle on a ajouté un collier et A C M la méme région qu’au
chapitre précédent. Considérons la section de la longue suite exacte en homologie

donnée par

Hons1 (M, A, f) =24 Hon(A, fla) —2 s Hypn(M, f) (3.2.1)
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Le résultat recherché est I'obtention, & travers des arguments qui soient le plus

possible de nature géométrique, de la relation
2dim Im(0y,) = dim(H,(A, f|a)) (3.2.2)

Comme expliqué dans le lemme 2.1.3 , la suite 3.2.1 en homologie peut s’obtenir
de la suite

ploafou

CQn+1(B7f'B78f|B) ) K6T8f|B - CQn(A7f|A78f|A) e, CQn(M7 /s 8f)

qui peut étre vue comme un équivalent plus géométrique du lemme du serpent.
Ainsi, Pexactitude de la suite 3.2.1 est évidente d’un point de vue géométrique
puisque

ilo(pl (o] 8f (o] Ll(KGT‘aﬂB)) = 8f(X)

ol X = {z €< crite(flana) > K|Os(z) € A} et que si [a] € H(A, fla); [a] # 0,
alors [i1(a)] = 0 < a € 0¢(X).

Il ne nous reste donc plus qu’a obtenir le plus géométriquement possible que
dim Im(é;.) = dim Im(0y.)

pour conclure & 3.2.2.

Or, dans la section 2.1.3, on a étudié le diagramme qui suit

6!‘(
H™A, f|a) —— H™(M, A, f)

.

@2 .007), —1* Ofi), o)

O_+. i
HZn—i—l(MvBa _f) —f> HQn(Ba _f|B)

8"00(¢s), b 00l
{ _ 1
HZn(Aa.ﬂA) ———1:—) HQTL(M; f)

ot la commutativité du carré du bas a été obtenue de facon géométrique, tandis
que celle du haut a été obtenue de I'identification canonique faite a travers 'ap-
plication A de la dualité de Poincaré tel qu’expliqué dans la démonstration du

lemme 2.1.4. Ainsi, en remarquant que

(07.)" 0 Ba = Bas,ay © 6}
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ol
Ba: H*(A, fla) — Hom(H.(A, f|a),K)
B ay: H(M, A, f) - Hom(H.(M, A, f),K)
sont les applications du théoréme des coefficients universels, on obtient que
dim Im(#.) = dim Im((9;.)*) = dim Im(3y.)

et on a donc le résultat cherché.
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