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SOMMAIRE

En physique, les équations différentielles non-linéaires de Korteweg-de Vries
(KdV) et Korteweg-de Vries modifiées (mKdV) possédent des applications inté-
ressantes dues & leurs solutions solitoniques. Les nouvelles solutions de ce type
proveﬁant des versions supersymétriques (SUSY) de ces équations éeront l’objet
principal de ce travail.

Notre objectif sera de mettre en évidence différentes procédures de supersy-
métrisation (certaines connues et une nouvelle) des équations de KdV et mKdV
lorsqu’on a une ou deux variables de Grassmann. A partir des supersymétrisations
& deux variables de Grassmann, nous appliquerons deux méthodes de réduction
par symétrie (une connue et ’autre nouvelle), nous permettant de résoudre par-
tiellement le systéme associé a la superéquation de KdV et trouver de‘ nouvelles
solutions particuliéres (solitoniques et polynomiales).

Cette stratégie nous aménera & nous pencher sur une méthode élaborée par
Ryogo Hirota, plus directe, compacte et efficace pour trouver des solutions so-
litoniques dans le contexte classique. Cette méthode a été récemment étendue
au contexte supersymétrique (SUSY), nous permettant de trouver de nouveaux
supersolitons, sans avoir a résoudre un systéme d’équations. Ainsi, nous pourrons
comparer les solutions solitoniques et supersolitoniques obtenues suite a ’appli-
cation de la méthode Hirota aux équations de KdV et mKdV, dans le contexte

classique et supersymétrique.

Mots clés : Equations de Korteweg-de Vries et Korteweg-de Vries modifiée
supersymétriques, variables de Grassmann, dérivées covariantes, solutions solito-

niques, bilinéarisation de Hirota.
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SUMMARY

In physical theory, it is well known that the Korteweg-de Vries (KdV) and
modified Korteweg-de Vries (mKdV) non-linear differential equations possess so-
litonic solutions. New solutions of this type related to the supersymmetric (SUSY)
versions of these equations will be the principal subject of this thesis.

Our goal is to study some known and unknown supersymmetric versioris of the
KdV et mKdV equations with one or two Grassmann variables. We then apply
two reduction methods (one known and the other one new) to the supersymmetric
equations using two Grassmann variables, which will lead us to a partial resolution
of the system obtained. A new solitonic sélution and another polynomial one will
be found.- ,

Another more efficient method for determining solitonic solutions has been
proposed by Ryogo Hirota in 1971. Recently, it has been extended to the su-
persymmetric context, allowing us to find new supersolitbnié solutions, without
having to solve the system related to a supersymmetric equation. With this direct
method, we can actually obtain a general form for solitonic solutions. Finally, we
will compare solitonic solutions obtained by Hirota’s method for the KdV and

mKdV equations in the classical and supersymmetric contexts.

Keywords : Supersymmetric Korteweg-de vries and modified Korteweg-de
Vries equation, Grassmann variables, covariant derivatives, solitonic solutions,

Hirota bilinear formalism.
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INTRODUCTION

Plusieurs domaines, dont celui de la physique, bénéficient des applications des
équations différentielles non-linéaires de Korteweg-de Vries (KdV) et Korteweg-
de Vries modifiées (mKdV), en raison notamment de leurs solutions solitoniques
(solitons). Celles-ci sont modélisées par des ondes qui se propagent en conservant
leurs propriétés (vitesse, amplitude), méme si elles interagissent avec d’autres
ondes du méme type. Ces types d’ondes présentent entre autres des avantages
considérables dans le domaine des communications (transmission de données a
trés haut débit) puisque cela permet la propagation de plusieurs ondes d’ampli-
tudes différentes sur une méme fibre [HAS].

Ce mémoire portera donc sur ’analyse de ces deux équations dans le contexte
supersymeétrique et plus précisément, sur l'obtention de nouvelles solutions su-
persolitoniques. Pour ce faire, des procédures de supersymétrisation seront mises
en évidence, plus particuliérement dans les cas ol nous avons une et deux va-
riables de Grassmann. Nous verrons notamment une supersymeétrisation a deux
variables de Grassmann tout a fait nouvelle pour I’équation de KdV. Notons que
plusieurs auteurs se sont intéressés & la résolution d’équations supersymétriques
déja connues; voir, par exemple, Mathieu [MA1]|[MAZ2|, Ayari, Hussin & Win-
ternitz [WIN] et Ghosh & Sarma [GHO].

A partir des supersymétrisations obtenues a deux variables de Grassmann,
nous appliquerons deux réductions (une connue et une nouvelle) pour se ramener
4 une superéquation a uﬁe seule variable de Grassmann & laquelle un systéme
de deux équations différentielles & résoudre sera associé. Nous observons que la
résolution des équations différentielles associées a une superéquation peut s’avérer |

fastudieuse, entre autres pour trouver des solutions supersolitoniques.
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Pour cette raison, une méthode directe et élégante a été développée par Hi-
rota [HI1] en 1971 dans le but de construire des solutions solitoniques pour
certaines éciuations non-linéaires dont KdV et mKdV dans le contexte classique.
Plus récemment [GHO], cette méthode a été étendue au contexte supersymeé-
trique, faisant ressortir de nouvelles solutions appelées supersolitons (en raison
de la combinaison de la contribution bosonique et fermionique de la solution). De
maniére générale, la méthode de Hirota s’avére intéressante puisqu’elle ne nous
oblige pas a développer les équations supersymeétriques pour obtenir des équations
habituelles & résoudre. Sa mise en application est compacte et simple et nous per-
met d’obtenir une infinité de solutions solitoniques ou supersolitoniques. Plusieurs
auteurs comme Ablowitz [ABL], Hietarinta [HIE] et Matsuno [MAS], discutent
de son application & des équations connues de la physique dans le contexte clas-
sique tandis que Carstea [CA1], [CA2], Ghosh [GHO] et Liu [LIU], discutent
de son extension au contexte supersymétrique.

Le contenu du mémoire est donc réparti comme suit. Dans le premier chapitre,
un rappel est fait sur les différents éléments nécessaires a la compréhension des
chapitres suivants. Nous y donnons les définitions des notions de variable de
Grassmann, de supersymétries et de dérivée covariante. Nous. voyons également
le contexte d’application des équations de KAV et mKdV ainsi que leurs solutions
solitoniques connues.

Le second chapitre décrit d’abord les formes courantes de supersymétrisation
des équations de KAV et mKdV. Nous considérons les cas oil nous avons un su-
perchamp bosonique et un superchamp fermionique & une variable de Grassmann
(N = 1). Nous décrivons ensuite deux formes del supersymétrisation de I’équation
de KdV pour un superchamp bosonique & deux variables de Grassmann (N = 2).
Une a déja été étudiée dans la littérature [WIN] et consiste a faire intervenir les
équations classiques de KdV et mKdV respectivement dans les équations com-
posantes 'ayant deux variables de Grassmann et aucune variable de Grassmann.
L’autre forme est innovatrice et s’inspire de la méthode précédente : nous cher-

chons a faire intervenir les équations classiques de maniére inversée, soit KdV



4

sur I’équation sans variable de Grassmann et mKdV dans ’équation composante
ayant deux variables de Grassmann.

Nous procédons ensuite a la réduction des deux superéquations obtenues en
appliquant un changement de variables qui permet de réduire le superchamp
d’ordre N = 2 4 un superchamp d’ordre N = 1. Pour ce faire, nous comparons
deux méthodes : 'une a déja été abordée par Ayari, Hussin & Winternitz [WIN]
tandisl que 'autre est nouvelle. Enfin, nous procédons 4 une résolution partielle .
du systéme d’équation associé & notre nouvelle supersymétrisation réduite par
la méthode déja connue, faisant ainsi ressortir de nouvelles solutions de type
solitoniques et polynomiales.

Dans le troisiéme chapitre, nous explicitons la méthode proposée par Hirota
pour déterminer des solutions solitoniques dans le contexte classique. Nous appli-
quons cette méthode aux équations de KAV et mKdV afin de décrire les solutions
solitoniques connues et d’en trouver de nouvelles. Nous nous penchons ensuite sur
I’extension plus récente de la méthode de Hirota au contexte supersymétrique en
lappliquant aux versions SUSY de KdV et mKdV poﬁr trouver de nouveaux su-
persolitons. Finalement, nous comparons les solutions obtenues dans le contexte
classique et supersymétrique pour chacune des équations.

La contribution de ce mémoire peut donc étre décrite par les trois réalisations
suivantes. Tout d’abord, mettre en évidence une nouvelle supersymétrisation a
deux variables de Grassmann pour I’équation de KdV. Puis, a partir de celle-ci,
appliquer une méthode de réduction connue et résoudre partiellement le systéme
d’équations obtenu, nous permettant de trouver de nouvelles solutions superso-
litoniques. Ces résultats nous ménent & la derniére étape qui consiste & mettre
en évidence les avantages de la méthode de Hirota, car celle-ci nous permet de
déterminer une forme générale pour les solutions supersolitoniques sans avoir & -
développer les équations supersymétriques. De cette méthode simple et compacte

découle une infinité de supersolitons dans le contexte supersymétrique.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous survolerons difféerents concepts théoriques nécessaires
& la compréhension du sujet étudié dans le cadre de ce mémoire. Nous y donne-
rons une bréve description des variables de Grassmann et aborderons les notions
de supersymétrie et de dérivée covariante. Nous verrons comment ces objets ma-
thématiques sont utilisés dans le contexte particulier des équations de KdV et
mKdV.

1.1. ALGEBRES ET VARIABLES DE GRASSMANN

L’ouvrage de Cornwell [COR| aborde de maniére bien détaillée les algébres
de Grassmann dont nous donnerons ici seulement les lignes essentielles. Ainsi, on
peut constuire une algébre de Grassmann a partir d’'un ensemble de N générateurs

01, 05, ..., O en définissant le produit suivant :
0:;0; = —0,0;, Vi,7=1,2,..., V. (1.1.1)

On appelle ces générateurs, des variables de Grassmann, et on dit que ce sont des
quantités anticommutantes. On les désigne aussi comme des quantités impaires
tandis que les variables commutantes sont des quantités paires.

Dans ce mémoire, nous travaillerons avec des superespaces vectoriels faisant
intervenir une ou deux variables de Grassmann. Dans le cas d’une séule variable
notée 6, on constate par le produit donné ci-haut que #% = 0. En ce qui concerne le

cas de deux variables notées ) et 6,, celles-ci satisfont le produit donné en (1.1.1)
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et donc, on a #] = 6 = 0. Notons finalement que les variables de Grassmann

anticommutent seulement entre elles, mais pas avec les variables paires.

1.2. SUPERSYMETRIES

Nous savons qu'il est possible d’utiliser les groupes de symétries d’une équa-
tion différentielle pour déterminer des solutions & cette derniére. On retrouve
‘notamment les détails a ce sujet dans 1’ouvrage de Olver [OLV]. L’objectif des
supersymeétries est le méme, soit de conserver 'invariance d’une équation, mais
en combinant des variables paires et impaires. Les supersymétries sont également
appelées symétries non-classiques. Elles font appel au couplage de champs vecto-
riels décrits & ’aide de variables paires (bosons) avec des champs vectoriels décrits
a l'aide de variables impaires (fermions). C’est dans ce contexte qu’interviendront
les variables de Grassmann.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons aux superchamps vectoriels
d’ordre N = 1 (1 variable fermionique §; 2 variables bosoniques x et t) ainsi
qu’aux superchamps vectoriels d’ordre N = 2 (2 variables fermioniques 6, et 0, ;

2 variables bosoniques z et t).
1.2.1. Superchamp vectoriel d’ordre N =1

Considérons un champ u(z,t) et introduisons une nouvelle variable de Grass-
mann @ telle que u(z, t) soit étendu & un superchamp ®(z, t; ). Ce dernier pourra
étre choisi comme étant pair ou impair. D’une part, s’il est choisi comme étant
pair, il s’écrira sous la forme ®(z,t;6) = u(z,t) + 0&(z,t) et la fonction u(z,t)
sera bosonique tandis que la fonction £(z,t) sera fermionique. D’aufre part, si
® est choisi comme étant impair, il s’écrira plutdt sous la forme ®(z,t;0) =
£(z,t) + Bu(z,t) ou u(z,t) et £(z,t) conservent la méme définition.

Afin de comprendre la forme du superchamp ®(z, t; 8), il suffit de calculer son

développement en séries de Taylor autour de 8 =0 :

®(z,t;0) = O(z,t;0) + 00,9(z, t; 0). (1.2.1)
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On remarque qu'’il s’agit d’'un développement de Taylor exact, car tous les termes
faisant intervenir la variable § 4 un ordre supérieur ou égal & deux sont nuls
puisque 6% = 0.

Ainsi, si on définit notre superchamp vectoriel ®(z,t;¢) comme étant pair,

son développement de Taylor en 8 pr.end la forme :

@ (z,t;6) = u(z, t) + 0&(x, t). (1.2.2)
Si le superchamp est impair, il peut s’écrire comme

®(z,t;0) = &(z,t) + Ou(x, t). (1.2.3)

1.2.2. Superchamp vectoriel d’ordre N =2

Reprenons notre champ bosonique u(z,t) et introduisons deux nouvelles va-
riables fermioniques 6, et #,. L’extension de u(z, t) vers un superchamp A(z, t; 6, 62)
utilise un raisonnement semblable au cas N = 1 et on obtient le développement

en séries de Taylor exact autour de 6, = 6, = 0 suivant :

Az, t,0,,62) = A(z,t;0,0) + 6,0, Az, t;0,0) + 0204, A(z, £;0,0)
+919289192A(l‘,t;0,0),

’U(.’E, t) + Glgl(I, t) + 62&2(1‘, t) + 9]921).(33, t) (124)

t

Dans ce mémoire, nous allons considérer seulement le cas ou le superchamp A est
pair. On note que dans I'équation 1.2.4, les fonctions u(z,t) et v(z,t) sont paires

tandis que &;(z,t) et &(x,t) sont des fonctions impaires.

1.3. DERIVEE COVARIANTE

Dans le contexte supersymétrique, on introduit une dérivée covariante qui est
une certaine combinaison des dérivées par rapport aux variables paires et impaires.
Etudions I’expression de celle-ci pour les superchamps vectoriels d’ordre N = 1

et N =2.



1.3.1. Dérivée covariante pour un superchamp d’ordre N =1

Dans le superespa.cé (z,0), on veut travailler avec une notion de symeétrie
que 'on appelle supersymétrie. Cette supersymétrie est générée a partir de la

transformation :
g = z+nf, (1.3.1)
¢ = 6-n. (1.3.2)
Notons que la variable ¢t (temps) reste inchangée. Comme z est pair et que 6
est impair, cela force n & étre impair (% = 0). Exprimons le superchamp vectoriel

®(z,t;0) en fonction des nouvelles variables z’ et & et trouvons le développement

en séries de Taylor autour de n =0 :

o2, t;0) = Dz +n0,t;0 —n), (1.3.3)

= B(z,4;0) + (19)2.0(z, 4 0) + (~n)%p®(z,1:0),  (1.3.4)

= ®(z,t;0) + 100, — 5| P(z,t;8), (1.3.5)

= (1+nQ)®(z,t;6), (1.3.6)

oll Q = 60, — Jy. On note que Q est impair et que Q? = —8,. Rappelons égale-

ment que les dérivées 0, (opérateur dérivée pair) et 9y (opérateur dérivée impair)
commutent. ‘

On cherche & remplacer la dérivée ordinaire 0, par une dérivée covariante D
telle que D anticommute avec (). Définissons les dérivées covariantes D et D’
suivantes : .

D = 00, + 0y, (1.3.7)

D' = 08, + Op. ’ (138)

On remarque qu’il s’agit & un signe prés de @ et que D et D’ sont impaires. On
peut facilement vérifier que D = D’ en utilisant le fait que :

Oy = Oy, (1.3.9)

8 = —nBy + . (1.3.10)



On obtient donc que :

D'@(m',vt; ¢') = D®(z+nb,t;0—n), | (1.3.11)
= D(1+1Q)®(z,t;0), (1.3.12)
= (14+7Q)D®(z,t;0). (1.3.13)

Enfin, on remarque que D? = 9, et que :
= {D,Q}=DQ+ QD =0. (1.3.14)

Ainsi, on remarque que, tout comme pour le superchamp ®, la dérivée covariante
est invariante sous la transformation donnée par (1.3.1) et (1.3.2). Une équation
écrite en fonction de D et du superchamp sera donc invariante sous cette trans-
formation et sera dite supersymétrique. Pour une équation différentielle classique
donnée, notre stratégie sera de lui associer une superéquation telle que la contri-

bution bosonique correspond & ’équation originale.

1.3.2. Dérivée covariante pour un superchamp d’ordre N =2

Dans le cas d’'un superchamp vectoriel d’ordre N = 2, nous utiliserons deux
expressions de dérivées covariantes qui seront toutes deux des combinaisons des

dérivées par rapport aux variables bosoniques et fermioniques. Leurs expressions

seront de la forme :

Dl = 8914-91(%:, (1315)

Dy = 0y, + 020,. (1.3.16)
Ces deux dérivées sont impaires telles que :

D}=D? = 9, (1.3.17)

(D, Dy} = 0. C(13.18)

Dans ce contexte, la supersymétrisation d’une équation différentielle fera inter-
venir le superchamp A(z, ¢;6;,602) donné en (1.2.4) ainsi que 'action de D, et D,
sur ce dernier de maniére a ce que I'une des composantes bosonique corresponde

a 'equation différentielle originale.
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1.4. EQUATIONS DE KDV ET MKDV

Comme nous étudions les différentes supersymétrisations des équatioﬁs de
KdV et mKdV, voyons d’abord quelques caractéristiques de ces derniéres dans le

contexte classique. L’équation de KdV s’écrit :

Up + Uggr + OUU, = 0, (1.4.1)
tandis que celle de mKdV s’écrit :

Uy + Uggg — 6uu, = 0. (1.4.2)

Les variables indépendantes z et t correspondent respectivement & la position
(dimension n = 2) et au temps. On se sert notamment de ces équations pour
modéliser les vagues dans les eaux de surfaces. Ces vagues solitaires correspondent
a ce qu'on appelle des solutions solitoniques (on utilise également le terme soliton).
Elles possédent plusieurs caractéristiques :

1- Les ondes se propagent sans se déformer dans un milieu non-linéaire.

2- Les lois classiques de la dispersion de 1'énergie ne sont plus valides (phé-
noméne d’onde de choc). En plus de la conservation d’énergie, on constate
également la conservation de la masse, de la quantité de mouvement.

3- Le principe de superposition n’est plus applicable (la combinaison de deux
solutions n’engendre pas une troisiéme solution).

4- Des vagues de densités différentes se propagent avec des vitesses différentes.
On note que plus la densité de la vague est élevée, plus sa vitesse l’est
également.

5- Suite a l'interaction de deux ondes solitoniques, ces derniéres conservent
leurs propriétés.

La provenance de solutions solitoniques est, en fait, due & une combinaison

entre l'effet dispersif de la partie linéaire de 1’équation u,,, et 'effet focalisant de
la partie non-linéaire de 1’équation uu, ou u?u,;. Mathématiquement, une solution

solitonique particuliére de 1’équation de KdV est donnée par :

(1.4.3)
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tandis qu'une solution solitonique particuliére de mKdV est donnée par :

ki
)= —— 1.4.4
U((L', ) sinh(nl)’ ( )
ou

Pour plus de détails sur les solutions solitoniques de ces deux équations, voir
notamment l'ouvrage de Drazin et Johnson [DRA].

Afin d’obtenir les versions supersymétriques de I’équation (1.4.1), nous al- -
lons d’abord considérer ses supersymétrisations & une variable de Grassmann. A
partir soit du superchamp pair (1.2.2) ou du superchamp impair (1.2.3), nous
batirons une superéquation en fonction du superchamp choisi avec D =(1.3.7)
comme opérateur différentiel de maniére a4 ce que la contribution bosonique de
la superéquation corresponde a lI’équation classique de KdV. Nous appliquerons
la méme stratégie pour déterminer les versions supersymétriques de 1’équation
de mKdV avec une contribution bosonique de la superéquation correspondant a
I'équation classique (1.4.2).

Nous allons ensuite considérer deux supersymétrisations a deux variables de
Grassmann et construirons une superéquation en fonction du superchamp pair
(1.2.4) et des deux opérateurs différentiels D; =(1.3.15) et Dy =(1.3.16). La pre-
miére supersymeétrisation est connue [WIN] et consiste a faire intervenir 1’équa-
tion de KdV dans ’équation composante a deux variables de Grassmann et I’équa-
tion de mKdV dans I’équation composante n’ayant aucune variable de Grass-
mann. La seconde et nouvelle supersymétrisation consistera & inverser les équa-
tions obtenues sur les équations composantes mentionnées dans la premiére su-

persymétrisation.



Chapitre 2

EQUATIONS SUPERSYMETRIQUES DE KDV
ET MKDV

Il existe plusieurs formes de symétrisation pour les équations de KdV et de
mKdV. Ces formes dépendent principalement du superchamp utilisé (bosonique
ou fermionique) ainsi que des valeurs attribuées aux paramétres arbitraires. Ce
chapitre a pour but de décrire la facon dont nous-obtenons les différentes formes
dans le cadre de superchamps fermioniques et bosoniques d’ordre N = 1 et d’ap-

pliquer ces méthodes au cas d’un superchamp bosonique d’ordre NV = 2.

2.1. EQUATION'SUPERSYMETRIQUE DE KDV POUR UN SUPER-

CHAMP D’ORDRE N =1

En premier lieu, considérons le superchamp fermionique ®(z, ¢; ) suivant :
O(x,t;0) = &(z, t) + u(z, 1), (2.1.1)

ou &(z,t) est une fonction fermionique et u(z,t) est une fonction bosonique. En
faisant agir la dérivée covariante D donnée au premier chapitre par (1.3.7) sur
®, il faut déterminer I’équation supersymétrique qui permet d’obtenir I’équation
de KdV pour la variable u(z,t) dans 1'’équation composante fermionique. Les
quantités ®, et DP® font respectivement intervenir les termes fu; et Gugpy. A
partir des résultats présentés a ’annexe A.1, nous remarquons que seuls les termes

suivants font intervenir 1’expression non-linéaire Guu, :

DD = fu, — 0(EE,T + uug), D®D*® = uf, + Buu,, (2.1.2)



13

ce qui nous permet d’écrire I'équation supersymétrique générale de KdV suivante :
@, + D°® + a®D*® + bDOD?® = 0, (2.1.3)
ou a et b sont deux constantes arbitraires & déterminer. En utilisant 1'égalité :
D*(®D®) = DOD*® + ®D*, (2.1.4)
I’équation (2.1.3) devient :
&, + D°® + aD*(®D®) + (b — ) DOD*® = 0, (2.1.5)
dont les équations composantes sont données par :

U + Uppr + (@ + b)uug — allyy, = 0, (2.1.6)

£ + Lxzx + DEu + abu; = 0. (2.1.7)

Si nous voulons faire intervenir I’équation de KdV (1.4.1) dans ’équation
composante (2.1.6), nous prendrons b = 6 — a. Nous débouchons sur ’équation

supersymétrique :
@, + D®® + aD*(®D®) + (6 — 2a)DOD*® = 0, (2.1.8)
dont les équations composantes couplées sont :

Up + Upyy + Buu, —aléy = 0, (2.1.9)

& + Egar + (6 — a)éou + afu, = 0. (2.1.10)

Nous rencontrons cette forme générale dans larticle [WIN]. Si nous prenons

a = 0 dans ’équation (2.1.8), nous obtenons l’équation supersymétrique
&, + D*® + 6DOD® = 0, (2.1.11)
dont les équations composantes sont

Up + Ugzy + Oun, = 0, (2.1.12)

ft + fza:a: + Gé‘zu = (. (2.1.13)

Nous remarquons notamment que la fonction £(z,¢) n’intervient plus dans la

premiére équation composante, nous donnant ainsi un systéme de deux équations
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découplées ; nous parlons alors de supersymétrisation triviale. L’équation (2.1.11)
correspond & I’équation KAV B dans I'article [GHO].
Une autre forme pour l’équation supersymétrique de KdV est obtenue en

‘prenant a = 3 dans I’équation (2.1.8) qui devient
®, + D°® 4+ 3D*(®D?) = 0, (2.1.14)
dont les équations composantes sont

Ut Ugge + 6uuy — 36z = O, (2.1.15)

L’équation (2.1.14) porte le nom de KdV Manin-Radul-Mathieu dans [GHO|.

Cette équation est particuliérement intéressante, car elle s’écrit :
®, + D* [D'® +39D®| =0, (2.1.17)

avec D? = 0.
En second lieu, considérons plutét un superchamp bosonique A(z,t; 8) donné
par :
Az, t;0) = u(z, t) + 0¢(z, 1), (2.1.18)
et observons ’action de la dérivée covariante D sur le superchamp A de maniére a
obtenir ’équation de KdV dans une des équations composantes. Nous constatons
tout d’abord que ’équation de KdV devra apparaitre dans I’équation composante
bosonique. Nous remarquons que la seule combinaison de D et A faisant intervenir

I’expression uu, est AD?A. Il en résulte 1’équation supersymétrique générale :
A+ DPA+aAD?*A =0, (2.1.19)
oll a est une constante arbitraire, et dont les équations composantes sont

Up + Ugze + auuz = O, (2.1.20)

& + Ezae + a(€ug +uéy) = 0. (2.1.21)

Comme pour I'équation supersymétrique (2.1.11), il s’agit d’un systéme de deux

équations découplées étant donné 'absence de la fonction £(z,t) dans la premiére
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équation composante. Nous parlons encore de supersymétrisation triviale qui est

cependant différente de (2.1.12) et (2.1.13) méme lorsque a = 6.

2.2. EQUATION SUPERSYMETRIQUE DE MKDV POUR UN SUPER-

CHAMP D'ORDRE N =1

Reprenons un superchamp fermionique ®(z,t;8) = £(z,t) + fu(z,t) et dé-
terminons quelle devrait étre la forme de ’équation supersymétrique permettant
d’obtenir 'équation de mKdV pour la variable u(z, t) dans ’équation composante
fermionique. En utilisant & nouveau les résultats de I’annexe A.1, nous constatons
que les. expressions faisant intervenir fuu, sont ®D*®D® et (D®)2D?®, ce qui

engendre 1’équation supersymétrique générale
&, + D°® + a®D*®D® + b(DP)*D*® = 0, (2.2.1)
ol a et b sont deux constantes arbitraires, et dont les équations composantes sont

Us + Uger + (@ + b)ulu, — a(uléy)z =0, (2.2.2)

§£ + Eoze + aguu:r + bu2§I =0 (223)

Si nous considérons 1’équation de mKdV (1.4.2), nous obtenons la condition a +

b= —6. L’équation (2.2.1) devient
®, + D’® 4+ a®D*®D® — (6 + a)(D®)*D*® = 0, (2.2.4)

qui s’écrit en composantes :

Up + Ugze — 6UPuy —a(u€éy), = 0, (2.2.5)
Ee + Ezz + abun, — (6 + a)u’é; = 0. (2.2.6)
L’article de Ghosh [GHO)] propose ’équation supersymétrique
&, + D*® — 30 D*®DP — 3(DP)*D*® = 0, (2.2.7)
correspondant au cas particulier a = —3. Les équations composantes sont
Up + Ugre — 6uu, + 3(ubés), = 0, (2.2.8)

ft + §III - 38&'&: - 3u2£1: = 0. A (229)
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D’autres formes de supersymétrisation sont également possibles si nous consi-
dérons 1’équation de mKdV sous la forme

Ut + Uggy + 6uPu, = 0, (2.2.10)

ou encore sous la forme

Up + Uggy + 24uuy = 0. (2.2.11)
Il s’agit d’imposer les conditions nécessaires sur les paramétres a et b. Les cas les
plus intéressants sont ceux qui nous permettent d’obtenir une équation supersy-
métrique o il est possible de mettre en évidence un facteur D? = 8,, comme

c’est le cas pour 1'équation (2.1.17). Voyons quelle condition est imposée aux

parameétres a et b pour satisfaire cette propriété pour 1’équation (2.2.1). Comme
D?[®(D®)?] = (D®)*D*® + 20 DO D, (2.2.12)

I’équation devient :
®; + D*[D*® + b®(D®)*] + (a — 2b)®DOD*® = 0. (2.2.13)

Nous obtenons la forme voulue lorsque a — 2b = 0. En combinant cette condition
avec a+b = —6 obtenue préalablement, cela impose les valeurs a = —4 et b = —2

dans (2.2.1) et nous obtenons 1’équation :
®, + D*[D*® — 2&(D®)?] = 0. (2.2.14)
Considérons maintenant un superchamp bosonique :
Az, t;0) = u(z, t) + 0&(z, t), (2.2.15)

et observons 'action de la dérivée covariante D sur le superchamp A de maniére
a obtenir I'équation de mKdV sur 'une des équations composantes. Tout comme
pour le cas de KdV, nous constatons que ’équation de mKdV peut seulement
apparaitre dans 1’équation composante bosonique. Nous remarquons que la seule
combinaison de D et A faisant intervenir I’expression u?u, est A2D?A. Il en résulte

I’équation supersymétrique

A+ D°A +aA%D?A =0, (2.2.16)



17

ol a est une constante arbitraire. Les équations composantes sont

Us + Uggg + aUluy = 0, (2.2.17)

& + Eaze + a€zu” + 20fuu, = 0. (2.2.18)

Une fois encore, il s’agit d’un systéme de deux équations découplées étant donné
labsence de la fonction £(z,t) dans la premiére équation composante. Le cas ot

a = —6 correspond d’ailleurs & la superéquation mKdV B dans l'article [GHO|.

2.3. EQUATION SUPERSYMETRIQUE DE KDV POUR UN SUPER-

CHAMP BOSONIQUE D’ORDRE N = 2

Utilisons maintenant les stratégies vues a la section précédente pour un su-

perchamp bosonique d’ordre 2 :
Az, t;0,,0;) = u(z, t) + 0,6 (z,t) + 0:6%(x, t) + 6,0,0(z, t), (2.3.1)

ou u(z,t) et v(z,t) sont deux fonctions bosoniques et £'(x,t) et £%(z,t) sont
deux fonctions fermioniques. Voyons comment il est possible de supersymétriser
I’équation de KdV en la faisant intervenir dans I'une des quatre équations com-
posantes. Pour ce faire, nous allons dans un premier temps tenter de ’obtenir
sur la fonction v(z,t) dans I’équation composante faisant intervenir des termes
exclusivement du type 6,6,. Par la méme occasion, nous chercherons également a
obtenir I’équation de mKdV sur la fonction u(z, t) dans I’équation composante ne
comportant aucun terme du type 8, 8> ou 6,65. Nous retrouvons d’ailleurs cette
stratégie dans l'article [WIN].

Dans un second temps, nous tenterons une nouvelle approche, tout a fait ori-
ginale et innovatrice, qui consiste & inverser les équations obtenues sur chacune
des fonctions, soit d’obtenir I’équation de mKdV sur v(z, t) dans ’équation com-
posante faisant uniquement intervenir des termes du type 6,65 et 1’équati0n'de

KdV sur u(z,t) dans I’équation composante ne comportant aucun terme du type

6, 6> ou 6,6,.
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2.3.1. Obtention de KdV sur v(z,t) et mKdV sur u(z,t)

A partir des résultats de I’annexe A.2, les termes faisant intervenir 1'expres-
sion 8,0,vv, sont AD)D,A, D;AD3A, D1AD3A et D1;D,AD?A ou nous faisons
intervenir les dérivées covariantes D; et D, introduites au premier chapitre par les
expressions (1.3.15) et (1.3.16). De la méme fagon, nous trouvons que les termes
faisant intervenir u?u, sont A2D?A et AD2AZ%. Nous obtenons ainsi I’équation

supersymeétrique générale suivante :

A, = —Ag +bA(DDyA) + cDyAD3A +dD,ADSA

+eD\DyAD2A + fA’D3A + gADIA®. (2.3.2)

oub, c, d, e, fetgsont des paramétres arbitraires.
Etape 1 : Mise en évidence d’un 0,
En premier lieu, nous pouvons réunir les termes A2D?A et AD2?A? grace &

I’égalité suivante obtenue en développant 'expression de D?A? :

AD?A* = 2A*D?A. (2.3.3)
L’équation (2.3.2) devient
A, = —Ags+bA(D\DyA) +cDyADIA +dD,AD3A
+eD\ D, AD?A + (f + 29)A’D? A. (2.3.4)

Pour obtenir la forme voulue, nous utilisons les égalités suivantes obtenues en

développant (AD,D,A), et (D, D,A?), :

(D1Dy,A?), = 2[D3AD,A+ D?AD,D,A + D,AD3A + AD3D,A](2.3.6)
En introduisant ces expressions dans (2.3.4) nous obtenons :

d
Ay = —Apr + (b—d)(AD1D2A), + E(DIDQAZ)I

+(e —b)D?AD DA — (c +d)D3AD,A + (f + 29)A’D2A. (2.3.7)
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Nous trouvons alors deux conditions afin d’annuler les termes D?AD;D,A et
D3AD,A :

e—b = 0, (2.3.8)

c+d = 0. (2.3.9)

L’équation (2.3.7) dépend maintenant de quatre parameétres b, d, f et g :

d (f +29)

At=—Am+(b—al)(,cwl'pyq)”5(1711)2,42)954r (A7, (23.10)

Etape 2 : Réduction de paramétres
Afin de diminuer le nombre de parameétres arbitraires, nous imposons la condi-
tion

3a = f+2g. (2.3.11)

Il ne nous reste qu'une équation comprenant trois parameétres b, d, et a :
At = [_Am: -+ (b - d)ADlDZA + ngDQAZ -+ GAS]Q;. (2312)

Etape 3 : Présence de KdV et mKdV
La derniére étape consiste a faire intervenir KdV et mKdV dans les équations
composantes. En premier lieu, ’équation composante faisant intervenir des termes

du type 60,0, est donnée par

Vp + Uzge + 2(b — d)vvg — (b + 2d)Uglgy — Muiligay

+(d — b)E L, + (d — b)E%E2, — 3a[(uv), — 2(£'¢%u),] = 0. (2.3.13)
Imposer I’équation de KdV (1.4.1) nous donne la condition
b—d=3. (2.3.14)

L’équation supersymétrique devient

b—-3

Ay = [~ Agz + 3AD Dy A + DD, A? 4 a A%, (2.3.15)

Enfin, faisons de méme avec I’équation composante ne faisant intervenir aucun

terme du type 61, 6, ou 6,6, :

Ut + Uz — 3auug + bluv), — (b — 3)(€1¢%), = 0. (2.3.16)
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Pour obtenir 'équation de mKdV écrite sous la forme (2.2.10), dans le but d’obte-
nir des équations similaires a celles obtenues dans [WIN], nous obtenons la condi-
tion a = —2. Pour se débarasser du termé bosonique b(uv), absent de I'équation
de mKdV, posons simplement

b=a+2. (2.3.17)

De cette fagon, I’équation composante (2.3.16) ne dépendra pas de u(z, t) lorsque
a = —2. En tenant compte de la condition (2.3.17) sur b, I’équation supersymé-
trique dépend maintenant d’un seul paramétre a arbitraire :

a—1

A = [~As+3ADI DA+ Dy Dy A% + 0 A%,

a—1

= _Aa::v:v + 3(AD1 DZA):E + (D1D2A2)I + 3(1A2Ax, (2318)

dont les quatre équations composantes sont

Us + Uszz — 30u%ug + (a + 2)(uv), — (a — 1)(€'€%), = 0,
Ve + Vazz + 600z — 30UgUse — (0 + 2)Uges — 3(E%65, +€16;,)
—3a(u®vy + 2uugy — 2uftE2 + 2ug?el — 2u, %) = 0,
£ + Eaaw + (@ +2)(€'0)2 — (a — 1)(EM0)z — (a + 2)uél,
—(2a + Duz€2 — (a — 1)y, — 3a(u’€) + 2uug') = 0,
€ + Eage + (2 + 2)(€%0)z — (a = 1)(E%0): + (a + 2)uéz,
+(2a + Duggl + (a = 1) ugy — 3a(u?€ + 2uu?) = 0.
Notons que la premiére équation du systéme précédent fait apparaitre I’équation
classique de mKdV (trois premiers termes) tandis que la seconde équation du
‘systéme fait apparaitre ’équation classique de KdV (trois premiers termes). Nous

retrouvons ’équation supersymétrique (2.3.18) dans plusieurs références comme

[AYA], [LAB] et [WIN].
2.3.2. Obtention de mKdV sur v(z,t) et KdV sur u(z,t)
Reprenons le superchamp bosonique A(z,t;6:,60;) d’'ordre N = 2 donné par

(2.3.1) et inversons les équations obtenues sur chacune des fonctions. Nous cher-

chons & obtenir I’équation de mKdV sur v(z,t) dans I’équation composante faisant
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uniquement intervenir des termes du type 8,6, et '’équation de KdV sur u(z,t)
dans ’équation composante ne comportant aucun terme du type 6y, 83 ou 6,6,.

En utilisant les résultats de 'annexe A.2, les termes de la forme uu, sont :
AD?A et D? A? tandis que les termes de la forme 6,6,v%v, sont : AD, D, AD?D,A,
DyAD\AD3Dy A, DyAD\D,AD3A, D2A(D D, A)? et DSAD,AD,DyA. L'équa-
tion la plus générale possible s’écrit donc de la maniére suivante :

A = —Agpe +aAD?A 4 bD?A? + ¢(A)(D,D,A)(D3D,A)
+d(DyA)(D1A) (D} Dy A) + e(D2A) (D1 D2 A) (D3 A)
+f(D3A)(D1A)(D1D2A) + g(DiA)(Dy D2 A)?, (2.3.19)

oua,b, c, d, e, fetgsontdes paramétres arbitraires.

Etape 1 : Mise en évidence d’un 8,

A partir des équivalences
DIA* = 2AD3A,
(D;AD,AD\D,A), = D3AD,AD,D,A+ DyAD\D,AD}A + D,AD,AD3 D, A,
(A(D1D3A)?)), = (D?A)(DyD;A)? + 2A(D,D,A)(D3D,A),
Nous réduisons 1’équation (2.3.19) & une la forme presque voulue :
A = —Ag+(a+2b)AA, + d(D;AD1AD D2 A),
+9(A(D1D2A)?); + (f — d)D3AD;AD, D, A

Nous imposons alors les 2 conditions :

f = e=d, 4 (2.3.21)

c = 2g. (2.3.22)

L’équation supersymétrique résultante devient :

Ap = [=Agy + (a +22b)

A? + dDyADyADy Do A + gA(Dy DoAY, (2.3.23)

Etape 2 : Présence de KdV et mKdV
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En développant les équations composantes et en imposant KdV sur la variable
u(z,t) dans l’équation ne faisant intervenir aucun 6y, f2 ou #;6, et en imposant
mKdV sur la variable v(z,t) dans 1'équation en 6,6,, nous obtenons deux autres

conditions :

a+2 = —6, - (23.24)

d+g = -2 (2.3.25)
L’équation supersymétrique devient alors

A, = [~Ag —3A*+dDyAD\AD\D,A — (d + 2)A(D,D,A)?,,  (2.3.26)

= —Agz — 6AA, +d(DyAD,AD Dy A), — (d + 2)(A(DyD2A)?),
ot le paramétre d demeure arbitraire. Le systéme suivant :

Ut + Upzr + but; — d(E1€%0); + (d +2)(v7u), = 0,
Ve + Vzgz + 600, + 6(uv)z +6(£'€%); — 4(€'6;0):
—A(€%€20), — A€ ) — d(EEN)s + d(E' ),
+d(v(ug)?)z — 2(d + 2)(E2630)x + 2(d + 2) (WUss): = O,
€+ €L, + 6(€l), +2(6W7),
—d(£%€'6;)z — d(Evus); — 2(d + 2)(Ew). = 0,
& + Erpp +6(E%u)z + 2(6%0%),
+d(E2€16;): + d(€lvu)z +2(d + 2)(Guv), = O,

correspond aux quatre équations composantes. Nous observons que la premiére
équation du systéme précédent fait apparaitre I’équation classique de KdV (trois
premiers termes) tandis que la seconde équation du systéme fait apparaitre I'équa-

tion classique de mKdV (trois premiers termes).
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- 2.4. REDUCTION DE L’EQUATION SUPERSYMETRIQUE DE KDV D’UN
SUPERCHAMP D'ORDRE /N = 2 A UN SUPERCHAMP D'ORDRE
N=1
A partir d’un changement de variable approprié, il est possible de réduire les
équations supersymétriques (2.3.18) et (2.3.26) en des équations supersymétriques
d’ordre N = 1 dont les équations composantes sont des équations aux dérivées
ordinaires (EDO’s). Deux transformations sont proposées dans les sous-sections

qui suivent : la premiére a été explorée dans [AYA|, [WIN] et la deuxiéme

constitue une alternative nouvelle menant a4 des superéquations connues.
2.4.1. Méthode de réduction proposée dans I'article [WIN]
Si- nous cherchons des solutions du type onde qui se propage qui sont de plus

invariantes sous une supersymétrie (voir [AYA]), nous effectuons le changement

de variables :
y = $+Ct+i9192, (241)
0 = 6, +ibs, (2.4.2)

et nous supposons que le superchamp bosonique A(z,t;80),8:) s’exprime en fonc-

tion des nouvelles variables y (bosonique) et # (fermionique), sous la forme :

A(y; 0) = uly) + 0p(y), (2.4.3)

ot u(y) est bosonique et p(y) est fermionique. En développant le superchamp A
de maniére & ce que ses composantes soient des fonctions de I'expression z + ct,

nous obhtenons :

d
A=u(z +ct)+ 19162d—g le=x+ct +(01 + i02)p(z + ct), (2.4.4)
et cela nous impose deux conditions sur les composantes : v = i%‘ le=zict €t
£2 = i£'. Si nous appliquons le changement de variable donné par (2.4.1) et
(2.4.2) a Péquation (2.3.18), il en résulte le systéme
u,, —aud +ila+2uuy +cut+e = 0, (2.45)

Py —i(a+ 2upy + (¢ — 3au® +i(d —a)u) p = k. (2.4.6)
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Comme la démarche menant & ces équations est décrite en détail dans [WIN],
nous ne la décrirons pas ici. Une démarche semblable peut étre appliquée a I’équa-

tion supersymétrique (2.3.26) nous permettant d’obtenir le systéme
Uy +3u' — (a+2uiutcute = 0, (2.4.7)
pyy + 2(a + Quuypy + (c+6u+ (a—2ul)p = k, (2.4.8)

ou le parameétre arbitraire d original a été remplacé par a afin de faciliter la
comparaison avec le systéme donné par les équations (2.4.5) et (2.4.6). Dans les
deux cas, les parameétres ¢, ¢; et a sont des constantes bosoniques tandis que k

est une constante fermionique.

2.4.2. Méthode de réduction alternative

Considérons a nouveau le superchamp bosonique A(z,t;6,,6;) = (2.3.1) et

procédons au changement de variables suivant :

§ = %(91—192), (2.4.9)
6 = \}i(elmaz), (2.4.10)
b = %(8(;-1—9_&;), (2.4.11)
D = %(&;qLéax). (2.4.12)

Comme D) = 0y, + 6,0, et Dy = 0y, + 0:0;, ce changement entraine les relations

suivantes :
1 - .
6 = —(0+0), 2.4.13
i -
b, = —(6-9), 2.4.14
D, = D+D, (2.4.15)
D, = i(D-D). (2.4.16)

Nous pouvons alors vérifier que

{Dvb} = O, | (2417)

D*=D* = . , (2.4.18)
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Par conséquent, le superchamp A(x,t;6;,6,) exprimé en fonction des nouvelles

variables @ et 8 s’écrit comme

5 2 6 . 2
A(xvt;grg) = ( ) ( ('Tv t)+Z£ (J?,t))—{- ﬁ(& (.’E,t) _Z§ (.’D,t))

—7,6'91)(

P
V2
). (2.4.19)

Voyons comment ce changement permet de réduire les équations (2.3.18) et

(2.3.26).

CAS 1: Ay = —Agse + 3(AD1 D2 A); + %54 (D1 D2 A?); + 30 A% A,

En procédant au changement de variables sur ’équation (2.3.18), nous obte-
nons :

A, = —(DDPA—(DDPA+i(a+2)(DDA)? —i(a+2)(DDA)?

+i(a + 2)(A(DD)?A) — i(a + 2)(A(DD)2A) + 2i(a ~ 1) DADDDA

—2i(a —1)DADDDA + 3adA’DDA + 3aA2DD A (2.4.20)

Afin d’obtenir la réduction, nous supposons que DA = 0, ce qui est équivalent

A+ 04, = 0. (2.4.21)

En appliquant cette condition au superchamp A(z, t; 8, é) donné par (2.4.19), nous

obtenons 1’égalité
1 A
= (€ 4+ 4D + O(uy — ) + —(51 +4£2) = (2.4.22
V2 V2 )
ce qui impose les deux conditions

£ = ig (2.4.23)

Vo= . (2.4.24)
Le superchamp A devient alors

A =u(z,t) + V20N (x, t) — iBfuy(z,1). (2.4.25)
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[’équation supersymétrique (2.4.20) se réduit a
A; = —Agez +i(a+2)A% +i(a+2)AA,, + 2i(a— 1) DA, DA+ 3aA%A,. (2.4.26)

Elle s’écrit en composantes :

U + Ugee — (@ + 2)i(uug), - a(u®), = 0, (2.4.27)

& + e — (@ +2)i(E"U)es — Ba(€'u)e = 0. (2.4.28)

Notons que lorsque a = —2, nous obtenons alors les deux équations particu-
liéres

Uy + Ugge + 6uZuy, = 0, (2.4.29)

&+l +66ur+ 126, = 0. (2.4.30)

Ce systéme d’équations découplées est de la méme forme que les équations com-
posantes de la superéquation de mKdV d’ordre N = 1 donnée par ’équation
(2.2.16).

Cas 2 : At = —A:,:Iz - GAAI + G(D2AD1AD1D2A)$ - (CL + 2)(A(D1D2A)2)z
Cette fois-ci, ’équation supersymétrique obtenue aprés le changement de va-

riables est
A, = —(DD)*A—-(DD)*A—-6ADDA —6ADDA +

2aDDDADADDA — 2DDDADADDA — 20DDDADADDA +
2aDDDADADDA — aDADA(DD)?A + aDADA(DD)?A
+aDADA(DD)?*A — aDADA(DD)?A — (a + 2)(DDA)(DDA)?
—(a+ 2)(DDA)Y(DDA)? + (a+ 2) (DDA + (a + 2)(DDA)?
+2(a +2)ADDA(DD)?A — 2(a + 2)ADDA(DD)2A |
—2(a+ 2)ADDA(DD)?A + 2(a + 2)ADDA(DD)?A. (2.4.31)

Aprés avoir posé DA = 0, nous obtenons de nouveau la forme donnée par

(2.4.25) pour le superchamp A. Nous obtenons donc la superéquation

Ay = —Appr — 6AA; + (a+2)(A2)3 + 2(a + 2)AA A, (2.4.32)
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dont les équations composantes associées sont

Up + Ugge + 6UUs — (@ + 2)(u(ug)?)s = 0(2.4.33)

6 + o+ 6(EM0): — 2(a + 2)(Gus)s — (a4 2)(E () = 0(24.39)

Nous pouvons vérifier que dans le cas particulier oi @ = —2, nous obtenons un
systéme de la méme forme que celui de la superéquation de KdV d’ordre N =1

donnée par ’équation (2.1.19).

2.4.3. Comparaison des équations obtenues par les deux méthodes

de réduction

Les deux méthodes de réduction vues 4 la section précédente ne sont pas exac-
tement équivalentes. Nous remarquons que toutes deux menent a des équations
similaires, & un changement de variable prés, en ce qui a trait a la contribu-
tion bosonique du superchamp, mais que ce n’est pas le cas pour la contribution
fermionique.

En effet, comparons les équations (2.4.5) et (2.4.27). En considérant le chan-

gement de variables suivant :

y=x+ct (2.4.35)
I’équation (2.4.27) devient I'EDO :
Uy + Uy, — i(a + 2) (uuy)y — a(u®), = 0. (2.4.36)
En intégrant une premiére fois et en posant u = —w, nous obtenons alors I’équa-
tion
—wy, — i(a+ 2)ww, + aw® — cw + ¢ = 0, (2.4.37)

oll ¢, est une constante arbitraire. Cette équation correspond essentiellement a
I’équation (2.4.5), & un signe prés si nous considérons que ¢; = —cs.

Comparons maintenant les équations (2.4.6) et (2.4.28) en appliquant 4 nou-
veau le changement de variables donné en (2.4.35). L'EDO associée & I’équation

(2.4.28) aprés une intégration par rapport &  est :

&y — ila +2)ug, + (c— 3au — i(a + 2)uy )E' = ky, (2.4.38)
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ol ky est une constante arbitraire. Or, il n’existe aucune valeur pour a telle que
cette équation corresponde & (2.4.6), ce qui nous confirme que les deux réductions
ne sont pas équivalentes.

Nous pouvons également appliquer le méme processus pour comparer les équa-
tions (2.4.7) et (2.4.33). En utilisant (2.4.35) dans (2.4.33) et en intégrant une
premiére fois, nous obtenons exactement I’équation (2.4.7). Comparons enfin les
équations (2.4.8) et (2.4.34) pour se convaincre qu'il s’agit une fois de plus de deux |
réductions différentes. En appliquant le changement donné en (2.4.35) & ’équa-
tion (2.4.34) puis en intégrant une fois par rapport a y, nous obtenons 'EDO

suivante :
yy — 2(a + 2uuy€y + (c+ 6u — (a + 2)ul)E! = ks, (2.4.39)

ol k3 est une constante d’intégration. Or, a priori, il n’existe pas de valeur pour
a qui permette d’avoir une équation équivalente a (2.4.8) puisque la seule valeur
faisant concorder les termes 53 est a = —2 tandis que la seule valeur faisant

concorder les termes en £! est a = 0.

2.5. SOLUTIONS DE L’EQUATION SUPERSYMETRIQUE DE KDV

Dans cette section, nous ferons la résolution de ’équation (2.4.7) et verrons
une solution de (2.4.8). La résolution des équations (2.4.5) et (2.4.6), composantes
de (2.3.18), est élaborée en détail dans 'article [AYA] et nous ne I'exposerons
pas ici. Celui-ci utilise notamment la classification proposée par Ince [INC] pour
d’abord déterminer des solutions pour (2.4.5) et ensuite, en déduire des solutions
pour (2.4.6). Nous utiliserons une approche différente pour résoudre les équations

(2.4.7) et (2.4.8).

2.5.1. Solution pour l’éqliation 'bosonique

Nous allons d’abord procéder a la résolution de I’équation différentielle non-

linéaire d’ordre 2 :

Uy, + 3u® — (a + 2u(uy)? + cu+ ¢ =0, ' (2.5.1)
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ou ¢ et ¢; sont des parameétres constants réels. Traitons d’abord le cas ot a # —2.

En premier lieu, substituons a la variable u(y) la nouvelle variable z(u(y)) telle

que
d
uly)) = 7, (25.2)
de telle sorte que uy, = 2. L'équation (2.5.1) devient donc
dz 2 2
ro = (@+2)uz*+3u*+cu+c =0. (2.5.3)
u
En posant
Fu) = )], O (254)
’équation (2.5.3) devient une équation linéaire du premier ordre :
f(uw) —2(a+ 2)uf(u) = —6u® — 2cu — 2¢;. (2.5.5)

Nous allons d’abord déterminer la solution générale de ’équation homogéne

correspondante :
falu) = 2(e + 2)ufa(u) = 0. (2.5.6)

Elle est facilement obtenue comine
Falu) = At (2.5.7)

ou A, est une constante arbitraire. Pour résoudre ’équation inhomogeéne, il suffit
de trouver une solution particuliére a ’équation (2.5.5) et de I’ajouter & la solution
générale (2.5.7) de Péquation homogeéne. Pour ce faire, nous remarquons que le
terme —6u® — 2cu — 2¢; donné en (2.5.5) nous indique une solution polynomiale

potentielle. Postulons une solution de la forme :
folu) = .auz + fu -+,

ou a, 3 et y sont des constantes réelles a déterminer. En substituant cette solution

générale dans ’équation (2.5.5), nous obtenons

—2(a+ 2)au® +2(3 — (a +2)B)u* + 2(c ~ (a + 2)y + @)u+ B +2¢; = 0. (2.5.8)
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En annulant les coefficients de chaque puissance de u, nous obtenons les conditions

suivantes pour a, Jety:

a = 0, s (2.5.9)
3

g = @12 = —2¢, (2.5.10)
C

v o= e (2.5.11)

On note que la solution particuliére est en fait un polyndéme de degré un et qu’une

restriction est imposée a la constante ¢, :
3+2(a+2)c =0. (2.5.12)

La solution particuliére est donc :

3u—+c
(a+2)

Folu) = (2.5.13)

Enfin, nous concluons que 1’expression

3u+c
(a+2)

flu) = fat fy = Ape® 4

est une solution de I’équation différentielle (2.5.5) pour ¢; satisfaisant (2.5.12). A

partir de cette solution pour f(x), déterminons la forme pour u(y). A partir de

(2.5.4) et (2.5.2), nous obtenons

du\’ a2 | SUtcC
(@) = f(u) = AP 4 @12 (2.5.14)

Lorsque A, = 0, nous obtenons

u+e¢

du = 5.1
G +dy, (2.5.15)

qui s'intégre facilement. Il en ressort donc la solution particuliére suivante pour

u(y)
W= tes ! Tiarn T iern 3

ou B est la constante d'intégration provenant de l'équation (2.5.15). Lorsque

v + (2.5.16)

A # 0, la solution soit satisfaire :
du

= Hdy, (2.5.17)
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qui ne s’intégre pas facilement a cause du terme e(@+2v* Traitons maintenant le
cas oll a = —2. L’équation (2.5.1) devient

Uy + 3u® + cu+ ¢ = 0. (2.5.18)

A premiére vue, la présence d’un polynéme de degré 2 en u nous améne a postuler
la solution suivante

u(y) = aay® + oy + as, (2.5.19)

oll oy, oy et as sont des constantes arbitraires. En substituant (2.5.19) dans

(2.5.18), nous obtenons

3ady? + 60,000 + (Bayaz + a4 can )y? + (Bagas + can)y + 20 + al+caz+c, =0.

(2.5.20)
L’annulation des coefficients de chaque puissance de y impose
oy = 0, (2.5.21)
a; = 0, (2.5.22)
4 = °EV 22 — 120 (2.5.23)
La solution triviale résultante de (2.5.18) est donc
uly) = S 22 — 2o (2.5.24)

Il serait intéressant d’obtenir une solution autre que la solution triviale (2.5.24),
une solution solitonique par exemple. Nous remarquons qu’en posant y = x + ct,

’équation classique de KdV (1.4.1) devient :
Uyyy + CUy + 6uuy, = 0. (2.5.25)

En intégrant une premiére fois par rapport a y, nous obtenons I’équation (2.5.18)
oll ¢; est la constante d’intégration. Etant donné ce lien entre I’équation clas-
sique de KdV et I’équation que nous tentons de résoudre, nous constatons que la

solution
' 2k
uly) = cosh? [k1y]’

satisfait I’équation (2.5.18) lorsque ¢; = 0 et cette solution est de la méme forme

(2.5.26)

que (1.4.3) qui est déja connue.
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2.5.2. Solution pour ’équation fermionique

Maintenant que nous connaissons deux solutions particuliéres pour 1’équation
bosonique lorsque a = —2, nous sommes en mesure de déterminer des solutions

pour I’équation :
Pyy + 2(a + 2)uuypy + (¢ + 6u+ (a — 2)(u,)*)p = k. (2.5.27)

Sous les conditions données par la solution triviale (2.5.24), I’équation & résoudre

pour p(y) devient .
Py EVE—12ap=k (2.5.28)

Il s’agit d’'une EDO d’ordre deux linéaire dont nous trouvons aisément les solu-
tions. Tout d’abord, nous obtenons une solution exponentielle dans le cas olt nous

devons résoudre
Py — V2 —12¢1p =k, (2.5.29)

et cette solution s’écrit comme
() = ———=
Y= \/C2 - 1201

Dans le cas ol nous devons résoudre

pw+VE—12cp=k (2.5.31)

la solution s’écrit alors comme
. -k

ply) = W TV

Cce — 1201

Dans le cas particulier ot ¢ — 12¢; = 0, 1’équation & résoudre pour p devient

1/4

+ Al 120y g (P12e) My (2.5.30)

+ A, cos[(c? — 12¢,)Y4y] + Aysin[(c? — 12¢,)Y4y].  (2.5.32)

simplement :

Py =k, (2.5.33)

dont la solution est facilement obtenue

p = ky* + By + B, (2.5.34)

ou f, et [, sont des constantes arbitraires.
Bien que les deux méthodes de réductions utilisées au chapitre précédent ne
sont pas équivalentes, nous pouvons observer que les solutions u = (2.5.24) et

£ = (2.5.30) substituées dans (2.4.39) satisfont I’équation. Cela résulte du fait
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que u est une solution constante et donc que les deux équations (2.4.8) et (2.4.34)

se raménent & la forme suivante lorsque a = —2 (nous posons également p = £*
ainsi qué k=ks): _

&y + (c+6u)E" = k. (2.5.35)

Reprenons maintenant l’équation (2.5.27) et remplagons u par la solution

solitonique (2.5.26). L’équation inhomogéne & résoudre pour p devient :
pyy + (4l + 6u— 4k3) p = K, (2.5.36)

équation difficile a résoudre, méme si elle est linéaire en p. Nous remarquons donc
que 'obtention de solutions supersolitoniques ne se fait pas aisément lorsque nous
tentons de résoudre les équations composantes. Cela nous ameéne ainsi & considérer

une autre approche dont nous exposons les détails dans le chapitre qui suit.



Chapitre 3

BILINEARISATION DE HIROTA ET
SOLUTIONS SOLITONIQUES DE SUSY KDV
ET MKDV

Voyons maintenant une description de la méthode de bilinéarisation de Hirota
et son application aux équations de KdV et mKdV. Nous verrons ensuite comment

cette méthode s’adapte aux équations supersymétriques sKdV et smKdV.

3.1. DESCRIPTION DE LA METHODE DE HIROTA

La méthode de Hirota peut étre décrite de la fagon suivante :

1- Nous commengcons par introduire une transformation de la variable dépen-
dante afin de bilinéariser 1’équation originale, c’est-a-dire convertir cette équation
en une équation de forme quadratique.

On dit qu’une équation est de forme quadratique lorsque tous ses termes sont le
produit d’exactement deux facteurs pris parmi la variable dépendante elle-méme
ou encore ses dérivées.

Il n’existe pas, a priori, une méthode systématique pour déterminer le chan-
gement de variables qui permet de bilinéariser une équation. De plus, nous ne
connaissons pas d’avance le nombre de variables dépendantes nécessaires & ce
changement. Voici donc une ligne directrice proposée par Hietarinta [HIE] pour
trouver la transformation : ’

Soit une EDP non-linéaire : F(z,t,u(z,t), u(z, t)i, u(z, t)z, u(z, t)zg, ...) = 0.

Si nous supposons la transformation suivante de la variable dépendante u(z,t) =
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OPw(z,t), Pordre n de la dérivée doit étre tel que, dans I’équation exprimée en
termes de w et ses dérivées, le nombre total d’apparition de 'opérateur 9, dans le
terme non-linéaire doit correspondre a l'ordre de ’équation, c’est-a-dire le degré
maximal de différentiation auquel la variable w est soumise.

Par exemple, considérons 1’équation de KdV donnée par
Uy + Uggy + 6uu, = 0. ‘ (3.1.1)
En supposant la transformation donnée pour u, I’équation (3.1.1) devient :
0,00 w + 2w + 697w w = 0. (3.1.2)

En faisant correspondre ’ordre des dérivées en =z du terme d’ordre le plus élevé

et du terme non-linéaire, nous obtenons :
n+3=2n+1, (3.1.3)
égalité vraie seulement lorsque n = 2. La transformation s’écrit comme :
u = 0w, (3.1.4)
et ’équation (3.1.1) devient :
Wast + Wraras + 6WraWree = 0. (3.1.5)

En principe, I’équation peut ensuite étre bilinéarisée en introduisant un nou-
veau changement de la variable dépendante. Hirota [HI1] propose trois formes
classiques : une transformation rationnelle du type w = F/G, une transformation
logarithmique du type w = alog F' et une transformation bi-logarithmique du
type w = alog(F/G). La valeur du paramétre arbitraire « sera judicieusement
choisie afin de pouvoir exprimer I'équation en fonction de 'opérateur de Hirota
qui sera présenté un peu plus loin.

2- Nous substituons finalement une forme de solution de type série de puis-

sances de la forme
1+ ) e fa, (3.1.6)
n=1

avec
N

A=) €™ m=kz+uwt+n (3.1.7)

i=1
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pour la ou les nouvelles variables dépendantes dans les équations bilinéaires. Les
solutions solitoniques sont des séries tronquées et engendrent des solutions exactes
de I'équation étudiée.

Il est important de noter qu’il n’y a pas de fagon unique de bilinéariser une

équation.

3.2. BILINEARISATION DE HIROTA APPLIQUEE A KDV

Si nous considérons 1’équation (3.1.1), nous connaissons déja la solution soli-

tonique donnée en (1.4.3) et nous remarquons que

k2 :
)= —— Lt —— =20%log(1 4+ ™), 3.2.1
’LL(II' ) 2cosh2(771/2) T Og( +e ) ( )
oll nous nous rappellons que
m = kiz — k3t +nd. (3.2.2)

On devrait la retrouver en suivant la procédure décrite dans I'introduction de ce
chapitre. Reprenons ’équation (3.1.5) que ’on peut intégrer une fois par rapport
dzx:

Wap + Weges + 3Wo, =0, (3.2.3)

ou la constante d’intégration vaut zéro. L’équation (3.2.3) peut étre bilinéarisée

grace une transformation logarithmique :
w = alog F, (3.2.4)

ol « est une constante arbitraire. Le cas a = 2 est celui pour lequel I’équation

(3.2.3) devient quadratique :
FyF — F,Fy + 3F2 + Fpppo FF — 4F, ., F, = 0. (3.2.5)

Sous cette condition sur o, nous pouvons combiner (3.1.4) et (3.2.4) et nous
retrouvons le changement de variables indiqué par (3.2.1), ot F' = 1+ ¢€™. Il faut
maintenant exprimer ’équation (3.2.5) en fonction de l'opérateur bilinéaire de

Hirota dont I'expression est donnée par :

D!D(a-b) = (0/0t — 8/0t")" (8/0x — 8/0x")™ a(x, )b(z', ') |prmg =, (3.2.6)
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ou n et m sont des entiers arbitraires positifs. En fonction de cet opérateur, nous

observons notamment les résultats suivants :
DD, (F-F) = 2(FF,— F,F),
Di(F-F) = 2(FpgeF —4F;Fyp +3F2).

En utilisant les résultats de I’annexe A.4, il est alors possible d’écrire 1’équation

(3.2.5) sous la forme compacte : -
D.(D;+D3)(F-F)=0. (3.2.7)

L’étape de bilinéarisation est maintenant complétée.
Cherchons a présent a écrire une solution solitonique. La méthode de Hirota

propose un développement en série de puissances pour F' de la forme

F = 1+ e"fa, (3.2.8)
’ n=1 .
= l+efi+efo+.., (3.2.9)

oil le paramétre ¢ est arbitraire. En substituant (3.2.8) dans (3.2.7), nous obtenons
D.;(D; +D3)(1-1)

eD,(D, +D3)(fi-1+1- fi)

DD, +D)(fo- 1+ fi- fi+1- f2)

DDy +DY)(fa-1+ fo- fi+ fi- fo+ 1 fa)

+ 4+ o+ 4+

+ D, (D, +D}) (Zf” fn) =

En annulant les coeflicients de chaque puissance de £, nous obtenons I’ensemble

infini d’équations suivant (dont nous écrivons seulement les quatre premiéres) :

D.(D,+D)(1-1) = 0, (3.2.10)

DD, +D)(fi-1+1-£) = 0, (3.2.11)
D.(D+D)(f2- 1+ fi-fi+1-fa) = 0, (3.2.12)
)

DD+ D) (fs-1+fo- i+ fr-fa+1-fs) = 0, (3.2.13
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qu'il faut résoudre. Notons que I’équation (3.2.10) est triviale. A partir de ces
équations, il s’agit de déterminer les expressions des f,. L.a méthode de Hirota
propose une forme de type somme de fonctions exponentielles linéaires en z et ¢

pour f) :

N
fi= Z%e"i m = kix +wit + 17, (3.2.14)
=1

ol k;, vi, wi et 7P sont des constantes arbitraires. Pour un N fixé, cela donnera
I'expression de f, correspondant & ce qu’on appelle le N-soliton. Nous verrons
qu'une des propriétés des équations admettant des solutions solitoniques est que
le développement en série de puissances est tronqué et donc que chaque soliton
est une solution exacte de I’équation étudiée.

Afin de mieux comprendre la méthode, étudions d’abord le cas du 1-soliton.

Nous avons la fonction
fi =me™n. (3.2.15)

ol 7; est donné en (3.2.2). En substituant (3.2.15) dans (3.2.11) et en utilisant
les propriétés de 'opérateur bilinéaire données a I’annexe A.4, nous obtenons la,

condition

w =~k (3.2.16)

Avec une telle solution pour fi, I’équation (3.2.12) devient
D.(D; +D})(f2-1) =0. (3.2.17)

La solution f, = O respecte cette équation et nous pouvons utiliser le méme
processus pour annuler tous les f;, ¢ > 2, pour les équations (3.2.13) et suivantes.

Nous obtenons donc le 1-soliton :
F = 1+eve™ =1+ Me™,. (3.2.18)

Cela correspond 4 la solution solitonique (3.2.1) lorsque £y, = M = 1. Voici une
représentation graphique d’'une telle solution :
Le paramétre arbitraire &, correspond & I'amplitude et le paramétre n? déter-

mine la position de la bosse.
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FIG. 3.1. l-soliton KdV : k; = 0.2, z € [-20,25], t € [0,100], n? = 0.

Voyons maintenant quelle solution la méthode de Hirota propose pour le 2-
soliton. Cette fois-ci, f; et f; seront non-nuls tandis que f3 = f; = ... = 0. La

fonction f; prend la forme

fi = mem + mem, (3.2.19)
ou

7= ki +wit + 1), (3.2.20)

et ou les constantes k; # k; et w; # w; pour 7 # j. En substituant (3.2.19) dans

(3.2.11), nous obtenons des conditions semblables & (3.2.16). En effet, nous avons
w;=—-k¥ i=12 (3.2.21)

La condition (3.2.21) reviendra & de nombreuses reprises par la suite ainsi que
'expression donnée en (3.2.20). En substituant (3.2.19) dans (3.2.12), nous obte-

nons, en résolvant pour f3, la solution suivante :
f2 = ’Yl’)’gAlzem-Hn, (3222)

avec

' ky — ko \ 2
A = . 3.2.93
12 (kl + kz) ( )

Enfin, en substituant f; = (3.2.19) et fo = (3.2.22) dans (3.2.13), nous remar-

quons que I’équation & résoudre devient

D, (D, +D2)(fs-1) =0, (3.2.24)
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ce qui nous permet de poser f; = 0. Ainsi, toutes les autres équations dispa-
raissent en prenant tous les f; d’ordre supérieur a 2 égaux a 0. La série (3.2.8)

qui correspond au 2-soliton s’écrit comme la solution solitonique suivante :
F=14¢cfi+exfo=14eme™ 4 ev2e™ + 27,72 410eM ™. (3.2.25)

Ainsi, il est possible de vérifier que lorsque € = 71 = v = 1, la solution

suivante :

—9 k2e™ + kZem + 2(ky — ky)2em 2 + Ajpkie?m 2 4 A kiemtim
u = (1 +em 4 e + A12€n1+n2)2
(3.2.26)

est une solution satisfaisant ’équation de KdV. La figure 3.2 illustre trois solutions

différentes obtenues en faisant varier k; et ks.

FIG. 3.2. 2-soliton KdV : (a) k; = 0.20, k; = 0.22, (b) k; = 0.20,
ko = 0.28, (c) ky = 0.20, ky = 0.31.
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On constate ainsi la présence de deux ondes solitoniques et nous remarquons
que plus la valeur de kq est prés de k1, pour k; fixé, plus les deux ondes tendent &
devenir paralléles I'une a Dautre. Lorsque le paramétre ky augmente, la vague de
derriére gagne en amplitude et tend & submerger la vague de devant. Lorsqu’un
des deux paramétres s’annule, la seule onde résultante est celle centrée en z = 0.
Notons que lorsque k; = ko, le coefficient A;, s’annule et les deux ondes se
superposent pour donner ’allure d’un seul soliton.

Ce processus peut-étre généralisé et donne lieu & des solutions solitoniques
du type N-soliton. Les preuves peuvent notamment &tre trouvées dans [ABL] et

[MAS]. Nous ne les exposerons pas ici.

3.3. BILINEARISATION DE HIROTA APPLIQUEE A MKDV

Voyons maintenant comment s’applique la méthode de bilinéarisation de Hi-

rota |[HI1| a 'équation de mKdV
Uy + Uggg — 6u Uy = 0. (3.3.1)

Mettons en application la méme procédure que pour ’équation de KdV. En

posant & nouveau u = Jfw, I’équation (3.3.1) devient :
8,0"w + A" 3w + (AMw)? an+w = 0. (3.3.2)

Cette fois-ci, en faisant correspondre 'ordre des dérivées en z du terme d’ordre

le plus élevé et du terme non-linéaire, nous obtenons :
n+3=3n+1, (3.3.3)
égalité vraie seulement lorsque n = 1. La transformation s’écrit comme :
U = Wy, (3.3.4)
et I’équation (3.3.1) devient :
Wt + Ugzzs — 6(w;) s = 0. (3.3.5)
En intégrant une premiére fois par rapport a4 x, nous obtenons

Wy + Wegz — 2(wz)? = 0. (336)
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La bilinéarisation nécessite I'utilisation de 2 variables dépendantes pour le change-
ment de variables car I'utilisation d’une seule variable dépendante ne permet pas
d’obtenir une équation quadratique. En effet, si nous proposons un changement

de variables de la forme w = alog F', I'équation (3.3.6) devient :
Q[F3F, + F3Fpyy — 3F, F, F? 4+ 2(1 — &®)F3F] = 0. (3.3.7)

On remarque que seul le premier terme fait intervenir une dérivée d’ordre 1 par
rapport ¢, donc I’équation ne peut pas étre exprimée en fonction de 'opérateur
bilinéaire donné par (3.2.6). Nous considérons donc deux variables dépendantes

et la transformation bilogarithmique suivante :
w = log F/G. (3.3.8)

En substituant (3.3.8}) dans I’équation (3.3.6), nous obtenons l.’équatiovn "bi-

quadratique" en F et G :

F,FG? — G,F?G + F,3, FG? — Gz F*G

~3F, F,G* + 3G,G. F? + 6F2G,G — 6F,G*F = 0. (3.3.9)

Cette équation peut étre exprimée en fonction de ’opérateur bilinéaire de la

maniére suivante :

FG(D; +D3)(F-G) - 3D,(F - G)D3(F - G) =0, (3.3.10)

ce qui nous ameéne & choisir la bilinéarisation :
(D, +D3)(F-G) = 0, (3.3.11)
D3(F-G) = 0. (3.3.12)

Notons qu’'un autre choix de bilinéarisation est donné par les équations :

(D;+D3)(F-G) = 0, (3.3.13)
D.(F-G) = 0, (3.3.14)

mais celui-ci ne nous permet pas d’obtenir des solutions solitoniques. En effet,

dans le but d’obtenir des solutions solitoniques, nous prenons un développement
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en série de puissances pour les deux variables dépendantes F' et G5 :

F=1+4Y¢"f, G=1+) g, (3.3.15)
n=1 n=1
ou
N N
fi= Zaie”" g, = Zﬁi‘e”". (3.3.16)
=1 i=1

ou 7; est donné par (3.2.20). Les expressions de f) et g; associées & un N particulier
permettent de développer le N-soliton. Notons que la substitution de (3.3.15) dans

(3.3.14) impose la condition

o = ;. (3.3.17)

Cette condition impose donc que F' = G et la variable w s’annule dans (3.3.8).
Nous rejettons donc la bilinéarisation donnée par (3.3.13) et (3.3.14) et nous
retenons plutét celle donnée par (3.3.11) et (3.3.12). En substituant (3.3.15) dans
celles-ci et en annulant les coefficients de chaque puissance de €, nous obtenons
les deux ensembles infinis d'équations suivants (dont nous écrivons les quatre

premiéres pour chacun) :

D (1-1) = 0, (3.3.18)
Dﬂﬂ¢+ym):0  (3.3.19)
D(fo-1+fi-g1+1-g2) = 0, (3.3.20)
Di(fs-1+fo-qi+fi-ga+1-3) = 0, (3.3.21)
et
(D, +D}H(1-1) = 0, (3.3.22)
D+ DY)(fr-1+1-a1) = 0, (3.3.23)
(D, +D3)(fo-1+fi-gi+1-g) = O, (3.3.24)
D +D)(fs-1+fo-gi+fi-ga+1l-g3) = 0. (3.3.25)

Cette fois-ci, la substitution de (3.3.16) dans (3.3.19) impose la condition

o= —f, (3.3.26)



44

tandis que sa substitution dans (3.3.23) impose la condition (3.2.21). Ainsi, le

1-soliton s’écrit comme

F=1+4¢eae™, (3.3.27)

G=1-caje™, (3.3.28)

ol € et a; sont des constantes arbitraires et 7, = (3.2.2). Nous obtenons pour u

la solution suivante (on a posé € = a; = 1) :

1+em
u = log (1 — e"l)x , (3.3.29)
qui aprés quelques calculs, devient
k1
N 3.3.30
u sinh(m,)’ ( )

ce qui correspond a la solution solitonique connue de 1’équation de mKdV. La

figure 3.3 nous donne l’allure graphiqué d’une telle solution.
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F1G. 3.3. l-soliton mKdV : k; = 0.05, z € [—15,35], ¢t € [0, 10],
nY = 0.

Voyons maintenant comment s’exprime le 2-soliton. En utilisant les expres-

sions f1 = a;e™ + ae™ et g; = —f; dans (3.3.20), nous obtenons
G2z + foze = 20105(ky — ky)?emt™, (3.3.31)
On peut donc supposer que les fonctions fo et go ont la forme générale suivante :

fo= JiemTm, (3.3.32)

gs = Jge"”;’“, (3333)
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ou J; et Jy sont deux constantes i déterminer. En annulant tous les f; et g; d’ordre
supérieur & 2 et en utilisant les expressions données en (3.3.32) et (3.3.33) dans
I'équation (3.3.21), nous obtenons la condition J; = Jy. L’équation (3.3.31) nous

permet alors de trouver I’expression
f2 =gy = alagAlge’“‘H”. (3334)
Les fonctions F' et GG s’écrivent donc comme :

F =1+ca1e™ + cage™ + 20100 A,2em 1™, (3.3.35)

G =1-eca1e™ — caze™ + a1 A12e™ ™, (3.3.36)

ol A, est donné par (3.2.23) et n; par (3.2.20) avec (3.2.21). Lorsque € = o) =
ag = 1, il en résulte la solution :

kieMm + koe™ — Ajpkqoe?Mmtn2 — A,k em+2m2

u(a:, t) = 2(1 +en 4 enr + A126"1+’72)(1 —eMm — e + A12en1+nz)'

(3.3.37)

Nous sommes en présence de deux ondes solitaires ayant 1’allure de la figure 3.4.
Une fois de plus, le facteur A, joue un réle sur l'orientation des ondes. Plus
le coefficient k; s’éloigne de k,, plus les ondes tendent & se rapprocher 'une de
‘lautre, comme nous pouvons l’observer & la figure 3.4. Eventuellement, celles-ci
se croisent et se superposent afin de résulter en un seul soliton.

D’autres fagons de bilinéariser ’équation de mKdV apparaissent dans la litté-
rature. Elles consistent au départ & choisir un autre changement de variables pour
la variable dépendante. Par exemple, si nous prenons le changement de variables

donné par
F

v =log (5> ' (3.3.38)

alors nous pouvons montrer que ’on débouche sur la bilinéarisation suivante

(D! +D,D)(F-F) = 0, (3.3.39)
(D; +D.Dy)(G-G) = 0, (3.3.40)
(D2)(F-G) = 0. (3.3.41)

La démarche pour trouver le N-soliton demeure la méme que pour le cas

précédent. En effet, en supposant les mémes formes (3.3.15) pour F et G, les
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F1G. 3.4. 2-soliton mKdV : (a) k; = 0.20, ky = 0.25, (b) k; = 0.20,
ky = 0.35, (c) k; = 0.20, k; = 0.5.

mémes conditions ressortent lorsqu’on susbtitue ces expressions dans les équations

(3.3.39), (3.3.40) et (3.3.41).

3.4. BILINEARISATION DE HIROTA DANS LE CADRE SUPERSYME-
TRIQUE (N =1)

Voyons comment s’étend la méthode originale de Hirota dans le cadre d’équa-
tions supersymétriques avec une variable de Grassmann 6. Pour ce faire, Hirota

[GHO] définit 'opérateur bilinéaire supersymeétrique :

SD:(fg) = (Del _Dez)(arn _6I2)nf(x17 91)9(1172, @2) |:E1=:E2=:E,91=92=97 (341)
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ou Dg, est la dérivée covariante :
Do, = 0o, + ©:0,,. (3.4.2)

En gros, la procédure pour trouver les solutions supersolitoniques demeure la
méme que pour le cas non-supersymétrique. Nous déterminons d’abord le chan-
gement sur la variable dépendante qui permet de bilinéariser I’équation. Ensuite,
nous écrivons cette équation en fonction de I'opérateur bilinéaire supersymétrique.
Puis, nous résolvons la ou les équations bilinéaires en supposant une solution de

type série de puissances qui fait maintenant intervenir la variable grassmannienne.

3.5. SUPER-BILINEARISATION DE SUSY KnpV

Rappelons la forme de I’équation supersymétrique de KdV donnée en (2.1.14) :
@, + D°® + 3D*(®D®) = 0, (3.5.1)

ou &(z,t;0) = £(z,t) + Ou(z, t) est un superchamp fermionique et D = 95 + 00;.
Afin de la bilinéariser, nous devons déterminer le changement de variables appro-
prié. Pour ce faire, nous pouvons nous inspirer du changement de variables (3.1.4)

utilisé dans le cas non-supersymétrique.

Comme le changement de variables fait intervenir une dérivée seconde par
rapport & z, il faut faire intervenir la dérivée covariante D a 'ordre trois (D3 =
050, + 00?%) ou a l'ordre quatre (D* = §2). Par contre, pour conserver la caracté-

ristique impaire de ®, nous devons prendre D? et nous écrivons :
®(z,t,0) = 2D log 7(z, t; 0), (3.5.2)

ou la fonction 7 est choisie bosonique [CA3]. En introduisant (3.5.2) dans I’équa-
tion supersymétrique (3.5.1), puis en intégrant par rapport & z, nous obtenons

I’équation :

2Dd,log T 4+ 2D"log T + 3 [(2D% log 7)(262 log 7)] = 0. (3.5.3)
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Puis, en utilisant les propriétés suivantes [CA3| :

Dlogr = &, (3.5.4)
T
SD, (-
2D logr = (7] (3.5.5)
T
D (r-
2D*logT = #T—) (3.5.6)
T
2D8, logT = w’ (3.5.7)
T

I'équation (3.5.3) devient

SBMH@? (g) +3 (SDI (T’T)> (Di (T’T)) —0. (3.5.8)

72 T2 72

En utilisant la propriété suivante [HI1|-de 'opérateur de Hirota dans le contexte

classique :

ai' (%) _D? E;-b) 3 (Dz g;'b)) (Di E)«;'b)) , (3.5.9)

pour a = D7 et b = 7, nous pouvons vérifier que :

., D, (DT-17) = %SDI (r-71), (3.5.10)
D2(Dr-7) = %Di (t-7), (3.5.11)

; 1
D (Dr.-7) = 5SDg (r-7), (3.5.12)

et nous obtenons :

26 (&) _8D:(r7) 4 (SDI (7 ﬂ) (Di (7 7)) (3513

T T2 T2 T2

L’équation (3.5.8) s’écrit finalement sous la forme bilinéaire suivante :
(SD, +SDZ) (- 7) = 0. (3.5.14)

Cette forme bilinéaire s’apparente grandement a la forme (3.2.7) obtenue dans
le cas non-supersymétrique pour I'équation de KdV puisqu’il s’agit de sa version
supersymétrique. Le développement en série de puissances de la fonction 7 sera

de nouveau pris sous la forme :

oo
T=1+) &'m, (3.5.15)
n=1
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avec
N

=) oeX, (3.5.16)

i=1

ou
Xi = kit + wit -+ 6 +n?, (3.5.17)

avec (; une constante fermionique tandis que ki, w; et 7Y sont des constantes
bosoniques. Une fois de plus, le nombre N dans la somme (3.5.16) correspond
au N-supersoliton. De maniére analogue aux équations (3.2.10) a (3.2.13), il faut
maintenant résoudre, pour 7;, un systéme infini d’équations dont les quatre pre-

miéres sont :

(SD, +SDJ) (1-1) = 0, (3.5.18)

(SD; +SD3) (r-14+1-7) = 0, (3.5.19)

(SD;+8SD3) (rp-1+7-m+1-1) = 0, (3.5.20)
(SD,+SD3) (13- 1+m -1 +7m 12+ 1-13) = 0. (3.5.21)

Voyons quelles conditions ressortent dans les cas des l-supersoliton et 2-

supersoliton. Pour le 1-supersoliton, la fonction 7; s’écrit comme :
1 = o eXt. (3.5.22)

En substituant cette expression dans (3.5.19), nous obtenons :
7149 + Tizz20 + 0 [Tize + Tizzza] = 0, (3.5.23)

ce qui impose la condition (3.2.21). Puis, en substituant 7; dans (3.5.20), l'ex-
pression (SDt + SDz) (1 -1) s’annule et nous pouvons poser 7, = 0. En faisant

de méme pour les 7; suivants, nous obtenons une série tronquée et nous avons :
_ L3 0
W =1 4 ga 1z RitHOT (3.5.24)

En substituant cette forme explicite dans ’expression du superchamp ® (en po-
sant € = a; = 1) et en utilisant le développement en séries de Taylor de eX

autour de § =0 :

eXt =(1+46¢)e™, (3.5.25)
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cela nous donne une solution supersolitonique de la forme :

k16 Kt '
O(z,t,0) = 9 , 3.5.26
(@,46) 2cosh?(n,/2) * 2cosh?(n;/2) : ( )

ou 7, = (3.2.2). Nous constatons donc que la contribution bosonique (terme
avec ) de la solution ® correspond exactement au 1-soliton donné par (3.2.1) de
I’équation de KdV dans le contexte classique. L’allure graphique de la contribution

fermionique (terme sans §) de ® est donnée & la figure 3.5. On remarque une

F1G. 3.5. 1-spersoliton sKdV (contribution fermionique) : k) = 0.2,
z € [~20,25), t € [0,100], n? = 0.

similitude entre cette figure et 3.1 puisqu’il s’agit de la méme fonction, & une
constante 1/k; prés.

Pour le 2-supersoliton, la fonction 7; s’écrit comme :
T = ageXt 4+ ageX?. (3.5.27)

En substituant (3.5.27) dans (3.5.19), nous obtenons & nouveau la condition

(3.2.21). En explicitant (3.5.20), nous obtenons deux équations :

Totg + Tozzzd + T1e6T1 — T1tT16
+T12226T1 — 3T1z26T1z — T16Tlzzs + STizeTize = 0, (3~5-28)
Toxt + Toxxxx + TiztT1 — T1zT1t

71222271 — 4T1222 12 + 37—12“; = 0. (3529)
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En substituant (3.5.27) dans ces équations, nous devons résoudre, pour Ty :

Totg + Torxx + 3a1a2k1k2(k1 - kg)((g - CI)BXI+X2 = 0, (3530)

Tast + Tazaas — 30100k ka(k1 — k) ?eX1X2 = 0, (3.5.31)

En supposant que 75 prend la forme 7y = ajasA;2eX31X2 (comme dans le cas
non-supersymétrique) et en remplagant dans (3.5.31), nous obtenons la condition
(3.2.23). A partir de ce résultat, la substitution de 72 dans (3.5.30) impose la
condition :

kiGo — koC1 = 0. (3.5.32)

Ainsi, nous obtenons :
@ =1 +eae¥ + EqeeX? + 2y A1peX 1 tX2 (3.5.33)

ol x; est défini en (3.5.17). Lorsque ¢ = a; = a3 = 1, il en résulte la solution

supersolitonique :
@(z,t;6) = R(z,t) + 85(x, t), (3.5.34)
ol

R(xr,t) = ki1Gie™ + kaloe™ + ki(1A1e™ T + kp(pAjpe®m 4 3.5.35
(z,8) = (1 +em + em + Ajpem+m)? (3:5:35)

(k1 — ko) (€1 — Co) + (ky + ko) (G + () App]em ™
(L+em +em + Apemtm)?

b

et

_ kfe’” + k%e”z + 2(k1 -— k2)26771+f)2 + A12k%ezfll+ﬂ2 + Algkfe"'””"

Sz.?) (1+em 4 em + Apemtnz)?

(3.5.36)
Si nous posons ¢; = (2, l'allure graphique de la contribution fermionique R(z, t)
et bosonique S(z,t) est donnée a la figure 3.6.
Une fois encore, nous remarquons que S(z, t) correspond & la solution (3.2.26)
obtenue pour le 2-soliton de KdV dans le contexte classique.
On trouve la généralisation pour le N-supersoliton dans plusieurs références
dont [CA1] et [CA2]. En général, nous remarquons donc que la bilinéarisation
de KdV et sKdV est assez semblable étant donné le changement de variables ana-

logue. La méme stratégie est utilisée pour ’équation supersymétrique de mKdV.
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F1G. 3.6. 2-supersoliton sKdV k; = 0.20, k; = 0.25 : (a) contribu-

tion fermionique R(zx,t), (b) contribution bosonique S(z,t).

3.6. SUPER-BILINEARISATION DE SUSY MKDV

Les résultats présentés dans cette section proviennent de [GHO] et [LIUIJ.
En premier lieu, nous allons voir comment s’applique la bilinéarisation de Hirota

pour ’équation supersymétrique de mKdV donnée par :
®, + D°® — 30 D*®D® — 3(D®)*D*® = 0, (3.6.1)

o ®(z,t;0) = &(x,t)+0u(z,t) est encore un superchamp fermionique. Rappelons

que le changement de variables considéré dans le cas non-supersymétrique est de

la forme [log (§)],. La forme proposée dans le cas supersymétrique est assez

®=D (log 5'—1) - (log 5‘-) +0 (log ﬁ) . (3.6.2)
09 02 /¢ 02/ 4+

On voit, en effet, que cette forme permet de conserver la caractéristique im-

similaire :

paire de @ et fait intervenir une dérivée d’ordre 1 par rapport a z. De plus, 0}
et o; sont des fonctions bosoniques. Lorsqu’on substitue ® = D <log %) dans
’équation (3.6.1), nous obtenons :

D8,log 2L + DTlog 22 — 3 (Dlog ﬁ) <D4 log ‘-’-‘) (D2 log ﬁ)
02 (o0} 09 (D) 02

2
-3 (D2 log ;) (D‘°’ log ?) =0. (36.3)
2

2
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En utilisant les mémes stratégies que pour la bilinéarisation de KdV supersymé-

trique, nous utilisons les identités (3.5.7), (3.5.13) ainsi que les identités [GHO] :

2 2
D3o, -
D*log(o,09) + (Dz (log 2)) = =2 (3.6.4)
J9 0103
\ SD,a; -
D?*log(o,07) + D? (log ﬂ) D (log 2) = ———gjw%, (3.6.5)
J9 J9 Jg109
et ’équation (3.6.3) devient
(SDf,‘f‘SDi) (0'1 -0'1) _ (SDf,‘i‘SDi) (0'2‘0'2) (366)

2 ‘ 2
207 : 205

. 2 R
- 3 (D“ log ﬂ) (M) _3 (DS‘ log ﬁ) (M)
72 0102 P} 7102
. 3(8Du(0:-0)) D2(02-02)\ 3 (SDi(01-01)\ (D2(o1- o)
21 cr% 0'% 2 0'1" 0-%

+ 3 (D“ log %) (D*log (9103)) + 3 (D*log (0102)) (D3 log %) = 0.
2 2

En développant, nous obtenons le résultat suivant :
3 (D4 log 2) (D*log (0102)) + 3 (D*log (0103)) (D3 log ?) (3.6.7)
% 2
= 6 (IOg Ul)mz [(log Ul)me + g(log Ul):z:z] —6 (log U2)mm [(log 02)10 +6 (log 0-2):1::1:] ’

5P (i) () ()

L’equation (3.6.6) devient finalement :

(SDt + SDi) (0'1 . 0'1) _ (SDt + SDi) (0'2 ‘ 0'2)
20% 202

- 3 (D“logﬁ) (M) —3 (Dslogﬁ) (Di (0'1 -0‘2)) — 0,
a2 01072 ops 0107

ce qui engendre la bilinéarisation :

(3.6.8)

(SD; +SD2) (01 -01) = 0, (3.6.9)
(SD; + SD2) (02 05) = 0, (3.6.10)
D2 (0y-03) = 0, (3.6.11)
SD,(g1-02) = 0. (3.6.125

Comparons briévement ce systéme avec celui obtenu dans le cas non-super-

symétrique. Nous remarquons une forme similaire entre (3.3.39) et (3.6.9), entre
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(3.3.40) et (3.6.10) de méme qu’entre (3.3.41) et (3.6.11). En ce qui concerne
(3.6.12), cette équation joue un réle semblable a (3.6.11), mais elle apporte une
condition supplémentaire au systéme en imposant une relation faisant intervenir
les variables fermioniques. En fait, Péquation (3.6.12) implique (3.6.11) car la
condition imposée par celle-ci est également imposée par la partie bosonique de

I'opérateur de I’équation (3.6.12).

Nous supposons, & présent, que les fonctions o, et o3 prennent la forme :

[o.0]
o = 1+ &P, (3.6.13)
n=1
[o.0]
o2 = 1+ €"Qn, (3.6.14)
n=1
avec
N N
Po=) oeX,  Qun=) Be", (3.6.15)
i=1 1=1

oft x; est donné par (3.5.17). En substituant ces expressions dans les équations
(3.6.9) et (3.6.10), nous obtenons & nouveau la condition (3.2.21). De plus, en

substituant ces mémes expressions dans (3.6.12), nous obtenons les conditions :
a = —f;, (3.6.16)
kiGi = kG, i J (3.6.17)
Le 1-supersoliton s’écrit donc de la maniére suivante :
o = 14eaeX, (3.6.18)
oy = 1—ceaeX. (3.6.19)

En substituant cette forme explicite dans ’expression du superchamp ® (en po-
sant € = a; = 1) et en utilisant & nouveau le développement en séries de Taylor

de eX! autour de # = 0 donné par (3.5.25), nous trouvons :

1+ex
® = Dlog [1 - em} , (3.6.20)
2(=6 + k1) (3.6.21)

e~m — (1 + 2419)(37’1 !
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ol 71 = (3.2.2). En multipliant le numérateur et dénominateur par le facteur

(1 —2¢10)em —e ™| la fonction ® devient finalement :

_ 26— k) _ G — Oy

= . 3.6.22
em —e-m  sinh(n) ( )

¢

On retrouve ainsi la solution donnée dans l’article de Ghosh & Sarma |[GHO|.
Nous constatons que la contribution bosonique (terme avec ) du superchamp ®
correspond exactement a la solution (3.3.30) obtenue pour le 1-soliton de mKdV
dans le contexte classique. La contribution fermionique (terme sans 8) de ® cor-
respond & la méme fonction, a un facteur 1/k; prés. De la méme fagon, nous

trouvons que le 2-supersoliton s’écrit de la maniére suivante :

o1 = 1+4+eaX + eaqeX? + elajagArpeXi e, (3.6.23)

gy = 1 =01t — £0peX? + €20 0p A 10X X2, (3.6.24)

ol xi = (3.5.17) et k(s = ka(;. Lorsque € = a; = a2 = 1 et en considérant &
nouveau les développements en séries de Taylor de eX! et eX? autour de 8 = 0, les

fonctions o, et g9 deviennent :

o1 = [L4+eM+€+ Ape™ ] + 0 [(1e™ + (€™ + Ap(( + ()em ],
= b +6h, (3.6.25)
oy = [1—e™—e®+ Ape™ ] + 0 [—(1e™ — (€™ + A1p(C1+ (2)e™ ™
= by +0fs. o (3.6.26)

Le superchamp ® peut donc s’écrire sous la forme suivante :

&—D (1 01) _ (frba — by f2)(biby) + 8(b1oby — blez). (3.6.27)

O —_—
gaz biby + (b1 f2 + frbo)

En multipliant le numérateur et dénominateur de la fraction par le conjugué
biby — 0(b1 fa + fibe), nous éliminons la présence de § au dénominateur et ®

devient :

by — b b1zbz — b1y,
=f12 1f2_+_012 102z

d
b1by b1by

(3.6.28)
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En substituant les expressions correspondantes provenant de (3.6.25) et (3.6.26),

nous obtenons enfin la solution supersolitonique :

CreM + (e — Ajp(aemtm — Applemtim
(1+em +em + Apentm) (1 —em — e 4+ Ajpemtn)

Y k1M + koe™ — Ajokye?Mtm — Ak eM 1o (3.6.29)
(]. +en +en + A12€m+m) (]. —en —en + A126n1+m) T

o

On constate que la contribution bosonique (terme avec §) correspond exactement
a la solution (3.3.37) obtenue pour le 2-soliton de mKdV dans le contexte clas-

sique. La figure 3.7 nous illustre la contribution fermionique lorsque (; = (5.

F1G. 3.7. 2-supersoliton smKdV (contribution fermionique) : k; =
0.20, k; = 0.25

Il est possible de généraliser les expressions de o) et g, pour le N-supersoliton.
Nous retrouvons celles-ci dans plusieurs références dont [GHO|.
Finalement, voyons la forme bilinéaire associée a I’équation supersymeétrique

de mKdV introduite au chapitre 2 :
A+ DA —6A%D*A =0, (3.6.30)

ou A(z,t;8) = u(z,t) + £(x, 1) est un superchamp bosonique. Bien qu'il s’agisse
d’une équation supersymeétrique, celle-ci ne fait apparaitre que D a 'ordre pair.
Dans la bilinéarisation de 1’équation, nous ne verrons donc pas l'opérateur SD.
Cette fois-ci, afin de conserver le caractére bosonique de A et faire intervenir une

dérivée par rapport a x d’ordre 1, la transformation bi-logarithmique sera de la
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forme suivante :

A= D? (log -"—1> - (log ﬂ) : (3.6.31)
(o)) 092 z

ou o, et 09 sont & nouveau des anctions bosoniques.

On remarque que ce changement de variable est la dérivée covariante de celui
donné par (3.6.2). Notons néanmoins que ’équation (3.6.30) n’est pas la dérivée
covariante de l’équatioﬁ (3.6.1) ; les deux équations supersymétriques ménent donc
a des bilinéarisations et & des solutions différentes. En substituant (3.6.31) dans

(3.6.30), nous obtenons :
o o o1\’ o
8,0, log — + &log — — 6 (az log —1) (ag log J-) =0. (3.6.32)
02 02 02 02
Nous utiliserons cette fois-ci Iidentité donnée par (3.6.4) ainsi que l'identité sui-

vante [HIE] :

Di(o - o) (DZ(o - a))2
4 _ T _ T
9 logo = 53 3 5o , (3.6.33)

puisque nous pouvons écrire 92 log %: = dtloga; — 92 logoe. On peut alors ap-
pliquer la méme stratégie que pour la bilinéarisation de KdV et mKdV dans le
contexte supersymétrique avec un superchamp fermionique. L’équation (3.6.32)

devient :

(DD, + D)0y 01) (DD, +D%)(0z-05) (D201 01))’

- -3 .0.
202 202 201 (3.6.34)
D2(0; - 05))° D2 (o, -
+3( (02 402)) —6 ( 201 %) _ p log (0102)) <8§10g ﬁ) — 0.
20, 0109 02

En utilisant le fait que

(Di(0r-01)"  ,(Di(02-02))"

3
201 * 203

+ 6D*log (0105) (83 log ?) =0, (3.6.35)
2

’équation (3.6.34) s’écrit finalement de la maniére suivante :

=0,
(3.6.36)

(D.D, +D)(01-01) _(D:D; +D)(0z-02) (Di(al : m) (83 log @)
02

202 202 0102



et nous trouvons la forme bilinéaire :

(D,D, + DY) (o, - 1) = 0, (3.6.37)
(D.D; + D})(02-02) = O, (3.6.38)
D(gy-09) = 0. (3.6.39)

Cette forme bilinéaire ressemble grandement & celle obtenue pour 1'équation su-
persymétrique de mKdV ((3.6.9) a (3.6.12)). En supposant les mémes formes que
précédemment pour o, et o3, nous obtenons les mémes conditions sur les para-
metres k;, w;, a; et F;. Ainsi, tous les supersolitons s’éérivent de la méme maniére
que pour [’équation (3.6.1). En substituant les formes (3.6.18) et (3.6.19) obtenues
pour o) et g2 dans (3.6.31) pour le 1-supersoliton, nous obtenons :

=2k (14 G0)
A= Tracten e (3.6.40)

En utilisant la méme stratégie que précédemment, c’est-a-dire multiplier au nu-

mérateur et au dénominateur par le conjugué (1 — 2¢;8)e™ — =™ nous obtenons
la solution :

—2k1 92k1<(e7’1 + e“"ll)

A' == e"'ll . e“"]l . (e"ll . 6_7,1)2 (3641)
_ __h_ghGeoshm) (3.6.42)
sinh(7,) sinh*(7;)

ce qui correspond 4 la solution mentionnée par Ghosh & Sarma [GHO). La figure

3.8 illustre les contributions bosoniques et fermioniques de cette solution.
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Chapitre 4

CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous nous sommes d’abord penchés sur les différentes ver-
sions supersymétriques des équations de KdV et mKdV lorsqu’une et deux va-
riables de Grassmann sont utilisées. Pour un superchamp d’ordre N = 2, nous
avons étudié une supersymeétrisation déja connue de la littérature [WIN] et nous
sommes intéressés a une nouvelle supersymétrisation dont les équations compo-
santes font intervenir de maniére inversée les équations classiques de KdV et
mKdV.

A partir de ces deux superéquations, nous avons appliqué une méthode de
réduction élaborée dans [WIN] ainsi qu’une nouvelle méthode de réduction al-
ternative, ce qui nous a mené & des systémes faisant intervenir deux équations
différentielles ordinaires. Nous nous sommes ensuite convaincu que les deux mé-
thodes de réduction n’étaient pas équivalentes. En effet, pour une méme méthode
de réduction appliquée aux deux supersymétrisations, il est possible de relier une
seule des deux équations des systémes a l’aide d’un changement de variable.

Nous avons obtenu deux nouvelles solutions particuliéres (solitoniques et poly-
nomiales) au systéme d’EDOs résultant de I’application de la réduction vue dans
[WIN] & notre nouvelle supersymétrisation. Dans le cas particulier de la solution
constante, nous avons d’ailleurs constaté que ce systéme était équivalent & celui
lié & 'autre supersymétrisation par la méme réduction.

En ce qui concerne la méthode de Hirota, notre objectif était de mettre en
évidence les avantages de son approche et comparer les solutions solitoniques ob-

tenues dans le contexte classique et supersymétrique. Notre conclusion est que
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cette méthode s’avére efficace pour trouver des solutions solitoniques aux équa-
tions de KdV et mKdV, tant dans le contexte classique que supersymeétrique. Elle
est compacte et permet de trouver une infinité de solitons ou supersolitons, donc
une infinité de nouvelles solutions. Rappelons que cette méthode ne nous oblige
pas a développer les équations supersymétriques pour obtenir des équations ha-
bituelles & résoudre, ce qui lui procure un avantage considérable par rapport aux
autres méthodes connues pour trouver des solutions solitoniques.

De facon plus spécifique, nous avons d’abord vu en détail application de la
méthode de Hirota nous permettant d’obtenir un 1-soliton (graphique avec une
bosse) et un 2-soliton (graphique faisant intervenir deux bosses) dans le contexte
classique. Finalement, nous avons étudié I'extension de la méthode au contexte
supersymeétrique et avons également obtenu une expression pour le 1-supersoliton
et le 2-supersoliton pour les équations supersymétriques sKdV et smKdV. Nous
avons ainsi remarqué que la contribution bosonique de la solution correspond‘
exactement au soliton équivalent obtenu dans le contexte classique tandis que la
contribution fermionique de la solution nous donne une nouvelle solution solito-

nique.
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Annexe A

QUELQUES RESULTATS

A.1. ACTION DE LA DERIVEE COVARIANTE SUR UN CHAMP FER-

MIONIQUE, CAS N=1

Résultats de ’'action de la dérivée covariante D = 60, + 0y sur le champ

fermionique ® = £ + fu :
D® = u +6¢, D*® = ¢, + bu,
D3(I) = U, + 0511‘ D4(I) = eu:c:c + fz:c
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A.2. ACTION DES DERIVEES COVARIANTES SUR UN CHAMP FER-

MIONIQUE, CAS N=2

Résultats de ’action des dérivées covariantes Dy = 0y, +6,0; et Dy = 05, +6,0,

sur le champ fermionique A = v(z,t) + 0,61 (x, 1) + 0,6%(x,t) + 6,0qu(z,t) :

D, A

DA

D?A = DA

DDy A
D}A=D,D3A

D3A = DID,A

DA = DjA = D?D;A
D¥D,A = D,D3A

A2

D, A2

D, A?

D?A* = DA?
DD, A*

DiA? = D, D;A?
D3A? = D,D}A®
DiA? = D}A* = DIDIA?

D\D3A% = D3D, A

fi + Oou + 10, + 6,052
£ — O1u + Oau, — 016,€,
Up + 0262 + 6, + 6,05u,
—u — 08 + 0162 + 6010205,
€z + O2ug + O1ug; + 60,0265,
€2 — O1ug + Oavgz — 01626,

Urzx + 915;9_- + 925;2,:1 + 9192u:r:r

—Uy — 926;:: + 915:31 + BIHQU:En:n:

v? + 26,6 + 20,E%0 + 20,05 (uv — £1€?)

2610 + 20,5 (uv — £1€2) + 26,vv, + 2610,(E%),

26%y — 20, (uv — £'€%) + 20,vv, — 20,0,(EM),

20U, + 20,(E%0), + 20,(€"0)z + 26,05 (uv — £'€2),
—2(uv ~ £1€2%) — 20,(&M), + 261 (E%v) + 20,05 (vvL),
2(£')g + 202 (uv — £162), + 201 (vug)e + 26105(E%0) s
2(6%), — 26 (uv — £162); + 203(vuz)s — 20102(6")z

2(UU:1:)1: + 292(521})9:1 + 291 (flv)m + 29102(““ e 51‘52)173

_Q(UU - ‘5152)1 - 292(51”):& + 291 (527))19: + 9192(’1)1},_-)1-9_-
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A.3. ACTION DE LA DERIVEE COVARIANTE SUR LA TRANSFORMA-

TION DU MIURA

Résultats de 'action de la dérivée covariante D = 00, + 0y sur la transforma-

tion de Miura ¢ = D% — ¥ D1 avec ¢ et ¥ deux champs fermioniques :

¢t=
Dp =

D =

D% =

D¢ =
D% =
D% =
D*¢D¢) =

D™y — Dy — 9 Dy

D% — (Dy)* + ¢ D™

D*) — Dy D™ — pD*

D4 — 2Dy D + 1 D™y

D% — 2D%y D%y — DyD*) — D%y

D"y — 2(D*))? + D>y D*p — 2Dy D% + ¢ D%y
D8y — 3D%) D% — 3D*y D> — Dy D%y — ¢b7¢
D*yD*y + D*$ D% — D*y(Dy)* — 3D*) Dy D*y

—y(D%)? — yDYD*y + (DY) D*y + 3y (Dy)>D*y

Résultats de ’action de la dérivée covariante D = 89, + 0y sur la transforma-

tion de Miura D¢ = D*p — 1)? avec ¢ et 1 deux champs bosoniques :

D,

D¢
D%
D¢
D¢
D
D%

D¢

= D, — 2,

= D'y —?

= D% —2uDy

= D% —2yD%

= D% — 2Dy — 29 D%

= D% —2(D*)? — 29Dy

= D"y —4D*)yD%) — 2Dy D*y — 2y D>y

= D% — 6D*yD*) — 24y D%y
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A.4. PROPRIETES DE L’OPERATEUR BILINEAIRE DE HIROTA

DD (a - b) = (8/8t — /0t )*(0/0z — 8/’ )™ a(z,t)b(z',t') |1';z,1/=t

D, (a-
D’ (a-

D? (a -

T

x

Dt (CL'

DIDt (CL .

D! (a-

= a;b— ab,

= Qpzb— 2a,.b; + aby,

= Qgpb — 3azrby + 3arbey — abyyy

= Qugzzb — 48522bs + 6052bsr — 4050520 + bzags
= a;b— ab;

= aztb - azbt — by + abzt

A.5. PROPRIETES DE L’OPERATEUR BILINEAIRE SUPERSYMETRIQUE

DE HIROTA

SD:(Q : b) = (Del - Dez)(all - azz)na(xh el)b(l‘% @2) |11=Iz=1,91=92=97

avec

SD, (a- b)

SD2 (a - b)

SD: (a - b)

SD; (a-b)

D@)i = 39i + @iaxi.

[azeb — agby — azbg + abye] + Olaz.b — 2a,b, + abyg]
[amob‘— 2a,9b, + agbyy — Qzpbo + 2a,brg — abyyg]
+0[agerb — 30,20y + 3azb;z — abyay)

[022260 — 30226z + 30262z — Apbrzz

gD + 30azbe0 — 3azbeg + abgzas]

+0[az222b — 40222br + 6a2bzr — 4a2bszr + Abrzas]

[aeb — agby — abg + abyy] + Olazh — azby — athy + aby)



