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SOMMAIRE

Dans ce mémoife, nous 'déveldppons un algorithme numériqﬁe pour simuler
l’interaction'd’lin fluide visqueux et incompressible avec une membrane élastiqile |
immergée. Inspiré par les travaux de Li et Lai [15], nous utilisons une méthode de
projection discrétisant les équations de Navier-Stokes sur un maillage cartésien
fixe. La force élastique due & I’étirement de la membpane est incorporée au solveur -
par I’entremise de termes de correction. La pfincipale'-dif_férenée entre notre ap-
proche et les méthodes ITM existantes provient de la dérivation des conditions de
saut de la solution. Au lieu de dériver celles-ci & paftir des équations exdctes, nous
intégrons plutét les équations discrétisées afin d’obtenir directement les sauts des
fonctions approximatives qui interviennent dans la méthode de projection. Dans
- le cas ot la viscosité du fluide est continue, nous montrons que ces sauts approxi-
matifs sont équivalents aux sauts exacts trouvés dans la littérature. Afin de tester
la performance de notre codé, une éomparaison- entre notre version de la méthode

TIM et la méthode IB est présentée pour plusieurs problémes d’interface.

‘Mots clés : équations de Navier-Stokes, force singuliére, conditions de saut,

~ interaction ﬂuide—structure,‘méthode de projection, méthode IIM, méthode 1B
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SUMMARY

In this master’é thesis, we dévelop a numerical algorithm for the simulation
of Qiscous incompressible ﬂoWs with immersed elastic boundaries: Inspired by the
work of Li and Lai [15], we use a projection method to solve the Navier—Stokes

-equationé on a fixed Cartesian grid_. The singular force which results from the
stretching of the elastic band is incorporated to the solver by means of correction
terms. The principal differen_(:e between our approach and existing’ IIM methods
c,om.es frd_m the derivation of the jump conditions of the solution. Instead of using
the exact equations for this derivation, we prefér'red integ‘rating _the. discretized
equations in order to obtain directly the correct jumps for the approximate func- |
tions which appear in the projection method. In the casé of a fluid of continuous
viscosity, we show that fhis approximate form of the jump conditions is equivalent
to the exact jumps found in the literature. In order to test the performance of

. our meth‘od,. a corﬁparison between our numerical results and those obtained by

the IB method is presented for several interface problems.

Key words : Navier-Stokes equations, singular force, jump conditions, fluid-

structure interaction, projection method, immersed interface, immersed boundary
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INTRODUCTION

En mai 2006, mon directeur de recherche m’a proposé un projet é,mbifieux :
développer une méthode numérique pour simuler I’écoulement de fluides incom-
- pressibles de différentes v'iscositéé dans un tube flexible. Inconscient de I’ampleur

du .projet mais fésciné par le défi qu’il présentait, je me suis joint & Robert G.
OWehs et Annabelle Ballesta dans cette quéte d'un nouvel algorithme pour la
résolution des éqﬁations de Navier-Stokes en présence d'une force singuliére. |
+ - L’¢tude des écoulements instationnaires dans un tube flexible et déformable
pb.éséde une riche histoire. Elle débute vers le milieu des années cinquante avec
les trévaux de Womersley ([22]-[23]) qui constituent la premiére description théo-
rique compléte pour. un écoulement incompressi_bleroussé par un gradient de
pression oscillatoire. Cette analyse, valide pour un écoulement dans un long tube
~étroit muni d'une mince paroi élastique, a été utilisée & plusieurs reprises pour

valider des simulations numéridues ([8]-19], [21]). L’etude de ces articles a été le
VA point de départ inspirant les travaux présentés dans ce 'mémoire. |

| Dans un premievr lieu, j’ai di me familiariser avec les méthodes de projec-
Atio,n.. Ces rhéthodes a pas fractionnaire, développées par Chorin [5] pour intégrer |
numériduement‘les équations de Navier-Stokes, utﬂisent une décomposition des
_opérateurs différehti_els afin de résoudre le systéme d’équations en plusieurs pas
de temps. Elles reposent sur ’observation qu'il 'est possible de projeter le champ
de vitesse intermédiaire sur un champ vectoriel sansAdivergence. Les articles de ‘
Brown et al. ([3]-[4]) comparent la performance et I'efficacité de quelques versions
de la méthode.de'projection, en particulier celle de Bell et al. |2] ainsi quela ver-
sion ‘d’e Kim et Moin [14]. Une étude approfondie deila dépendance de l'ordre de

convergence aux différentes composantes de ces méthodes y est présentée.
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Une version intéressante de la métho‘de de projecfion, développée spéciﬁque-"
ment pour les écoulements géoérés par une différence de pression, a été proposée
par Feria et al. [7]. L’origina]ité‘de leur approche provient de modifications concer-
nant I'implémentation des conditions frontiéres sur les régions d’entrée et de sortie
du tube. Au lieu de prescrire des conditions de Dirichlet pour les oomposaﬁtes
de la vitesse, Cest plutot la pression qui y est préscrite Avec les chaogements

| proposes le gradlent de presswn peut étre ﬁxe de maniére & ce que le champ de
| wtesse se developpe 11brement sans l'imposition d’aucune. contra.mte additionnelle
sur I'écoulement. Le point faible de cette version est l'utilisation d’un schéma ex-
plicite, ce qui signifie qu’un critére tres restrictif sur le pas de temps doit étre
: respecte pour garantir la stablhte des s1mulat10ns
Au cours de I’été 2007, nous avons longuement tenté d’obtenir une version

1mp11c1te qui léverait cette contraite. Malgre des premiers resultats encourageants

| pour un ecoulement bidimensionnel généré par un gradient de pression oscillatoire,
- nous n’avons pas réussi 3 reprodulre les données expenmentales de Armally et al

| [1] pour le probleme de la marche i 1nversee ‘Suite a cet échec, j'ai graduellement ’
abandonne mes travaux sur les tubes flexibles pour me concentrer sur un cas
test poo,vaﬁt Justifier. notre algorithrhe : le ._ probléme d’une membrane élastique
| immergée dans un fluide \risqueox - | |

,, Une approche répandue pour résoudre ce type de probleme dinteraction ﬂu1de-.
structure est la méthode IB ("Immersed Boundary Method") développée par
-Peskin [19]. Testée sur une grande variété de problémes biomédicaux, notam-
~ment pour simuler les écouléments sanguins dans la chambre cardiaque, cette
- meéthode roboste repose principalement sur I'utilisation de fonctions ‘d-discrétes
' pour transmettre la force singuliére aux particules de fluide du domaine. Bien
‘ qu ’assez 51mple a 1mp1ementer cette méthode produit généralement des solutlons
‘dont la précision est seulement de premier ordre. En plus d’atténuer les irré-
gularités des solutions dans un voisinage de l'interface, I'utilisation de .fon.ctions
* S-discrétes dans la méthode de projoction introduit une légére perte du fluide

contenu & l'intérieur de la membrane. Pour remedier a cette situation qui va a
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I’encontre du principle de conservatidn de masse, des versions implicite'et semi-
~ implicite ont été proposées par Peskin et Tu [20].

Développée dans Dintention d’augmenter la précision de la méthode IB .‘et‘ ‘
d’obtenir des solutions nettes sur tout le domaine de'caléul (principaleme_nt dans
un voisinage de l'interface), la méthode IIM ("Immersed Interface Method") in-
éorpore les conditions de saut de la solution (connaissances des irrégularités de la
solution dans un voisinage de l'interface qui peuvént généralement étre déduites
des éqﬁations différentielles) dans les schémas aux différences finies par l’entre-
mise de termes de correction. Cette méthode a d’abord été utilisée pour résoudre
des problémes elliptiques ayant des éoeﬁicients discontinues ou des sources singu-
lieres [17]. Des extensions de la méthode IIM ont ensuite permis la modélisation
d’écQuleIhents de Stokes ou 'ordre de convergence qUadratiqﬁe en norme infi-
nie a été démontré ([12], [18]). Pour les équations complétes de Nalvier-Stolkes,

“plusieurs variations de la méthode M existent ([11], [15]-[16]). La Supériorité
d’une version sur sa rivale ést géhéraiement dictée par.le. phénomeéne physique
- particulier que l'on tente de modéliser. | | |
Actuellement, toutes ces versions de la méthode IIM pour les équations de
NavierfStokes ont été développées sous I’hypothese d’une viscosité cohtinue; Ceci
est da au fait que les conditions de saut obtenues sans cette restriction .sont cou-
plées, donc pratiquement inutilisables dun point de vue numérique [10]_.' Malgré
Peffort de plusieurs chercheurs pour obteﬁir. des sauts découplés, le problémie de- |
meure intact. Afin de contourner cette difficulté, mon diréctenr. a eu lla. brilllan.te
idée d’obtenir les _conditions de saut & partir des équ_ati.ons discrétisées que nous .
 résolvons numéridu‘ement dans la méthode de projectiOn. En procédant ainsi, un
- certain.découplage des conditions de _saut'_e.st maiﬁte_nant possible. Notons qu’une.
| seule méthode, dite 'iaugmentéel", utilise les conditions de saut couplés pour ré-
- soudre les équations de Stokes lorsque la viscosité est discontinue [12], mais que
ri'en. n’a. encore été fait pour les équations comi)létes de Navier-Stokes.
L’objectif ultime de ce mémoiré, que nous n’avons malheureusement pas pu
 atteindre, était la conception d’une méthode IIM utilisant ces conditions de saut

approximatives pour résoudre les équations de Navier-Stokes lorsque la viscosité
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est discontinue. _Il va sans dire que ceci constitue un défi de taille. Comme nous
le verrons bientét, les embiiches furent nombreuses, autant au niveau théorique

. qu’au niveau pratique, ‘et ce méme pour le cas plus simple ou la viscosité est
constante. | _ | _
Les premiéres difficultés sont provenues lors de la modélisat.ion de I'interface :
Pévaluation des points d’intersection de I'interface avec le maillage cartésien ﬁxé,
e calcul de ce‘rtaineAs quantités géométriques ainsi que le déplacement de la.mem—
brane nous ont tous donné quelques maux de tete. L’implémentation des termes
de correction a aussi créé d_es problémes, ca,r‘il_._gzxist-e une multitude de configu-
rations possibles et le traitement de certains cas limites est trés subtil. Enfin,
I'implémentation de la méthode de projection "sans-pression" PMIII (notation
de Brown et al. [4]) est relativement complexe et 1a résolution du probléme de
Poisson sur un seul maillage cartésien génére souvent des solutions oscillatoires.
Voyons maintenant comment nous avons abordé ces difficultés. |
Divisé en trois chapitres, ce. mémoire débute avec une section préliminaire
qui sert & fixer la terminologie et la notation utilisées. Le modéle math’éfnatique
décrivant I'interaction d’un interface déformable immergé dans un fluide visqueux
et incompressible est ensuite exposé. Nous terminons le premier chapitre avec un
résumé de la méthode IB pour un probléme d’interface particulier ainsi qu’une
- discussion des principales différences entre cette approche et la métHQde II.M.
Le deuxiéme chapitre présente toutes les technicalités liées 4 la mise en ceuvre
de la méthode IIM pour un probléme d’interface elliptique en deux dimensions
_spatiales. Nous dérivons d’abord les conditions de saut de la solution et expliquons
ensuite comment celles-ci peuvent étre utilisées pour obtenir des schémas aux dif-
-férences finies qui fiennent compte des irrégulai‘ités de la solution. Nous cloitrons
ce chapitre avec la présentation d’exemples numériques ol nous comparons les
performances de chaque approche. | |
Enfin, le dernier chapitre s’attaque aux éq‘uétions de Navier-Stokes en présence
d’une force singuliére. 11 s'amorce avec une présenta,t.ion détaillée de la méthode
- de projection "sans-pression" de Kim et Moin [14]. Ceci est suivi d’une discussion

traitant des irrégularités des solutions aux équations de Navier-Stokes lorsqu’une
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force singuliére est distribuée le long d’-an interface déformable. Nous poursuivons
avec une dérivation des conditions de saut approximatives et démontrons ensuite
leurs.équivalences aux sauts exacts trouvés dans la littérature. A ce stade, nous
aurons tout le baggage nécessaire pour pfésenter les détails de notre implémen-
taﬁon de la méthode IIM. .Les derniéres .pages du mémbife sont consacrées au -
cas test de référence : le probléme d’une membrane élastique im_mergée dans un
fluide visqueux ‘et incompressible. Nous comparohs_ de nbuveau les performances
des méthodes IIM et IB pour la version statiohnaire. du probléme et explorons
les raisons qui ont pu provoquées l’échec de la méthode IIM pour le 'problér_né

instationnaire.



Chapitre 1

MODELISATION MATHEMATIQUE

Ce premier chapitre explique le modéle mathématique décrivant l’interaction
d’un interface déformable I'(¢) immergé dans un fluide visqueux et incompressible.
Nous supposons que 'interface I'(f) € C? peut étre représentée par une courbe
simple et fermée, entiérement comprise dans 'intérieur du domaine carré ) =
[0, H] x [0, H]. Cette derniére restriction élimine toute ambiguité possible sur la
frontiére O€2. Les régions intérieure et extérieure sont ensuite dénotées par {2~ et
Q7F, respectivement. Les vecteurs unitaires orientés dans les directions tangentielle
et normale 3 I’'interface sont 7 et n, respectivement, o 7 pointe vers la région
Qt. Soit @ 'angle entre 'axe des z-coordonnées et le vecteur normal n. La Figure

1.1 illustre la géométrie des problémes d’interface considérés dans ce mémoire.

oQ

F1G. 1.1. Diagramme illustrant la géométrie des problémes d’in-

terface considérés dans ce mémoire.



1.1. TERMINOLOGIE ET DEFINITIONS

* Cette section préliminaire est consacrée a I’introduction de la: terminologie

utilisée dans ce mémoire.

1.1.1. Le choix des maillages discréts

Une caractéristique des méthodes IB et IIM est I'utilisation de deux maillages
distincts pour discrétiser le domaine 2 et Pinterface I'(¢). En premier lieu, un
“maillage cartésien uniforme est généré sur le domaine carré Q = [0, H] x [0, H] -

selon la procédure suivante :

z; =ih, i=0,1,2, ..., N,

y;=jh, 7=0,1,2,...,N, ' (1.1.1)

ol N représente le nombre de sous-intervalles utilisés pour subdiviser 'intervalle
H

[O, H) et h = § est le pas de la discrétisation. Nous réservons les minuscules
~ pour dénoter les noeudsA x; ; = (7;,7;) du maillage cartésien, les majuscules pour
" dénoter les points X = (X,Y) de l'interface et le caractére gras pour désigner les
vecteurs en deux dimensions spatiales. ’ |
Noué devons ensui_te choisir une représentation appropriée pour modéliser ’in-
:~terfzice. Le choix le plus simple est d’utiliser une forme analytique, mais seule-
‘ment certaines (_:ourbes permett_ent cette représentation et ceéi de?ient pratique-
ment impossible, lorsque nous considérons un interface I'(t) qui se déplace avec
le fluide. Une autre approche répandue dans la litérature ([16], [19]) utilise un
ensemble fini de points de controle pour suivre le déplacement de l'interface. Les
informatAions géométriques peuvent ensuite dtre obtenues par interpolation-avec
des splines cubiques (Section 1.3.3). D’autres représehtations sont aussi possibles,

notamment utilisation de fonction "level-set" et les développements en séries de

. Fourier, mais nous n’explorerons pas ces avenues dans ce mémoire.



1.1.2. Schéma aux différences finies centrées

Pour une fonction scalaire u € -C%(Q), nous avons-les approximations sui- -

vantes :
du 8%u
5z (@) = Datig HOWD), 55 (@as) = Dowiy + O
du | ‘ ' 0% -
a—y(mi,j) = D} u;; + O(h?), a—yz(a,-i,j) = D2 u;; + O(h?), - (LLry)

ou les opérateurs discréts sont définis par

DY = Ll T Uim1 D2, = Hitli T 25,5 + Uio1,
Tz %) T 2h ! T %) T . h2 R

Dl . — Mg+l ~ Uiy D2y Y+l 2yt Uiy (1.1.3)
y LT oh, ’ y T h2 ) e

et u” dénote 1'évaluation de u(x) au nceud x;; du maillage cartésien. Par la

suite, nous utiliserons aussi les opérateurs suivants :

. 1 ’ 1
(Vau);; = (Dgui; s Dyuss ),
2 . 2 2
Viui; = Dyug; + Dyu j,

(Va-u),;=Dui;+ Dy, onu=(uv). - (L.1.4)

Une généralisation de ces formules pour une fonction u(x) dont les dérivées
partielles sont lisses par morceau sur les régions 2~ et QF sera présentée i la

-Section 2.3.
1.1.3. Les points d’intersection

Lors de I'implémentation de la méthode IIM, nous aurons besoin d’évaluer
certaines informations géométriques aux po'ints de l'interface I'(t) qui intersectent

le maillage cartésien. Ces points d’intersection sont définis de la facon suivante :

Définition 1.1.1. Soit X = (X,Y) un point de l’interfacé [(t) et @;; = (z;,9;) -
un neud du maillage cartésien. On dit que
- X ‘est un point de z-intersection s’il existe un nombre 0 < a, <1 et des

indices 1,J tel que, X =z;+ozh et Y =y;
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- X est un point de y-intersection s’il existe un nombre 0 < a, < 1 et des

indices i,j tel que, X =x; et Y =y;+a,h.

L’algorithme que nous avons développé pour répertorier les points d’intersec-

tion sera présenté a la Section 2.4.2.

1.1.4. Les points irréguliers

Nous identifions ensuite les points du maillage cartésien situés & proximité
ou sur l'interface. Ces points irréguliers, illustrés en rouge sur la Figure 1.2, sont
définis de la facon suivante :

Définition 1.1.2. On dit que le neud x; ; = (z;,y;) du maillage cartésien est

- un point z-irrégulier, si l'interface I'(t) intersecte la droite y = y; au point

(X,Y) avec z;_1 < X < Tiy1 et Y =y;.

- un point y-irrégulier, si l’interface I'(t) intersecte la droite x = z; au point

(X,Y) avec X =z; et yj—1 <Y < yj41.

x-irrégulier y-irrégulier

xi+1
F1G. 1.2. Illustration des points irréguliers x; ; associés & un point
d’intersection X = (X,Y).

1.1.5. Conditions de saut

Nous définissons les valeurs limites d’une fonction scalaire u(x) en un point

X de linterface I'(t) comme suit,

wE(X)= lim u(x). (1.1.5)

22— X 2eQ*
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Les conditions de saut de la fonction u(z) et de sa dérivée normale u,(z),
évaluées en * = X, sont ensuite définies par,
W] =ut(X) -uw (X), = (1.1.6)

[un] = ug (X) —ugy (X), (1.1.7)

Puisque ces sauts dépendent du point X de l'interface I'(t), il serait plus juste |
‘d’inclure une référence spatiale et temporelle dans notre définition. Nous garde-"
rons ainsi & 1’esprit que les sauts varient le long de l'interface I'(t) et dépendent

ainsi de la paramétrisation de celui-ci.

1.2. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Les équations de Navier-Stokes gouvernant le mouvement d’un fluide newto-

nien, visqueux et incompressible sont

8 1 | '
31:—+(u-V)u= —;Vp+VV2U+_F, o (1.2.1)

V.ou=0 | - (1.2.2)

avec les conditions frontiéres et initiales

U|3Q = um, . . ' (123)

u(x, 0) = uy, - (1.2.4)

ol u = (u,?) est le champ de Vitesse/ et p la pression. Ces variables primitives
varient en fonction de la positioﬁ z = (z,y) et du temps t. Nous Supposoﬁs que
la densité volumique p ef la viscosité cinétique v sont constantes. En fait, nous
_fixons p = 1 pour toutes les simulations considérées dans ce mémoire.

Di a 'immersion de l'interface I'(t) dans le fluide, l’équatioh (1.2.1) contient la
contribution d’une force singuliére F', distribuée le long de l'interface et s’annulant
partout ailleurs. Utilisant une version bidimensionnelle de la fonction de Dirac |
§(x) = 6,(2)8,(v), il est possible de définir F en chaque point du domaine

Fat)= | Fs,0)8(x—X(s,t) ds, Vee® (1.2.5)
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ol s est la longﬁeur‘d’arc, X = X(s,t) est I'équation vectorielle de la courbe
représentanﬁ‘l’interface ['(t) et f(s,t) est la densité de force par unité de lon-
gueur exercée par l'interface au point X (s,t). La nature de cette force refléte les
bropriétés élastiques de l'interface et dépend ainsi du type de problémes d’inter-
face considérés. Précisons que la présence de la force singuliére F' dans I’équation
(1.2.1) fait en sorte que les solutions ne sont généralement pas lisses ‘A travers
Iinterface I'(t). Une discussion'détaillée portant sur les irrégularités des solutions
pour ce probléine d’interface sera présentée a la Séction 3.2

En pratique, il est souvent plus commode d’utiliser une paramétrisatidn 3 de
I'interface qui se déplace avec la fluide. La position de I'interface X (5,t) doit alors
satisfaire I'équation suivante o A

7]

aX(Lé, 1) = u(X(5,1),1). - (1.2.6)
Notons que la vitesse (X (3,t),t) évaluée en ‘chaque point deé linterface est

définie de facon unique, puisque la condition de non glissement doit étre satisfaite

partout sur I'(t). Puisque cette nouvelle paramétrisation § n’est généralement pas

la longueur d’arc, nous devons modifier I’équation (125) de la force élastique.

Celle-ci devient.

E(i,t) = ) F(3,1)6(x— X(5,0)ds,  veeq, 2

ou f(3, t) est la densité de force évaluée dans la mesure d$. La force par unité de

longueur est maintenant donnée par

'”(g,'t)' S
T =X G0 (.28

Enfin, I'utilisation de la fonction de Dirac 6 () permet d’exprimer le champ de
vitesse u apparaissant au membre de droite de (1.2.6) sous une forme semblable

3(1.2.7) :

u(X(s‘,t),t) :Au(w,t)é(::—'X(sA,t))d::. (1.2.9)
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Pour récapituler, les équations (1.2.1)-(1.2.2) sont les équations de Navier-
Stokes gouvernant le mouvement d’un fluide newtonien, visqueux et incompfes—
sible -avec la présence d’une force F', singulierement distribuée le long de l'inter-
face I' (t) L’équation (1.2.5) (ou sa version modifiée (127)) est une équation’ de
connectivité qui permet de transmettre cette force au fluide environnant. Enfin,
les équations (1.2.6) et (1.2.9) peuvent étre interprétées comme Pimposition de
conditions frontiéres internes, nécessaires pour que la condition de non-glissement
soit respectée sur l'interface F(t) Ce systéme sera complété suite & 'introduction

d’une équation d’élasticité permettant 1’évaluation de la densité de force f.

1.3. MODELISATION DE L'INTERFACE

Dans ce qui suit, nous considérons une interface matérielle I'(t) représentant

" une membrane élastique sous tension immergée dans un fluide visqueux. .
1.3.1. Densité de force pour une membrane élastique

Pour ce probléme, nous supposons que I'amplitude de la force élastique géné-
rée en un point de la membrane depend linéairement de 1’étirement de celle-ci par
rapport a sa conﬁguratlon de repos. En d’autres mots, la tension 7' de la mem-
_ brane peut étre modélisée par une loi de Hone linéaire. Par la configuration de
_repos, nous parlons de la forme circulaire de la membrane que. nous- obtiendrions
ulf_imement si une fuite du fluide interne était provoquée, permettant ainsi une
relaxation compléte de la membrane. Précisons que la quantité de fluide conte-.'
nue dans-la région int'efne 27, délimitée par la membrane sous _tensioﬁ‘, doit é_fre
conservée puisque le fluide est incompressible.

L’évaluation de la densité de force f sera possible suite & 'introduction d’une
paramétrisation de I'interface I'(t) en fonction de la longueur d’arc 3 de la mem-
‘brane dans cette conﬁgurafion de repos. Laissons le paramétre 3 'etiquetef le point
matériel situé & une distance § d’un point de référence arbitraire §; = 0 sur la
membrane au repos. Ainsi, X ($,?) désigne la position au temps ¢ de ce point ma-

tériel, étiqueté par 3, sur la membrane étirée. Le vecteur tangent unitaire 7(5,1)
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en un point X (3,t) de la membrane s’écrit alors
' ax

REDS

Nos hypothéses permettent ensuite d’utiliser une loi de Hooke linéaire pour

(1.3.1)

. exprimer la tension 7" de la membrane en ce point
0X ‘ '
T(3,t) =1, ( — 1) , ‘ (1.3.2)
: 2

08
ot T, est une constante qui tient compte des propriétés élastiques de ]a membrane.

Nous remarquons que la tension s’annule lorsque ”%—’fHZ

= 1, ce qui est vérifié

pour tous les points matériels de la membrane dans sa configuration de repos.

T(S+AS ) T(S+AS 1)

FiG. 1.3. Diagramme‘utilisé pour évaluer la densité de force par

“unité de loﬁgueur mesufée dans I'état de repos. |

" La force élastique exercée .p‘a,rlla,' membrane entre deux points lagrangiens

X (5,1) et X(8+ A3, 1), séparés pé,r une distance A$ (voir la Figure 1.3 pour une

illustration), se définit a,pp;roxima,tivement comme la différ_t_e_:_ice_ de T'T entre ces
points. Nous avons donc l’approxirhation suivante en X ($,1) : | |

As F(5,8) R T(5+ A3, )T (5 + Ad 1) — T(3, )T (5, 1) - (1.3.3)

Nous obtenons ensuite la densité de force par unité de longueur mesurée dans

- ’état de repos, qui est exercée par la membrane élastique au point X ($,%), en
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prenant la limite A§ — 0 de (1.3.3), ce qui donne

f(g,t)=$(:r(§,t)r(§,t)). | - (139

Par conséquent, dés que la position de la membrane X (3,1) est connue, les
équations (1.3.1)-(1.3.4) permettent I’évaluation de (128) qui donne la densité

de force f par unité de longueur de la membrane étirée I'(t).

' 1.3.2. Distribution des marqueurs lagrangiehs '

Afin de suivre le déplacement de la membrane, nous utilisons un ensemble
- fini de points de controle situés sur P'interface I'(t). Soit (N, + 1) le nombre de
marqueurs lagrangiens § utilisés pour représenter la positibn de la membrane, L,

la longueur totale de celle-ci dans sa configuration de repos et §; = 0 un premler '

marqueur arbltralre Nous posons ensuite, pour &k = 1,2, ..., N
Spp1=kAS ou As=L,/N,. o (135)

Par convention, nous empruntons la notation X = X (85, ™) pour dénoter la
posmon du k-iéme marqueur lagrangien au temps t"* = nAt. La courbe I'* = I'(t")

etant fermée, nous avons X" = X%
1 Ng+1°

1:3.3. Courbe I approximative

. L’approche que nous avons choisie pour représenter I’interface utilise des
splines cubiques pour interpoler une courbe lisse approximative I'* € C? 4 par-
tir des marqueurs lagrangiens ([16], [18]). L’équation vectorielle de la courbe

approxima’_cive est donnée par
B o= X7(9) = (X7(6),77(9), € [0,Ld} (1.3.6)

oit X™(5) et Y™(3) représentent des splines cubiques in'terpolés. a partir des mar-
queurs X7 et Y, respectivement. Les détails concernant cette techhique_d’intei‘-
pélation seront fournis & la Section 2.4.1. o
Nous pouvons ensuite_évahier 0X™/03 afin d’obtenir une approximation de la
tension 7™(3) et du vecteur tangent #7(3). La dérivée du produit de ces résultats

fournit ensuite une approximation de la densité de force f7(8) définie par (1.3.4).
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En plus de permettre ’évaluation de ces quantités en n’importe quel point de
Pinterface I'™, cette approche facilite aussi le ‘calcul d’autres informations géomé-
triques nécessaires a I'implémentation de la méthode IIM. Plus précisément, nous

aurons besoin du vecteur normal unitaire 7"($), de la courbure K"(3) et de la -

dérivée tangentielle-de la densité de force 0 f" /08.

1.4. METHODE IB "IMMERSED BOUNDARY"

Nous présentons maintenant un résumé de la méthode IB pour ce probléme

d’interface particulier ([19]-[20]).

1.4.1. Fonction é-discréte

Une fois que nous sommes en mesure d’approximer la densité de force élastique

f,;‘ = f™(é) aux points de controle de la membrane, la force singuliére F est

_calculée & partir de I'approximation suivante :

(e~ fr (e — XP)AS, (1.4.1)

ott la fonction 6, est définie par &, (xz) = d,(z) d,(y) avec la version unidimen-

sionnelle suivante :

- L (14 cos(Z2)), |z| < 2w,
d,(z) = i ( (2‘”)) g . (1.4.2).

0, o] > 2w.

_ "En général, le support w de la fonction 4, est choisi-en fonction du pas h utilisé

~ pour le maillage cartésien. Méme s’il existe d’autres choix de fonction é-discréte

dans la litérature, la fonction d,, est la plus souvent. utilisée dans les applications

- pour des raisons qui sont mentionnées par Peskin [19].

1.4.2. Schéma d’évolution explicite

11 est maintenant temps d’expliquer 1'algorithme utilisé pour faire évoluer la
solution numérique au temps t"*1. Nous supposons que le champ de vitesse u?;

et les vecteurs positions X} des marqueurs lagrangiens sont connus. La premiére

n+1
2}

distribuer aux noeuds x; j du maillage cartésien via la formule (1.4.1).

étape pour déterminer w('j" consiste a évaluer la densité de force f,;‘ et de la
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| ~ En second lieu; nous utilisons une méthode de projection "sans-pression" (ba-
sée sur la version de Kim et Moin [14]) pour résoudre les équations de Navier-
Stokes (1.2.1)-(1.2.2), ce qui permet de déterminer le champ de vitesse u”Jr1 Tous
les détails techniques 11es. a 1’1mp1ementat1o_n de cette méthode seront présentés a
la S_ection. 3.1. '

Nous devons enfin nous assurer que la condition de non-glissement. (1.2.6) soit

satisfaite sur la membrane. Pour ce faire, un schéma d’Euler-avant est utilisé pour

* obtenir approximation suivante :

n+1 _ , n
X+ - X7

_ a,nt1 n . .
A7 =u""(X}) . | (1.4.3)

La fonction 4. définie en (1.4.2) est utilisée de nouveau pour interpoler la

vitesse locale du ﬂu1de u”Jr1 aux points de controle X}

w(X]) Zu"Hé (2 —-XE)Asz., (149

Nous avons donc la formule explicite suivante pour déterminer la position des

nouveaux points de contréle sur linterface ™! :
Xt =Xp+ At u™H(X]) . (1.4.5)
Ceci termine une itération. Le procédé peut ensuite étre répété pour faire
évoluer la solution jusqu’au temps ¢ voulu.

1.4.3. Commentaires sur la méthode IB

/

Bien que la methode IB soit relatlvement simple & 1mp1ementer 'utilisation de

“la fonction 5w pour transmettre la force s1ngu11ere aux nceuds: du malllage carteswn

atténue les discontinuités de la solution. Cette atténuation fait en sorte que la

 précision des solutions obtenues par la méthode IB est’ généralement seulement

de premier ordre. D’autre part, Iutilisation d’un schéma explicité pour déplacer

Pinterface & la fin de chaque itération impose un critére trés restrictif sur le pas

de temps At que ’on doit utiliser. Si un trop grand pas de temps est utilisé, la
position de I'interface devient instable et I’algorithme diverge.' Pour remédier &
cette situation, Peskin et Tu ont proposé des versions semi-implicite et implicite -

[20].
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1.5. METHODE IIM "IMMERSED INTERFACE"

Plusieurs efforts ont éfé .fai.t's pour obtenir une version de la méthode IB avec

~ une précision de second ordre. Leveque et Lee [16] 'pro'polsent de séparér la force

singuliére selon ses composantes tangenﬁelle et normale & l'interface. La fonction

d,, de Peskin; définie par (1.4.2), est d’abord utilisée pour résoudre une équation

d’advection—diffusidﬁ contenant la'composanté tangentielle de la force. Par la

suite, une équation de .Poisson contenant la composante normale de la force est

résolue pour déterminer la pression et renforcer la condition d’incompressibilité.

La différence entre la méthode IB et leur appfoche provient de la discrétisation

de cette équation de Poisson Qui incorpore des termes de covrrecti.on afin de tenir
‘cbmpte des sauts connus de la pression. Leurs résultats numériques montrent
' qu’il est possible d’augmenter considérablement la précision de la méthode IB en

procédant ainsi. _

Li et Lai [15] vont encore plus 1oin et expliquent -comment il est possible de se
débarasser totalement de la fonction 0, si toutes les discontinuités de la solution
sont incorpo_rées aux schémas de différences finies utiiisés pour discrétiser les
équations différentielles. La méthode ITM présentée dans les prochains chapitres

est ‘basée sur leur approche.




Chapitre 2

PROBLEMES ELLIPTIQUES AVEC SOURCE
SINGULIERE

'Au chapitre suivant, nous montrerons que la recherche d’une solution numé-
rique aux équations de Navier-Stokes (1.2.1)-(1.2.4) peut étre réduite a la réso-
“lution de trois équations différentielle_s el.lipt:iques : deux problémes d’Helmholtz
" pour obtenir les composantes d’un champ de vitesse intermédiai_re.u* et un pro-
- bléme de Poisson pour déterminer une approxiination ¢ de la pression. Gardant-
~ cet objectif eh téte, nous présentons ici la méthode IIM pour résoudre un probléme

d’interface elliptique.

2.1. DESCRIPTION ET HYPOTHESES

-Dans ce qui suit, nous considérons un interface fixe ' € C? entiérement
contenu dans U'intérieur du domaine carré Q = [0, H] x [0, H]. L’équation & ré- -

soudre est :

pu(x) — p Vzu(a:) = F(x) ;G-G(:n), dans 2,  (2.1.1)
Bw) =0, CoardQ, (21.2)

ou la seconde équation représente certaines conditions frontiéres (Dirichlet, Neu-
mann ou mixte) prescrites pour la fonction u( ). Selon la nature des problémes
d’interface envisagés, les paramétres se classent dans une ou plusieurs des trois

catégories suivantes :
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(1) Les coefficients p et p sont des constantes positives reflétant les propriétés

physiques du probléme.

(2) La fonction source G est continue par morceau sur chaque région Q* du

domaine. Elle est donc bornée sur tout le domaine 2.

(3) La source singuliére F' est distribuée le long de l'interface I et peut étre
représentée sur tout le domaine Q 3 laide de la fonction § de Dirac comme -

suit : . :
F(a:):l/OLf(s)(S(a:—X(s)) ds, : 'Va,;_GQ, : (2.1.3)

ou s est la longueur d’arc, L est la longueur totale de la courbe représentée
par I’équation vectorielle X = X (s) et f(s) est la densité par unité de

longueur exercée le long de I'interface I au point X (s).

. Pour ce type de probléme d’interfaée, I’étude de la régularité de la solution est
- trés ardue. Une discussion sur Pexistence et I'unicité de la solution de ce probléme
peut-étre trouvée dans [11]. Dans notre cas, il est raisonnable de Supposer que la
solution u(x) soit bornée et que seé dérivées partielles soient lisses par morceau sur
chaque sous-domaine QF, les discontinuités apparaissant seulement sur Uinterface.
Cette hypothése nous permettra d’utiliser des schémas aux 'différencés finies sur la
presque totalité du domaine. pour discrétiser ’équation (2.1.1). Une connaissa,nvce.'
des discontinuités de la solution permettra ensuite de modifier correctement les
approximations aux points irréguliers (voir la Section 1.2) situés é proximité ou

sur l’interface.

2.1.1. Reformulation du probléme

Dans la prochaine section, nous montrerons que les conditions de saut pour

le probléme (2.1.1) prennent la forme suivante :
| 1
u| =0, Up| = ——f .
g ) ==

Une fois armés de ces conditions de saut, nous pouvons reformuler le probléme
(2.1.1)-(2.1.2) afin de se débarasser complétement de la force singuliére F(x).

La séparation du probléme sur chaque souS—domaine 0OF est possible, puisque le



21

support de la force est restreint & interface T. Nous avons donc les équations

suivantes :
put —pu V2 = G*, dans Q= (2.1.4)
B(u) =0, sur 0, (2.1.5)
| [u]= 0, sur - T, . (2.1.6)
[u,] = —'if, sur F,I (2.1.7)

ol les conditions de saut (2.1.6)-(2.1.7) établissent un couplage implicite des so-
lutions sur chaque région. Nous pouvons maintenant considérer celles-ci comme
des conditions frontiéres internes nécessaires pour que ce nouveau probléme soit™

bien posé.

2.2. DERIVATION DES CONDITIONS DE SAUT .

Nous présentons maintenant les détails et les technicalités concernant la déri-
vation des conditions de saut nécessaires & I’implémentation de la méthode IIM.
Une approche basée sur l’intégr'ation'des équations est utilisée par Lee et Leveque
[16] afin d’obtenir les sauts (2.1.6)-(2.1.7). Des relations d’interface supplémen-
taires sont ensuite dérivées par Li et Lai [15] suite 4 I'introduction d’un systéme

de coordonnées locales.

2.2.1. Intégration des équations différentielles

L’idée de la dérivation est de multiplier ’équation (2.1.1) par une_fonct_iori
‘test arbitraire ¥ € C? et d’intégrer I’équation résultante sur la région Qe, com-
prise entre les courbes I'ci. _situéeé a une distance € > 0 de I' (voir la Figure 2.1
pour une illustration). Les conditions de saut établissant une felétion entre léé
-discontinuités de la solution, les paramétres de l'équation et la fonction de densité
f(s) sont ensuite extraites du processus de limite ¢ tend vers zéro. Notre point

de départ est I'identité intégrale suivante :

//Q pu(z)y(z)dr - //Q 1 V2u(z)y () de =

//Q 14;(9:)1/)(9::)d:c—l—//{"}e Gla)y(z)dz : | | (2.2.})
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Fi1G. 2.1. Domaine €2, utilisé dans la dérivation des conditions de

saut.

Nous pouvons d’abord considérer la source singuliére F'(x), définie par (2.1.3),
comme une distribution agissant sur la fonction test ¥ (), son action étant définie

par

/ / F@)(z) do = / F($)0(X (s)) ds (2.2.2)
Q r

Nous remarquons ensuite que la premiére intégrale du membre de gauche de
(2.2.1) s’annule lorsque nous prenons la limite ¢ — 0, car la fonction u(x) est

supposée étre bornée sur 2. C’est & dire,

e—0

lim //QE pu(x)Yp(x)de =0. (2.2.3)

Pour une fonction G bornée sur €2, le méme argument peut étre appliqué a la

deuxiéme intégrale du membre de droite de (2.2.1). Ceci méne &

lim/ N G(x)y(x)de =0. (2.2.4)

e—0
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Enfin, pour la derniére intégrale de (2.2.1), nous utilisons deux fois le théoréme

“de la divergence pour obtenir

//éuv%w dz =/ (nVut - n)-wd% +_/ (uVu™ - (_n)).wds.

Tey e

-f//su(ww)dw\

= [ Gmitypds = | guiyuas

;A mﬁ(vqp-n)ds—./ /iu_(V¢'(?n))d3

€+ ) €— A
: +// wuVpde,
Q. :

- ol les exposahfs — et + se rapportent aux valeurs des fonctions prises dans les
régions 0~ et QF, respectivement.l Notons que le vecteur normal 'n’pointe' toujours
vers O, ce qui explique le changement de signe sur la courbe I'._. Lorsque € tend
vers zéro, la derniére intégrale s’annule puisque u et V%) sont bornées. Noué

avons donc

lg%//S)uV2U¢ dx .:.“-/F_‘u[un]w dS—/FN[UWn ds. (2..2..5),

‘Remplagant chacune des intégrales de I’équation (2.2.1) par leurs limites res-

pectives (2.2.2)-(2.2.5), nous obtenons l’éciuation

_ /F plun ] ds +/F il ds = /F fibds . (2.2.6)

La fonction % () étant arbitraire, nous déduisons les sauts (2.1.6) et (2.1.7).
Nous suivons ensuite 'approche de Li et Lai [15] et introduisons un systéme de
coordonnées. locales qui permettra d’obtenir des relations d’interface supplémen-

taires.
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2.2.2. Systéme de coordonnées locales

Soit X = (X,Y’) un point de 'interface I'. Les coordonnées locales en ce point

sont définies de la facon suivante :
E=(x—X)cosf+ (y—Y)sinb,
n=—(x—X)sinf+(y—Y)cosé, (2.2.7)

ou 0 représente I'angle entre I’axe des z-coordonnées et le vecteur normal n (voir la
Figure 2.2 pour une illustration). Les vecteurs unitaires orientés dans les directions

normale 1 et tangentielle 7 au point X prennent alors la forme suivante :
n = (cosf,sinf), (2.2.8)
7 = (—sinf,cos¥b) . (2.2.9)

L’interface I’ peut ensuite &tre représenté dans un voisinage du point (£ = 0,

n = 0) par une fonction & = x(n) satisfaisant les relations suivantes ;
x(0)=0,  X(0)=0,  x"(0)=x, (2.2.10)

ou x est la courbure de l'interface au point X. Le saut (2.1.7) peut maintenant

étre exprimé en fonction de £ et 7 pour prendre la forme

[ue] = —éf(n) : (2.2.11)

F1G. 2.2. Systéme de coordonnées locales.
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2.2.3. Différentiation le long de Pinterface

Dans un voisinage du point (§ = 0, n = 0) de linterface, nous avons les

relations suivantes pour les dérivées premiére et seconde le long de la courbe I' :

i _2 + ’2
dn —on X og
2 o 92 ,00 0

d_n2:8n2+2>_<3€572+(X) 8_§2+X8_§'

Une premiére dérivation des conditions de saut (2.1.6) et (2.2.11) le long de

I'interface méne a

%[@F[nn] +Xul =0, | (2:2.12)
Sl =l Xl =20 (2219

Le procédé est répété de nouveau poui‘ I'équation (2.2.12), ce qui donne
| d2 / | / 2 .// : ' y
d—ng[“] = [Unn] + 2x"[uen] + (X')"[te] + X" [ue] =0 - (22.14)

Ces trois relations sont alors évaluées en 7 = 0 pour obtenir les conditions de.

‘saut au point X,

=0, (2.2.15)

”-[usn]=—if’(n), | (2.2.16)
[urm]=§f(7))- | 2

Finalement, nous exprimons ’équation (2.1.1) dans le systéme de c_oordonnées

lo_cales. (2.2.7)

pu — pi(uge +tyn) = F + G

P

Ce qui permet d’obtenir le dernier saut

K 1
uge| = ——f(n) — =[G]. 2.2.18
[uee] = =/ (n) = Z[C] (2.2.18)
Pour étre utile numériquemenﬁ, ces conditions de saut exprimées dans le sys-

téme de coordonnées locales doivent étre transformées dans le systéme cartésien.



26

Nous utilisons les relations suivantes pour effectuer cette transformation :

[ug] = [ug] cos@ — [u,] siné,
[uy] = [ug] sin @ + [u,] cos b,
[uzz] = [uee] cos? O — 2[uen] cos Osin 6 + [u,] sin? 6, (2.2.19)
[uyy] = [uge] sin® 0 + 2[ug,] cos Osin 6 + [uy,] cos® 4 .
Voyons maintenant comment les sauts obtenus dans cette section peuvent étre

incorporés aux schémas aux différences finies (1.1.2) pour que ceux-ci tiennent

compte des irrégularités de la solution.

2.3. TERMES DE CORRECTION

Le lemme suivant, tiré de l'article de Li et Lai [15], est le pilier de notre
algorithme numérique. Nous le présentons ici dans sa version unidimensionnelle,

bien que la généralisation au cas bidimensionnel soit immédiate.

FiGg. 2.3. Diagramme utilisé pour la démonstration du Lemme

2.3.1.

Lemme 2.3.1. Soit u(x) une fonction dont les dérivées partielles sont lisses par

morceau sur les régions 0~ et QF. Supposons que u(x) et ses dérivées possédent
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les sauts [u], [ug] et [ug| au point de z-intersection X = z;+ ah, avec || € (0, 1)
et 7; € Q™. Les approzimations suivantes sont alors valides au point x; :
Dlu; — & C(u,a, h) + O(h?), sia € (0,1),

Uy (x;) = 2 . | (2.3.1)
: Dlu; + 3= C(u,a,h) + O(hY), sia € (-1,0),

1 N ,
Uge (T;) = Diui—ﬁC’(u,a, h)+O(h), silal e (0,1), (2.3.2)

o les termes de correction C(u, o, h) sont définis comme suit :

C(u,.a', ) =  [u} + [uz](l — a)‘h +%[um](1 — a)?h? 7 a‘ € (0, 1)’, |
‘ [u] = [ug](1 = |a)h + L[ig.] (1 — |a|).2h?., sia € (—1,0).
| | (2.3.3)

Dans le cas ot z; € 2%, les termes de correction C(u,a, h) sont de signe

opposé. Ceci découle de notre définition des sauts de la fonction u(z) au point X. .

Preuve Nous démontrons seulement le cas on a € (0,1) et z; € §2~, puisque les
autres cas e montrent tous de fagon similaire. Utilisant une expansion de Taylor

pour u(z; + h) autour de X, nous obtenons

i+ h) =t () +u (X)(1 - a)h+ SuL(X)(1 - @R+ O()

=] 0 () + ([ua] +uz (X)) (1 - @)k
. 1 . _ ‘ N . i
+3 ([tza) +uz, (X)) (1 - a)2h2_ +O(h®). (2.3.4)
Nous développons ensuite u™ (X), u (X) et uz(X) autour de z; € 1~
u (X)) = u(x;) +u(z;)ah + %um(zi)a%z + O(h%),

u (X) = uy(T;) + U (2:)h + O(h2),

up(X) = ea() 4 O(R)




28

Rémplagant ces erpansions dans | *équation (234 ) et utilisant un développe-

- ment de u(z; — h) autour du point T;, nous obtenons

u(z; +h) = u(s;i) + ug(T:)h + uzz(ii)%% +C(u,a, h) + 0(h3), - (2.3.5)

2

3 -+ O(h%), ' (2.3.6)

u(w; — h) =u(z;) - uz(rz)h + U:ca:( i)
ol le terme de correction C(u, o, h) est définie par

% [um] (1- a)2h2,

C(u,a,h) = [u] + [uz](1 —a)h +
- Quelques manipulations supplementazres des relations (2.3. 5) (2.3.6) permettent
d obtemr les résultats désirés.
REMARQUES
- Dans 1”ventua11te d’une double 1ntersect10n (voir la Flgure 2.5 pour une
111ustra,t10n) sur le segment [x; — h,x; + h]; c.-a-d. §'il existe deux pomts
de x—mtersectlon Xi =z, +ah et Xy =x; +ash avec —1 <a; <0

et 0 < ay < 1 il suffit d’ajouter un deuxiéme terme de correctlon Par

exemple,

ug(x;) = Dlu;+ iC(u,al, h) — iC(u, ag, h) + O(h%),

-2h 2h
’ 1 1
U () = D2u1 th(u al, h) - ﬁC(u g, )+O( ).

— Les termes de correction pour un point de y-intersection Y = y; + 0, Ay
§'obtiennent exactement de la méme fagon Nous devons 51mplement utlhser'
les sauts [u], [u,] et [u yy| dans le terme de correction C(u a,, A?)

— L’erreur de troncature de notre schéma est O (h?) aux noeuds reguhers du

‘maillage, mais seulement O(h) aux nceuds irréguliers.

Bien que nous ayons délibérément exclu le cas limite @ = 0 dans le lemme pré-
~ cédent, il est tout de méme possible d’obtenir des schémas aux différences finies

"uniformes" dans le paramétre o, c.-a-d. définis de fagon unique pour toute va-

leur de o € (— 1). Nous examinons maintenant le comportement des formules

- (2.3.1)-(2.8. 2), lorsque « tend vers zéro.
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2.3.1. Forme limite des termes de correction

Nous pouvons d’abord nous questionner sur I'utilité des schémas (2.3.1)-
(2.3.2) lorsque le paramétre « est identiquement nul, puisque dans cette situation,
la fonction u et ses dérivées u,, u,, ne sont méme pas définies au point z;. Il serait
donc plus juste de parler de la valeur moyenne de la fonction u et de ses dérivées

en ce point. Nous définissons ceux-ci par

cus= % (u™ (@) + ut(@3)) (2.3.7)
<Up > = % (ug (z:) + uf (z3)) (2.3.8)
< Upy > = % (uze(z:) + ufp () - (2.3.9)

Avant de poursuivre, nous distinguons deux types de configuration d’interface
possibles lorsque a = 0. La premiére situation (cas limite #1) survient lorsque
I'interface intersecte le segment [z; — h, z; + h| au point z;. La deuxiéme situation
(cas limite #2) survient lorsque I'interface a un point de tangence en z;. La Figure

2.4 illustre ces deux types de configuration d’interface.

Cas limite #1 Cas limite #2

Xi 4 X; Xin1

i+1

F1G. 2.4. Deux types de configuration d’interface lorsque oo = 0.

2.3.2. Termes de correction pour le cas limite #1

Dans un premier lieu, nous observons le comportement asymptotique des sché-
mas (2.3.1)-(2.3.2) lorsque le point d’intersection X = z; + ah tend vers z; par la

droite, c.-a-d. lorsque « tend vers zéro (a > 0) et z; € Q7. Nous avons d’abord
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les relations suivantes :

ul (z;) = Dlul—— ([u]—i—[um]h—i- [um]hQ)'JFO(h?), : | '(2.3.'10)
ug,(z:) = Dy — hiz ([U]-+ [us]h + %[uu]hz) Lom),  (2311)
ou
DRyt = Yt 2“3t-+'“‘i+_1 o - (2312)

x 1.. i h2
Il est ensuite possible de manipuler ces relations pour obtenir une approxima-

tion de la valeur moyenne des dérivées partielles de la fonction u en z; :

<ug > =Dyu; - 2ih ([u] + l[um] ) +O0(h?), (2.3.13)

> = B __.2 <h;1, >-+ui+i _ %[um] +O(h). (23.14)

Deuxiémement, nous observons le comportement aSymptoticjue des schémas-
(2.3.1)-(2.3.2), lorsque le point d’intersection X = z; + ah tend vers z; par la
gauche, c.-a-d. lorsque o tend vers zéro (o < 0) ét :1:1 € Q*. Dans ce cas, nous

avons les relations suivantes :

| u}(z:) = Dlu; - -2},; ([u] - [um]h__+%[umz]h2>+O(h'2), | -(2.3.1.5)'
() = D2t 4 (- b+ Spalt?) OB @819

Encore une fois, quelques manipulations de ces relations perrnettent d’obtenir
les equatlons (2.3.13)-(2. 3. 14). Par consequent lors’ d’une conﬁguratlon d’inter-
face correspondant au cas limite #1 l’utlhsatlon des schemas (2 3. 1) (2 3. 2) est
Justlﬁee dans la mesure o nous considérons le résultat comme une approximation

de la valeur moyenne des dérivées u, et u,, au point z;.

- 2.3.3. Termes de correction pour le cas limite #2

Nous examinons maintenant Iinterprétation que nous pouvons donner aux
schémas de différences finies du Lemme 2.3.1, lors d’une configuration d’interface

correspondant au cas limite #2. |
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F1G. 2.5. Double intersection sur le segment [z; — h, z; + h].

Nous considérons d’abord une double intersection de l'interface I' sur le seg-
ment [z; — h,x; + h|. Se réferrant & la Figure 2.5, les points d’intersection sont
Xi=xz;+a1h et Xo=1x;+ah avec —1 < a; < 0et 0 < ay < 1. Dénotant les
sauts de u et de ses dérivées au point Xy, par [ulk, [uz]x et [uzz]x pour & = 1,2,

les relations suivantes sont valides au point x; € 27 :

ug (:) = Dyus — 21—h <[u]1 + [uz]1 (1 — on)h + %[uzz]l(l - al)zhz)

g (bl = 1 = )+ St ~ )87 ) + O,

(2.3.17)
Uz (2:) = Diu; — % ([u]l + [uz]1(1 — ar)h + %[um]l(l — a1)2h2)
_}3_2 ([U]Q - [uI]2(1 - ‘Otg‘)h + %[uzz]l(l - |a2|)2h2> + O(h) .
(2.3.18)

Dans la mesure ou «; et as tendent vers zéro simultanément (c.-a-d. lorsque
les deux points d’intersection X; et X, se rapprochent I'un de 'autre pour se

rencontrer au point z;), nous avons les formes limites suivantes :

ug (x;) = Diu; — [ug) + O(h?), (2.3.19)
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Nous pouvons manipuler ces relations pour les réécrire sous la forme suivante : -

uf (z;) = Dlu; + O(h?), (2.3.21)

r

ul () =Dgu+(7‘z) +O(h)y. _. (2.3.22)

Zr

- Par conséquent, deux schémas équivalents permettent de discrétiser les déri-
vées partielles de la fonction u lorsque nous sommes dans le cas limite #2. Si
nous traitons le nceud z; comme appaftenant a _la méme région que les nceuds -
.xi_l et. z;,1, la fonction u et sesvdéri.vées partielles sont alors co'ntihues sur le .
segment (z;_1,%;11), ce qui permet l'utilisation de schémas centrés sans termes
dé correction. D’autre part', nous pouvons traiter le nceud z; comme appartenant
4 la région opposée, mais dans ce cas-ci, nous devons ajoute:r des termes de cor-
rection aux schémas standards pour tenir compte des irrégﬁlarités de la solution.

En pratique, nous empruntons toujours la premiére approche due a sa simplicité.

'2.4. DETAILS SUR L IMPLEMENTATION DE LA METHODE IIM

Dans cette section, nous présentons des détails supplémentaires concernant

certaines facettes de I'implémentation du code numérique 1IM.

2.4.1. Interpolation par des splines cubiques

Soit X; = (X(si),Y(sk)) les vecteurs position des marqueurs lagrangiens

définis par’
Csp=(k—1)As, ‘As=L/N, k=1,2..,N,+1,

ot L désigne la longueur totale de I'interface fixe T La courbe approximative
[' € C?, dont Péquation vectorielle est donnée par X = (X' (s), Y(s)), est définie

par morceau comme suit,
| X(S) = Pkl(s)’ Y(S) = PI?(S)7 sur [S;cvsk-H)’ k=1,2,...,N,,

ol 'Pkl et P2 sont des polynémes de degré 3 qui interpolent exactement la position

des marqueurs lagrangiens.
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2.4.2. Recherche des points d’intersection

L’algorithme que nous avons développé. pour trouver les points d’intersec-
tiQn entre l'interface et le maillage .cal.‘tésien‘ a pris forme suite 4 une discussion |
avec Rodrigue Kéou sur la problématique de la rechérche des voisins d’uhe parti-
cul'e.dans la méthode SPH. L’idée principale sur laquelle repose notre approche
est d_’éssocier un rectangle (dont les sommets sont formés par quatre nceuds du |
' maﬂlag_e'cartésien) a chaQue marqueur Sy situé sur l'interface I'. |

On définit les rectangles B(Z,7) C 2 comme suit :

B(i,5) ={(z,y) 17 <z <ziy1 et Y; <Y < Yj+1}

i,j=012. .N—1. . . (24.1)

Puisque nous avons supposé que l'interface I' est entiérement contenue dans
Pintérieur du domaine €2, aucun marqueur lagrangien ne se situe sur la frontiére
ON). Par conséquent, il est possible d’aSsocier un unique rectangle B(4, j) & chaque

marqueur S;. Pour ce faire, nous cherchons les indices i et ji tel que
Ty < X <Zjq1, Yy S Y <Yjqr-

Aprés avoir efféctué cette classification, nous pouvons facilement compter le _
nombre minimal de points d’intersection entre deux fnarqueurs consécufifs. Se |
réferrant & la Figure 2.6A, nous avons s, € B(i—1,75—1) et .sk+i € B(z+1, 7),ilya
donc au moins (i4+1)— (i—1) = 2 points de y-intersection et 7= - 1) = 1 point de
z-intersection entre ces deux marqueurs lagrangiens. La courbe étant représentée
par X(s) = Pl(s) et Y (s) _ P2(s) sur Iintervale [Sk, Sk_{_ll), nOﬁs"pouvons utiliser

-.une m'éthode.de Newton pour trouver les paramétres.skl-.> Sga > Si3 tel que

X(SI?I) = CE,L', Y(SkZ) = y] et .'X(Sk3) = xi—{-l .

En général, nous utilisons As = h ce qui est suffisant pour éviter des inter-
~-sections multiples entre deux nceuds consécutifs du maillage cartésien. Dans les
simulations o la courbure de T est grande, nous devons modifier I'algorithme
précédent pour vérifier que tout les points d’intersection situés entre deux mar-

- queurs consécutifs se trouvent dans uri intervalle donné. Un exemple de ce type
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/ —o— | i . B i
S k+1
k+1

7 Yi Yi
S, s

k "

X Xis1 X Xis1

FiG. 2.6. Diagrammes utilisés pour illustrer l'algorithme de re-

cherche des points d’intersection entre les marqueurs si et Sgii.

de configuration problématique est illustré sur la Figure 2.6B. Ici, le point de y-
intersection avec 'axe z = z; se trouve dans l'intervalle [y;11,¥;+2]. Nous devons

ainsi chercher deux points de z-intersection supplémentaires avec I'axe y = y;41.

2.5. RESULTATS NUMERIQUES

Pour les exemples suivants, un maillage uniforme h = % est utilisé pour
discrétiser le domaine carré Q = [0,2] x [0,2]. Les solutions numériques sont
obtenues sur une séquence de maillages raffinées et ’erreur associée a chaque
étape du raffinement est évaluée sur le maillage le plus grossier (N = 32). Puisque
nous sommes intéressés par la précision de la méthode IIM dans un voisinage de

I'interface, les erreurs sont évaluées en norme infinie
1B (w)lloo = max| uy; — Ul(wy) | (2.5.1)

ou U(x; ;) et u; ; représentent respectivement, la solution de référence et la solu-
tion numeérique, évaluées aux nceuds x; ; du maillage grossier. L’ordre de conver-
gence de la solution entre deux maillages consécutifs (ayant N? et 4N? nceuds

respectivement) est ensuite défini par

log (I E(un2)lloo/ || E(tan2)ll o)

Ordre = l0g(2)

(2.5.2)
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2.5.1. Premier exemple
Nous considérons d’abord une interface circulaire I' de rayon R = % centrée .

au milieu du domaine Q = [0;2] x [0,2] sur laquelle est distribuée une source

singuliére constante F'. L’équation & résoudre est

u(zx) — 10V2u(x ) +C/5w— x €Q, (2.5.3)
U= eR - sur 012, o - (2.5.4)
ou C = —20R ef*. La fonction source G est choisie de fagon & ce que la fonction

u(x), définie par

e®® " dans QF, ' R
u(@) =4 o (255)
e™, dans Q7

satisfasse I’équation précédente. Ceci nécessite que la fonction G soit donnée par : |

G(x) e, , | dans Q, : (2 5.6)
) = ..
| e (1 —40(r? + 1)), dahs Q-, | -

ol T = V4 (:E —1)2+ (y — 1)2. Les sauts des dérivées de la solutlon en un point

(X Y) de 1’1nterface s’obtiennent a1sement a partir de (2.5.5) :

[ug] = —2eF*(X — 1),  [uge) =27 (142X - 1)3), (2;5.'7) _

[uy] = —2eM(Y - 1), fug] = 2e™ (14 2(Y - 1))

2.5.1.1. Erreur d ’interpolatibn sur | “interface

Nous aimerions premiérement examiner le choix de la représentation de I'in-
terface I' sur la prééision des résultats obtenus avec la méthode TIM. Pour ce faire,
. nous utilisons'd’abord une représentation analytique de I’interface pour évaluer
exactement la position des- points d’iﬁterSection X = (X,Y). Les conditions de
saut (2.5.7) permettent ensuite d’évaluer exactement les termes de correction C

en ces points. D’autre part, les points d’intersection approximatifs _X soﬁt dé-

terminés a partir .de la courbe T' et de ’algorithme décrit & la Section 2.4.2. Les
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données interpolées 71 et & servent ensuite au calcul des termes de correction ap-
proximatifs C. A fin de comparaison, nous définissons les erreurs d’interpolation

~ commises en ces points d’intersection de la facon suivante :

1B(X) oo = max [| X — X|la,
B lleo = max [[n — @,
1E(%)|eo = max |k — &],

IE(C)||oo = max |C = C],

ol le maximum est pris sur 1’_ensemble_de tout les N, points d’interéection.

Les données dﬁ Tableau 2.1 illustrent .le"compo'i‘tement des erreurs d’inter-
.polation lorsque nous augmentons le nombre N, de marqueurs lagrangiens de
facon proportionnelle au nombre de nceuds du maillage cartésien. En mainte-
nant As ~ h pendant le raffinement des maillages, tous les points d’intersection
approximatifs sont repérés par notre 'algorithr'ne et les erreurs d’interpolation dé—
meurent relativement petites. Pour mieux comprendre I'influence de ces erreurs
sur la performance de 1a méthode IIM, nous devons regarder ot ils interviennent
dans notre discrétisation, soit dans 1’évaluation des termes de correction. La der-
niére colonne du Tableau 2:1 contient les erreurs maximales commises pour évaluer

les termes de correction aux nceuds irréguliers.

N | Ne | Ning | [1EX)loo | [1EM)llec | I1E(K)lloo | IIE(C) oo
32 [ 40 | 92 [ 2.67266-006 | 3.5634e-006 | 2.7520¢-003 | 1.3557¢-003
64| 80 | 188 | 1.9181e-007 | 2.5575-007 | 6.8609¢-004 | 3.5133¢-004
| 128 | 160 | 380 | 1.4352¢-008 | 1.9136e-008 | 1.7130¢-004 | 9.3848¢-005
256 | 320 | 764 | 1.7022¢-009 | 2.2696e-009 | 4.2840e-005 | 2.3796e-005
512 | 640 | 1532 || 1.6418¢-010 | 2.1893¢-010 | 1.0709e-005 | 6.2234e-006

TAB. 2.1. Erreur d’interpolation aux points d’intersection X =
(X,Y). '
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'2.5.1.2. Résolution par la méthode IIM

Les Tableaux 22,23 et 24 affichent les résultats numériques de l’exemple
2.5.1, obtenus avec la méthode ITM lorsque des feprésentations exacte et approxi—

mative de l'interface sont utilisées (les résultats concernant les dérivées partielles

du

oy ont été omis, car la solution est symétrique). Une premiére constatation est

la forte similitude des résultats. Ceci s’explique probablement par la simplicité
de la géométrie du probléme considéré et le fait que la source singuliere F' est
constante le long de Iinterface. Nous concluons que la transmission des erreurs

d’interpolation via les termes de correction est relativement limitée dans ce cas-ci.

I' exacte r approximative

N | Ny | [E(w)|leo | Ordre || ||E(u)]lee ‘| Ordre
32 | 40 | 1.4185e-003 1.4210e-003

64 | 80 || 3.9420e-004 | 1.8473 || 3.9435¢-004 | 1.8493
128 | 160 | 9.9019¢-005 | 1.9932 9.9028e—QO5 1.9936
256 | 320 || 2.6371e-005 | 1.9087 || 2.6372e-005 | 1.9088 |
512 | 640 | 6.4088e-006 | 2.0408 6.4089e-00.6 2.0409

TAB. 2.2. Compbrtement de I'erreur de la solution numérique u de

I'exemple 2.5.1, obtenue avec la méthode TTM.

I' exacte T approximative

N | Ny | [|E(uz)lloo | Ordre || [|E(ug)lloo | Ordre
32 | 40 | 7.1831e-003| || 7.1909e-003

64 | 80 | 1.9569e-003 | 1.8760 || 1.9576e-003 | 1.8771 |
| 128 160 | 5.2121e-004 | 1.9087 | 5.2124e-004 | 1.9090
| 256 | 320 || 1.3188¢-004 | 1.9826 || 1.3189e-004 | 1.9826
512 | 640 || 3.42056-005 | 1.9469 | 3.4208¢-005 | 1.9469

TaB. 2.3. Comportement de lerreur de la dérivée % de la solution

numérique de ’exemple 2.5.1, obtenue avec la méthode IIM.
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I' exacte I" approximative

N | Ns || ||E(zz)||oo | Ordre || ||E(%zz)||oo | Ordre
32 | 40 || 3.1530e-002 3.1402e-002

64 | 80 | 2.1162e-002 | 0.5752 | 2.1140e-002 | 0.5708
128 | 160 | 9.7526e-003 | 1.1176 | 9.7607e-003 | 1.1149
256 | 320 || 5.5752¢-003 0.8067 | 5.5748¢-003 | 0.8080
512 | 640 || 2.9044e-003 | 0.9408 | 2.9043¢-003 | 0.9407

TAB. 2.4. Comportement de I’erreur de la dérivée % de la solution

numérique de ’exemple 2.5.1, obtenue avec la méthode IIM.

En second lieu, nous exéminons le comportement des erreurs lorsque le maillage
cartésien est raffiné. Nous observons d’abord que l'ordre de convergence des er-
'reu.rs ne converge pas de facon monotone lorsque I’on réduit le pas A de la discréti—
sation. Malgré ce phénomene oscillatoire ﬁypique aux problémes d’interface ([11], |
[15]), nous pouvons clairement discerner un ordre de convergence quadratique
pouf les erreurs de la solution numériq'ue.' Ceci peut étre surprenant & premiére
vue, puisque nous avons utilisé un schéma aux différences finies d’ordre O(h) pour
discrétiser le laplacien aux nceuds irréguliers. D’aprés Li et Lai [15], ceci est prin-
cipalemént d'ﬁ.au fait que le nombre de points irréguliers nécessitant I’ajout de
termes de correction est de codimension 1 par rapport aux nceuds c%irtésiens ou
une formule de quadrature d’ordre O(h?) est utilisée. En effet, il suffit de regarder
le graphique de erreur sur ld Figure 2.7 pOur constater que ’erreur est maxi-
| - male au centrg du domaine et non dans un voisinage de linterface, comme nous .
aurions pu nous y attendre. Ceci est .Vp.robabliem'ent d_ﬁ' du fait que la solution est
constante sur la région QF et qué les variations sont pius importantes au centre
du domaine. | '

Enfin, nous pouvons observer la précision de la solution IIM dans un voisinagev
de I'interface en regardant les Figures 2.7, 2.8 et 2.9, lesquelles afﬁchenf l.a solution -
numérique u et ses dérivées obtenués sur ﬁn maillage de 96 X 96 nceuds. Comme
prévu, la méthode IIM capte trés bien les i_rrégularités de la solution u, les sauts

s 5 4 2 . . .
des dérivées % et % apparaissant clairement sur les Figures 2.8 et 2.9.



F1G. 2.7. Graphiques de la solution numérique u de ’exemple 2.5.1

(& gauche) et de Perreur associée (& droite), obtenues avec la mé-

thode IIM (N = 96).

F1G. 2.8. Graphiques de la dérivée partielle % de la solution numé-
rique de '’exemple 2.5.1 (4 gauche) et de l’erreur associée (& droite),

obtenues avec la méthode IIM (N = 96).

F1G. 2.9. Graphiques de la dérivée partielle %’f de la solution nu-

mérique de l'exemple 2.5.1 (& gauche) et de lerreur associée (a

droite), obtenues avec la méthode IIM (N = 96).
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FiGg. 2.10. Coupes en y = 0 des solutions numériques u de
I'exemple 2.5.1, obtenues avec les méthodes IB et IIM (N = 96).
B [IM

[ 0.5 1 15 2 [ 0.5 1 1.5 2

FiG. 2.11. Coupes en y = 0 de la dérivée % des solutions numé-
riques de l'exemple 2.5.1, obtenues avec les méthodes IB et IIM
(N = 96).

IB [IM

-1 - .
0 0.5 1 1.5 2 [ 05 1 1.5 2

FiG. 2.12. Coupes en y = 0 de la dérivé seconde % des solutions
numériques de ’exemple 2.5.1, obtenues avec les méthodes IB et

IIM (N = 96).

40
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-2.5.1.3.. Résolution par la méthode IB

A titre de comparaison, nous présentons aussi les résultats obtenus & l'aide de
la méthode IB. La force singuliere F' est maintenant distribuée aux nceuds situés
prés de I'interface T via la formule (1.4.1), od nous avons utilisé un support w = h

pour la fonction 4.

N[N [ IB@le | Ordre | [Bu)le || 1Bzl
32 | 40 | 2.7718e-002 1.1523e+-000 || 2.0989€+001
64 | 80 | 1.2210e-002 1.1828  1.2404e+000 4.2377e4-001
128 | 160 | 6.8765¢-003 | 0.8282 | 1.2822e+-000 | 8.4796e--001
256 | 320 | 4.2227e-003 | 0.7035 | 1.3015e4-000 | 1.6980e+-002
512 | 640 | 2.6068e-003 | 0.6958 | 1.3106e+000 | 3.3916e-002

. TaB. 2.5. Comportement de lerreur de la solution numérique u
- de l'exemple 2.5.1 et de ses dérivées, obtenues avec la méthode IB

lorsque w = h.

VD’aprés les données apparaiSsant dans le T'a,bl‘ea,u‘2.5;~ nous constatons‘qu‘e la
méthode ITM produit une solution entre 10 et 1000 fdis plus précise que la méthode
IB. Cette baisse de précision de la méthode IB és,t.principa,lement liée aux atténua-

tions des irrégularités de_‘la, solution prés de linterface. Ces atténliatidhs sont une
“conséquence directe de l'utilisation de la fonction 8w ét apparaissent clairement
sur les Figures 2:10, 2.11 et 2.12. Nous constatons aussi un recul 'considérable de
’ordre de convergence de cette méthode par rapport aux résultats obtenues avec
la méthode IIM. L’ordre linéaire n’ést méme pas observé, ce qui peut s’expliquer

par la présence de la source discontinue G.
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2.5.2. Deuxiéme exemple

Pour ce deuxiéme exemple, 1'équation différentielle & résoudre est

—Vu(x) = [ni(s) 6(x — X(s))ds, =€,

u(z) = 0, x € 9, (2.5.8)

ou la position de la courbe I' est donnée par ’ellipse suivante :

=l ol (25.9)

Contrairement & I’exemple précédent, la source singuliére F’ n’est plus constante
puisque la densité de force f dépend maintenant de la composante z du vecteur
normal n = (n;,ny). Afin de pouvoir calculer les erreurs commises lors de la réso-
lution numérique de ce probléme, une solution de référence U a été obtenue avec
la méthode IIM sur un maillage raffiné de 512 x 512 nceuds, ou les informations
géométriques exactes ont été utilisées pour évaluer les termes de corrections. La
Figure 2.13 affiche le graphe de cette solution de référence U, interpolée sur un

maillage de 128 x 128 nceuds, lorsque a = 0.35 et b = 0.55.

Fic. 2.13. Graphique de la solution de référence U de l’exemple
2.5.2, lorsque a = 0.35 et b = 0.55.



2.5.2.1. Résolution par la méthode IIM

Les Tableaux 2.6 et 2.7 affichent les résultats numériques obtenus avec la mé-

thode IIM lorsque les termes de corrections C' sont évalués & partir des données

approximatives : &, n, On/0s, etc. Encore une fois, 'ordre de convergence quadra-

" tique est observé pour la solution numérique et ses dérivées partielles de premier

degre

oscille entre les valeurs 1. 3502 et 2 0159 ce qui est considérablement mieux que

et 3" . Pour les dérivées partielles de second degré, 'ordre de convergence

les predlctlons du Lemme 2. 3 1

N.

N,

1 ()]loo

Ordre

||E(u,,) o0

Ordre

12 () lloo

Ordre

32
64
128

256

48
96
192
384

2.9907e-004

6.7479¢-005

1.6012¢-005
3.5914e-006

2.1479
2.0753
2.1565

8.9065e-003

2.0351e-003

4.6623e-004
9.1234e-005

2.1298
2.1260
2.3534

1.1146e-002
3.0285¢-003
6.4222¢-004
1.3417¢-004

1.8798
2.2375
2.2590

TAB. 2.6. Comporterﬁent de l'erreur de la solution numérique u .

méthode IIM (a = 0.35,b = 0.55).

N | N,

Ordre

Ordre

|1 £ (tyy) |loo

32| 48
64 | 96
128 | 192
256 | 384

8.4289¢-002
3.3062¢-002

8.1748-003

2.5713e-003

1.3502

2.0159

1.6687

8.4289-002
3.3062¢-002

8.1748¢-003
9.5713¢-003

1.3502

2.0159
1.6687

-de exemple 2.5.2 et de ses dérivées premiéres, obtenues avec la

'TAB. 2.7. Comportemant de 'erreur des dérivées partielles de se-

. cond degré de la solution numérique u de ’exemple 2.5.2, obtenues

avec la méthode IIM (a = 0.35,b = 0.55).
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2.5.2.2. Résolution par la méthode IB

Les résultats Anumériques obtenus avec la méthode IB apparaissent dans le
Tabléau 2.8. N(;us remarciuons_d’abord une amélioration considérable de l’ordr_e'
-de convergence pour ce probléme par rapport & 'exemple 2.5.1. L’absence de
fonction discontinue G au membre de droite semble bien restaurer Pordre linéaire.
D’autre part, nous pburrions nous inquiéﬁer a la vue des 'résultats des dér-ivées
partielles de la solution IB, car l'erreur ne diminue point lorsque I'on raffine le
maillage, mais va méme en augmentant (voir les deux derniéres colonnes de droite
du Tableau 2.8); Ceci est df au fait que nous évaluons l’erreur en norme infini
afin de corﬁparer les résultats des deux méthodes et que Pamplitude des érreurs
maximales des solutionsAIB, provenant des atténuations des discontinuités preés
de Dinterface (voir les Figures 2.15 et 2.16), ne change guére lorsqu’on augmente :
le nombre de noeﬁds du maillage. En général, Putilisation d’une norme moins
sévere (|| - |l ou || - ||2) est plus appropriée au comportement global des erreurs de

- solutions numériques obtenues par la méthode IB.

N | N | [E@)lleo | Ordre | [[B(a)lloo | [1B(Uas)loo
32 | 48 | 1.3333¢-002 3.9694e-001 | 7.5673¢+000
64'| 96 | 6.0812¢-003 | 1.1326 | 3.6803¢-001 | 1.2877e-+001
128 | 102 | 2.7845¢-003 | 1.1269 || 3.0804-001 | 2.4647e+001
256 | 384 | 1.1461-003 | 1.2807 || 2.6304e-001 - 3.8991e-+001

TaB. 2.8. Comportement de I’erreur de la solution numérique u.
de l'exemple 2.5.2 et de ses défivées, obtenues avec la méthode IB

(a = 0.35,b = 0.55).
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IB 1M

0.15

Fic. 2.14. Coupes en y = 0 des solutions numériques u de

I’exemple 2.5.2, obtenues avec les méthodes IB et IIM (N = 96,a =

0.35,b = 0.55).
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 b d 02

0 0

q
-02} : -0.2
-0.4 —-0.4
-0.6 -0,8

[o] [o]
-0.8 -0.8
[} 0.5 1 15 2 [ 0.5 1 1.5 2

Fic. 2.15. Coupes en y = 0 de la dérivée g—: des solutions numé-
riques de I'exemple 2.5.2, obtenues avec les méthodes IB et 1IM
(N =96,a =0.35,b = 0.55).

IB M

. 3
-5 ] -5
-10 -10

05 1 15 2 o 0.5 1 15 2

FIG. 2.16. Coupes en y = 0 de la dérivé seconde % des solutions
numériques de ’exemple 2.5.2, obtenues avec les méthodes IB et

IIM (N = 96,a = 0.35,b = 0.55).
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2.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avo_né introduit tous les détails liés a Iimplémentation '
de la méthode IIM pour un probléme elliptique bidimensionnel avec une source
singuliére F* et une source discontinue G. Suite & la dérivation des conditions de
saut de la solution et 4 la reformulation du probléme, nous avons montré qu’il était
possible d’utiliser des schémas centrés pour discrétiser les équations différentie‘llés
‘'sur la presque totalité du domaine. Nous avons ensuite expliqué comment modifier
les schémas aux différences finies aux nceuds irréguliers en ajoutanf des termes
de correction évalués & partir du Lemme 2.3.1.

Une des difficultés rencontrées lors de la mise en ceuvre de la mét'hode. IIM
~avec utilisation des splines'cubiques‘a étéé la recherche des points d’intersection
entre le maillage cartésien et I'interface. L’algorithme que nous avons développé
pour: résoudre ce probléme a été présenté et des configurations d"interfa_.ce pro-
blématiques ont été signalées. Des tests numériques ont démarqué 'importance
d’utiliser un nombre suffisant de marqueurs lagrangiens pour que les erreurs d’in-
terpolation ne dominent .pas les calculs. En général, le critéfe As = h s’est avéré
suffisant pour éviter ce type d’ennuis. _

-Finalement, deux’ exefnples ont été présentés et une comparaison des mét_hodes
-IB et IIM a été faite. Les résultats numériques ont confirm'é.les ordres de conver-
gence théoriques prévus par le Lemme 2.3.1 pour la méthode IIM et un 'drdre
- linéaire a été observé pour la méthode IB. Nous concluons que la méthode IIM
~ est plus précise pour ce type de probléme et son ordre de convergence supérieur
a celui de la méthode IB; car la discrétisation des équations difféfentielleé tient
_compté des irrégularités de la solution. Ceci permet d’obtenir une solution nette
sur tout le domaine et de capter clairement les‘ discontinuités des dérivées de la

"solution.



Chapit_re 3

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES AVEC
| FORCE SINGULIERE

‘Dans ce chapitre, nous présentons les détails de notre mise en ceuvre de la

méthode ITM pour résoudre les équations de Navier-Stokes incompres_sibles avec

" la présence d’une force singuliére F..

3.1. METHODE DE P.RQJECTION SANS PRESSION

Nous considérons d’abord le systéme d’équations (1.2.1)-(1.2.4) sans la pré-
sence de la force singuliére F. Une des principales difficultés lors de la résolution

numérique de ce systéme d’équations provient de la présence de la pression dans

Téquation du mouvement (1.2.1). Celle-ci joue un role particulier, reliant implici-

tement I’équation du mouvement & 1’équation de continuité. Ce cduplage implicife

~ empéche 'usage des schémas traditionnels ADI ("A_lternate—Difectionflmp_libit")

pour -faire évoluer la solution dans le temps comme dans le cas d’écou‘lements
compressibles. Pour contourner cette difficulté, pratiquement toutes les méthodes .

numériques s’attaquant 4 la résolution des équations (1.2.1)-(1.2.4) sous la formu-

lation des variables priritives (u,p), utilisent une approche & pas fractionnaire.

 Dans un premier temps, une équation analogue & (1.2.1) est résolue pour ob-

tenir un champ approximatif u* qui généralement ne satisfait pas la ¢ondition
d’incompressibilité (1.2.2). Ensuite, une décomposition de Hodge permet la pro-

jection de ce champ, de vitesse approximatif u” sur 'espace des champs vectoriels
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sans-divergenée. Une équation elliptique résulfé dé cette projection et est résolue
. pour déte;fniner une forme approximative de la presSion.

La méthode de projection QUe nous présentons ici est basée sur la version
de Kim et Moin [14}. Dénotée par PMIII dans l'article de Brown et al. [4], elle
entre dans la catégorie de méthode de projection "sans préssion", puisqu’aucune
approximation du gfadient de pressioﬁ n"a,ppa,ra,it dans I’équation approximative

(3.1.1).
L’algorithme général prend la forme suivante :

— Etape 1 : Déterminer un champ intermédiaire u* satisfaisant 1’équation

approximative
_Ait (' —w) + (u-V)u)*E =SV (u +u) + FY, (310)
B(u)=0, | (3.1.2)

ou ((u V) u)"+% est une approximation éxplici_te de second ordre des termes -
convectifs. Cette formulation est désirable puisqu’elle réduit considérable-

ment la dépendance de 1a stabilité de 1a méthode sur la viscosité cinétique -

(4], [14]).
- — Etape 2 : Effectuer la projection

u =u" + ALV, - (3.1.3)

Vewttl=o. . (314)

"~ En 'pra,tiqu.e, no‘uvs obtenons une équa;tion elliptiqﬂe pour 9™t en prenant
- la divergence de (3.1.3), ce qui donne |

_1

At

- B(¢™h) =0, S (318

| Vigrtl (V- u) | | (3.1.5)

ou les conditions frontiéres pour ¢™*! doivent étre compatibles avec celles

utilisées & PEtape 1 et avec u™ |50 = Upp,.
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- Etape 3 : Mise & jour de la pression

VAL Gagntt - | (3.1.7)

'rL—+—l _ an+1
pitE = gt —
2
- Cette étape est effectuée seulement si nous avons besoin de la pression et

_ n’intervient point dans la détermination du champ de vitesse.

Ceci termine un pas de temps. Nous pouvons ensuite faire évoluer la solution
- jusqu’au temps tmer = Nmaz At en répétant ce procédé. Il reste maintenant le choix
des conditions frontiéres (3.1.2) et (3.1.6)., sujet que nous aborderons dés que nous

aurons discuter des schémas utilisés pour discrétiser les opérateurs différentiels.

3.1.1. Discrétisation des opérateurs.diﬂ'érentiels

En vue d’obtenir I’équation semi-implicite (3.1.1), nous utilisons les sché-
mas classiques d’Adams-Bashforth et Crank-Nicolson pour discrétiser I’équation

' d’advection—diffusion suivante :
w+ (u-Viu=vViu+F. (3.1.8)

Nous soulignons le fait que la solution approximative de cette équétion’ ne
satisfait généralement pas la condition d’incompressibilité (1.2.2) en dénotant
son évaluation au temps t"ﬂ par u*. Un schéma explicite d’Adams-Bashforth de
‘second ordre géSﬁ d’abord utilisé_ pour discrétiser les.termes convectifs. Reprenant'

la notation utilisée dans l’équation (3.1.1), nous avons I'approximation s_uivarite :

(uﬁ-vh)un—%.(un—l-vh)un—-l. (3.1.9)

1
2 =

((w: Va)u)™t

[\CR VY

Puis, un schéma implicite.de.Crank-Nicolson de second ordre est utilisé pour
discrétiser les termes visqueux. La combinaison de ces:schémas évalués au temps

t"*1 nous donne

M § n., . n_l n—1 -n—l_ A2‘ n .* .n"
Ar T Vaut - Vigut = oV (ut ) + B

| (3.1.10)

o R

- Le schéma résultant est une approximation de I’équation d’advection-diffusion

- (3.1.8) de second ordre en espace et en temps ([4], [14]). Ensuite, nous discrétisons




50

les équations (3.1.3)-(3.1.4) de la projection avec des schémas aux différences finies

~ centrés de second ordre. Nous avons donc
w' = u™ + AtV,emT (3.1.11)
Vi-u"=0. (3.1.12)

L’évaluation de la.divergence' discréte du schéma (3.1.11), utilisée conjointe-
- ment avec le fait que Vj - u™! = 0, permet d’obtenir la discrétisation suivante
poﬁr Péquation elliptique (3.1.5) : |

1
At

oul Popérateur différentiel discrét V3 = Vj, - (V4¢™t1) est défini par

Vit = = (Vhou'), © (3.1.13)

= "n, 1 n n . . n n . n '
Vgt = e (Oa; + Os, + ot + oitl, - 4¢i’j1) . (3.1.14)

Finalement, nous montrons comment ’équation discréte (3.1.10) peut étre

combinée avec Papproximation de la pression ¢™*1 pour discrétiser I’équation

(1.2.1). Remplagant le champ approximatif u* par Pexpression (3.1.11)"dans
I’équation (3.1.10), nous obtenons le schéma suivant pour discrétiser les équa-

tions (1.2.1)-(1.2.2) :

umtt - un “ 1 | . .V VAL _
YT (e V= v, (¢ - Tyg¢n+_l>

L,
+5Va (u™ +umt) + F,
Vi -u"=0.

Nous déduisons ainsi la formule discréte suivante pour la mise a. jour de la
pression : -
vAiL ) -
i =gntl - —= Vgt (3.1.15)
‘En pratique, nous évaluons p™*% en substituant V2¢™t! par sa valeur cor-
respondante tirée de la discrétisation directe de I'équation (3.1.5). Nous avons

donc

prt = gntl - g (Vi) . ‘.(3.1.16)'
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11 faut souligner que ’approximation de la pression doit étre évaluée au temps

1 N . . . e, ;.
t"t2. pour étre consistente avec le schéma de Crank-Nicolson utilisé précédem-
" ment. Si nous évalons p au temps t"*, nous obtenons une approximation qui est

seulement de premier ordre en temps ([4], [14]).

3.1.2. Conditions frontiéres pour u* et ¢"*!

Un fait important & souligner est que le choix des conditions frontiéres pour
‘u* doit étre compatible avec I’équation (3.1.3) et ce, méme si la fonction ¢n*?
n’est pas encore connue lorsque nous devons implémenter celles-ci. Ceci s’avére
primordial pour que la précision de la méthode soit de second ordre ([3]—[4]) Une
premiére option consiste & ufiliser des conditions de Neumann homogénes pouf
I’approximation de la pression qb"ﬂ_ sur la frontiére 99 : ‘

a¢n+1

m 0, sur o0 . | | o .(3.1.17)

Ce choix implique ensuite les conditions frontiéres suivantes _pouf u

(" n)lon =un-n, - - (3.1.18)

(u* - 7T)|on = (um + Atvhgﬁnﬂm) T, (3.1.19)

ol V_hq5"+1_repfésente une approximation dﬁ gradient de ¢™*! sur la frontiére.
D’aprés Kim et Moin, Putilisation de la valeur du gradient au temps't™ est -ﬁne ap-
proximation suffisante (V;;QZ"“ = V,¢") pour conserver une précision dé second.
- ordre [14]. Une formule d’extrapolation plus précise (th5"+1 = 2Vh¢"—Vh¢"‘1)
~ dérivée & partir des valeurs ¢™ et gb"_i est suggéré par Brown [4]. -

‘Bien que nous éoybns libres de choisir les conditions frontiéres poﬁr u* de fa(;on
arbitraire, dans.- 1a mesure oil ceux-ci sont compatibles avec l’éqﬁafion (?;.1'.3), ce -
choix va Inécessaireme-nt 'inﬂuencef le caractére de u” dans un voisinage de la-
frontiére.. Un'exempie numérique est présenté par Brown et al. .[4], ou le choix
précédént provoque une réduction de I'ordre de convergence de la pression et de 1a
divergence discréte du champ de vitesse u™*1. Cette baisse de précision est causée i
par de grandes variations dans la quantité Vj, - u* pres de la frontiere, qui sont

ensuite transmises 4 la pression via la relation (3.1.16)... Par conséquent, il faut
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garder & Pesprit que le choix des conditions frontiéres pour u* peut influencer la

précision de la méthode numérique utilisée.

3.1.3. Résultats numériques pour PMIII

Nous présentons maintenant les résultats numériques obtenus avec la méthode
de projection PMIII pour un.probléme bidimensionnel instationnaire. La solution

exacte suivante est tirée de l'article de Kim et Moin [14] :

u(z,y,t) = — (cosi siny) e,

vt

v(z,y,t) = (sinzcosy)e 2,
\1_ .
p(z,y,t) = ~1 (cos2z + cos2y)e . -~ (81.20)

Les calculs numériques ont étés effectués sur le domaine carré Q = [0, 7] x [0, 7],
lequel est discrétisé avec un maillage uniforme h = %. Le pas de temps a été fixé
a At = ’51, ce qui correspond & uné constante CFL = % Etant donné Que I’ordre
de gra,ndetir de la solﬁtion décroit rapidement en fonction de ¢, nous évaluons

Perreur comme suit

max; ; ||ui; — U(zi ;)

2
, (3.1.21)
max;; |U(;;)]|2

[ E(w)]loo =

.. ot U(x; ;) représente la solution exacte et u; ; représente la solution numérique,
évaluées aux noéuds x; ; du maillage cartésien en _uh temps ¢ prédéterminé. Ler-
reur commise sur la pression est définie de fagon é,na,logue. Les ordres de conver-
gence de la solution sont ensuite calculés & partir de la relation (2.5.2).

Notons que la pression est ajustée de fagon & ce Que la _diﬁ’érehce.entre la
solution exacte et la solution numérique soit nulle au centre du domaine. Ce
choix découle de la contrainte supplémentaire (ajout d’une ligne 5 la matrice de
discrétisation poﬁr fixer $"*! = 0 au centre du do.ma,ine) que nous utilisons dans
le probléme de Poisson pour déterminer l’a,pproxima,tibn @™t car celle-ci n’est

déterminée qu’a une constante additive prés.

3.1.3.1. Le choiz des conditions frontiéres pour u*

Dans un premier temps, nous examinons le choix de ’approximation ¢"*! dans

I’évaluation deé conditions frontiéres (3.1.19). Le Tableau 3.1 affiche les résultats
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numériques, obtenus au temps t = 7, lorsque l’approxjmatioh L = " est |
utilisée pour calculer les conditions frontiéres (3.5.5) de la composante tangentielle '
de u*. Comme prévu par 'analyse de Brown et al. [4], 'ordre de convergence
quadratique est atteint pour le champ de vitesse u™!. Pour la pression p"*é,
I'ordre se situe entre 1.5 et 2. '

Ensuite,.le meéme probléine a été.résolu_avec I’approximation ¢™+! = 0, ce
qui correspond aux conditions frontieres u* lon = U, Les résultats correspondant
apparaissent dans le Tableau 3.2. Nous remarquohs une nette réduction de 'ordre
de convergence pour u™*! et p™*3 Tordre linéaire étant & peine atteint. Ceci est
di au fait que ce choix de conditions frontiéres est incompatible avec I’équation
(3.1.3), ce qui provoque une erreur dordre O(At) ~-O(h) pour la composante

tangentielle de u™*! sur la frontiére

(um — u™ o) - 7 = At (Vag™* 1) lon -

N |E(u)lw | Ordre | ||IE(¥)|leo | Ordre || ||E(®)|lc | Ordre
32 || 8.3871e-004 8.3744e-004 1.9477e-002
64 | 2.0616e-004 | 2.0244 2.06126—004 2.0225 || 5.7708e-003 | 1.7549
128 || 5.1174e-005 | 2.0103 || 5.1172e-005 | 2.0101 || 1.6634e-003 1.7947

TAB. 3.1. Erreur et ordre de convergence de la solution (u, p) de
I’équation (3.1.20), évalués au temps ¢ = 7, lorsque I’approximation

! = g™ est utilisée (v = 0.25 et At = 4).

N ||IE(u)|e | Ordre | ||E(v)||00 | Ordre || ||[E(P)||cc | Ordre
32 | 1.4456e-002 | 1.4568¢-002 || 1.4769e-001 '
64 | 7.7270e-003 | 0.9037 || 7.7569¢-003 | 0.9093 || 9.5684e-002 | 0.6263
128 || 4.0006e-003 | 0.9497 || 4.0072e-003 | 0.9529 || 5.7402e-002 | 0.7372

-TAB. 3.2. Erreur et ordre de convergence de la solution (u,p) de
I’équation (3.1.20), évalués au temps ¢ = 7, lorsque I’approximation

¢t = 0 est utilisée (v = 0.25 et At = &),
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FiGc. 3.1. Graphiques des erreurs associées aux solutions numé-
riques u™+! et g™z du probléme (3.1.20), obtenues sur un maillage
de 128 x 128 nceuds et évaluées au temps t = %, lorsque v = 0.25
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et At_§
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'Enﬁh, le schéma d’extrapolation g%"“ = 20" — ¢! a aussi été testé; Malgré
* une certaine réduction dell’amplitude des érreurs, l’d‘rdre de convergence n’a pas
été amélioré de fagon significative. Nous concluoﬁs'que le choix des conditions
- frontiéres pour le charrip intermédiaire u* et ceux qui en découle pour ¢™*! s’aveére

crucial pour que la précision de la méthode PMIII soit d’ordre deux.

3.1.3.2. Commentaires sur le probléme de Poisson pour ¢™+!

A pfemiere vue, nous pourrions étre décus dee résultats obtenues par PMIII
pour I'approximation de la preesion p’”‘%, car l’ordre quadratique n’a pas été
atteint pour ce probléme (voir la derniére colonne du Tableau 3;1). .Cherchant
‘une raison pour cette baisse de performance, nous pourrions blamer la présence
d’une couche limite dont I'amplitude est significative prés des coins du carré (voir
la Figure 3.1). Ceﬁte explication semble valable surtout lorsqu’on considére que
Li et Lai [15] ont aussi rencontré ce phénomeéne pour un probléme similaire. Mais
pourquoi s’attend-t-on- & un ordre quadratique pour la pression apreés tout ?

" Bien que Brown et al. [4] aient démontré un ordre de convergence quadratique
pour l’approximation de la pression obtenue avec la méthode PMIII, leur preuve
: _esﬁ basée sur ’analyse des modes de Fourier dans un canal infini et par consé-

_ qﬁent, n’est- valide ,Aque pour des écouler_'nents dans un canal ot des conditions -

' semi—péri'odiques' sont utilisées. En pratique, il est ‘souvent ‘-difﬁcile; voir impos-
"sib.le, d’extraire un- ordre ‘de conVergence quedratiqu_e pour la pfessioh evec une
‘méthode 4 pas frectionn'aire lorsqu’un'domaine polygonal est 'censidéré [13] Dan's :

: 'Jces s1tuat10ns plus générales, la theorle prédit plutot un ordre de convergence de

, ce qui concorde bien avec nos resultats

3.2. DISCUSSION SUR LES CONDITIONS DE SAUT POUR LES EQUA-

" "TIONS DE NAVIER-STOKES

Afin de pouvoir utiliser la méthode IIM pour résoudre les équations de Navier-

Stokes avec une force singuliére, nous avons besoin des conditions de saut de la
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pression p et du champ de vitesse u. Une fois en possessidn de ces relations, nous
serons en mesure d’expliquer comment les idées présentées au chapitre précédent
~ peuvent étre intégrées aux équatio_ns elliptiques de la méthode de projection pour
obtenir une solution numérique du systérhe d’équations (1.2.1)-(1.2.4). Ayant été
motivé par la recherche d’une version de la méthode IIM -pour les éqﬁations de
Navier-Stokes avec une viscosité discontinue, nous pfésentons les grandes difficul-

tés liées & cette approche.

3.2.1. Conditions de saut lorsque la viscosité est discontinue

 La dérivation des conditions de saut pour les équa_tiohs de Navier-Stokes in-
compressibles avec une viscosité discontintie cofnporte elle-méme plusieurs techni-
calités. Jusqu’a derniérement, seuls q_uelques sauts reflétant un équilibre des forces
agissant. dans les directions tangentielle et normale & I'interface étaient connus.
Des relations additionnelle_sAet nécessaires a la mise en ceuvre de la méthode
IIM ont récemment 6té dérivées dans ([10]-[11]). Le théoréme suivant résume les
conditions de saut pouf les équations de Navier-Stokes incompressibles avec la

présence d’une force singuliére lorsque la viscosité est discontinue :

" Théoréme 3.2.1 (c.f. Théoréme 2 de Ito et Li [10]) Soient (u, p) les solutzons du

systeme d’équations (1.2.1)-(1.2.2). Nous dénotons les composantes tangentzelle _ |

et _normale de la densité de force f(s,t) = (fi(s,1), fa(s,1)) par

fr=—fisinf + fycosb = f- 7, | (3.2.1)

fo= ficosb+ fysinb=f-mn.  (322)

Nous avons alors les conditions de saut sutvantes a travers [interface I'(t) :

w
[\
w

L~ N~ —
. ot ’
R N e

pl=2[vf n] 4
(] = % +2 v )],

VvV - u] =0,

W
[\
>

w
o
=D

-[U%’;-T]+[ . ]+f7::0.-
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‘Bien que ces conditions de saut aient été dérivées & partir des équations de
Stokes, les relations correspondantes pour les équations de Navier-Stokes s’ob-
“tiennent de la méme fagon ([10]-[11]). Ceci s’explique par le fait que la dérivée

matérielle 2% + (u- V)u est cbntin_ue a travers I'interface T'(t).

-3.2.1.1. Commentaires sur les sauts couplés

Une conséquence directe de la discontinuité de la viscosité est 'introduction
d’ﬁn' couplage implicite des conditions de saut de la pression p et des dérivées
- partielles de la vitesse u. La premiére relation (3.2.3) résulte d’un bilan des forces
, dans la direction normale 4 l’intérfaée, tandis que la derniére (3.2.6) correspond au
."bilan obtenu dans la direction tangentielle. Malgré Peffort de plusieurs chefcheurs
pour découpler ces sauts, nous ne connaissons qu'une seule méthode ([11]-[12]),
dite "augment.ée", qui incorpore les sauts. (3.2.3)-(3.2.6) dans la discrétisation
des équations de Stokes. Pour le moment, aucune Veréion de la méthode IIM n’a
encore été proposée pour resoudre les equatlons de Navier-Stokes 1ncompress1b1es _

lorsque la viscosité est discontinue.
3.2.2. Conditions de saut lorsque la viscosité est continue

Les conditions des saut (3.2.3)-(3.2.6) sont grandement simplifiées lorsque la

viscosité cinétique v du fluide est continue sur tout le domaine €.

I S (a2
[Op] of, o |

=0, . . (329
[g_::: _‘%fﬁ_ o ©(3.2.10)

‘Bien qu’il soit possible d’obtenir ces relations découplées directement & partir
des conditions de sauts (3.2.3)-(3.2.6), il s’avére plus facile de suivre I’approche

présentée 4 la Section 2.2.1 et d’intégrer I’équation du mouvement (1.2.1) sur une

région appropriée [16].
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3.2.2.1. Relation supplémentaire pour u @ tmversll“(t)
Suite & l'introduction du systéme de coordonnées locales (2.2.7), des relations

supplémentaires peuvent étre derlvees a partir des sauts (3.2.7)-(3.2.10). Ceux-ci

prennent la forme sulvante

ou ‘
[8_7 =0. | (3.2.11)
Pul k. | o .
[W = ;f-ﬂ', ' (3-2.12)
2., ] a - ‘
8211._ 1 0 8fn '
[@ =— (% (fT )+ a—‘r) (3,..2.14)

Une dérivation détaillée de ces conditions de saut peut étre trouvée dans

I'Annexe A.
3.2.2.2. Commentaires sur les sauts découplés

Contrairement au cas ot la viscosité était discontinue ([V] # 0), il existe
quelques versions de la méthode ITM utilisant les sauts découplés (.3.2.7)-(3.2.14)
pour résoudré les équations de Navier-Stokes incompressibles avec une viscosité
continue ([11], [15]-[16]). Une question, qui demeure subtile dans la mise en
ceuvre de ces méthodes, concerne 1’évaluation des termes de correction associés
aux quantités u* et ¢"*1. Bien qu'il soit possible d’interpoler ces valeurs a partir .
des conc._lit'ions de saut exactes, approche que nous proposons ici élimine cette
ambiguité puisque les conditions de saut pour w* et.qu"Jrl sont dérivéeé_directement

a partir des équations discrétisées (3.1.1) et (3.1.5).

3.3. DERIVATION DES CONDITIONS DE SAUT APPROXIMATIVES

Notre dérivafion des conditions de sau;c' pour les équations de Navier-Stokes .
suit l’apprdéhe empruntée a.la Section 2.2. La différence pr_ip_cipalé avec les_strété—‘
gies de [15] et [16] provient du fait que nous utilisons 1es équations approximatives
(3.1.1) et (3.1.5) au lieu d’utiliser les équations exactes (1.2.1)-(1.2.2). Cette nou-

velle approche permet un certain 'découplage des sauts puisque la pression ou
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plus précisément la fonction approximative ¢™t1 n’est pas présente dans l’éQua—
tion (3.1.1). De plus, en procédant ainsi nous obtenons directement les sauts pour
les fonctions u* et ¢™!, ce qui élimine le besoin d’interpolation supplémentaire
’ pour déterminer ceux-ci & partir des valeurs exactes. Dans la demonstratlon qui

-sult nous utiliserons les hypothéses suivantes :

(1) La courbe T™ € C? est simple, fermée et entiérement comprise dans I'in-

térieur du domaine Q.

(2) Les fonctions u* et ¢"*! peuvent posséder un saut fini & travers l'interface,

mais elles demeurent bornées sur le domaine Q2.

(3) Les fonctions u™ et u™ ! sont continues sur le domaine Q.

3.3.1. Intégration des équations d’Helmholtz

.Reprenant ’approche vue & la Section '2..2.1 nous multiplions I’équation (3.1.1)

par une fonctlon test ¥ € C? arbitraire pour obtenir l’1dent1te intégrale suivante :

Y/ e
_i//e(vg(u'*_'iu‘n))zpdw-p/ﬂe F*ydx . (3.'3.1)-

Nous déduisons d’abord que la premiére intégrale s’annule lors du procédé de
limite € tend vers zéro, puisque les fonctions u*,u™ et ¥ sont bornées sur 2 par

_hypotheése. Nous avons donc

E%E// (u* —u” 1/)d:£=0 | - (3.3.2)

Dans ce qui suit, nous utiliserons les sous-lndlces {7, 7} pour dénoter les com-
posantes d’un vecteur, ce qui correspond & u = (uy, u5) pour le vecteur vitesse,
& = (z1, Z2) pour le vecteur position et & n = (14, ny) pour le vecteur normal. Par

~convention, la répétition d’un indice est utilisée pour représenter la sommation sur '
‘chacune des composantes de la quantité désignée. Sous cette notation, la j-iéme _

. . ;. ! Ou; .
composante des termes inertiels s’écrit sous la forme ((u-V)u); = u;3 2. Laissant
. 1
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tomber les indices temporels nous avons donc pour la j-iéme composante de la

deuxiéme intégrale de (3 3. 1)

// u-V)u d)d:z:—// ulujd)da:
=// 3_f(uiuj w)da:—//euiujyda:
z/as_] (u;n;) ujd)ds—// uluja .'j=1,2..

L’intégrale curvﬂlgne peut maintenant étre exprlmee comme la somme d’in-

_ tegrale’sle long des courbes 0Q2_ et 092
. / (uin)u; P ds = / (ujnl)ujd) ds + / (ug (—ns))uj b ds, j=1,2
89 8%+ - Jaa. ’
La continuité des champs de vitesse u™~! et u™ permet alors d’obtenir les
limites suivantes :

.hm (u fnz)ugc Yds ='/ [(u nl) ]1,[) ds =0,

€—0: GQ.:

) kkv,[; B o 4 :
lg%// zjé)xdm O 7=12 k—n 1,n.

Par conséquent, nous concluons qué les termes inertiels sont continues 4 travers
I'interface I'™ ‘

hm// ((u-V)u "+21,Z)d:1: =0. - (3.3.3)

- €e—0

Pour évaluer les limites des expressions apparalssant au membre de droite de
P’équation (3.3.1), nous Ieprenons les calculs qui ont été faits & la Sectlon 2.2.1.
En calquant la démarche qui a conduit a la formule (2.2.5), nous arrivons 4 la

limite suivante pour I'intégrale des termes visqueux

hgg,// “V(u +u>wdw—/n.[—( - )Mds—/n[—( )| $nds

(3.3.4)

Flnalem_ent nous utilisons la formule (2.2.2) pour chacune des composantes

de la force singuliére. La derniére intégrale donne alors
/ F" x)de = (s t) / 5:1:— 7,!)( )dxds
I'»

(s ) B(X(5)) ds | (3.3.5)
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Remplagant chacune des intégrales de ’équation (3.3.1) par leurs limites res- "

pectives (3.3.2)-(3.3.5), nous obtenons 1’équation

/ [Z(u; + uZ)] %bds - / [g(u* + u")] Ynds + | f7(5,8) (X (5))ds =0.

2
(3.3.6)
La fonction test ¥ étant arbitraire, nous déduisons les sauts suivants :
v | '
- [i(u* +ur)] =0, | o (337)
14 . . :
[§(u; + u;)] ——f". (3.3.8) -

3.3.2. Intégration de ’équation de Poisson

La procédure précédente est ensuite appliquée & I’équation elliptique_(3.1.5).
Multipliant celle-ci par une fonction test ¢ € C? arbitraire et intégrant Péquation

résultante sur la région €2, nous obtenons l'identité suivante :

//C(V%'.”“)wm:_le//;(v..u*)wdw. o (3.3.9)

‘Nous reprenont les calculs qui ont mené a la formule (2.2.5) pour dédu_ire la

limite suivanté

e—0

hm//e (V2T wda: = /n[¢"+1]w ds — /n[¢"+1]wn ds.. _ (3.3.10) |

Pour le membre de droite de équation (3.3.9), nous avons

E/QC,(-.V'U*_)W"D - (//v ) da — //u Vw:::) |
([ o)

L’ 1ntegrale curviligne peut maintenant étre exprlmee comme la somme d’in-

tégrales le long des courbes O et 0y

€—
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Utilisant ce résultat conjointement avec ’hypothése stipulant que la fonction

u* est bornée sur 2, nous obtenons la limite suivante :

1‘1—{%&// V-u' wda:— n[u*-n]wds.. . 7(3.3.11)

-Remplagaf_it les déux intégrales de équation (3.3.9) par leurs limites respec-

tives (3.3.10)-(3.3.11), nous obtenons I'équation
/ [¢Z+1]¢ds — / [¢n+1]¢n ds = Ait [u* - nyds . (3.3.12)
. I'n . n .

La fonction test ¥ étant arbitraire, nous déduisons les sauts suivants pour la

fonction ¢+
o™ =0, | (3.3.13)

g+ =

1 .
A . (3.3.14)

3.3.3. Relations supplémentaires sur Pinterface pour u*

‘Nous pouvons maintenant obtenir des relations de saut additionnelles en dé-
rivant les sauts connus (3.3.7)-(3.3.8) le long de 'interface (voir les Sections 2.2
et 2.2.3 pour plus de détails). Les conditions de saut pour u* et u” obtenues par

cette approche sont alors

S +u)| =0, |  (33.15)
v, . ] afr . ' o

’ V * n 1 -.n
[5 (tym + “nn)_ =Kf". ' _ (3.3.17)

La derniére relation d’interface pour u” et u™ est obtenue en prenant le saut de
I’équation approximative (3.1.1) exprimée dans le systéme de coordonnées locales

(2.2.7). Le Laplacien étant invariant sous cette transformation, nous obtenons

2l =[G+ uto)] + [ + )]
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- Remplagant le saut [%(u;, + u,’;,,)] par (3.3.17), P’expression. précédente de-

v
2

vient -
Y /. % n . n. 1 * -
[5(“.&& + “&&)] =—rf"+[u ] - (3-3-18)
3.3.4. Relations supplémentaires sur Pinterface pour ¢™*! _

- La méme stratégie est ensuite utilisée afin d’obtenir les sauts correspondants
pour la fonction ¢"*'. Dérivant les équations (3.3.13) et (3.3.14) le long de 'in-

terface, nous obtenons les relations suivantes :

[¢"+1] =0, L (3.3.19)

057 = bl G (5.3.20)
[¢"“ = ;t[u “n]. | (3.3.21)

L’équation e111pt1que (3.1.5) est ensuite exprlmee dans le systéme de coordon-

nées locales. (2 2.7)

¢"+1+¢"+1 ug n—l—u;-r) )

1
A (e

Finalement, nous prenons le saut de cette équation pour obtenir la derniére
relation d’interface pour ¢™*! :

(827 + (0] = = (bt ] + [y 7))

Remplagant le saut [¢p+!] par le membre de droite de (3.3.21) , expression

précédente devient

S S s e
0% = g (Bl + ) -t ] ) (3:322)
3.4. EQUIVALENCE DES CONDITIONS DE SAUT APPROXIMATIVES

Nous démontrons maintenant qu’il est possible d’obtenir une version discréte

des conditions de saut (3.2.7)-(3.2.13) et (3.2.14) & partir des sauts approximatifs

dérivés a la Section 3.3.
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3.4.1. Simplification des conditions de saut lorsque [v] = 0

Voyons maintenant comment les conditions de saut approximatives affichées
“dans le Tableau 3.3 peuvent atre simplifiées lorsque la viscosité est continue. Pour
* ce faire, nous suppdserons que la fonction u™ et sés dérivées partielles sont conti-
nues & travers l'interface I'™. La justification de cette hypothésé (voir ’Annexe B
pour plus de detalls) repose directement sur le schéma numerlque IIM que nous

presenterons a la Section 3 5.

v (u +u")] =0 [¢m1] =0

[v (u} +ur)] =0 [r+1] =0

v (s +up)] = -2 ¢t = Au]-n

v +ur) =25 | = A2

v (ul, +ul)] = 267 o = &) n

v (g )] = 2 (nf ) | (857 = 2 (slw) + i) o
L ' ' +A—t[u7]~‘r

TAB. 3.3. Tableau des conditions de saut approximatives.

Reprenant la relation (3.3.7), les propriétés des limites et la continuité de u™

permettent d’écrire
(U 4 )] = vut] + v[ut] = v[u'] = 0. (34.1)

Nous déduisons que le champ de vitesse intetrhé_diairé'ﬂ’f-' est continue & tra--
vers ', ce qui utilisé conjointement avec notre hypothése permet. d’obtenir les

conditions de saut simplifiées apparaissant dans le Tableau 3.4.

3.4.2. Le saut de p"+? a travers [

Le saut de la pression (3.2.7) s’obtient facilement & partir de ’équation (3.1.7)

utilisée lors de la mise & jour de la pression. Evaluant le saut de (3.1.7), nous




w]=0 o =0
[w]=0 =0
fuy] = —2f" Gt =0
[urn] =255 or =0
ul,) = = g én =0

[uml = -2 f" [#rat] = =k fn

TAB. 3.4. Tableau des conditions de saut approximatives lorsque

la viscosité est contimie (] =0)..

obtenons directement

= - D el t B =1 (642)

. n 1 o )
3.4.3. Le saut de pg+? a travers I'"

Un peu plus de travail est nécessaire a 'obtention du saut (3.2.8) de vlal dérivée
normale de la pression. Nous utilisons d’abord I’équation (3.1.5)> pour remplacer
V2¢m*! par £ (V- u*) dans 'équation (3.1.7). Puis, nous dérivons ’équation

- résultante par rapport aux variables T et y, ce qui donne

n+2 I/At

o = 23 gt o)
=¢;+1_g(u b, (43
By ot = 22 (gt
;¢;+1—g(uzy+v;y). A

Multipliant la premiére expreséion par cosd, la deuxiéme par siné et addi-

tionnant le tout, nous obtenons

T = I L (] + Dot + (] + ) snd) - (8.45)

N R
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Les relations (2.2.19) sont alors utilisées conjointement. avec les sauts des dé-

rivées secondes de u* pour écrire
v * v * 2 * : | * -. 2
§[uu] =3 ([uge] cos® 0 — 2[uf, ] cosOsin 6 + [uy, | sin®6)

n

‘ d,
"= f7 (sin® 0 — cos? @) + 2:;—;—;— cosf@sinb,

Vo oy v * 1 * o . * . :
E[uzy]‘: 9 ((fuge] — [ur,]) cosfsind + [uf, ] (cos®d — sin?6)) ,
= —2fTK c.os.O,'si‘nOV._'— C;L;n (c0529 — sin? 9) , |
v, v + - . - L 9Ny
E[Uzy] =3 (([vge] — [v3,]) cosOsind + [vf;] (cos® 6 —sin0)) , -
: = —2f7Kk cosfsinf — %_(c052 0 — sin?0),
P

E[v;y] = g ([vge)sin? 0 + 2[vf, ] cosfsin 6 + [vg,,] cos® 9) )

o ‘ afs
= fpr (—sin® 0 + cos® #) — 2d—; cosfsinf .

Quelques manipulations ménent 3
—= ([ul,] + [v};]) cosf = (f{‘fﬁ + %%l-) (cos?6 — sin? 0).cosf .
+2 (—%‘; + fg‘n) cos?@sinb,
'—5 ([u;y] +_[v;y]) sinf = (%‘; — fgm) (cos? 8 — sin®6) sin 6
+2 (flnn + %’2) cosOsin29‘._ . o
Nous rempiagons enfin ces deux éxpres_sions dans 1’équation (3.4.5) pour ob-
. tenir A |
| g a g afy . dfy |
pe 2] = (f; nco§9.+ fiKsin®) + (—E sinf + o cos.9 ,
dfr d . dr |
o=t
dn dn dn

= f"-f;'n+ (34.6) |

- oll nous avons utilisé le fait-que dr/dn = kn.
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3.4.4. Le saut de u™! a travers I

* Pour obtenir le saut (3.2.9) du champ u™*! sur I'interface I'™*, nous utilisons

les relations (2.2.19) pour exprimer chacune des composantes de l’équation‘ (3.1.3)

dans le systéme de coordonnées (2.2.7). Nous évaluons ensuite le saut des expres-

sion obtenues en (0, 0), ce qui donne

(] = [w] - At ([¢F ] cost — [¢7"] sin6) =0, (347)

0] = [o7] - At ([g7]sin + [97+] cos6) = 0. (3.4.8)

- - Nous déduisons que le champ de vitesse discrét u™t! est continue & travers la

membrane I'", c.a.d que

[u™1] = 0. | (3.4.9)

_ 3.4.5. Le saut de upt! a travers '™

Nous dérivons d’ab.ord le saut (3.4..9) dans la direction tangentiellé pour ob—
tenir '
d n+1 n+1 . .n+l .

Tl = ) ) ) =0, (34.10)

ce qui veut dire qu’en (0, 0), nous avons

n

] = 0. | | (3.4.11)

3.4.6. Le saut de u?fl A travers I'”

'La condition de saut (3.2.10) de la dérivée normale du champ de vitesse ,u"“.
est obtenue en dérivant chacune des composantes de ’équation (3.1.3) par rapport
aux variables z et Y |

W)=l - Mg, Rt =g - AteT) (3412)

) = [ — At ¢, = [q);—At opl. (3413
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Puis, nous exprimons ces expressions dans le systéme de coordonnées locales

(2.2.7) et évaluons le saut des expressions obtenues en (0, 0)
[uEH] = [uz*!] cosf + [up*]sing,
= [ug] — At [[¢:jl] cos b + [¢”+1] sinP) ,
= [ug] — At[¢§+1] cos®, B _'(3.4.14)
Jugtl) = [07*] cos 6 + [v”“:] sin#,
[’UE] ~ At ([gb;jl] cosf + [¢”+1] sin 0)‘,
[ el — At[¢”+1] sin . - - (3.4;15)
- Remplacant les sauts [u*] et [¢f +1] par leurs valeurs respectives et utilisant les

deéfinitions (3.2.1)-(3.2.2) des chposantes tangentielle et normale de la densité

de force f, les expressions précédentes peuvent alors s’écrire sous la forme

[U"H] : ( I+ f&cosb),

(— f1 (flrcosb + fsin6) cos'0) :

(/2 (=1 + cos?0) + f5 cosfsind),

'tlwtlwtlwtlwtlw

( T SlI19-|-f2 cos0) sin#,

flsinb,

o ( I3+ fEsinb),

=

ll‘n

L
i

f

(—fn + (ff'cos‘0+f;sin0)sin9),

=(rr 0059s1n0 + [ sin® ( 1+sin?6)),

tlwtlwtlwtlw

( T sinf + f3 cos ) cos b,

n
=—=— f cosf .
v T
Sous forme vectorielle, nous avons donc

M =-lfr (3416
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3.4.7. Le saut de upt! & travers I

‘Nousvdérivons le saut [up*'] = —2fnr dans la direction tangentielle pour
obtenir
dv n+l n+l] 2 d n_ ' .
%[Ug ] = [upd ]+ X [uge] = ‘;%( 7T, (3417

“ce qui implique qu’en (0, 0), nous avons

dfr

~ 24, . 2 dfr -
n+1] __ n _ - fT
, [uTJE ] = —;% (f,r.‘l") = —; (%T +F\.f.r n) - (3418)
3.4.8. Le saut de uJ,/' A travers g
'De la continuité du champ de vitesse u™**, nous avons [u"*!] = 0 donc
42
— "] = [ + kugtl =0, ' (3.4.19)

dn? M | _

ce qui veut dire qu’é'n (0,0), la condition de saut s’écrit

™

2 .
[u”+ﬂ=:7?ffr. o (3.4.20)

3.4.9. Le saut de u&“ a travers I'*-

Notre point de départ pour la dérivation de ce saut est 'équation de mise a

jour du champ de vitesse u™*! :
un{-l — u* _ Atv¢n+l'

Chaque éomposante de cette équation vectorielle est dérivée deux fois par rapport
a €. Le saut de ce résultat est alors évalué-en (0,0) afin d’obtenir le systéme

suivant :

gl = e - Atlggdt, (3.421)

g = [ug] - Atlggat .  (34.22)
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,Utilisaﬁt l_e fait q\ue LP?L%] = df et [py" 2} :'%? en»(O', 0), les éqﬁations
(3.4.3)-(3.4.4) permettent de dédulre que :
Z+%}'='[ ThL%] cosf — [pT%]sinO
(Z osf— (fT,:S b= *V—At ([¢551] [90)) (34.23)
et que |
[P?%j = P n+%]‘siri9+ [p3+%}c§§é o |
= %SIHOJ’%C ‘ ——VAt (e +lopet) - (3.4.24)

Ces deux relations vont ensuite servir au calcul des quantités [qﬁg‘gj.] et [(bzgl],

mais nous devons d’abord obtenir [¢7H!] et [¢7:4!]. Du Tableau 3.4, nous savons

que [¢71'] = [¢p1!] = 0 partout le long de I'". Donc,
d? n+l n+l ﬁ+1 e
d_,nz[¢z ] [qgnnz]—'_n[ E73 } =0’
et par conséquent,

[¢n+1] — n[@nH] — ([¢n+l] (3080 _ [¢n+1] sin0)

e

— k(6] cosO, o | o (34.25) -

De fagon similaire, -

d? .
G = 0]+ ko] =0,
et pa.r conséqu_e"nt‘, A
[@%Tyl] —k[p =~k ( ¢"+1 Sln9 + (95 cos ) ‘
= —klggsing,  (3.4.26)

ol nous avons utilisé le résultat [#3+'] = 0 du Tableau 3.4.
Nous savons aussi que .

2

n+1 _ & fn
[¢ VAt n!
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de sorte qu’en substituant (3.4.25) et (3.4.26) dans (3.4.23) et (3.4.24) Tespecti-

vement, Nous pouvons'obtenir [ngg;I] et [ngg;l] Ceci permet de déduire que
df; dfy '
n+1 2 fn _ n
[uge™] = f ( d7) os6 an sin 9) (3.4.27)
[v"“] = —f" cos @ += 2 (% sinf + 4 éosO : - (3.4.28)
dn dn :

C’est a dire, en forme vectorielle,

[un+1] — __fn (Cflf; + dfn )

dn _
o 2(d, ., arr . - .
-2 (d_n(an)+ u T), S e
ol nous avons utilisé le résultat - |
d—n = — KT
dn o

3.4.10. Remarques

Nous constatons d’abord que les sauts approximatifs (3.4.2) et (3.4.6) pour la
pression discréte p™*2 correspondent bien aux conditions de saut (3.2.7)-(3.2.8),
dérivées a partir des édﬁations exactes.. D’autre part, pour le champ de vitesse
discrét d"“, les membres de droite de (3.4.16), (3.4.18), (3.4.20) et de (3.4.29)
sbnt tous le double du membre de droite des équationslcorrespondantes (3.2.10),
(3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14). Ceci est une conséquence de notre hypothése voulant
que u” et toutes ses dérivées soient, continues a travers I'™ (voir I’Annexe B) et du-
fait qhe . (u™+ u"“) est une approximation numenque de la solution U, évaluée
au temps t"+z =(n+ )At

Ainsi pour calculer-_l’ordre de convergence ‘de la vitesse numérique vers la .

vitesse exacte au temps T, il faut utiliser la formule

10g (1En (T)lloo/ | B2 (T |loc)

Ordre = - 4.30
rdre log 2 £, .(3 4.30)

ot l'erreur E)y est définie sur un maillage de N X N nceuds par

S - . |
En(t™3) := U] e 3 (ul, + u"+1) -~ (3.4.31)

1'lj )
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n+1

Lonti o . s , . _ 1
avec U, ; %, la solution de référence évaluée au temps "2 et, u™ et u™tl, les

solutions numeériques évaluées au temps " et t"*!, respectivement.

3.5. METHODE IIM POUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Nous sommes maintenant en mesure de présenter notre version de la mise en

ceuvre de la ni_éthode IIM pour résoudre le systéme d’équations (1.2.1)-(1.2.4).

3.5.1. Problémes d’Helmholtz lpour le 'champ. intermédiaife u*

Premiérement, nous utilisons les champs de vitesse connus u™~! et u™ pour

évaluer la fonction source G7'; aux nceuds intérieurs. Celle-ci est définie comme

2y
suit :
Gr, = uly AVEup, — At ((w- Vi)u)™d, onh= ”TN . (35.1)
Le schéma (3.1.10) prend alors lé fbrme 4.
ul; = AViuj; = Gf, + AtF]; . (352)

I’arsenal développé au Chapitre 2 sert ensuite & 1’élimination de la force singu-
liére F*. Comme auparavant, ceci est effectué par ’ajout de termes de correction
- C™ qui sont évalués 4 partir du Lemme 2.3.1 et des conditions de saut du champ
intermédiaire u*. Les équations a résoudre pour -’déterminer u* s’écrivent alors

sous la forme

* 2, % * - ,
Ui, ~ AU, =G+ Gy (353
avec ,j=1,2,..., N — 1. Les conditions frontiéres sont de type Dirichlet :

(u” - n)lon = (um - n) oar “ - (3.5.4)

(7 lon = (um + AV |on - 7 (35.5)

oil nous utilisons "1 = ¢” pour obtenir une approximation du gradient V,¢™
sur la frontiére. Ces _deux problémes d’Helmholtz sont résolus avec les outils pré-

sentés au chapitre précédent.
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3.5.1.1. Remarques concernant 1 ‘évaluation de G™

A la Section 3.4.1, nous avons supposé que la fonction u™ et ses dérivées
partielles étaient continues & travers 'interface I'™. Le raisonnnement utilisé pour
justifier cette hypothése (voir ’Annexe B) peut aussi s’appliquer & la foﬁc’tion
u™"! et ses dérivées part1e11es Cette ligne de pensee nous a d’abord laissé croire |
que les fonctions u™ et u™ ! étaient lisses partout sur le.domaine §2, mais en fait

il ne faut pas étre dupe. La subtilité provient du fait que les irrégularités des
~ fonctions u™ et u™ ! ne sont pas a travers linterface ', mais plutot a travers
les interfaées I™~1 et I'™2, respectivement. Ainsi, pour vraiment étre consistent
lors de I’évaluation de‘ la fonction source G™, nous devrions ajouter des termes
de correction C™ et C™! pour tenir compte des irrégularités des fonctions u™
et u™" !, respectivement. thons .que ces modifications he sont pas nécessaires
lorsque.la force singuliére agit purement dans la direction normale & I'interface
(voir les Sections 3.4.4 4 3.4.9 pour les conditions de saut approximatives de u™t!

- & travers I'™).

3.5.2. Probléme de Poisson pour Papproximation de la pression ¢l

~ Nous avons vu a la Sectlon 3.3 que les 1rregu1ar1tes du champ intermédiaire
u*, causées par la présence de la force singuliére F™ dans I’équation (3.1.1), sont
‘transmises I’approximation de la pression ¢"*! par la quantité V - u* apparais-
sant au membre de droite de I'équation (3.1.5). Nous devons donc étre vigilant
lors de la discrétisation d’équations qui contiennent des opérateurs différentiels
“agissant sur ¢"*!, L’utilisation du schéma cenfré (2.3.1) pour discrétiser le gra-
dient ¢™*! aux nceuds intérieurs_perﬁet d’obtenir les approximations suivariteé_ '

pour chacune des composantes de I’équation  (3.1.3) :

gl _'¢n+1. c :

uptt = VY Rt Lt By ] - (3596
n+1 n+1 b

UZ;'I = v;"j — At (% + Bf,j) , (3.5.7)

7:).7' =12 '."7N -1,



74

ol les termes de correct1on B;; 1 ; et B 2 ; sont évalués a partir des conditions de saut

approximatives pour ¢"*!. Les expressions précédentes sont ensuite substituées

dans I’équation de la divergence discréte du champ de vitesse ‘u”“ :

S u;z+11 oL gnl

— i+1,7 1,741 i,5—1 C’TP“: o ]
iy T o +C77 =0, (3.58)

(Vh ) 'un+1)

ol C’}jfl sont les termes de correction que l’on. doit 'ajouter pour tenir compte

des irrégularités de u™t! a travers I'". Notons que ceux-ci s’annulent lorsque la

densité de force élastique agit purement dans la direction normale_ (fr =0).
Suite & eette substitution, I'équation & résoudre pour déterminer I'approxima-

tion de la pression ¢"*! s’écrit
) * * V * * L
o2 ¢n+1 U (Yipr; —Wimn | Vigrn — Yo
2h 2h

At
4 B, — Big Bzza+1 Bl +Cn+1
oh o i

4§ =1,2.,N—1, | (3.5.9)

avec les conditions frontiéres de type Neumann homogénes suivantes :

3 n+1 :
8—¢ =0, sur 012 . , 3.5.10
on :

- 3.5.2.1. Couplage des systémes sur la frontiére 9

L’utilisation du stencil & 9-points V? (seulement 5 valeurs non-nulles) dans -
le schéma (3.5.9) fait en sorte que nous résolvons 4 systémes découplés au lieu
d’un seul. Afin de mieux visualiser ce déeouplage nous réferrons le lecteur au gra-

" phique de la Figure 3.2, ol les symboles ' 'carré", "

cercle "diamant" et "croix"
sont associés aux nceuds cartésiens appartenant a chaque systéme. Nous remar-
. 1 . 1 o d \ " ;'" -'l d, d d d , .

quons que la résolution du systéme "carré” est indépendante des noeuds cartésiens

ié wut boles ; il en va de mé les systémes "cercle", "dia-
associés aux autres symboles; il en va de méme pour les systémes "cercle", "dia
mant" et "croix". Nous devons alors trouver un moyen de coupler ces systémes
afin d’obtenir une solution pour gb”“ sur tout le domaine §2.

La stratégie que nous proposons utilise 'implémentation de la condltlon fron-

tiére (3.5.10) pour coupler les systémes sur la frontiére 0Q. En effet, P'utilisation -
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FiG. 3.2. Diagramme illustrant les 4 systémes découplés pour le

probléme de Poisson (3.5.9).

d’un schéma & 3-points pour discrétiser la dérivée normale de ¢"*! sur la fron-
tiére permet d’exprimer les nceuds frontaliers comme une combinaison linéaire

des noeuds intérieurs situés a une distance h et 2h.

A A
2ht m- x ------------ ﬂ --------- >
h m ........... Q ........... 0)
0 9% =
[¢] h 2.h

FiG. 3.3. Diagramme illustrant le couplage utilisant une discréti-

. . . n+1 s
sation & 3-points de 22 sur la frontiére.
p on
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Par exemple sur la frontiére z = 0, nous avons ’approximation suivante :

' o\ ™ 3¢n+1+4¢n+1 gt ,
(a?-) s +O(R%) =0,
d’ou-
8;1 %( ¢n+1 ¢n+1) FO(R?) . ; | (3.5.11)

Ainsi I’évaluation du schéma (3.5.9) aux nceuds situés en' z = 2h permet
d’effectuer le couplage "carré-croix" et "cercle-diamant". Une version semblable
au schéma (3.5.11) est ensuite utilisée pour discréfis_er la dérivée normale de ¢™*!
sur les frontiéres y = 0 et y = H, Couplant ainsi les systémes "croix-diamant" et

"carré-cercle".

3.5.2.2. Les neuds fantdmes

L’évaluation du schéma & 9-points aux nceuds situés & une distance h de la
frontiére fait intervenir des nceuds situés 4 I’ exterleur du domalne Q (voir la Figure
3.2 pour une illustration). Par exemple, en = = h nous avons

¢n+’1] + ¢n+1 + ¢711’—;—_}_2 +¢711’—;—12 ¢n+1
B 4h2

V n+1

n+1
_1).7

ou représente 1'évaluation de ¢™*' au point (—h,jh). Une discrétisation
, ogn+1 . . . .

centrée de 5‘5 ~ sur la frontiére z = 0 permet alors d’écrire ¢'_“1L1j en fonction des

valeurs intérieures

: +1 +1 ntl

N
£ 2h +O(h.~) =0,

).7.

d’ou

il = 91 + O(h?). | (3512
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3.5.2.3. Singularité du systéme d’équation

_ Précisons que la Ihatrice dé discrétisation associée & ce systeme d’équation
. est singuliere. Ceci refléte le fait que la solution du systéme (3.1.5)-(3.1.6) nest
déterminée qu’a une constante préé. En pfatique, la matrice de discrétisation
est augmentée (ajout d’une ligne supplémentaire a la mat_rice. de discré‘tis'ation)
.p'our satisfaire une contrainte additionnelle qui fixe cett.e cdnsténte afbitraire

(pntl = O)_au-'milieu du domaine.

3.5.3. Mise a jour de la pression pty

En dernier heu nous modlﬁons la formule de mise a jour de la pressmn (3. 1. 16) .
“pour tenir compte des irrégularités de u* Nous obtenons alors A
n+2 w1 Y (Y, T % Dl 4+ Vi1~ ”i,j—l Dz_ .
¢ 9 ( o2h + (2¥] + - 2h + VI
i,j=1,2...,N—1, S S (35.19)

oil les termes de correction D}; et Df i sont évalués a partir des conditions de saut
de w*. Ceux-ci prennent des valeurs non-nulles .qu’aux nceuds irréguliers situés.
prés de I'interface. Pour le moment, la pression prta ne peut étre déterminée
qu’a Pintérieur du domaine (2. Voyons commé.nt procéder pour déterminer celle- -

ci sur la frontiére O€2.

3.5.3.1. Schéma d’extrapolation sur la frontiére

Prés de la frontiére 092, les schémas centrés aux différences finies ne peuvent -
‘pas étre utilisés, puisqu’ils nécessitent de I'information provenant de Pextérieur du
domaine. Ainsi, les valeurs de la quantité (Vj, - u* nécessaires a 1’évaluation
: y q h o0,
2 re, sont obtenues a partir d’u m xtr ion qui
de p"*2 sur la frontiére, sont obt a partir d’un schéma d’extrapolatio
fait intervenir les trois premiéres valeurs intérieures. Par exemple, nous avons

P’approximation suivante en z =0 :

(Vi-uT)y; =3 (Va- u’), ;- (vh u’),;+ (vh u')s
= 1, 2., N—-1.
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3.5.4. Evolution de linterface I'"

Une fois que le champ de 'vitesse. u™! est connu sur tout le domaine Q,
nous devons déplacer les marqueurs la,gra,ngiens (d(_)nt les vécteur’s position sont _
donnés par X}) afin d’obtenir la nouvelle poSitiOn de linterface I'(?) _.a,u temps
t"*1. Pour ce faire, nous utilisons le schéma-d’Euler-avant (1.4.3) présenté a la
Section 1.4.2. Lé, seule distinction notable pour 14 méthode TIM provieht de la
maniére d’interpoler la vitesse u™"! auﬁc points lagrangiens X,’; dans I’équation
(1.4 4). Au lieu d’utiliser une fonction J- d1screte nous utilisons 1’1nterpolat10n

bilinéaire pour obtenir I’ approx1mat10n Ut ~ 'u,"‘“(X n).

REMARQUES : .

— Notons qu’a cause des irrégularités des dérivées partielles du champ de vi-
tesse sur ', Papproximation U} est généralement seulement d’ordre h.
Tto et Li [11] ont démontré qu’il était poss1b1e d’obtemr une approximation

* de second ordre lorsque des termes de correctlon evalues 3 partir des sauts
de u™*!, sont 1ncorpores aux formules d’interpolation bilinéaire. _
~— Soulignons aussi que le schéma d’Eulér—avant (1.4:3) "e'st.seu-lement-de pre-
* mier ordre en temps. Afin d’obtenir une méthode de second ordre, 11 est

possible d’utiliser la mise & _]Our 1mpl101te suivante :
X = X7y —At ' +ur) . (35.14)

-D autre part un critére restr1ct1f sur le pas de temps At doit étre respecté
pour garanmr la stablhte du-schéma d’Euler-avant (1.4f3). Afin de lever
cette contrainte, il est possible d’utiliser le schéma (3.5.14) pour o;btenir
une méthode ITM' implicite plus stable (voir [16],[20] pour les détails de la’
mise en (_)éuvre d’une telle méthode). Le prix é, payer pour ces modiﬁcé;tions

est prie augmentation considérable du temps de calcul’

Tous les résultats présentés dans ce mémoire ont été obtenus avec le schéma,
d’Euler-avant (1.4.3). Bien que hous'a,yons aussi fait des simulations utilisant le

schéma implicite (3.5.14) lors de la mise & jour _dé la position des marqueurs

lagrangiens, cette stratégie n’a pas éliminé les problémes d’instabilités rencontrés
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" lors de la résolution du probléme instationnaire par la méthode IIM (voir la -

Section 3.6.7.1).

3.5.5. Méthode itérative pour démarrer les calculs

Dans I'algorithme que nous vendns de présenter, l’extrapolatioh dans le temps
est utilisé lors de l’évaiuation de Papproximation (3.1.9) des termes convectifs
ainsi que dans le calcul de la composante tangentielle des conditions frontiéres
(3 1.2). Au premier pas de temps, nous ne pouvons pas apphquer I’algorithme tel
que presente, puisque certaines informations ne sont pas encore disponibles. 1\0115.

utilisons alors le schéma itératif suggéré par Brown [3].
,Pour k=1,2,...M

— Etape 1 : Déterminer le champ intermédiare u** satisfaisant ’équation

L
At 2
(u*yk . n) ‘BQ — um . n’

(u™* - 7Y Jon = (Um + AtV |a0) - T

(u™® —u?) + ((u- Vh)u)é’k = KV,?L (u* — u®) + C°,

ol nous utilisons la valeur initiale ¢3! = 0 pour déterminer les conditions
. Y . L 1 :
frontiéres lors de la premiére itération. L’approximation ({w - Vh)u)z’}.c est
obtenue & partir de la moyenne du schéma évalué a partir de u® et ul*
— Etape 2 : Résoudre le probléme el}lip'tiq'u'e pour @bk

Viglk =‘$ (Vh-u™r),

3(])1k

o =0,  surdf.

— Etape 3: Mise a jour du champ de vitesse itéré ul*

%ulk—U’ Atvh’”‘

- End.’
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Lorsque n = 0, ce procédé itératif est répété M = 5 fois afin de déterminer
les quantités u! = u'S et ¢! = ¢15. Nous pouvons ensuite appliquer P'algorithme

général pour les pas de temps consécutifs n = 1,2, ..., N,0z.

3.6. CAS TEST : PROBLEME D’UNE MEMBRANE ELASTIQUE IM-
MERGEE DANS UN FLUIDE VISQUEUX

Le probleme d’interface choisi pour tester notre implementaticn de la méthode
ITM est celui d’une membrane élastique immergée ; l’énalogue bidimensionnel du
ballon élastique immergé dans un fluide visqueux dont les propriétes physiques .
sont les mémes & l'intérieur et & Pextérieur. Ce .probleme a d’abord été abordé
par Tu et Peskin [20], ou emphase a été portée sur ’étude de la stabilite de
la méthode IB lorsqu’un algorithme explicite versus un algorithme .implicite est
utilisé pour déplacer Pinterface. | ' |

- Par la suite, Léveque et Li [18] ont utilisé ce modeéle pour valider leur version

* de la méthode ITM pour les équations de Stokes. Bien que leur implémentation

utilise une fonction d-discréte pour_tranSmettre la composante tangentielle f; de
la force élastique lors de la résolution de I’équation approximative du mouvement,
leur discrétisation de ’équation de Poisson incorpore des conditions de saut pcur '
la pression, ce qui leur permet d’obtenir d.es solutions beaucoup plus précises
qu’avec la verS1on originale de la methode IB. | | .

_Enfin, la solution du probléme stat10nna1re (1nterface fixe) a été presentee par
Li et Lai [15], ol les équations complétes de Navier-Stokes ont été résolues. Leur
implémentation de la méthode ITM élimine tout rec01irs aux fonctions 6—discretes '

ce qu1 leur a permls d’extraire un ordre de convergence quadrathue pour le champ

n+1 n+l 2.

ainsi que pour la press1on P

3.6.1. Des_cription du probléme

Dans l’expérience envisagée, nous considérons un systeme fermé ou seules les
forces elasthues emmagasmees dans la membrane, dues a Pétirement de celle-ci
par rapport & sa configuration de repos (voir la Sectlon 3.6.1.1), aglssent sur le

fluide. Le domaine de computation est le carré Q = [0,2] [0, 2] et la frontiére Q
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est constituée de qua.fre murs solides. Le Tableau 3.5 introduit la notation Que

nous utiliserons par la suite.

Longueur du demi-grand axe de lellipse I';

Longueur du demi—petit axe de Dellipse I';

M oo o

e,

Membrane élastique dans la configuration initiale

T
o

‘Membrane élastique dans la configuration d’équilibre

!
o

Membrahé élaStiqi}e dans la configuration de repos

&~
o

Longueur de la membrane dans la configuration de repos

=

Rayon de la membrane circulaire dans la configuration d’équilibre

&

Rayon de la membrane circulaire dans la configuration de repos

Distance maximale entre 2 points de la membrane sur Paxe y = 1

VY

<

Distance maximale entre 2 points de la membrane sur 'axe r =1

.Q'ﬂ

Constante représentant les propriétés élastiques de la membrane

L

Aire de la région interne {2~ dans la configuration d’équilibre

TAB. 3.5. Nomenclature utilisée pour le cas test.

Sous ces hypothéses, nous nous attendons & ce que I’écoulement engendfé

par les forces restoratrices entraine progressivement la déformation de la mem-

* brane jusqu’a ce que celle-ci retrouve un état d’équilibre caractérisé par une forme
circulaire. Dans cette progression vers I'état stationnaire, deli){'_scénarios sont’ en-

visageables. Une fois que la rigidité de la membrane (exprimée par T,) a été fixée,

ils dépendent uniquement de la viscosité cinétique v-du ﬂuid_e._'

: Lorsque la viscosité est‘suf.fisamment grande, le fluide absorbe assez d’énergie

‘.éla.s.tique de facon & ralentir progressivement le mouvement de la rﬁembra.he vers

son état stationnaire. Dans ce cas-ci, la convergence vers R, est monotone. D’autre
_ part, lorsque v est petite,.l_a. convergence de la position de la mem’brane vers son

état d’éduilibre se fait de fagon oscillatoire, alternant entre un ellipse orienté le

long de I’axe horizontal (y=1) et un ellipse orienté le long de ’axe vertical (xil),

jusqu’é. ce que les grand et petit axes féndent enfin vers F,.




82

2 — T~ Configuration initiale
“““ T, - Configuration a I'équilibre
T Te- Configuration au repos

F1G. 3.4. Diagramme des trois configurations d’interface possibles.

3.6.1.1. Les types de configurations d’interface

Dans ce qui suit, nous distinguons trois types de configuration d’interface pos-
sibles (voir la Figure 3.4 pour une illustration). L’état de repos est caractérisé par
’absence de toute force élastique exercée par la membrane sur le fluide et dépend
seulement des propriétés physiques de la membrane. Dans cette configuration, le
fluide est immobile, la pression est constante sur tout le domaine et la membrane

a une forme circulaire dont la position est donnée par ’équation suivante :

‘ 8 ) S R
r,:= (1 + R, cos (R_o) , 1+ R,sin (E)) , §€10,Ly, (3.6.1)

ou R, est le rayon et L, = 2nrR,, est la longueur de la membrane au repos. Nous
vérifions aisément que la tension définie par (1.3.2) s’annule partout, puisque
16X (5,t)/08]| = 1, et par conséquent, nous avons f = 0 sur tout T, (voir
la définition de la densité de force f introduite pour ce probléme d’interface -
particulier & la Section 1.3.1).

A D’état d’équilibre, la membrane I, est un cercle de rayon R, > R, dont la

position est donnée par

.= (1 + R, cos (é) ,1+ R.sin (Rio)) , S €10, L) (3.6.2)
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La membrane génére ainsi une force élastique qui agit purement. dans la di-
rection normale. Ceci 's’explique par le fait qu’a I’état d’équilibre, la tension T est
une fonction constante et par conséquent, la densité de force f (évaluée dahs la

mesure d$) est la dérivée d’un vecteur tangent 7 de norme constante (voir (1.3.4)). .
Pour conserver cet équilibre, le fluide doit étre immobile et la préssion doit avoir
une distribution uniforme, autant a Vintérieur qu’a l'extérieur de la membrane,
avec un saut a tréVers I'interface qui contrebalance la force élastique exercée par
_ la'membrane ,éur le fluide. La magnitude de ce saut dépend des propriétés élas-
tiques (plus_grande lorS(jue la constante T, est grande) ainsi que du déplacement
de la membrane (ratio entre R, et R.) par rapport 4 sa cohﬁguration au repos. En
fait, en utilisant (3.2.7) on peut montrer que le saut de pfession prend la forme

suivante :

) =1_E (R—o— 1) | = (3.6.3)

Da a l’inéompfessibilité du ﬂuide, I'aire Q. conténu a l'intérieur de la mem-
brane. doit 'toujours étre conservé. Ainsi, toute conﬁguratipn initiale I'; de 1a
membrane peut étre interprétée comme une perturbatioﬁ d’un cercle de rayon
R, = Q./2m en état d’équilibre. Pour des fins de simplicité, nous considérons
seulement des configurations initiales de forrﬁés elliptiques dont la position est

donnée par ’équation suivante : =~

I = (1+a cos (1—%;>, 1 j—lb51n. (E)) , 8€[0,L,), | (364)

ol les constantes positives a et b satisfont R, = v/ab > R,
3.6.2. Le probléme stationnaire

Dans un premier lieu, nous aimerions VOir si notre implémentation de la mé-
thode.IIM conserve bien ’état d’équilibré du probléme de la membrane élastiqu_e; o
Pour ce faire, nous considérons une membrane fixe I', ayant les propriéféé sui-
vantes : R, = 0.5, R, = 0.6, T, = 2.5. Les composantes tangentielle et nofmale '

de 1a densité de force f par unité de longueur sont alors données par fr =0et.
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In '=A 1, respectivement. Le systéme & résoudre est donc :

%—?.—i—‘(u-V)u:—Vp—l—qua,

V-u=0, : (3.6.5)
avec u, =0, ug =0 ef les conditions de saut suivantes :

W =0, [w]=0, pl=-1 [u]=0. . (3.6.6)

La solution stationnaire de ce systéme est connue et prend la forme suivante :

.1 - C, dans Q™

u=0, - p= (3.6.7)

c, . ~dans Q*‘_,_

ot C est une constante arbitraire que nous fixons égale a zéro (C = 0).

3.6.2.1. Critére d’arrét pour le probléme s_tatiohnaire |

'Avant de lancer lés simulations numériques, nous devons choisir un critére
d’arrét qui met un terme aux calculs lorsqu’une solution stationnaire a été obte-
nue. Un critére nécessaire pour déterminer si la solution est stationnaire est q'ue
le rapport en norme 1 de la solution évaluée en deux pas de temps consécutifs

convergent vers 1,

, N : | |
- Lim(u) - 1| < tols,. o (3.6.8)

o Hlnly

Evidemment, un critére _sem_blable est utilisé lorsque la distribution station- -

naire de la pression est la solution qui nous intéresse,

Lim()—'m—l < tol o (369)
P = iy, TS

Afin d’éviter de se perdre dans une boucle infinie da_ns_l’évehtualité d’une

tolérance non-respectée, un nombre maximal d’itération a été prescrit (itermar =

3000).
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363 Résolution du problém’e stationnaire avec IIM

Nous présentons maintenant les solutions numenques obtenues avec la mé-
thode 1M pour le probléme stat1onna1re (3.6.5)-(3.6.6).

3.6.3.1. Solution stationnaire dé la vitesse u™t!

"+l sont

Les graphiques des composantes = et y de la vitesse stat1onna1re u
présentés sur les Figures 3.5 et 3.6. Ces solutions ont été obtenues pour des vis-
cos1tes cinétiques prenant les valeurs v = 0.1 et v =1, respectwement. Nous

remarquons d’abord que I'amplitude de l’erreur de la solutlon u™t

augmente
lorsque la v1scos1te est réduite, ce qui raisonnable puisqu'un fluide visqueux em-
magasme plus d energ1e cinétique. Notons aussi que la solution est plus réguliére
. lorsque la viscosité est élevée (on peut observer la présence de pics dans un voisi-
‘nage de Pinterface lorsque v = 0. 1). Nous examinerons plus en détail I'influence |
de la viscosité sur les solutlons obtenues avec la méthode IIM & la Section 3. 6 6
Pour ces solutions stat1onnalres ‘une discrétisation de N = 128 neceuds car-
tésiens a été utilisée dans chaque d1rect10n z et y, ce qui correspond & un pas'
h=21 La membrane a été modélisée par des splines cublques construits & partir
de Ns = 192 marqueurs lagrangiens distribués uniformément sur le cercle I'.. Un.
pas de temps At =h a été prescrit, ce qui correspond & une constante CFL = 1.
" Nous considérons (iue Pétat stationnaire a été atteint lorsque le critére (3.6.8) est
satisfait avec tol, = 5e - 5.
3.6.3.2. Solution stationnaire de la pression p™t1/2
| Les_' graphiques des solutions stationhaires de la pression p™+1/2, obtenues avec
- la méthode IIM lorsque ¥ = 0.1 et ¥ = 1, sont présentésvsur les Figurés 3.7 et
3.8, respectivement. Pour ces solutions, les données utilisées sont les mémes que
celles prescrites & la Section 3.6.3.1, seule la tolérance utilisée pour déterminer
Détat stationnaire de la pression est différente (tol, = 1e — 6). |

Nous voyons d’abord que le saut constant de pression est capté avec précision

'par‘la méthode IIM. Ensuite, il est de nouveau possible d’observer le role de
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la v.iscosité sur le c_omportemént de la pression. Non seulement I'amplitude de
Perreur est environ 10 fois plus impoftante lorsque "= 0.1, mais nous constatons
aussi que des.changements surviennent dans le profil de la solution pn+% dans 1a
- région Q. Celui-ci prend une forme de plus en plﬁs concave lorsque nous réduisons -
la viscosité (voir aussi les Figures 3.11 et 3.12). Enfin, la présence d’oscillations
dans la solution devient visible & _l’.oeil nu lorsque la viscosité passe sous le seuil

de 0.25.

3.6.3.3. Ordre de convergehce pour la vitesse u™t!

‘Les Tableaux 3.6, 3.7 et 3.8 affichent I'ordre de convergence obtenu pour la
solution stationnaire de la composante = de la vitesse u™! pour des viscosités
cinétiques prenant les valeurs ¥ = 0.1, v = 1 et v = 4," respectivement. Les ..

résultats obtenus pour la composante y de la vitesse ont été 'omis, puisqu’ils sont

identiques a ceux présentés (dd & la symétrie du probléme).

N | N || Lim(u) |Itér. || [[E(u)]le | Ordre(u)

32 | 48 2.14106-005 23 | 2.3375e-002 |
64 | 96 | 4.6339e-005| 41 || 1.2789%-002 | 0.8700
128 | 192 || 4.9553e-005 | 73 5.1424e-003 | 1.3144

TAB. 3.6. Tableau des erreurs et de 'ordre:de Conyergen_ce de la
~composante T de la vitesse u™!, obtenue avec la méthode IIM

" lorsque v = 0.1.

N | N, Lzm(u) Ttér. | [|[E)]lee | Ordre(u)

32 | 48 | 4.8990e-005 | 205 | 5.8713¢-004 |
64 | 96 | 4.8352e-005 | 204 | 2.1764e-004 | 1.4318
| 128 | 192 || 1.2577e-005 | 25 | 7.1625¢-005 | 1.6034

-TAB. 3.7. Tableau des erreurs et de l’ordre de convergence de la.
composante = de la vitesse u™"!, obtenue avec la méthode IIM

lorsque v = 1.
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F1G. 3.5. Graphiques des composantes = et y de la vitesse u™*!,
obtenues avec la méthode IIM pour le probléme stationnaire lorsque

v=01, N =128 et At =1/64.
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Fi1G. 3.6. Graphiques des composantes z et y de la vitesse u™*!,
obtenues avec la méthode IIM pour le probléme stationnaire lorsque

y=1, N =128 et At =1/64.
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FiG. 3.7. Graphiques de la distribution stationnaire de la pression

p™t2 et de son erreur, obtenues avec la méthode IIM lorsque v =

0.1, N = 128 et At = 1/64.
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FiG. 3.8. Graphiques de la distribution stationnaire de la pression

p"+% et de son erreur, obtenues avec la méthode I[IM lorsque v = 1,

N =128 et At = 1/64.
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N | N, | Lim@) |Itér. | |E@)|leo | Ordre(u)

32 | 48 | 4.8990e-005 | 205 || 1.2164e-004
64 | 96 | 4.9892e-005 | 814 | 4.1978¢-005| 1.5349
128 | 192 | 4.9996e-005 | 2110 || 1.3639¢-005 | 1.6219

TAB. 3.8. Tableau des erreurs et de l'ordre de convergence de la -

composante = de la vitesse u™*!, obtenue avec la méthode IIM

lorsque v = 4.

"+l n’est pas qua-

Nous observons d’abord que I'ordre de convergence pour u
dratique, mais si situe plutét. entre 1;3 et 1.5, selon la valeur de v prescrite. Ces
_résultats sont un peu décevanté, surtout lorsque noﬁs les comparons avec ceux
obtenus par Li et Lai [15] pour ce méme probléme. Par contre, il ne faut pas
étre trop surpris par cette_performancé de PMIII, puisque Brown et al. [4] onf_
déja présenté un exemple simple (voir les résultats de leur Table IV) ot 'ordre de
_convergence de la solution numérique u™*! obtenue avec la méthode.de projéc-
tion PMIIT n’était que linéaire!_ En effet, il est concevable que P’ajout de la force |
~ singuliére aux équzitions de Navier-Stokes influence la précision de la méthode de

projection (Ordre de 1.5 au lieu de 2).

3.6.3.4. Ordre de convergence pour la pression p"+1/2

~ Les Tableaux 3.9, 3.10 et 3.11 affichent I’ordre de convergence obtenu pour la
solution de la distribution stationnaire de la _pressiofl p™+1/2 pour des viscosités

_cinétiques prenant les valeurs ¥ = 0.1, v = 1 et V= 4, respectivement.

- Etant donné les résultats précédents, nous aurions été surpris d’obtenir un
. ordre de convergeﬁce quadratique pour la pression p"*t/2 du probléme station-
naire. En effet, I'ordre linéaire obtenu pour la pression concorde assez bien avec
’analyse de Shen [13] qui garantit un ordre maximal de 3 pour des méthodes de

projection comme PMIII, ou la différence de 1/2 peut s’expliquer encore une fois
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N | N, | Lim(p) |Itér.| |IE®)|leo | Ordre(p)
32 | 48 | 6.2708-007 | 22 | 1.3236e-001
64 | 96 | 9.0017e-007 | 30 | 8.1312e-002  0.7029
128 | 192 | 8.0119¢-007 | 27 | 3.5134¢-002 |. 1.2106

TAB. 39 Tableau des erreurs et de I'ordre de convergence de la
distribution stationnaire de la préssion p”*i/ 2 obtenue avec la mé-

thode IIM lorsque v = 0.1.

N | N, | Lim@) |Iter.| |E®@)||e |Ordre(p)
32 | 48 || 2.7602e-007 | 24 | 1.2205e-002
64 | 96 | 5.3019e-007 | 12| 6.8510¢-003 | 0.8328
128 | 192 | 6.1242e-007 | 9 || 3.3157¢-003 | 1.0472

 TAB. 3.10. Tableau des erreurs et de l'ordre de convergence de
la distribution stationnaire de la pression p"*/2, obtenue avec la

méthode IIM lorsque v = 1.

N |'Ns | Lim(p) |Itér.| ||E(@)|le | Ordre(p)
32 | 48 || 5.4852e-007 | 19 || 8.5143e-003 _
64 | 96 | 3.6621e-007 | 21 | 3.5055¢-003| 1.2803
128 | 192 || 8.6384e-007 | 21 || 1.5249¢-003 | 1.2009

TAB. 3.11. Tableau des erreurs et ‘de Pordre de convergence de
la distribution stationnaire de la pression p™*'/2, obtenue avec la

| ‘méthode IIM lorsque v '=_4. _

pai‘ Peffet-de la force singuliére dans les équations de Navier-Stokes (Ordre de 1 :

au'lieu de 1.5).-

_ 3.6.3.5. Commentaires 'concer’n_ant les fésultais obtenus avec __UM

Comparativement aux,résultafs publiés par Li et Lai [15] pour ce probléme

stationnaire, nous constatons un certain recul de ’ordre de convergence -pour
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_notre implémehtation de la méthode IIM et ce, autant pour la solution de la
vitesse ut! que pour la distribution de la pression p"+3. Nous croyons que la
source d’erreur qui vient compromettre I’ordre de convergence provient lors de
la résolﬁtion de I’équation de Poisson (3.1.5). En effet, la solution numérique
~ pour ¢™*1, obtenue sur un seul maillage cartésien par des méthodes de projection
comme PMITI, est souvent oscillatoire ([6], [15]). Il est raisonnable de croire que
ces oscillations, présentes dans la préssion.'approximative @™ et transmises a
u™*! lors de la mise a jour (3.1.3), viennent containiner Pordre de cohvergence
des solutions numéfiques. ' |
Un autre fait important & souligner est la dépendance du comportemen.t des
solutions u™*! et p"*ti 3 la viscosité v et au pas de temps At. Pour un pas
de temps fixé (At = h), non seulement I"amplitude des oscillations augmente
lorsque la Viscosité v est réduite (voir les Figures 3.7 et 3.8), mais aucune solution
stationnaire n"a. été obtenue pour des valeurs de v < 0.025. En général, une
réduction du pas de temps At améliore la st.abilité des méthodes numériques, mais
dans notre cas, c’est plutot effet contraire qui se 'produit,'.ce_qui.est inquétant.
Nous discuterons p.lu's arhple_ment des c.auses et des conséquences de ce phénoméne'

oscillatoire pour notre version de la méthode IIM & la Section 3.6.6.

3.6.4. Résolution du probléme stationnaire avec IB

Afin de comparer la performance des méthodes IIM et IB, nous présentons les
solutions stationnaires u™t! et p"*%, obtenues lorsque la force singuliére F' est

transmise au fluide par ’entremise de la fonction 6, définie par (1.4.2).

-3.6.4.1. Solution’ stationnaire de la vitesse u™*!

Les graphiques des compbéantes T et y de la vitesse stationnaire u™*!, ob-
tenues avec la méthode IB lorsque v = 0.1, sont -présentés sur la Figure 3.9.
_ Aﬁn. de comparer les solutions obtenues avec chaque méthode, nous avons repris
les données utilisées lors de la résolution avec la méthode IIM (voir la Section:
3.6.3.1). Seul le nombre de marqueurs 1agrangiens a été augmenté (N, = 2N ) afin

de garantir la stabili'_cé‘ de la méthode IB.
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F1G. 3.9. Graphiques des composantes z et y de la vitesse u™*!,

obtenues avec la méthode IB pour le probléme stationnaire lorsque

v=0.1, N =128, N, = 256 et At =1/64.
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F1G. 3.10. Graphiques de la distribution stationnaire de la pression
p"+% et de son erreur, obtenues avec la méthode IB lorsque v = 0.1,

N =128, N, = 256 et At = 1/64.
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" Contrairement  la solution IIM ot l’erreuif est non—nég.ligeablelsur la presque
totalité du domaine (voir la .Figure 3.5), lerreur de la solution u™** obtenue avec
la méthode IB est restreinte aux nceuds du maillage cartésien qui so‘nt sollicités
par ’évaluation de la fonction 4, lofs de la transmission de la force singuliére.
Nous remarquons aussi une légére augmentation de l'erreur E(u) de la solution

IB lorsque v == 0.1.

3.6.4.2. Solution stationnaire de la pression p”*é

Le graphique de la distribution stationnaire de la pression p”*'%, obtenue avec

la méthode IB lorsque v = 0.1, est présenté sur la Figure 3.10. Mise a part la

tolérance utilisée (tol, = le — 6) dans le critére d’arrét (3.6.9), nous avons repris
toutes les données de la Section 3.6.4.1. A

Pdur‘ la solution p™*% obtenue avec la méthode, IB, I'atténuation du saut de

‘pression est clairement visible. Ceci est une conséquence directe de 1’utilisation de -

la fonction 4, qui provoque des erreurs dont la magnitude est proportionnelle &

-1a hauteur du saut de pression. Ainsi, I’erreur E(p) de la solution IB se concentre

dans un voisinage de l'interface, contrairement & celle obtenue par la méthode

'IIM qui était dominante. sur la région 2. Notons aussi I'absence d’oscillations

dans la solution p™*2 obtenue avec la méthode IB lorsque v = 0.1.

ntl -

3.6.4.3. Ordre de convergence pour la vitesse u

Les Tableaux 3.12 et 3.13 affichent Dordre de convergence obtenu pour la
"*1 pour des viscosités
cinéfiques prenaht les valeurs v = 0.1 et v = 1, respectivement. Les résultats
obténus pour la'composante‘ y de la vitesse ont étéyomi's,' puisqu’ils sont identiques

4 ceux présentés (di a la symétrie du probléme). -
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N | N, Lim(u) |Itér. | ||E(u)]le | Ordre(u)

32 | 64 | 3.2086e-005 | 19 | 8.5119e-003
64 | 128 | 4.5760e-005 | 29 | 5.2402e-003 | 0.6998
128 | 256 || 4.2341e-005 | 67 | 3.2240e-003 | 0.7007

TAB. 3.12. Tableau des erreurs et de I'ordre de convergence de |
la composante z de la vitesse u™*!, obtenue avec la méthode IB

lorsque v = 0.1.

N | N, | Lim(u) |Itér. | |E()]le | Ordre(u)

32 | 64 || 4.9253e-005 | 153 || 8.5589¢-004
64 | 128 || 4.9175e-005 | 323 || 5.2399¢-004 | 0.7078
128 | 256 || 4.9500e-005 | 673 | 3.2240e-004 | 0.7006

TAB. 3.13. Tableau des erreurs et de ’ordre de corivergenc'e de
la composante = de la vitesse u™t!, obtenue avec la méthode IB
lorsque v = 1.

3.6.4.4. Ordre de convergence pour la pression p+i

Pour la méthode IB., il a été impossible d’extraire un ordre de convefgence

“en norme infini pour la pression p”+%, -puisque Perreur maximal demeure rela-
tivement constant (||E(p)||l« ~ 0.5) pour tous les pas de discrétisation utilisés

(h ='1/32,1/64,1/128). En effet, l'erreur des solutions obtenues par la méthode

IB est généralement évalué en norme 1. Les Tableaux 3.14 et 3.15 affichent I'ordre

de convergence de la pfess_ioﬁ, éQalué dans cette norme, lofsque v=01letv =1,

respectivement.

3.6.4.5. Commentaires concernant les résultats _obténus avec IB

Nous remarquons d’abord que ordre de convergence (évalué en norme infini)
de la solution u™*! obtenue avec la méthode IB est plutot linéaire (Ordre~ 0.7).

De son c6té, I'ordre de convergence pour la distribution stationnaire de la pression
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N | N, | Lim@p) |Itér.| IE@ls | IE@)Il: | Ordre(p)
32 | 64 | 6.0486e-007 | 12 '4.6162e—0>01 ‘3.7‘392
‘64 128 || 6.1798e-007 | 8 4.8555e—001 | 2.2661 0.7225
128 | 256 || 7.4888e-007 | 9 4.8536e-001 | 1.0345 1.1313

TAB. 3.14. Tableau des erreurs et de l'ordre de convergence de
- la distribution stationnaire de la pression p™t1/2, obtenue avec la

- méfhode IB lorsq_ue v =0.1.

N | Ny | Lim(p) |Ttér.| [E®)lleo | [IE®)I: | Ordre(p)
32 | 64 | 9.8256e-007 | 77: | 4.6995¢-001 | 3.9632
64 | 128 || 7.8504e-007 | 20 | 4.8280e-001 | 2.4402 | 0.6997
128 | 256 | 2.7096e-007 | 60 | 4.8304¢-001 | 1.1402 | 1.0977

TAB. 3.15. Tableau des erreurs et de Iordre de convergence de
la distribution stationnaire de la pression p™*1/2, obtenue avec la

‘méthode IB lorsque v = 1.

_ ptiest O(1) loquu’évalué en norme infini et O(k) lorsqu’évalué en norme 1. Ceci

est da au fait que I'utilisation de l_a”forrictio.n 5-discréte (1.4.2) pour transmettre la
- force singuiiéré_F atténue la dis_confinuité de la pression, créant ainsi des err(_élirs
“dont la magnitude est proportionnelle au saut ||E (@)||oo = 3[P] et ce, peu importe

le nombre de nceuds cartésiens utilisé dans la discrétisation.

-3.6.5. Comparaison des performances des méthodes IIM et IB pour

. le probléme stationnaire

Afin de comparer la performance de chaque méthode, les Figures 3.11, 3.12
et-3.13 présentent des coupes en z = 1 de la distl_ribution de la pression p”+%,
obtenue pour trois différents coefﬁcienfs de viscosité : v = 0.025,v = 0.1 et
v=1, respectivem_er.lt.. _ |

Pour la solution obtenue par la méthode IB, nous remarq.uons.quelles gra-

phiques sont relativement semblables pour ces trois valeurs de v, 'atténuation du
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F1G. 3.11. Coupes en x = 1 des distributions stationnaires de la
pression pn+%, obtenues avec les méthodes IB et [IM lorsque v =

0.025.

saut de la pression se produisant toujours sur la méme région (0.3 < y < 0.5 et
1.5 < y < 1.7). Loin de l'interface, la convergence de la solution numérique (IB)
vers la distribution exacte de la pression a été confirmée pour toute les valeurs
de v testées. En effet, comme le démontrent les résultats des Tableaux 3.12-3.13,

et 3.14-3.15, la magnitude de la viscosité influence trés peu la performance de
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F1G. 3.12. Coupes en 2 = 1 des distributions stationnaires de la

pression p”+%, obtenues avec les méthodes IB et IIM lorsque v =

0.1.

la méthode IB, car bien que I’erreur augmente en grandeur lorsqu’on diminue la
viscosité, 'ordre de convergence demeure relativement stable.

D’autre part, la viscosité influence beaucoup les résultats numériques obtenus
avec notre implémentation de la méthode IIM. Lorsque la viscosité est suffisam-
ment grande (v > 0.25), le saut de pression est trés bien capté (voir le graphique

n+1

de la Figure 3.13) et ordre de convergence pour u™*! est quasiment quadratique.
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F1G. 3.13. Coupes en z = 1 des distributions stationnaires de la

pression p"+%, obtenues avec les méthodes IB et IIM lorsque v = 1.

Malheureusement, nous constatons avec regret une perte de la convergence vers
la distribution stationnaire (arrondissement du profil de la pression dans la région
2~ et erreur non-négligeable en Q) lorsque v < 0.25. Notons que cette détério-
ration de la solution IIM est accompagnée d’oscillations de la pression entre deux
nceuds consécutifs du maillage (voir la coupe de la pression sur la Figure 3.11 et

le profil de lerreur E(p) sur la Figure 3.7 ) qui ne semblent pas étre présentes
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dans la solution IB ni dans la solution du probléme instationnaire de la Section
3.1.3. Nous examinons maintenant les causes et les conséquences de cé phénoméne

oscillatoire présent dans les solutions IIM.

3.6.6. Oscillations dans la résolution du probléme de PoisSbn o

Nous avons déja remarqué que l'utilisation d’un seul maillage cartésien pour

“discrétiser 1'équation de Poisson (3.1.5) pouvait provoquer des oscillations dans la ~

solution de ¢™+!. Nous tentons maintenant de comprendre pourquoi ce phénoméne
oscilla’toi;é, -connu sous le nom de "checkerboard oscillations" |6], est plus influent

dans notre implémentati'on de la méthode IIM que dans la méthode IB.

3.6.6.1. Influence de v et At dans l'évaluation des termes de correction

11 est raisonable de croire que les oscillations présentes dans les solutions obte-
nues par la méthode 1IM soient principalement causées par ’ajout des termes de
correction, puisque ceux-ci n’apparaissent pas dans la discrétisation IB.de lfédua—
tion (3.1.5). Revenant & la discrétisation (3.5.9) de I’équation de Poisson, nous

avons

* gk ) * oy
¢n+1 1 U T Yy Y T Yy o
L2 At . 4,7

- B = Bii) G

‘ avec CIJ z_lj—f—B

1,741

2h ( i+1,5
oil les termes de correction C,Zﬁ évalués 3 partlr des conditions de saut de u”+l
sont tous nuls puisque fr = 0 p‘ar-tout sur I'.. Se référant aux‘,condltlons de saut
de ¢™*! du Tableau 3.4; nous voyons que- [¢"+1A = —2 car ;fn =1 pour ce
probléme stationnaire. Par conséquent, la magnitude des termes de correction
+ C; ; varie de fagon inversement proportiohnelle au produit vAt. ‘

Les graphiques des Figures 3.14, 3.14 et 3. 16 permettent d’observer 'influence
de vAt sur les fonctions sources /M et SI B appa,ralssant au membre de droite de

- la discrétisation (3.5.9) de I'équation de Poisson. Celles-ci étant définies comme
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-* :
v "}’”'E“M:

.;gq!

F1G. 3.14. Graphiques des fonctions sources F'M et F'Z, apparais-
sant au membre de droite de ’équation de Poisson (3.5.9) lorsque

v=1, N =128 et At = 0.01.

F1G. 3.15. Graphiques des fonctions sources F'/M et F'Z, apparais-
sant au membre de droite de ’équation de Poisson (3.5.9) lorsque

v=1, N =128 et At = 0.0001.

F1G. 3.16. Graphiques des fonctions sources F'/M et F'8, apparais-

sant au membre de droite de I’équation de Poisson (3.5.9) lorsque

v =0.1, N =128 et At = 0.0001.



104

suit :

Fonction Source IIM :  F/2M = A7 (Vi uy;) +Cyj, (3.6.10)
1 ' '
Fonction Source IB:  §/F = Az (Vi-u},), (3.6.11)

Nous constatons d’abord qu’auéun changement au profil de F'B n’est visible
‘a l'oeil nu lorsque nous réduisons vAt, seule la magnitude de cette fonction aug-
mente. Notons aussi que 'influence dé la viscosité v sur la fonction source /B
est minime (u* varie avec v donc Vj - u aussi) comparativement au poids de %;
qui apparai.t comme fnultiplicateur.

Ces remarques ne tiennent plusA pour la méthode IMM, puisqu’en plus d’in-
‘fluencer la magnitude de F'¥, la viscosité affecte aussi le comportement global
de cette fonctioﬁ_ source. Afin de réduire l’amplitude des oscillations présentes
. dans la solution ¢"*, non seulement nous devons utiliser un coefficient de visco-
sité suffisamment grand.(u > 0.25), mais P'utilisation d’un pas de temps At trop
petit peut aussi faire échouer 1'algorithme IIM (aucune solution stationnaire n’a
été obtenue lorsque v =1 et At = 0.0001). Il va sans dire que nous avons testé

plusieurs avenues afin de lever cette contrainte qui handicape grandement 'usage

--poténtiel de notre code IIM.

3.6.6.2. Différentes stratégies pour codpler les systémes linéaires

~ Nous avons d’abord essayé d’autres fagons de coupler les systémes linéaires
‘.'c.arré"A, "’cercfle'",. "diamant" et "croix"- (voir la Section 3.5.2.1), résultants de
P'utilisation du stencil & 9-points V2, dans la discrétisation (3..5.9) de I'équation
“de Poisson. | o

Une approche alternative tentait de résoudre les quatres systémes séparément,
le couplage entre deux solutions étant 'eﬂ'ecfué 4 chaque étape de la résolution
par Dajout d’une contraite supplémentaire (imposition de V3™ = z;V, - u*
au centre du domaine). Faute d’améliorations notables, nous avons poussé 1'idée

plus loin, résolvant les quatres systémes de fagon indépendante avec I'imposition
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d’une contrainte additionnelle pour chaque probléme si.ngtillier. Un schéma d’in-
~ terpolation nous permettait ensuite d’ajuster la constante de chaque solution de
fagon & obtenir la solution ¢"*! en chaque noeud du domaine. '
| Pour ces deux stratégies utilisant un couplage des systémes au centre du do-
_méine, nous n’avons pas con_staté une réduction notable des oscillations, mais
seulement un déplacement de ceux-ci vers la frontiére du domaine (les oscilla-
‘tions Sont plus importantes au centre du domaine lorsque le couplage est effectué
sur la frontiére). Ceci laisse croire qu’une stratégie mixte, utilisant un couplage -
partiel des solutions au-centre ainsi que sur la frontiére du domaine, pourrait

-possiblement réduire les oscillations.

3.6.6.3. Une solution miracle eziste-t-elle ?

Une solution 4 ce probléme oscillatoire semble s’imposer d’elle méme soit
‘ l’utlhsatlon d’un maillage décalé de type MAC Mais ceci est une tache ardue
puisque prathuement toutes les routines de notre code IIM ont été construltes sur
~ le méme squelette : I'utilisation d’un seul maillage cartésien. Cette décision s’est
fait naturellement pulsque les fondations de notre. algorlthme repose solidement. -

sur la méthode 1TM proposee par Li'et Lai (1 1] [15]).
.3.6.7. Le probléme instationhaire

Pour le probléme instationnaire, nous considérons toujours une membrane
élastique ayant un rayon R, = % dans sa conﬁgﬁration de repos. Au début de 1a
‘simulation, la position initiale de la membrane est donnée par l’équation (3.6.4)
oua = 0.75 et b = 0.55. Les autres paramétres physiques influencant le compor-
temént de la solution numérique sont la viscosité v du fluide et la constante .To

qui refléte les propriétés élastiques de l'é membrane.
3.6.7.1. Instabilité de la méthode 1IM

Pour la résolution du probléme instationnaire de la membrane avec la méthode

IIM, différentes combinaisons des paramétres v et At ont été testées pour chaque

valeur de 7, choisie. Dans pratiquement tous les cas, la solution numérique I1IM a
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| divergé (explosion de la membréne) avant d’atteindre ’état d’équilibre associé a
[e. En effet, l’algoritllnle utilisé 4 la fin de chdque itération pour déplacer l'inter-
face I'™ semble trés sensible aux oscillations présentes dans la solution. Lés erreurs
d’interpolation dans la détermination de la position de I'interface créent d’abord
de grandes va.ria_tiéns dans la direction et dans la magnitude de la force élas-
tique f, puisquev celle-ci est évaluée directement a partir de I'". Ces fluctuations
influencent ensuite le comportement du champ de vitesse u™™! dans un voisi-
nage de Pinterface. Dans les cas testés, cet effet en chaine entraine généralement
l’éxplosion de la membrane en seulement quelques itérations.

. La seule simulation.n’ayant pas totalement échouée est celle associée au cas
ol v = 10, At = h/10 et T, = 1. Bien que.la solution numérique soit demeurée
stable dans ce cas extréme, I'état stationnaire n’a jamé.is été atteint puisdue la
membrane s’est & peine déplacée et ce, méme .iprés 15 000 itérations! Ceci était
prévisible puisque la force élastique nécessaire pour générer un mouvement dans
un fluide d’une telle viscosité (celﬁi-ci se comporte quasiment comme un solide)

est bien supérieure a celle que nous avons prescrite.
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FiG. 3.17. Evolution des petit et grand axes (R, et R;) de la mem-
brane I'(¢), obtenue avec la méthode IB lorsque N = 40, At = 0.004
et v = 0.01.

3.6.7.2. Résolution avec la méthode IB

A titre complémentaire, nous présentons maintenant les résultats obtenus avec
la méthode IB pour le probléme instationnaire associé au cas v = 0.0l et T, = 1.
Afin de garantir la stabilité de lalgorithme explicite (1.4.5), un pas de temps
suffisament petit a été utilise At = 0.004.

La Figure 3.17 illustre I’évolution des grand et petit axe (R, et R,) de la
membrane '™ lorsque N = 40. L’évolution de la position de la membrane I'"
et du champ vectoriel u™*! apparaissent sur les graphiques de la Figure 3.18.
Nous constatons d’abord une convergence oscillatoire de R, et R, vers le rayon
d’équilibre R, = vab = 0.6423 associé¢ a T,. Cette relaxation oscillatoire de la
membrane se produit lorsque la viscosité du fluide est insuffisante pour diffuser
toute I’énergie élastique de maniére & ce que la convergence vers ’état d’équilibre
soit monotone. Pour une constante 7, = 1 fixée, nos simulations ont démontré
que la relaxation de la membrane devient monotone lorsque la viscosité dépasse

v > 0.1.
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FIG. 3.18. Evolution de la membrane I'(t) et du champ de vitesse
u™*!, obtenues avec la méthode IB lorsque N = 40, At = 0.004 et
v = 0.01.

D’autre part, nous pouvons clairement observer sur les Figures 3.17 et 3.18,
une perte de la conservation de l'aire . qui est délimitée par la région in-

terne 27. Les graphiques de la Figure 3.19 illustrent le comportement loglog
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la pente est
de 0.6915

la ponte est
de 0.8444

-2 - -8 =38 ~34 32 -3 -28 a2 - -18 a5 -4 a2 -3 ~2.8

lag(2/N} : log(Z/N)

FIiG. 3.19. Conservation de I'aire de 1a région 2~ au temps t=1

et t = 2, lorsque nous raffinons le pas 2 du maillage.

de erreur associée a 'aire intérne Q., lorsque le pas du maillage h est réduit
(N = 40, 60, 80, 100, 120). Comme prévu, 'ordre de convergence de cette erreur

est approximativement linéaire.

3.7. CONCLUSION

Ce dernier chapitre a débuté avec une présentation de la méthode de projection
sans pression de ‘Kimet Moin [14] Suite & un résumé de algorithme général
pour PMIII ‘nous avons introduit la discrétisation des operateurs différentiels
-utilisés pour résoudre 1es equatlons de Nav1er—Stokes Une dlscussmn sur le choix
“des COIldlthIlS frontiéres pour le champ de vitesse 1ntermed1&1re u* et ceux qui
‘decoule pour l’a.pprox1mat10n qﬁ”‘“ a suivi. Des résultats numenques sont ensuite
venus souligner I'importance de ce choix dans la constructic)r; d’une méthode de
»projec;r,ion de ‘second ordre. A |
~ Parla suite, nous avbns discuté des difficultés liééé au "couplage devsv conditions
de saut pour les équations de Navier-Stokes ‘1orsqﬁe la viscosité du fluide est
discontinue a travers l'interface. Afin de contourner ce probléme de couplage,
NOUS avons suggeré une nouvelle dérivation basée sur I'intégration des équations
discrétisées, c’est a di‘re'les équations qui sont réellemént résolues par PMIII. Une
démonstration de I’équivalence des conditions de saut approx1mat1ves avec les

- conditions de saut exactes apparaissant dans la htterature a ensuite été présentée.
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Uné fois le bagage théorique en main, nous avons expliqué tous les détails
techniques concernant notre implémenta.tion de la méthode IIM. Suite & une des-
cription du probléme de la membrane élastique immergée dans un fluide visqueux,
nous avons présenté les résultats numériques obtenus avec les méthodes IB et IIM
pour la version stationnaire du probléme. Bien que la méthode IIM soit généra-
lement plus précise (O(h3) pour u™! et O(h) pour p™*2) et capte mieux la dis-
continuité de la pression, nous avons constaté que la méthode IB est plus robuste,
car elle produit une solution stationndire pour toutes les valeurs lde v testées. En

“effet, nous avons souligné la présence d’oscillations dans la solution IIM lorsque le
_ratio VAt est trop petit. Nous croyons que ce phénoméne est la cause pri_ncipalé

o _dé's"ihnstabilités rencontrées lors de la résolution du pfobléme instationnaire avec -
._'llé iﬁéthdde IIM. Enfin, une solution IB du probléme instationnaire a été fournie

4 titre complémentaire.



CONCLUSION

Dans de ce mémoire, les équations mathématiques modélisant P'interaction
d’un fluide incompressible et visqueux avec une membrane élastique déformable
ont été présentées. Les équations de Naviér-Stokes décrivant le mouvement du
fluide sont d’abord discrétisées sur un maillage cartésien fixe. Ensuite, un en-
semble fini de points de controle permet de suivre la position de I'interface immer-
gée. Afin de simuler ce type de probléme d’intér_face, déux stratégies de résolution
ont été envisagées. La méthode IB utilise une fonction 5-discrétev pour rﬁodéliser la
forcé élastique résultant de ’étirement de la membrane. D’autre part, la méthode
IIM utilise plutét une connaissance des'irrégularités_de la solution, provenant de
la présence de la force singuliére dans les équations différentielles, pour modifier
. adéquatemént les schémas aux différences finies. Ces deux méthodes numériques
ont été évaluées sur quelques problémes d’interface pour comparer la performance
- de chacune. - |

L’objectif ultime de mes travaux de maitrise était le développement d’une
méthode IIM pdur modéliser l’éc.olﬂement de deux fluides de différentes viscosités
séparés par une membrane élastique. Nous rappelons ici les grandes difficultés
liées & la conception d'une telle'méthode ainsi que. les différentes stratégies q_ué_
nous avons empruntées pour prbgresser vers ce but. | |

- Dans un prem_ier: lieu, nous avons présenté tous les détails techniques concer- .
nant 'implémentation de la méthode IIM pour résoudre un 'probléme d’interface
- elliptique bidimensionnel. L’algorithme que nous “avons développé pour‘ recher-
cher les pdints d’intersection entre les deux maillages .discrets' a été décﬁt et des
suggestions ont .été faites afin d’éviter certaines configurations d’interface problé-

matiques. Pour I’évaluation des termes de correction, des explications détaillées
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ont été fournies pour tous les scénarios possibles. Deux'exempies numéfiqués sont
ensuite venus illustrer la supériorité de la 'fnéthpde ITM pour ce type de probléme
d’interface. _ - _
Ensuite, n01i's avons éttaqué le problémé lié au couplage des -conditions de
saut obtenues & partir des’ equatlons de Navier-Stokes lorsque la v150051te du
fluide est discontinue a travers l'interface. Face'a ce probléme, nous avons opté
pour une nouvelle dérivation des conditions de saut basée sur 'intégration des
équations discrétiséeé. Pour ce faire, I'utilisation d’une méthode de projection
sans-pression a permis un certain découplage des sauts. Dans le cas ot la viscosité
est continue, nous avons démontré que ces sauts approximatifs sont équivalents
aux sauts exacts. La particularité de notre mise en ceuvre de la méthode TIM
~ provient justement de l’utilisation de ces sauts approximatifs lors du calcul des
termes de correction. o | . o
‘ En. dernier lieu, nous avons présenté notre algbrithme nurhérique'pour résoudre
les équations de Navier-Stokes lorsque la viscosité est constante. Le cas test que
nous avons considéré pour tester notre version de la méthode HM est celui d’une
membrane élastique étirée et i_miriérgée dans un fluide visqueux. Pour la version
- stationnaire de ce probléme, .nous avons constaté un certain recul sur Pordre de
convergence prévu pour la solution u™tl et p"t3. Nous avons aussi dbsérvé la
présence d’oscillations dans la solution ¢™*1, phénoméne qui semble s’inteh‘s_iﬁer
lorsque le ratio vAt diminu. Bien que n(_)us' éyons testé différentes stratégies pour
remédier & cette sit_uatibn, aucune alternative viable éliminant cette contrainte n’a
. -été trouvée. Enﬁn, a défaut de pouvoir obtenir une solution IIM stable pour le
:pfobléme instationnaire, nous avons présenté a titre complémentaire des fésﬁltats
obtenus avec la méthode IB. | |
- Nous avons évidemment laissé-plusiéurs questions en suspens. Nous aurions
.d’abord aimé voir si I'utilisation d’un maillage de type MAC dans la discrétisation
des équations peut réduire les oscillations de la solution IIM lorsque le ratio vAt
est petit. D’autre part, comme mentionné & la Section '3.5.1.1, ﬁous avohs négligé

n—1

les irrégularités des champs de vitesse u™ ' et u™ & travers les interfaces I'"~2

et I'""! dans la discrétisation des termes inertiels. Bien que ceci n’aie eu aucune
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influence sur la solution IIM du probléme stationnaife, il ‘serait intéressant de
~ voir si l’ajout' de termes de correction C™ (qui tienneht comptes de ces irrégula-
rités) dans la discrétisation de ’équation (3.5.3) améliore la solution IIM pour le
probléme instationnaire. Une autre avenue 4 explorer pour améliorer la stabilité
de notre élgorithmé est ’utilisation d’u'ne. méthode IIM implicite comme celle
suggérée par Lee et Leveque [16] et Tu et Peskin [20]. Enfin, le probléme clé qui
demeure sans solution concerne le découplage de la condition dé saut approxima-
- tif pour ug, loquue la viscosité est disconfinue.- Une ‘fois découplé, il serait peut

étre possible d’utiliser des schémas d’interpolation pour évaluer les sauts approxi-

inafcifs de ¢™*! 4 partir des sauts de u* et d’obtenir enfin une méthode IIM pour -

équation vier-Stokes avec résen u rce singulié
les équations de Navier-Stokes avec la présence d’une force singuliére lorsque la

viscosité est discontinue.
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Annexe A

DERIVATION DES CONDITIONS DE SAUT

Utilisant le systéme de coordonnées locales (2.2.7), les conditions de saut

(3.2.7)-(3.2.10) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

] = fu ~ o
lpe] = %];t, - | (A.0.2)
[u] =0, | (A.0.3)
[ue] = —%fﬂ'. - (A0.4)

A.l. SAUT DANS LA DERIVEE TANGENTIELLE Uy
-Nous débutons par dériver (A.0.3) le long de la direction téngentielle, ce qui
donne '
d | / | ) ) B . l
2l =[]+ Xl =0 @1y

L’évaluation de ce résultat en (0,0) permet d’obtenir’

] =0, (A1)

ce qui correspond & I'équation (3.2.11).




| Aii
A.2. SAUT DANS LA DERIVEE SECONDE u,,

" Nous calculons maintenant la dérivée seconde %‘ de I’équation (A.0.3), ce qui
donne | . '
d2 : ' . \2 . g
. / n
d_ng[u] = [wy] + 2x[une] + (X)*[utge] + x"[ue] =0 . (A2.1)

L’évaluation de ce résultat en (0, 0) utilisé conjointement avec le saut (A.0.4)

permet, d’obtenir

[wny] = —K[@f] = ;frT, (A2.2)
ce qui correspond & I'équation (3.2.12) '
A.3. SAUT DANS LA DERIVEE SECONDE

Une dérivation du saut (AA'.O.4) le long de la direction tangentielle donne

- d . Lo 1d :
| | .d—n[us] = [une] + X' uee] = =7 _(fTT) - (A.3.1)
L’évaluation de ce résultat en (0, 0) Aper.met d’obtenir
| . 1d
- [une] = —;% (frf-), | - (A.3.2).

ce qui correspond & Péquation (3.2.13).

A.4. SAUT DANS LA DERIVEE SECONDE ug

La condition de saut (3.2.14) nécessite un péu plus de travail. Les relations
(3.2.7)- (3‘."2._8) permett__ent d’abord d’obtenir le saut pour le gradient de pression.

Nous voyons que

[ps] = [pe cos& — pysinf], - ‘ (A.‘4.1) '
) = [pesind + py cos], - (A.42)
et donc que
dfT dfn

(A4.3)

Vo] i= [(e2)] = o + 52,

oil nous avons utilisé le fait que py] = %%.




- A-ii
Or, Pévaluation du saut de l’équatidh (1.2.1) donne
82“ azu 1 | 1 df‘r A dfn -
5]+ 5] o =1 (G 5
ce qui combiné avec (A.2.2) et le fait que %:’i = —Kk7T permet d’obtenir

5 - o] 1(d df. \

ce qui correspond & ’équation (3.2.14).




Annexe B

JUSTIFICATION DE L’HYPOTHESE DE
CONTINUITE

A la Section 3.4, nous avons supposé que le champ de vitesse u™! et ses .
dérivées partielles étaient continues a travers linterface I'"™*!, ce qui a permis
: d’obtenlr la s1mphﬁcat10n des conditions de saut approx1mat1f du Tableau 3.3.
Afin de comprendre le bien-fondé de cette hypothése, nous analysons maintenant
le role des données qui entrent dans le calcul du champ discrét u™*! lors de la

(n + 1)-iéme itération du schéma numérique IIM présenté 4 la Section 3.5.
Au temps "™ = nAi, Palgorithme prend la forme suivante :

— Etape 1 : Evaluer le champ intermédiaire u* A partir de l’équation (3.5.3).
Lors de la résolution de cette équation , les fonctions u™ ! et u™ sont utili-
sées pour évaluer la fonction source G” définie par (3.5.1). La fonction ¢"

3 ‘joue un ,réle dané I’évaluation de la composante tangentielle des conditibns

fro'ntiéres‘ (3.5.5)?de. 'u,’*. .Enfin, la position des’ma,rqueurs la,gra,ng‘iens.X}:
situés sur Pinterface influence aussi la solution u*, car elle permet d’obtenir
Papproximation de la densité de force fg‘ qui est utilisée pour évaluer les

termes de correction C”*.

~ — Etape 2 : Evaluer la fonction approximative ¢™+! a partir de I’équation
(3.5.9). Les données utilisées pour résoudre ce probléme de Poisson sont le

champ intermédiairé u* (déterminé & I'Etape 1) ainsi que la- position des
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“ marqueurs lagrangiens X7 qui-sert a4 I’évaluation des termes de correction
B! et B2
— Etape 3 : Evaluer le champ de \}itess_e u™*! a partir des équations (3.5.6)
et (3.5.7). Toutes les données-précédentes (u™!, u™, ¢*, ¢"*! et X7) inter-
viennent dans cette mise jouf.
— Etape 4 : Calcul de la position des marqueurs lagrangiens X,?H situds sur

l'interface I'*! via I’équation
X = X7+ At uTH(XE) .

Nous remarquons que le champ de vitesse u™t! déterminé 4 I'Etape 3 ne

peut étre influencé que par les données : u™l, ut, @, ¢"t et X7, Ainsi, utt

est calculé sans aucune connaissance & priori.de la position de I'interface I'"t1,

puisque celle-ci n’est calculée qu’a I’Etape 4. Par conséquent, il est raisonable

de supposer que les irrégularités du champ de vitesse u™t! (causées uniquement

" par la présence de la force singuliére F™ qui est évaluée a partir des marqueurs

lagrangiens X}') n’apparaissent que sur 'interface I'".




