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SOMMAIRE

Dans ce mémoire, nous étudions un modeéle mathématique décrivant le com-
portement d’un fluide constitué de deux phases. Ce fluide est un gaz transportant
des gouttelettes en suspension. Pour la phase des gouttes, nous comparons & ’aide
a’algorithmes numériques la formulation lagrangienne avec la formulation eulé-
rienne. Deux cas tests sont considérés : un tube a choc o I’évolution du gaz et
des gouttes est couplée et un tunnel & vent avec une marche sans effet des gouttes
sur le gaz. Notre but principal est d’identifier laquelle des deux formulations méne

aux simulations numériques les plus efficaces.

Mots-clés : analyse numérique, simulation, performance, écoulements a deux phases,

L

gaz, gouttelettes, modéle, lagrangien, eulérien, tube & choc, tunnel a vent.
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SUMMARY

In this Master’s thesis, we study a mathematical model describing the be-
havior of a fluid consisting of two phases. This fluid is a gas with droplets in
suspension. For the droplet phase, we compare the use of numerical algorithms
based, on one hand, on a Lagrangian formulation, on the other hand, on an Eule-
rian formulation. Two numerical experiments are considered : a shock-tube with
full coupling between the gas and the drops and a wind-tunnel with a step with
partial uncoupling between the gas and the drops. Our main objective is to iden-

tify which of the two approaches is computationally mote efficient.

Keys-words : numerical analysis, simulation, performance, two-phase flows, gas,

droplets, models, lagrangian, eulerian, shock-tube, wind-tunnel.
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INTRODUCTION

De janvier & avril 2006, j’ai été accueilli dans la compagnie montréalaise New-
merical Technologies International pour y faire un stage parrainé par le regrou-
pement MITACS (« Mathematics of Information Technology and Complex Sys-
tems »). Les travaux du stage ont inspiré les études présentées dans ce mémoire.

Newmerical se spécialise dans le développement de logiciels pour les simula-
tions hautement performantes en mécanique des fluides pour diverses applications
- industrielles. Mon projet de stage était relié avec ’optimisation d’un programme
servant & prédire ’accumulation du givrage sur les ailes d’avions. Cela est un
probléme extrémemen't important et difficile puisque la glace peut sérieusement,
affecter, entre autres, I'aérodynamisme de 1’avion et compromettre la sécurité et
le confort des passagers. La partie spécifique du probléme, qui m’a été confiée,
concernait le module prédisant la distribution de ’accumulation de gouttelettes
d’eau autour d’une aile. Cette portion du probléme est une étape préliminaire
cruciale dans la prédiction du givrage. |

L’approche la plus répandue est basée sur une formulation lagrangienne, ot des
échantillons de gouttelettes sont suivis individuellement et déplacés par 1’écoule-
ment de I’air. Cette méthode est trés simple a formuler, mais n’est pas trés efficace
du point vue numeérique. Principzﬂement, il faut simuler un trés grand nombre de
gouttelettes pour obtenir des prédictions fiables.

Pour cette raison, Newmerical a opté pour une formulation eulérienne qui
cherche a prédire directement la distribution de la densité des gouttes & un enzlroit
précis. Le modéle se formule a ’aide d’'un ensemble d’équations aux dérivées

partielles menant & des simulations numériques plus efficaces.
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Le but de mon projet était d’étudier plusieurs facons de minimiser le cotlt
computationnel lors du calcul de la distribution des gouttes autour d’une aile dans
des conditions d’écoulement stationnaire. Si nous nous intéressons uniquement &
la solution stationnaire, et non pas aux étapes transitoires pour atteindre cet état,
-cela constitue tout un défi du point de vue des calculs.

Une difficulté rencontrée lors de mon stage était la complexité du code infor-
matique. Etant donné mon manque d’expérience avec ce type de code industriel
et aussi la courte durée du stage, il s’est avéré trés difficile de tester efficacement
les différentes options d’optimisation du calcul stationnaire pour les gouttes qui
avaient été envisagées. C’est en paftie cela qui nous a motivés dans les recherches
qui ont suivi le stage. Nous avons décidé d’étudier un systémé d’équations trés
. similaire & celui de Newmerical, mais sur des problémes beéucoup plus idéalisés,
congus pour cibler 'effort sur ’évaluation du module pour les gouttes.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Le premier explique le modéle mathé-
matique décrivant le phénoméne de éouttelettes en suspension dans un gaz. Nous
présenterons alors la formulation lagrangienne et eulérienne pour les gouttes. De
plus, nous identifierons les difficultés spécifiques aux différentes stratégies.

Le second chapitre consiste en I’étude du modéle dans le cas uni-dimensionnel.
Nous exposerons les algorithmes numériques pour résoudre les équations. Par -
la suite, nous décrirons I'expérience du tube a choc couplé gaz-gouttes et les
conclusions que nous avons tirées de cette expérience. Nous comparerons aussi, sur
ce tube a choc, les performances d’'une méthode lagrangienne avec une méthode
eulérienne.

Le troisiéme chapitre s’attaque au cas bi-dimensionnel. Nous décrirons d’abord
la généralisation des algorithmes numériques dans cette géométrie. Le cas test de
référence est une configuration de tunnel & vent avec une marche. La conﬁgufation
choisie méne a une solution stationnaire trés pertinente pour le type d’applications
industrielles envisagées. Nous comparerons a nouveau ’approche lagrangienne et
eulérienne pour les gouttes. Nous aborderons la question importante de savoir
dans quelle mesure, il est raisonnable de négliger 'effet des gouttelettes sur la dy-

namique du gaz. Pour optimiser ’approche eulérienne, afin d’obtenir la solution
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stationnaire des gouttes avec le moins d’itérations possible, le choix des condi-
tions initiales est important et nous examinerons différents choix. Nous traiterons
aussi d’'une méthode d’accélération de convergence vers I’état stationnaire. Pour
finir, nous comparerons les performances de nos codes optimisés dans les deux

formulations, lagrangienne et eulérienne.



NOMENCLATURE

Densité microscopique du gaz
Densité microscopique des gouttes
Fraction de volume du gaz
Fraction de volume des gouttes, ¥, + d4 =1
Vitesse horizontale du gaz
Vitesse horizontale des gouttes
Vitesse.verticalé du gaz
Vitesse verticale des gouttes
Energie spécifique totale pour le gaz
Energie spécifique totale pour les gouttes
Température du gaz
Températﬁre des gouttes
Pression du gaz
Coefficient de transfert de quantité de mouvement
Coeflicient de transfert de quantité de chaleur
Densité macroscopique du gaz
Densité macroscopique des gouttes
Energie totale par volume pour le gaz
Energie totale par volume pour les gouttés
Pression macroscopique du gaz
Energie spécifique interne pour le gaz
Energie spécifique interne pour les gouttes

Chaleur spécifique du gaz a volume constant




Chaleur spécifique des gouttes & volume constant,
Chaleur spécifique des gouttes & pression constante
Rapport de chaleur spécifique du gaz
Diameétre d’une gouttelette
Coeflicient de trainée
Nombre de Reynolds
Viscosité dynamique du gaz
Conductivité thermale du gaz
Nombre de Nusselt -
Nombre de Prandtl
Coefficient de transfert de quantité de mouvement dans la formulation lagrangienne
Coefficient de transfert de quantité de chaleur dans la formulation lagrangienne
Position horizontale d'une gouttelette ou position horizontale sur le domaine
Position verticale d’une gouttelette ou position verticale sur le domaine
(2,9) € { ]~ 00,00 x ]~ 00,00 }
? quantité de référence
Nombre de courant
Dérivée totale
Dérivée partielle
Joule
Kilogramme
Kelvin
Métre
Newton
Watt
Seconde
Variation en x

Variation en y

TAB. 0.1: Nomenclature utilisée dans ce mémoire




Chapitre 1

MODELISATION

Ce chapitre a pour but de présenter le modéle et les différentes stratégies

utilisées tout au long de cette recherche.

1.1. DESCRIPTION ET HYPOTHESES

Le modéle mathématique décrit le comportement d’un fluide constitué de deux
phases. La premiére phase est un gaz et la deuxiéme est composée de particules en
suspension. Ces particules pourraient tout aussi bien étre des gouttelettes liquides
que des grains de poussiére.

La recherche présentée dans ce mémoire s’appuie principalement sur les tra-
vaux de Pelanti et LeVesque [1] et de Saito [2]. Nous conservons la notation qui
est employée dans [1]. Les hypothéses suivantes sont utilisées pour aboutir & un
modéle simple [2] :

(1) Le gaz obéit & la loi des gaz parfaits ;

(2) les particules ne peuvent pas entrer en collision et par conséquent, elles

ne contribuent pas a la pression;
(3) toutes les particules sont identiques, sphériques et avec un diamétre constant ;
(4) les particules sont inertes (notamment, pas d’évaporation et pas de défor- .
mation) ; |
(5) la force de gravité est négligeable;

(6) le volume occupé par les particules est négligeable par rapport a celui du

gaz;
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(7) les seules interactions envisagées entre le gaz et les particules sont le trans-

fert de quantité de mouvement et de chaleur.

Sans perte de généralité, nous décrivons les modéles uniquement dans le cas
bi-dimensionnel, la généralisation au cas tri-dimensionnel est immédiate. De plus,
sauf quand cela est indiqué, nous supposons que la présence des gouttes n’influence
pas la dynamique du gaz. '

En ce qui concerne la phase des gouttes, nous pouvons envisager soit une
formulation lagrangienne, soit une formulation eulérienne. Dans une formulation
lagrangienne, la phase des gouttes est modélisée en suivant individuellement 1’évo-
lution d’un nombre statistiquement significatif de gouttelettes. Par contre, dans
la formulation eulérienne, la phase des gouttes est caractérisée directement via
les quantités moyennes locales, telles que la densité ou la vitesse moyenne des
gouttes & un endroit et & un moment donné. Nous donnons maintenant plus de

détails sur ces deux formulations.

1.2. FORMULATION LAGRANGIENNE POUR LES GOUTTES

Dans cette formulation, une gouttelette est considérée comme une masse ponc-
tuelle décrite entiérement par sa position, son champ de vitesse et sa tempéra-
ture. L’évolution de ces quantités associées & une gouttelette est décrite par un
systéme de cin'q équations différentielles ordinaires (EDO). Les deux premiéres
équations (Eq. 1.2.1 et 1.2.2) décrivent I’évolution de la position (z,%) de la gout-
telette en fonction de son vecteur vitesse (ug,vq)- Leé deux équations suivantes
(BEq. 1.2.3 et 1.2.4) décrivent le transfert de quantité de mouvement entre le gaz
et la goutteletté. La derniére équatibn (Eq. 1.2.5) décrit I’évolution de la tempé-
rature de la gouttelette 7;; due au transfert de quantité de chaleur. Les mémes
équations lagrangiennes sont présentées par [6], hormis le fait que nous négligeons

ici la gravité et que nous ajoutons le transfert de quantité de chaleur [1].



Le systéme & résoudre pour chaque gouttelette est donc le suivant :

%w ., (1.21)
%y _ - (12:2)
%ud = D(ug(z,y,1) — ua) (1:2:3)
%Ud = D(vg(x,y,t) —va). (12.4)
%Td = Q(Tg(m,y,t)—Td) (125)

oll ug, v, et T, sont respectivement le champ de vitesse et la température du gaz
au temps ¢ et en la position (z,y) de la gouttelette. Nous supposons, pour le
moment, que la vitesse du gaz et sa température sont connues. D représente le
coefficient de transfert de quantité de mouvement et Q le coefficient de transfert
de quantité de chaleur. Ces coefficients sont modélisés par les relations suivantes :

3Cdp\/ - ud 24+ (Ug'— Ud)2
4dpy

D =

Ici, d est le diamétre d’une gouttelette, p la densité macroscopique du gaz & la
position de la gouttelette, p; la densité microscopique de la gouttelette et Cy le

coefficient de trainée :

» { %(1 + 0.15Re%€87)  si Re<1000
d =
0.44 si Re>1000

avec le nombre de Reynolds Re donné par :

Re — pdr/(ug — ug)? + (vy — vg)?
L

ou u est la viscosité dynamique du gaz. Le coefficient de transfert de quantité de
chaleur @ est donné par :
Nu 6k, |

CydPad?

avec k4 la conductivité thermale du gaz, c,q la chaleur spécifique & volume constant

de la gouttelette et Nu le nombre de Nusselt :

Nu =2+ 0.65 Rez Prs
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ou le nombre de Prandtl est defini par :

PrM

kg
avec ¢, la chaleur spécifique & pression constante du gaz. La gouttelette est in-
compressible et par conséquent, py est constant. De plus, & moins d’avis contraire,
Kg, Cpg) cud,‘ d et p sont considérés constants.

Etant donné les conditions initiales d’une gouttelette, la solution exacte du
systéme d’équation.s (Eq. 1.2.1 4 1.2.5) est alors une courbe dans I’espace & cinq
dimensions ot [z(t), y(t), ua(t), va(t), T4(t)] représentent la position, le vecteur vi-
tesse et la température de la gouttelette en fonction du temps t.‘ La solution
exacte du systéme n’est pas connue et nous dévons faire appel & des méthodes
numériques. Bien résoudre ces équations est un défi numérique, puisque générale-
ment, la solution de ce systéme est raide. De plus, les fonctions D et Q sont trés
non-linéaires.

Dans la formulation lagrangienne, chaque gouttelette est ainsi modeélisée par
un tel systéme d’équations différentielles ordinaires. Cela pose un autre pro-
bléme numérique, car pour bien modéliser la dynamique collective de la phase
des gouttes, il faut simuler un trés grand nombre de gouttelettes (jusqu’a plu--
sieurs millions!) et cela est trés cofiteux sur le plan computationnel. Le cofit
associé a une méthode lagrangienne peut devenir trés grand et c’est pour cela
que certaines compagnies comme Newmerical optent plutét pour une approche
eulérienne afin de modéliser les gouttes. C’est dans cette optique que nous intro-

duisons la formulation eulérienne pour les gouttes.

1.3. FORMULATION EULERIENNE POUR LES GOUTTES

Dans cette approche, la phase des gouttes est mpdélisée directement comme un
continuum. La description consiste alors & donner & chaque instant t, et & chaque
emplacement du domaine (z,y) la fraction volumique moyenne de gouttelettes,
leur vitesse moyenne et leur température moyenne.

Les symboles introduits pour la formulation lagrangienne seront utilisés &
nouveau pour la formulation eulérienne. Par contre, cette fois-ci, (x,y) représente

une position fixe a I'intérieur du domaine et non plus la position d’une gouttelette.
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De plus, au lieu que les quantités (ex. uy et ugq) feprésentent une quantité propre
4 une gouftelette ou sa position, cela représentera une moyenne locale de cette
quantité en fonction de la position (z,y) du domaine.

Pour mieux comprendre la relatioﬁ entre la vision lagrangienne et la vision eu-
lérienne d’un écoulement, placons-nous dans le cas d’un écoulement stationnaire.
Pour bien définir la vision eulérienne, il faut déterminer 94 la fraction de volume,
ug la vitesse horizontale, vy la vitesse verticale et Ty la température en tout point
(z,y) du domaine & partir des positions des gouttelettes, de leur vitesse et de

leur température. Cela n’est pas une tache simple. Intuitivement, la fraction de

Tyoutte .

o o Ainsi, Tgouue est la quantité

volume en (z,y) peut étre vue comme T
de temps total ou il y a une gouttelette en (z,y) et Thgoutte €st la quantité de
temps total ot il n'y a pas de gouttelette en (z,y) une fois 1'état stafcionnaire
atteint. D’un point de vue similaire, cela revient & dire que la fraction de volume
est en quelque sorte la probabilité qu’il y ait une gouttelette en (z,y). Pour définir
la vitesse horizontale eulérienne, il faut prendre la vitesse rhoyenne de la vitesse
des gouttelettes i)assant en (z,y) durant la période de temps Tyoyste- 11 en est de
méme pour la vitesse verticale eulérienne et la température eulérienﬁe.

‘Sous des hypothéses appropriées, une démarche classique permet de passer de
la formulation lagrangienne & la formulation eulérienne. Cela conduit alors & un
systéme de lois de conservation. En deux dimensions, le systéme des gouttes est
composé de quatre équations [1]. La premiére est une équation de conservation
de la masse (Eq. 1.3.1). Les deux suivantes sont des équations de conservation
de la quantité de mouvement (Eq. 1.3.2 et Eq. 1.3.3). Enfin, la derniére est une
équation de conservation de I’énergie (Eq. 1.3.4). Ces équations sont aussi munies
de termes sources modélisant ie transfert de quantité de mouvement et de chaleur
du gaz vers les gouttes.

Tel que défini dans [1], pg est la densité microscopique des gouttes; 94 la
fraction de volume; ug4 la vitesse horizontale; vy la vitesse verticale; e; I'énergie

spécifique totale ; T la température et finalement, D et @ les fonctions exprimant
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le transfert de quantité de mouvement et de chaleur. Le systéme conservatif bi-

dimensionnel d’équations des gouttes [1] correspondant a ce formalisme est donc :

a 3} 3} '
1 Vapa) + 5-(Dapata) + @(%ﬂdvd) = 0 (1.3.1)
3} o 2 73
%(ﬂdljdud) + &(ﬂdpdud) + Fy(ﬂdpduﬂ)d) = D(ug — ud) (1.3.2)
a 0 ' a 9
a(ﬂdpdvd) + %(ﬂdpdudvd) + a—y(ﬂdpdvd) = D(vg —vg) (1.3.3)
a o a .
E(ﬁdpded) + 52 (ﬂdpdedug) -+ a—y(ﬁdpdedvd) (1.3:4)

= D(ug —ug)ug+ D(vg —vq)vg + Q(T, — Ty)

L’énergie spécifique totale e, est la somme de I’énergie spécifique interne ¢y et de

I’énergie cinétique :
_ Lo,
eq = i(ud—kvd)—ked

Ensuite, ’énergie spécifique interne dépend de la chaleur spécifique & volume

constant c,q des gouttes :

€ = Cudlyg
D et () sont donnés par :

D = gD

Q = P

avec la notation p = Jyp, et § = ¥4p4 pour respectivement la densité macro-
scopique du gaz et celle des gouttes. Le reste des relations est identique & la

formulation lagrangienne.
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1.4. FORMULATION EULERIENNE POUR LE GAZ

Dans cette recherche, la phase du gaz est représentée par les équations com-
pressibles d’Euler. Tel que défini dans [1], nous notons p, la densité microscopique
du gaz; ¥, la fraction de volume; e, ’énergie spécifique totale; T, la tempéra-
ture; p, la pression microscopique du gaz. Le systéme conservatif d’équations

bi-dimensionnelles pour la phase du gaz est :

0 0 0

&(ﬁgpg) + %(ﬁgpgug) + %(ﬁgpg”g) =0 (1.4.1)
0 0 0
a_t(ﬁgpgug) + %(ﬁgpgug +9gpg) + a_y(ﬁgpgug”g) =0 (1.4.2)
0 0 0 .
a_t(ﬁgpg”g) + %(7-9 PgliqUq) + a—y(ﬁgpgvg + ¥gpg) = 0 (1.4.3)

o, . 9 9
a_t(ﬁgpgeg) + %((ﬁgpgeg + Dgpg)ug) + a_y(wgpgeg + Pgpg)vg) =0 (1.4.4)

Comme pour les gouttes, I'énergie spécifique totale e, est la somme de 1’énergie

spécifique interne €, et de ’énergie cinétique :
p g

1
€g = 5(1&3 + US) + €&

L’énergie spécifique interne dépend elle-méme de la chaleur spécifique & volume

constant ¢,y du gaz :

1.5. NOTATIONS VECTORIELLES

Tous ces systémes peuvent étre réécrits sous une forme plus simple en intro-
duisant de nouveaux symboles et des notations vectorielles. Tout d’abord, intro-
duisons les symboles suivants : F' = d4p4e, et 2 = Ygpqe4 les énergies totales par

volume et p = ¥,p, la pression macroscopique du gaz. De plus, spécifions que

p B
— Pug — Puq q_g)
4 = y 4d = et ¢ = N
PUg : Bug ’ qd
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Alors, les équations lagrangiennes des gouttes (Eq. 1.2.1 4 1.2.5) peuvent se récrire

comme
d_, _ ﬁ’ —_ —— c
=3 = EE3E) (15.1)
avec
F ] y .
Y Ud
— T -
s = Ug et h(S,qg(S>>= D(ug—ud>
Vd D(vg — va)
| 1a | | T, —T4) |
Le systéme eulérien des gouttes se réécrit comme
0 — 0 — — 0 — =y - _, r
EEQd‘l‘a—xfd( d>+a_ygd( d) =%a(q) (1.5.2)
avec
[ ,Bu(i ] I ,B’Ud |
- JB’UQ ﬁudfud
fa(gd) = T ga(@) = | et
Buqvg B2
| Qug L Qug |
- . .
— D(ug — uq)
va(q) = !
D(v, — vy)
| D(ug — ua)ug + D(vg ~ va)va + Q(T, — T4) |
Les équations compressibles d'Euler se réécrivent comme
a7 . = =0 1.5.
ath + agij(Qg).‘l‘ aygg(CIg) (1.5.3)
avec
Plg PYyg
2 .
— pus +p puUGy
na=| " Jeag@=| "
Pudlq pYg +p
| (B +p)yy | | (E+p)y, |
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1.6. DIFFERENTES STRATEGIES

A partir des différentes formulations présentées, nous pouvons formuler diffé-

rentes stratégies de simulation.

e Stratégie 1 :

— approche eulérienne pour le gaz;

— approche lagrangienne pour les gouttes;

— nous négligeons l'effet des gouttes sur le gaz.
[’avantage de cette stratégie est que la solution pour le gaz est complétement
découplée de celle des gouttes. Nous pouvons donc résoudre une fois pour toutes
les équations pour le gaz. Le défi est alors de trouver une fagon efficace de ré-
soudre les équations pour les gouttes, pour un nombre suffisamment grand de

goutteleﬁtes afin d’obtenir des moyennes locales précises.

e Stratégie 2 : Idem que la stratégie 1, mais nous incluons cette fois 'effet des
gouttelettes sur le gaz. La solution pour le gaz n’est maintenant plus découplée.
Il s’agit maintenant d’un systéme couplé avec un trés grand nombre d’équations

(Eq. 1.2.1 4 1.2.5), ceci répresente un trés grand défi numérique. En notant,

- - e . , .
Ye(q) = —v4(7q ), alors le gaz est modélisé par le systéme d’équations :
0 0 — 0 —
5T+ 3 bo(@) + 5 B(®) = D(T) (161)

e Stratégie 3 :

— approche eulérienne pour le gaz;

— approche eulérienne pour les gouttes;

— nous négligeons 'effet des gouttes sur le gaz.
Une question fondamentale liée & cette approche est que le systéme ainsi formulé
n’est pas bien posé [12]. Ce sujet dépasse I'envergure de ce mémoire. Par contre,
nous vérifierons 'impact de la solution calculée de I’inclusion ou non de I'effet des

gouttes sur le gaz.
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e Stratégie 4 : Cette stratégie est identique a la stratégie 3, sauf que cette fois,

nous incluons I'effet des gouttes sur le gaz comme dans la stratégie 2.

Dans les chapitres suivants, nous allons comparer en détails ces différentes straté-
gies, en particulier- avec ’objectif d’identifier la meilleure approche pour un calcul

efficace de la solution dans le cas stationnaire.



Chapitre 2

CAS UNI-DIMENSIONNEL

2.1. FORMULATION SPECIALISEE AU CAS UNI-DIMENSIONNEL

Le but de ce chapitre est d’explorer le cas uni-dimensionnel afin de tester et de
valider les algorithmes. Pour obtenir les systémes d’équations uni-dimensionnels,
il suffit d’annuler la quantité de mouvement dans la direction y. Dans ce chapitre,

nous incluerons toujours I'influence des gouttes sur la dynamique du gaz.

2.2. ALGORITHMES NUMERIQUES POUR LA FORMULATION EULE-

RIENNE

Le but de cette section est de présenter les procédures utilisées pour résoudre
les‘équations eulériennes uni-dimensionnelles. Pour une approche eulérienne, telle
que définie dans le chapitre précédent, nous utiliserons la stratégie 4. Les équations

4 résoudre sont donc :

0 d
T %(pug) =0
d a, 4
a(ﬂug) + %(Pug +p) = —D(ug—uq)
d d

2B+ 5 (B+puy) = —Dlug = uaua = Q(T, = To)
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0 0
ETa %(5%{) = 0 |
0 0 o
a(ﬁud) + g(ﬂufi) = D(ug — ug)
%Q + %(ng) : D(ug — Ug)Ug + Q(Tg - Ty)

Tel quel, ce systéme d’équations est trés difficile a résoudre numériquement. Il est
possible d’approcher ce systéme en utilisant une intégration pér séparation des

opérateurs. Cette stratégie pour résoudre les équations est utilisée par [1] et [2].

2.2.1. Intégration temporelle par séparation des opérateurs

En suivant la stratégie d’intégration temporelle par séparation des opérateurs,
les équations sont résolues en trois grandeé étapes. La premiére étape est de
résoudre les équations compressibles d’Euler, la seconde étape est de résoudre
les équations eulériennes des gouttes sans termes sources et la derniére étape est
de résoudre les équations avec termes sources. Voici la procédure temporelle a

suivre : soit la solution ™ = [p", (puy)™, E™, 8", (Bug)™, QT au temps ™.

(1) Etant donné g;" = [p", (pu,)", E™]7, résoudre sur un intervalle de temps At

les équations compressibles d’Euler

8 0

5Pt g = 0 (2.2.1)
5, 8 B
57 Pue) + 5 (pug+p) = 0 (2.2.2.')
QE+3((E+ Jug) = 0 (2.2.3)
ot~ " Bz Pitg) = o

et obtenir g;* & g, (" + At) (voir la section 2.2.2).

(2) Etant donné g™ = [3", (ﬁu;t)", ™7, résoudre sur un intervalle de temps

At le systéme eulérien des gouttes

0 0
5Pt g, 0u) = 0 (2.2.4)
0 0
5 (Fua) + =-(0ug) = 0 (2.2.5)
0 0
it g (g = 0 (2.2.6)

et obtenir gz* & g7 (t" + At) (voir la section 2.2.3).
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(3) Etant donné g, résoudre sur un intervalle de temps At le systéme avec

termes sources

8

a(puﬂ = —D(uy — .ud) | (2.2.7)
8
atE = —D(uy — ug)uq = Q(Ty — To) (2.2.8)

52(5“‘” = D(ug —ud) (2.2.9)
th = D(ug — ugjug + Q(T; — To) (2.2.10)

—n+l _ [_’n+l _’n+l]

» 4d (voir la section 2.2.4).

et obtenlr q

2.2.2. Equations compressibles d’Euler

Les équations compressibles d’Euler sans termes sources (Eq. 2.2.1 4 2.2.3)
sont résolues avec le code CLAWPACK [7]. Ce solveur est d’ordre 2 en espace
et en temps en l'absence de chocs ou d’autres discontinuités. Le code utilise le
solveur approximatif de Roe pour résoudre les problémes de Riemann aux inter-
faces des cellules. De plus, une correction d’ordre supérieur est mise en oeuvre
avec le limiteur de pente de type « limiteur monotone avec différence centrée »

(MC limiter).
2.2.3. Equations eulériennes des gouttes |

L’algorithme numeérique pour résoudre les équations eulériennes des gouttes
sans termes sources (Eq. 2.2.4 4 2.2.6) est de type volume fini et est présenté dans
Particle [5]. Une correction d’ordre supérieur est effectuée a ’aide du limiteur de
pente « minmod ».

Le systéme (Eq. 2.2.4 & 2.2.6) n’est pas hyperbolique, car la matrice Jaco-
bienne n’est pas diagonalisable. En effet, en une dimension, le systéme se réécrit

sous la forme conservative

— 0 — —
U O_F(U>_

Q)lQ_)



avec P=f,Q=fuget R=9Q, U = (P,Q,R)T et ?(ﬁ) =(Q,<% AT Dans

ce cas, la matrice Jacobienne est

0 1 0

A
U)=1-% 22 0
_BEQ R Q
p? P P

et ses trois valeurs propres sont A;g3 = % = ug4. De plus, 'ensemble des vec-
teurs propres associés est v; = (0,0,1) et v; = (1,%,0) = (1,ud,0).'Puisqu’il
n’y a que deux vecteurs propres, le systéme n’est pas diagonalisable et par consé-
quent, il n’est pas hyperbolique. Cela est di au fait qu’il n’y a pas de pression
dans les équations de ce systeme. Pour résoudre ce systéme d’équations, la théorie
habituelle sur les lois de conservations hyperboliques ne s’applique alors pas néces-
sairement. Une théorie a été développée dans [5]. Il faut remarquer que les ondes
de ce systéme se déplacent avec la vitesse ug4, car chacune des valeurs propres est
égale a ug. Il n’y a pas ’équivalent de la vitesse du son comme dans les équétions
compressibles d’Euler. Nous pouvons donc nous attendre a une condition CFL
pour le pas de temps similaire & At < Iﬁ—:l au lieu d’une relation de la forme
At < m pour les équations compressibles d’Euler ol ¢ est la vitesse
du son.

Etant donné que le systéme n’est pas un systéme hyperbolique classique, nous
avons programmé nous méme les algorithmes de [5|. Nous présentons ici les résul-
tats du probléme test de l'article [5] Nous avons utilisé 200 cellules et un nombre

CFL=0.9. L’expérience consiste & résoudre les équations suivantes sur la droite

z € [-3,6]:

5} 0
aﬁ + %(ﬁud) =0 (2211)
0 5} 9 .
a(ﬁud) + %(ﬂud) = 0 (2.2.12)
avec les conditions initiales suivantes :
2, si-2<x<-1 1, si-2<x<-1
Plz,-1)=<¢ 1, sil<x<d ug(z,—1)=<¢ —1, sil<x<5

0, sinon 0, sinon
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Les graphiques de la solution sont présentés a la figure 2.1. La solution peut
étre vue comme la collision de deux nuages de gouttelettes. Les nuages s’agrégent
alors en un point de singularité de masse et de quantité de mouvement. Une
fois que les nuages sont combinés, le point de singularité continué son chemin
vers la gauche. Ce type de formation est une onde delta, typique des équations
sans pression. Nous ne discuterons pas plus en détail des particularités de ces
équations, plus d’informations & ce sujet sont données dans ’article [5]. L’accord

qualitatif avec les résultats de [5] est trés satisfaisant.

2.2.4. Termes sources

Pour résoudre les équations avec termes sources (Eq. 2.2.7 a 2.2.10), nous
avons utilisé une méthode explicite de Runge-Kutta d’ordre 2. Cet algorithme
a été choisi afin d’tre cohérent avec l'ordre deux du solveur CLAWPACK. Les
méthodes d’Euler avant et de Runge-Kutta d’ordre 4 oﬁt aussi été testées et
donnent sensiblement les mémes résultats que Runge-Kutta d’ordre 2. Les mémes
conclusions ont été obtenues par [2].

En se rappellant la notation vectorielle du chapitre 1, le systéme (Eq. 2.2.7 4 2.2.10)
se simplifie &

—

%7 - D@ (2.2.13)

et 'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 devient :

o= 9(7")

T = E’*—I—%(At)kl
ks = (T

T = T4+ (At ky

2.3. ALGORITHMES NUMERIQUES POUR LA FORMULATION LAGRAN-

GIENNE

Pour I'approche lagrangienne, tel que défini dans le chapitre précédent, nous

utiliserons la stratégie 2. Les équations & résoudre sont (Eq. 2.2.1 & 2.2.3) couplées
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avec un trés grand nombre de systémes de la forme

d

T = w (2.3.1)
Sus = Dluy(z,6) — ) (23.2)
STy = Qyfa,0) ~ T (2:3.3)

avec un tel systéme pour chaque gouttelette simulée.

2.3.1. Intégration temporelle par séparation des opérateurs

Comme dans I’approche eulérienne, la stratégie est aussi de résoudre les équa-
tions en trois grandes étapes & I’aide de 'intégration te-mporelle par séparation
des opérateurs. La premiére étape est de résoudre les équations compressibles
d’Euler sans termes sources. La deuxiéme étape est de résoudre les équations du
gaz avec termes sources. La troisiéme étape est de résoudre les équations différen--
tielles pour chacune des gouttelettes. Soit la solution g™ et 5" = [i",ug,T;]T

au temps t".

(1) Etant donné g, ", résoudre les équations compressibles d’Euler (Eq. 2.2.1 42.2.3)

sur un intervalle de temps At et obtenir g,* (voir la section 2.3.2).

(2) Etant donné g,* et g4", résoudre les termes sources du gaz

%(pug) — _D(uy - ua) (2.3.4)
%E = —D(ug — ug)ug — QT, — Ty) (2.3.5)

et obtenir g,"*! (voir la section 2.3.3).

3) Obtenir une approximation de q_)"+% décrit a la section 2.3.4.1) et avec
9
5™, résoudre les systémes (Eq. 2.3.1 4 2.3.3) pour chacune des gouttelettes

L=
et obtenir §™*!

(voir la section 2.3.4).

© 2.3.2. Equations compressibles d’Euler

La résolution des équations compressibles d’Euler est effectuée de la méme

maniére que dans la section eulérienne 2.2.
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2.3.3. Termes sources

L’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 est presque identique & celui dans la

section eulérienne 2.2. Le voici :

%= @ mn
Ty o= G anT
Ty = Y@ T
T = g+ (AN E,

2.3.4. Equations lagrangiennes des gouttelettes

Les solveurs Euler avant, Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge;Kutta d’ordre 4
ont été testés pour résoudre les équations lagrangiennes pour les gouttes et il -
n’y a pas vraiment de différences significatives dans les résultats obtenus avec
ces solveurs. Encore une fois, pour &tre cohérent avec I'ordre 2 de CLAWPACK,
c’est 'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 qui a été utilisé. En se rappellant la
notation vectorielle du chapitre 1, le systéme (Eq. 2.3.14 2.3.3) se simplifie &

d_, o = :
I3 - REEEN (236

et I’algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 devient :

k1 o= R(EGMHEY)
5 = ?”+%(At>?l
Fo = R EH(E)
T o= T4 (AN,

2.3.4.1. Interpolation de la solution du gaz a la position de la gouttelette

Afin de résoudre les équations lagrangiennes d’une gouttelette et pour avancer
les gouttelettes de ™ & "1, la solution du gaz doit étre connue & la position de

la gouttelette. Dans le cas uni-dimensionnel, g;™+z = L@+ ;™) et g3 ()



F1G. 2.2. Reconstruction linéaire avec limiteur.
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est obtenu par interpolation linéaire dans chacune des cellules et les droites re-

construites sont limitées avec le limiteur de pente « minmod », tel que défini

dans [11]. Soit zp. la position de la gouttelette, soit N le nombre de cellules et

le maillage correspondant zi, ... , zj, Tj41, ... , Ty Ol T; est la valeur x au centre

de la cellule j. Etant donné k, I'indice de la cellule ot se trouve la gouttelette,

des limiteurs de pente sont utilisés dans cette cellule afin d’obtenir les quantités

relatives au gaz a la position ..+ de la gouttelette. Soit 7g’k la valeur de ?g

dans la cellule &, alors la pente de la droite dans la cellule k£ est donnée par

— — — —
qggk— qggk-1 qgk+1— ¢ g,k)

Az ’ Az

— .
or = minmod(

a, siab>0 et |a|<|b]
avec minmod(a,b) = < b, siab>0 et |a| > |b]

0, sinon

Donc, la solution du gaz a la position de la gouttelette est interpolée suivant :

?g(xpart) = ?g,k + E)lc(:[:part - :Ck)



26

et la figure 2.2 illustre la reconstruction linéaire.

= n+l

Autre remarque, & Paide de s +1

, nous obtenons g3"*! selon la procédure
suivante. Tout dépendamment du nombre de gouttelettes par cellule, chaque
gouttelette a un poids w; tel que B3, initialement dans une cellule, est égale &
la somme des w; de la cellule. Par la suite, les gouttelettes se déplacent et 5 dans
une cellule est égal & la somme des w; de la cellule correspondante. Pour ce qui
est de la vitesse eulérienne uy et la température eulérienne Ty, elles sont prises

comme la moyenne des vitesses lagrangiennes et des températures lagrangiennes

des gouttelettes situées dans les cellules concernées.

2.4. CAS TEST : LE TUBE A CHOC

2.4.1. Description de 1’expérience

Le tube & choc est I'expérience qui nous permet de valider les algorithmes.
Nous avons refait, 1'expérience de [1] et [2]. Il s’agit d’une ligne droite de 100
unités de longueur de référence avec un diaphragme en x=40. Il y a une zone de
haute pression du c6té gauche et de pression ambiante du c6té droit.

Les conditions initiales & gauche et & droite du diaphragme sont présentées
dans le tableau 2.1. La configuration initiale du tube a choc est présentée dans la |

figure 2.3.

e |p J5) Ug | ug | Ty | Ty
Gauche | 10110 (0.0001 |0 |0 |1 |1
Droite |1 |1 |1 0 (0 |1 |1

TaB. 2.1. Conditions initales pour ’expérience du tube & choc.

De plus, pour cette expérience particuliére, quelques paramétres sont définis
différemment comparé a ce qui avait été présenté dans le chapitre précédent. Dans
le cas présent, la viscosité dynamique du gaz dépend de la température du gaz :

T,
=1.71 x 1073(=L)0-77
. < 107(75)
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FiG. 2.3. Configuration initiale pour le tube a choc.

Pref =1

Pref =1

Uref = \/g =1
lreg = 33’%%

lref = i:—‘i?

v = g’f;i = ;Cﬁ =14
Cyg = ﬁ

Cvd = 7
Pr=20.75

d = 0.00001

TAB. 2.2. Parameétres de référence pour I'expérience du tube a choc.
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le coefficient de trainée est donné par :
Cy = 0.46 4 28 Re™98°

la conductivité thermale du gaz est donné par :

_ Cpgt

K
g Pr

et le nombre de Prandtl est considéré constant.

2.4.2. Solution de ’expérience

Sous les conditions initales prescrites et dans le cas ot il n’y a pas de gouttes,
la solution du gaz pur, une fois le diaphragme enlevé, correspond alors au mou-
vement de trois ondes. Il v a une raréfaction, une discontinuité de contact et un
choc. La raréfaction se dirige vers la gauche tandis que le choc et la discontinuité
de contact se dirigent vers la droite. Précisons que le choc précéde la discontinuité
de contact. La solution est bien connue et est déduite d’un probléme de Riemann.
Si des gouttes sont ajoutées au coté droit du tube, alors le gaz est affecté par la
présence de celles-ci. Nous remarquons que le gaz est alors ralenti par la présence
des gouttes. Par conséquent, il y a une compression supplémentaire derriére le
choc et la pression est alors plus grande que lorsque le gaz est pur [2|. Puisque la
pression est plus grande, la température dans la zone de raréfaction ne diminue
pas autant [2]. Avec le temps, un équilibre est atteint et un profil « self-similar »
en temps se dessine pour le choc et la discontinuité de contact.

Les résultats, que nous avons obtenus, concordent bien avec ceux de [1] et [2].
Pour I'approche eulérienne, les solutions (figures 2.4, 2.5 et 2.6) sont obtenues avec
un CFL=0.9, 1000 cellules et le limiteur de pente « minmod » pour la correction
haute résolution. Ces solutions correspondent & différents moments une fois le
diaphragme enlevé.

Les résultats (figures 2.7, 2.8 et 2.9) obtenus avec ’approche lagrangienne sont
trés semblables a celle eulérienne et concordent aussi avec ceux de [1] et [2]. Les
solutions sont aussi obtenues avec un CFL=0.9, 1000 cellules et le limiteur de
pente « minmod » poﬁr la correction haute résolution. Le pas de temps utilisé

pour les gouttelettes est le méme que le pas de temps utilisé dans la génération de
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la solution du gaz. Il n’y a pas de probléme de stabilité avec ce pas de temps: De
plus, dans cette approche, il n’y pas de gouttelettes initialement du coté gauche
du diaphragme, et ce, pour des questions de simplification. De plué, initialement,
les gouttelettes sont distribuées dé maniére équidistante dans une cellule. Il y a au
départ, approximativement 333 gouttelettes par ceilule et la solution des gouttes
est trés semblable s’il y a plus de gouttelettes. Dans cette expérience, lorsqu’il n’y
a plus de gouttelettes dans une cellule, la vitesse et la température des gouttes

sont écrasées par la vitesse et la température du gaz.
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F1G. 2.4. Solution du tube & choc au temps t=>5 avec I’approche

eulérienne.

2.4.3. Ordre de convergence
2.4.3.1. Ordre de convergence de l’approche eulérienne

Nous montrons l'ordre de convergence de I’approche eulérienne en t=30 dans le
tableau 2.3. La solution numérique de référence a été obtenue avec un CFL=0.028125

et 8000 cellules.
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Fi1G. 2.9. Solution du tube & choc au temps t=30 avec ’approche

lagrangienne.

2.4.3.2. Ordre de convergence de l’approche lagrangienne

Nous remarquons que lorsque nous doublons le nombre de gouttelettes en
gardant les autres paramétres fixes, alors ’erreur est approximativement divisée
par deux par rapport & une solution de référence qui a initialement beaucoup de
gouttelettes (=68267 gouttelettes par cellule). Le tableau 2.4 représente I’erreur
en norme 1, en t=30, correspondant & chacune des inconnues. La simulation est
faite avec un CFL=0.9 et 1000 cellules. La premiére ligne correspond approxima-
tivement a 17 gouttelettes par cellule et nous doublons le nombre de gouttelettes
a la ligne suivante jusqu’a la derniére ligne (correspondant & 267 gouttelettes par
cellule).

Dans le tableau 2.5, nous montrons, l'ordre de convergence de I’approche la-
grangienne en t=30. Sur la premiére ligne, nous avons un CFL=0.9, 250 cellules et
approximativement 333 gouttelettes par cellule. Sur les lignes subséquentes, nous

raffinons le maillage par 2 en temps, en espace et sur le nombre de gouttelettes
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ref Te

'CFL, nbs. cellules ”pﬁ’p,; ’|’|g [ rapport %%'1 rapport
q 1

CFL=0.9, 250 cellules 1.4471e-002 7.8797e-002
CFL=0.45, 500 cellules 4.7042e-003 | 3.0762e+000 | 3.2427e-002 | 2.4300e+000
CFL=0.225, 1000 cellules | 1.6466e-003 | 2.8569e+000 | 1.3328e-002 | 2.4330e+000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 6.3739¢e-004 | 2.5834e+000 | 7.2282e-003 | 1.843%¢+000
CFL, nbs. cellules ”“ﬁei; Tf”l rapport ' ”“lri;ﬁd”l rapport

Ug 1 Uy 1
CFL=0.9, 250 cellules 3.6607e-002 3.3876e-002
CFL=0.45, 500 cellules 9.4619e-003 | 3.8688e+000 | 9.3341e-003 | 3.6293e+000
CFL=0.225, 1000 cellules | 2.7621e-003 3.4256e-+000 | 2.6265e-003 | 3.5538¢-+-000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 8.6450e-004 | 3.1950e+000 | 8.3060e-004 | 3.1622e-+000
CFL, nbs. cellules %ﬁi rapport L*Tlir;;f—ﬁ”l rapport

. g d

CFL=0.9, 250 cellules 1.6513e-002 1.0112e-002
CFL=0.45, 500 cellules 4.9630e-003 | 3.3271e+000 | 3.6469e-003 | 2.7728e+000
CFL=0.225, 1000 cellules | 1.6559e-003 | 2.9971e+000 | 1.3333e-003 | 2.7352e-+-000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 5.8005e-004 | 2.8548e+-000 | 5.5186e-004 | 2.4161e+000

TAB. 2.3. Ordre de convergence de ’approche eulérienne en temps

et en espace pour le schéma uni-dimensionnel.

(i.e. le méme nombre de gouttelettes par cellule). La solution numérique de réfé-

rence a été obtenue avec un CFL=0.028125, 8000 cellules et approximativement

333 gouttelettes par cellule.

2.4.3.3. Commentaires

Le solveur CLAWPACK seul est d’ordre 2 dans les zone ol la solution est lisse.

Ici, nous observons que 'ordre semble converger vers 1. La solution du tube a choc

n’est pas lisse sur tout le domaine et cela contribue a diminuer 'ordre de conver-

gence. La méthode de séparation des opérateurs est aussi en cause. Le fait de ré-

soudre les termes sources séparément peut conduire & une méthode d’ordre 1 [11].

Dans le cas des gouttes lagrangiennes, il y a des oscillations pour la quantité G et

cela est probablement la cause pour laquelle 'ordre de convergence, pour cette
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gouttelettes/cellule ”pﬁ;:e_ T‘g L rapport %ﬁlﬂ rapport
~17 1.8733e-005 1.4068e-002

~33 8.7269e-006 | 2.1466e+000 | 7.1658e-003 | 1.9632e+000
~67 3.9278e-006 | 2.2218e+000 | 3.6125e-003 | 1.9836e+000
~133 1.8543e-006 | 2.1182e+000 | 1.8493e-003 | 1.9535e-+000
~267 7.7939e-007 | 2.3792e+-000 | 8.6250e-004 | 2.1441e+000

ref wef 1

gouttelettes/cellule %{;ﬁ”—l rapport I Hurefn‘j” rapport
~17 5.9655e-005 5.3167e-005

~33 2.6776e-005 | 2.2280e+000 | 2.2825e-005 | 2.3293e+000
~67 1.1360e-005 | 2.3569e+000 | 9.9120e-006 | 2.3028e+000
~133 .| 4.8073e-006 | 2.3632e+000 | 4.6829¢-006 | 2.1166e+000
~267 1.9897e-006 | 2.4161e-+000 | 2.0551e-006 | 2.2787e+000
gouttelettes/cellule ”—Tﬁr;ie_f+”1 rapport ”—ﬁ%;i,:f—:'r"i”l rapport

g 1 P 1

~17 1.3556e-005 1.5693e-005

~33 6.4940e-006 | 2.0875e+4-000 | 7.3570e-006 | 2.1331e+4-000
~67 2.7920e-006 | 2.3260e+000 | 3.4042e-006 | 2.1611e+000
~133 1.3272e-006 | 2.1037e-+000 | 1.7794e-006 | 1.9131e+4-000
~267 5.1861e-007 | 2.5592e+000 | 9.9684e-007 | 1.7851e+4000

TAB. 2.4. Ordre de convergence de I'approche lagrangienne par

rapport au nombre de gouttelettes par cellule.

quantité, est proche de 1. Par contre, les autres quantités ont un ordre de conver-
gence beaucoup plus prés de 2 par rapport aux cas des gouttes eulériennes.

Il faut remarquer que méme si 'ordre est proche de 1 pour les gouttes eulé-
riennes, la correction obtenue avec le limiteur de pente est trés importante. La
figure 2.10 montre la superposition de la solution avec et sans les correcteurs
de flux pour les gouttes. Nous remarquons que les correcteurs de flux sont trés

importants et permettent d’avoir des chocs plus minces.
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CFL, nbs. cellules Lﬁ%ﬂgﬁ rapport ”ﬂ;fT}mh rapport
g 1
CFL=0.9, 250 cellules 2.3855e-002 1.0264e-001
CFL=0.45, 500 cellules 6.5562e-003 | 3.6385e+000 | 2.8404e-002 | 3.6137e+000
CFL=0.225, 1000 cellules | 1.8115e-003 | 3.6193e-+000 | 9.6775e-003 | 2.9350e+000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 5.0185e-004 | 3.6096e+000 | 4.9838e-003 | 1.9418e+-000
CFL, nbs. cellules %Tlgi rapport ||U|Tie_ Tldnl rapport
Ug 1 - Uy 1 .
CFL=0.9, 250 cellules 5.8105e-002 5.7628e-002
CFL=O.45, 500 cellules 1.4649e-002 | 3.9665e+000 | 1.4530e-002 | 3.9661e+-000
CFL=0.225, 1000 cellules | 3.6804e-003 | 3.9803e+000 | 3.8355e-003 | 3.7884e4-000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 9.4530e-004 | 3.8934e+4-000 | 9.9808e-004 | 3.8429¢-+000
Te ref _
CFL, nbs. cellules ”—TS’% rapport LTi%d”l rapport
175 1l ITz* 1
CFL=0.9, 250 cellules 2.5996e-002 | 1.9045¢-002
CFL=0.45, 500 cellules 6.8277e-003 | 3.8074e+000 | 4.9901e-003 | 3.8165e+000
CFL=0.225, 1000 cellules | 1.8571e-003 | 3.6766e+000 | 1.3607e-003 | 3.6673e+000
CFL=0.1125, 2000 cellules | 5.1300e-004 | 3.6200e4-000 | 3.6998¢e-004 | 3.6778e-+000

TAB. 2.5. Ordre de convergence de l'approche lagrangienne en

- temps et en espace pour le schéma uni-dimensionnel.

2.4.4. Comparaison des performances

Il est difficile de trouver un critére d’équivalence pour comparer des solutions

eulériennes et lagrangiennes. Les deux solutions numériques de référence ont des

différences non négligeables. Tout de méme, il est possible de comparer les per—-

formances sur un critére de convergence indépendant de ’approche. Si pour ce

critére de convergence les solutions obtenues par les deux méthodes sont trés sem-

blables et que les temps de calcul sont trés différents, alors il y aura vraiment une

approche qui serait « meilleure » que 'autre par rapport & ce critére.

Le schéma des gouttes eulérien et le schéma lagrangien ont été comparés

par rapport & la convergence de la quantité 3. Ce choix est justifié, car c’est




37

cette quantité qui différe le plus d’un schéma & 'autre et aussi la donnée la plus
intéressante dans cette recherche.

Nous calculons d’abord une solution numérique de référence lagrangienne ﬂi’;?
obtenue avec 8000 cellules, un CFL=0.028125 et appfoximativement 300 goutte-
lettes par cellule. Nous extrayons alors l’erreur en norme 1 normalisée %ﬁ%”l et
le temps de calcul par rapport & une solution B;,, obtenue avec 1000 celﬁlfles, un
CFL=0.9 et approximativement 135 gouttelettes par cellule. Nous choisissons le
CFL=0.9 parce que nous voulons obtenir la solution au temps final avec le moins
d’itérations possibles. De plus, nous choisissons approximativement 135 gout-.
telettes par cellule parce qu'en dessous de cela l'erreur change. Par la suite,
nous répétons le‘ méme processus pour une solution eulérienne. Nous calculons
une solution numérique de référence eulérienne Gx4 obtenue avec 8000 cellules
et un CFL=0.028125. Cette .fois, nous essayons d’obtenir la méme erreur en
norme 1 normalisée ”—?ﬁ[%‘fﬁ:—”h que pour le cas lagrangien avec une solution eulé-
rienne By - "

Nous avons fait degx fois cette expérience, une fois avec 1000 cellules pour la
solution lagrangienne et une autre fois, avec 500 cellules et approximativement
90 gouttelettes par cellule. Le tableau 2.6 montre les résultats.

Ici, || 8% |1=Il B |l;= 0.6 et cela représente Iaire sous la courbe de 4 initiale-
ment. De plus, le temps de calcul est un temps moyen pris sur 20 expériences.

”ﬂﬁ;yf 'l|alg||1 ”’Bifé;;ﬁ:l”l Temps de calcul | Nbs. de cellules | Nbs. gout. par cell.
0.0313 27.9s 1000 135

0.0309 0.916s 612
0.0615 4.79s 500 90

0.0595 0.272s 310

TAB. 2.6. Comparaison des performances de la méthode lagran-

gienne versus celle eulérienne pour I’expérience du tube & choc.

La différence en temps de calcul est marquante. La solution eulérienne est ap-

proximativement 17 fois plus rapide & obtenir que la solution lagrangienne pour
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~un maillage grossier et 30 fois pour un maillage un peu plus fin. A la lumiére
des résultats, pour cette expérience, I’approche eulérienne est de loin plus perfor-

mante.

2.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté les algorithmes pour chacun
des solveurs et les procédures & suivre pour résoudre les systémes d’équations.
L’expérience test de [5] a servi a tester le schéma eulérien uni-dimensionnel des
gouttes. Nous avons présenté l'expérience du tube & choc et étudié l'ordre de
convergence du schéma lagrangien et eulérien sur cette expérience. De plus, nous
avons expliqué pourquoi nous obtenons seulement un ordre de convergence lége-
rement fneilleur que 1. Nous avons aussi comparé les performances du schéma
lagrangien et du schéma eulérien. Notre conclusion est que ’approche eulérienne
est beaucoup plus efficace numériquement que celle lagrangienne. Dans ce qui

suit, nous allons poursuivre cette comparaison pour le cas bi-dimensionnel.



Chapitre 3

CAS BI-DIMENSIONNEL

Le but de ce mémoire est de comparer les performances d’une approche eulé-
rienne avec ’approche lagrangienne pour des calculs d’écoulements avec gouttes
stationnaires. En une dimension, il n’est pas possible de formuler des cas tests
non-triviaux avec des solutions stationnaires. Tous les cas de validation uni-
dimensionnels du chapitre précédent menaient donc & des solutions instation-
naires. Dans cette section bi—dimensionnelle, nous nous concentrons donc seule-

ment sur les écoulements qui ménent & un état stationnaire.

3.1. ALGORITHMES NUMERIQUES POUR LA FORMULATION EULE-

RIENNE COUPLEE AVEC LE GAZ

Tout d’abord, regardons le cas eulérien avec le systéme d’équations couplées.

Cela correspond a la stratégie 4 décrite dans le chapitre 1. Le systéme & résoudre

est donc :
0 0 0
5 (P) + 5 (pug) + @(pvg) = 0-
0 0 0 :
a(pug) + %(Puz +p)+ a_y(pugvg) = —D(ug — ua)
0 %, 0
55 (Pve) + - (pugvg) + a—y(pvj +p) = —D(vg —va)
0 0

5L+ g (B +phug) + (%((E +p)vg) = —D(ug — ua)ua — D(vg — va)va — Q(Ty — Tu)
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0 0 0
a(ﬁ)"‘%(ﬁud)"‘a—y(ﬁm) = 0

G o 4 0 ~
gg(ﬁud) + %(ﬁ“d) + a—y(ﬁudvd) = D(ug~ uq)
0 0 0 . :
a(ﬁvd) + g(ﬁudvd) + a—y(ﬁvé) = D(v, —vg)
0 0 0
aQ + g(ﬂud) + a—y(de) = D(uy; —ug)ug+ D(vy — vg)va + Q(Ty — Ty)

Encore une fois, ce systéme est extrémement difficile 4 résoudre sous cette
forme. A l'instar du cas uni-dimensionnel, la stratégie pour résoudre ce systéme

d’équations est d'utiliser une méthode de séparation des opérateurs.
3.1.1. Intégration temporelle par séparation des opérateurs

La résolution de ce systéme est pratiquement effectuée avec les mémes procé-
dures que celles dans 'article [1]. La premiére étape est de résoudre les équations
compressibles d’Euler. Par la suite, nous passons aux équations eulériennes des
gouttes dans la direction z, ensuite aux mémes équations dans la direction y
et pour terminer, aux équations avec termes sources. Pour obtenir 1'état sta-
tionnaire, nous intégrons dans le temps jusqu’a la convergence. Soit la solution

" =107, (pug)", (pvg)™, E™, 87, (Bua)™, (Bua)™, |7 au temps t™.

(1) Etant donné g," = [p", (pug)™ (pv,)™, E"T, résoudre sur un intervalle de V

temps At les équations compressibles d’Euler

%(P)*‘%(P%)*‘%(P%)' -0 . (311
%(ﬂugH%(ﬂu§+p)+%(pugvg)- = 0 (3.1.2)
2 o)+ )+ o n) = 0 (313

%E+%((E+p)ugj+%((Ew)vg) =0 (3.1.4)

et obtenir g,* = g, (t" + A t) (voir la section 3.1.2).
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(2) Etant donné g;", résoudre sur un intervalle de temps At le systéme eulé-

rien des gouttes dans la direction z

%(ﬂ)—l—%(ﬂud) . o (315)
%(ﬁwHa%(ﬁuﬁ) =0 G
2 (6v0) + o-(Busa) = 0 (3.1.7)
20+ (o) = 0 - (318)

et obtenir gz* (voir la section 3.1.3).

(3) Etant donné gg*, résoudre sur un intervalle de temps At le systéme eulé-

rien des gouttes dans la direction y

0 0

70 + g, (Bv) = 0 (3.1.9)

2 (6ud) + 5 (uav) = 0 (3110
%(ﬂvdH%(ﬂvﬁ) =0 (3.1.11)
%Q+5%(de) = 0 (3.1.12)

et obtenir g3* ~ g3 (t" + A t) (voir la section 3.1.3).

(4) Etant donné g*, résoudre sur un intervalle de temps At les équations

avec termes sources

0

&(p@g) — —D(u, — ug) (3.1.13)
() = ~Dlv, — v . (3.1.14)
9B = ~Dluy ~vaua— Dlvy —viva~ QT, ~Ty)  (3.115)
9 (fus) = Dlug (3.1.16)
9 (Bu) = Dlyy— v (3.1.17)
%Q ~ D{uy = ughua + Dlo, — va)va LOT,~Ty)  (3L18)

et obtenir g™ = [g,"*!, g;" 1|7 (voir la section 3.1.4).
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Cette démarche est sensiblement la méme que dans le cas uni-dimensionnel.
La principale différence est que pour résoudre le systéme des gouttes eulériennes
sans termes sources, nous procédons dimension par dimension. Nous résolvons

d’abord les équations des gouttes dans la direction z puis dans la direction y.

3.1.2. Equations compressibles d’Euler

Les équations compressibles d'Euler bi—dimensionnélles (Eq. 3.1.14 3.1.4) sont
résolues avec le code CLAWPACK [7]. A 'opposé du cas uni-dimensionnel, pour
résoudre les problémes de Riemann aux interfaces des cellules, c’est un solveur
de Riemann exact (a4 ’exception de la pression) qui est utilisé au lieu du solveur
approximatif de Roe. La raison est que, dans ’expérience test que nous avons
choisi, le solveur approximatif de Roe capture mal la solution [7]. De surcroit, une -
correction d’ordre supérieur est effectuée avec le limiteur de pente « minmod »

et d’un solveur de Riemann transverse utilisant le solveur approximatif de Roe.

3.1.3. Equations eulériennes des gouttes

Il a déja été mentionné que les équations des gouttes (Eq. 3.1.5 4 3.1.12) sont
d’abord résolues dans la direction z puis dans la direction y. Cela nous permet
d’employer le méme algorithme que dans le cas uni-dimensionnel. L’article [5]
présente l'algorithme. Cette fois-ci, la correction d’ordre supérieur est effectuée

avec le limiteur de pente « superbee ».

3.1.4. Termes sources

Dans le but de résoudre les équations avec termes sources (Eq. 3.1.13 4 3.1.18),
nous tirons profit du solveur semi-exact de l’article [1]. Un solveur numérique
explicite tel qu’utilisé dans le cas uni-dimensionnel peut causer des problémes
de stabilité de pas de temps lorsque les fonctions de transfert de quantité de
mouvement D et de chaleur ) sont trés grandes.

Les solveurs numeériques explicites d’Euler avant, Runge-Kutta d’ordre 2 et .
Runge-Kutta d’ordre 4 ont été testés et dans certains cas, la condition sur le pas de
temps nécessaire a la convergence doit étre plus sévére que seulement la condition

CFL des équations compressibles d’Euler et/ou des équations eulériennes des
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gouttes sans termes sources. Cela est un probléme, car nous voulons obtenir la
solution stationnaire avec le moins d’itérations possibles. C’est pour cela que nous
optons pour le solveur semi-exact de Particle [1] qui ne souffre pas de ce type de
probléme de stabilité.

Lorsque le systéme d’équations est couplé, la stratégie est la méme que [1] .

Ici, nous présentons les grandes étapes. Les équations & résoudre sont :

0
—D(uy — ug)
—D(vy — vg)
%E; _ —D(uy — ud)ud — D(vy — va)vg — Q(Ty — Ty)
s | 0
D(ug — uq)
D(vg — va)

La solution semi-exact obtenue par la méthode présentée dans [1] consiste a

résoudre en premier, les équations de la quantité de mouvement

_ . )
- —D(ug — ua)
—D(vy — vg)
%Eg’ _ —D(uy — ug)ug — D(vy — vq)vg
5:dd 0
D(uy — ugq)
D(vg — va)
| D(ug — ug)ug + D(vg — va)va |
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et en deuxiéme, les équations de la quantité d’énergie

o o
SIS
I
2
=
I
&

QT,-Ty) |

Posons, comme dans [1], V, = [ug, vy]7 et Vy = [ug,v4]". De plus, soit p° (pV,)?,

E°, B9 (BV4)° et QO les données initiales & l'entrée de ce solveur. Les données

mises & jour dues aux équations de la quantité de mouvement sont :

VO — V9 1
VAL = (pV,)° + L4 ~1
VO — V9 1 '
V(ALY = (BVg)° — L4 ~1
tel qué £ = pl—o + g0 et A° = %. L’énergie du gaz et celle des gouttes doivent

étre ajustées selon le changement d’énergie cinétique, c’est-a-dire :

1
BAY) = B+ 50V, (a0 ~ V3I?)

1
Q(At) = OF + LEE(VAANE — V)
Maintenant, renommons p°, (pV,)°, E°, 8%, (8V4)° et Q° les données & I'entrée

du solveur pour les équations de I’énergie. Les données mises & jour dues aux

équations de 1’énergie sont

TO 70 0
E(At) = E°+ -"—OTd [e"Q‘JfQAt — 1}
£Q
TO 70 000 :
QL) = Q- 2= & [e‘Q @t — 1}
£Q
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tel que £ = —=— + o0

1
pOCvg BC%cyq”

3.2. ALGORITHMES NUMERIQUES POUR LA FORMULATION EULE-

RIENNE NON COUPLEE AVEC LE GAZ

11 faut-développer une nouvelle stratégie lorsque les équations sont découplées
puisque ce cas n’a pas été traité auparavant. Cela correspond a la stratégie 3

décrite dans le chapitre 1. Les équations a résoudre dans ce cas sont donc :

o S o "
gg(p)+%(pu9)+a—y(pvg) =0

0 0 0
a(ﬂug) + a(/)uz +p)+ 8_y(pugvg) =0

0 0 0
a(pvg) + %(pugvg) + 8—y(pvz +p) = 0

FE+ (B4 plus) + - (B+p) = 0
5(6)+ 5 (Bua) + (Bog) = 0

2 () + 2(0E) + -(Buavi) = Dty — )

5 (Bus) + 5 (Buava) + 5 (955) = Dlv,—va)

0 0

D0+ 2 Qug) + 2(Qua) = Dluy — ua)ua + Dl — va)va + Q(T, — T)

ot 0x dy

3.2.1. Intégration temporelle par séparation des opérateurs

Puisque le gaz\'est complétement découplé des gouttes, il est possible de calcu-
ler d’abord la solution stationnaire du gaz et de 1'utiliser afin de calculer la solﬁtion
stationnaire des gouttes. A priori, nous présenterons une démarche pour obtenir
celle du gaz et ensuite, celle des gouttes. Pour obtenir I'état stationnaire, nous

intégrons dans le temps jusqu’a la convergence. Soit la solution q_g’” au temps t".

(1) Etant donné g,", résoudre sur un intervalle de temps A ¢ les équations
compressibles d’Euler (Eq. 3.1.1 & 3.1.4) et obtenir g,"*! (voir la section

3.2.2).
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(2) Reitérer jusqu’a I’état stationnaire et obtenir g, stationnaire,

. . . ., . N — . .
Dans le but de simplifier la notation, nous écrivons g,* = g, **"*o""%"e geyle-

ment pour les étapes suivantes. Pour obtenir I’état stationnaire, nous intégrons

dans le temps jusqu’a la convergence. Soit la solution gg" au temps ¢".

(1) Etant donné gz", résoudre avec un intervalle de temps A ¢ le sytéme des
gouttes eulériennes (Eq. 3.1.5 & 3.1.8) dans la direction z et obtenir gz*

(voir la section 3.2.3).

(2) Etant donné gj*, résoudre avec un intervalle de temps A ¢ le sytéme des
gouttes eulériennes (Eq. 3.1.9 4 3.1.12) dans la direction y et obtenir gz*

(voir la section 3.2.3).

(3) Etant donné 7’*, résoudre avec un intervalle de temps A ¢ les équations

avec termes sources

2 (pus) = Dluty— ) (521)
9 (Bv) = Dlvy — i) (322)
0

B_tQ = D(ug — ug)ug + D(vg — vg)va + Q(T, — Ty) (3.2.3)
et obtenir gz™*! (voir la section 3.2.4).

3.2.2. Equations compressibles d’Euler

La résolution des équations compressibles d’Euler est effectuée de la méme

maniére que dans la section eulérienne 3.1.

3.2.3. Equations eulériennes des gouttes

La résolution des équations eulériennes des gouttes est effectuée de la méme

maniére que dans la section eulérienne 3.1.
3.2.4. Termes sources
Dans le cas ou les gouttes n’influencent pas la dynamique du gaz, il y a

une légére différence par rapport au cas des équations couplées (section 3.1).

Le systéme a résoudre est alors
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_ . -
0
0
5% | _ 0
fa | 0
D(ug — uq)
D(vy — va)
| D(ug — ug)ua + D(vg — va)va + Q(Ty — Ty) |

et les changements par rapport au systéme couplé sont que £} = 7, €& = go,;

et que seulement les inconnues concernant les gouttes sont mises a jour. Dans
la formulation eulérienne, le cas couplé n’est pas beaucoup plus coliteux numé-
riquement que 1e cas découplé. Nous avons présenté ces deux derniers puisque
plus loin, nous étudierons sous quels régimes, il est raisonnable de négliger 'effet
des gouttes sur le gaz. Connaitre ces régimes est important, puisque 1’approche
lagrangienne dans le cas bi-dimensionnel est seulement étudiée avec les équations

découplées.

3.3. ALGORITHMES NUMERIQUES POUR LA FORMULATION LAGRAN-

GIENNE

Contrairement au chapitre précédent, I’approche lagrangienne bi-dimensionnelle
est seulement étudiée avec le systéme d’équations découplées. Si nous ne retenons
pas cette hypothése, il faut des ressources informatiques énormes puisciu’en oc-
currence, chaque gouttelette a une histoire différente.

Tel que défini dans le chapitre 1, nous utiliserons la stratégie 1. Les équations

a résoudre sont donc (Eq. 3.1.1 & 3.1.4) couplées avec un trés grand nombre de
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systémes de la forme

d
d
i = D(ug(z,y,t) — ug) (3.3.3)
d .
e D(vy(z,y,t) — va) (3.3.4)
d
ETd = AQ(Tg(x,y,t) -—Td) (335)

avec un tel systéme pour chaque gouttelette simulée.
3.3.1. Intégration temporelle par séparation des opérateurs

La stratégie est alors légérement différente du cas uni-dimensionnel puisque
dans ce cas-ci, les gouttes n’influencent pas la dynamique du gaz. La premiére
étape est de résoudre les équations compressibles d’Euler et d’obtenir une solution
stationnaire pour le gaz. Cela est fait exactement tel que proposé précédemment
lors de I’approche eulérienne avec le systéme d’équations découplées . Ensuite,
nous injectons des gouttelettes & l'entrée du domaine et avec la solution sta-
tionnaire du gaz, nous déplagons les gouttelettes jusqu’a ce qu’elles sortent du
domaine de calcul.

Pour déplacer une gouttelette, il faut connaitre la solution du gaz & la position
de celle-ci. Supposons, pour le moment, que nous connaissons la solution du gaz
sur tout le domaine. Nous expliquerons plus tard (section 3.3.2.1) la procédure
& suivre pour interpoler la solution du gaz a la position de la gouttelette. Soit

N
5™ = [z, y™, ud, v, THT au temps ™.

(1) Résoudre sur un intervalle de temps A ¢ les systémes lagrangiens (Eq. 3.3.1 4.3.3.5)

pour chacune des gouttelettes et obtenir s 1.

(2) Répéter jusqu’a ce que la gouttelette sorte du domaine.
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3.3.2. Equations lagrangiennes des gouttelettes

Les solutions des équations aux dérivées ordinaires (Eq. 3.3.1 4 3.3.5) d’une
gouttelette sont plus souvent qu’autrement raides et un solveur numérique expli-
cite nous force a prendre un petit pas de temps pour éviter la divergence. C’est
pour cela que nous avons utilisé un solveur semi-exact, similaire & celui dans
larticle [6]. Les solveurs Euler avant, Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge-Kutta
d’ordre 4 ont été testés et parfois, il survient un probléme de stabilité de pas de
temps que nous ne retrouvons pas avec le solveur semi-exact. La technique pour
résoudre le systéme d’équations consiste a geler D, Q et la solution du gaz a la
position initiale de la gouttelette et d’ensuite, résoudre exactement le systéme

d’équations :

4,
dt
4
dt
d
Zﬁud = Do(ug—ud)
d
7% = Do(vg—vd)
de = QYT? - Ty
dt g .

= ud

Yy = U

La solution de ce systéme aprés un pas de temps At est :

ul—u? . g
(g=ug) s )(1 — e DAty 4 uIAt + 2%, si DO #0

z(At) =
2% + udAL, sinon
0_.0
S(At) = I (1 — e=P"Bt) £ OAL 430, 5 DO £ 0
y° + )AL, sinon
w0 + (u0 — u0)e~PAt i PO £ ()

ul, sinon

00 + (09 — 20 e“DOAt, si DY #£ 0
vd(At) _ d ( d g) 1 #

9, sinon
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TO + (T9 — TO)e "2t 5j Q0 £ ()
| 1, sinon -
3.3.2.1. Interpolation de la solution du gaz a la position de la gouttelette

Pour interpoler la solution du gaz & la position de la gouttelette, nous pro-
cédons difféeremment que dans le cas uni-dimensionnel. La solution du gaz est
interpolée avec des fonctions bilinéaires ¢ = (a1z + b1)(azy + b2) dans chacune
des cellules. Pour obtenir une telle fonction, nous avons besoin de quatre points.
Pour une cellule donnée, les points choisis sont les quatre coins de la cellule. De
plus, la valeur que nous prenons dans un coin est la moyenne des quatre cellules
avoisinant ce coin. En procédant ainsi, la solution du gaz est bien définie sur

l'ensemble du domaine.

3.4. CAS TEST : TUNNEL A VENT AVEC UNE MARCHE

3.4.1. Description de ’expérience

L’eﬁcpérience choisie pour tester les schémas numériques est un tunnel a vent
avec une marche. Cette expérience, avec le gaz seulement, a pour la premiére
fois été étudiée numériquement par Emery [8] et plus récemment par Woodward
et Colella [9]. Normalement, la hauteur et la longueur adimensionnalisées du
domaine de calcul mesurent respectivement une et trois longueurs de références.
De plus, il y a une marche haute de 0.2 longueur de référence et située a 0.6
longueur de référence du coté gauche du domaine. Le gaz introduit initialement
suit une loi-gamma avec v =1.4. Aussi initialement, pour le gaz, les données sont
adimensionnalisées tel que sur tout le domaine de calcul la densité est 1.4, la
pression 1, la température 1, la vitesse horizontale 3 et la vitesse verticale 0. Si
la vitesse de référence est la vitesse du son, alors cela correspond & un tunnel &
vent ol la vitesse d’entrée du fluide est trois fois la vitesse du son.

Puisque nous nous intéressons a des solutions stationnaires et que nos res-
sources sont limitées, il est plus facile d’étudier le cas ou le dessus du domaine est
une sortie plutét qu’un mur. De méme, dans notre étude, les dimensions adimen-

sionnalisées du domaine sont légérement différentes, ainsi la longueur du domaine
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est 1 et la marche est située & 0.4 du coté gauche du domaine. La figure 3.1 illustre

la configuration du domaine.

1 : . — ‘
sortie
0sl / / / / |
0.8r
—_—
0.7+ .
—_— e
0.6¢ — > sortic |
cntrée >
o5 o i
B —
0.4r
0.3r
mur
0.2-
0.1, 111ur
mur . '
0.2 04 06 08

F1Gg. 3.1. Domaine de calcul pour I’expérience du tunnel & vent

" avec une marche.

Pour mettre en oeuvre ’expérience avec le gaz et les gouttes, il est nécessaire
de définir des données supplémentaires. Nous avons choisi comme longueur de
référence la hauteur du domaine; comme vitesse de référence la vitesse du son;
comme pression de référence la pression ambiante et comme température de réfé-
rence la température ambiante. Avec ces données de référence, il est possible de
déduire une densité de référence p,.; = 7%22. Le tableau 3.1 contient les para-

ref
meétres de références. Sauf si autrement indiqué, il est imposé initialement que (3
adimensionnalisé est 0.0014 & l’entrée et 0 & 'intérieur du domaine. Nous notons
B a lentrée gauche G, et toutes autres quantités a ’entrée X,. De plus, les vitesses
et la température des gouttes & I'entrée sont celles du gaz et 0 a I'intérieur du
domaine. En résumé, les conditions aux bords sont telles que : le c6té gauche du
domaine est une entrée ot p, = 1.4, u@e =3, vge = 0, Ty = 1, B = 0.0014,
Ude = 3, Ude = 0, Tge = 1; le coté droit et le haut du domaine sont des sorties et

le reste sont des murs ol la vitesse normale & ceux-ci est nulle.
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1 . m | les | Longeur de référence (hauteur du domaihe)
339.73 | Uy | Vitesse de référence (vitesse du son)

101325 % pres | Pression de référence (preésion ambiante)
288.2529293 | K | Tyes | Température de référence (température ambiante)
1.229 . % pres | Densité de référence

TaAB. 3.1. Paramétres de référence pour I’expérience du tunnel a

vent avec une marche.

Pour faire I’expérience avec les gouttes, les paramétres avec dimension de la
table 3.2 ont été utilisés et ils doivent étre adimensionnalisés & ’aide des données

de référence.

715 (ng) % | Cug | Chaleur spécifique du gaz & volume constant
1001 W ¢pg | Chaleur spécifique du gaz a pression constante
4185.5 GoyR | Cvd Chaleur spécifique des gouttes & volume constant
1000 % pa | Densité microscopique des gouttes .

0.000001 | m d | Diamétre des gouttes

0.0000173 | & p | Viscosité dynamique du gaz

0.0259 - | =% |k Conductivité thermale du gaz

TAB. 3.2. Autres paramétres pour I'expérience du tunnel & vent

avec une marche.

3.4.2. Mise en oeuvre

Dans cette section, nous allons discuter de plusieurs détails afin de réaliser
I’expérience correctement.

3.4.2.1. Critére d’arrét pour les schémas eulériens

Pour les schémas eulériens, il faut choisir un critére d’arrét pour arréter les

* calculs lorsqu’une solution stationnaire est obtenue. 1l n’est pas facile de choisir

-un bon critére d’arrét puisque les solutions calculées ont du bruit numérique.
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Par exemple, lorsque nous regardons la différence successive de deux solutions
en norme 1, ||8" = B"7!||;, alors cette différence ne converge pas vers 0 numé-
riquement. Cette fonction du temps converge vers un‘plateau oscillant ou il est
difficile de déterminer si la solution a convergé en un état stationnaire. Naturel-
lement, nous voulons aussi éviter que les erreurs numériques augment‘ent lorsque
le programme n’est plus en mesure d’améliorer la précision.

Un critére nécessaire pour que la solution ait convergé vers un état stationnaire
est que le rapport de la norme 1, %, de deux solutions successives, converge
vers 1. Bien que ce critére ne soit pas suffisant pour garantir 1’état stationnaire,
cette fonction est beaucoup plus stable numériquement et permet en pratique,
pour notre cas test, d’obtenir la solution stationnaire de notre probléme.

Au lieu de regarder directement le rapport des normes 1 de deux solutions suc-
cessivés, nous regardons la moyenne de cette fonction dans une boite de 0.5 unité
de temps et nous demandons que la premiére et la deuxiéme dérivée de cette
moyenne soit plus petite ou égale en valeur absolue a une certaine valeur «, ha-
bituellement oo = 1077. Ce critére n’est pas 100% juste et parfois, il faut étre plus
restrictif et parfois, nous pourrions I’étre moins. C’est quand méme la meilleure
maniére que nous avons trouvée afin d’éviter de toujours recommencer les calculs.
Dans notre cas, puisque la quantité d’intérét principale est 3, c’est le rapport de
la norme 1 de § qui est calculé. Si, par exemple, nous nous intéressions plus aux

vitesses des gouttes, alors il serait plus naturel de prendre le rapport de la norme 1

des vitesses comme critére d’arrét plutét que 3.

3.4.2.2. Equatipns compresstbles d’Euler

N

En ce qui touche les conditions aux bords, & ’entrée gauche et a la sortie
droite du tunnel, une condition d’extrapolation d’ordre O est appliquée & partir
de l'intérieur du domaine. En procédant ainsi, les conditions d’entrée & gauche
du domaine sont conservées tout au long des calculs. De méme, aux sorties, le
fluide est correctement évacué. Les murs du tunnel ont des conditions aux bords

réflectives, c’est-a-dire que la vitesse normale aux murs est nulle. Ces conditions
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aux bords sont implémentées a 1’aide de cellules fantémes. La démarche & suivre
est trés bien expliquée dans [11] et c’est CLAWPACK qui s’en charge.

1l est mentionné dans l’article de Woodward et Colella [9] que le coin de la
marche est le centre d’une raréfaction et dés lors, ¢’est un point singulier de I’écou-
lement. Si rien n’est fait aux alentours de ce point, de grandes erreurs numeériques
se produisent. A vrai dire, il y a une grande génération d’entropie artificielle. Une
condition spéciale aux bords du coin est donc appliquée [9]. La figure 3.2 repré-

sente un schéma du coin et des cellules environnantes.

Fi1G. 3.2. Coin de la marche.

A chaque pas de temps, la densité des cellules 1-6 est écrasée de maniére & ce
que la fonction d’entropie p% de ces cellules soit la méme que dans la cellule 0. Dé
plus, la norme 2 de la vitesse, pas la direction, des cellules 1-6 est réajustée tel
que la somme de I’enthalpie e, + % et de I’énergie cinétique par -unité de masse
5 (u2 4 v2) ait la méme valeur qu’avant que la densité soit écrasée.

Dans nos expériences, nous sommes obligés d’enlever les correcteurs de flux
(réduction & ordre 1) dans les cellules 1-8 juste au dessus de la marche. A défaut

de cela, lorsque le maillage est raffiné, CLAWPACK est trés instable numérique-

ment et nous perdons la convergence.
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3.4.2.3. Equations eulériennes des gouttes sans termes sources

Les conditions aux bords pour les équations eulériennes des gouttes sont mises
en oeuvre de la méme maniére que pour les équations compressibles d’Euler. Il
n'y a pas de correction d’entropie au coin (il n’y a pas de pression). Comme pour
- les équations compressibles d’Euler, nous sommes obligés d’enlever les correcteurs
de flux (réduction a l'ordre 1) dans les cellules 1-8 juste au-dessus de la marche
sinon nous perdonsl la convergence lorsque le maillage est raffiné. De plus, il
faut enlever les correcteurs de flux lorsque nous sommes dans les cellules ot la
densité macroscopique des gouttes est faible (3 petit). Si nous ne faisons pas
cela, la vitesse des gouttes, dans les cellules oi1 il n’y a presque pas de gouttes,
a tendance a devenir trés grande et cela cause des problémes de pas de temps
puisqu’il faut toujours respecter la condition CFL. Nous avons donc enlevé les
correcteurs de flux lorsque la quantité 3 est 20 fois plus petite que la quantité 3,.

Puisque nous résolvons ces équations dimension par dimension, la condition CFL

Az AE)

bi-dimensionelle devient donc A¢ < min (W’ o

3.4.2.4. Equations lagrangiennes

La prin-cipale quantité d’intérét est 3. Dans le cas lagrangien‘, il y a au moins
deux stratégies différentes pour obtenir 3 sur I’ensemble du domaine. La premiére
serait d’insérer des gouttelettes a ’entrée du domaine & chaque pas de temps et
de donner un poids & chacune de celles-ci afin que la quantité 3, soit respectée.
Il faudrait, dans ce cas, énormément de gouttelettes pour remplir le domaine et
cela cofite trés cher numériquement.

Nous allons exploiter le fait que les goyuttes n’influencent pas le gaz dans le
cas lagrangien et bi-dimensionnel. Si nous insérons une gouttelette a ’entrée et
& une certaine hauteur du domaine, alors toutes les gouttelettes insérées plus
tard & cet endroit suivront la méme trajectoire. Cela se produit, car la solution
du gaz est fixe et ne change pas. De plus, dans notre recherche, les trajectoires
des gouttelettes ne sont pas d’intérét et par conséquent, nous ne sommes pas
obligés de les sauvegarder. En revanche, nous comptons pour chacune des cellules

eulériennes le nombre de fois que les gouttelettes se retrouvent a I'intérieur de



o6

celles-ci. Il y a donc un nombre (nbs) associé a chacune des cellules eulériennes.
Nous donnons aussi un poids & chacune des gouttelettes afin que 3, soit respecté.
Une fois que toutes les gouttelettes sont sorties du domaine, a I'aide d’une régle
de trois avec [, a ’entrée, (nbs) a l’entrée et (nbs) sur le domaine, nous obtenons
alors la quantité [ sur tout le domaine.

Pour mettre en oeuvre cette technique, il faut choisir comment distribuer ini-
tialement les gouttelettes dans la premiére colonne de cellules fantémes & gauche
du domaine. Nous avons choisi de les distribuer uniformément en subdivisant cha-
cune des cellules en échiquier et en insérant au centre de chaque subdivision une
gouttelette. Plusieurs choix sont possibles, mais nous avons opté pour une géné-
ralisation du cas uni-dimensionnel. La vitesse et la température dans une cellule
sont prisent comme la moyenne des vitesses et des températures des gouttelettes
dans la cellule correspondante.

Le pas de temps choisi pour avancer les gouttelettes est le méme pour toutes
les gouttelettes et il est constant. Il est choisi comme étant At = % oll uqe est
la vitesse des gouttes horizontale a I’entrée gauche. Les gouttelettes n’dnt pas de
vitesse verticale initialement a I’entrée. De cette maniére, nous nous assurons que
les gouttelettes, insérées & une certaine hauteur & gauche du domaine, restent au
moins un pas de temps dans chacune des cellules de la ligne correspondant & sa
hauteur avant de rencontrer la premiére structure signifiante, un choc, de cette

- configuration du tunnel & vent avec une marche. Généralement, ce pas de temps
est beaucoup trop grand pour une méthode numérique explicite. Pour la méthode
semi-exacte, ce pas de temps ne cause pas de probléme de stabilité et nous permet
d’obtenir la solution stationnaire en peu d’itérations.

Les conditions réflectives des murs doivent étre correctement respectées. Sur
un pas de temps, nous laissons les gouttelettes traverser les murs et a la fin de
la résolution d’un systéme lagrangien d’équations différentielles ordinaires, si la
gouttelette est & l'extérieur du domaine, alors une réflexion, correspondante au
mur qu’elle a traversé, est appliquée. C’est-a-dire que la vitesse normale au mur

change de signe et la position de la gouttelette est reflétée utilisant le mur qu’elle
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a traversé comme axe de symétrie. Si la gouttelette traverse une sortie, alors elle

" est simplement enlevée du domaine de calcul.

3.4.3. Solution de I’expérience sans ’effet des termes sources dans

les équations du gaz

Dans la prochaine section, nous présentons la solution de I'expérience décrite
précédemment lorsque l'effet des termes sources dans les équations du gaz est
négligé. Premiérement, nous montfons la solution du gaz, en second lieu, la so-
lution des gouttes eulériennes et puis celle des gouttes lagrangiennes. Pour les
expériences avec les équations non couplées, le critére d’arrét est o = 1077, Les
solutibhs stationnaires du gaz et des gouttes sont trés similaires au sens que les
gouttes suivent de trés prés la cdnﬁguration du gaz. Les solutions stationnaires
consistent principalement d’un choc en avant de la marche créé par la présence
de celle-ci et d’une raréfaction & partir du coin de la marche. Il y a une zone de
haute pression juste devant la marche oi1 la densité du gaz et des gouttes atteint
un maximum. La densité est minimum juste un haut de la marche aprés le coin.
A partir du coin jusqu’a 1a sortie droite, il y a une discontinuité de contact qui
est beaucoup plus visible sur la composante verticale de la vitesse. Toutes les
solutions sont présentées avec 30 contours tel que Pmin = 0, Pmaz = 7, Ugmin = 0,
Ugmaz = 3-3, Vgmin = —1, Vgmaz = 2.2, Tymin = 0, Tgmaz = 3.3, Bmin = 0,
Brmae = 0.007, Ugmin = 0, Ugmaz = 3.3, Vimin = —1, Vimae = 2.2, Tumin = 0 et

Tymaz = 3.3.

3.4.3.1. Solution du gaz

La solution stationnaire du gaz est présentée aux figures 3.3, 3.4 et 3.5. Elle
est obtenue avec dz = dy = 0.003125 et un CFL=0.9. La solution a été considérée

comme étant stationnaire en t=7.3527425.

3.4.3.2. Solution eulérienne des gouttes

La solution stationnaire des gouttes est présentée aux figures 3.6, 3.7 et 3.8.
Elle est obtenue avec Az = Ay = 0.003125 et un CFL=0.8. La solution a été

considérée comme étant stationnaire en t=4.2851837.
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Rapport en norme 1 de a densité pour deux solutions successives
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F1G. 3.3. Convergence vers un état stationnaire pour la solution du gaz.

3.4.3.3. Solution lagrangienne des gouttes

La solution stationnaire des gouttes est présentée aux figures 3.9 et 3.10. Elle

est obtenue avec Az = Ay = 0.003125. Toutes les gouttelettes ont quitté le
domaine de calcul en t=3.6968750.

3.4.4. Comparaison des solutions

Nous introduisons ici, des coupes pertinentes des solutions avec z ou y constant.
Voir les figures 3.11, 3.12, 3.13 et 3.14. Dans ces images, il faut remarquer la pré-

sence d’oscillations.
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F1G. 3.4. Densité et température stationnaires du gaz pour le pro-

bléme test bi-dimensionnel avec les équations du gaz non couplées.
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Vitesse horizontale du gaz
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Rapport en norme 1 de la densité pour deux solutions successives
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F1G. 3.6. Convergence vers un état stationnaire pour la solution

des gouttes eulériennes.

3.44.1. Commentaires

Nous pouvons remarquer que la solution au gaz et par conséquent, la solution
des gouttes présentent des oscillations au choc prés du mur le plus bas. Ces
oscillations ont été documentées dans ’article de Woodward et Colella [9] pour
le cas du gaz. « Les oscillations sont dues au choc trés mince et stationnaire que
produit la méthode de Godunov. Il y a du bruit qui a tendance & étre émis a partir
des zones ol les chocs se déplacent soudainement d’une colonne & I'autre. Ce bruit
est vu prés du mur le plus bas ou la vitesse du fluide est si basse que le bruit

ne peut étre atténué correctement. Ce bruit est beaucoup plus notable sur les
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maillages les plus fins. Ces effets numériques peuvent &tre enlevés en augmentant
la dissipation numérique du schéma. » [9].

Aussi, nous remarquons qu’il y a des oscillations pour la quantité 3 juste aprés
le premier choc a l'entrée. A notre connaissance, il n’y avait pas de documentation
disponible pour une expérience test de ce genre. 1l est naturel de penser que les
oscillations dans la solution du gaz vont se propager dans la solution des gouttes
et que cela peut affecter la qualité de la solution des gouttes. Ces oscillations ne se
propagent pas beaucoup aprés le premier choc pour les vitesses et la température.
Une conjecture simple serait que c’est parce qu’il y a des termes sources qui sta-
bilisent ces inconnues dans les équations contrairement & I’équation de continuité
de la masse o1 il n’y a pas de termes sources. De plus, pour le cas lagrangien, les
vitesses et la température des gouttes sont prisent sur toutes les gouttelettes de
la cellule, cela contribue & diminuer les oscillations. Une recherche plus poussée

expliquant la cause de ces oscillations serait intéressante.

3.4.5. Validation des résultats
3.4.5.1. Systeme d’équations découplées : gaz (CLAWPACK)

Nous montrons ’ordre de convergence de CLAWPACK dans le tableau 3.3. La
solution numeérique de référence a été obtenue avec un CFL=0.9 et Az = Ay =

0.003125. L’ordre obtenu est d’environ 1.

3.4.5.2. Systéme d’équations découplées : gouttes eulériennes

Nous montrons 'ordre de convergence du schéma eulérien dans le tableau 3.4
lorsque les gouttes n’influencent pas la dynamique du gaz. La solution numérique
de référence a été obtenue avec un CFL=0.9 et Az = Ay = 0.003125. Encore

une fois, ’ordre obtenu est d’environ 1.

3.4.5.3. Systeme d’équations découplées : gouttes lagrangiennes

Pour étudier la convervence du cas des gouttes lagrangiennes, nous allons

calculer les erreurs approximatives seulement sur le premier domaine de calcul



CFL | Az=Ay ”pﬁzg; "’f’l”l rapport %ﬁ—”l rapport
0.9 0.05 1.27036—001 1.0525e-001

0.9 0.025 | 8.4792e-002 | 1.4982e+-000 | 6.1098e-002 | 1.7226e+4-000
0.9 | 0.0125 | 3.4918e-002 | 2.4284e+000 | 2.5756e-002 | 2.3722e+000
0.9 | 0.00625 | 1.3189e-002 | 2.6475e+4-000 | 1.0051e-002 | 2.5625e--000
CFL | Az=Ay lllﬁ;;;ﬁ”l rapport Hlﬁzge_ T|g1 It rapport
0.9 0.05 9.1714e-002 4.0340e-001

0.9 0.025 | 5.2161e-002 | 1.7583e+000 | 2.5249e-001 | 1.5977e+000
0.9 | 0.0125 | 2.2770e-002 2.2907e+000 | 1.0894e-001 | 2.3176e+-000
0.9 | 0.00625 | 8.5628e-003 | 2.6592e+000 5.5098¢-002 | 1.9773e1-000

TAB. 3.3. Ordre de convergence en espace (CLAWPACK) de la

solution du gaz pour I’expérience du tunnel a vent avec une marche

dans le cas du systéme découplé.

167/ —pll1 .

NT7e7 ~Tulh

CFL | Az=Ay. TRz rapport TRIT rapport
0.9 0.05 | 1.3975e-001 1.0599e-001
0.9 0.025 | 1.1441e-001 | 1.2214e+000 | 6.2543¢-002 | 1.6947e-+000
0.9 0.0125 | 4.1049e-002 | 2.7872e-000 2.6647e-002 2.3471e+000
0.9 | 0.00625 | 2.3028e-002 | 1.7826e--000 | 9.9192e-003 | 2.6864e-+000
CFL | Az=Ay ”uﬁzg‘*_fﬁinl rapport %ﬁ—”l rapport
0.9 0.05 | 9.1939e-002 4.0545e-001
0.9 0.025 | 5.2509e-002 | 1.7509e+000 | 2.5367e-001 | 1.5983e+-000
0.9 | 0.0125 |2.3029e-002 | 2.2802e-+-000 | 1.0988e-001 | 2.3085e+000
0.9 | 0.00625 | 8.6093e-003 | 2.6749e+000 | 5.4587e-002 | 2.0130e-+000

TAB. 3.4. Ordre de convergence en espace de la solution des

gouttes pour ’expérience du tunnel & vent avec une marche dans

le cas du systéeme découplé.
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(x < 0.4), puisque juste 'au-dessu's de la marche, il y a des cellules ou les gout-
telettes ne vont pas. Cela cause des problémes pour calculer ’erreur dans ces
cellules, car n’ayant pas de gouttelettes, il n’est pas possible d’obtenir les vitesses
et la température des gouttes. Nous montrons ’ordre de convergence du schéma
des gouttes lagrangiennes dans le tableau 3.5. La solution numérique de réfé-

rence a été obtenue avec un Atzé et Az = Ay = 0.003125. L’ordre obtenu est

d’environ 1.

At | Az=Ay %%'1 rapport ”THT; ;: Fﬂ‘i”l rapport

11005 |9.3245¢-002 3.0140e-002

1—12 0.025 | 4.3320e-002 | 2.1525e+000 | 1.6572e-002 | 1.8188e-+000

2—14 0.0125 | 2.1617e-002 | 2.0040e--000 | 7.5579¢-003 2.1926é+000

4—18 0.00625 | 1.4023e-002 | 1.5415e--000 | 2.4103e-003 | 3.1357e+000

At | Dz=Ay %1%”1 rapport %ﬁi rapport

é 0.05 3.0778e-002 1.5353e-001

é 0.025 1.5544e-002 | 1.9801e--000 | 8.3351e-002 | 1.8419e--000
, i 0.0125 | 7.7844e-003 | 1.9968e--000 | 3.8647e-002 | 2.1567e+000

ﬁ 0.00625 | 3.3839e-003 | 2.3004e+000 | 1.4051e-002 | 2.7506e-+000

TAB. 3.5. Ordre de convergence en espace de la solution des
g p
gouttes lagrangiennes pour ’expérience du tunnel & vent avec une

marche dans le cas du systéme découplé.

3.4.5.4. Systéme d’équations couplées : gaz

Nous montrons 'ordre de convergence du schéma eulérien du gaz couplé avec
les gouttes eulériennes dans le tableau 3.6. La solution numérique de référence

a été obtenue avec un CFL=0.9 et Az = Ay = 0.003125. L’ordre obtenu est

d’environ 1.



CFL | Az=Ay ”pﬁ;i:"]‘g”l rapport %ﬂg—nl rapport

g 1 q 1
0.9 -0.05 1.4452e-001 1.1646e-001 |-
0.9 0.025 | 8.0344e-002 1.79886—(—000 6.0226e-002 | 1.9338e+000
0.9 0.0125 | 3.4488e-002 | 2.3296e+4-000 | 2.5624e-002 | 2.3503e+000
0.9 | 0.00625 | 1.2670e-002 | 2.7220e+000 | 9.1820e-003 | 2.7907e+000
CFL | Az=Ay Hulgliie_jlglll rapport ”v'g;ie_vl)'g”l rapport
0.9 0.05 1.0013e-001 4.5834e-001
0.9 0.025 | 5.1999e-002 | 1.9256e+4-000 | 2.4754e-001 | 1.8515e+000
0.9 | 0.0125 |2.2447e-002 | 2.3166e+000 | 1.0962e-001 | 2.2582e+000
0.9 | 0.00625 | 8.8643e-003 | 2.5323e+000 | 4.0670e-002 | 2.6954e+000

TAB. 3.6. Ordre de convergence en espace de la solution du gaz

pour I'expérience du tunnel & vent avec une marche dans le cas du

systéme couplé.

3.4.5.5. Systéme d’équations couplées : gouttes
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Nous montrons 1’ordre de convergence du schéma eulérien couplé des gouttes

dans le tableau 3.8. La solution numérique de référence a été obtenue avec un

CFL=0.9 et Az = Ay = 0.003125. L’ordre obtenu est d’environ 1.

3.4.5.6. Commentaires

Comme dans le cas uni-dimensionnel, 'ordre de convergence obtenu est d’en-
viron 1 et ce, pour les mémes raisons. La solution de ce tunnel & vent contient
des chocs et des discontinuités de contact, cela contribue & diminuer I'ordre de
convergence puisque CLAWPACK est d’ordre 2 seulement dans les zones lisses.
La méthode de séparation des opérateurs est aussi en cause. Le fait de résoudre
les termes sources séparément peut conduire & une méthode d’ordre 1 [11]. Aussi,
pour les gouttes eulériennes, nous faisons aussi une séparation des opérateurs dans
le cas spatial. De plus, rien ne nous indique que le solveur semi-exact pour les
termes sources est d’ordre 2. Dans le cas des gouttes lagrangiennes, il y a des oscil-

lations pour la quantité § et cela est probablement la cause pour laquelle 'ordre



CFL | Az=Ay %% rapport %zﬁd—ul rapport
d 1
0.9 0.05 1.4896e-001 _ 1.1735e-001
0.9 0.025 | 8.6835e-002 | 1.7154e+000 | 6.1178e-002 | 1.9181e+000
0.9 | 0.0125 |4.1036e-002 | 2.1161e+000 | 2.6307e-002 | 2.3256e+000
0.9 | 0.00625 | 2.2653e-002 | 1.8116e+000 | 9.5252¢-003 | 2.7618e+000
CFL | Az=Ay ”"fie_;l‘ﬁ”l rapport UEI%%TI"I—”I rapport
Uy Y4
0.9 | 0.05 |1.0030e-001 4.6077e-001
0.9 0.025 | 5.2337e-002 | 1.9164e+000 | 2.4921e-001 | 1.8490e-+000
0.9 | 0.0125 |2.2729e-002 | 2.3026e+000 | 1.1064e-001 | 2.2525e-+000
0.9 | 0.00625 | 9.0997e-003 | 2.4978e+000 | 4.1048e-002 | 2.6953e+-000
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TAB. 3.7. Ordre de convergence en espace de la solution des
gouttes eulériennes pour l'expérience du tunnel & vent avec une

marche dans le cas du systéme couplé.

de convergence, pour cette quantité, est proche de 1. De plus, la discrétisation

temporelle et spatiale du solveur semi-exact lagrangien est d’ordre 1.

3.4.6. Effets des termes sources des équations du gaz sur les solu-

tions stationnaires du gaz

Sous quelles conditions pouvons-nous négliger l'effet des termes sources dans
les équations du gaz? Ceci est une question importante & traiter. La densité
microscopique des gouttes pg est une quantité qui pourrait étre susceptible d’avoir
un effet sur la solution du gaz stationnaire. En effet, plus py est petit, plus les
fonctions de transfert de quantité mouvement D et de chaleur () sont grandes en
valeur absolue. La valeur absolue de ces fonctions est inversement proportionnelle
a pgq, C'est-a-dire que si nous divisons py par 2, alors les fonctions D et @ sont
multipliées par 2. Par conséquent, lorsque p, est petit, ces fonctions sont grandes
et nous pourrions nous attendre & ce qu’il y ait un effet des termes sources sur
la solution stationnaire du gaz. En fait, lorsque la quantité (. est suffisamment

petite, la grandeur de ces termes n’influence pas vraiment la solution stationnaire
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du gaz. En résumé, nous pouvons dire qu’il existe un valeur critique de (. sous
laquelle Peffet des gouttes sur le gaz est négligeable et que cette valeur critique
dépend de py. Par contre, la quantité [, affecte la solution du gaz stationnaire.
Cela représente ce & quoi nous nous attendons naturellement, c’est-a-dire que plus

il y a de gouttes, plus il y a un impact sur le gaz.
3.4.6.1. Effets de la densité microscopique‘des gouttes py

Nous montrons aux figures 3.15 et 3.16 des tranches de la solution stationnaire
du gaz pour différentes valeurs de py et avec G, = 0.0014. Nous remarquons que

la solution du gaz est & peu prés la méme peu importe la valeur de pg,.
3.4.6.2. Effets de la quantité de gouttes (B, & l’entrée

Nous montrons aux figures 3.17 et 3.18 des tranches de la solution stationnaire
du gaz pour différentes valeurs de 3, et avec pg égale & 1078, Il faut voir que plus

il y a de gouttes, plus la solution du gaz est affectée.
3.4.6.3. Commentaires

Il est important de noter que le modéle n’est valide que pour de petites valeurs
de . Plusieurs effets physiques deviennent non négligeables lofsque G devient
grand, tel que le volume occupé par les gouttelettes par rapport & celui du gaz et
les collisions entre celles-ci. Etant donné que nous avons fait ces hypothéses dés le
départ, il est acceptable de négliger I'effet des termes sources dans les équations
du gaz lofsque la quantité de gouttes est petite. Dans les expériences ci-haut,
B. < £ semble raisonnable pour négliger ’effet des termes sources dans les

1000

équations du gaz.

3.4.7. Optimisation dans le cas eulérien avec les équations non cou-

plées
- 3.4.7.1. Choiz des conditions initiales

Pour obtenir la solution stationnaire des gouttes le plus rapidement possible,

le choix des conditions initiales est important. Nous avons testé trois choix de
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Densité du gaz stationnaire, x=0.3
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Densité du gaz stationnaire, y=0.5
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conditions initiales (CI), sur trois problémes ayant différentes grandeurs de termes
sources (pq) et ce, sur deux maillages (Ax) différents. Toutes les simulations sont
faites avec un CFL=0.8.

Le premier choix de condition initale est la condition initiale géz (CI gaz)
B = %p, u) = ug, v = v, et T = T,. Le deuxiéme choix est la condition initale
vide (CI vide), 8% = 0, u% = 0, v] = 0 et TY = 0. Pour terminer, le troisiéme
choix est la condition initale uniforme (CI uniforme), 8° = B, uf = ug., v = 0
et T9 =Ty,

Nous présentons le tableau 3.8 affichant le nombre d’itérations requis pour at-
teindre 1’état stationnaire. Nous remarquons que plus py est petit, plus la condi-
tion initiale gaz semble préférable. Cela n’est pas vraiment une surprise étant
donné que les termes sources sont importants plus py est petit. Par conséquent,
plus les vitesses et la température des gouttes seront proches de la solution du
gaz. Dans les essais du tableau 3.8, CI gaz est toujours préférable. Par contre, il
se pourrait, que si la solution des gouttes est loin de la solution du gaz, alors la
CI gaz ne ferait pas vraiment mieux que les CI vide ou uniforme. Nous pouvons
rajouter qu’il ne semble pas y avoir vraiment de différence entre les CI vide et

uniforme.

3.4.7.2. Calcul de solutions grossiéres au départ

Nous avons montré précédemment que la CI gaz est préférable lorsque py est
petit. Quand py est plus grand, toutes les CI testées plus haut donnent sensible-
ment le méme nombre d’itérations pour obtenir la solution stationnaire. Il serait
bien d’obtenir meilleur, car le cas ou py est grand est celui qui prénd le plus
d’itérations. |

Une idée serait de calculer la solution stationnaire des gouttes sur un maillage
grossier et d’ensuite, interpoler cette solution sur un maillage fin. Nous pouvons
alors utiliser cette solution interpolée comme condition initiale pour le probléme
avec le maillage fin. Nous avons testé trois types d’interpolations, bicubique, bi-

linéaire et « plus proche ». Pour générer les conditions initales interpolées sur



pa | CI Axz=Ay | Nbs. itérations
1075 | air 0.00625 | 5330
1075 | vide 0.00625 | 7174
1075 | uniforme | 0.00625 | 5915
1075 | air 0.003125 | 5209
1073 | vide 0.003125 | 5254
107° | uniforme | 0.003125 | 6149
pa | CI Az=Ay | Nbs. itérations
1079 | air 0.00625 | 1522
107° | vide 0.00625 | 2996
1 uniforme | 0.00625 | 3263
1078 | air 0.003125 | 3102
107% | vide 0.003125 | 5757
10~¢ | uniforme | 0.003125 | 5508
Pd CI Az=Ay | Nbs. itérations
1077 | air 0.00625 | 1328
1077 | vide 0.00625 | 3031
1077 | uniforme | 0.00625 | 2915
1077 | air 0.003125 | 2354
1077 | vide 0.003125 | 6186
10~7 | uniforme | 0.003125 | 6219

TAB. 3.8. Effet du choix de la condition initale sur le nombre total

d’itérations requis pour obtenir I’état stationnaire.
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Ax=0.003125, nous avons utilisé la solution obtenue avec les conditions initiales

gaz du maillage Az=0.00625 correspondant.

Nous présentons le tableau 3.9 avec le nombre d’itérations requis pour at-

teindre l’état stationnaire pour trois valeurs de py et trois interpolations diffé-

rentes.
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0d Interpolation | Nbs. itérations | CI gaz | CI vide | CI uniforme
1075 | bicubique 2636 5209 | 5254 6149
107 | bilinéaire 2544 5209 | 5254 6149
1073 | plus proche | 5651 5209 | 5254 6149
10~% | bicubique 2648 3102 | 5757 5508
107° | bilinéaire 2736 3102 | 5757 5508
107% | plus proche | 2613 3102 5757 5508
11077 | bicubique 3842 2354 | 6186 6219
107 | bilinéaire | 3413 2354 | 6186 | 6219
10~7 | plus proche | 3353 2354 | 6186 6219

TAB. 3.9. Effet du choix de 'interpolation sur le nombre d’itéra-

tions requis pour obtenir I’état stationnaire.

Nous remarquons une tendance & ce que l'interpolation bilinéaire et bicubique
soient plus performantes que « plus proche » lorsque pg est grand. Les perfor-
mances des interpolations bilinéaires et bicubiques sont sensiblement les mémes.
Lorsque py. est petit, la CI gaz reste tout de méme préférable. Mais ce qui est
intéressant, c’est que lorsque py est grand, 1a ou la CI gaz ne faisait pas mieux
que les autres, la solution stationnaire obtenue avec la CI interpolée bilinéaire ou
bicubique est environ thenué avec deux fois moins d’itérations. Cela est une trés
bonne amélioration, car il est possible de négliger le temps de calcul de la solution
grossiére. En effet, si Az = Ay, alors le temps de calcul d'une solution est grosso
modo inversement proportionnel au cube de Az puisque si nous divisons par deux
Az et Ay, le nombre de cellules quadruple et At doit étre a peu prés divisé par

deux pour respecter la condition CFL.

3.4.8. Comparaison des perfomances

Dans cette sous-section, nous comparons les performances en temps de cal-

cul de la meilleure approche eulérienne exhibée avec ’approche lagrangienne. La
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procédure & suivre afin de comparer les performances est similaire au cas uni-
!
18,7 —B1I1 ot 855t =81
l18re5 s I8z

sur la partie gauche du domaine avant la marche (x<0.4) puisque pour ’approche

seront comparées seulement

dimensionnel. Les erreurs

lagrangienne, il n’est pas évident de calculer Ierreur sur la partie droite du do-
maine. De plus, il est difficile de choisir une expérience eulérienne qui a la méme
erreur que ’expérience lagrangienne étant donné que la géométrie de ce probléme
implique qu’il n’est pas possible de choisir n’importe quelle grandeur de cellule
eulérienne. /

Nous comparons les performances de la méthode lagrangienne avec celle eulé-
rienne dans l’expérience du tunnel & vent avec une marche dans le tableau 3.10. Ici, .
la solution numérique lagrangienne ﬁi‘g est obtenue avec un Az = Ay = 0.003125
et approximativement 40000 gouttelettes par cellule initialement & ’entrée. Pour
ce qui est de la solution numérique eulérienne de référence 54, elle est obtenue
avec Az = Ay = 0.003125 et un CFL=0.8. Toutes les simulations lagrangiennes
du tableau 3.10 ont été obtenues avec 2500 gouttelettes par cellule initialement &
I’entrée. La condition initiale interpolée a été obtenue de la solution stationnaire

des gouttes du probléme avec Az = Ay = 0.025 et I'interpolation est bilinéaire.

De plus, || ﬁleafg ou eul |1 est une approximation du volume sous la surface de
ﬁl?}'{ ou eul lorsque z < 0.4. Les temps de calcul sont des temps moyens pris sur

cing expériences.

3.4.8.1. Commentaires

Nous remarquons que plus p, est petit plus I’approche eulérienne est perfor-
mante. L’approche lagrangienne est légérement plus rapide que ’approche eulé-
rienne lorsque pg est érand.

1 faut faire la remarque que plus py est grand, moins il est probable qu’une
approche eulérienne méne 4 une solution juste pour cette expérience particuliére.
Rappelons que le schéma eulérien modélise une moyenne locale et que dans cette
expérience, lorsque py est grand, il arrive que les gouttelettes rebondissent sur
la marche et que par conséquent, la moyenne locale ne soit plus appropriée pour

modéliser ce phénoméne. Ici, p; = 107° est encore appropriée pour une solution
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0d CI ||ﬁi|%2£;3|zﬁglll ”ﬂﬁfp}i;éfﬁjlnl I d?}% ou eul |l | Temps de calcul | Nbs. d’itérations
1077 | gaz 0.017 ~0.001229 4.85s 600

1077 0.02 ~0.0011185 14.54s

1076 | gaz 0.018 ~0.0011218 5.07s 744

106 0.022 ~0.0011214 13.43s

107° | gaz 0.023 ~0.0011061 29.86s 4349

107° | interpolée | 0.023 ~0.0011061 14.83s 2162

1073 0.019 ~0.0011229 13.35s

TAB. 3.10. Comparaison des performances de la méthode lagran-
gienne avec celle eulérienne pour l'expérience du tunnel & vent avec

marche.

eulérienne, mais le régime eulérien commence & cet endroit & étre moins valide.
Avec pq plus grand, ’approche eulérienne n’est plus préférable puisqu’elle ne cap-
turera pas la vraie nature de la solution. Par contre, dans le caé ou les schémas
eulériens et lagrangiens coincident, I’approche eulérienne est généralement plus
performante que celle lagrangienne.

De plus, nous avons ici négligé l'effet des gouttes sur la dynamique du gaz.
Si quelqu’un est intéressé & ne pas la négliger, alors 'approche eulérienne est
siirement la meilleure approche puisque le cas couplé et lagrangien serait proba-
blement plusieurs dizaines et dizaines (si ce n’est pas des centaines) de fois moins

performantes que 'approche eulérienne.

3.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté ou mis en référence les al-
gorithmes numériques pour chacun des solveurs et les pfocédures & suivre pour-
résoudre les systémes d’équations bi-dimensionnelles. Nous avons aussi introduit
I’expérience du tunnel & vent gaz-gouttes avec une marche et les particulatités
pour sa mise en oeuvre. Un critére d’arrét pour le schéma eulérien a été pré-

senté. La solution du tunnel & vent a été montrée et la solution eulérienne des
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gouttes comparée a la solution lagrangienne. Nous avons discuté de quelques rai-
sons probables de la présence d’oscillations dans les solutions de cette expérienée.
Par la suite, nous avons étudié 'ordre de convergence des schémas numériqﬁes
et exhibé des raisons pour lesquelles nous obtenons l'ordre 1. L’effet des termes
sources dans les équations du gaz a été analysé et nous avons conclu que lorsque la
quantité G, est petite, ces terrﬁes sources peuvent étre négligés. L’avant-derniére
partie de ce chapitre concerne l'optimisation du schéma eulérien sur ’expérience
du tunnel & vent gaz-gouttes. Nous concluons que lorsque p, est petit la condition
initale « gaz » est 'préférable et que lorsque py est grand, il est meilleur d’utiliser
la condition initale « interpolée ». De plus, lorsque nous avons comparé, dans
le cas non couplé, notre meilleure approche eulérienne avec celle lagrangienne,
nous avons conclu que 'approche eulérienne est généralement préférable lorsque
le régime eulérien et lagrangien coincident. Enfin, méme sans étude approfondie,
il est évident que dans le cas couplé, I’approche eulérienne serait vraiment, de

loin, plus performante que I'approche lagrangienne.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté le modéle mathématique décrivant
le comportement d’un fluide a deux phases. La premiére phase est un gaz et la
deuxiéme des gouttelettes en suspension. De plus, deux formulations pour la phase
des gouttes ont été exposées, celle lagrangienne et celle eulérienne. Ces différentes
formulations ont été testées sur différentes stratégies de simulation.

Le but de ce mémoire était de répondre a quelques questions fondamentales.
Nous rappelons dans les paragraphes suivants ces questions et exposons les ré-
ponses que nous avons trouvées.

Dans le cas uni-dimensionnel, nous avons présenté et testé les algorithmes nu-
mériques lagrangiens et eulériens sur l'expérience numérique du tube a choc dans
le cas couplé. Dans ce cas couplg, il est trés clair que les simulations eulériennes
sont plus efficaces.

Dans le cas bi-dimensionnel, nous avons aussi présenté les algorithmes numé-
riques lagrangiens et eulériens. Certaines difficultés dans la résolution des équa-
tions, telles que la présence des termes sources raides, nous ont obligés & utiliser
un algorithme numérique différent que celui dans le cas uni-dimensionnel. Nous -
avons aussi présenté la solution numeérique du tunnel & vent avec une marche pour
un écoulement gaz-gouttes.

Nous avons abordé la question importante de savoir dans quelle mesure il est
raisonnable de négliger 'effet des gouttelettes sur la dynamique du gaz. Nous
concluons que lorsque la quantité de gouttelettes est trés petite, il est alors rai-
sonnable d’ignorer 'impact des gouttelettes sur le gaz.

Dans le cas eulérien, afin d’obtenir la solution stationnaire avec le moins d’ité-

rations possible, le choix des conditions initiales dans la résolution des équations

\



' ‘ w7
aux dérivées partielles s’avere crucial. Si la solution stationnaire des gouttes est
proche de celle du gaz , alors la condition initiale « gaz » (telle que décrite dans
le chapitre 3) est trés appropriée.

Lorsque la solution stationnaire des gouttes est loin de celle du gaz, une tech-
nique du style multi-grilles est présentée. Il s’agit de résoudre le probléme sur
une succession de maillages de plus en plus fins avec comme condition initiale la
solution stationnaire sur le maillage précédent interpolée sur la nouvelle grille.

Nous avons comparé les performances de notre meilleure méthode eulérienne
avec la méthode lagrangienne. Dans le cas découplé, si la solution des gouttes est
proche de celle du gaz, alors la méthode eulérienne est plus efficace. Lorsque la
solution des gouttes s’éloigne de celle du gaz, alors la performance de I'approche
lagrangienne est comparable & celle de ’approche eulérienne. Toutefois, pour une
approche couplée, I’approche eulérienne est vraiment sans aucun doute I’approche
a privilégier. \

Cette recherche laisse é\}idemment un certain nombre de questions non ré-
pondues. Rappelons que les solutions du tunnel a vent présentent des oscillations
non physiques & mesure que le maillage est raffiné. Bien que nous n’avons pas
testé l'introduction de dissipation numérique artificielle, il semblerait que cette
mesure soit probablement nécessaire pour conserver la convergence lors du raf-
finement. Une étude plus profonde de ces oscillations serait probablement trés
intéressante. De plus, une autre question d’intérét serait de connaitre les perfor-
mances d’un code lagrangien bi-dimensionnel couplé avec le gaz et de comparer ses
performances avec un code purement eulérien. Un autre point important serait dé
trouver des maniéres d’augmenter l'ordre de convergence des codes utilisés dans
cette recherche puisque nous avons seulement obtenu un ordre un peu meilleur

que 1.
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