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Résumé

En 1955, C. Hyltén-Cavallius publie I’article intitulé “Some extremal problems for
trigonometrical and complex polynomials™ [6] dans lequel il solutiorine un probléme
soulevé par P. Turén [12]. Etant donné les polyndmes de degré n dont la valeur ab-
solue atteint son mazimum sur le cercle unité en z = 1, quelle est la plus grande
région contenant le point z = 1 et dans laquelle ces polynémes ne peuvent pas
avoir un zéro 2 Hyltén-Cavallius trouve cette région dont la frortiere s’avere étre
un limacon de Pascal et montre, en outre, que pour tout point ¢ sur cette frontiere,
il existe un polynéme ayant les propriétés mentionnées précédemment et s’annu-
lant en C.

La- qualité et la profondeur de 'article de Hyltén-Cavallius sont indéniables.
Néahmoins, la. rédaction plutdt sommaire se traduisant par plusieirs détails écourtés,
voire ignorés, rendent une premiére lecture laborieuse et quelqué peu aride. Ceci
dit, l’article regorge de nombreuses idées intéressantes et quicond’ue ayant la pa-

- tience de se rendre jusqu’au bout en ressortira plus riche en coniaissances et en
habilités mathématiques. o |

Sachant d’avance qu’une bonne dose de persévérahce et de tenacité serait nécessaire,
je me suis tout de méme attelé & la tiche afin de produire une version plus ac-
cessible de I'article de Hyltén-Cavallius. En comparant la nouvelle version avec le
manuscrit original, le lecteur pourra déceler les précisions ajoutéés et constater,
4 l'instar de quelques mathématiciens expérimentés, qu’elles sont loin d’atre tri-
viales. Par exemple, mentionnons qu’a la page 9 de son article, Hyltén-Cavallius
écrit “En utilisant ce fait, il est possible de montrer qu’on peut soumettre @,
4 une infinité de variations de telles sortes que ®, reste dans TI,(it,cosa) et

que ®,(2') = —1. Toutefois, nous ne donnons pas les détails de cette partie de
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la preuve.” De fait, Hyltén-Cavallius ne donne méme pas d’indices qui permet-
traient d’effectuer la démonstration. Je corrige cette lacune en effécétuant la preuve
complete dans les pages 19-21 de ce manuscrit. En y jetant un cotip d’oeil, le lec-
teur remarquera que l'idée de la preuve requiert certaines connaissances que seuls
les spécialistes de la Théorie de I’ Approximation sont susceptibles de maitriser. En
outre, d’autres détails ont été écourtés, notamment lors de la preuve du Théoreme
1. En effet, Hyltén—Cavallius déclare en page 8 : “C(Smparons les deux polynomes
trigonométriques ¥, et ®, d’ordre < n en considérant les intersections de leurs
graphes respectifs. Si A, # 0, il suit que A, posséde 2n zéros dans I'intervalle |
—m < x < 7.” Malheureusement, Hyltén-Cavallius n’indique pés la localisation
des zéros ni la maniére dont les deux graphes s’intersectent. Le lécteur pourrait
alors conclure & tort & la simplicité des arguments et par ce fait méme passer &
coté d’éléments majeurs de la preuve. Ces explications sont incluses dans mori_
manuscrit avec beaucoup de soins afin que l'on puisse prendre conscience de tous
les aspects et les subtilités de la démonstration. Globalement, ce mémoire propose
une version améliorée et plus compléte du travail de Hyltén-Cavallius en se basant
sur une approche plus accessible pour des lecteurs qui ne seraient pas familiers
avec le sujet.

De plus, la présence de plusieurs résultats concernant les polynomes (trigo-
nométriques) fait que ce mémoire peut étre vu comme un complément au douzieme
chapitre du livre “Analytic theory of polynomials” de Q. I. Rahman et G. Schmeis-
ser [9]. Aussi, les sujets abordés tels que I'inégalité de Bernstein, la localisation
des zéros d’un polynomes et le comportement local des polynéines sont sujets
4 de nombreuses applications en Théorie de ’Approximation et en Théorie des
Transformations de Fourier notamment.

Mots-clés : polynémes - polyndmes trigonométriques - compdrtement local -

polynomes de Chebyshev de premiére espeéce.
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Summary

In 1955, C. Hyltén-Cavallius published an article entitled “Some eztremal problems
for trigonometrical and complex polynomials” [6] in which he gave & complete ans-
wer to a question asked by P. Turan [12] which may be stated as follows. Consider
all polynomials of degree n whose mazximum modulus on the unit circle is attained
at the point z = 1. What is the largest region containing the point z = 1 inside
which no such polynomial can have a zero ? Hyltén-Cavallius found the exact re-
gion and noted that its boundary is a “limacon of Pascal”. He also showed that for
any given point ¢ of the boundary of that region, there is a polynomial, satisfying
the specified properties, which has a zero at ¢.
There is no doubt about the exceptionally high quality of the work of Hyltén-
Cavallius. The only problem with the paper is the style of presentation which is
. quite sketchy at times. Many people have seriously tried to read it but have found
it much too lacking in details to stick with it till the end. The paper is so rich in
ideas that anybody who has the patience to go through the whole of it can acquire
a wealth of knowledge and skill. Although I knew in advance that it would require
a good deal of per\severance on my part to come up with a more reader-friendly
version of the paper of Hyltén-Cavallius I undertook to do this and I am glad I did.
Comparing this manuscript with the original paper of Hyltén-Cavalius the reader
will see how certain intricate details were simply omitted by him even though
some very experienced mathematicians find them far from trivial. As an example
it may be mentioned that at one place on page 9 of his paper Hyltén-Cavalhus
writes “Using this fact it is possible to show that we can submit 3, to infinitely
many variations so that ®, still belongs to IL,(it, cos ) and ®,(2') = —1. Howe-
ver, we do not write out the details of this part of the proof.” In fact, he does not
_even give any idea as to how one may proceed. The assertion of Hyltén-Cavallius
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has been explained in my manuscript on pages 19-21. Looking into it the rea-
der will notice that the argument requires certain ideas which only specialists of
Approximation Theory may be expected to be familiar with. Otlier details have
been shortened drastically. For instanée, in the proof of his Theorem 1, he states
on page 8 : “Let us compare the two trigonometrical polynomials ¥,, and ®,, of
order < n and count the zeros of the polynorhial A, = ¥, — ®; by considering
the intersections of the corresponding curves. If A, # 0 it follows that A, has 2n
zeros in the interval ~m < x < 7w.” However, Hyltén-Cavallius does not indicate
how one has to go about counting the zeros so as to see that thére are at least
2n zeros in the perio’d —m < z < 7. In fact, the author’s abreviated text fails to
emphasize some very important points which could be particularly enlightening
for the reader. Therefore, those explanations have been included in my manus-
cript with much accuracy and precision on pages 15-17 enabling the reader to be
totally aware of the different issues and subtleties of the proof. In general, this
“memoire” proposes a more complete version of Hyltén-Cavallius’ work based on
a more accessible approach for an unfamiliar reader. '

Moreover, the presence of many results concerning _(trigonorr’ietric) polyno-
mials allows this paper to be seen as a complement to Chapter twelve of Q. 1.
Raliman and G. Schmeisser’s book “Analytz'c theory of polynomials” [9]. Also,
the various ideas approached thrOughouﬁ this manuscript such as Bernstein’s in-
equality, localisation of polynomials zeros and polynomials local behaviour may

find various applications in Approximation Theory and Fourier Transform Theory.

Key words : polynomials - trigonometric polynomials - lodéal behaviour -
Chebyshev polynomials of the first kind. '
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1 Introduction et préliminaires

Ce mémoire a pour objectif de détailler I’ approche de C. Hyltén-Cavallius dans
sa résolution d’un probleme de P. Turén. '
Nous débutons par ’énoncé du probleme et donnons une solution partielle basée
sur une idée que Turan publia dans son article “On rational polynomials” [12].

Nous poursuivrons ensuite en élaborant I’approche de Hyltén-Cavallius.

1.1 Enoncé du probléme de Turan

Soient » > 1 un entier et Po(z) := Y., a,2” un polyndme aux coefficients
dans C et de degré au plus n. Supposons que |P,(z)| atteigne son maximum sur le
cercle |z| = 1 au point z = 1 et que | P,(1)| = 1. La question est alors de savoir oll
se situent les zéros de P, les plus prés du point z = 1. Turdn posa premiérement
le probleme en terme de points sur le cercle |z| = 1 puis Hyltén-Cavallius I'élargit
a tout le plan complexe.

La seule continuité est sufﬁsante pour assurer l'existence d’ un disque centré
en z = 1 & l'intérieur duquel |P,(z)| ne s’annule pas. Il est possible d’élargir ce
résultat en utilisant la différentiablité de |P,(z)| et 'inégalité dé M. Riesz - S.
N. Bernstein!. En effet, cette derniére affirme que pour tout polynome f,,(z) de
degré m, on a

Ilnlwlclf (2)] <m1|n|a>1<|fm( z)|. (1)

" De plus, une conséquence immédiate du principe du maximum pour les fonctions

!Bien que cette inégalité porte le nom de S. N. Bernstein, elle a été démontrée en premier
lieu pour des polynémes trigonométriques par M. Riesz [11], p. 357.



holomorphes? stipule que

max | fn(2)] < BP max| ()] (R21). @

D’ot, en appliquant les inégalités (1) et (2) au polynéme P,, on obtient

mex | P,(2)| < nR* max|Pu(e)| =B (9

et si |z| < 1, la borne sur la dérivée est alors

P(2)] < max |Pa()| = n.

n

Considérons le segment allant du point z = 1 & 2z = 1+ e'* paramétré par
Y(t) = 1+ te® avec 0 < t < J et « fixé dans R. En jumelant 'inégalité (3) au
théoréme fondamental du calcul, on obtient

1+48ei™ ,

/ E(¢)d¢
1

6 ’ . -
/ Pn(1+te‘°‘)e‘°‘dt{
0

Si |1 +te'®| < 1, la borne sur |P,(1 + te')| sera n sinon elle sera n |1 + tei@|"~1,

Ainsi,

IB(1 + d6i®) — By(1)] =

P (1 + tel®)| dt.

5 .
|Pa(1+8e) — Po(1)] < / max{n,n |1+ teia’n_l}dt
‘ , 0
s
< / n(l+t)" dt=(1+6)"—1
0
et donc

|Pa(1 + 6e'®)| > |P(D)] = (1+6)" +1
= 2—(1+)"

qui reste strictement positif si (1 +4)" < 2.

2Résultat cité par G. Pélya et G. Szegd dans leur ouvrage “Problems and theorems in ana-
lysis” [8] Probleme 269, p. 158.



On constate que cette réponse ne dépend plus du polynéme choisi mais uni-
quement du degré n. Néanmoins, cela n’est pas tout a fait satisfaisant car, d’une
part, il est difficile d’améliorer ce résultat si 'on garde une démarche basée sur
Pinégalité de M. Riesz - S. N. Bernstein et sur le théoreme fohdame\ntal du cal-
cul. D’autre part, cette technique ne permet pas de trouver I'exacte région qui
ne contiendrait aucun zéro ni les polynémes extrémaux. Pour ces raisons, il est

préférable de se tourner vers une approche différente.

1.2 Meéthode de Hyltén-Cavallius

On définit donc B, la classe de tous les polynomes réels sur 'axe réel, de degré
au plus n et tels que max |P.(2)] = | Pa(1)). .

Désormais, 'idée ;E de trouver la plus grande région G contenant le point
z =1 et & l'intérieur de laquelle aucun polyndme de la classe B; ne s’annule. On
almerait aussi savoir si, pour tout point de la frontiere de G, il existe un polynéme
de B, qui s’y annule. Dans son article intitulé “Some extremal problems for tri-
gonometrical and complex polynomials” [6], Hyltén-Cavallius trouve la région G
cherchée. Il s’agit en fait de la région bornée qui est déterminée par la courbe de
Jordan c,, région® dite “inside” de c,. La courbe c, est décrite en coordonnées

polaires (z = pe'¥) par

cos £ = L(p? +p7F)cos £, -n/n<p<m/n. (4)
v
|Z|=1 17T,
leup
(s
-1
i -
e e-—in/n
cn

FiG. 1 — Graphique de ¢, pour n = 3.

3Cf. sous-section 5.1 A propos de la courbe ¢,



Plus précisement, il démontre le résultat suivant.

Théoréme A. Soient n > 2 un entier et ¢, la courbe définie ci-dessus. Alors,

a. si zy appartient a la région bornée déterminée par c,, aucun polynéme de

B, ne s’y annule,

b. sizg = pe'¥ _eét un point de ¢, il existe des polynémes de B, qui s’y annulent.

De fait, ils sont de la forme

n —ip | yR-—1( yamiv _ it =g 1 Y
c Z (2U+1>(ze +1) (ze ) zé )

1<2v+1<n

ot ¢ # 0 est une constante arbitraire dans C,

c. si 2o est un point & Uextérieur de c,, il existe une infinité de polyndmes
P, € B, s’y annulant et n’étant pas mutliples les uns des autres.

La preuve de ce théoréme étant particulierement délicate et asséz longue, on se
contente pour I'instant d’en donner un apergu et de souligner les étapes majeures.

Soient 2o = pe'¥ un point dans C\ {0} et P, un polyndme dé B, s’annulant
en zg. On définit le polynome trigonométrique ®,,, de degré n, par

04(C) = Pa(€) Pa(e™), (3)

oll B,(2) := Po(Z) est le polynome dont les coefficients sont les conjugués de ceux
de P,(z). Pour ¢ = 8 réel, on a ®,(6) = |P,(¢")|?. On en déduit que $,(6) est un
polyndme trigonométrique non négatif sur axe réel. De plus, ®;(2) s’annule en
z = p—ilogp et atteint son maximum sur I’axe réel en 2z = 0. On ést ainsi amené
a considérer la question suivante : étant donné un polynéme trigonométrique ®,,
non négatif sur l'axe réel, de degré au plus n et atteignant son maximum sur-
I’axe réel en origine, quelle est la plus petite région autour du point 2 = 0 pour
laquelle ®, n’ait pas de zéro? Dans le lemme qui suit, Hyltén-Cavallius parvient
4 donner la condition nécessaire et suffisante pour que le point pé® puisse étre un
tel zéro. ’ '



Lemme B. Soit t, un polynéme trigonoméirique non négatif sur Uaze réel de
degré au plus n et tel qu’il atteint son mazimum sur l'aze réel en 0 et s’annule en
u+iv. La racine u + iv doit alors satisfaire la relation

| cos §| < cosh ¥ cos(m/2n).

En appliquant ce résulat & ®,,, on a ainsi
e < L 12 4 -1/2 Ll
'COS2§2(p +p~ /%) cos o,
ce qui signifie que zg = p€'® est soit & 'extérieur de c,, soit sur sa frontiere.

Le Lemme B est une conséquenée directe du prochain théoréme (Théoréme
C). Afin de I’énoncer, on définit la classe €2,,.

Définition 1. Soient t un nombre réel et Q,(it,0) la classe des polynémes trigo-
nométriques On(x) = ag+ Y _ro; (ax cos kz + by sin kz) de degré au plus n et pour
lesquels 0 < ®,(z) < 1 pour tout x réel et B,(it) = 0.

~ Introduisons de plus la fonction

ou Ty, estle pélynéme de Chebyshev* de premiére espéce de degré 2n.

11 sera montré ultérieurement® que ©,, est bien un polynéme trigonométrique

de degré n et qu’il appartient & la classe Q,(it, 0).

Théoreme C. Soit ®, un polyndme trigonométrique de la classe 2,(it, 0) tel que
défini d la Définition 1. A
a. Pour tout x € R tel que |cos §|2 cosh £ cos(m/2n), on a

P (z) < On(z).

Dans le cas ot t # 0, I’égalité pour un tel x implique qu’il y a égalité pour |

4Parmi les nombreuses orthographes du nom de P. Chebyshev, celle suggérée par I’American
Mathematical Society a été retenue pour ce mémoire. '

5Les polynémes de Chebyshev de premieére espéce font ’objet d’une étu¢lé plus approfondie
3 la section suivante 2 A propos des polynémes de Chebyshev.



tous les z. Par contre, sit = 0 et s%il y a éqgalité pour un certain x # 2um,
v € Z, alors l’égalité tient pour tous les x.

b. Pour chaque x tel que _|cos %| < cosh £ cos(m/2n), il existe une infinité de
polynomes ®,, € Q,(it,0) tels que &,(z) = 1. '

Considérons un instant un polynéme trigonométrique ®, # 0 dans la classe
(it,0). On peut, sans perte de généralité, supposer que le maximum sur Taxe
réel vaut +1. Le Théoreme C affirme que ®,, ne peut prendre la valeur +1 .que
pour les x satisfaisant |cos§| > cosh%cos(w/2n). Ainsi, pour que xg soit un
maximum de &, sur ’axe réel, il est nécessaire et suffisant qu’il satisfasse la
condition |cos 2| < cosh £ cos(m/2n).

Soit £, un polyndme trigonométrique satisfaisant les hypotheéses du Lemme B.
On démontr._e celui-ci en appliquant le Théoreme C au polynéme'trigonométrique
®,(z) := to(z — u). Cette translation permet de se placer dans la situation ot

®,(it) = 0 avec ¢t = v et pour laquelle le maximum sur R est atteint en u.

Par ailleurs, le cas des polynomes trigonométriques non négatifs que traite le
Théoréme C est un cas: particulier d’'un théoréme plus vaste. Ainsi, si ®,, est un
polynéme non négatif de £2,(it,0), on a alors comme condition équivalente que
1—2®,, est un polyndome trigonométrique réel sur I’axe réel, borné par 1 en valeur
absolue et prenant la valeur 1 au point it. Ceci justifie la définition d’une nouvelle

classe.

Définition 2. Soient n > 2 un entier, t un réel et a un réel dans [0,7]. On
désigne par 11, = I, (it,cosa) la classe de tous les polynomes trigonométriques
®,(z) réels sur l'axe réel, de degré au plus n et qui satisfont aussi |®p(z)| < 1
pour x réel et ®,(it) = cosa.

En addition, on définit le paramétre a par :

__cos(a/2n)

~ cosh(t/2) (6)

On remarque que le polynéme constant cosa appartient a II,. La classe
n’est donc pas vide. De plus, puisque les coefficients de ®,, sont réels, les classes

I1,(it, cos @) et II,(—it, cosa) sont identiques.

Des lors, le prochain résultat permet de démontrer le Théoréme C lorsque

t # 0 et, ainsi, de conclure le raisonnement.




Théoréme D. Soit a le paramétre défini par (6) ainsi que I U'intervalle centré
“a lorigine et constitué des points de Uintervalle [, 7| solutions de l'inéquation
a|cos(z/2)| > cos(w/2n). Considérons aussi Up(x) := Ton (acosZ) un polynéme
trigonométrique de degré n.

a. Alors, pour tout ®, appartenant a la classe 11, de la Déﬁnitioh 2 et pour

tout x dans I, on a
O, (z) > U, ().

En fait, on a ®,(z) > V,(z), pour tout z dans I, sauf dans le cas ou
P, (z) = U, (z).
b. Pour tout = tel que a|cos(xz/2)| < cos(w/2n), il existe une infinité de po-

lynémes @, € I1,, tels que ,(z) = —1.

Récapitulons. De la question initiale de Turdn formulée pour des polynomes,
le Théoreme A donne une réponse qui dépend toutefois d’un polynéme trigo-
nométrique non négatif sur l'axe réel défini en (5). On requiert alors le Lemme .
B, lui-méme conséquence du Théoreme C, pour poser la condition nécessaire et
suffisante relatives aux zéros d’un tel polynoéme. Pour sa part, le Théoreme C est
quasi équivalent au Théoréme D, & la différence pres que ce dernier transpose le

‘probléme en terme de polyndmes trigonométriques réels sur R.

La démonstration du Théoréeme D étant assez technique, il est judicieux de
développer au préalable certains outils qui faciliteront ensuite la preuve. C’est ce
a quoi est dédié la prochaine section.

Puis, on enchainera avec la section 3 comprenant 1’énoncé du Théoreme D ainsi
que sa preuve compléte. A la section 4 nous indiquerons les conditions nécessaires
et suffisantes sur les racines de plusieurs types de polynémes trigonométriques
(Lemme B) et, finalement, & la section 5, quelques résultats concernant la courbe

¢, seront présentés ainsi que I’entiere démonstration du théoreme A.



2 A propos des polynomes de Chebyshev_

Tel que le Théoreme D de I'introduction 1’a mis en évidence, la résolution du
probleme de Turdn passe par la détermination de la plus grande et plus petite
valeur que peut prendre un polynéme trigonométrique de la classe II,, en un point

z de Paxe réel. Cela revient ainsi & déterminer les fonctions

“m(z) = inf ®,(z) ainsique M(z)= sup ¥,(z)
®n€ll, . Ppell,
pour chaque valeur de z dans [—, 7). Le Théoréme D affirme, par exemple, que
m(z) vaut -1 partout sauf & Iintérieur d’un intervalle centré a origine et de ses
translations de 2v7 sur I'axe réel ou v est un entier arbitraire. Dans ces intervalles,
m(z) est égale au polynéme trigonométrique T,(acos3). Tl convient donc de

donner quelques précisions sur les polynéomes de Chebyshev de premiére espéce.

2.1 Définition des polynémes de Chebyshev de premiére
espece ‘ '

En faisant usage de la formule du bindme et en extrayant la partie réelle de

(cos @ + isinf)™, on obtient ’expansion de cosnf en fonction de cosf :

cosnf = Z (7’;) cos™ % §(isin 6)*

0<2v<n

= 3 (-1 (27;‘/) cos™ 2 (1 — ¢§s2 9);

\



LB @)

0<2v<n u=0

Le polynéme de ChebyShev de premiére espéce ’de degré n est quant a lui défini

en remplacant cos @ par z dans ’expansion de cosnf; ceci nous donne

SEQQe o

- 0<2v<n p=0
Il en découle donc une premiére relation -
Tn(cosf) = cosnb. , (8)

On constate de plus que |Th(z)] < 1 pour z € [—1,1] et on obtient aussi
Tn(z) = arccos(ncos ) si € [—1,1].

La relation suivante est toujours- vérifiée
Ton(2) = Tp(22% — 1). . (9)

Démonstration de (9). Etudions la variable z dans intervalle [~1,1] et posons

& = cos 0. Puisque cos 20 = 2cos’ 6. — 1, on a alors par (8)
To(22% — 1) = T, (20?8 — 1) = Thn(cos 20) = cos 2n8 = Thn(cos8) = Ton(z).

Ainsi la fonction entiere Ton(2) — T, (22 — 1) s’annule sur tout lintervalle [—1,1].

Elle doit donc étre nulle partout dans C. - : a

2.2 Détails sur la fonction v,

Considérons les nombres o, a et t tels qu’a la Définition 2 de I'introduction
(p. 6). Il suit alors de I'égalité (9) et de la définition de T, que ¥, := Tpa(acos §)
est un polynéme de degré n en cosz et aux coefficients réels. En outre, de
|acos 3| < a < 1, on déduit que |¥,(z)| < 1 pour tout o réel.

Aussi, a-t-on

U, (it) = Ton(acosh §) = Top(cos a/2n) = cos a,
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ce qui montre que V¥, est un élément de la classe II, telle que présentée a la
Définition 2.

Afin de connaitre I'allure du graphique de la fonction ¥, on défini les va-
leurs & = cosg-f—Z ainsi que les points z; € [0,7] tels que acosZE = & pour
=1,2,...,n. On obtient alors z; < 2y < ... < 7 < ... < z, = 7. Notons de plus
v la portion du graphe de ¥, décrit lorsque x augmente de xx a 25, ;. Constatons
que v, croit de -1 & +1 lorsque k est impair et décroit de +1 & <1 si k est pair. 11
appert donc que le graphe de ¥, est constitué de n arcs croissant de -1 a +1 puis

diminuant de -1 & +1 en alternance.

0
.0
‘o

e e ee e ecaaligols

NO
o
.n
&l

o
'

s
= 3

et PR [

- .
i
i
1

'
]

1

]
k
]

1

]

]

1

]
e
1

1

1

|
1
]

_arcallantde?
—laxl

F1G. 2 — Graphique des fonctions Ts(z) et Tio(x). On remarque que chaque courbe

possede respectivement 3 et 4 arcs dans I'intervalle [0, cos(w/2n)].

Par ailleurs, a Paide de ’égalité (9), on peut réécrire la fonction de maniere

légerement différente :
U, (z) = Ton(acos 2) = To(2a® cos® £ — 1) = T, (a’ cosz F a® — 1).
Posons cosz = £ et considérons le polynéme 7,, de degré n défini par

Ta(€) = Tp(a®€ +a® — 1).
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On remarque en premier lieu que 7, est Pimage de T}, suite & la transformation
affine de ’argument décrite par £ — a%£ + (a? — 1). Puisque 0 € a < 1, le facteur
a? participe & dilater le graphique. On observe ensuite que la transformation laisse
le point £ = —1 inchangé et applique 1 sur 2a? — 1. Ainsi, selon la valeur de a,
comprise entre 0 et 1, le graphique de 7;; dans I'intervalle [—1, 1] sera semblable &
celui de T, dans lintervalle [—1, 325 —1]. C’est & dire que dans ces intervalles, les
deux polynémes auront autant de zéros et atteindront un méme nombre de fois
les valeurs -1 et +1. En particulier, si l'inégalité 0 < a < cos(w/2n) est respectée,
T, aura au plus n — 1 zéros et atteindra la valeur -1 au maximwi n — 1 fois. Ainsi,
T, aura, dans ce cas, au plus n — 1 arcs 7 et conséquemment W, sera limité &

2n — 2 arcs v, au maximum.

Graphigue di polyndie.de Chebyshev de dégré 6 Graphiqueé du* polynémie. v, dé degré'6’

B

LR it e il

r

F1a. 3 — Graphique de T et de 75, le polynéme de Chebyshev de premiére espece
de degré 6 ainsi que son image lorsque son argument subi la transformation
£ a® +(a® - 1). '



3 Inégalités pour polyndomes trigonométriques
ayant une valeur donnée en un point de 'axe
imaginaire

Cette section reprend le Théoréme D de la section 1 Introduction et préliminaires
et en fait la démonstration. Suivent ensuite un cas particulier, une généralisation

du théoréme et un corollaire.

3.1 Théoreme 1 : comportement pres de l'origine d’un po-
lynéme trigonométrique réel prenant la valeur cosa en
un point it de ’axe imaginaire '

Quelles sont les plus grandes valeurs sur I'axe réel que peut atteindre un po-

lynoéme trigonométrique borné par 1 sur 'axe réel et prenant la valeur cos« en

it 7 Le théoreme suivant répond a la question.

Théoreme 1. Soient n > 2 un entier naturel, t # 0 un réel et a un point de

Uintervalle [0, 7). Considérons aussi I, = I1,(it,cos @) la classe de polynémes

v=—n "V

trigonométriques ®,(z) := >.__a,e"* de degré au plus n tels que
1< B(n) <1 (c€R)

et

®,(it) = cos .
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De plus, on note

. : cos(a/2n) (10)
cosh(t/2)
et
U, (z) := Ton(acos §) (11)
ot Ty, est le polynéme de Chebyshev de premiére espéce de degré .
Alors,
(i) pour tout x réel tel que
1 S
| ‘cosg‘ 2 acos% : (12)
et pour tout @, € Il,,, on a
®u(z) > V(). (13)
Pour un z satisfaisant (12), l’égalité en (13) n’a lieu que si &, = V.
(i) pour chaque x tel que .
' z 1 T
d - — - (14
‘cos2‘<acos2n, _ (14)

il existe une infinité de polynémes trigonométriques ®,, dans la classe II,

tels que ®p(z) = —1.

Remarque 1 Tel qu’observée a la section 2 intitulée “4 propos des polynomes

de Chebyshev”, la relation (9) nous donne I’égalité suivante :
U, (z) = Tpla* — 1+ a®cosx].

~De plus, en utilisant la formule de De Moivre, par exemple, on peut exprimer

k
(a® — 1+ a®cos )" sous la forme

k
' 5 0 CO8 jT
J=0

avec ap,...,ax € R et k =0,1,..,n. Ainsi, la fonction ¥,(z) est un polynome
trigonométrique pair de degré n. Il a aussi été montré a la méme section que ¥,

est un élément de la classe II,,(it, cos a).
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Remarque 2 Puisque t # 2 et a € [0,7], on a 0 < a < 1, ce qui implique que

1 T S T

—COS — > COS — .

a 2n 2n
Si |t| n’est pas suffisamment petit, le nombre a peut étre plus petit que cos(w/2n)
et alors, il n’y aurait pas de z € R pour lequel (12) serait satisfaite. Supposons
que |t| soit assez petit pour que a > cos(w/2n). Dans ce cas, I'ensemble E des

points z pour lequel (12) a lieu est non vide. En introduisant le nombre § € [0, 7]

défini par
) T
acos 5 = oS o, (15)
on observe facilement que £ = _olj I® | ou
I = {our — § <z < 2um + 6} (v=0,+1%£2,..). (16)

Remarque 3 Constatons aussi que ®, € Il,(it,cosa) si et seulement si
—®, € Il,(it,cosB), on B = m — a. Le Théoréme 1 est donc aisément adap-
table & la fonction M(z), ce qui est fait au théoréme suivant.

Théoréme 1'. Soient n > 2 un entier naturel, t # 0 un réel et o un point de Vin-
tervalle [0, | ainsi que I, = I1,(it, cos ) la classe de polyndmes trigonométriques
définie au Théoréme 1.

Alors,

(i) pour tout T réel tel que

z cosh T
Zl> 2 o 12/
‘COS 2‘ - cos"2;n°‘ cos 2n (127
et pour tout ®, € 1I1,,, on a
cos L= T
O, (z) < —Top ( N cos —) ) (13"
cosh £ 2
(i) de plus, pour tout x réel tel que
x cosh £ T '
cos —| < cos — 14
‘ 2‘ cos =2 on’ (14)

il eziste une infinité de polynémes trigonométriques ®, & IL,(it, cos @) tels
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que ®,(z) = 1.

3.1.1 Preuve de 1(i)

Afin d’étudier la fonction ¥,(x) dans l'intervalle —7 < 2 < 7, rappelons que
 désigne la valeur dans [0, 7) qui vérifie a | cos(6/2)| = cos(r/2n) .

Lorsque z passe de § a =, la fonction acoé(x/2) décroit de cos(m/2n) & 0.
Ainsi, le graphe de ¥,(z) entre § et 7 a le méme comportement que celui de
Ton(T) entre:cos(ﬂ/2n) et 0. C'est dire que le graphe de W, (z), éntre & et 7, est
composé de n — 1 arcs montant de -1 & +1 puis descendant de +1 & -1 et ainsi de
suite en alternance. De plus, ¥,(x) décroit dans l'intervalle 0 < x < § et atteint -1

en ¢. On note de surcroit que Tp,(0) = (=1)", d’ott ¥n(7) = (=1)". Finalement,
¥, (z) étant pair, I’allure de son graphe est alors connu sur toute la période [—, 7].

'Pdlynﬁme de fthebychev",de degré 2n Graphique d't'e_“c,_l/,‘,_(__x')f

10

05}

xvarie de cos(#= ) 2.0 acos(3)variedes an

F1G. 4 — Graphique des fonctions Ty,(z) et ¥, (). Lorsque x décioit de cos(m/2n)
a 0, la fonction a cos(x/2) croit de § a 7.

On qonsidére ®,.(x) un polyndéme trigonométrique quelconqiie -de la classe

I1,(it, cos @). La preuve s’effectue en traitant séparément les cas 6 =0 et § > 0.
— Cas 6 > 0 : Supposons qu'il existe 2° dans 19 tel que ®,(°) < ¥,(2°). On »
aura alors |2°| < 4.

On s’intéresse maintenant au nombre de zéros du polynéme trigonométrique

- Ap(2) : U, (2) — D,(2)
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dans la bande —7 < R(z) < 7. On procede en comptant le nombre de fois

que les courbes ¥, et ®,, s’intersectent dans P'intervalle [=m, 7].

~ N . L ko i
De méme qu’a la section 2, posons & := cos 2= et z; dans [0, 7] tels que

acos % = & pour tout k =1,2,...,n. On a ainsi
0=21 <2< ... <ITp < ... <Tp=T.

" Notons v la portion du graphe de W,, décrite lorsque x augmente de z; a
Zr41. Remarquons que 7y, croit de -1 & +1 lorsque k est impair et décroit de
+1 & -1 si k est pair. Supposons maintenant &k impair (lé cas pair est tout
a fait similaire) de telle sorte que I'arc ~y; croisse de -1 & +1. Le graphe de
®,, intersecte alors celui de ¥, soit dans Pintervalle (g, Zgy1) soit en xy.
Dans le premier cas, A,(z) aura au moins un zéro simple dans Pintervalle
[k, Tz+1). Dans le second, on a A,(zx) = 0. De plus, piisque |[®,(z)| < 1
et ®,(zx) = —1, le point x4 doit étre un minimum et dotic ®, (zx) = 0. 11
" en est de méme pour U, i.e. 75 est un minimum de U, (2) et U (zx) = 0.
Ceci nous donne A, (z;) = 0 et montre bien que zj est un zéro multiple.
Dans la mesure, oil'il n’y aurait pas d’intersection & I'intérieur de .1 et
Yk, la racine en zx nous assurerait tout de méme que 'intervalle [zx_1, Z11)
possede au moins deux zéros (en considérant la multiplicité).
En particulier, A, peut ne pas avoir de racine dans l'intervalle [z,_;, 7).
Clest a dire que ®,, intersecterait v,_; en 7. Or, en ce point, ¥,(z) vaut
soit 1, soit -1 et donc 7 serait soit un maximum, soit un minimum pour les
deux polynémes. On en déduit donc que A, aura un zéro de multiplicité
au moins deux en 7 et aussi, par périodicité, en —m. Ainsi, méme si aucune
racine n’est comptabilisée dans [dsn_i,w), la contribution de cet intervalle
est néanmoins présente dans l'intervalle [—7, —x,_;) puisque la fonction A,

-aura au minimum un zéro de multiplicité double en —r.

Sur P'union des intervalles [—m, —6) et (6, 7), le graphe de W, (z) posséde
2n— 2 arcs . Ainsi, A, admet au moins 2n — 2 zéros dans [—m, =8)U (4, ).
En outre, ’hypothese @,(z°) < ¥, (z°) force les deux graphes & se croiser
4 au moins deux autres reprises dans l'intervalle [—§, §]. En supposant que

U, £ ®,, la différence A, possede au minimum 2n zéros dans la période
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—7m <z <. Or, on a aussi
Ay (£it) = U, (£it) — &,(£it) =0,

de sorte que A, a au moins 2n + 2 zéros dans la bande =7 < R(z) < .
Ceci est impossible puisque A, est un polynéme trigonoitiétrique de degré

au plus n.

Il est maintenant clair que ¥,,(z) < ®,(x) pour z € [, 8] et on s’intéresse
4 'hypothese ®,(z°) = ¥, (z°) pour un certain z° tel que 6 < z° < 4.
Supposons aussi que A,, Z 0. '
On dénombre toujours 2n—2 zéros de A,, dans [—r, —8)U (6, 7). De surcroit,
les graphes de ®,, et de ¥, pourraient cette fois-¢i n’avoir qu’un seul point
commun dans l'intervalle [—4, 6]. Le polynéme trigonométrique A,, aurait
alors un zéro multiple d’ordre pair en ce point. Néanmoins, en ajoutant les
deux racines en +it, on obtient au moins 2n + 2 zéros, ce qui est impossible
pour un polynéme trigonométrique de degré n. D’ou : A, = 0 et cela acheve
la démonstration du cas § > 0 de la partie 1(i) du théoreme.

— Cas 6 = 0 : Dans ce cas, le seul point qui importe est x = 0. Obser-
vons en l'occurence, a = cos(m/2n), V,(z) = To,(cos(#/2n) cos(z/2)) et
conséquemment ¥,(0) = —1. On a toujours ®,(0) > —1, il suffit deés lors
d’étudier le seul cas ®,(0) = —1. Par hypothese, ®,, est uni polynéme trigo-
nométrique borné en valeur absolue par 1 sur I’axe réel, il s’ensuit donc que
®,(0) = —1 est un minimum. Dol : ®,(0) = 0 et & (0) > 0. De méme,
on a par calcul® ¥, (0) = 0 et ¥, (0) = 0 ce qui nous donne A, (0) = 0 et
A (0) < 0. : _

Supposons-que A, # 0. Si A’ (0) < 0, il existe, pair le développement de
Maclaurin, € > 0 tel que A,(z) < 0 si |z| < €. Ainsi, prés de 0, le graphe
de &, sera au-dessus de celui de WU, et croisera impérativeément ~y; ainsi que
les n — 2 autres arcs qui le suivent. La fonction A,, posséde donc 2n — 2
zéros dans l'intervalle [—m, —€| U|e, 7], pourvu que € soit siiffisamment petit,
ainsi qu’un zéro de multiplicité au moins deux & l'origine. On compte donc
au moins 2n zéros dans [—m, ) si A.(0) < 0. Dans le cas ol A (0)=0,le

polynéme trigonométrique A,, a au moins 2n — 4 zéros dans —m < z < 0

6Cf. calculs complémentaires de I’ Anneze .
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et 0 <z < 7 ainsi qu'un zéro & 'origine de multiplicité supérieure ou égale
a 3. Néanmoins, en additionnant les deux racines en z = =it, on 'ob_tient
respectivement au moins 2n + 2 et 2n + 1 zéros dans la période, selon le cas
A7 (0) < 0 ou A (0) = 0. Ce qui est en contradiction avec le degré de A,.
D'ou : A;L = 0 et cela conclut le cas § = 0-de la pértie 1(i) du théoreme.

3.1.2 Preuve de 1(ii)

Supposons désormais que a|cos(z’/2)| < cos(m/2n). On débute en construi- |,
sant un polynome tr1gonometr1que ®,, qui satlsferalt aux ex1gences de 1(ii). Pour

y parvenir, on réécrit ¥, sous la forme ”

U,(z) = Tzn'(a oS %) =T, (2a2_cos_2§ - 1) .
On soumet ensuite I’argument a une transformation linéaire. On définit donc

8,(2) = Tulgy(@)]  (0<x<1),

ou
ox (@) = x (2% cos? £ — 1) + (1 — x) cos 2.

11 faut montrer que @,(z) est un élément de la classe I, (it, cos @) et que pour le
bon x on a bien ®,(z') = —1. |

On constate premiérement que ®,(x) est un polynoéme 'trigonométrique de
degré au plus n et aux coeflicients réels. De plus, puisque ’2a cos? ]I <1let
|cos(a/n)| < 1, on a alors lox ()] < 1 et conséquemment, |<I>n(a:,|| g 1 pour tout

x réel. De surcroit, |p,(it)| = cos(a/n) et donc -
®,,(it) = Tp(cos(a/n)) = cos .

Ceci permet de conclure que, pour tout x dans [0,1], le polynéme trigonométrique -
@, est effectivement un élément de la classe II,(it, cos @).
Par ailleurs,

wo(z") = cos(a/n) > cos(n/n)

et, par hypothese,

©1(2') = 2a® cos® % — 1 < 2cos?’(m/2n) — 1 = cos(w/n).

TCf. I'égalité (9) de la section 2 A propos des polynémes de Chebyshev, p. 9 .
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Aussi, la continuité et la monotonie de ¥y, en tant que fonction de x, assure
Iexistence d’un unique x = A tel que 0 < A < 1 et pr(z') = cos(n/n). Il en

résulte que :
D, (2') = T,[poa(z)] = —1.

On a ainsi obtenu un premier polyndmie pour lequel les hypothéses de 1(ii) sont
satisfaites. Il s’agit désormais de montrer qu’il est possible de générer une infinité
de variations de ce polynéme ®,, qui satisfera elle aussi les hypotheses 1(ii) du

théoréme.

L’idée consiste & ajouter a ®,, un polyndéme trigonométrique t,,, de degré inférieur
“ou égal a celui de ®,, et ayant une tres petite amplitude ainsi que des zéros simples
en =it et doubles en z'. Ainsi, on désire obtenir un nouveau polynome @, +t, tel
. que @, +t, € II,(it, cos a) et (P, +t,) (:v’) = —1. '

1)

—1t

F1G. 5 — Graphique de 0,(z) = T, [p,(z)] et de t,(z). En variant ¢, on obtient

une infinité de polynémes @, +t, dans II,(it, cos @) tels que (5, +t,,) (z) = —1.

On construit t,, de maniére a ce qu’il soit positif lorsque ®,;, ést négatif et, au
contraire, négatif lorsque @, est positif. Cela nous assurefa alors d’avoir
|®,,(z) — to(z)| < 1 sur tout intervalle [—, 7).

On remarque d’abord que A = 0 seulement si o = . Pour A > 0, on déduit
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de a < 1 que ¢,(0) < 1. On observe en outre que
oa(m)= (1 =X cos(a/n) — A >-1.

Puisque py(z) est décroissante lorsque = parcourt I'intervalle [0, 7], il en résulte
que le graphe de ®,(z), entre 0 et 7, sera une portion de celui de T,,(z) entre -1 et
1. Donc, ®,, aura au plus n zéros et n—2 arcs reliant 1 et -1, dans l'intervalle [0, 7].
Soient :cl,‘:cg, ..., Tk les zéros réels positifs de @, dans [0,7]. On note T, et T,y
les deux zéros consécutifs encadrant inférieurement et supérieurement le point-z’.
On a toujours k < n. Cependant, dans le cas ot k£ = n, c’est-d-dire, lorsque @, a
exactement n — 2 arcs et n zéros dans I'intervalle [0, 7], les conditions ,(0) < 1
et wx(m) > —1 impliquent alors que |®,(0)| < 1 et |®,(7)| < 1.

* On peut dés lors définir le polynéme trigonométrique %, :

tne(2) =€ (1 — cos(z — z')) (1 — cos(z + 2')) (cos z — cosh £) x
T (cosz —cosz;) . (17)
2

=1

Jj=
i#{v w1}

On remarque que t,. est de degré n — 1, réel sur R et tel que ltne(z)] < 1 si
¢ est suffisamment petit et x est réel. De plus, le polynéme trigonométrique ¢,
s’annule en =it et poéséde des zéros doubles en ' et —z'. Aussi, puisque |®,(z)|
est strictement inférieur & 1 aux points 0 et 7, la différence |®,(z) — t,(z)| reste
inférieure & 1 méme si ®,, et t, sont de méme signe dans un voisinage de 0 et 7r.'
Ainsi, les zéros z; et x, ne sont pas considérés dans la construction de t,.. De’
méme, si k = n — 1, on pourra négliger soit z;, soit z, pour former t,. Dans ce
cas le polynéme trigonométrique obtenu sera de degré n.

Maintenant, si k < n — 1, on construit le polynéme

tne(z) =€ (1 — cos(z — ') (1 — cos(z + ')} (cos z — cosh t) x
: : ‘ k

H (cos z — cos z;), (18)

J=1
i#lvw+1)

qui sera au plus de degré n — 1.
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Par ailleurs, si & = 7, on peut construire la famille de polynémes
tne(z) := —1 4 €(cosht — cos z)(1 — cos(z — z'))

pour tout € € [0, 1).

3.2 Cas particulier : ¢t = 0.

Deux sous-cas sont a distinguer ici.

En premier lieu, on définit la classe I1,,(0, cos @), n > 2, comme étant la classe
" des polynoémes trigonométriques <I);L de degré au plus n, aux coefficients réels,
|®,(z)| < 1 sur l'axe réel et tels que ®,(z) ait un extremum local & 'origine
prenant la valeur cosa. Cette condition est équivalente 3 exiger que ®, — cosa

possede un zéro double ou de multiplicité paire a lorigine:.

Proposition 1. Soit ®,, dans I1,(0, cos @) la classe définie ci-dessus.

Siz € R tel que cos 5= | cos 7| > cos 5= alors
®,(z) > Tanlcos 2= cos £].

” g 4 3 " — o o &
En particulier, il y a égalité seulement si ®,(x) = Toy[cos 2= cos 5.

o
2n’

polynomes ®,, dans la classe tels que Op(z) = —1.

De plus, si x est tel que cos = [cos§| < cos il existe alors une infinité de

En reprenant la démonstration du Théoréme 1, on réalise que les -arguments
sont les mémes. Dans la partie 1(i), cas § > 0, il s’agit de;emarc’lﬁer que, si z° # 0,
on a au moins un zéro de A, dans Uintervalle (—4,0) ou (0, §) ainsi qu’un second,
double, en 0. Ceci nous donne bien 2n+ 1 zéros (en comptant la multiplicité) dans
la période et, conséquemment, on obtient la contradiction désirée.

Maintenant, si z° = 0, en considérant le polynome constant cos(a), on a un po-
lynéme de II, prenant la méme valeur que ¥, a origine sans toutefois y étre

identique partout.

La partie 1(ii) ne dépend pas du tout de t et la preuve reste tout a fait la méme.
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T,4(cos(§) cos( %))

-

F1G. 6 — Graphique des fonctions Ty,[cos 2 COS g], en noir et rouge, ainsi que de
®,(z), en bleu. Le graphique de tout polynéme trigonométrique de degré au plus
n et satisfaisant ®,(0) = cos(a) ne peut jamais se situer sous la courbe extrémale

rouge.

Considérons dans un deuxieme temps que ®,(z) — cos(a) ait un zéro (simple
ou non) a l'origine. Nous obtenons alors cette deuxieme proposition, complément
au Théoreme 1.

Proposition 2. Sur [0,(r — a)/n| le polynome minimal est cos(nz + «); sur
[—(m — a)/n,0] il est cos(nz — &), et ailleurs dans lintervalle [—m,7) la valeur
minimale est —1.

Démonstration de la Proposition 2. Utilisons de nouveau le polynome trigonométrique
A, (z) = @,(z) — cos(nz + ) .

On débute par calculer le nombre d’arcs dans I'intervalle [—a/n, —a/n + 271) de
maniére a compter les zéros de A, dans ce méme intervalle.

En observant le graphique de cos(nz + «), on réalise qu’il posséde un arc al-
lant de +1 & -1 dans Dintervalle [—a/n, (T — a)/n) ainsi que 2n — 1 arcs dans
(m — a)/n), —a/n + 27) oscillant entre —1 et 1. Dans ce dernier intervalle, on
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210 04 ' . i 10

cos(nx—a) cos(nx+aq)

F1G. 7 - Portion des graphiques des fonctions cos(nz + «), en noir et rouge, et
®,(2), en bleu. Il s’agit ici du cas pour lequel ®,(z) — cos(a) peut n’avoir qu'un
zéro simple a 'origine.

peut identifier & chacun de ces arcs au moins un zéro de A, portant a 2n — 1 le
total de 2éros dans [(7 — a)/n), —a/n+ 27). Considérons maintenant la condition
®,.(2°) < cos(nz® — &) pour un certain z° € (0,(m — a)/n). Ainsi le premier
arc, situé dans 'intervalle [—a/n, (7 —a)/n), aura slrement 2 zéros au minimum.
Remarquons toutefois que dans le cas ou il y a exactement 2 zéros, ®,, est alors
strictement inférieur a cos(nz + a) avant et aprés l'origine. Cela implique que la
tangente au graphe de ®, & 'origine est confondue avec celle de cos(nz + a) au
méme point produisant ainsi un zéro double pour A, en z = 0. De plus, puis-
qu'on a $,(z) < cos(nz + a) dans (0, (7 — &)/n) et puisque cos(nz + a) vaut -1
en (m — «)/n, on doit alors forcément avoir &, ((m — a)/n) = —1. La fonction A,
possede alors au moins 4 zéros dans I'intervalle correspondant au deux premiers
arcs.
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En définitive, qu’on ait deux zéros ou plus au niveau du premier arc, le polynéme
trigonométrique A, aura toujours un total de zéros supérieur a 2n + 1 dans
la période [—%, —=+ 27r). Conséquemment, un tel 2° ne peut. exister et donc
.cos(nz + ) est minimal sur [0, (7 — a)/n]. Ce méme argument permet aussi de
vérifier que I’égalité en un point de I'intervalle entraine I’égalité sur tout l'inter-

valle.

Notons qu’un polynéme trigonométrique ¢, de degré n est d,éms la classe
I1,,(0,cos @) si et seulement si ¢,(—z) y est aussi. En appliquant & t,(—=z) le
résultat obtenu dans l'intervalle [0, (7 — )/n), on obtient aussi que, dans I'inter-
valle [—(m — a)/n, 0], le polynéme cos(nz — a) est minimal.

Pour ce qui a trait au reste de I'intervalle, par la méme technique que la preuve

de 1(ii), il appert que les polynémes de la forme

Th[x cos(£z + a/n) + (1 — x) cos(a/n)], 0<x<1,

- permettent de générer une infinité de polyhémes dans la classe et prenant la valeur
—1 en un point arbitraire de I'intervalle [(7 —a)/n, —a/n + 27). O

3.3 Valeur donnée non réelle

Cette section ainsi que la suivante s’appliquent & généraliser le Théoreme 1
q

en remplagant cos « dans la définition de I, par un nombre complexe arbitraire

£+ 1in. '

Définition: 3. Soient n > 2 un entier ainsi que t(# 0), & et n des nombres

réels. On désigne par II,(it,€ + in) la classe des polynémes trigonométriques
n

®,.(z) = ag + Z(ak coskz + bysinkz) de degré au plus n a coefficients réels

k=1
tels que

|Pp(z)] <1, (z € R)

el
o, (it) =€+ in.

Théoréme 2. La classe 11,(it, £ + in) est non vide si et seulement si

£ n?
<T1. 19
(_:osh2 nt  sinh’nt ~ (19)
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C’est donc dire qu'’il faut nécessairement que € + in soit & Uintérieur ou sur la
frontiére de 'ellipse de demi-axes cosh nt et sinh nt pour que la classe II,, soit non

vide.

Démonstration. On suppose que (19) est vérifiée. 1l existe alors b dans [0,1] tel

que

2 2 -
52 + = 772 = b’
cosh“nt  sinh”nt

e Y N2
(bcoshnt) +(bsinhnt> B

Cette derniere égalité peut se réécrire comme la somme des carrés d’un cosi-

et donc

nus et d’un sinus. En effet, il existe un réel z; tel que cosnxr, = ﬁh—nt et
sinnz, = j5t—, d'olt : '
= bcosnxy coshnt,
¢ = beosnme (20)
n = bsinnx; sinhnt.
Par (20), on obtient pour £ +in :
€+in = bcosnz;coshnt + i (bsinnz, sinh nt)
= bcosnz cosint + bsin nx, sin int
= bcosn(it —z) : - (21)

et ainsi, le polynéme trigonométrique bcosn(z — ;) est un élément de la classe

TI,(it, € +in).

Afin de montrer la réciproque, supposons que ®,, soit dans I, (it, £ + in) mais
que la condition (19) ne soit pas satisfaite. Il existerait alors un nombre b > 1 tel

que
52 : 772 b2

+ =5,
cosh?nt  sinh®’nt .

Ainsi, il existe z = z; tel que (21) reste satisfait. Considérons maintenant le

polyndme trigonométrique

é(z) == cos n(z — ;) — %@n(:v) .
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De plus, le rectangle Ry décrit par {z +iy: 0 <z < 27,0 <y < A} a pour
image par la fonction cosinus I'intérieur et la frontiere de ’ellipse centrée en ’ori-

gine et de demi axes cosh A et sinh A.

Ainsi, si n # 0, il existe une unique ellipse centrée en l'origine, de foyers +1
et passant par £ + in. On peut alors associer a cette ellipse le segment 7,(7) qui
est sa préimage par la fonction cosinus. Il existe alors 7* dans [0,27) tel que
cos(ry(T*)) =&+ in. '

11 appeft en outre que le point § + in sera sur ou a l'intérieur de l'ellipse de demi

axes coshnt et sinhnt si, et seulement si, |3] < nt|. d

Considérons le cas pour lequel I'égalité est satisfaite, c’est-a-dire 8 = +nt. Pour
¢, € I1,(it, &+ i.n), la fonction cos(nz + a) — ®,(x) possede 2n + 2 zéros (2n réels
et 2 complexes en it) ce qui est impossible pour un polynéme trigonométrique de
degré au plus n. Ainsi, ®,(z) = cos(nz £ a) ce qui permet de conclure qu’en cas
d’égalité la classe I, (it, cos(a=int)) ne contient qu’un polyndme, soit cos(nz+a).

Le signe étant déterminé par 8 = nt ou 8 = —nt.

3.4 Généralisation du Théoreme 1 aux valeurs non réelles

~ On désire résoudre le probleme similaire a celui du Théoreme 1 mais pour la
classe 11, (it, cos(a + i,B)). On admet dans cette section que 3 # 0 puisque le cas
nul correspond au Théoreme 1.

Les fonctions m(z) et M(x) vaudront encore -1 et +1 sur R & l'exception de
certains intervalles pour lesquels elles seront égales a des polynomes de la classe.

Ces derniers étant de la forme + V¥, (a,z — 2') ou
Uo(a,z — 2') = Ton lacosi(z —2')],
il s’ag:it de translations du polynéme trigonométrique

Un(a,z) = Up(z) = Ton [acos E] .

Pour qu’un polynéme ¥,(a, z — z') appartienne & IL, (it, cos(a +1f3)), on doit
avoir '

T [acos (it — 2')] = cos(a +i6).
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On s’intéresse donc & résoudre I’équation

Ton(z) = cos(a + i) . (23)
Débutons avec-
"Ton(z) = cos(a + iﬁ)'= cds(a + 2km +i0), keZ.

Par une des propriétés des polynémes de Chebyshev®, on a aussi

Ton [cos (a ;_nlﬁ + I%T)} = cos(a + 2km +10), k=0,1,...,2n—1.

a+if

2n

. n points distincts et, dans le meilleur des cas, 2n points distincts et solutions de

Ainsi, les points z; := cos( + ’“7”), pour k = 0,1,...,2n — 1, sont au moins
I’équation (23).

On désire de surcroit montrer que ces z, peuvent étre écrits sous la forme
Zk = dj COS %(it — z). Cela revient & trouver certains a; et z, bien définis qui

satisfont I’égalité

a+1ﬁ+k7r) ‘
2n n

. 1. :
ay, Cos 5(11& — T)) = cos (

En développant les cosinus et en regroupant les parties réelles et imaginaires, on

obtient :

t e o+ 2kr B i Tain ab2kr iy B sl ot mk]
ay cosh z cos % cos #52 cosh o~ +1 [sm 5, sinh o~ + a sinh £ sin % ] =0.
Il en découle les deux relations suivantes :

. Ty _ a+2kr B
ay cosh 5 cos % = cos *5-" cosh £~

; t i Tk i @2k 1 B
ay sinh  sin % = — sin *T= sinh =

pour £ =0,1,...,2n— 1. Doy,

2n
t
cosh 5

2 . 2
cos 227 oogh £ sin 2E267 ginh £
— .2n 2n 2n
— n_
sinh 5

8Cf. égalité (8) de la section 2 A propos des polynémes de Chebyshev, p. 9 .
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et on définit donc a; en choisissant la valeur positive de la racine

' 2 2
cos aw;ﬂ cosh £ gin &2k G h L .
_ n 2n 2n 2n 25
A = T g (25)
- cosh 5 sinh

Tel que mentionné suite au Théoréeme 2, pour que la classe I1,, (it, cos(a—+—i[3)) soit,
non-vide, la condition 0 < @ < |t| doit nécessairement &tre respectée. Grace & ce
fait, on observe que 0 < ay < 1, ce qui implique que ¥, (ax,x — z) appartient

- bien & II,,.
De plus, des équations (24) on obtient
t Ty __ ! +2km 8
tanh 5 tan % = —tan aT tanh n

et en considérant la branche principale de arctan (entre —7/2 et 7/2), on peut

décrire z explicitement :

(26)

tan %2’” tanh 23
T = —2arctan n L

tanh £
A partir des définitions (25) et (26) on déduit les deux relations suivantes
Ok = Qgqn et Tk = Thtn -

Ainsi, le nombre de couples (ay, zx) sera nécessairement inférieur ou égal & n..
De plus, a chaque paire (ag,zx), on peut faire correspondre certains intervalles
solutions d’une équation ayant pour parametres ay et zx. De fait, on nomme Ej
I’ensemble solution de I’équation .ak|cos (z — zx)| > cos(m/2n). On note plus
précisément '

‘ @)

Ek = U Ik ;

v=—00

ou

I,EV) :={z € R : ag|cos $(z — zx)| > cos(n/2n), —7 + 2vw <z < 7+ 2ur}.
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o, o
| [ A [ | | | [ S 2 I lllﬂ- | | 1 L
| T 1 m| | 1} | i | | | l_-T__2| [} I [ 1 I —;_2 | |
: T v v
- ! 0 oo —T+2uT 2vum s 7;T+2V7T

Fi1G. 9 - Exemple de répartition des points x, et des intervalles I ,E") dans le cas
on k<3

On constate que les intervalles I ,E") sont centrés en zy+2vm et que leur longueur
[, est déterminée par I’équation

l : ,
ay, cos Zk = cos % . (27)

On a conséquemment 0 < [ < 27/n.

Les intervalles I ,EV) sont d’importance puisqu’il s’agit des points dans la période
pour lesquels les valeurs extrémales de la classe I1,, (it, cos{a+if )) seront différentes
de +1 et -1.

La prochaine défnition est maintenant justifiée.

Définition 4. Soit {(ax, zx)} lensemble des différentes paires de nombres réels

solutions de [’équation
Tonlax cos 3(it — zx)] = cos(a +if)

qui vérifie aussi ay > cos(m/2n) et —w < xp < 7.

Notons de plus Ey l'ensemble des intervalles pour lesquels x satisfait I’équation
ak| cos 1(z — zx)| > cos(n/2n).

Tous les intervalles composant Ey ont. la méme longueur que 'on note .

Les valeurs de a; et zj sont déterminés par les égalités (25) et (26) respecti-

vement. La longueur [ est déterminée par ’équation (27).

Aussi, sur E, le polynéme minimal pour la classe II,,(it, cos(a + 1)) sera de

la forme ¥,(ag,z — x). Le prochain théoreme contient I’énoncé de ce résultat.
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Théoréme 3. Soient |8 < nt az‘nsi'que (ak, xk) et Ey tels QUé définis ci-dessus.

(i) Alofs, pour tout ®, appartenant a la classe I, de la Définition 8 et pour

tout x dans Ey, on a
o, (z) Z' U, (ak, T — zi) .

~ En fait, on a Op(z) > V,(ak, z — k), pour tout x dans Fy, sauf dans le cas
ot O, (z) = U, (ak, T — xk). '
| (i) Pour tout x & lextérieur des intervalles de Ey, il existe une infinité de

polynémes ®,, € 11, tels que ®,(z) = —1.

Démonstration. Par la périodicité des polynémes trigonométriques, il est suffi-
sant de travailler dans un intervalle de longueur 27 quelconque. Choisissons alors .
[—m,7) et considerons les intervalles I,EO) et I,E(,)) que 'on notera désormais /i et
I

De la méme maniére que ce qui a été fait pour le Théoréme 1, on peut montrer
que ¥, (ax, T — xx) est le polyndme trigonométrique minimal sur I;. Il suffit poﬁr
cela de comparer le graphe de ¥, (ay, T — z4) avec celui de ®, un polynéme tri-
gonométrique quelconque dans la classe II,,. De fait, l’hypothése-ak‘Z éos(7r/2n)
nous assure que ¥, (ax,Z — 7x) a au moins 2n — 2 arcs oscillant entre -1 et +1
dans l'intervalle [—m, 7).

Pour k # K/, les intervalles I et I ne se chevauchent pas. En effet, si tel

n’était pas le cas, il existerait z, appartenant & I et tel que
Un(ar, To — zp) < Yn(ak, To — Zk)

ce qui contredit le fait que ¥, (ax, z— ) est le polynéme trigonométrique minimal

sur Ik.

On note par D,(C") la région de C se situant au niveau des / ,5") sous le graphe des

U, (ak, z — zx) et par D la réunion de tous ces ensembles D := ”_EJOOO -@1 D-J(.") (cf.
Figure 10 & la page suivante). Autrement dit, D est la région regrouparjlt toutes les
valeurs minimales que les polynémes trigonométriques de la classe II,, ne peuvent
prendre. De méme, D’ représente la région comprenant toutes les valeurs maxi-
males non z_a,tteignables par les polynomes trigonométriques de II,,. On s’intéresse

. a leffet sur D et D’ de la variation de t lorsque «, 8 et n sont fixés.
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F1G. 10 - Les régions D et D’ sont les valeurs que les polyndmes§ trigonométriques
de la classe II,(it, cos(a + 13)) ne peuvent pas atteindre sur les féels.

Si |t| tend vers linfini, il suit de (25) que a) tendra aussi vers 0.
Conséquemment, ’inégalité a, > cos(m/2n) ne sera plus vérifiée dés que t excédera
une certaine valeur to et, dans ce cas, il n’y aura pas de région D prescrite. Il en
est de méme pour D’.

Par ailleurs, le Théoréme 2 mentionne qu’il est nécessaire que [t| > |B|/n
afin que la classe II,, soit non vide. Si 'on consideére la situation pour laquelle
t = B/n, on aura alors par (25) et (26) que ax = 1 et zx = —a/n + 2kn/n
pour tout k. Conséquemment, la longueur I vaudra 27 /n, po'uf tout k, et ainsi
la réunion des I) s’étendra sur tout I’axe des abscisses. En oiutre, le polyndéme
trigonométrique ¥,(1,z — xx) = cos(nz + a) est indépendant de k. On a donc
m(z) = cos(nz + @) pour tout z dans R. De maniére similairé, on réalise que
M (z) = cos(nz+a) = m(z). La bande entre y = 1 et y = —1 est donc entierement
remplie par D et D’ et tel que discuté a la fin de la section 3.3, le polyndme tri-
gonométrique éos(n:c_ + a) est le seul de la classe II,, (22, cos(a +18)). Le cas

2n?

t = —f3/n est tout & fait similaire.

La preuve de la partie 3(ii) du théoréme peut se faire de maniére similaire &
ce qui a été fait en 3.1.2. Néanmoins, on aborde ici une approéhe différente.

Soit z’ un nombre réel en dehors de tout F; (k = 1,2,...). De ¢é qui a été conclu
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précédemment, on doit forcément avoir |8| < n|t|. Ainsi, cos(a+if) = £ +in est &
I'intérieur de Iellipse définie par le cas d’égalité de (19). Pour &, # in sur I’ellipse,
il existe une partition de I'axe réel en I;. Aussi appelle-t-on J(&o +ino) l'intervalle.
sur lequel se trouve z’ et notons L la droite reliant & + iny & £ + in (se référer a
la Figure 11).

FiG. 11 - La droite L passe par les points & —|;i770 et & —|2—i77 qui sont respectivement

N R 72 3 . 7 . n _
sur et a l'intérieur de ’ellipse définie par + =1

cosh? nt

Pour z se déplagant le long de L, entre & + in et £ + in, il existe des couples
{(ak,zx)} solutions de Thn[agcos(it — xx)] = 2 et auxquelles sont associés les
ensembles d’intervalles Iy. Si z est suffisamment proche de & + iy et que 2’ n’est
pés & 'une des extrémités de J(&+in), il existe alors un intervallé parmi ceux des
I, pour lequel z’ est un point d’intérieur. On note cet intervalle J(z). Constatons
que, tant que I’on n’a pas atteint un J{z) composé d’un seul poiiit, les intervalles
J(2) varient contintiment lorsqu’on se déplace le long de L, de & + ing vers £ + in.
Puisqu’en ¢ + in, le point ' n’est plus dans aucun I, on conclut qu’il existe
2y sur L, entre & + ing et € + in, tel que 2’ soit une extrémité de J(z;). Cela
signifie de plus qu’il y a un polynéme trigonométrique o) € IL;(it, 2;) tel que
o (#') = —1. On effectue de nouveau cette méme démarche mais cette fois-ci le
long de L entre & +in et Pautre point d’intersection &' + iﬁ’ de L avec lellipse, on
trouve & nouveau un point z, ainsi qu’un autre polyndme trigonométrique 3% tel
que & (z') = —1. .

Tlexiste t; > 0 et ty > 0 tels que t; +tg = 1 et ty2) + tozg = £ 4 in. D'otr : .

O, = 1,00 + 50D e My(it, +im) et Bu(af) =1.
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On obtient désormais un polynéme trigonométrique ®,, qui satisfait les conditions
de la partie 3(ii). En utilisant différents points £,+irg le long de lellipse, on obtient

une infinité de solutions. O

3.5 Corollaire

On présente maintenant un résultat qui sera utile & la prochaine section.

Définition 5. Soientn > 2 un entier, t un réel et Q,(it, 0)-la classe des polynémes
trigonométriques ®, d’ordre n, aur coefficients réels et tels que 0 < @.(z) <1,
pour tout z réel, et ®,(it) = 0.

Le polynome extrémal suivant
On(z) =13 (1 - Tyn [cosh™ £ cos Z])

appartlent a la classe Q,(it,0) et a,dmet certaines propriétés extrémales qui sont

détaillées au théoreme suivant.
Théoréme 4. Soit &, € Q.

a. Pour z € R tel que cosh™ £ |cos £| > cos(w/2n), on a
Pn(z) < {1 — Ton[cosh™ Lcos Z]} = O,(z). (28)

Dans le cas ou t # 0, Uégalité pour un tel x implique qu’il y a égalité pour -
tous les x. Par coﬁtre, sit =0 et s’il y a égalité pour un certain r # 2vr,
v € Z, alors l’égalité tient pour tous les x.

b. Pour z tel que cosh™' & |cos 2‘ < cos(w/2n), il existe une infinité de po-
lyndmes ®,, € Q,, tels que &,(z) = 1.

Démonstration. Observons que la condition ®,, € Q,, est équivalente 4 1 — 2P, €
IT, (it, 1). Ainsi, pour ¢ non nul, la preuve découle du Théoreme 1. Si t = 0, le
point £ = 0 est alors un minimum et donc un zéro de multiplicité supérieure a

deux. Le résultat suit alors de la section 3.2; O

Considérons un instant un polyndme trigonométrique @, 75 0 de degré au plus
n > 2 dont les coefficients sont dans R et ayant les propriétés que |®,(z)| > 0
pour z € R et que ®,(it) = 0. On peut supposer sans perte de généralité
que le maximum d'un tel polynéme sur les réels soit 1. Afin que zp soit un
point de maximum, le Théoreme 4 implique alors qu’il doit satisfaire la condition

‘cos 32“‘ < cosh £ cos(m/2n) et que cette condition est aussi suffisante.




4 Conditions sur les racines de polynémes trigo-

nométriques

Cette section a pour objectif de mettre en lumiére les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’un point du plan complexe puisse étre un zéro d’un certain
type de polynémes trigonométriques. Nous commengons par la présentation une
nouvelle classe de polynémes trigonométriques.

Définition 6. Soit n > 2 un entier. On note I', la classe des polyndmes trigo-

nométriques ®,, # 0 de degré au plus n, auzx coefficients dans C et tels que |®,,(z)|

atteigne son mazximum sur ['aze réel en x = 0.

. On cherche a déterminer, pour différentes sous-classes de Fn, les conditions
nécessaires et suffisantes pour que u + iv, u et v réels, soit la racine d’au moins
un polynéme de la classe.

Plusieurs sous-classes sont envisageables. En voici quelques unes et les condi-

tions nécessaires et suffisantes associées.

4.a. Pour la sous-classe composée des ®, € T, tels que ®,(z) > 0siz € R la
condition est alors

|cos | < cosh & cos(m/2n).

4.b. Soit la sous-classe composée des ®,, € T',, tels que la seule condition est d’étre
un polynéme trigonométrique aux coefficients réels. La condition dans ce cas -
est

cos ¥| cos(m/4n) < cosh ¥ cos(m/2n)

siv#0.Siv=0etlepoint = u est un zéro de ®,(2) de multiplicité

paire, la condition reste la méme. Sinon, elle devient cosu < cos(w/2n).
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4.c. Pour le cas général ou ®, € I',, est un polynéme aux coefficients dans C, la
condition est alors '

Icos 2| < cosh % cos(m/4n).

Démonstration. Afin de démontrer la partie 4.a, on effectue la translation
on(z) := ®,(z — u) qui permet de se placer dans la situation ot £ = v, ,(it) =0
et pour lequel le maximum sur R de ¢, est atteint en —u. La conclusion provient
directement de la discussion faisant suite au Théoreéme 4.

Pour la partie 4.b, on scinde le probleme en deux cas. Efi premier lieu, on
suppose v # 0 et on pfocéde a la méme translation qu’en 4.a. De plus, en po-
sant @ = 7/2 et en utilisant le Théoréme 1, on obtient la premiére condition
|cos | cos(m/4n) < cosh % cos(m/2n). Siv =0 et que P, posséde un zéro de mul-
tiplicité paire en z = wu, il suffit alors d’utiliser la méme translation et par le
Corollaire 1 de la section 3.2, on retrouve de nouveau la condition désirée. Sinon,
la conclusion cosu < cos(m/2n) est une conséquence du Corollaire 2 de la section
3.2.

Finalement, on s’intéresse au polynéme trigonométrique ®,, € I',, dont les coef-
ficients sont dans C et tel que ®,(u + iv) = 0. On péut alors écrire
0,(¢) = Kn(e) ot l'on a Kn(z) = > 2" et pour leqitel les coefficients
u, sont dans C. On définit ainsi le polynéme trigonométrique de degré 2n

Aon(2) = Kn(€*) Kn(e ™),

ot K,(z) est le polynéme dont les coefficients sont les conjugués de ceux de K,(z).
Des lors, A, est non-négatif sur ’axe réel et possede un maxinium en z = 0. Re-
marquons aussi que Ag,(u+iv) = 0. Le polynéme trigonométric’jue A,,, appartient
donc & la sous-classe de la partie a). En remplagant n par 2n on retrouve effecti-
vement la condition |cos %‘ < cosh £ cos(m/4n).

De maniere réciproque, supposons que le point u + iv respecte la condition
Icos %‘ < cosh ¢ cos(m/4n). La partie 4.a, assure alors l'existencé d’un polynéme
trigonométrique Ag,(z) dans [y, tel que Ag,(u + iv) = 0. De plus, le lemme de
Fejér - M. Riesz® & propos des polynémes trigonométriques nor-négatifs affirme
qu’il existe un polynome trigonométrique t,, de degré au plus n tel que pour z réel
on ait Ag,(z) = |t,(e®)|?. Ainsi, t, est un élément de T, et t,(u + iv) = 0. Cela

complete la preuve. : O

9Cf. lemme de Fejér-Riesz 2 la section Annese .



5 Position des racines et des maxima de po-
lynémes

Cette section s’articule autour du Théoreme 5 qui contient la réponse au
probléme de Turén cité dans I'introduction. Aussi, la solution de ce dernier est
exprimée en fonction d’une certaine courbe ¢, décrite dans la premiére sous-
section. Les deux suivantes sont dédiées a 1’énoncé du théoréme ainsi qu’a sa

démonstration.

51 A propos de la courbe ¢,

La courbe ¢, décrite par ’équation en coordonnées polaires (z = pe'¥)

1
cos(2) = 5(p? +p H)cos(2-),  —m/n<p<w/n (29)
2 2 2n
croise le cercle unité aux points e*™/" et I’axe des abscisses en
1 —sin(7/2n 1 +sin(7/2n)
oo Losin(/2n) o 1sin(r/2n)

1 +sin(7/2n) ~ 1—sin(n/2n)"

Pour tout angle ¢ tel que —7m/n < ¢ < 7/n, il existe une unique valeur de -
p>1 satisfaisant I'équation (29). Conséquemment, lorsque ¢ croit de —m/n &
7/n, le point z = ' décrit un chemin dans C dont le point initial est e /™ et le
point final €™/?. De méme, lorsque ¢ décroit de.7r/n a —m/n, il existe une seule

~ valeur de p < 1 satisfaisant ’équation (29). Ces points décrivent un second che-

min débutant en €™/ et finissant en e~™/™, Ainsi, ’ensemble des points z = e
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solutions de I’équation (29) se trouvent sur une courbe de Jordan'® que ’on a
notée c,.

Selon le théoréeme de Jordan, la courbe ¢, est la frontiere de déux composantes
connexes ayant C pour réunion. L’une de deux composantes est bornée. Elle est
dite “inside” de ¢, et on la note ci. L’autre, non bornée, est appelée “outside”
de ¢, et notée c;. Mentionnons, que c’est ¢, qui est la région trotvée par Hyltén-

Cavallius comme solution au probléme de Turdn.

I B

e
— ¢
|z|=1
ein/n b_e“"
¢ . i
p € Cn
(7]
a, 1 a
—ix/n ’
€ Cri
\\\“—“ -

F1G. 12 - Graphique de ¢, pour n = 6.

On exprime maintenant ¢, dans un repére muni de coordonnées polaires (z = re')
mais dont I'origine est située en z = 1. On a donc les relations pcog ¢ —1 = r cos @

et psiny = rsin @ duquelles découlent les suivantes :
P> =r2+2rcosh+1 et r? = p?* —2pcosy # 1. (30)
Par (29), on a

2p cos ¢ = 2p(2 cos® g —1) = (p*+2p+ 1) cos® % = 2p, (31)

10Cf. le livre de Z. Nehari, Introduction to complez analysis [7).
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ce qui implique que

p2—2pcosg0+l=p2+2p+1—(p2+2p+1)¢05221n=(p2+2p+1)sin227r—n

et par la deuxiéme relation de (30), on a

r2 = (p+2p+1) sihZ(%). (32).

En utilisant la premieére relation de (30), nous obtenons
2= (r*+2rcosf+1+2p+1) sin%%)

et alors

r? 0052(%) =72 — 2 sin2(;-—ﬁ) = (24 2p + 2rcos?) sin?(%).

Donc
2 27 27
=9 i I -
re rcos.tan(2 )+(2+2p)tan (2)

puis par (30), on obtient

- ™ 1
= 2cos 6 tan®(—
r = 2cos an(2n)+r

|
N
fe
o]
B
[\~]
[\W]
SR
R
0,
=S
la| =
p g
N—’

2n
d’ou finalement
m T, m
= 2tan®(— ) cos @ in(=—) cos™?(=—).
r = 2tan (2n)COS +251n(2n)cos (2n) (33)

Ceci montre que la courbe ¢, est un limagon de Pascal bien qu’a premiere vue

cela puisse paraitre étre un cercle.

5.2 Théoreme 5 : solution au probléeme de Turan

Le Théoreme 5 indique de quelle maniére I'intérieur de la courbe ¢, est la
réponse au probleme de Turén. Afin d’exprimer cette solution en terme de classe

de polynémes, on insére une derniére définition, celle de la classe C,(2).

Définition 7. Soit 2y 7# 1 dans C et soit Cy,(20) la classe des polynémes ZZ:O apz*
de degré au plus n & coefficients dans C s’annulant en zo et tels que
maz|P,(2)] = |Pa(1)].
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On énonce maintenant le théoréme.

Théoréme 5. Soit zy dans C.
(i) Si zy est un point a lintérieur de c,, alors Cn(2g) est vide.

(i3) Si zo = pe'? est un point sur c,, alors Cy,(z9) contient tous les polynémes de

la forme

, . ; 1\

1<2v+1<n

ot ¢ # 0 est une constante arbitraire dans C.

(iii) Si zo est un point a Uextérieur de c,, il existe alors une infinité de polynomes
P, € Cn(20) n'étant pas mutliples les uns des autres.

5.3 Preuve du Théoréme 5

On s’intéresse en premier lieu au cas zp = 0. Ce point étant A extérieur de Cn,
il s’agit de montrer qu’il existe une infinité de polyn(f)mes.dans la classe Cy(20).
On choisit donc arbitrairement un polynémé P,_1(2) de degré n—1 tel que | P,_1|
atteint son maximum sur-le cercle unité en z = 1. Ainsi, le polynéme de degré n,
zP,_1(2), dppartient & la classe Cy,(2p). En variant le choix du P,—; (il en existe
une infinité) on obtient le résultat désiré.

On suppose désormais que 2o est non nul et qu'il existe P,(z) = 3.1, axz* un
polynéme dans C,,(2) et notons zy = pe'. Soit P,(2) := T(E) le polynéme dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de P,(z). En posant, z = €', 8 réel, on
a P,(e¥) = P, (™).

On définit le polynéme trigonométrique <I>In, de degré n, par
Ca(C) 1= Fu(e®)Pale™),
¢ étant une variable complexe. Pour ¢ = 0 réel, on obtient
C(0) = Pa(e”)Pa(e™) = | Pa(e”) .

On en déduit que, pour 8 réel, @, (0) est un polyndéme trigonométrique non négatif.

De plus, par hypothése, on a : P,(z9) = P,(pe'¥) = 0, ce qui implique

Bo(p—ilogp) = Py(eilemilen)yP, (omile=ilogn))
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— Pn(elog p+iap)?n(e— log p—itp)
= Pa(pe)Bi(p e ™)
= 0.
Puisque max; =1 |P,(2)| est atteint en 1, alors maxj,- |P(2)|? aura aussi son
maximum en 1. D’oli : | P,(e!)|? est maximal lorsque 8 = 0.

- Ainsi, ®,(6) s’annule en ¢ — ilogp et atteint son maximum en 0. Par le résultat

obtenu en 4.a. , on doit donc avoir :
|cos 2| < cosh(—+1 ')cs(.w)
05 gl = CORTR ORI o

et donc .
1/2 —1/2y o T
(P77 +p™%) cos(5-)

N | =

P
s — <
co 5 S

. ce qui signifie que zg est soit a ’extérieur de ¢,, soit sur sa frontiere.

Ceci démontre la partie 5(i) du théoreme.

Afin de prouver la partie 5(ii), on choisit cette fois-ci zg = pel? sur la courbe
¢n. Pour P, € Cy(z), on définit ensuite le polynéme P*(z) := P,(z€'¥) qui est la
rotation par un angle de —y de Pn.‘On a alors : '

~ P3(p) = Pa(pe') =0, | |

- max, =1 | P (2)] = max,=; | Pa(2€)| est atteint lorsque ze' = 1, i.e lorsque

z = e~ %, On suppose, sans perte de généralité, que ce maxirhum vaut 1.

De maniére similaire & ce qui a été fait au préalable, on peut définir le polynéme
trigonométrique & coeflicients réels
@, (¢) = Pr(e“)Pa(e™),

n

ou les coeflicients de P: sont les conjugués de ceux de P;. Ainsi, on obtient

@ (—ilogp) = Pr(p)Pi(p™") = Pa(pe¥)Pi(p™!) = 0.

Nous affirmons aussi que |®%(0)| atteint son maximum sur les réels en —p. En
effet, cela est dii au fait que ®%(9) = |P:(e))?, poﬁr 6 réel, et que le maximum
sur |2| = 1 de |P;| vaut 1 en 7. D'oli : 0 < ®}(f) < ®5(—¢) = 1. Ainsi
or € Q,(—ilogp,0) ou Q,(it,0) est la classe des polynémes trigonométriques de

degré au plus n qui sont positifs et bornés par 1 sur les réels et ayant un zéro en -
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it. Grace au Théoréme 4, on peut déterminer le polynéme extrémal de la classe

Q,(~ilog p,0) qui est

On(z) = 1(1 = Tén [2(p"2 + p~1/%) ™  cos %]) . (34)

[\

En considérant cos(£) = %(p% +p72) cos(5-), la définition de la courbe c,, et en

évaluant au point —¢, on obtient la relation

Onl(~p) = (1 = Toafeos(/2n)]) = 1.

L’énoncé du Théoréme 4 sur le cas de 1’égalité de (28) affirme de plus que 1’égalité
en un point avec ©, entraine I’égalité partout. Puisque on a déja

P,(—p) = 1 = O,(—yp) et que le cas zp = 1 n’est pas possible, on en déduit

la relation

©;,(0) = [P ()" =

z

1 - . |
5 (1=Tan 2002 + p7%) T eos §]) = 0a(0),  (35)
pour § € R. Ainsi, quand § varie de 0 & 7, ’'argument 2(p% —l—p_%)—1 cos %9 décroit
de '

1 1

5% cc_)s.(-z%) > cos(%)

a 0. Conséquemment, ©,(f) possede n — 1 zéros doubles dans l'intervalle
—7 < 6 < 7 (doubles car ©,(8) = |P:(e!)]?). 1l en découle que P,(z) a, en

eme

2(p +p77) 7! = cos™

fait, n — 1 zéros sur le cercle unité, tous distincts et différents de 1. La n®™® racine

étant z = pe'¥. P,(z) est ainsi entierement défini & une constante non nulle prés.

Pour obtenir une expression explicite du polynoéme F;, on utilise I'identité

(B

et, en vue de (35), on résout 1’équation

1 —i 1/2 —1/2\-1 . .6
S+ =2 4 ) cos

Débutons par la démonstration de I'égalité (36).

Considérons en premier lieu le cas restreint aux points sur le cercle |z| = 1, i.e.
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¢ =€ On a alors

ol -

i6 —i6
(-7 [=57])

(1 - Tgn(COS 0))

1
2
1
2
1
5 (1- cos(2n0))
( 1n0 —m@)
(55)-
— n -n 2
Ainsi, le polynéme (" (1 - Tzn(§i2§—1)> — (% (Q_—é_) est identiquement nul

sur le cercle unité. Il s’en suit qu’il doit étre nul sur tout C.

Poursuivons en résolvant I’équation (36) en fonction de ¢ :

1
S(C+ ¢ =2(p"% + p7%) 7 cos g
= (2-— (40" + p7HH) T cos §)¢ + 1= 0

Les deux solutions sont donc de la forme :

4(p'2 + p71/%)~ cos—:t\/lﬁ 1/2+p‘1/2) Zcos?§.—4
G = 2

= 2rcos—:t\/4r2cos2— 1

ol r = (p1/2 + p—l/z)-l
Or,

_p+24p7t 2 N p+pt
= p+2+p_1 - (p1/2 +p—1/2)2 (p.1/2 _|_p—1/2)2

=2r’ +r%(p+p7")

et donc :

¢+ = 2rcosi= \/4r2 cos?€ —2r2 —r2(p+ p-1)

= 2rcos§ +riv/(p+pt) —2cos
= r (2cosg +iv/(p+p71) — 20050)

Par ailleurs, on remarque que |[(4| =[(_|=1et que (' =¢, = (_ .
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Afin d’obtenir I'expression explicite de ©,,(), on insére maintenant ¢, (ou de

maniére équivalente (_) dans le membre de droite de ’égalité (36). D’ou :
S N (S e
2i

= )

Remplagons (4. et {_ par leur valeur respective :

G-
2i B

= —% [(2cos—+1\/ p+p—1)—20050> (2(:0;—-—1\/ p+p‘1)—200b9> r
A A it

i)

-2 (V) (2cos3) V(—i\/(p-i-p‘l) — 2cos 0>T

=

T

- () ety (s - 20 - )

v=0

12
= —r¥ ! Z 12"+1( " ) (2 cos g)"_zy_l ((p+p") - 2cos€)v+%

1<tvi1<n 2v+1
= r"((p+p7") —2cosb)

L1<2v+1<n
— T?n(_ei0+p~l +p _ eA—iﬂ)

L1<2v+1<n

) . . —2v—-1
— _T2n( 2 __pe—]%)(elg _p—le—lg) [ (_ )u(z n 1) (elg +e ,%)n
1L2v4+1<n v+
. v 2
x (et - pe (et - p7le 7)) ]
— eine 2n(ee p)(eiﬁ p 1)

1<2v+1<n

Xl 2 (2 >(ew+1)n v ‘E’w—p)"(e”—p1)”}2 |
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Cette derniere égalité ne contenant aucune ambiguité, on peut alors formellement
écrire : ' '
On(0) = —e 7 (p1/2 4 p7I) 7P — p) (e ~ 1/p)

% ( Z (21/7:_ 1) (eio + 1)n—'21'/—1(e'10 _ p)u(eio = 1/'0)1/)

1<2v+1<n

Rappelons que ©,(#) est non-négatif selon sa définition!!. Ainsi, on a

©.(0) = [Oa(0)]

= (P4 ) — ) = 1/) SNt
y Z (21/7:_ 1) (6 + l)n—Q%—l(eiB — ) (e —1/p)

Considérons le polyndme

Rn(z) = p—l/‘Z(pl/‘Z_'_p-—l/Z)—n Z (21/7:""_ 1) (Z+1)71_2‘/_1(2—,0)”—1(2—l/p)y.

1<2v+1<n

Il s’ensuit QUe R,(p) =0.0n ade pius
Ri(z) = p ' (o247 o
, : 2
n n=w—ly_ _ sw+lf v
x( )R PN [CR R Ve R 1/p>)
1<2u+1<n : ‘
= p (" + pTVA) (2 — p)? |

. l | ’ & 2
x ( > (ZU’; 1) (= + 1%z = p) (- 1/p)”)

1<2v+1<n

et donc, pour tout ¢ réel, on a par (37) :
|RB.(e%))? = p7 (2 + p7 V)T — p)?

| X‘{ Z (21/7:_ 1) (eiG-_F l)n—Qu-—l(eiﬂ _ p)u(eio _ l/p)'/}

1<2w+1<n

HUCE égalité (34) p. 42 .
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_ 1| & TP a2 —1/2\=2n( 0 _ 6 _ 1
p ew_l/p(p +p )T = p)(e” = 1/p)
. 2
n i0 n—2w-17.i0 _ \v(.if _ Ny
{ )3 (QVH)(e FL - ) e —1/p>}
1<2v+1<n
i0
=1 € — P \
R P - 1©n(8)]
1 cos@ — p +.isin f
P~ 16n(6)] cosf — p~l +isind

_ p—len(e)\/ : (cos§ — p)? + sin”

cosf — p~1)2 +sin® 4

[p2(p~2 — 2p~1cosf + 1)
— -1 9 pep
P~ O )\/ 1—2p~lcosf+ p~2

= On(8)"
Ainsi, les polynémes P} (z) et R,(z) sont égaux sur tout le cercle unité. Ils doivent
donc aussi I'étre partout dans C. Finalement, une rotation d’angle ¢ permet de

réobtenir notre polynome initial P,(z).

1l reste & démontrer la partie 5(iii) pour éompléter la preuve. Il s’agit du cas
pour lequel cos(¥) < %(p% +p2) cos(z-). Il suit du Théoréme 4 qu’il existe une
infinité de polynémes ®,, € ,(—ilog p,0) qui prennent la valeur 1 au point —.
Par ailleurs, le lemme de Fejér - M. Riesz!? garantit I'existence d’un polynéme P}
tel que ®,(8) = |P(e'%)|? pour tout 8 réel et Pi(p) = ®,(—ilogp) =0 (car on
a ®,(¢) = Px(e€)Px(e7©)). On en déduit que P:(e”™) = 1 (ou -1 mais alors on
n’a qu’a prendre —P?) et que 0 < |P:(ei?)| < 1, pour 6 réel. Conséquemment, P’
atteint, son maximum sur le cercle unité en —¢. :

En définissant P,(z) := P*(ze™¥), on obtient bien P, € Cy,(2g), ce qui compléte

- la preuve.

12Cf. lemme de Fejér-Riesz & la section Anneze.




6 Conclusion

6.1 Récapitulation et Cdntribution personnelle

Rappelons le probleme de Turan. _
“Etant donné les polynémes de degré n dont la valeur absolue atteint son maxi-
mum sur le cercle unité en z = 1, ou se situent les zéros les plus pres du point
2z =1 pour de tels polynémes ?” Turan posa premiérement le probléme en terme
de points sur le cercle |z| = 1 et montra que, dans ce cas, aucun polynéme ne

#im/n En utilisant

peut avoir une racine sur le cercle unité avant les points z = e
le théoréme fondamental du calcul ainsi que l'inégalité de Bérnstein, je raffine
cette conclusion en prouvant que ces polynémes ne peuvent avoir de zéros dans
tout disque centré en z = 1 et de rayon inférieur 4 21/ — 1. Cependant, cette
technique n’est pas totalement satisfaisante et ne permet pas d’améliorations si-
gnificatives. C’est pourquoi j’ai choisi d’étudier l'article “Some extremal problems
for trigonometrical and complex polynomials” d’Hyltén-Cavallius dans lequel il
développe une nouvelle méthode qui généralise le probléme de Turan et en donne
une réponse complete.

Le présent mémoire fait donc état de cet article et s’ouvre par une section sur
les polynémes de Chebyshev de premiére espéce qui jouent un réle central dans
I’approche de Hyltén-Cavallius. I’analyse du comportement de ces polynémes que
je fournis & la section 2, nommée A propos des polynémes de Chebyshev, dispense
au lecteur les informations essentielles & la compréhension des idées reliées aux
polynémes de Chebyshev et contenues dans le texte.
~ S’ensuit une seconde section articulée autour du Théoreme 1. Celui-ci revet une

importance particuliere puisque, outre ses conséquences au niveau des résultats
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suBséquents, sa, preuve.est basée sur une idée qui revient tout au long du mémoire.
Un polyndéme trigonométrique non identiquement nul et de degré au plus n possede
exactement 2n zéros-(avec la multiplicité) dans une période a < x < a+27. Ainsi,
en comptant dans une période de longueur 27 le nombre de fois que se coupent les
graphiques de deux polyndémes trigonométriques de degré au plus n, on parvient
-a montrer certaines contradictions ou égalités si le nombre de zéros excede 2n
dans la période. Cette technique est reprise a plusieurs endroits notamment pour
la démonstration des deux corollaires du cas particulier t =0 qui fait suite ainsi
que pour la preuve du Théoréme 3, la généralisation du Théoréme 1. Précisons
aussi que la deuxiéme partie de la preuve du Théoreme 1 est mentionnée mais
laissée non prouvée dans l'article d’Hyltén-Cavallius. Je remédie & cette absence
a la sous-section 3.1.2 de ce manuscrit en donnant le raisonnement éomplet et en
tenant compte de tous les cas de figure possibles. Il en est de méme pour le cas
t = 0 et la démonstration du Théoreme 3. Ainsi, je donne une version étoffée des
preuves et je m’applique a considérer toutes les subtilités que Hyltén-Cavallius ne
traite pas mais qui ne sont pas triviales pour autant.

On enchaine avec la section 4 qui traite des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’uh point du plan complexe puisse étre le zéro d’'un certain type de po-
lynémes trigonométriques. Cela nous méne finalement & la derniére section axée
autour du Théoreme 5 dont I’énoncé contient la réponse au probleme de Turan.
La solution que donne Hyltén-Cavallius dépend d’une courbe particuliére notée
Cn. Je réserve donc quelques lignes & la description des propriétés principales de
cette courbe et je développe par la suite l'intégralité des calculs permettant de

trouver ’expression explicite des polynémes s’annulant en un point de c,.

6.2 Autres considérations et ouverture

Le fameux chimiste russe D. Mendeleiev fut le premier & aborder le prbbl_éme '
" dont le but est de trouver le maximum sur [—1, 1] de la dérivée d’un polynéme de
degré deux sachant que le polynéme est lui méme borné en valeur absolue par 1
sur cet intervalle. Puis, A. Markov étudia le sujet en le généralisant aux polynémes

de degré n € N et montra que
P'(z)| < n?, o (-1<z<1) .

si P est un polynéme de degré n tel que |P(z)| < 1 sur [—1,1]. Plus tard, motivé

par une question relative au degré de la meilleur approximation par des polynomes
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trigonométriques, Bernstein s’intéressa & son tour au probleme analogue pour les
polynémes trigonométriques. I1 démontra alors la solution suivante : soit ¢ un

polyndéme trigonométrique de degré n, on a alors

max [¢'(z)] < n max |¢(z)]. ~ (38)

M. Riesz publia en 1914 un article!® contenant une autre preuve de (38) ainsi
que deux autres résultats liés & l'inégalité. Ainsi, il prouva les deux propositions

suivantes, premiérement :

Proposition (x). Si g est un polyndéme trigonométrique impdire de degré n tel

que |g(x)| < M lorsque € R, alors
o) < Mlsinnz|  (z€R),

si g(x) Z £Msinnz.
Et dans un deuxiéme temps :

Proposition (x*). Sit, est un polynéme trigonométrique réel de degré n tel que
ta(z)| < M pour x € R et f(0) =0, alors

to(z) > M cosnz (—

313
IN
8
IN

;3\I/>I

d moins que t,(x) = M cosnz.

En utilisant le travail de Fejér et de F. Riesz, effectué entré 1915 et 1916, D.
Dryanov, M. Qazi et Q.I. Rahman®* prouvérent que la Proposition (+*) implique la
Proposition (x) et que les conditions de ces deux propositions peuvent étre élargies
a tout polynoéme trigonométrique quelconque s’annulant & l’origine plutot qu’aux
polynomes trigonométridues impaires seulement. Finalement, il a été remarqué
que 'inégalité de Bernstein découle de la Proposition (x). En éffef, si t est un
polynome trigonométrique de degré n borné par M sur 'axe féel, il suffit alors

d’appliquer la Proposition (%) & la fonction g(z) := w

qui est un polynéme
trigonométrique impair.
Au deld de la résolution du probleme de Turan, l'article de Hyltén-Cavallius

représente un intérét majeur dans la mesure ou il nous renseigné par rapport au

13CE. Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungéﬁ fiir Polynome [11],
p. 362-364. ;
YMCE. Particle Local behavior of polynomials [3).
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. comportement local d’un polynéme. Or, en partant du comportement d’un po-
lynéme en un point, il est possible d’en déduire I'inégalité de Bernstein et méme
d’avantage. Le travail de Hyltén-Cavallius englobe donc celui de Bernstein et Mar-

kov.

Par ailleurs, certaines interrogatid_ns émanent naturellement de D’article de
Hyltén-Cavallius. Soit D un domaine compact du plan complexe, 2, un point
de sa frontiere-et B, la classe de tous les polynomes réels sur I’axe réel, de degré
au plus n et tels que r;rlea[))c|P(z)| = |P(zp)|- Reprenons le probleme de Turédn et |
dénotons par G la région qui inclut le point zg et pour laquelle aucun polynome
de la classe B, ne s’annule. Comment sera affectée la région G si ’on choisit D
comme étant une ellipse plutdt que le cercle unité ? Qu’obtiendrons nous si D
est 'intervalle [—1,1] ou un carré? Si zy est 'un des coins du carré ou un point

d’intérieur de I'un des cotés ?

Il est aussi légitime de se demander si les conclusions obtenues par Hyltén-
Cavallius pour des polynémes sont généralisables & d’autres fonctions. Effective-
ment, dans un article titré “Some inequalities for functions of exponential type” [5]
paru & la suite de celui de Hyltén-Cavallius, L. Hérmander démontre un résultat
similaire au Théoreme 5 mais pour les fonctions entieéres de type exponentiel
bornées par 1 sur I’axe réel. Pour plus de clarté, donnons une définition précise

ces fonctions.

Définition 8. Un_é fonction entiére f est dite de type exponentiel T si pour tout
€ >0, il existe une constante K > 0 telle qu’on ait |f(2)| < Ke™9 | pour tout
z e C.

Les fonctions entiéres de type exponentiel englobe la classe des polynomes
et des polyndmes trigonométriques. De fait, il existe une relation forte entre les
deux classes : une fonction entiere f est de type exponentiel 7 et de période 27
si, et seulement si, f est un polynéme trigonométrique de degré n ou n est la
pai‘tie entiere de 7. Néanmoins, toute fonction entiere de type exponentiel n’est
pas un polyndéme trigonométrique tel qu’en fait foi la fonction entiere siri(Tz) /2
avec 7 > 0 qui est de type exponentiel T et, de toute évidence, qui n’est pas un

polyndéme trigonométrique.

En outre, une inégalité similaire & celle de Bernstein est obtenue pour les
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fonctions entiéres de type exponentiel. Elle prend la forme suivante :
If@<lIfll,. =zeR ) (39)

ol la norme infinie est définie par ||f]|| := sup,eg | f(2)]-

Cette inégalité généralisée a eu des répercussions dans différents domaines. En
particulier, en analyse complexe, elle est utilisée pour démontrer la formule de

~ quadrature suivante!®

- T = s
‘ z)dr = — (—)
et 3 i (2
ol f est une fonction entiere de type exponentiel 7 < 20 avec 0 < o < oo. Par
ailleurs, J. Arsac [1] mentionne aussi I’emploie de 'inégalité généralisée de Bern-
stein pour des problemes de transformées de Fourier ainsi que pour des problemes

physiques d’électricité, d’optique et d’ondes (antennes).

Ceci dit, bien que Particle de Hérmander représente une extension des résultats -
obtenus par Hyltén-Cavallius, certains aspects sont restés inexplorés. En effet,
Dryanov, Qazi et Rahman [2] se sont intéressés au cas particulier t = 0 que
Hormander ne fait que mentionner. Ils ont ainsi montré que le théoreme pour
les fonctions entieres de type exponentiel reste vrai lorsqu’on affaiblit certaines
conditions. Par exemple, cela fonctionne toujours si I’on exige que la fonction soit
bornée par M sur une infinité de points spécifiques et équidistribués sur 1'axe
réel plutot que de demander que la fonction soit bornée partout sur R. Il est
alors possible de se questionner a savoir quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes sur la suite de points, sur sa distribution et de maniere générale est-
il possible de généraliser davantage 7 Est-il par ailleurs envisageable d’étendre les
résultats obtenus pour le cas t = 0 au cas t # 07 Voici quelques pistes de réflexions
sur lesquelles pourra se pencher le lecteur curieux et désireux d’approfondir le

sujet.

- 15Résultat obtenu par C. Frappier et Q.I. Rahman [4].



Annexe

L’annexe regroupe les démonstrations de certains résultats dont l’entendement

n’est pas indispensable a la compréhension générale de ce mémoire.

Calculs complémentairés
Il s’agit ici de montrer ’égalité ¥’ (0) = 0 lorsque a = cos(m/2n).

Démonstration. On rappelle pour cela la définition de ¥, :

U, (z) = Ty, (acos z)

ou Ty, est le polynéme de Chebyshev de premiére espéce et de degré 2n. Des

propriétés des polynémes de Chebyshev'®, on a la relation Ty,(cos#) = cos(2n6).

- En dérivant implicitement, on obtient

d d
20 Ton(cosf) = 0 cos(2n0)

5r,(c0s ) sin 6 = 2n sin(2nf)
Ainsi, en posant § = 7/2n, on trouve T, (cos7/2n) = 0.

On calcule maintenant de la méme maniére les deux premiéres dérivées de ¥, :

t

, d
V() = 2 Tin(acos?)

a,.,
= =3 T, (acos £)sin £

v

16Cf. Iégalité (8) de la section 2 A propos des polynémes de Chebyshev, p. 9 .
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et ensuite
d a .
\I’;(I‘) = % (_5 2’1;(0'005%).3111 22;')
o azr 1 lm h2 afT’ oz T \
= 7 [ (acos ) sin i1 on(@cos §)cos 3. - (40)
Finalement, en combinant le résultat 75, (cosw/2n) = 0 avec le fait que

a = cos(/2n), il découle de (40) :

W0 =~ Th(a) = =2 T, (cos m/2n) = 0,

ce qui compléte la preuve. ' O

Lemme de Fe jér-Riesz

On s’intéresse maintenant au Lemme de Fejér - M. Riesz utile aux preuves de

la section 4 et du Théoréme 5.

Lemme (Fejér-Riesz). Soit t, un polynéme trigonométrique de degré n non-

néqgatif sur 'axe réel. Il existe alors un polynéme f de degré au plus n tel que

b= fEE, E

pour tout T réel.

Démonstration. Supposons que le polyndme trigonométrique t,(2) = > p__,, cre'?
est strictement supérieur a zéro sur ’axe réel.

On définit P le polynéme de degré 2n par

n 2n
Plz)=2" E ezt = E L
« k=0

k=—mn

Il en découle I'égalité suivante :

ta(z) = e P(e). o (4

Aussi, t, étant réel sur 1’axe réel, ses coefficients satisfont la relation ¢, = ¢

et on a alors

. n n

P/ =Y a(/2™ =Y Gn= cw,

k=—n ) k=—n k=—n




IT1

d’ou _ . :
| P(z) = 2" P(1/7). (4
Notons que P n’a pas de zéro sur le cercle unité. En effet, si |29| = 1 et P(z) = 0,
il existerait alors zo € [0,27) tel que P(e'®) = 0. Or, par I'égalité (41), on aurait
0 = e™™0 P(ei®0) = t(x4) > 0, une contradiction. De plus, la relation (42) indique
que si 2* est une racine de P, le point 1/2* en est aussi une de méme multiplicité.
Ainsi les zéros se divisent en deux parties égales : ceux a I'intérieur du cercle unité
et ceux a 'extérieur.

Notons z1, 22, ...2m les zéros de P a l'intérieur du cercle |z| = 1 et a1, @y, ..o, leur
multiplicité respective. On a donc Y ;- ; o = n.

On peut désormer considérer la décomposition suivante de P :

P(z) = Cﬁ {(z — Zk)ak.(z _ Zzlk)ak}

()

_ c(—l)"z"ﬁ(z—k)_a“ﬁ (2 — 2)% G—z—k)a}

k=1 k=1
En définissant premiérement la constante A := "H % et ensuite le
k=1
polyndme g(z H (z — 2z)** de degré au plus n, on obtient
k=1
P(z) = Az"g(2) g ( = (43)

et en combinant (41) et (43), on a pour tout z réel
ta(@) = €= P(e%) = Ag(e") (o) = Alg(e)

Ceci implique que A est une constante réelle et strictement positive puisque t,
I’est aussi sur les réels. Il s’agit ensuite de poser f(z) := v/A g(z).

Dans la mesure ou ¢,, ne serait pas strictement positif sur ’axe réel, il suffit de
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remarquer que les zéros de t,, sur I'axe réel sont tous de multiplicité paire. Effecti-
- vement, s’ils étaient de multiplicité impaire, cela forcerait le graphe de t,, a passer
sous 'axe des abscisses ce qui n’est pas possible. Ainsi, il est aisé de définir de
nouveau P(z) et de procéder & sa décomposition en facteurs de la forme (z — 2/)*

Na s N . s . Cel s
et (z —1/2')* ol 2’ est un zéro sur ou & l'intérieur du cercle unité.



Bibliographie
[1] J. Arsac, Transformation de Fourier et Théorie des distributions, Dunod, Pa-
ris, 1961, p. 234-243. '

[2] D. Dr);anov-, M. Qazi et Q.I. Rahman,‘ Local behavior of entire functions of
ezponential type, Comp. Meth. and Func. Theo. 2 (2002), 319-336. ‘

3] D. Dryandv, M. Qazi et Q.I. Rahman, Local behavior of polynomials, Math. of
Computat. 73 (2003), 1345-1364. ‘

[4] C. Frappier et Q.I. Rahman, Une formule de quadrature pour les fonctions
entiéres de type exponentiel, Ann. sc. math. Qc. 10 (1986), 17-26.

[5] L. Hormander, Some inequalities for functions of exponential type, Math.
Scand. 3 (1955), 21-27.

[6] C. Hyltén-Cavallius, Some extremal problems for trigonometrical and complex
polynomials, Math. Scand. 3 (1955), 5-20.

[7] Z. Nehari, Introduction to complex analysis, College Matherﬁatics Series, Bos-
ton, 1961, p. 77-T8. |

[8] G. Pélya et G. Szegd, Problems and theorems in analysis, Volume I, Springer-
Verlag, New-York, 1972. '

[9] Q.I. Rahman and G. Schmeisser, Analytic theory of polynomials, London Ma-
thematical Society Monographs New Series, Oxford : Clarendon Press, 2002.

[10] F. Riesz et B. Szokefalvi-Nagy Lecon d’analyse fonctionnelle, 5e éd.,
Gauthier-Villars, Paris, 1968, p. 117-118. '

[11] M. Riesz, Fine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichun-
gen fiir Polynome, Jber. Deutsch. Math. Verein. 23 (1914), 354-368.

[12] P. Turdn, On rational polynomials, Acta Univ. Szeged.Sect. Sci. Math. 11
(1946), 106-113. '




