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RESUME

Le sujet de cette these est I’étude des progressions arithmétiques dans les nombres en-
tiers. Plus précisément, nous nous intéressons a borner inférieurement v(N), la taille du
plus grand sous-ensemble des nombres entiers de 1 2 N qui ne contient pas de progres-
sions arithmétiques de 3 termes. Nous allons donc construire de grands sous-ensembles
de nombres entiers qui ne contiennent pas de telles progressions, ce qui nous donne
une borne inférieure sur v(N). Nous allons d’abord étudier les preuves de toutes les
bornes inférieures obtenues jusqu’a présent, pour ensuite donner une autre preuve de la
meilleure borne. Nous allons considérer les points a coordonnés entieres dans un anneau
a d dimensions, et compter le nombre de progressions arithmétiques qu’il contient. Pour
obtenir des bornes sur ces quantités, nous allons étudier les méthodes pour compter le
nombre de points de réseau dans des spheres a plusieurs dimensions, ce qui est le sujet
de la derniere section.

Mots clés: Combinatoire additive, progressions arithmétiques, points de réseau,

points entiers contenu dans des spheres.



ABSTRACT

The subject of this thesis is the study of arithmetic progressions in the integers. Precisely,
we are interested in the size v(N) of the largest subset of the integers from 1 to N that
contains no 3 term arithmetic progressions. Therefore, we will construct a large subset of
integers with no such progressions, thus giving us a lower bound on v(N). We will begin
by looking at the proofs of all the significant lower bounds obtained on v(N), then we will
show another proof of the best lower bound known today. For the proof, we will consider
points on a large d-dimensional annulus, and count the number of integer points inside
that annulus and the number of arithmetic progressions it contains. To obtain bounds on
those quantities, it will be interesting to look at the theory behind counting lattice points
in high dimensional spheres, which is the subject of the last section.

Keywords: Additive combinatorics, arithmetic progressions, lattice theory, in-

teger points in large spheres.
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CHAPITRE 1

THEOREMES ANTERIEURS

Introduction

Le sujet de ce mémoire de maitrise est I’étude des progressions arithmétiques dans
les nombres entiers. Plus précisément, nous étudirons la fonction v(N), pour N € N,
qui représente la taille du plus grand sous-ensemble des nombres entiers de 1 a N qui
ne contient pas de progressions arithmétiques de 3 termes, c’est-a-dire la taille du plus
grand sous-ensemble qui ne contient pas trois termes de la forme x,x + d,x + 2d, ou

d # 0.

L’étude de cette fonction a débuté en 1936 dans un article d’Erdos et de Turan [6].
IIs ont découvert que borner cette fonction supérieurement aurait des conséquences pro-
fondes sur notre compréhension des nombres premiers. En particulier, s’il était possible
de borner supérieurement de maniere satisfaisante la fonction la taille du plus grand sous-
ensemble de {1,...,N} qui ne contient pas de progressions arithmétiques de k termes
pour tout k, et pour tout N suffisamment grand, on pourrait conclure immédiatement
qu’il existe une infinité de progressions arithmétiques arbitrairement longues dans les
nombres premiers. La borne supérieure présente n’est pas assez bonne pour pouvoir
conclure cela, mais Green et Tao ont, par contre, réussit a prouver qu’il y avait des pro-

gressions arithmétiques arbitrairement longue dans les nombres premiers, en utilisant



une autre méthode [[7]].

Dans ce mémoire, nous allons étudier la question inverse, c’est-a-dire que nous al-
lons borner inférieurement v(N), ce qui consiste en construire de grands sous-ensembles
de {1,...,N} qui ne contiennent pas de progressions arithmétiques. Dans la premiere
section, nous allons faire 1’historique des bornes inférieures obtenues sur v(N), en com-
mengant par celle d’Erdos et de Turan [6] jusqu’a celle d’Elkin [S][2], en passant par
la preuve de Salem et Spencer [3] ainsi que celle de Behrend [1]. Ensuite, nous allons
exposer une preuve différente de la meilleure borne connue aujourd’hui. La preuve étant
principalement basée sur 1’étude du nombre de points entiers contenus dans des spheres,

la derniere section sera dédiée a prouver quelques résultats dans ce sujet.



Dans cette section, nous allons prouver toutes les bornes inférieures de v(N) qui ont
été trouvés, depuis I’introduction de cette fonction. Nous allons commencer par celle

proposée par Erdos et Turan en 1936 [6].

1.1 Théoréme d’Erdos-Turan

Théoreme 1.1.1 (Erdos et Turan). Pour tout N € N,

V(N) > % NFRD

Démonstration. Soit d un nombre entier positif et N = 3¢. Considérons 1’ensemble A C

{0,...,N — 1} des nombres qui ne s’écrivent, en base 3, qu’avec des 0 et des 1. Ainsi,
d .
A=<xe{0,...N—1}:x= inS’_l, x; €4{0,1}
i=1

Démontrons que A ne contient pas de progressions arithmétiques de trois termes. Si
x,y,z € A forment une progression arithmétique, soit x +y = 2z, alors Zl‘-izl (xi +yi —

27;)3"~1 = 0. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1.2. Soit m > 2 un nombre entier, x,y,z € N et (x1,...,X3), (V1,---,Yq) et
(21y.--,2q4) leur représentation en base m, soit x = Zleximi_l. Supposons aussi que

0<xi,yi,zi < % Alors, x+y = 2z si et seulement si x; +y; = 2z; pouri =1, ...,d.

Démonstration. Nous n’avons qu’a prouver que x +y = 2z implique x; +y; = 2z;, ’autre



sens de 1’équivalence étant trivial. La preuve se fait par induction sur d. Si x +y = 2z,
alors x+y =2z mod m. Les seules composantes de x,y et z qui ne sont pas un multiple
de m étant respectivement x1,y; et zj, cette derniere égalité implique que x| +y; = 2z
mod m. Puisque 0 < x1,y1,21 < %, alors 0 < x1+y1,2z; <metdonc x| +y; = 2z;1. Sup-
posons maintenant, pour 1’étape d’induction, que x; 4+ y; = 2z; pour touti < j— 1,00 j >
2. On a encore que x +y = 2z implique x +y =2z mod m/. Cette derniére égalité, com-
binée avec I’hypotheése d’induction, nous donne que (x;+y;)m/~! =2z;m/~! mod m/,
donc que x; +y; =2z; mod m. Puisque 0 < x;,y;,z; < 75, alors 0 <x;+y;,2z; <met
donc x; +y; = 2z;. Donc, pour tout 7, on a que x; +y; = 2z;, ce qui complete la preuve.

]

Pour la preuve du théoreme [I.1.1] on applique le lemme précédent pour m = 3. Soit
x,y,z € A tels que x+y = 2z. Alors, on a x; +y; = 2z; ol x;,y;,z; € {0,1}, pour i =
1,2,...,d. Si z; =0, il n’y a pas d’autres choix que x; =y; = 0. Siz; = 1, il n’y a encore
pas d’autres choix que x; = y; = 1. Donc, x; = y; = z; pour tout i, et alors x =y = z.
Il n’y a donc pas de progressions arithmétiques dans A. Chaque élément de A s’écrit
avec d décimales en base 3, chacune d’elles étant soit un 0, soit un 1. Il y a donc 24
éléments dans cet ensemble. En additionnant 1 a chaque élément de A, on obtient alors

I
un sous-ensemble de {1,...,N} de taille 2¢ = N®2®, Si 3¢ < N < 39+! alors

2d+1

1
V(N) > V(3d) = T > 5N10g2(3)



ce qu’il fallait démontrer.

]

Il serait intéressant, a ce point, de vérifier ce qu’on peut obtenir comme borne sur
v(N) avec I’algorithme glouton. On commence avec un ensemble vide et on consi-
dere, en ordre croissant, chaque nombre de 1 a N, et on I’ajoute a I’ensemble s’il ne
crée pas de progressions arithmétiques de 3 termes avec les éléments déja présents
dans I’ensemble. Ainsi, pour N = 27, I’algorithme glouton nous donnerait I’ensemble
{1,2,4,5,10,11,13, 14}. Remarquons que si on soustrait 1 a chaque élément, on obtient
{0,1,3,4,9,10,12,13}, ce qui est exactement I’ensemble A dans le théoréme précédent,

pour d = 3. En effet, si on écrit ces derniers en base 3 on a I’ensemble

{0,1,10,11,100, 101,110,111},

ce qui correspond bien a I’ensemble décrit dans le théoreme.

Proposition 1.1.3. L’ensemble sans progressions arithmétiques obtenu par l’algorithme

glouton est le méme que celui obtenu dans le théoréme|l.1.1]

Démonstration. La preuve se fait par induction sur le nombre m d’éléments dans 1’en-
semble. Pour la base d’induction, si m = 1, on a comme ensemble {0}. Supposons main-
tenant que I’ensemble A de m — 1 éléments obtenus par 1’ algorithme glouton contient les
m — 1 premiers nombres qui ne s’écrivent en base 3 qu’avec des 0 et des 1. Considérons

x,y € A, y > x, et leurs représentation en base 3, soit (x1,...,x4) et (y1,...,yq4). Il a déja



été démontré, dans la preuve du théoréme [[.1.1] que 2y — x est un nombre qui contient
au moins un 2 dans sa représentation en base 3. Il nous reste a montrer que tout nombre
ayant un 2 dans sa représentation en base 3 ne peut pas faire partie de I’ensemble obtenu
par I’algorithme glouton. En effet, pour z = (z,...,z4) ol au moins un des z; est égal a
2, on peut trouver x et y inférieurs a z, sans 2 dans leurs représentation en base 3, tels
que z =2y —x. Si z; =0, alors on prend y; = x; = 0. Si z; = 1, alors on prend y; = x; = 1.
Finalement, si z; = 2, on choisit y; = 1 et x; = 0. Puisqu’au moins un des z; est égal a 2,
les trois nombres, x,y et z, sont distincts et forment réellement une progression arithmé-
tique. On en conclut que le m-eme terme de A sera le plus petit nombre s’écrivant sans 2

en base 3 qui n’est pas encore dans A.



1.2 Théoreme de Salem-Spencer

La seconde borne que nous allons exposer est di a Salem et Spencer [3]]. Elle uti-
lise sensiblement la méme méthode que celle du théoreme [I.1.1] puisqu’elle crée un
ensemble sans progressions arithmétiques en ne prenant que les nombres dont les dé-
cimales en base 2d — 1 possedent certaines propriétés. Le passage de la base 3 a une
base plus générale, soit la base 2d — 1, va nous permettre d’obtenir une meilleure borne

inférieure sur v(N).

Théoreme 1.2.1 (Salem et Spencer). Pour tout € > 0, il existe Ng tel que pour tout

NENS)

log(2)+¢

V(N) > N ToelogtV]

Démonstration. Soit d > 2 et k un nombre entier divisible par d. Soit S(d, k) I’ensemble
des points x tels que x = x; +x2(2d — 1) + ... +x¢(2d — 1)k~ ! et ot les x; sont répartis
également entre les valeurs 0, 1,...,d — 1. Ainsi, exactement § des x; prennent la valeur 7,
pourt =0,1,...,d — 1. On peut alors calculer la taille de I’ensemble S(d, k), puisqu’il est
égal au nombre de facon de distribuer équitablement k éléments parmis d classes. Pour

tout € > 0, il existe k¢, d tel que pour tout k > ke et pour tout d > de,

)= oY (5 () e ()

e

par I’approximation de Stirling. Démontrons que I’ensemble S(d, k) ne contient pas de



progressions arithmétiques. Supposons que, pour x,y,z € S(d, k), on a x+y = 2z. Donc,
onaxy+yr+...+ (g +y)(2d — 1)1 =2z + ... 4+ 2z(2d — 1)*. Chaque x;,y; et z;
est inférieur a d — 1. Alors, le lemme avec m = 2d — 1 nous indique que x +y = 2z
implique que x; +y; = 2z; pour i = 1,...,k. Supposons que z; = 0 pour un certain i. Cela
implique que x; = y; = 0. Ainsi, x; = y; = z; pour tout i tel que z; = 0. Prenons j tel que
zj = 1. Puisque x; # O et y; # 0, on en conclut que x; = y; = 1. Ainsi, x; = y; = z; pour
tout j tel que z; = 1. On peut répéter I’argument pour conclure que si x +y = 2z, alors
x; = y; = z; pour tout i, et donc que x =y = z. S(d, k) ne contient donc pas de progressions
arithmétiques de trois termes. Il ne nous reste qu’a fixer N en fonction des variables d
et k. Fixons d = L%J etk=dmoum= L#%J . Ainsi, tous les nombres

dans S(d, k) étant inférieurs a (2d — 1)¥, on a que

log(N)

(2d — 1)F < (2d — 1)°e2d-0 = N < (2d — 1)40m+1)

ce qui nous garantie qu’aucun nombre dans S(d, k) est supérieur au N choisi. Maintenant,

on a que

dm < log(N) < log(N) < log(N) ‘
log(2d — 1) ~ log(d) ~ loglog(N)—3logloglog(N)

et donc, pour tout € > 0, il existe Ng tel que pour tout N > Ng,

< log(N)+¢

< TogloglV] (1.2)
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Maintenant, puisque N < (2d — 1)40"+1) et par les inégalités (1.1 et (1.2), on a que

S(d.dm)| _ (e 1 d "
N - 2Tm 2d — 1) 2d —1
S(d,dm log 2d— 1 1
S(d,dm)|
N - 87td10g 2dm
_ 2log(N) %)3
2(loglog(N
S(d,dm)| S loglog _1) ostos N,%
N - 10;§g log(N)
log(N)
log(N loclog(N 3\ 2(loglog(N))3 log(2) log(87)
W Z 1—8 ( loglogl ])\E))g g( )) N_loggloga—\/e)_z(logig(]v))Zw
Og
oa( —108WN) oelog(N)3
log(2ye __loglém) 1, ¥ Goglogvyy3 ¥ M)
[S(d,dm)| (- e ~ Tglod )~ Tingros W7 Tiogoe (log(N)2
N =

log(2)+¢

IS(d,dm)| > N ToglogV) |
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1.3 Théoréme de Behrend

Le théoréme suivant, dii a Behrend [1]], va donner la borne inférieure sur v(N) qui
va persister pendant plus de 60 ans. Les méthodes utilisées sont similaires, puisqu’on
va toujours faire appel a 1’écriture en base 2y — 1 des nombres faisant partie de notre

ensemble sans progressions arithmétiques pour exprimer sa taille en fonction de N.

Théoreéme 1.3.1 (Behrend). 1l exsite une constante C telle que, pour tout N suffisamment

grand,

N
>C
T 22v24/log,(N) 10g§/4 (N)

v(N)

Démonstration. Fixons d’abord N € N et soit d et y des nombres entiers. L’idée est
de trouver le cercle qui contient le plus de points entiers parmis I’ensemble de points
{0,1,....y— l}d. Ce raffinement, qui n’est pas présent dans la preuve originale de Beh-
rend, va améliorer la borne d’un facteur logé (N). Pour ce faire, considérons Yi,...,Y,
des variables aléatoires ou les Y; sont uniformément distribuées sur les nombres entiers
{0,1,...,y — 1}. Soit Z; = Yl.2 et Z = Zlezi. On remarque alors que Z est le carré de
la norme d’un vecteur dans {0,1,...,y — 1}d. On peut alors calculer I’espérance u et

I’écart-type o de ces variables aléatoires. On trouve que

+

iy :1y§jz:y(y—l)(2y—1) )
B et 6y 3

N <
AN =

Puisque les variables Z; sont indépendantes et identiquement distribuées, on trouve
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que Uz = dz,. Puisque Var(Z;) = p,» — “%,- et puisque

Sy Ly—D2y—1D)2=3y—1) ¥ ¥ ¥ 1
Mz = J == —
z ;0 ;

Yy
v 30 =5 27

on a que

A D S S L R
2745 6 36 6 180 45

et aussi que G% =d G%l_. Par I’inégalité de Chebychev, on a, pour tout a > 0,
1
[P(|Z—Hz| > an) < ;

Donc, pour un a > 0, le nombre de vecteurs v de {0,1,....,y — 1}d qui satisfont I’in-

égalité suivante est au moins (1 — a%)yd .

tz —acz < ||v||* < pz+aoy.

Il y a seulement 2acz + 1 valeurs entiéres possibles pour |[v||> parmis les vec-

teurs qui satisfont I’inégalité ci-dessus. Par le principe du pigeonnier, il existe une va-
- 1 1y.d

leur iz —acz < T < pz +acy pour laquelle au moins 5, (1 — -3)y“ vecteurs de

{0,1,....,y— 1}d ont une norme carré égale a T'. Soit S I’ensemble de ces vecteurs. Donc,

1 1
> — 1 —— . 1.
512 5o (17 ) (13)
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Proposition 1.3.2. L’ensemble S ne contient pas de progressions arithmétiques.

Démonstration. Puisque tous les vecteurs de S ont la méme norme /7', pour tout a, b, ¢ €
S, on ne peut pas avoir a + b = 2¢ a moins que a = b = c. En effet, en employant I’'inéga-

1ité du triangle avec les points a,b et ’origine, on a que ||a+b|| < ||a||+||b

, avec égalité
si et seulement si a,b et 1’origine sont supportés par une seule droite, avec 1’origine suitée
entre les points a et b. Puisque ||a|| = ||b||, on ne peut conclure que a = +b. Dans le cas
olla = —b, on a que ¢ = 0, mais alors ||a|| = ||b|| = ||c|| et donc a = b = ¢ = 0. Sinon,

a=betalorsa=b=c.

Soit maintenant I’injection ¢ : § — 7Z définit par

O(x1, X2, xg) = X1 +2x2(2y — 1)+ ... +x4(2y — 1)47 1

La fonction ¢ fait le lien entre un nombre x et son écriture en base 2y — 1. En pre-
nant m = 2y — 1 dans le lemme on a que la fonction ¢ préserve les progressions
arithmétiques de S, de méme que ¢ —!. Alors, puisque S ne contient pas de progressions
arithmétiques, on a que I’ensemble A = ¢(S), qui est un sous-ensemble de {1,2,...,N},
n’a pas de progression arithmétiques. Il ne nous reste qu’a fixer les parametres d,y et a

en fonction de N de maniére a optimiser |A|, dont la taille est bornée inférieurement dans
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Il On choisi a = V/3,y = %Ni etd = |/2log,(N)]. Ainsi, pour d > 4, on a que

2y )
Al > = > —=y""

T . . 15 4
Supposons d’abord que y = %N 4 soit un nombre entier ; le cas contraire sera étudié

apres. Pour tout x € A, on a que x < (2y)d < N, donc les variables y et d ont été choisis

de maniere a ce que tous les éléments de A soient plus petits que N. On a que

1\ d—2
4> 2 <Nd> - 8 N 4 N
—_ .1 4 2

524log; (N)

— 1 2 = 1
52ilogd (N) 29N 523 10gd (N) 22V 2oe)

. 1 . . T .
ce qu’il fallait démontrer. Maintenant, si y = %N 4 n’est pas un nombre entier, on prend

|| ala place de y. Ainsi, on a N’ = (2|y])?. Par I’argument précédent, on obtient un

ensemble A sans progressions arithmétiques de taille

4 N’
Al >

4 N
>
1 n — 1 '
52ilogd (N7) 22V 21oeV) 5031003 () 22V 210R2(Y)

Remarquons maintenant que
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gL .
pour N suffisamment grand. On en conclut que, si %N 4 n’est pas un nombre entier, alors

A > C N
- logé (N) 22w/210g2(N)

avec C = —21 > %, ce qui complete la preuve.
52

N
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1.4 Théoreme d’Elkin

Le théoréme suivant est une amélioration de celui de Behrend. A la place d’une
sphere, la preuve du théoréme suivant, dii a Elkin [2]], utilisera un anneau suffisamment
mince, et ensuite, en enlevant certains points, on obtient un ensemble sans progressions
arithmétiques. L’idée principale de la preuve est dii a Elkin, mais ici, nous présenterons
la preuve de Green et Wolf [3]], qui est beaucoup plus breve et qui a une démarche un

peu différente des preuves précédentes.

Théoreme 1.4.1 (Green et Wolf). 1] existe une constante c telle que pour tout N suffi-

samment grand,
N logi (N)

v(N)>c¢ .
5 (2v2/log; )

Démonstration. Supposons N pair et soitd € Net0 < 6 < 1. Soitaussi0<c<1<C
des constantes absolues et qui pourrait varier au long de la preuve. Pour tout r < %\/3,

posons S(r) comme 1’ensemble

S(ry={xe [O,l/Z)d r=0 <|lx|| <r}

ot ||x]|? = ¥4, x7 est la norme au carré de x. Soit x = (x1,%2, ...,x4) choisit aléatoirement

. ) d . :
et uniformément dans [0, 3)". Alors, on calcule I’espérance y et la variance o2 de [|x||%,
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et on obtient que

Proposition 1.4.2. 1] existe C > 1 et ¢ < 1 tels que pour tout d suffisamment grand,

d
P(I!xl\—\/ﬁ §C>2c

Démonstration. Soit I’ensemble B(C,d) {

| =

% <C } et I’en-
semble A(C,d) = {x e [o, ) |[[x]? — &| < C} Choisissons d’abord C > 1 tel que
2C % — C? soit positif pour tout d suffisamment grand et soit x € A (ZC \/ l% —C?, d) ,

c’est a dire que

d , d 5 d
—204/ < 204/ =
C* =20y 5 < IwlP - 55 < ~CP 20y .

Cela implique que

d d d

2 2 2

D VoINS w0 L

C C TR ||x||” — 12_C+ C 7
d d d d

C?-2Cy/ —+— < 2<c?y2c0 =
ntn = IWP=C+20) 5+
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et donc que x € B(C,d). Alors, A (ZC\ / % —Cz,d> C B(C,d), ce qui nous indique, en

termes de probabilités, que

P <x €A <2C\/%—C2,d)> <P(x€B(C,d)).

De plus, I’inégalité de Chebychev nous indique que pour tout a > 0, on a que

d 1
PlrcAlay/S-d]|)>1-=.

Il suffit alors de choisir a > 1 tel que a/ % <2C4/ % —C? pour tout d suffisamment

grand, pour obtenir la série d’inégalités suivante :

1—a—lzgp<xeA<a,/%,d)> §P<xeA<2C\/%—C2,d>) <P(x€B(C,d)).

Il est certainement possible de choisir un tel a, car la condition sur a se réécrit comme

a<2v15C— 6@@ et, lorsque d est suffisamment grand, et puisque C est déja fixé

comme étant supérieur a 1, le coté droit de 1’inégalité sera strictement plus grand que 1.

§C> >c

On en conclut que, pour tout d suffisamment grand,

d
Il =4/

IP’(xeB(C,d)):IP’( =

ce qu’il fallait démontrer.



.o . . . . .. P . . 1
Ainsi, par le principe du pigeonnier et la proposition précédente, il existe un r < 5 Vd

tel que
Vol(S(r)) > ¢8274. (1.4)

Soit § = S(r) C [0, %)d I’ensemble choisi et T¢ = RY/Z¢ le tore 4 d dimensions.
Nous avons que T4 ~ [0, l)d. Puisque x; +z; < 1 pour tout x,z € Seti=1,2,....d, on
observe alors que les progressions arithmétiques dans S correspondent avec celles dans
T¢. Soit (x,y) un couple tel que x — y,x,x+y € S. Par la loi du parallélogramme, nous
avons

2 2 2 2
2[[xl 17+ 2[yl1” = [+ 3117+ [lx =l

et donc que
Y|l <A/ —(r—08)*=+/26r— 62

Alors, si on dénote B C T x T¢ comme 1’ensemble contenant toutes les pairs (x,y)
décrites ci-dessus, on peut alors en déduire, avec la formule pour le volume d’une sphere

a d dimensions et I’approximation de Stirling, que

nd/2 1 [27e8)?
B T (28r— 820 _( ) . L
Vol(B) < Vol(S) (%)!( dr—8°) §Vol(5)m 7 (1.5)

Posons maintenant, pour 0, o € T9, 1a transformation Voo:{l1,2,...,N} = T¢ de la
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manieére suivante :

Vo.a(n) = On+a(mod1l).

Proposition 1.4.3. Pour toutn € {1,2,...,N}, Yo o(n) varie uniformément sur T lorsque

0 et o varient uniformément et indépendamment sur T¢ x T4,

Démonstration. Soit C = Hle [ai,bi], 0 < a; < b; < 1, une boite quelconque dans T¢.
On voudrait que Py ¢ (Yo o(n) € C) = Vol (C) =1L, (b; — a;). En effet, puisque 6 et o
varient uniformément et indépendamment sur T4 x T, on a, pour chaque coordonnées
0; et a; de 0 et « respectivement, que la fonction de densité fq,(x) = fo,(x) = 1 pour

tout x € [0,1). Alors,

d
]nga (1[19705(11) € C) = H]Pgl.?ai (a,' <On+a; <b; mod 1)
i=1

d 1
= H/ ]P)ai (ai — 9,'1’1 <o < b,’ — Gin mod 1)f6,~(9i)d9i
i=170

d 1 d
_ I_Il/o (bi—a1)d6; = [ [ (bi — a:)

i=1

ce qu’il fallait démontrer.

]

Définissons maintenant Ag o = {n € {1,2,...,N} : yp o(n) € S}. Puisque Wy o(n)
varie uniformément sur T¢ lorsque 6 et ¢ varient indépendamment et uniformément, on
en conclut que

Ego(|Ag,al) = NVol(S).
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Maintenant, observons que chaque progression arithmétique est de la forme x —
v,x,x+y. Il y a donc N —2 choix possibles pour x (1 et N ne sont pas des valeurs

possibles pour x) et ensuite min{x — 1, N — x} choix pour y, résultant en

Y-+ Y (vox= Y2
x=2 x:%—i-l

progressions arithmétiques différentes.

Proposition 1.4.4. Pour tout n,m € {1,2,...,N} tel que n # m, (Yo o(m), Yo o (n)) varie

uniformément sur T¢ x T¢ lorsque 0 et o varient uniformément et indépendamment sur

T4 % T¢,

Démonstration. Soit I € R un intervalle, et X une variable aléatoire de densité fx. Alors,

les lois sur la probabilité conditionnelle d’un événement A nous indique que

]P’(A|Xel):/ PAIX =00, (1.6)

iel P(X €1I)

Maintenant, pour prouver la proposition, il suffit de prouver que, pour toute boite

C =114 Jai,bi] x [T [civei], o0 0 < a; < by < 1et0 < ¢; < e; < 1, que

Py, ((‘Ve,a(m)a ‘Ve,a(n)) S C) =Vol(C)

pour tout nombres entiers positifs n # m. On peut réécrire la condition a satisfaire de la



21

maniere suivante : pour touti =1,....d,

Po,.a; (ai < Wo.o(m) <bi|ci < Woon) <e) Py o (ci < Woaln) <e)=(bi—ai)(ei—ci).

Par la proposition [I.4.3] on a que la condition a satisfaire est

F(m,n) =P, q (ai < Wo.o(m) < b | c;i < Yo aln) <ei) = (bi—a).

On a donc, par I’équation (I.6) et par la proposition[I.4.3] que

1 e
F(m,n) = p— Pg.o, (a < Om+0; <b mod 1 |On+a;=y)dy.

l 1JC
1 e

= / Pg, (ai—y < 6;(m—n) <b;j—y mod1)dy
€ —CiJg
1 ¢

s /C (bi —ai)dy = (bi — ai)

ce qui complete la démonstration.

]

Soit n—a,n,n+a une progression arithmétique dans Ag o. Donc, W o(n—a), Yo o(n)
et Yo o(n+a) sont dans S. Alors, le couple (Wy ¢ (), Wo,o(n) — Wo,o(n —a)) est dans
B. Donc, a chaque progression arithmétique de Ag o correspond un point de B. Puisque
six X', on a que (Yp o (X), Yo o(x')) varie uniformément sur T¢ x T¢ lorsque 6 et o
varient uniformément et indépendamment, chacune de ces progressions arithmétique a

une probabilité Vol(B)/Vol(T? x T?) = Vol(B) de se retrouver dans Ag 4, puisque B est
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exactement I’ensemble contenant tous les couples (x,y) tels que x —y,x,x+y € S. Donc,

si on note par 7'(Ag o) le nombre de progressions arithmétiques dans Ag ¢, on obtient

N(N-2)

Ee,a(T<A6,oc>) :VOI(B) 4

Nous avons donc un ensemble Ag 4 suffisamment grand, contenant une quantité bor-

née par Vol (B)w de progressions arithmétiques. Il suffit maintenant de fixer les

paramétres 6 et d en fonction de N. Si on choisit ces paramétres de maniére a ce que

1
Ega(T(Agq)) < gEG,a(‘AO,aD7 (1.7)

on aura que
Eg o (%lAG,(x’ — T(Ae,a)) > %Ee,aﬂAG,aD = %NVOI(S)-
II sera possible alors de fixer 6 et & de maniere a ce que A = Ag o satisfait a
r(4) < 24l

et donc que

2 1
—lA| > =NVol(S).
LAl = SN Vol(S)

Ayant une borne supérieure sur le nombre de progressions arithmétiques dans A, il
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suffira d’enlever au plus T'(A)/|A| des éléments de A afin que I’ensemble résultant soit
sans progressions arithmétiques. Ainsi, nous aurons, apres cette opération, un ensemble

sans progressions arithmétiques de taille %N Vol(S). Pour ce faire, il faut que 1’inégalité

(1.7) soit vraie, et donc que

Iy Vol(S) > NN =2) 2_ 2)

3 Vol(B).

Puisque nous avons déja obtenu une borne supérieure sur Vol(B) en (1.5)), il suffit
donc d’avoir

1
FNVol(S) 2

N(N —2) 1 [27ed\*
s ()

2
ce qui est possible en prenant 6 = ‘@Ze < . En employant cette valeur de § dans la borne

inférieure sur Vol(S) obtenu en (1.4}, on obtient
1
4] > <N Vol(s) >

En prenant ensuite d = | \/21og,(N) |, on obtient le résultat voulu de la méme fagon

que dans le théoreme[I.3.1] c’est-a-dire

N log% (N)
5 (2v2Vlog )

|A| > ¢
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Dans la preuve précédente, on a considéré les points entiers d’un anneau au lieu
de ceux d’une sphere. Par contre, cet ensemble contient des progressions arithmétiques,
mais peu par rapport a la taille de I’ensemble. L’ argument probabiliste est tres utile, puis-
qu’il nous évite de compter les points de I’ensemble. En effet, si on veux estimer la taille
de I’ensemble des points entiers de 1’anneau, la meilleure approximation reste le vo-
lume de I’anneau. Par contre, il faut borner supérieurement le terme d’erreur de manicre
satisfaisante. Dans la section suivante, nous prouverons le méme théoréme, mais, cette
fois-ci, sans 1I’argument probabiliste, et donc en comptant le nombre de points entiers
dans I’anneau que nous allons choisir, et aussi en comptant le nombre de progressions

arithmétiques qu’il contient.



CHAPITRE 2

THEOREME PRINCIPAL

Dans cette section, nous obtenons une borne similaire a celle du théoréme [[.4.1} Au
lieu d’utiliser un argument probabiliste, nous allons borner le nombre de progressions

arithmétique dans un anneau a d dimensions.

Théoreéme 2.0.5. Pour N suffisamment grand,

W) > 215 N(logy(N))+
v(N) > .

212 2(2\@ flog, )
Démonstration. Soit d > 60 un entier positif pair et y = 251, Soit @ = {0,1,....,y—1}.
On s’intéresse  la taille de 'anneau A(r,8) = {x € ¢/ : r—§ < |[x—a|* <r} ov a0 =
<y*Tl, v y%), et au nombre de progressions arithmétiques qu’il contient. L’ objectif est
de trouver un tel anneau qui contient suffisamment de points et peu de progressions
arithmétiques par rapport a sa taille, disons au plus Més)' progressions arithmétiques.
Dans ce cas, il nous est possible d’éliminer au plus la moitié des éléments de A(r,0)

et de trouver un ensemble de taille _\A(36)|

sans progressions arithmétiques. Ensuite, une
injection de Z¢ N qui pré 1 ion d i ithméti
jection de vers N qui préserve la notion de progressions arithmétiques va nous

permettre de trouver un sous-ensemble {1,..., N} qui ne contient pas de progressions

arithmétiques.

Soit X; des variables aléatoires distribués uniformément sur %, chacunes indépen-
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2
dantes des autres, pour i = 1,...,d. Soit Z = Zle (X,- — y%) . Ainsi, Z représente le

carré de la distance entre un vecteur choisi aléatoirement dans € et le point central o.

Il sera utile de calculer I’espérance 7 de la variable Z, ainsi que son écart-type, 0z :

B | y—l 2 _dy—l . y—l 2_d )
Uz = dE(<Xz—T) )—;g(]—T) —E()’ —1) (2.1)

2
2 y—1\* y—1\? d 4 2

(2.2)

et donc,

Considérons maintenant la somme suivante, pour une constante a > 1 :

"2a0'Z—‘

[
Y |A(uz —acy+n8,8)| > ercgd:uz—aazg 1 — o] |2 guz+aoz}) 2.3)
n=1

Par I’inégalité de Chebychev appliqué a la variable aléatoire Z, on a que pour tout
a>1,P(|Z—uz| <aocz)>1- aiz Alors, pour a = /2, parmi les y? vecteurs de €, il

. d . , .
Yy €n a au moins y? qu1 ont une norme carrée comprise entre y — \/QGZ et Uz + \/EGZ.



27

Alors on peut borner la somme dans I’équation (2.3)) par

2]
yd
y ‘A(uz—\/zcz—i—nS,S) > 2.4)

n=1

Par le principe du pigeonnier, il nous est possible de choisir n tel que ’ensemble
A(r,8) correspondant contient beaucoup de points. Cepdenant, chacun des ensembles
A(r,0) que I’on somme dans I’inégalité contient des progressions arithmétiques.
Soit D(r,6) = {(x,y, ) €EA(R8)P iy—z=x —y} I’ensemble des progressions arithmé-
tiques de A(r, 8). Il est important de pouvoir borner supérieurement les quantités |D(r, 8)|.
Soit x — A, x,x + A une progression arithmétique de A(r,8), oit A € Z?. Alors, 1’égalité

du parallélogramme nous indique que

e =AIP+[lx+AIP = 2l +2[]A]17

Al> < 8.

De plus, on a que |[|x+Al|* —||x—A[|*| < &, ce qui entraine que |x-A| < % Soit
Br:=B(A(r,8))={x€A(r,8) : x—A,x,x+A € A(r,0) }. Donc, B représente toutes les
progressions arithmétiques de différence A dans A(r, §). L’'inégalité du parallélogramme

utilisée précédemment nous indique que By C {x €A(rRd):|x-Al < g}. Alors, on peut
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écrire que

U {xeA(r,8) :x-A=h}. (2.5)

h|<

EN[Y)

Si on somme By sur tous les vecteurs A possibles, on obtient le nombre total de

progressions arithmétiques de A(r, 8). On a donc I’inégalité suivante :

Do) < Y Y H{x€A(rnd):x-A=h}|

1<[|A[[2<8 |n|< 8

Similairement a ’équation (2.4), on somme D(r,d) pour les méme valeurs de r, et
on obtient que
25%]
5

y ’D(uz—\/icz+n5,5)‘§ Y Y |Ba(h)l 2.6)
n=1

1<[|A[P<8 |h <3

ot Ba(h) = {x € 7% iy — 20, < ||x|]2 < pz+ V207, x-A= h} .1l serait bien de
pouvoir borner la taille de I’ensemble B, (h). En effet, Bx(h) est I’intersection du réseau

engendré par 1’équation x - A = h et d’un anneau.

Lemme 2.0.6.

w22 (i)
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Démonstration. Soit xo+ < A1, ...,Ay_1 >y le réseau définit par 1’équation x - A = h. Ici,
A; sont des vecteurs a d dimensions et le réseau < Ay, ..., A;_1 >7 correspond a I’équation
x-A = 0. Le volume du domaine fondamental est d’au moins 1, et d’au plus ||A||. Pour
chaque point x € Ba(h), considérons le parallélépipede ?:_11 [x - %,x + %] , de volume
au moins 1. Pour deux valeurs x € B, (h) distinctes, ces parallélépipedes sont disjoints,

et sont de volumes au moins 1. En faisant la somme des volumes des parallélépipedes

pour tout x € Ba(h), on obtient
d—1 A A
|Ba(h)| < [x——l x—l——l} :

Maintenant, rappelons nous que Ba(h) est aussi contenu dans un anneau de d di-
mensions centré en 0 définit par les rayons carrés Uz — acyz et Uz +aoz. Alors, I'union
des parallélépipedes est contenu dans un anneau a d — 1 dimensions, centré en 0, définit

2 2
par les rayons carrés < Uz — /267 — @) et < Uz — 207+ #) ot p(A) re-
présente la longueur de la plus grande diagonale du domaine fondamental du réseau, et
donc la longueur de la plus grande diagonale des parallélépipedes. Le volume de I’union
des parallélépipedes est donc bornée supérieurement par la volume de 1’anneau définit

ci-dessus, ce qui implique que

(Vi v2ar +22) - (= vaor-22) )

d—1
T

2
L4

1Ba(h)| <

ce qu’il fallait démontrer. Il nous suffit alors de trouver une borne pour p(A), qui re-
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présente la longueur de la plus grande diagonale des parallélépipedes, en fonction du
vecteur A. Si A = (Ay,...,Ay), on peut réarranger les coordonnés de A, sans perdre de
généralité, et mettre les O a la fin, c’est-a-dire A = (uy, ..., 1,0, ...,0), ot u; # 0. Alors,

les points suivants sont dans ’espace x-A =0:

(uz,—ul,0,0,0,...,O)
(0,u3,—uy,0,0,...,0)

(0,0,u4, —us,0,...,0)

(O, ...,O,uk, —Mk_l,o, ,0)

L’ensemble des vecteurs unités e¢; = (0,0, ...,0,1,0,...,0) qui est composé de O par-
tout et d’un 1 a la i-eme position, pour i = k+ 1,...,d sont aussi dans I’espace x- A = 0.
Ces d — 1 vecteurs sont tous linéairement indépendants, et le domaine fondamental du
réseau doit se retrouver dans la boite créée par les vecteurs ci-dessus. Il s’en suit que

p(A) est inférieur ou égal a la diagonale de cette boite, et donc

k—1 d

p(A? < w+ Y (uict|+luia )’ +up  + Y 1
i=2 i=k+1
k—1 k—1 k—1 k—1
< B+ Y w1 P+ Y Jui [P +2 ;1| i1 2+ g +d—k
=2 i=2 i=2 i=2

< 4)|A|P+d—k<5d

Alors, p(A) < V/5d.
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]

Maintenant que nous avons une borne sur |Ba(%)|, indépendante de A, il nous faut
aussi trouver une borne sur le nombre de vecteurs A admissibles, c’est-a-dire borner
[{A€Z?:1<||A]|*> < 8}|. Soit A;(t) le nombre de points de Z¢ contenus dans une

d-sphére de rayon carré 7. On cherche alors a borner supérieurement .4 (1) — 1.

Lemme 2.0.7. Pour tout 6 < d,

A(8) g255(5+§_1).

Démonstration. On cherche & compter la taille de {A € Z?: ¥ | A; < 8} ot le vecteur
A= (Ay,---,Ay). Pour ce faire, nous allons considérer Q(k) = {q eN¢: Zid:1 qi = k}.
Calculer la taille de cet ensemble revient a compter les différentes facons de répartir
les k unités parmi les d différents g; Ainsi, |Q(k)| = (k“,f_l). A chaque élément de
I’ensemble Q(k) correspond au plus 29 éléments de {aezd: Yé, A< 8}. En effet,

puisque & < d et que k < 9, les éléments de Q(k) possedent au plus k coordonnées non-

nulles. Pour chacune de ces coordonnées g;, il y a au plus deux possibilités pour A;, soit

V/4i et —/qi. Donc,

ce qu’il fallait démontrer.
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]

Avec ces bornes obtenus aux lemmes [2.0.6]et[2.0.7] nous sommes en mesure de bor-
ner I’expression dans 1’inégalité (2.6). Mais avant, tentons de simplifier les expressions
obtenus dans les deux lemmes. Premierement, on a, par les équations (2.1)) et par le fait

que d > 60, que

d V2d 7
26, < L2 ved o L2
Uz ++20; 12(y )~|—6\/§y <=
d V2d 5
V26, > —(P—1)= Y52 2 a2
Uz —V20; > 07 =1 o5 =1

Alors la borne de |Ba(h)| du lemme devient, avec p(A) < v/5d et I’approxima-

d—H)’

tion de Stirling pour I' (T

B0 < (
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Par ailleurs, étudions, afin de simplifier la borne du lemme le coefficient bino-
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mial (6+§_1). On a, par I’approximation de Stirling, que

_ _ _1\6+d—1
(5+d 1) _ (6+d 1)!< 8 (6+d—1) 2.8)

8 SWd—1! =2z 65 b1yt

Avec les inégalités (2.7) et (2.8)), et avec I’aide des lemmes [2.0.6] et on peut

’VZ\EGZ
s
borner),, ‘D( Uz — 2067, +n8,8 )| de ’inégalité (2.6). Alors, on a, apres plusieurs

simplifications, que

2\/562
5 1 d-1

8¢ (§4d—1)%t"1 (/e A1 dol
’; )D(Iiz—\/icz—i—nSﬁ) SE 55*%(61—1)‘”% ( g y> (7 T —5 2)

et si on pose & = &d pour un certain € < 1, I'inégalité devient alors

48@ d \/W((8+1)d—1)8+1 d -
P n? (d—l)((8+1)d—1)< 6(ed)e(d —1) )yd LY

Nous sommes maintenant en mesure de borner I’équations inférieurement 1’équation

suivante :

23,
| ) | Az~ V20, +18,8)| — Dz ~ V207418, 6)

n=1
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La borne inférieure est obtenue a partir des inégalités (2.4) et (2.9). Elle est

Vv

N d VIme((e+Dd— )\
2 2 N@-D(Ee+na-1 6(ed)e(d — 1) Y

_ [, 192 d Vime((e+1)d — 1))
2 r \@d=D(e+D)d—1)\  6v2(ed)s(d—1)

Si on choisit € = % on a, pour tout d > 60, que I'intérieur de la parenthese de

I’inégalité précédente est supérieur a % Alors, on a que, pour § = %,

2\/50’2
o

d
y ‘A(uz—\/icz-l—nS,S)‘—‘D(,uz—\/icrz-i-néﬁ) >yz. (2.10)

n=1

Par contre, étant donné que les ensembles D(uz — /267 +nd, ) représentent le
nombre de progressions arithmétiques dans I’ensemble A(uz — /262 +né, §), I'inéga-

4

lité précédente nous indique que la somme des tailles de { ensembles sans pro-
. . . s . » N yd . . . .
gressions arithmétiques est supérieure ou €gale a . Par le principe du pigeonnier, et en

rappelant la borne obtenu en (2.3)) pour o7, il en existe un, noté A, tel que

d
|A| > y > \/g yd—z\/c_i.
4(2\[%4_1) 842

Cet ensemble A est, par contre, un sous-ensemble de 74 . Soit maintenant 0:A—7Z
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définit par
O(x1,X2,...,%g) = x1 +x2(2y) + ... —l—xd(2y)d_1.

Par le lemme[I.1.2] on a que la fonction ¢ préserve les progressions arithmétiques de
A, de méme que ¢ ~'. Alors, si A ne contient pas de progressions arithmétiques, alors on
a que I’ensemble ¢ (A), qui est un sous-ensemble de {1,2,...,N}, n’a pas de progression
arithmétiques. Bien siir, |¢(A)| = |A|. Pour tous n € ¢(A), on a que n < (2y)?, que I’on

1
pose comme N. Alors, y = 1% et

V5 Nvd 235 NvVd
Z 2 - 2 .
21V224dN7  214/2 2d+log(N)

|9 (A)] 2.11)

On veut alors poser d, en fonction de N, de maniere a minimiser le dénominateur, soit
minimiser d + %logz (N). On pose alors d = [ 2 log, (N ﬂ pour obtenir la borne dési-

rée :
21/5 N(log,(N))?
21\/§ 2<2ﬁ\/10g2(N)) .

9(A)| =

Cette borne est valide pour d > 60,et donc pour N > 10742,



CHAPITRE 3

LES POINTS ENTIERS DANS UNE D-SPHERE

Soit Py(t) = A;(t) — Y4(t), 1a différence entre le volume et le nombre de points en-
tiers dans une d-sphere de rayon carré t. Nous avons utilisé certaines méthodes pour
estimer la taille de .4;(¢) dans la section précédente, mais ces dernieres ne sont pas op-
timales, quoique suffisantes pour la preuve. Cette section sera consacrée a borner |Py(t)|
le plus optimalement possible. Nous allons d’abord trouver une borne pour une sphere
en 4 dimensions, qui est, en fait, la meilleure borne connue. Apres, nous allons utiliser
la borne obtenue pour trouver une borne pour la différence entre le nombre de points
entier et le volume d’une sphere a 5 dimensions. Cette derniere sera la base d’induction
pour 1’obtention d’une borne sur les sphere a d dimensions, avec d > 5. Nous allons
ensuite montrer a quel point les bornes pour d > 5 sont optimales. Tout d’abord, il sera

important de prouver ces quelques lemmes suivants.

3.1 Lemmes sur la fonction y d’Euler et sur les sommes exponentielles

Les lemmes de cette section sont tous utiles pour démontrer les théoremes des sec-
tions suivantes. La fonction y, défini comme y(x) = x— |x| — %, sert surtout a faire le

lien entre I’intégrale d’une fonction et ses sommes partielles.

Lemme 3.1.1. Soit f une fonction continiiment différentiable sur l’intervalle réel (a,b)
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et y(x) =x— |x| — 5. Alors

b b
Y )= [ f@dx= @)@ = yb)rb)+ [ v

a<n<b

Démonstration. 11 suffit d’intégrer la fonction f(x)dy(x) et d’utiliser la linéarité de I’in-

tégrale de Riemann-Stieltjes pour obtenir

[ reawe) = [ s [ gare - [ e,

On integre par partie le c6té gauche de 1’égalité précédente et, du coté droit, on évalue

les intégrales de Riemann-Stieltjes :

a<n<b

b b
/a F)dy(x) = / f@dx— Y f(n)
b

b
VOB -y @~ [ vrwas = [fwde- ¥ o)

a a<n<b

b b
V@@= vO)f )+ [ v Wdr = ¥ fm- [ fax

a<n<b

ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 3.1.2. Pour tout d > 2, pour tout t > 0 et pour tout o € R,

Vi )
Wir— o)t — )3 ldx| < ¢

0 ~ 2\/ed




38

Démonstration. Posons f(x) = x(t —xz)%_l, etA(T) = [} w(x—a)dxpour 0 <T < /1.

Remarquons que ¥ est une fonction de période 1 et, pour toutn € Z, [ i y(x—o)dx =

f:“{x — o} — 2dx = 0. Donc, la fonction A(T) atteint son maximum lorsque {7}, la

partie fractionnaire de 7', est égale a % Alors,

{r}
/0 y(x—o)dx = —. 3.1

/j( —3)e

On intégre par partie la fonction y(x — &) f(x) de la maniére suivante :

A(T)] = <

Vi Vi Vi
| ve— s =a@se [ = [T A @dx = [T AW W,

ot f'(x) = (t— xz)%_z(t — (d — 1)x?). Remarquons que cette fonction est positive si et

seulement si x < ﬁ. Alors, on utilise (3.1) pour obtenir

/O\ﬁ l//(X— Ot)f(x)dx < %/O\ﬁ {f’(x)‘dx — é/omf’(x)d _% \[;1 f/(x)dx
< %(2]0(\/;) —f(\/;)—f(())>:;1 d%l(%t>g_l
< lt% ((d—z)d—z>§ < a1
-4 d—1)41) =2/

ce qu’il fallait démontrer.
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Lemme 3.1.3.
1 oo emex

w(x) = Tm, = m

m#0

Démonstration. Par la série de Fourier de {x} = x— |x] , on trouve que

1 - d . 1
y(x) = an + Z am cos(2mmx) + Z by sin(2mmx) — B
m=1 m=1
ou
1
ay = 2/ (rldx =1
0
! 2mn) — 1+ 2mmsin(2
am = 2/0 {x} cos(2mmx)dx = cos(2mz) Zm_zn;nnsm( ma) =0
! in(2mm) — 2 2 1
by = 2 /0 (x} sin(2mmx)dx = SHET) szz;cos( ma) _ ——

ce qui implique que

- 1
VW = 3L Tr 27 x

m=1 m=1 n
1 i emex e—27z:zmx 1 i emex
2w = m 2m =, m
m#0

ce qu’il fallait démontrer.

]

Soit, pour x € R, la fonction Dy(x) = min,c7z |n — x| qui représente la distance entre

un nombre réel x et le plus proche nombre entier. Les deux théoremes suivants, qui
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portent sur les sommes exponentielles, sont tirés de [4]].

Théoreme 3.1.4 (Kusmin-Landau). Soit a,b € Z et f : R — R une fonction continii-
ment différentiable sur [a,b) telle que f' est monotone et qu’il existe 0 < A < % tel que

Dz (f'(x)) > A > 0 pour tout x € [a,b]. Alors,

Démonstration. Etant donné que ‘Zﬁza 2 ()

— ‘Zg:a e~ 27/ (M| on peut supposer,
sans perdre de généralité, que f’ est croissante. Puisque Dz (f'(x)) > A, on a qu’il existe
ke Ztel que k+A < f'(x) < k41— A. Cependant, puisque €27/ (1) = (2mi(/(n)—kn)
et que (f(n) —kn) = f'(n) — k, on peut aussi supposer, sans perdre de généralité, que
A < f'(x) <1—A. Soit la fonction g(n) = f(n+1) — f(n), pour n € [a,b]. on sait, par
le théoréme de la moyenne, qu’il existe x, € [n,n+ 1] tel que g(n) = f'(x,). Alors, g est
aussi croissante et A < g < 1 — A. Maintenant, on peut réécrire le terme principal de la

somme de la maniere suivante :
e2mif(n) _ p2mif(n+1)

2mif(n) _ _ [ 2mf(n) _ 2mif(n+l)
¢ el C ¢ )
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olt C, = 5 (1 +1cot(mg(n))). La somme a borner devient alors

b b—1
Z o2t (n) Z ( p2mf(n) _ eme(n—i—l)) C, + 2™/ (h)
n=a n=a

b—1
_ Z eme(n) (Cn—Cn_l)—|—€2mf(a)ca—|—62mf(b)(1—bel)

n=a+1
b—1
< Y G —Cuot| +|Cal + |1 = Cpy]
n=a+1
1 b—1
< 5 ¥ leot(mgn—1)—cot (mg(n))| +|Cal +1-Cyi]. B2
n=a+1

Puisque 0 < A < g(n) < 1—A <1, onaque 0< mg(n) <m, et alors tous les
cot(mg(n)) se retrouve dans la méme période de la fonction cotagente, pour n € [a, b).
Puisque la fonction cot est décroissante sur sa période et que g(n) est croissante, on peut

se débarrasser des valeurs absolues dans la somme de (3.2)) pour obtenir

b b—1

Y 2 < % Y (cot(mg(n— 1)) —cot(ng(n))) + |Cul + |1 — Cp_1]

n=a n=a-+1
< 5 (cot(mg(a)) — cot (xg(b— 1)) +[Cal +]1 - Cy (33)
< %(cot(ng(a)) —cot(mg(b—1)) + |cot(wg(a))| + |cot(mg(b—1))|) +1

1

On peut alors appliquer la borne |cot(7x)| < Dz(x)™", en se rappelant aussi que

Dz (g(n)) > A. On obtient, de I'inégalité (3.3)),
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ce qu’il fallait démontrer.

]

Théoréme 3.1.5 (van der Corput). Soit a,b € 7 et une fonction f € C*[a,b) telle que

|f"(x)| = A > 0 pour tout x € [a,b]. Alors,

b

Z eme(n)

n=a

10
SSﬁ(b—a)—i—ﬁ

Démonstration. Supposons, sans perdre de généralité, que f”'(x) = A4, et donc que f”(x)
est croissante. Soit 0 < 8 < 1. On peut séparer I'intervalle [a,b] en au plus A (b —a) +2
intervalles sur lesquels Dz (f/(x)) > B, et en au plus A(b — a) + 2 intervalles sur les
lesquels Dy (f’(x)) < B, mais ces derniers sont de longueur au plus % On applique le
théoreme [3.1.4] 4 la premiere classe d’intervalle et 1’inégalité du triangle a la deuxieme

classe. On obtient

Zesz(n) < (l(b—a)—i—Z)(%ﬁ—l—I—%—f—l)
< 2(7L(b—a)+2)<%+§+1)

On pose B = VA afin de minimiser le coté droit de I’inégalité précédente, et on

. 1
obtient, pour A < 7,

(A(b—a)+2) <1+—> §5\/7_L(b—a)+£.
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SiA> %, le résultat découle simplement de 1’inégalité du triangle.

]

Lemme 3.1.6 (Walfisz [9]). Pour tout X,Y € 7, X <Y, pour toute fonction f € C*[X,Y]

telle que |f"(r)| = € < 1 pour tout r € [X,Y],

Y 4
L V() =¥ -x) (231581+2—§e%> + 04
r=X T T

Démonstration. La premiere observation a faire est que y(y;) — W(y2) =y —y2 —

(Iy1] = [»2]), et donc que y(y;) — w(y2) <y —y2 siy; > ys. Ceci entraine que, pour

tout 7 > 1,
Y 1 Y 1
Y—-X+1
TY /T w(f()+8)—y(f(r)de < TY /T 0d0 <21 (34
r=x"0 r=x"0 2T
Similairement, on a
Y0 Y -X+1
TY [ (o) - v+ 0)de <= (3.5)
r=X""T
De plus, par le lemme on a que pour tout z € R,
% (o]
T / Ye+0)do= Y o™ (3.6)
0

mM=-—oo

m#£0
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ol 0 = L [ g e?™m940. Similairement, on a
27r1m 0

0
T/lw (z+0)d Z @, """, 3.7)
T

m=—oo

m##0

ol W, = 2;5’1 i) 1 e?™m8 9. 1 inégalité du triangle sur les intégrales dans la défi-

nition de |@,, |,|®,;| nous donne que |@,,|,|®, | < M‘ - et si on évalue I'intégrale, on

en arrive a |@,, |, o, | < 271: 5, ce qui implique que |@,, |,|@;| < ﬁmin(ﬁd, 2) Les

inégalités (3.4] et (3.7) combinées impliquent que

min <l,12) (3.8)
m' m

Il est maintenant temps d’appliquer le théoréme a I’inégalité (3.8)), pour la fonction

2mumf(r)

M~

TZ/I[/ r)+6)de

e

| =
SE;

m=1

Il
B

r

mf(r). On obtient alors que la deuxieme dérivée est me et alors

' Ly 10 1T
Ty [ vt +eye| < EZ(S\/_Y X)Wﬁ)mm(Z @
< i\/_(Y X) TZ—+ i_
m=1Mm2 m 1 m2
< VR X>T+3—Of (3.9)

Finalement, puisque T i L2 w (/(r)) =T [, L Xix W (£(r) = w(f(r)), on peut

isoler YX_y w(f(r)) dans les équations (3.4) et . et on applique la borne (3.9), et on
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obtient que

Y 15 30 Y—X+1
;Xw(f(r))‘ < E\/E(Y—X>T+n\/§+ 2T+

.. 4 1 )
On choisit alors T = 23€7 3. De cette facon, on a 7 > 1 si et seulement € < 2. On

obtient alors comme borne

ce qu’il fallait démontrer.
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3.2 Les points entiers dans une 4-sphere

Dans cette section, nous nous intéresserons a borner |Py(t)|, puisque c’est la base qui
nous permettra ensuite de borner |Ps(¢)|, qui, & son tour, sera la base d’induction pour
borner |P;(t)| pour tout d > 5. Nous commencons notre analyse a d = 4 puisqu’il existe
un théoreme sur la représentation de nombre entier comme somme de 4 carrés, dii a
Jacobi [8]]. La preuve de la borne pour d = 4 est dii a Walfisz [9], mais sa preuve ne se
préoccupe pas de la constante. Il nous sera utile de trouver une constante explicite pour

la borne, au lieu de simplement citer qu’il existe une constante qui fait 1’ affaire.

Théoréme 3.2.1 (Jacobi). Soit ry(n) = |{x € Z4 : ||x||* = n}

,ouneN, n> 1. Alors,

Corollaire 3.2.2. Pour tout nombre impair v,

8 o(v) sia=0
I’4(2“V):

24 o(v) sia>0

ou 6(n) est la somme des diviseurs de n.

Démonstration. Sia =0, alors 2¢v est impair et on utilise le théoreme[3.2.1|pour obtenir
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le résultat, car m | v implique que 4 { m et

Z m=Zm:G(v).

Mm|v m|v

Sinon, a > 0 et 2°v est pair. Par le théoréme ona

r(2°v)=8 Y m=8Y" m=8< Y m+ ) m) =8(20(v)+o0o(v))=240(v)
44m|2¢v m|2v 2|m|2v 2tm|2v

ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 3.2.3 (Walfisz). Pour toutt > 4,
IPy(1)] < 14t10g(1).

Démonstration. Premierement, on exprime .44 () en fonction de r4(n), grace au théo-

reme [3.2.1] On obtient que

On ajoute 1 pour le point (0,0,0,0), car la fonction r4(0) = 1. Dans les équations sui-
vantes, [ et v représente des nombres impairs exclusivement, et n est strictement positif.

On sépare la somme précédente en deux somme : une pour les n impairs et I’autre pour
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les n pairs.

M) =148 Y d+24 ) Y v. (3.10)

u<td|u 2n<tv|n

Afin d’analyser les deux sommes de (3.10), posons S(t) = Y,<, o(n). Alors,

Y Yv = (Zd—ZZd)zn on)—2) Y d

2n<tv|n n<%t \d|n 2d|n < 2n<%2d|2n
t t
_ _ :S(—) _28 (-) 311
: o(n)—2 Z’t o(n) 7 1 (3.11)
n< n<;

Pour I’autre somme dans (3.10), on a

YYa = YYd-) Yad=s0)-Y <sz+2v>

u<td|u n<td|n 2n<td|2n 2n<t \2d|2n vin
t t
) S(Z)_zéﬁd—%@v:S(’)‘”@—5(5)”5(1)
— S(1)—3S (%)Jrzs (3) (3.12)

ot on obtient I’égalité Yp,<, Y.vj, V =S (%) —25 (%) de I'équation (3.11). En combinant

(3.11) et (3.12) dans (3.10), on a que

Ni(t) = 1+8S() — 328 (%) (3.13)

Il nous reste a borner S(¢) en fonction de 7. La proposition suivante, tirée de [9], nous

donne une borne convenable pour S(7).
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Proposition 3.2.4. Pour toutt > 1,

Démonstration. Soit g un nombre entier positif.

s0-Y Y d=Yd-Y ¥

n<tn=dgq dn<t n<tg<t

Rappelons-nous que y/(x) =x — |x| — 3. Puisque Yycrd = : (Lﬁjz + bJ), on a

que

- I @GS ED) e

Remarquons que 0 < ‘ L%J — %{ < 1 pour tout n et pour tout ¢. De plus, on a que
lwy(x)] < % pour tout x € R, et que la somme des inverses des carrés des nombres entiers

est {(2) = %2. Ainsi, pour tout > 2,

2 2
t 1 1 T
——E — — —t1 t<St——t2<

n>t

tlog(t) +1.

| =
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Remarquons maintenant que

12 1 2~ dn 12
— <

<Y <t
245027 2 ian? T 2(0—1) —

et on a, par conséquence, pour tout t > 2,

71.2

1
S(t 2| < —tlog(t) +1
1S(0) = 2% < Srlog(o) +
ce qu’il fallait démontrer. Il nous reste a étudier le cas ot 1 <# <2.Onaque S(1)=1et
donc que, pour tout 1 <7 < %g, onaque |S(t) — f—;t2| =1- f—;tz <1< %tlog(r) +1. Si
# <t<2,onaque|S(t)— ’f—;t2| = ’f—;tz —-1< %tlog(t) + ¢ car la fonction %tz —-1-
%tlog(t) —t est croissante lorsque %g <t <2 et est négative lorsque t = 2. Donc, pour

2 . N
tout 1 <t <2, on a encore que [S(t) — 5#%| < jtlog(t) +1, ce qui compleéte la preuve.

]

On utilise alors le résultat de la proposition dans I’équation (3.13)) pour obtenir

comme borne inférieure

2 2

2 t 2
i(1) > 1+%z%%z2—4z(1og(t)+1og(z>+3) _ 1+%t2—4t(210g(1‘) log(4)+3)

et aussi, comme borne supérieure,

2
i) <1+ %zz +41(2log(t) — log(4) +3).
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A partir des deux dernieres inégalités, on remarque que la borne supérieure est plus

grande, en valeur absolue, que la borne inférieure. On en conclut que

2

‘Jm(r)—%ﬁ <1+ 8(log(t) + 1)

etsit>d=4,onaque

n?,
‘Jlﬁ(t) — 7t < 14tlog(t).

. 2 . .y
Puisque %4 (1) = %tz, on a ce qu’il fallait démontrer.
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3.3 Les points entiers dans une 5-sphere

Théoreme 3.3.1 (Walfisz). Pour toutt > 1,
IP5(1)] < 919513,

Démonstration. Notre point de départ sera les équations (3.13) et (3.14)). En effet, on a
que A5(1) = Yy < 5 Halt — 12), ot A4(t) est exprimée en fonction de S(¢). Si on reprend
maintenant 1’équation (3.14) pour déterminer S(¢), on a que

S(t):§<i%—zn—lz>—f2%w(%)+%z

n=1 n<t n<t

(G- )

Puisque le dernier terme, en valeur absolue, est inférieur ou égal a ¢, on a que

ou F(t) =Y, < %l// (%) On utilise alors I’équation |i et 'inégalité précédente pour
obtenir, pour tout # > 1
: ‘

2 2
Jiﬁ(t)—%tz—StF(t)JrStF(%) < 1+‘SS(I)—%I2—8tF(t)

+ ‘—325 (%) + %ztz +8(F (%) ’

< 1+416t+16¢ <33t. (3.15)
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On utilise maintenant le fait que A5(r) = ¥ <, ;- A4(1 — I?) pour en arriver 2

2
</V5(t)—% Y (t—P)+8H()-8G(t)| <33 ¥ (t—12) (3.16)
i<y ti<i

ou G(t) = X< it — PYF(t—1?) et H(t) = Yi<yilt = I>F (%) On peut approxi-

mer, grace a la proposition suivante, les tailles de ng\ﬁ (t — 12)2 etde ng\ﬁ(t — 12).

Proposition 3.3.2. Pour tout t > 0, pour tout d > 4 et pour tout & € [0, 1),

Démonstration. Nous allons utiliser les lemmes [3.1.1] et [3.1.2] pour trouver une borne
appropriée. Effectuons d’abord un changement de variable sur la somme, afin qu’on

somme sur des nombres entiers 7. On a que

Y Aat—r) = ) Yt — (r+a)?).
Ir|<vi1 —Vi—a<r<yi-a

r—|rl=a rez

On prend, pour le lemme 3.1.1}, f(x) = #4(t — (x+ &)%), a = —/t — et b = \/t —

a, on a que f(a) = f(b) =0 et aussi que f'(x) = _F(lei) (x+o)(t— (x+ a)z)%*l.

Remarquons aussi que

Vi—o Vit
/ Yyt — (x+ @)?) dx = / Yot —x2) dx = Vg4 (1).
~Vi-a Vi



54

Donc, par le lemme [3.1.1] on a que

b
Va0 = L at=r)| < | [ v dx

r|<vt
r—|rl=a
d
dm2 /\ﬂa 241
< |- X)(x+a)(t—(x+0o)7)2" "dx
041 g Y@ (et
d
dr? Vi
< —#/ l;/(x—a)x(t—xz)%_ldx
L(§+1)/-vi
et, par le lemme on obtient
\/37[% d—1
Yo ()— Y H@—r)| < y T
H<vi ver (5+1)
r—|r]=o
Nz
< p r2
Vel ($+1)
(3.17)
ce qui complete la preuve.
]
En effet, on obtient que
2 2
T 2 7]
> X (t—1%)" = 75(t) SN (3.18)

[1]<v/t
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et

33 Y (1— 1) < 4dp3 4 275
[1]<t

66v2 .
Ve
I1 ne nous reste qu’a montrer qu’il existe une constante ¢ telle que G(¢),H(t) < ct%,
et on a la borne désirée. Pour ce faire, il nous faudra borner Z| I|< \/;F (t — 12), et, par
la définition de F, cela revient a borner correctement Yi<siV ( ) C’est pour cela
que le lemme da a Walfisz [9]], sera utile. Remarquons que les fonctions G(z) et

H (t) sont tres similaires. En effet, nous allons d’abord prouver la borne sur G(z), et nous

allons ensuite remarquer que la preuve pour H (¢) est identique a un détail pres.

Proposition 3.3.3. Pour toutt > 1,
G(r)] < 62413
Démonstration. Tout d’abord, remarquons que (t — I2)F(t — [?) est symmétrique par

rapport a 0, et donc que

V1)
G(t)=2Y (t—1*)F(t—1*)+1tF(r)

=1

et, puisqu’on sait déja que |F(¢)| < log(t), on obtient que

22 (t—I2)F(t—1%)| < rtlog(t). (3.19)
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Analysons maintenant la somme. Il sera utile de séparer (t — %) et F(t — %) dans la

somme, et le lemme suivant fera 1’ affaire.

Lemme 3.3.4. Soit (x;);,,(vi)r—; € R deux suites de nombres réels. Alors, pour tout

a,beNouna<b, ona
b b
Y xiyi =Y Xi(yi—ir1) + Xpyp i1
i=a i=a

. i
onXi =3 ,Xj.

Démonstration. Pour a < n < b, remarquons que le coefficient de y,, du coté droit de
I’égalité, est X,, — X,,—1 = x,, ce qui correspond au coefficient de y, du c6té gauche de
I’égalité. De plus, le coefficient de y, | du coté droit est —Xj, + X;, = 0, ce qui correspond
encore au coefficient de y,1 du c6té gauche. On en conclut que 1’égalité est vraie.

]

On applique le lemme , aveca=1,b= L\/EJ X =F(t—i*)ety;=(t—i*).On

obtient que

Vi Vi
((=PYFe—=1) = Y X (=)= (= (+1))+X 5 (= (V1] +1))
=1 =1
\/[
= Y X+ 1) +X 4 (= (Vi +1)) (3.20)

N
Il
_

ot X; = Y!_| F(t —r?). Remarquons que —2v/7 — 1 <t — (/7] +1)? <0, et donc que

|t — ([v/7] +1)?| < 24/t. Nous avons maintenant besoin de borner X, et la proposition
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suivante nous sera utile.

Proposition 3.3.5. Pour tout x < \/t, pour tout q > 1,

< (89q*% g3 +14) Vi

Démonstration. On utilise la définition de F, et on a

t—1

>

n=1

t—

Y F (t—r) ii%w(t—r)

r=1n=

\

S| =

minfryF=ai} o, 0
v(ar)
qn

r=1

—

On applique alors le lemme |3.1.6/avec X = 1, Y = min{x, /7 —gn} et f(r) = qn ,

ce qui implique que f'(r) = — 2 et |f"(r)| = 2> = & < 2. On trouve alors que

IA

qn

— t—1

71 min{x,\/f—qn} 2 71 241

Y- )Y ty(t ! ) Y - | (¥—X) i 58é+2_%8% -l-@e‘%
“n = n T T

< +
n—1 nq%n% 4q%n% T\ 2n
3
- ﬁ2215§(g)+ﬁ§(§) 302t
B n'q% 4q% T
1 1
< (89g7¢+g+14) Vi (3.21)

t—1
car Zn <Y = (s) pour s> L, et ¥, % n —2 < 2\/5, ce qui compléte la

preuve.
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On utilise alors la proposition [3.3.5|dans I’inégalité (3.20) pour obtenir que

<
<

(- Ft—-12)|<cviY (214+1)+Cr

N
Il
—_
~
Il
—_

ou la constante C = 104 est celle obtenue a la proposition [3.3.5|avec ¢ = 1. On effectue

la sommme et on trouve que

<

(t = P)F(t—1%)| <CVi(Vi+1) Vi+3Cr < 5Ct2

N
I
—_

ce qui implique, avec I’inégalité (3.19), que

G(1)| < 5Ct3 +1log(t) < 6Ct7 = 62412

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 3.3.6. Pour toutt > 1,

|H (1) < 51213

Démonstration. La preuve de la borne pour |H (¢)| est trés similaire a celle pour |G(?)|
de la proposition[3.3.3] En effet, la seule différence dans la preuve est qu’on choisi g = 4

lorsqu’on applique la proposition [3.3.5] ce qui nous donne la constante différente.
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]

Retournons maintenant a 1’inégalité (3.16)). Les propositions [3.3.3] et [3.3.6 nous in-

dique que

2
T 2\ 2 3 66\/§ 3
T ) <4483 £ 20V 8 (6244 512) 13
3 L (-0 < a1 20 Vi 86244 512)1

<Vt

As(1) =

L’inégalité précédente, combinée avec I'inégalité (3.18)), nous donne que

66v/2

2
A5(1) — %45(1)] g44r3+7¢2+8(624+512)t3+ 9195

[\ST[o%}
IA

t

S

ce qui complete la preuve du théoreme [3.3.1]
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3.4 Les points entiers dans une d-sphére

Dans cette section, nous allons finalement prouver une borne sur la différence entre
le nombre de points entiers et le volume d’une d-sphere. Le point de départ sera le

théoreme de la section précédente, qui servira de base d’induction.

Théoreme 3.4.1. Pour tout t > 0, pour tout d > 5,

d-2 ;
) < 4404 T (1 + m) Yaalt).

Démonstration. La preuve se fait par induction sur d. Pour d = 5, le théoreme nous

donne que pour tout ¢t > 1,

3 3 ] 41 3
|Ps(r)] <9195:2 <2200] | (1 + t ZM) <1 (3.22)
i=1

Pour I’étape d’induction, supposons que, pour d > 5 fixe, pour tout t > 1,

d—2
|Py(1)] <440d T (1 -
i=1

t\/2—7w> Va-2(1).
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Ainsi, on a, pourd + 1,

Pii()] = | Ma1(t) =Y () =| Y Aalt =)= Vo (1)
Irl<vt
< Y | A=) ==+ |Yan ()= Y, Yat—1) (3.23)
Irl<vit r|<vt

< 440dH( ) Y Vo= + (Yo (t) = Y, Ya(t—r)
Vz”e ri<vi ri<vi

Il nous reste a borner supérieurement la somme Z|r| <Vi Yy_o(t — 1) et la valeur

absolue ‘7/d+ 1(1) = Xpy<ys Yalt = r?) ‘ La proposition [3.3.2|est exactement ce que nous

avons besoin. L’équation (3.23)) devient

Pt (1) < 440dH( ) (%_1(r>+—”d_2’”r"23) +\/EIL/21

(1 ver (9) r(g+1)
i . Y] d+1
< 440dH (1+ m) (1+%) Ya1(t) + grg(fl))%_l(t)
2
<

d—1 :
1
440 14 d¥a-1(t) +
H( : 27re>< a-1l0) 440 /el (4 +

d+1
VrdL (% )) < 1 et on obtient que

Sid >4, alors W

d—1
Py ()] <440(d+1) [ ] (
i=1

ce qu’il fallait démontrer.
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Le théoréme suivant nous indique que la borne obtenue sur |P;(7)| est presque opti-
male asymptotiquement. Cela nous indique donc que la puissance de ¢ dans 1’expression

de la borne pour |P,(t)|, pour d > 5, est 1a meilleure possible.

Théoreme 3.4.2. Pour tout d > 2, il existe c; > 0 telle que pour toutt > 1, il existe ty >t

tel que

(S

—
DIy
P
SN—"
ON

d—-2

P,;(ty)| > ¢ 2
|Pa(t0)] > =

Démonstration. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que pour tout ¢z > 0, il existe 7., tel

que pour tout z > ., on a que
Pi(t)| <cy
|Pa(t)] T

Fixons c, et soit 7. correspondant au choix de c. Alors, pour tout nombre entier 7 tel

que n > t,

[[STiSW

d=2

|Py(n)| < c n

NIy

r(§+1)

(
o erion )
n+ - —— | n+ =
d 2 CF(§+1) 2

et donc, en combinant les deux inégalités précédentes, on obtient que

- (n+4) < ! <o )
n)— n — C——— n n — .
) (g ) 2

[}
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et pour n suffisamment grand,

1
2

ou k > c. Par contre, on a

Py(n)— Py <n+%> = Ny(n) —Vy(n) — A <n+%> + (n+%)

et, puisque .#;(r) représente la taille de 1’ensemble des points entiers de norme au carré

au plus 7, on a que 4z (n) = A;(n+ 3). Donc,

Py(n) — P, (n—i—%) = #il) (<n+%>g—ng>

d d
2 2, s’annule avec

et, en développant (n+ %) , on remarque que le terme dominant, n

d
I’autre n2, et donc,

ce qui contredit (3.24), et par conséquent, 1’hypothese de départ. L’hypothese contredite

étant I’énoncé contraire du théoréme, on ne peut conclure que ce dernier est vrai.
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