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RESUME

Ce mémoire s’emploie a étudier les corps quadratiques réels ainsi qu'un élé-
ment particulier de tels corps quadratiques réels : 'unité fondamentale. Pour ce
faire, le mémoire commence par présenter le plus clairement possible les connais-
sances sur différents sujets qui sont essentiels & la compréhension des calculs et

des résultats de ma recherche.

On introduit d’abord les corps quadratiques ainsi que ’anneau de ses entiers
algébriques, et on décrit ce que sont ses unités. On parle ensuite des fractions
continues puisqu’elles se retrouvent dans un algorithme de calcul de I'unité fon-
damentale. On traite ensuite des formes binaires quadratiques et de la formule
du nombre de classes de Dirichlet, laquelle fait intervenir 'unité fondamentale en

fonction d’autres variables.

Une fois cette tache accomplie, on présente nos calculs et résultats. Notre
recherche est & propos de la répartition des unités fondamentales des corps qua-
dratiques réels, de la répartition des unités des corps quadratiques réels ainsi que
des moments du logarithme de 'unité fondamentale. (Le logarithme de l'unité

fondamentale est appelé le régulateur.)

Mots-clés : Corps quadratiques réels, Unité fondamentale, Régulateur,
Nombre de classes, Fractions continues, Equation de Pell,
Répartition des unités quadratiques, Fonctions-L de Dirichlet,

Formule du nombre de classes de Dirichlet.
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SUMMARY

This memoir aims to study real quadratic fields and a particular element of
such real quadratic fields : the fundamental unit. To achieve this, the memoir
begins by presenting as clearly as possible the state of knowledge on different
subjects that are essential to understand the computations and results of my re-

search.

We first introduce quadratic fields and their rings of algebraic integers, and
we describe their units. We then talk about continued fractions because they are
present in an algorithm to compute the fundamental unit. Afterwards, we proceed
with binary quadratic forms and Dirichlet’s class number formula, which involves

the fundamental unit as a function of other variables.

Once the above tasks are done, we present our calculations and results. Our
research concerns the distribution of fundamental units in real quadratic fields,
the distribution of units in real quadratic fields and the moments of the logarithm
of the fundamental unit. (The logarithm of the fundamental unit is called the re-

gulator.)

Keywords : Real quadratic fields, Fundamental unit, Regulator,
Class number, Continued fractions, Pell’s equation,
Distribution of quadratic units, Dirichlet L-function,

Dirichlet’s class number formula.
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INTRODUCTION

Les corps quadratiques s’insérent dans le concept plus général de corps de
nombres algébriques. Les corps de nombres algébriques doivent leur existence
aux tentatives de solutionner le Dernier Théoréeme de Fermat. Le 1" mars 1847,
Gabriel Lamé annonga a 1I’Académie de Paris avoir solutionné le Dernier Théo-
réeme de Fermat. Sa solution s’appuyait sur la factorisation unique de certains
entiers algébriques (les entiers cyclotomiques). Mais Ernst Kummer avait déja

montré trois ans auparavant que cette factorisation unique échouait parfois.

Un corps quadratique, bref, est une extension des nombres rationnels et cor-

respond & I’ensemble
{a +bV/d ‘ a,b € Q, dez\{0,1}, d libre de carré} = Q(Vd)

Le corps quadratique est dit réel si d > 1 et imaginairesi d < 0. Ce mémoire
traite des corps quadratiques réels. Un corps quadratique réel posséde un élément
appelé I'unité fondamentale. (Dans un corps quadratique réel, une unité est un
entier algébrique dont la multiplication par son conjugué donne +1. Et I'unité
fondamentale est la plus petite unité qui soit supérieure a 1.) La grosseur de
I'unité fondamentale en fonction de d (donc en fonction du corps quadratique)
varie beaucoup. On essaie dans ce mémoire de comprendre un peu plus sa répar-

tition.

Une formule faisant intervenir 'unité fondamentale est la formule du nombre
de classes de Dirichlet. C’est une relation essentiellement entre 'unité fondamen-

tale €4, le nombre de classes h;(d), d lui-méme et une certaine fonction-L. La
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formule s’écrit comme suit :
2-log(eq) - hi(d) = VD - L(1,x)

L(1,x) est mieux connu, mais on connait moins la variation de log(e4) et de

hi(d) en fonction de d.

Dans ce mémoire, les calculs portent principalement sur la répartition des uni-
tés fondamentales des corps quadratiques réels (ot d > 0), sur la répartition des
unités des corps quadratiques réels et sur les moments du logarithme des unités
fondamentales.

Par répartition des unités fondamentales des corps quadratiques réels, on entend
le nombre de corps quadratiques réels Q(v/d), pour d borné inférieurement et
supérieurement, dont I'unité fondamentale est égale & N , pour tout N .

Par répartition des unités des corps quadratiques réels, on entend le nombre de
corps quadratiques réels Q(\/E), pour d borné inférieurement et supérieure-
ment, dont au moins une unité est égale a N , pour différents N € N .

Un des objectifs est de vérifier si les résultats des calculs peuvent concorder avec

une hypothése de Granville sur la répartition des unités quadratiques.

Tout au long du mémoire, une attention particuliére fut portée a ce que les
sujets soient présentés simplement et avec moults détails pour que la lecture du
mémoire soit aisée pour un lecteur n’ayant aucune connaissance préalable dans

ce domaine.



Chapitre 1

NOMBRES ALGEBRIQUES

Historiquement, la théorie des nombres algébriques n’est pas étrangére au dé-
sir de résoudre des équations diophantiennes, c¢’est-a-dire la résolution d’équations
par des valeurs entiéres ou rationnelles. La théorie des nombres algébriques s’est
également développée conjointement avec le désir et les tentatives de solutionner
le dernier théoréme de Fermat - qui stipule que ’équation " +y" = 2" n’a aucune

solution en entiers x, ¥, z strictement positifs pour tout n > 3.

Les nombres algébriques sont les racines de certains polynoémes. Les polynomes
dont il sera question seront des polynoémes a coefficients rationnels ou entiers. La
famille des polyndmes & une variable et a coefficients rationnels est notée Qz],
ou Q est le corps des nombres rationnels. De la méme fagon, Z[z] représente
I’ensemble des polynomes & une variable et a coefficients dans Z, ’ensembles des
entiers rationnels. Généralement, F'[x] dénote 1’ensemble des polyndémes & une

variable et a coefficients dans un ensemble F' quelconque.

Dans un polynome f(z) = apx™ + a12" ' + ... + a, , ap # 0, “n” est appelé le
degré du polynoéme. Si ay = 1, on dit que le polynéme est monique (ou unitaire).

Par ailleurs, pour le polynome f(x) = agz?, ot ay = 0, le degré du polyndme est 0.

Définition 1.0.1. Un polynéme f(x) non nul est IRREDUCTIBLE, ou PRE-
MIER, par rapport a Q s’il n'existe pas de factorisation f(x) = g(z) - h(z) avec
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g(x), h(z) € Qlx] et avec g(x) et h(x) étant en outre de degré plus grand ou égal
al.

Maintenant que nous avons introduit certaines notions sur les polynémes, nous

sommes préts a définir les nombres algébriques.

Définition 1.0.2. Un nombre compleze € est appelé un NOMBRE ALGEBRIQUE
s’il satisfait une équation polynomiale f(x) =0 , ou f(x) € Z[z], c¢’est-a-dire ou

x) est un polynome a coefficients dans 7, et ot f(x) n’est pas identiguement nul.
poty p q

Remarque 1.0.1. On peut étendre la notion de nombre algébrique a d’autres

corps que les nombres complexes.

Théoréme 1.0.1. Un nombre algébrique & satisfait un unique polynéme monique
et irréductible g(x) tel que g(z) =0, ou g(x) € Q[x].
De plus, tout polynome f(x) € Q[x] ayant & pour racine est divisible par g(x).

DEMONSTRATION. De toutes les équations polynomiales dans Q[x] satisfaites par
€, on en choisit une de degré minimal, disons G(x) = 0. Si le coefficient du terme
dominant de G(z) est ¢, on définit g(z) = ¢! - G(x). Ainsi g(¢) = 0 et g(z) est
monique.

Le polynome g(z) est également irréductible. S’il ne 1’était pas, on aurait g(x) =
hy(x) - he(z). On aurait alors que soit hy(§) = 0 ou hy(€) = 0 ou les deux, ce qui
contredirait le fait que G(x) et g(z) sont des polynémes de degré minimal ayant
& pour racine.

Maintenant soit f(x) € Q[x] ayant £ pour racine. Par la division euclidienne pour
les polynomes, il existe g(z),r(x) € Q[z] tels que f(z) = g(z) - q(z) + r(z), ou
degré(r)<degré(g). Alors r(x) se doit d’étre identiquement nul, sinon on aurait
r(§) = 0 puisque f(£) =0 = g(§), ce qui contredirait le fait que g(z) est de degré
minimal parmi les polynémes € Q[z] ayant ¢ pour racine. Ainsi g(z)|f(z).

Enfin, on prouve 'unicité de g(x). Supposons que g¢;(x) € Q[z] soit un autre
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polynéme monique et irréductible tel que g1(§) = 0. On vient de démontrer que
g9(x)|g1(z), c’est-a-dire g;(x) = g(x) - g(x). Mais g;(x) est irréductible implique
que ¢(x) soit une constante ; en fait ¢(x) = 1 puisque g;(z) et g(x) sont moniques.

Donc ¢;(z) = g(x). O

Définition 1.0.3. Le POLYNOME MINIMAL d’un nombre algébrique & est le
polynome g(x) décrit au théoréeme précédent.

Le DEGRE d’un nombre algébrique est le degré de son polyndme minimal.

Définition 1.0.4. Un nombre algébrique & est un ENTIER ALGEBRIQUE s’il
est racine d’un polynéme monique f(x) = 2" +bix" ' +...+b, a coefficients dans

Z, c’est-a-dire d’un polynome monique f(z) € Z|x].

Remarque 1.0.2. L’ensemble de tous les nombres algébriques forme un corps.
L’ensemble de tous les entiers algébriques forme un anneau.

Pour vérifier cela, on n’a qu’a vérifier les propriétés des corps et des anneaux.
Certaines sont tout a fait directes (puisque nous sommes dans les nombres com-

plexes).

Définition 1.0.5. Soit F' l’ensemble de tous les nombres algébriques (F est un
corps). On appelle un CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES n’importe quel

sous-corps . C F tel que E soit une extension finie de Q.

Théoréme 1.0.2. Soient Q le corps des nombres rationnels et o un nombre
algébrique de degré n. Soit Q(a) = {f(a) | f(z) € Q[z]} = {f(@) | f(z) est un
polynome a coefficients dans Q}. Alors Q(«v) est un corps.

Remarque 1.0.3. On appelle Q(«) le corps de nombres algébriques engendré par
.

Le degré [Q(«) : Q] de Q(«) par rapport a Q est égal au degré de c.
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DEMONSTRATION. f(a) € C donc Q(a) € C. Q(«) est donc associatif et com-
mutatif pour I'addition et la multiplication. Il respecte aussi la distributivité. 0
et 1 sont ses éléments neutres pour 'addition et la multiplication.

Inverse additif : —f(«) € Q(«).

Fermeture : f(a) + g(a) € Q(a) et f(a) - g(a) € Q(«)

Inverse multiplicatif : Soit f(a) € Q(«), f(a) # 0. Et soit g(z) le polynéome
minimal de «. g(z) est irréductible et f(x) est tel que f(a) # 0. Donc f(x)
et g(r) sont relativement premiers et alors il existe r(z),s(z) € Qx] tels que
f(z)-r(x)+g(z) - s(x) = 1. En remplagant = par «, ¢a donne f(a)-r(a) = 1. Et
r(a) est I'inverse multiplicatif de f(«). O

Théoréme 1.0.3. Soit a un nombre algébrique de degré n. Alors tout nombre
f(a) € Q(a) peut s’écrire uniquement sous la forme ag+ aya+ ... + a,_1a™ L, ot

ag, -, ap-1 € Q.

DEMONSTRATION. Soit g(z) le polynéme minimal de a.

Par la division euclidienne, il existe g(z),r(x) € Q[z] tels que f(z) = g(z)-q(x) +
r(z), ou deg(r) < deg(g) = n.

En remplacgant = par a, on obtient f(«a) = r(«a), ou deg(r) < n — 1.

Pour l'unicité maintenant. Soit f(a) € Q(«) un nombre. Supposons qu’on
puisse écrire ce nombre de deux fagons différentes sous la forme ag + a0 + ... +
an_10"" 1. Appelons r(a) et ri(a) ces deux fagons. Ce sont deux fagons distinctes,
alors r(x) # r(x) (par # ici on veut dire n’est pas identiquement égal a). Donc
r(z) —ri(x) # 0 est un polynome de degré < n — 1 avec r(a) — ri(a) = 0, ce qui
donne un polynéme non nul de degré < n ayant o pour racine, ce qui contredit

le fait que g(z) est le polynéme minimal de . O

Définition 1.0.6. - Un entier algébrique o est DIVISIBLE par un entier algé-
brique (B s’il existe un entier algébrique vy tel que o = 3 -. On dit aussi dans ce

cas que (B est un DIVISEUR de «. On peut noter [3|a.
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- Un entier algébrique ¢ est une UNITE (donc inversible) s’il existe un entier
algébrique (B tel que € - 3 = 1.
- Deuz entiers algébriques o et 8 sont ASSOCIES s’il existe une unité € telle que

a=c¢c-[.

Remarque 1.0.4. - Si e est une unité, alors son inverse l’est aussi. En effet, il
existe un entier algébrique o tel que €1 - €9 = 1. Pour e, il existe donc l'entier
algébrique €1 tel que €1 - €9 = 1.

De plus, le produit de deuzr unités €1 et €3 est une unité. En effet, il existe un
entier algébrique €4 tel que €3 -4 = 1. Donc &1 - €3 est tel qu’il existe un entier
algébrique 9 - £4 avec (g1 - €3) - (€9 - £4) = 1. C’est-a-dire que £1 - €3 est une unité.
- Ce que nous venons d’écrire ci-haut dans la remarque nous permet d’affirmer
que les unités d’un corps de nombre algébrique forment un groupe multiplicatif.

- Si et B sont associés, alors [ et « le sont aussi. En effet, soit € une unité
telle que a = - 3. Nous avons que € est une unité alors il existe v un entier algé-

brique tel que -y =1. Ainsiy-aa=~v-e-0 =0 d’ou f =y-a, oty est une unité.

Définition 1.0.7. Soit R l’anneau des entiers algébriques dans un corps de
nombres algébriques K.
— Un entier algébrique a est IRREDUCTIBLE si chaque diviseur de a dans
R est son associé ou une unité.
- R est un DOMAINE DE FACTORISATION UNIQUE si tout élément de
R peut étre exprimé de fagon unique comme un produit d’éléments irréduc-

tibles.

Références spécifiques a ce chapitre :

ALAN BAKER, A concise introduction to the theory of numbers, Cambridge Uni-
versity Press, 1984.
IvAN NIVEN, HERBERT S. ZUCKERMAN ET HUGH L. MONTGOMERY, An in-

troduction to the theory of numbers, Fifth edition, Jon Wiley & Sons, 1991.






Chapitre 2

CORPS QUADRATIQUES

Nous travaillerons principalement par la suite avec un type particulier de corps
de nombres algébriques. 1l s’agit de Q(«), lorsque « est un nombre algébrique de

degré deux.

Définition 2.0.8. Soit o un nombre algébrique de degré deux. Q(a) est appelé
un CORPS QUADRATIQUE.

Nous avons démontré que Q(a) = {f(a)|f(z) € Q[z]} est un corps. Nous
avons aussi démontré que si f(a) € Q(«), alors f(«) peut s’écrire uniquement sous
la forme ag + a1, ot ag, a; € Q. Ainsi { f(a)|f(z) € Q[x]} C {u + valu,v € Q}.
De plus, u + vx € Q[z]. Donc {u + valu,v € Q} C {f(a)|f(z) € Q[x]}. Ainsi
Q(a) = {u + vaju,v € Q}.

« est un nombre algébrique de degré deux. Soit g(z) = by + bz + byx? le
polynéme minimal de «, ot by, by, by € Q. g(a) = 0.

o —by4/b2—4bb . .
Ainsi by + bia + bya? =0 = o = — 2b; 22 = “H;\/a ol a,b,c,d € Z et ou

¢ # 0 car sinon « ne serait pas de degré deux. (En multipliant by, by, by € Q par
le ppcm de leur dénominateur, ils deviennent des entiers. Considérons-les comme
des entiers.)

Ici on écrit b3 — 4byby = U/? - d o d € Z est libre de carré. Ainsi b = 0/,

a = —bl,C = 2b2
a+b

De plus, d # 1 car sinon on aurait a = “= € Q et « serait de degré au plus 1.
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De méme, d # 0 et b # 0 car sinon on aurait a = ¢ € Q et « serait de degré au

plus 1.

Tentons de voir si on pourrait exprimer le corps quadratique Q(«) = {u +

va | u,v € Q} plutot en fonction de V/d. On sait que a peut s’écrire o = Mc*/a.

Alorsu—l—va:u—l—v(%\/&)—u+”a+”b‘f—u’+v’ d avec u',v" € Q.
Ainsi {u +va |u,v € Q) C {u/ +v'Vd | v/, v € Q).
Aussiu’+v’\/azu’+v’(%):(u’—“T”/)Jr”T;Coz:quvaavecu,vEQcar
b # 0.

Ainsi {v/ +v'Vd | v',v € Q} C {u+va|u,ve Q)

Bref, Q(a) = Q(+/d). Tout corps quadratique peut donc s’écrire sous la forme

Q(Vd), o
d € Z est libre de carré,d # 0 et d # 1. (2.0.1)

Réciproquement, soit un tel d. Alors v/d est un nombre algébrique de degré deux.

D’ott Q(v/d) est un corps quadratique.

Mentionnons que si d; et ds respectent la condition (2.0.1) avec dy # do, alors
Q(Vdy) # Q(v/dy). En effet, v/di € Q(v/d;). Supposons que v/d; € Q(v/da),
alors Vdi = u + vV/dy = dy = (u+vV/dy)? = dy = u? + 2uvy/dy + v3dy =
2uvy/dy = dy — u? —v%d, € Q.

Si u = 0, alors V/d; = vv/dy = d; = v?dy or d; libre de carré = v?> = 1 —=
d; = dy, une contradiction.

Si v =0, alors \/di = u = d; = u? or d; libre de carré = d; = u?> = 1, une
contradiction car d; # 1.

Donc v/dy = d=2=v?ds o d=—w’—v’dr o () ype contradiction.

2uv 2uv

Ainsi \/d; ¢ Q(1/dy) et donc on a bien que Q(v/dy) # Q(v/da).
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Définition 2.0.9. Le CONJUGUE T d’un élément x = u + vvd € Q(v/d) est
T=u—vVd.

La NORME N(z) d’un élément v = u + vvd € Q(+/d) est le produit de x par
son conjugué. Cest-a-dire N(x) = 2T = (u + vV/d)(u — vv/d) = u* — dv?.

Remarque 2.0.5. - Soient o, 3 € Q(\/&) Disons o = uy +v1Vd, 3 = us +v9V/d.
Alors af = (uy 4+ v1Vd) (ug + v2v/d) = uyug + uvaVd + ugvVd + dvyvy = uyug+
dvivy — (ugvg + U2U1)\/a = (ug — Ul\/a) (ug — U2\/E) =af.

- On a aussi N(af) = aff - af = afaB = aapp = N(a)N(3).

-Et Na)=0<= a=0. En effet, N(a) =0 s aa=0< (=0 oua =0).

Ora=0<a=0.

Références spécifiques a ce chapitre :
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versity Press, 1984.
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troduction to the theory of numbers, Fifth edition, Jon Wiley & Sons, 1991.






Chapitre 3

ENTIERS ALGEBRIQUES DES CORPS
QUADRATIQUES

On se souvient qu'un nombre algébrique « est un entier algébrique s’il est
racine d’un polynéme monique f(z) € Z[x]. On peut donc se demander quels

sont les entiers algébriques dans un corps quadratique Q(\/E)

Théoréme 3.0.4. Soit § Uensemble des entiers algébriques de Q(v/d).
Alors
{u+vVdu,v € Z} = Z[V/d] sid=2 ou3 mod 4

{u’+12/\/3’u1, v €T et =0 mod 2} = Z[”Q\/E] sid=1 mod 4

(3.0.2)

DEMONSTRATION. Soit a un entier algébrique de Q(v/d).

Si «v est de degré 1, soit g(x) = = + by son polynéme minimal = « € Z et on
peut écrire & = u+ 0v/d si d =2 ou 3 mod 4 ou a = % avec u' = 0 mod 2 si
d =1 mod 4.

Sinon « est de degré 2 et soit g(z) = 2> + bix + by le polyndéme minimal de «, ou
_ 2
by, by € Z. Alors a = M‘

utvVd
2

Donc on peut écrire a = ,ou u,v €7 .

b= am = (154 (=p/l) — 02 ot by €Z = ¥ = dv® mod 4

4

= u=u’=dv’=dv mod 2
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Si d = 1 mod 4, alors © = v mod 2.

Sid = 2mod4, alors u = dv = Omod?2. Et donc 0 = v? = dv? =

[\

mod 4 = v =0 mod 2
2

Sid=3mod4, alorsu=dv=v mod2. Siu=v=1 mod 2, alors 1 = u

dv? =3-1=3 mod 4, une contradiction. Donc u et v sont pairs.

Bref, on a donc montré jusqu’ici que

{u+vVd|u,veZ} sid =2 ou 3 mod 4

(3.0.3)
{u’+12/\/3 ’ W,V €7Z et v =0 mod 2} sid=1 mod 4

Réciproquement,

Sid=2ou3mod4: Soit @ =u+vvd avec u,v € Z. Alors (o — u)? = dv?® =
a? — 2ua + u?.
Donc « est racine de 2% — 2ux + u? — dv?, un polynome

monique a coefficients dans Z. Ainsi « est un entier

algébrique de Q(v/d).

Sid=1mod 4 : Soit a = “/“2’/\/8 avec u', v € Z et v’ = v mod 2.

Alors (2o — u’)2 = dv"” = 40* — dau' + u”? =
4(a? —da) +u? —dv? = 0.

u/2 _d,U/Q

Donc « est racine de 22 — vz + , un polynoéme monique
qui est a coefficients dans Z puisque v’ = v’ mod 2 et donc

u? — dv = 0 mod 4, c’est-a-dire u”? — dv™? est un multiple
de 4, d’ou “,Q_d” €.

Ainsi a est un entier algébrique de Q(v/d).

i

Rappelons que selon la définition (1.0.6), un entier algébrique € de Q(v/d) est
une unité s’il existe un entier algébrique 3 de Q(\/E) tel que 3 = 1.
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Théoréme 3.0.5. Soit o un entier algébrique de Q(v/d). Alors N(a) € Z.

De plus, N(a) = £1 <= « est une unité.

DEMONSTRATION. Soit o = u+vv/d. Nous avons vu dans la preuve du théoréme
précédent que si g(x) = 2% + bz + by est le polynéme minimal de «, alors b; =
—2u = —(a + @) et 4by = 4u® — 4dv?® = by = u* — dv? = N(«a). On peut écrire
g(z) =22 — (o + @)z + N(a). Or by € Z alors N(«a) € Z.
Si v n’est pas de degré 2 mais est plutot de degré 1, alors o € Z et N(a) = aa =
aa = o? € Z.

De plus, N(a) =+l = aa = +1 = o(+a) = 1.
Or, @ est aussi un entier algébrique puisque solution de 2% — (o + @)z + N(«)
et —a est aussi un entier algébrique puisque solution de 2% + (o + @)z + N(a).
Bref, a est une unité.

Réciproquement, si « est une unité, alors il existe un entier algébrique 3 tel
que aff = 1. Donc N(af) = N(1) = N(a)N(B) = 1 = N(a) = £1 puisque
N(a),N(p) € Z. OJ

Selon le fait que d soit positif ou négatif, le corps quadratique Q(\/E) sera appelé

réel ou imaginaire.

Définition 3.0.10. Le corps quadratique Q(\/E) est dit REEL sid > 1 et il est
dit IMAGINAIRE si d < 0.

Références spécifiques & ce chapitre :
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troduction to the theory of numbers, Fifth edition, Jon Wiley & Sons, 1991.






Chapitre 4

LES UNITES DANS LES CORPS
QUADRATIQUES IMAGINAIRES

Soit Q(v/d) un corps quadratique imaginaire (d < 0). Soit & = u 4 vv/d un
entier algébrique de Q(\/E) Alors « est une unité de ce corps quadratique ima-

ginaire <= +1 = N(a) = a@ = (u+vVd)(u—vvd) = u>—dv* = u>+(—d)v* > 0

Si d=2ou3mod4, d+# —1, les unités a = u + vv/d sont solution de
u? + (—d)v?* =1, avec u,v € Z.
Or,d<—-1=-d>1= 1=u+(-d)v?* > (=d)v*>1* = v=0 = u==+1
D’ou les seules et uniques unités de Q(\/E) pour d =2 ou 3 mod 4, d # —1, sont
+1.

Si d=—1,les unités o = u + vv/d sont solution de u? +1-v2 =1, avec
u,v € Z. Or, 1=v?*+v*>u?* = |u| <1. De méme, |v] < 1.
Donc, parmi ces possibilités, on a u? 4+ v?> = 1 seulement pour u = £1,v = 0
ou pour u =0,v==£1.

D’ott les seules et uniques unités de Q(v/—1) sont £1 et £/—1.

Si d=1mod4, d+# -3, les unités a = “F2¥4 sont solution de

2
1= (“HZ"/E) ("7;"@ = ”2+(;d)“2 & u+(—=dw? =4 ot w,v€Z, u=vmod?2

Or, d< -7 = —d>7 = 4=u"+(—d)v* > (=dw?*>T?* = v=

0 = u=42 = a="ud_ 4
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D’oit les seules et uniques unités de Q(v/d) pour d = 1 mod 4, d # —3, sont 1.

Si d = —3, les unités a = “+;‘/E sont solution de 1 = aa = % &
u?+3v? =4 ou u,v € Z, u=vmod 2

Or, 4=u?*+3v*>3? = |v|<1. Siv==4l,alorsu==+1. Etsiv=0,
alors u = £2.

Dot les seules et uniques unités de Q(v/—3) sont £1 et %\/j?’ :
Nous avons donc prouvé ce qui suit :

Théoréme 4.0.6. Soit Q(v/d) un corps quadratique imaginaire.

Sid# —1etd# =3, alors {£€ Q(Vd)|¢ est une unité } = {+1}

Par ailleurs, {€ € Q(V/—1) | & est une unité } = {&1,+y/—1}
{£ € Q(v/=3) | € est une unité } = {il, 1112\/—_3}

Ceci étant dit, a partir de maintenant, nous travaillerons avec les corps quadra-

tiques réels.

Références spécifiques a ce chapitre :

ALAN BAKER, A concise introduction to the theory of numbers, Cambridge Uni-

versity Press, 1984.



Chapitre 5

LES UNITES DANS LES CORPS
QUADRATIQUES REELS

Soit Q(v/d) un corps quadratique réel. Soit o = u 4 vv/d un entier algébrique
de Q(v/d). Alors « est une unité de ce corps quadratique réel <= +1 = N(a) =
aa = (u+ vVd)(u — vVd) = u? — dv?.

Nous voulons montrer qu’il y a une infinité d’unités dans Q(\/E) un corps
quadratique réel. Nous montrerons également sous quelle forme on peut écrire ces

unités. Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.0.1 (Théoréme de Dirichlet). Soit € € R\Q un nombre irrationnel.

Pour tout n € N, il existe p,q € Z tels que 0 < g < n et tels que ‘5 — % < qin.
DEMONSTRATION. Notons par {z} = x — |z] la partie fractionnaire du nombre
réel z.

Considérons les n + 1 nombres : 0,{&}, {2¢}, ..., {n&} , qui sont compris entre
0 et 1 et qui sont donc distribués a l'intérieur des n intervalles [2, %[ pour
§=0,1,2,..,n— 1.

Par le principe des tiroirs, comme il y a n + 1 nombres dans n intervalles, il
doit forcément y avoir deux de ces nombres dans un méme intervalle. Soient
{@1&} et {g2€} ces deux nombres tels que [{g1€} — {¢2€}| < =. Supposons, sans
perdre de généralité, que go > ¢ et posons ¢ = ¢ — q1. Alors 0 < ¢ < n et

min{|¢g¢ —m| : m € Z} < % Il existe donc p € Z tel que |¢g§ — p| < % O
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Théoréme 5.0.7. Soit Q(\/E) un corps quadratique réel. Alors ce corps contient

une infinité d’unités.

DEMONSTRATION. Supposons que 7 soit une unité # +1. (Nous montrerons par
la suite qu’une telle unité existe.) Donc N(n) = 1. Alors N(n™) = [N(n)|™ =
(£1)™ = £1 = 1™ est une unité Vm € Z.

Nous voulons aussi montrer que pour différents m, les unités sont distinctes.
Soient my # my € Z. n™ et n™ sont des unités. Comme m; — my # 0 =
n™ "2 #£ 1 (car nous sommes dans les nombres réels) == n™ # n™2.

Bref, nous venons de montrer que si 7 est une unité # =+1, alors n™ sont des

unités distinctes Vm € 7Z, ce qui donne une infinité d unités.

Il reste & montrer qu’il existe une unité n # +1.

Selon le théoreme de Dirichlet précédemment prouvé, v/d étant irrationnel, on
obtient que pour tout n € N, il existe p,q € Z tels que 0 < g < n et tels
que |p — qv/d| < % Soit & = p — ¢v/d. Considérons son conjugué @ = p + ¢v'd =
a+2qv/d. Nest tel que [@] < |a|+[2¢Vd| = |a|+2¢Vd < 1 4+2nVd < 1+2nVd <
nvd +2nvd = 3nVd. Ainsi, |[N(a)| = |ea| < £3nvd = 3Vd.

Comme v/d € R\Q, alors o = p — ¢v/d € R\Q et en particulier o = p — gv/d # 0.
On peut donc choisir n; tel que nil < |a| et cela donne par le théoréme de Dirichlet
lon| == |p1 — uVd| < n% avec |N(oy)| < 3V/d.

On obtient par ce processus une infinité de o, distincts tels que |N(a;)| < 3v/d.
En effet, supposons au contraire que |a| > |ag| > ... > |ag| sont les seuls o
tels que |N(oy)| < 3v/d. Puisque oy # 0 (car ap € R\Q), alors on peut choisir

niy1 tel que ﬁ < |ag|. Par le théoréme de Dirichlet, il existe pgi1,qxs1 € Z

1

tels que |agi1| = |pr1 — qk+1\/3| < e Donc N(ogt1) = [apritng| <

nk}+13nk+1\/3 =3v/d . On a donc effectivement une infinité de «; distincts tels
que |N(a;)| < 3Vd .

Mais N(a;) = p? — dq? € Z et N(«o;) est borné indépendamment de n, d’ou
N(o;) doit prendre une méme valeur, disons N, pour une infinité de «;. Parmi

cette infinité de oy, on peut en prendre deux distincts, disons 81 = p, — ¢uVd
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et By = pp — @V d, tels que p, = p, mod N et g, = ¢, mod N (si ce n’était pas

possible, il n’y aurait pas une infinité de ;).

o N
Posons n = % Ca implique que N(n) = % =8 =1
Etn= ((Z‘;:Z:://g)) gzzzg; — (pop b_dq“qb)t\(,p a9y —Pbda)Vd qui sera un entier algébrique

si p—"”ijdq“q” € Z et si PedePrde ¢ 7,

Or, papo—dqaqy = PaPa—dGaga = N =0 mod N et pagy—ppda = Pala—Pala =
0 mod N.

Alors on a bien que % € Z et PPl ¢ 7, D’ott ) est un entier algébrique

de norme 1, c’est-a-dire que 7 est une unité.

Enfin, n # 1 puisque 3; # (2 (61 = (2 est une contradiction de la construction).
Bt n# -1 0 # =0 pa—Vd# —p+ @Vd & po+po # (4 + »)Vd
ce qui est vrai puisque p,+py € Z et (g + @)Vd € R\Q
car 0 < qu + q» € Z et V/d € R\Q.

.. Bref, il existe une unité n # £1 et n™ sont toutes des unités distinctes

VYm € Z. O

On peut maintenant se demander si on peut exprimer simplement toute unité
d’un corps quadratique réel. On a vu dans le théoréeme précédent que si n est une
unité, alors n™ est une unité Vm € Z. Réciproquement, on peut se demander s’il
existe un certain ¢ tel que toute unité d'un corps quadratique réel puisse s’écrire

sous la forme ™.

Soit B = {¢ € Q(\V/d) | € est une unité, & > 1}.
E est non vide. En effet, soit n I'unité # +1 du théoréme précédent.
Sin > 1, alors E est non vide. Si 0 <7 < 1, alors % € E et E est non vide.
Si—1<n<0,alors ’71 € E.Etsin< —1,alors —n € E.
Tout élément ¢ € F est de la forme &€ = u 4+ vV/d, avec soit u,v € Z ou soit
2u, 2v,u +v € Z.
De plus, £ = u +vVd > & = u — vV/d car sinon on aurait N (&) = &€ > &€ > 1,

une contradiction.



24

Donc & — € =20Vd > 0= v > 0.

Aussi, u > 0 car sinon si u < 0, on aurait £ = v —vVd < —u—vVd = —€ < —1,
ce qui impliquerait que N(£) = €€ < —¢ < —1, une contradiction car N(€) = 1.
Ainsi, tout élément ¢ = u + vV/d € E avec u,v > 0. Ceci implique qu’il n’y a
qu’un nombre fini de £ € E avec £ < 1/, i’ étant égal & +n ou ﬂ:%, afin d’avoir
n > 1.

Alors E posséde un plus petit élément ('infimum de E est élément de E). Appe-

lons € ce plus petit élément dans FE.

Maintenant, si & € Q(+/d) est une unité telle que &' > 0. Alors il existe un

m+41

unique m € Z tel que e™ < & < &™) ce qui implique que 1 < ;—7; < e 0Or, ¢

est la plus petite unité > 1, alors puisque ;—7; est une unité (™ est une uniteé, %m

. r, .o .
aussi et donc 5 également), la minimalité de € nous donne &’ = ™.

Définition 5.0.11. Soit ¢4 = inf{¢ € Q(\/d) | £ est une unité, € > 1}.
- &4 est appelé 'UNITE FONDAMENTALE du corps quadratique réel Q(v/d).
- log(eq) est appelé le REGULATEUR du corps quadratique réel Q(v/d).

Nous venons de démontrer :
Théoréme 5.0.8. Soient Q(\/&) un corps quadratique réel et 4 son unité fon-
damentale.

Alors {€ € Q(\/d) | € est une unité} = {£(9)™ | m € Z}.

Ce dernier théoréeme pour les corps quadratiques réels est un cas particulier
du théoréme de Dirichlet sur les unités dans les corps de nombres algébriques.
Ledit théoréme de Dirichlet stipule ce qui suit :

Supposons qu’un corps K soit engendré par un nombre algébrique a de degré n
et qu’exactement s des conjugués ag, ..., a,, de a soient réels. Ainsi n = s+ 2t, ou
t est le nombre de paires de conjugués complexes.

Alors il existe r = s+t — 1 unités fondamentales ¢1, ..., €, dans K telles que toute

unité de K puisse étre exprimée de fagon unique sous la forme pe]"eg™...€" o
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my,....,m, € Z et ou p est une racine de I'unité dans K.
On peut se demander s’il existe un algorithme permettant de calculer I'unité

fondamentale ¢4 peu importe le corps quadratique réel Q(\/E) C’est possible.

Avant de définir cet algorithme, nous devons introduire les fractions continues.

Reéférences spécifiques a ce chapitre :

ALAN BAKER, A concise introduction to the theory of numbers, Cambridge Uni-

versity Press, 1984.






Chapitre 6

FRACTIONS CONTINUES

L’étude des fractions continues remonte entre autres a I’époque de Fermat et
atteint son apogée vers la fin du XVIII® siécle sous I'impulsion de Lagrange et
Legendre. Les fractions continues servent notamment & approximer des nombres

irrationnels par des nombres rationnels.

6.1. LES FRACTIONS CONTINUES FINIES

Définition 6.1.1. — Une FRACTION CONTINUE FINIE est une expres-
1
sion de la forme ag+ ,oua; ER VO<i<net
1
ay +
1
S
1
Ap—1 + —
G,

a; >0 V1<i<n.

On note [ag, ay, ..., a,] une telle fraction continue finie.
— La fraction continue |ag,ay, ..., a,| est dite SIMPLE si a; € Z V¥ i.
- Soit |ag, ..., a,| une fraction continue finie. La fraction continue

Cr = lag, ...,ax], 0 < k <n, est appelée sa k*-REDUITE.

Bien évidemment, une fraction continue simple finie ot a,, # 0 est un nombre ra-
tionnel. On pourrait le montrer par induction en utilisant I'identité [a;, a;11, ..., ay]

:a+ L

i [@it1,5an]”
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Réciproquement, soit ¢ € Q avec pged(a,b) = 1 et b > 0.

L’algorithme de division d’Euclide implique que

a = agb+ by avec 0 < by <b

b=a1b; + by avec 0 < by < by

by = agby + b3 avec 0 < by < by
bn_o = ap_1b,_1 + by, avec 0 < b, < b,,_1

bnfl = anbn

Nous avons a9 € Z, by,....,b, € N, aq,...,a, € N et a, > 2.

Par des substitutions successives, on obtient

a by 1 1 1
T=Q + =0+ =0+ —————=..=0ay+
b b b/b1 b2 1

a1+b—1 a; + X

1
Qp—1 + —
G,
Ainsi, un nombre peut étre représenté par une fraction continue simple finie ou
a, 7 0 si et seulement si ¢’est un nombre rationnel.

Cette représentation est unique si on choisit les a; tels que donnés par ’algorithme

d’Euclide. C’est ce que nous considérerons dorénavant.

Soit C}, = [ay, .., a,] une fraction continue finie. On peut calculer ses réduites.
Co = [ao] = Qo

1
C1 = [ag, 1] = ap + — = Wt

aq a1
o . o a __ apajaz+ap+as __ (a0a1+1)a2+a0
02 - [a()’ ai, (12] = Qo + 1 = Qo + ajas+1 araz+1 _ aras+1
aq + —
a2
C = qy + asaz+1 _ agaiazaztapaitagaztagaz+l _ (apaiaz+ao+az)az+apar+1
3 0 aiaza3z+ai+as aiaza3z+ai+as (a1a2+1)as+a1

_ [(aga1+1)aztao]astagai+1
(ara2+1)az+a1
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On remarque qu’il semble y avoir une relation de récurrence entre les réduites.
Introduisons donc les suites {p, } et {¢,} définies par :

Po = Go p1=aoa +1 Pn = UnPp—1+ P2  OUN>2 (6.1.1)

G =1 @ =m Gn = GnQp-1 + qn—2  OUN >2 (6.1.2)

Onaainsi 1 =¢q < q < ¢ < g < .. et {g} est une suite strictement

croissante a partir de n = 1 puisque ¢, = An@n—1 + Gn_2 > UnGn_-1 > Gn_1-

On constate aussi que Cy = {1’—3, C, = Z’—i, Cy = Z—z, Cs = ’q’—g et on va montrer

que ce résultat est vrai pour toute réduite.

Pour prouver ce résultat, introduisons d’abord une autre suite :

Py =@ Py = aag + 1 Pp = GniiPp_y +Pp_y  OUN>2

q =1 ¢ = a Gy = Ani1Qy_y + Gy OUN>2

Lemme 6.1.1. p, =¢;»1 Vi >0

DEMONSTRATION. C’est vrai pour ¢ = 0, 1. Supposons que ce soit vrai jusqu’a k.
Alors  pj. | = Gri2D) + Pi_1 = Gki2Qkt1 + Qe = Qey2-  La preuve par induction

est complétée. O

Lemme 6.1.2. aggii1 + ¢, = pr+1 VK >0

DEMONSTRATION. aoq; + g = apa1 + 1 = p;

aogz2 + ¢y = ao(araz + 1) + az = as(apar + 1) + ag = p»

Ainsi I’énoncé est vrai pour k£ = 0, 1. Supposons que ce soit vrai jusqu’a 7.
Alors  aoGiy2 + qi = ao(@iv2qit1 + Gi) + Qiyaq; + i

= ai12(a0qiv1 + 4)) + aoqi + ¢i_1 = Qirapiv1 + Pi = Dito.

Donc I’énoncé est aussi vrai pour ¢ + 1 et 'induction est complétée. 0J
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Pour ce qui suit, définissons  C}, = [ay, ..., Gg11].

/
On constate que  Cj = [a1] = a1 = z—g Cl=lay, a0 =ar + 5 = ‘%
/
Et en fait, si  Cy = [ag, ..., ax] = Z—: , alors L= la1, oy apg1] = z—f“ puisque
k

les suites p). et g;. sont les suites py et g, dans lesquelles on a remplacé chaque a;

par a;y1.

Théoréme 6.1.1. Toute réduite Cy de la fraction continue finie [ag, ay, ..., ay]

satisfait Cy, = %, ot 0 <k <n.

DEMONSTRATION. On va le montrer par induction. Nous avons déja vérifié que

c’est vrai pour k£ =0,1,2,3.

— Pk

= soit vrai pour un certain k < n et montrons que ce sera

Supposons que Cj

aussi vrai pour k + 1.

k41 = (G0, ooy O, Q1] = Q0 T 77 = Q0 T 57 = Q0T 7, =0 T —
[ay, ..., agq] Cy, P/ Pl
! a + !
= ag+ qx _ 04k+1 T g _ Pk+1
qk+1 qr+1 Qr+1
U

Les nombres p,. et gr sont ainsi appelés respectivement numérateur et déno-

minateur de la k¢ réduite Ck.

6.2. LES PROPRIETES DE p; ET ¢

Théoréme 6.2.1. Pour k > 1, on a que  ppqe—1 — Pr—1qr = (—1)¥*

DEMONSTRATION. On procéde par induction.
Pour k=1 : p1go — poq1 = (apay + 1)1 — ag(a;) =1 = (1)1

Supposons que ce soit vrai pour k et montrons que ¢a implique que c’est alors
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aussi vrai pour k + 1.
Pr1@e — PrQie1 = (Qk1P% + Pk—1) @ — Pr(Qhi1Qk + Qi)

= Q1PkGe — Qo1 Pk + Pro1@i — Pr@i—1 = — ((1)"1) = (=1)F

O

De ce théoréme, on peut déduire le corollaire suivant.

Corollaire 6.2.1. Si la fraction continue est simple, alors

pgcd(pr, Pr+1) = pged(qr, qr+1) = pged(pe,qr) =1 Yk >0

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme précédent, priiqe — Pr@es1r = (—1)F.

Donc  pri1 (=1 q + pre(=1)" ' grpr = 1.

Cette identité nous donne les trois résultats. O

Le théoréme précédent nous permet aussi d’obtenir un résultat important sur

les réduites. Ce résultat suivra le lemme suivant.

Lemme 6.2.1.
(_1)k71
Ck_OIHZT pour 1<k<n et
k4k—1
-1 k . B
= Cus = q)kq(k%lqk q,; k pour 2<k<n
DEMONSTRATION.
O G, = Do Pt PR ~ Pk _ (—1)+1

qk k-1 qrqk—1 qrqr—1

-1 k—1 -1 k—2
(-0 (=)
qr4k—1 qk—19K—2
(D" 'gua + (1) 2q,  (=1)F2(qx — qr_2)

qkqk—19k—2 qk9k—19Kk—2

Cr —Cioo=Cr —Cp1 + Cpg — Cpg =
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Théoréme 6.2.2. CO < CQ < 04 < ... < C5 < C3 < Cl

DEMONSTRATION. Puisque qx — qix_2 > 0 et gx > 0, le signe de C} — C_» est le

méme que celui de (—1)F.

Ainsi, pour k pair,ona Cj —Cir_o>0 = Ci > Cj_s.

Et pour k£ impair,ona Cj —Ci_s <0 = C < Cy_s.

Nous avons donc établi que Cyp < Co<Cy< ... et C;>C3>Cs5> ...
_ (=DF

Nous savons par ailleurs que Cy — Cy_1 = pT= et donc que Cy — Cy_1 est

du méme signe que (—1)F1.

Si k est pair, disons k = 2m, alors Cp —Cr_1 <0 = Cy, < Uy
Ainsi on déduit que  Chq < Co(aqpr1) < Copagny+1 < Capr1 et donc

Cs, < Co941 pour tout a et b, ce qui prouve le résultat. O

Remarque 6.2.1. [l est intéressant de remarquer que les réduites (qu’on appelle
aussi convergents) peuvent étre calculées par multiplication matricielle. En effet,

on peut montrer facilement par induction que pour k > 1,

ap 1 a; 1 ap 1 Dk Pr-1

1 o/J\1 o)/ \1 o0 G Ghr

6.3. LES FRACTIONS CONTINUES INFINIES

Théoréme 6.3.1. Soit {a;};>0 une suite infinie avec ay € Z et a; € N Vi > 1.

Soit Cy, = |ag, ..., ax). Alors la suite {Cy} converge vers un nombre réel.

DEMONSTRATION. On peut considérer les C} comme étant les réduites d’une
fraction continue simple finie.

Par le théoréme précédent, {Car} est une suite strictement croissante bornée
supérieurement par Cp, donc elle converge, disons vers a. De méme, {Cyy1}

est une suite strictement décroissante bornée inférieurement par Cj, donc elle
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converge, disons vers (3. Nous montrerons que o = 3.
Nous avons que qg,q; > 1. Nous voulons montrer que g > k. On le fait par
induction, puisqu’alors Qhr1 = Q1 G + Qo1 > e+ @1 > k+(k—1) =
2k—1>k+1 Vk>2. En effet, a; > 1 Vi > 1.

1 1 Jj—00

Ainsi par le lemme (6.2.1), Chjiq — Cy = T < TR 0
Donc 5 = hm 02(7'+1 = hrn <02j+1 — ng) + hm CQJ' =0+a=«
j—o0 j—00 j—00
Solim G = o O

k—oo

Définition 6.3.1. Soit {a;};>0 une suite avec ay € Z et a; € NVi > 1. L’ex-
pression |ag, a1, ...] est appelée FRACTION CONTINUE SIMPLE INFINIE et

est définie comme étant le nombre lim CY.

k—o0

Théoréme 6.3.2. Soit a = [ag, ay, ...| une fraction continue simple infinie. Alors

a € R\Q.

DEMONSTRATION. Nous avons que Cy < Cy) < ... < a < ... < (3 < (.

Pour tout k, le nombre « est compris entre Cy et Cyyq, dout 0 < |a — Cy| <

1
qk+1

|Cri1 — Cx| = —— . En multipliant par g, on obtient 0 < |gra — pi| <

qk+19k

a

Supposons que a € Q. a = §

avec b > 0. Alors 'inégalité devient 0 < [g§ —pi| <

1
qk+1

on peut choisir k suffisamment grand pour que gx1 > b. (Entre autres gpy1 >

= 0 < |agx — bpx| < ﬁ. Comme {q;} est une suite qui croit a l'infini,

b+ 1 >b.) On en déduit que le nombre |agy — bpx| € Z est compris strictement

entre 0 et 1, ce qui n’est pas possible.

I1 est impossible que a € R soit € Q. coa € R\Q. O
Lemme 6.3.1. Soit a = [ag, a1, ...] une fraction continue simple infinie. Alors
ap = |af.

De plus, soit oy = [ay, as,...]. Alors o = ag + a%
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DEMONSTRATION. Nous avons vu que Cy < a < Cy. Comme Cy = [ag] = ag et
Cy = |ag, a4] :ao—l—é, ol a; > 1, on obtient que ag <04<a0—i-a—11 <a+1=

ap < a < ag + 1, c’est-a~dire ag = |a.

1
De plus, a; = Jirgo[al,ag,...,an] = nhir& T pm—
[a1,a2,....an] 0 0
1 1 1
= lim = — = . O
n—oo [ag, ay, ..., ap] — ag lim [ay, ..., a,] — ag o — ap
n—oo

Théoréme 6.3.3. Deux fractions continues simples infinies distinctes convergent

vers des valeurs différentes.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire. Soient [ag, aq, ...] qui converge vers «
et [bg, b1, ...] qui converge aussi vers . Le lemme précédent nous indique que
ap = |a] = by et que ag + ﬁ =a=by+ ﬁ Bref [a,...] = [by,...].

Silag,...] = oy = [b;,...], alors a; = |oy] = b; et a; + m = q; = b +
m Bref, [ai;1,...] = [bis1,...]. Alors par induction a; = b; Vi > 0.

Or, [ag, a1, ...] et [bg, by, ...| devraient étre deux fractions continues distinctes, une
contradiction. U

Nous avons vu que « est une fraction continue simple finie si et seulement si
a € Q. Nous avons aussi montré que si « est une fraction continue simple infinie,
alors @ € R\Q. Nous allons donc maintenant montrer que si & € R\Q, alors «

peut s’exprimer comme une fraction continue infinie qui converge vers a.

Soit a = ap € R\Q.
Définissons la suite {a;};>0 par la relation de récurrence suivante :

1
ap = o) . gy = — Vk >0
A — Qg
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Par induction, on montre que a5 € R\Q Vk > 0, car si ap € R\Q, alors
1

W1 = 5 € R\Q. (Si ag,1 était € Q, alors on aurait o € Q, une contradic-
tion.)

Donc O<ap—ar <1 = a1 = akiak >1 = apy = |lagr| > 1VE>0
ce qui veut dire que [ag, ay, ...] est bien une fraction continue simple.

De plus, @ = ag = |ap| + ap — || = ap + o% = [ap, a1]. Supposons que a =
[ao, ey i1, Oéi]. Alors o = [ao, vy A1, LO&ZJ + o — LO&J] = |:G,07 ey Qi—1, Q5 + 041'1+1j|

= lag, ..., @;_1,a;, a;y1] . Ainsi par induction « = [ay, ..., ax, ag1] Vk > 0.

Q+1Pk+PE—1
k419K +TqK—1
Qp4+1Pk+Pe—1  Pr| _
Q19K+ ar—1 ak |

Donc o = [ag, ..., ak, 41| =

Ok+1Pk Gk +Pk—19k —PkOk+19k —Pkqk—1
(O 19K +aK—1)GK

ce qui implique que |a—Cy| =

— |PE—1q% —Prqr—1] — 1 < 1
Q| 19K+ —1] ar(0kt1qe+ar—1) ar(qr+ar+1)
k—o0

dans le théoréme (6.3.1). Et 45 —— 0.

1
ay

1
k2

< < tel que démontré

coa = lim [ag, ..., ag] = [ag, a1, ...]
k—oo

Nous venons de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.3.4. Soit o € R\Q. Alors a a une représentation unique comme

fraction continue simple infinie.

Théoréme 6.3.5. Soit n € N et soit C,, = 2= la n-ieme réduite de o € R\Q.

Soient a,b € Z tels que 1 < b < quy1. Alors |gna — pa| < |ba — al.

B . . . Pn + Ppnt1y = a
DEMONSTRATION. Soit le systéme d’équations suivant :

Gn® + Qny1y = b

Etant donné que le déterminant des coefficients est ppgns1 — @nPrst = — (Prs1Gn —
Prns1) = (—1)"T1 £ 0, le systéme d’équations posséde une solution unique. Cette
unique solution est € Z puisqu’en effet on trouve facilement que la solution est :

T = (—1)n(bpn+1 - CL(]n+1)

y = (=1)"(agn — bpy)
Remarquons que x # 0, car sinon  ¢,11y =b = ¢u41|b ce qui contredit le
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fait que b < @,+1 par hypothése.
Par ailleurs, si y = 0, alors a = p,x et b = ¢, = g — pp| < |2] - |gnx — pu| =

|bo — a| car x est un entier non nul et le résultat est démontreé.

Maintenant, il nous reste a vérifier le cas ot =,y # 0.
Dans ce cas, on verra que x et y sont de signes opposés.
y<0=q¢gx=0—qu1y>0=2>0 puisque ¢; > 1Vi
y >0 (et y € N donc y > 1) implique, étant donné b < ¢,41, que b < ¢ 11y =

¢ =b—qn1y<0 = <0

Pn+1

De plus, a est entre deux réduites consécutives, c¢’est-a-dire soit % <a< e
n n

dn
Ainsi, z(g,a — pr) et Y(gnr10 — ppy1) sont du méme signe. Donc la valeur absolue

ou p"—ﬁ <a< 1;—". D’ou o, — pn €t aqpi1 — pra1 sont de signes opposés.
n

de leur somme est égale a la somme de leur valeur absolue. On obtient alors

b — al = [(gn + gni1y)a = (Pu + poay)| = |2(gna — pn) + Y(Gni1@ = Prs1)]
= [2(gac — pn)| + [Y(Gnr10 — Ppy1)|
= [2] - [gna = Pl + Y] - [gni1@ = Pria| > |2 - |gna — pa
> 1 |gne — py ce qui termine la preuve

g

Soit @ € R\@Q. Ses réduites constituent de bonnes approximations rationnelles,
¢’est-a-dire :
Corollaire 6.3.1. Soit n € N et soit C,, = % la n-ieme réduite de o € R\Q.

Soient a,b € 7 tels que 1 < b < q,. Alors ‘a— % < ‘a—%

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, ‘oz — Z—: > !oz — %} Alors |g,a—p,| =

a—D>q  |la—% >b-|a—%| =|ba—al une contradiction avec le

Gn * an

théoréme précédent. U
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Théoréme 6.3.6. Soit o € R\Q et soit § € Q avec a et b relativement premiers,

a € Z,beN, tels que ‘a — —! < Alors ¢ est une réduite de la fraction continue

2b2 b

de «.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, c’est-a-dire § # % Vn. Soit k =
max{n | ¢, < b}. Un tel k existe puisque ¢y = 1 < b et g, est une suite

strictement croissante qui tend vers I'infini. Ainsi ¢ < b < qr41-

Par le théoréme précédent, on a : |gra — pi| < |ba — a| = b|a — %‘ < % par
hypothese. = ‘a — Z—: = W < ﬁ

Et puisque § # ’;—: = aqr —bpr #0 = |agy — bpi| > 1, on obtient aussi
ﬁgi‘“q’;);:p“: P Ptk g]a——|—|—’oz—— < 55 +
Be = @ < = b<a

Ceci est une contradiction, car b > qx. O

Corollaire 6.3.2. Soit d € N, d n’étant pas un carré parfait. Soient x,y € N
avec pged(z,y) = 1. Si |22 — dy?| < V/d, alors o est une réduite de la fraction
continue de \Vd.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, 22 — dy? # 0, puisque d n’est pas un carré
parfait.
Cas 1)

Si 0<a2?—dy?<Vd = (x+yVd)(z—yV/d) >0
et z,yeN = z49y/d>0=> z—yVd>0 = z>y/d

_ ‘@_f _lyd—a| _z-yvd _ (e —yVd)(z+yVd) 2’ —dy

y y Y y(x + yv/d) y(x + yv/d)

x? — dy? 33 — dy? 1
(y\/g + y\/_) 2y2\/_
Le théoréme précédent nous indique que % est une réduite de la fraction continue

de Vd.
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Cas 2)
Si —Vd<z2P—dy*<0 = 0<dp—-z2><vVd = 0<y?-2Z <

= (—7><y+\[>>0
et r,yeN = y+ﬁ>0 = y—\%>0 = y>

. L_y:’%—y':@—%)@%): Vo o Vo
Vd @ v Wy wlyrgp) (gt )
2 x2
g b
1 2
21’2% 2x

Le théoréme précédent nous indique que £ est une réduite de la fraction continue
de ﬁ

Maintenant, soit v € R\Q. Alors o = [ag, a1,...] & + =0+

[amal, ] = [0, ap, aq, ...

C’est-a-dire que la k + 1° réduite de la fraction continue de é est l'inverse de la

k¢ réduite de la fraction continue de «, et ce Vk > 0.

iy

Bref, on obtient que , est une réduite de la fraction continue de v/d. Il

Lemme 6.3.2. Soit « € R\Q, « étant un nombre algébrique de degré deuz (c’est-
a-dire quadratique).

Alors 1l existe Py, Qo,d € Z tels que o = Potvd  gec Qol(d — P?).

Qo
Par ailleurs, définissons «y = P’CQ;]:/&, ar = |k, Py = arQp — P,

d—P?
Qupr = 5=, ouk=0,1,2,...

Alors lag, a1, as, ...] est la fraction continue simple de «.

DEMONSTRATION. « étant un irrationnel quadratique, il existe a,b € Z et e, f €
/ob2 £2

N, e étant libre de carré, tels que a = a+;’c‘/é aer b " Posons Py=af,d=

eb®f? et Qo = f2. On a bien que Qo|(d — Pg).

Ensuite, ay, ag, Piy1 et Qriq sont définis récursivement. C’est bien défini & condi-
tion que Qy # 0 Vk. Vérifions. Qo = f? # 0. Et Q41 =

carré parfait donc d — P7; # 0. Donc Q. # 0 Vk.
P0+\/_

P
Q ol d n’est pas un

On a que oy = = «, alors par le théoréme (6.3.4), si on parvient & montrer

que apy1 = = |ag, ay, as, ...].
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Pk+\/3_a _ B+ Vd—aQr _ Vd— (@Qy— Py)

T, ‘ Qr B Qx
_Wd-P)Vd+Puy)  d-PYy Qe 1
Qk(\/a + Piy1) Qk(\/ﬁ + Pry1) Vd+ Py Qkq

O

Définition 6.3.2. Une fraction continue simple [ag, a1, as,...| est dite PERIO-
DIQUE de période t s’il existet € NN € Z, N > 0 tels que a, = a,4; Yn > N.

On dénote une telle fraction continue ainsi [ag, ...,an_1, AN, -, GN1t_1]-

Théoréme 6.3.7. a est un irrationnel quadratique (@ € R\Q et o étant un
nombre algébrique de degré deur) <= « peut étre représenté par une fraction

continue simple périodique.

DEMONSTRATION.
)
Soit o = [ag, 1, -.., AN_1, N, - AN1i—1)- Alors ay = [an, ., an¢_1) et

o = SNENIFPN2 i N> 9 o E2(n =0,1,...) sont les réduites de .
ANGN-1F+gN -2 4n

Puisque ayN = [O,N, ooy AN+t—1, AN 14, ...,aN+2t_1] = [CLN, ooy AN4t—1,0N, ...,CLN_H_l],
ona oy = SNINHIFINGE2 oy > 9 ou = (n=0,1,...) sont les réduites
ANSN+t—1F+SN+t—2 ’ Sn T

de ay.

Cette derniére équation implique Syt 10% + (Sn4t-2—TN4t-1)AN —TN4i—2 = 0
Or, ay est irrationnel puisque son développement en fraction continue simple est
infini et il est aussi quadratique puisque solution & la derniére équation. Disons
an =a+ Vb avec a,b e Q.

« est lui aussi irrationnel puisque son développement en fraction continue simple

ost infini et o = @rVOpNoitpN-2 _ (@pNoatpN-atpno1VB)(9aN -1 tdn—2—an-1VD)

~ (a+Vb)an_1+an-_2 (agn—1+an—2+an—1Vb)(agn—1+gn—2—gn—1VD)
=A+BVb ouAd,BeQ d’ott « est un irrationnel quadratique.

La preuve est donc faite VN > 2 et Vt > 2. Il reste a prouver lorque N = 0 ou
1 et lorque t = 1.

Soit a = [ag, a1 alors a = [ag, ay, @z, a3] et la preuve demeure valide.
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Soit v = [ag] alors a = [ag, a1, g, a3 et la preuve demeure valide.

:)
Soit @ € R\Q un irrationnel quadratique. Par le lemme précédent, il existe

Qk

— Py = P, - P’m k=0,1,2
A = LOék-J, k+1 — ak@k‘ — 1k, Qkﬂrl ) — Yy Ly 4y ..
Alors toujours selon le lemme précédent, o = [ag, ay, as,...] et a = SEPh=itPez

’ 0) %1, &2, Qgqr—11+qk—2

ol & sont les réduites de a.

qk
Dénotons par o le conjugué de a et par o, le conjugué de ay. Alors of = Lo=Vd

k k Qo

et ap = P"%ﬁ . Aussi

Py+Vd !

o — (akpkl +pk2>/  (awpr—1 +pe-2) << On )pk:—l +Pk—2>

o - !/ !/

i s (a1 + 65-2) <<Pk51:/3> Qk—1 + Qk—2>
(Pk Vd

(Pk f) k-1t qr—2 Q-1 + Gr—2

= Q1 + Qoo = P11 + P2 =  AOQ—1 — ODr—1 = Pk—2 — Q2

— o, = Pe—2— &qp—2 _ qe—2(Crh—2-0) _ —qr—2 (& =Cgx_2
k a/qr—1—Pr—1 qr—1(a/—Cg_1) -1 \o'—Cgk_1
/70.7 ’_
Or, th’k 1 =aet th’k p=oa. Dlou lim S—==2 = &=2 — ]
oo @ —Cr_1 o —a

Ce(n 1nd1que que pour k sufﬁsamment grand, disons pour £ > K, on a aj, < 0 et

. /_Pk+\/E_Pk Vd _ \/_
comme oy, > 0, alors oy, — ), = on o = on >0 = Q>0

On veut aussi montrer que Py, Qx € Z Yk > 0. Procédons par induction. Nous
savons que Py, Qo, € Z avec Qo | (d — P?). Supposons que Py, Q) € Z avec
Qr| (d—P?). Alors Pyyy = arQp — Py €Z.  Qpy1 = = PZ“ = d_(ang_Pk)Q
d_(azQz_i;:QkPHP’f) € Z puisque Qy | (d — P?). Bt QrQry1 = d — P2, ou
Pei1,d,QryQuir €Z = Qpy1 | (d— P2). Ainsi, par induction, Py, Q, €
ZNk > 0.

Donc @ > 0 Vk > K veut dire Q), > 1 Vk > K. Alors on a que Vk > K, 1<
Qe <QuQrp=d—P2,<d et P2 ,<d-Qn<d = —Vd< Py <Vd
Bref, P et Q)x ne peuvent prendre qu’'un nombre fini de valeurs. Il existe donc

des entiers 0 < i < j tels que P, = P;,Q; = Q. = q; = Pigf/g = P’gﬁ =
i J

Q; = a; = aj = B+1 = aiQi - P = CLij — Pj = Ij+1 et de méme
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Qir1 = Qjp1 = iy = iy = A = Apy(j—i) Yk > 7 puisque les oy, (et donc
aussi les a) sont définis récursivement.

.= [ao,al,...,ai_l,ai,...,aj_l] [

Définition 6.3.3. Une fraction continue simple [ag, ay,as,...] est dite PURE-
MENT PERIODIQUE de période t s’il existe t € N tel que a, = aniy V1 > 0.

Proposition 6.3.1. Soit a une fraction continue simple périodique, ot o' est le
conjugué de .

Elle est purement périodique <= o >1 et —1 < a’ < 0.

DEMONSTRATION.

=)

a est purement périodique donc o > ag = a; > 1 ou t est la période et
a=aqa)=0o. Dola= Zi:ji{;ﬁz = zzz:iif;::j ol %,n > 0, sont les ré-

duites de a et donc a?q_1 + agi_o = api_1 + Pi_a

«a satisfait Péquation suivante : ¢;_12% + (qr—2 — pr_1)T — Pr_o = 0

et on vient de montrer que o > 1. L’autre racine de cette équation est o' le
conjugué de a. On cherche & montrer que —1 < o <0.

Soit f(x) = Qt—1$2+(Qt—2—pt—1)$—pt—2- On a f(o) = —pr2 <0, f(Oé) =0,
f(=1) = q-1— @2+ p—1 —pi—2 >0 puisque {g;} est une suite strictement
croissante, de méme que {p;} car pg = ag > 1.

Ainsi la racine o/ se retrouve entre -1 et 0. La>1 et —1<a <0

=)

Soit «v une fraction continue simple périodique de période t avec o > 1 et

-1 <ad <0.
1 Y 1 1
— / — — —
Rappelons que a1 = o Donc o = (ozr%) = ey = ol —ar
1 .

-1<ao;<0 = a’lzﬁ<0 puisque ag = |ap] >1
et af—ay<aj—-1<-1 = 1> = —1< 4

ag—aop ag—ag

Bref, si —1<a; <0, alors —1<a) <0.
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Supposons que —1 < o < 0. Alors o}, = —L_ < 0 puisque a;, > 1 VEk € N.

!
) —ag

1 1
Et a,—a,<a,—-1<-1 = 1>0=0 = —1<W—a}€+1
Bref, on vient de montrer par induction que —1<aj <0Vk >0

/ 1
=  ap— o

o =a, €N = ap =

Il s’ensuit que «af — ap = o

L o< =ap—af <ap+1 Clest-a-dire a; = {a,_l J Vk >0
+1

a;ﬂ»l Xk k+1
Supposons que « ne soit pas purement périodique. Alors  a = [ag, ..., an_1,

— _ o 11 _
an, - aN—1]- Ona oy =ayy = oy = oy, = o = ano = ay_1 =

ani¢—1 , une contradiction avec la supposition que ¢a commencerait seulement
a étre périodique a partir de ay.

.. a est purement périodique. O

. . o ; N i . i
Corollaire 6.3.3. Soit o= Vi v U d € N, d n’étant pas un carré parfait.

Alors « est purement périodique.

DEMONSTRATION. « est un irrationnel quadratique, donc il peut étre représenté
par une fraction continue simple périodique. Et 0 < vVd—[Vd] <1 (vVd # |Vd|
: ) . . 2 : _ 1
puisque d n’est pas un carré parfait) = a = ViVl > 1
: ! —1 o ! —1
Par ailleurs, o/ = ViV < 0 et —1l<do = Vava A Vd+|Vd) >1. O

Corollaire 6.3.4. Soit « = V/d, ou d € N, d n’étant pas un carré parfait. Alors

« est presque purement périodique, c’est-a-dire que « = [ag, a, .., Gy) -

o 1 1
DEMONSTRATION. « = [ag, ay, ag,...] = ag + ] = lay,as,...] = =

a—ao

m qui est purement périodique (corollaire précédent), disons de période t.

= lag, g, ) - O
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Chapitre 7

CALCUL DE L’UNITE FONDAMENTALE

Nous nous demandions a la toute fin du chapitre 5 §’il existait un algorithme
permettant de calculer 'unité fondamentale £; d’un corps quadratique Q(\/a)

Nous sommes préts a tenter de 1’établir.

Une unité d’un corps quadratique Q(\/E) peut s’écrire

u+vvd (u,v € 7) sid=2ou3 mod 4
(7.0.1)

a la condition d’avoir £+ 1 pour norme.

Sid=2ou3 mod4:z+yVdest une unité < 22 —dy? = +1 avec z,y € Z
Sid=1 mod 4 : z+ yvd est une unité <=
22 —dy? = £1 avecx:%,y:%,u’,v’eZ,u’Ev’mon

u? —dvi=+1  avecu,v, € Z (cas v/ =v' =0 mod 2
—
w? —dv? =44 avecu,v €Z,v =v =1 mod 2

Bref, dans un cas comme dans 'autre (d = 1, 2 ou 3 mod 4), 2?2 —dy? = +1
otl x,y € Z = x +yV/d est une unité.
Pour d = 2 ou 3 mod 4, ce sont les seules unités possibles.

Pour d = 1 mod 4, il est possible qu'il y ait d’autres unités : 22 — dy? = +4

avec T,y € Z, x =ymod 2 = w est une unité.
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Nous devons donc solutionner cette équation 2% — dy? = +1 en entiers.
Cela nous permettra de trouver 1'unité fondamentale lorsque d = 2 ou 3 mod 4.
Lorsque d = 1 mod 4, ¢a ne donnera pas nécessairement 1'unité fondamentale
(quoique oui parfois), mais ¢a donnera a tout le moins un candidat possible qui

permettra ensuite de trouver trés rapidement 'unité fondamentale.

7.1. EQUATION DE PELL

L’équation 22 — dy? = 1 est dite de Pell. Il est intéressant de mentionner que
c’est Euler qui a baptisé ainsi cette équation, méme si Pell n’y aurait apparam-
ment pas contribué autrement que par la traduction d’un livre traitant du sujet.
Fermat a travaillé sur I’équation de Pell en remettant aussi & 'ordre du jour les
équations diophantiennes, c’est-a-dire la recherche de solutions entiéres ou ration-

nelles & des équations algébriques.

Nous avons vu dans le théoréme (5.0.7) qu’une telle solution a 'équation de
Pell existe. Nous recherchons sa solution fondamentale, c¢’est-a-dire la plus petite

solution entiére pour laquelle x,y > 0.

Soit une solution entiére quelconque de I’équation de Pell avec x > 0 et y > 0.
Alors le corollaire (6.3.2) nous indique que  est une réduite de la fraction continue
de v/d. En effet, on a bien que pged(z,y) = 1 car sinon il serait impossible que
2?2 — dy? = 1. Bt par ailleurs 22 — dy? = 1 < v/d pour tout d > 1.

Nous venons de démontrer :

Lemme 7.1.1. Soit 2% — dy?> = 1 avec x,y € N o d n’est pas un carré parfait.

Alors % est une réduite de \/d.

Nous avons établi au corollaire (6.3.4) que la fraction continue de v/d est de la

forme [ag, a1, .., a;] ou t est la période de la fraction continue.

Soient Z—: les réduites de v/d. % est une réduite donc z = p,,y = ¢, pour un
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certain n .

Lemme 7.1.2. Soit x = p,,y = q, une solution de x> — dy* = 1. Alors n doit

étre 1mpaar.

DEMONSTRATION. Nous avons vVd = % et PuGn1—Pn-1Gn = (=1)"7L.

~ nOn+1+Pn— nOn+1+qn— n—1— n—
D’ou y\/a_x:%\/a—pn:qn((l’ +1+Pn—1) (gnQnt14qn-1) _ GnPn-1—Pndn—1 __

Qnan+1+anl) B pn (Qna'rH»l +Qn71) qnOn+1+qn—1
(-1

qnOn41 +qn—1

Et npair = yVd—2z>0 = z—yV/d <0 = (z—yVd)(z+yVd) <0

= 2> —dy*#1 une contradiction.

.. I faut que n soit impair. O

Lemme 7.1.3. Soit x = p,,y = q, une solution de 2> — dy*> = 1. Alors n doit

1,2,3,... sit est pair
étre de la forme [-t—1 avec [ =

2,4,6,... sit est impair

—1 modt si2|t

C’est-a-dire que n doit étre de la forme suivante : n
—1 mod 2t si21t

DEMONSTRATION. Nous avons vd = %

= qn\/gan-i—l + ¢ Vd = PnOn+1 + Pn—1

= (pn — V)1 = —pn1 + o Vd

= (Pn = @V d) a1 (P + uVd) = (=pu1 + gu1Vd) (pn + 42 Vd)

= (02 —da2)anis = =paPat + dgudn 1 +VA(Pogn1 — @upn1) = (1) W+

¢, un entier

Mais on veut que p? —dg? =1 et pour ce faire, n doit étre impair.

Avec ces conditions, 1-ay,1 =1 Vd + ¢

Par sa fraction continue, vd = ay + o% ol a; est purement périodique (donc
> 0).

anH:\/a—l—c:ag—i—a%—irc et an+1:an+1—|—an1+2 ouna; >1 et apuo>1
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Cest-a-dire que 0 < apy1 — (ag+¢) <1 et 0< apig —apn <1, dou

ap+c=|api1] = a1 et donc a3 = apyo.

Bref, n + 1 est un multiple de la périodet = n+1=10-t = n=I[-t—1
si t est pair, alors [ =1,2,3,... sont possibles et n sera impair.

si t est impair, alors [ = 2,4,6,... doit étre pair pour que n soit impair. [

On a montré que les seules solutions entiéres positives possibles a 2% — dy? = 1
pourraient étre x = p, et y = g, ou Z—: est un convergent de Vdavecn=1-t—1
tel que décrit ci-haut.

Toutes ces solutions possibles s’avérent en fait des solutions qui satisfont 22 —

dy?> = 1. Elles constituent donc I’ensemble des solutions positives. En effet :

Lemme 7.1.4. Soit © = p,,y = q, ou Z—Z est une réduite de v/d = lag, ar, -, az),
d n’étant pas un carré parfait, et ou n=101-t—1

1,2,3,... sit est pair
avec 1= : Alors p2 — dq? = 1.

2,4,6,... sit est impair

DEMONSTRATION. n+1 est un multiple de la période ¢ et en particulier ay = a4

: _ pn+1an+2+pn . pn+10£1+pn _ L —
Par ailleurs, vd = Ot = Geiiontdn et Vd=ag+ o = A

1
Vd—ag

Pn+1
— \/E _ Vd—ag Hn _ Pn+14PnVd—pnao
\(/Zg_Jrl“l‘Qn Qn+1+Q’n\/a*QHa0

—ag

= Vd Gui1 + dgn — Vd ¢,00 = prs1 + puVd — prag
= \/a\(%ﬂ — qnQo — pn)J = Pnt1 — Pnlo — dq@
cZ e Z

= Qo1 — Q@0 —Pn =0 et Ppi1 — Puao —dg, =0 puisque Vd € R\Q

_ Gn+1—Pn __ Pny1—dg 2 _ 2
= qp= & - n _ Pn L n = DPnQn+1 — Py, = Pn+1Gn — dqn

= pp — dg; = puGni1 — Pry1¢n = (—1)"1 =1  puisque n est impair. O
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7.2. L'EQUATION 22 — dy? = —1

Une unité d’un corps quadratique (@(\/3) peut aussi étre de norme —1.
Soit une solution entiére quelconque (z,y) de I'équation 2% — dy?> = —1 , avec
x>0 et y>0.
Alors le corollaire (6.3.2) nous indique que - est une réduite de la fraction continue
de Vd. En effet, on a bien que pged(z,y) = 1 car sinon il serait impossible que
2? — dy? = —1. Bt par ailleurs |22 — dy?| = | — 1| = 1 < v/d pour tout d > 1.

Nous venons de démontrer :

Lemme 7.2.1. Soit 22 — dy?> = —1, avec x,y € N et ou d n'est pas un carré

parfait. Alors % est une réduite de v/d.

Lemme 7.2.2. Soit x = p,,y = g, une solution de 2> — dy?> = —1. Alors n doit

étre pair.

DEMONSTRATION. Nous avons vd = % et PnGn-1—Pn_1qn = (1)}

Dot yvd —z = goVd — p, = g L2owtttinl) _y, lntnitinny) 2D

= aniitan 1 PP gnomsitan 1 InOnt1+dn—1

Et nimpair = yvVd—2<0 = z—yVd>0 = (z—yVd)(z+yVd) >0

= 2% —dy* # —1 une contradiction.

.. Il faut que n soit pair. O

Lemme 7.2.3. Soit x = p,,y = q, une solution de x> — dy*> = —1. Alors t est

impair et n doit étre de la forme -t —1 avecl =1,3,5,...

DEMONSTRATION. Nous avons vd = %

= (pn — GV d) i1 = —pp1 + Gu1Vd

= (Pn — C]n\/a)anﬂ(pn + Qn\/g) = (=Pn1+ Qn—l\/a> (pn + qn\/a)

= (9 = dap) a1 = =papa1 + dgpdn—1 +Vd(Pogn1 = gupn—1) = (=1)"Vd + ¢

¢, un entier
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Mais on veut que p? —dg? = —1 et pour ce faire, n doit étre pair.
Avec ces conditions, —ay,,1 = —Vd+c¢ = Qpi1 = Vd—c¢
Par sa fraction continue, vd = ag + o% ol «y est purement périodique (donc

> 0).

1
Qn+42

an+1=\/a—c:ao+a%—c et apy1 = Gpe1 + ou a1 >1 et apyo>1
Clest-a~dire que 0 < api1—ap+c<1l et 0<auig—ap <1,

d'ott ag — ¢ = |ayy1| = app1 et donc oy = ayyo.

Bref, n + 1 est un multiple de la périodet = n+1=101-t = n=1[0-t—1

Et n étant pair, [-t est impair = t est impair et [ est impair (I = 1,3,5,...). O

On a montré que les seules solutions entiéres positives possibles a 22 — dy? =

—1 pourraient étre r = p, et y = g, ou z—" est un convergent de Vd avec
n=101-t—1,1=1,3,5,.. Toutes ces solutions possibles s’avérent en fait

2

des solutions qui satisfont 22 — dy? = —1 . Elles constituent donc ’ensemble des

solutions positives. En effet :
Lemme 7.2.4. Soit © = p,,y = q, ol Z—" est une réduite de \/d = [ag, a1, - G)
d n’étant pas un carré parfait, mais étant tel que t soit impair, et ou n=101-t—1

avec l =1,3,5, ... Alors p? —dg? = —1.

DEMONSTRATION. n+1 est un multiple de la période t et en particulier oy = a0

: _ Pnt1Qn42+Pn _ Pnt101+Dn _ L — 1
Par ailleurs, v/d T y—— et Vd aoto = 1=

Pn41
S \/a — \/Efao TPn — pn+1+pn\/afpnao
Aol +an (1n+1+Qn\/g_Qna()

Vi-a
= Vd (g1 — o — Pn) = Prr1 = DPudo = dgy
€z €z
= Q1 — @G0 —Pn =0 et ppi1 — prag —dg, =0 puisque vd € R\Q
= qp =L berllin o g — PR = P — dg?
= P2 —dg® = PuGni1 — Prs1Gn = (—1)"T = —1 puisque n est pair car [ et ¢

sont impairs. U
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Nous avons prouveé :

Théoréme 7.2.1. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d = 1,2 ou 3 mod 4,
ot d m'est pas un carré parfait. Alors \/d = |ag, 1,7 ).
De plus, soit Z—: les réduites de v/d.
Sit est pair, alors {(x,y) € N* | 22 — dy* = 1}

= {(pn,qn) | n=101-t—1 avec l =1,2,3, ...}
Sit est pair, alors {(z,y) e N* |22 —dy*=—-1} = 0
Si t est impair, alors {(z,y) € N* | 2* — dy? = 1}

= {Pn,qn) | n=1-t—1 avecl =2,4,6,...}
Sit est impair, alors {(z,y) € N* | 2* — dy? = —1}

= {(pn,qn) | n=101-t—1 avec l = 1,3,5,...}
En particulier, pour d = 2 ou 3 mod 4, 'unité fondamentale €4 = pi_1 + q_1V/d.

Et pour d = 1 mod 4, p;_1+¢—_1Vd est une unité. C’est un bon candidat pour
I'unité fondamentale, mais il se peut que I'unité fondamentale soit plutot comprise
entre 1 et pi_y + ¢_1Vd et soit %/ + %/\/E ou u? —dv? = +4, u,V €

N, «' =v" =1mod2.

7.3. L'EQUATION u? — dv? = 44

Considérons justement 1'équation u? — dv'? = +4 avec v/,v' € N et v =
v =1 mod 2.
Notons quona =44 = v?—dv? = 1-d-1 = 1-d mod8 = d=5modS8.
Alors le corollaire (6.3.2) nous indique que Z—j est une réduite de la fraction
continue de v/d. En effet, on a bien que pged(w/,v’) = 1 car sinon il serait

2 = +4 puisque ' et v’ sont impairs. Et par ailleurs

impossible que u? — dv
|u? — dv?| = | + 4| = 4 < \/d pour tout d > 16.
(Donc la démarche ne sera pas valide a priori pour les corps quadratiques
avec d = 5 et d = 13. Dans ces cas, on calcule au besoin la solution

fondamentale de cette équation sans l'aide des fractions continues et

on compare avec pi_q + gi—1Vd .)
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Nous venons de démontrer :

Lemme 7.3.1. Soit u”? — dv? = £4, avec u',v' € N et ot d = 1mod4 ,
d # 5,13 , n’est pas un carré parfait. Alors Z—: est une réduite de \/d.
De plus, tout comme dans le lemme (7.1.2), on trouve aussi dans le cas de

N . . . . ’
u”? — dv® = 4 que n doit étre impair dans la réduite % = =

n

=}

De méme, tout comme dans le lemme (7.2.2), on trouve aussi dans le cas de

A . , . ’
u” — dv* = —4 que n doit étre pair dans la réduite % = 2=,

n

2

7.4. MISE EN COMMUN. EXPRESSION DE LUNITE FONDAMENTALE

POUR d=2,3mod4 OUPOUR d=1modS&

Bref, résumons ce qui précéde :

Théoréme 7.4.1. Soit @(\/E) un corps quadratique avec d =2 ou 3 mod 4 ou
avec d =1mod 8, ou d # 2 n'est pas un carré parfait. Alors v/d = lag, ar, -, Gy) -

De plus, sotent % les réduites de v/d. Alors Uunité fondamentale est €4 = pi_1 +

Qt—l\/g .

Théoréme 7.4.2. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d = 5 mod 8, ou
d#5,13  nlest pas un carré parfait. Alors \/d = |ag, @1, ..., ).
De plus, sotent % les réduites de v/d.

min { n € {0,1,2,....,t =2} | p2 — dg? = +4 }
Soit i = sic {ne{0,1,2,.,t—2}|p2—di?=+4} # 0
t—1 sinon

pi+qz‘\/3

5 quand 1 <t—1

Alors l'unité fondamentale €4 =
pi+¢Vd  sinon quand i=1t—1
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Nous possédons ainsi un algorithme, utilisant I’expression en fraction continue
de V/d, pour calculer I'unité fondamentale des corps quadratiques Q(\/&) Ladite
unité fondamentale est exprimée en fonction des réduites de la fraction continue
de Q(V/d). Etablissons dans ce qui suit le lien entre les unités, qui sont des ré-

duites, et 'unité fondamentale.

Nous avons vu au théoréme (5.0.8) que si Q(v/d) est un corps quadratique
réel et &4 son unité fondamentale, alors {¢ € Q(v/d) | € est une unité} =
{£(ea)™|m € Z}.

Et {+(c4)™ | m € N} = {¢ € Q(/d) | € est une unité et & > 1}

= {z +yVd € Q(Vd) | + yVd est une unité et x +yv/d > 1}

= {z+yVd e Q(d) | x> — dy? = £1 avec z,y € N} pour d =1,2,3,6 ou 7
mod 8 .

Pour d = 5 mod 8, il peut y avoir d’autres unités > 1 que celles-ci, c¢’est-a-dire
a+yVd 2 2 _ N — =
TS lorsque 2° —dy® = +4 ot v,y €N et =y = 1mod 2.
(Lorsque x = y = 0 mod 2, les unités ont déja été prises en compte dans la solu-

tion de x* — dy? = +1 avec z,y € N.)

Bref, étant donné ¢; qui est connu, que pouvons-nous dire sur les autres uni-
tés?

Commencgons par ce corollaire au théoréme (7.2.1).

Corollaire 7.4.1. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d = 1,2 ou 3 mod 4,
ot d n’est pas un carré parfait. De plus, soient Z—: les réduites de \/d.

Alors  {(z,y) e N* | z? —dy? = 1} = {(pn,qn) |n=1-t—1 oul €N} .

DEMONSTRATION. C’est vrai lorsque t est pair et lorsque ¢ est impair, ot ¢ repré-
sente la période de l'expansion en fraction continue de v/d. Donc ¢’est vrai pour

tout t. L]
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Théoréme 7.4.3. Soit Q(\/E) un corps quadratique avec d = 2 ou 3 mod 4 ou
avec d = 1 mod 8, ou d n’est pas un carré parfait. De plus, soient f;—: les réduites
de V/d = [ag,ar, @)

Alors  {(eq)™ |m € N} = {pry1 + qe1Vd |l €N},

cest-a-dire () = (pr1 + @1Vd)' = pra_1 + qe1Vd.

DEMONSTRATION. {(g4)™ | m € N}

= {4+ yVd| (z,y) € N? et 2® — dy? = +1} établi ci-haut

= {pn+aqVd|n=1-t—1etleN} par le corollaire précédent
Ce qui prouve la premiére affirmation. Pour ce qui est de la seconde affirma-
tion maintenant, remarquons d’abord que les suites {|p,|} et {g,} sont stricte-
ment croissantes. (et pour nous p, = |p,| car on tente d’approximer v/d d’ou
ap = |[Vd| >0eta; >1Vi>1)
Alors pri_1 + ql.t_lx/a croit strictement lorsque [ croit strictement.
Aussi €4 > 1 donc {(g4)™ | m € N} croit strictement lorsque m croit stricte-
ment.
Bref, on a bien que (g4)' = pi—1 + %—1\/& = P1¢-1+ Q1-t71\/6_1
Et comme {(g4)™|m € N} = {prr1+q+1Vd|l € N}  pour deux suites stric-
tement croissantes avec égalité lorsque [ =1 = m , il y a aussi égalité lorsque
Il =k =m Vk € N puisque sinon un des termes de la suite serait présent
seulement d'un des deux cotés, une contradiction.

Ainsi, on a bien que  (p;—1 + Qt—1\/a)l = (ca)! = pra—1 + qi—1Vd . U

Ce théoréme reste-t-il vrai pour d =5 mod 8?7 Parfois oui et parfois non.
Lorsque d =5 mod 8 et lorsque I'équation p? — dg? = +4 n’a pas de solution
pour n € {0,1,2,....,t —2},alors &4 =pi_1 +q_1Vd et
{z +yvd e QWd) |z + yVd est une unité et x +yv/d > 1}

= {2+ yVd € Q(Vd) | 2> — dy? = 1 avec 2,y € N}

={pp+qVd|n=1-t—1etleN}.

Bref, dans ce cas, le théoréme reste vrai (pour d > 16 bien sir, pour se conformer
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au théoréeme (7.4.2) ).

Que se passe-t-il alors lorsque d = 5 mod 8 et lorsque I'équation  p2 —dg? =
+4 a une solution pour un certain n € {0,1,2,....t —2}7?
Dans ce cas, soit ¢ = min {n € {0,1,2,...,t — 2} ’pi —dg? = +4}. Alors g4 =
M;\/g < P11+ Qtfl\/a .
Or, pi_1+ qH\/E est tout de méme une unité et est donc une puissance de ¢, .
Quelle est cette puissance ? Est-ce toujours la méme puissance ou varie-t-elle en
fonction de certains parameétres 7 Expérimentalement, cette puissance est toujours
3 pour 17 < d < 262144 = 28 . Nous avons arrété nos calculs a cette valeur
de d. Nous n’avons pas testé plus loin, pour de plus grands d.
Dans ces calculs que nous avons fait pour 17 < d < 2 | nous avons aussi remar-
qué un lien qui unit (g4)® = (WT'“/&Y A& P14+ q_1Vd . Cest ce qui suit :

2
2 _ [ pitavd _ Pr—i—2tq-i—2Vd
(€a)” = 2 = 2 :

Ainsi,

Théoréme 7.4.4. Soit Q(v/d) un corps quadratique avec d = 5 mod 8,
d > 16, ou d n’est pas un carré parfait. De plus, soient ’;—: les réduites de
Vd = [ag, a7, ay).
Alors Prici + @uaVd = (p1 + q-1Vd)!
(eq)" si. {n€{0,1,2,..,t =2} |[p2 —dg? =44} =0

ry\ L
((eq)")! = <<m+gi\/a> ) Sinon
ot i =min{n € {0,1,...,t — 2} ‘pfb—dqi =44} .

Théoréme 7.4.5. r = 3 dans le théoreme précédent |
3
c’est-a-dire  (g4)® = (W) = P+ qoVd
lorsque {n €{0,1,2,....t — 2} |pi —dq? = i4} # 0.

pi +aVd s  Di+dg+ 2piqiVd
— Alors (g4)* = 1 :

Puisque d = 1mod4 (d = 5mod 8 en fait) et que p; et ¢ sont tels que

DEMONSTRATION. Soit &4 =

p? —dq? = +4, alors p; et ¢; sont impairs. (Sinon, c’est qu’ils sont tous les
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deux pairs, mais ceci contredit la minimalité de p;_1 + ¢;—1V/d comme solution
de 22 —dy*==+1.)
= p?+d¢? = 1+1-1 = 2mod4 et p;-¢;=1mod2 = 2p;-¢; =2 mod 4

p?+dg?
“=+ +pigivd bvd o
Bref, (g4)? = —2 2pq vd est de la forme # avec a et b impairs.
Aussi, ()" = P} + 3dpig? + (3pai + dgd)Vd  pi(p? +3dg?) + ¢:(3p} + dg)Vd
’ N 8 B 8

ot pP+3dg?=1+3-5-1=0mod8 etou 3p?+dg?=3-1+5-1=0mod38
Bref, (g4)° est de la forme a +bvd .

Mais en fait, soit la solution ¢4 = WT“/E du théoreme (7.4.4), alors (g4)*
est une unité de la forme a+bv/d , solution de a?—db? = +1. Doncsi r > 3 dans
le théoréeme (7.4.4), alors (g4)® est une unité solution de a? — db* = +1, mais

" comme solution de x?—dy? = +1.

(e4)® < (g4)" contredit la minimalité de (g4)
Bref, r=2 ou r=3.
Mais 7 = 2 est impossible car (4)? n’est pas de la forme a+bvd avec a,b € Z .

r=3 0

Conjecture 7.4.1. Lorsque {n € {0,1,2,...t =2} |p —dg? =44} # 0
2
pi + QZ\/E> _ P2t Gi—2Vd
2 2 ’

réduite , alors (g4)* correspondra

dans le théoreme (7.4.4), alors (g4)* = (

ieme

c’est-a-dire que si €4 correspond a la 1

ala (t—1—2)%me réduite.

Conséquemment, si on trouve une solution & z? — dy? = +4 plus petite que

la solution & z? — dy* = +1, c’est soit &4 ou (g4)*.

Lorsque d =5 mod 8, 'unité fondamentale est donc soit  p;_1 +qt,1\/3 ou
soit Mi\/a = (pt,1 + qt,l\/ﬁ)w’ .
Pour ces d = 5 mod 8, on peut aussi plutét exprimer I'unité fondamentale en

fonction des réduites de 1+_2\/E . Voyons comment.
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7.5. LORSQUE L'UNITE FONDAMENTALE PEUT ETRE CALCULEE EN

FONCTION DE %

Voici un corollaire au théoréme (6.3.6) .

Corollaire 7.5.1. Soit d € N, d n’étant pas un carré parfait. Soient x,y € N

avec pged(z,y) =1.8i |2z —1vy)* —dy?| <2Vd , alors o est une réduite de
1+Vd

D) .

la fraction continue de

DEMONSTRATION. Tout d’abord, (2x — y)? — dy? # 0, puisque d n’est pas un
carré parfait.
Cas 1)
Si 0< (2z—y)?—dy? <2Vd = 2z —y+yVd)(2z —y—yVd) >0
et z,yeN = 24y(Vd—1)>0 = 2z—y—yVd>0 = 22—y > yVd

1+Vd = 122 — y — yV/d| 20 —y — yvd
= -=| = =
2 Y 2y 2y
_ ey —yVARe—y+yVd) 20—y —dy
2y(2z — y + yVd) 2y(2z — y + yVd)
2V/d 2V/d 1

< < < — .
22z —y +yvd)  2y(2yVd) 297

Le théoréme (6.3.6) nous indique que , ost une réduite de la fraction continue

1+Vd
de+T.

Cas 2)
Si —2Vd< 2z —y?—diP<0 & 0<dy®—(2z—y)?<2V/d
= 0 <y? - G o Z = (y - —(QT/_;)) (y + —(2%@’)> >0

et z,ye N = M\/\ffl)>o = y—m—\/iy)>0 =  yVd+y—2z >0
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20 —y — yVd —27 +y+yVd

z(1+ Vd) 2(1+Vd)
_ (yVd—2z+y)(yVd+ 22 —y)

r(1+ Vd)(yVd+ 2z —y)

dy® — (2 — y)? _ 2v/d
r(1+Vd)(yVd+2c—y)  z(1+Vd)(yVd+ 2z —y)
2Vd
(22 — y + 22v/d + dy)
2Vd
z(dxvd — 2zv/d + 2z + y(d — 1))
2Vd

r(d4evd = 20(Vd = 1) + y(Vd = 1)(Vd + 1))
2Vd 2Vd

z(4xvd + (Vd — 1) (=22 +y + yVd)) = z(42+/d)

1
= 55 vl car — 24 y+yVd>0 et Vd—1>0
xXr

Le théoreme (6.3.6) nous indique que £ est une réduite de la fraction continue

2
de 1+Vd °
T

Ainsi, tel que montré dans le corollaire (6.3.2), , st une réduite de la fraction

14+vd 0

continue de 5

De fagon équivalente a 1’équation (7.0.1), une unité d’un corps quadratique
2r —y) + yVd

Q(Vd) ot d=1mod4 peuts’écrire ( 5

ou x,y € Z a condi-
tion d’avoir &1 pour norme.

L’unité fondamentale aura 2z —y >0 et y>0 = x>0.

Les unités sont telles que w =41 & Qr—y)?-—dy*==4.

Ainsi dans ce cas on obtient pged(z,y) < 2.

Dans I’éventualité ou y soit pair, alors les unités sont solutions de ’équation de
Pell a?—db? = 41, équation que nous avons déja traitée. Nous nous intéresse-
rons donc plutot a trouver I'unité fondamentale des corps quadratiques Q(\/&)

out d=1mod4 pour lesquels y est impair = pged(z,y) =1 .
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Lemme 7.5.1. Soit (22 —y)?> —dy? = +4 avec z,y €N, ou pged(z,y) # 2

et o d > 4 n’est pas un carré parfait. Alors %

1+Vd
5 -

est une réduite de la fraction

continue de

DEMONSTRATION. On a que |(2z —y)? —dy?| =4 < 2Vd Vd>4.
1+Vd ]
v

Ceci implique, par le corollaire (7.5.1), que % est une réduite de

2z—y+y\/g (
2

Ainsi, pour I'unité fondamentale x,y € Net pged(z,y) =1) , on

a que % est une réduite de 1+2—\/E . Maintenant, aprés un petit lemme, on pourra

essayer de vérifier si on peut établir de quelle réduite précisément il s’agit.
1

Lemme 7.5.2. Soit o= ,ou deN | d nétant pas un carré
14+Vd {H\/EJ
2 2

parfait. Alors « est purement périodique.

DEMONSTRATION. 0 < 1+2‘/3 — L”ﬁj <1l = a>1
(=[5 4)
1 2 2 2
a = : = =
G- G- [ 9)
2 2 2 2 2 | 2
1 1+Vd Vd
ey (5 - L e J 3 1
conjugué(a) = = <0
T D) ) [
2 2 2 27 |2 2 2 2 2
et conjugué(a) > -1 & 1< F+ @ + {HT‘/EJ vrai Vd > 2
.. Par la proposition (6.3.1), « est purement périodique. O]
Ainsi, si d € N n’est pas un carré parfait, on peut écrire 1+2‘/E = |ag, a1, ---, ag) -

Soient % = fn

les réduites de 1+2\/E .Ainsi = =p,, y =¢q, pourun certain n.

£~
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7.5.1. L’équation (2z —y)? —dy*> =4

Lemme 7.5.3. Soit = =p,, y=q, une solution de (2x —y)*> —dy* =4 .

Alors n doit étre impair.

DEMONSTRATION.
1 d _ PnOn41+DPn— _ —1
Nous avons +2f = e et Pt — Paoagn = (—1)"7
(1+f) (pnan+1+pn 1)_ (Qnan+1+Qn 1) __ 9nPn—-1—"Pndn—-1 __ (_1)n
D Ou y = q (q”an+1+Qn 1) p’I’L (QWLan+1+Qn 1) o Qnan+1+Qn—1 o qnOn+1+qn—1
(1+\/_)

(22— y2 yVd) (2z— y2+y\/3) <0

Et n pair = y~—=—~—2>0 =

= 2z —y)?—dy* #4 une contradiction.

- Il faut que n soit impair. Il

Lemme 7.5.4. Soit * =p, , y=q, une solution de 2z —y)*> —dy*> =4.
Alors n doit étre de la forme [-s— 1, ot s est la période de la fraction

"y 1,2,3,... sis est pair

5, avec | =

continue de
2,4,6,... sis est impair

DEMONSTRATION. Nous avons 1EYd — niiPntpno
2 An419n+qdn—1

= Qpy1 s <_q (H_\/_) +pn> = —Pn- 1+Qn l(1+\/_)

:>anﬂ.(zpn—qn?—qnf).(2pn—qg+qnf) :< Dot + Gns (1+f)> <pn+qn(1+f) qn>
N2 g2

= Oy ) ) (Hﬂ “(PnGn-1 = Pn-1Gn) — PnPn— 1+ Pno1ln

T qnGn-1- (H_\/_) _QnQn—1'<1+2\/a>

— (1+2\/E) (=1)" — PPt + Prorn + Gt - <1+2\/E) <,142m/g>

d—1
= O e+ Da1Gn F G - ( 7 )

- 7

¢, un entier, car d =1 mod 4

= Qpy1 = c+(1+2\/a) = c~|—a0~|—a% ouag >1let ayo>1

= Gpt1 T+ P
C’est-a-dire que 0< a1 —(ap+c)<1 et 0< Qpi1 —apyr <1,
dott  ap+c¢ = |api1] = ani et donc g = 4o .

Bref, n+1 est un multiple de la période s = n+1=1[-s = n=1[-5s—1

Si s est pair, alors [ =1,2,3,... sont possibles et n sera impair.

Si s est impair, alors [ = 2,4,6,... doit étre pair pour que n soit impair. [
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On a montré que les seules solutions entiéres positives possibles a (22 —y)*—

dy* = 4, lorsque pged(z,y) # 2, pourraient étre x =p, et y =g, ou ’;—: est

14+Vd

5> avec n=1-s—1 tel que décrit ci-haut.

une réduite de
Toutes ces solutions possibles s’avérent en fait des solutions qui satisfont (2 —

y)>—dy? = 4 . Elles constituent donc I'ensemble des solutions positives. En effet :

1+Vd
2

Lemme 7.5.5. Soit x =p,,y =q, ou f]’—: est une réduite de

lag, a1, -, ag] , d n’étant pas un carré parfait, et o n=1-s—1 avec

1,2,3,... sis estpair

[ = : Alors  (2p, — qn)* —dg2 =4 .
2,4,6,... sits est impair

DEMONSTRATION.

n+ 1 est un multiple de la période s et en particulier a; = a9 .
1++d _ Qnt2Pnp1 +Pn  aPng1 + Pa

Par ailleurs,

2 Ont2qnt1 + Qn Q1Gnt1 + qn
1++4d 1 2
et = ag+ — = o= —F
2 , (o1 1+ \/E — 2&0
N 1++vd Vi g T Pn  2ppi1 + P+ paVd — 2a0p,
2 14_2\?%7-‘;12% + an ZQn—H + gy + Qn\/a - 2aOQn

= 2¢ni1 + qn + @Vd — 200G, + 2¢, 1 Vd + ¢V d + dg, — 2009,V d
= 4pni1 + 200 + 2pVd — dagp,,

= VA (gn + 2qn11 + g — 2006, — 2py,)
= flpn-‘rl + 2pn - 4a0pn - dQn + 2a0Qn - QQn-H - QQ

S/ ez
= Appt1 — 2qnt1 + 2P0 — Gn — 2a0(2pp — ¢u) — dgn = 0
et 2q, — 2pn + 2¢n1 — 2a0q, = 0 puisque Vd € R\Q
qn — Pn + Qnt1 o o 4pn+1 - 2(]n+1 + 2]% — 4n — dQn
= = Qo =
dn 4pn - 2Qn

= ApuGn — 2q; — AP}, + 2DnGn + APnlnt1 — 2qnGnta
= 4Ppi1Gn — 2GnGns1 + 2P0t — G — dq?,
= APnlntr — Pr1n) = 4P — 4Pntn + ¢ — da;,
= Qpn—q)?—d¢® = —4-(-1)" = 4 puisque n est impair. O
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7.5.2. L’équation (2z —y)? — dy* = —4

Lemme 7.5.6. Soit z=p,, y=q, une solution de 2z —y)*—dy*> = —4.

Alors n doit étre pair.

DEMONSTRATION.

1+\/E _ PnOng1+Pn-1
qnan+1+qn71

Nous avons et Pudn-1 — Pn-1qn = (—1)" 1.

(1+\/_) — (Prnont+1+Pn—1) (gnon+1+qn—1) _ GnPrn—1—DPnqn—1 __ (—1)n
D Ou y —T = q (Qnan+1+Qn—1) pn ((Inan+1+‘In 1) - qnan+1+qn71 - Qn,an+1+qn,1
Bt 0 impair = g0 g 20 o o oyt

= 2z —y)> —dy*> # —4 une contradiction.

- Il faut que n soit pair. O

Lemme 7.5.7. Soit © =p,, y=gq, une solution de (2x —y)? —dy*> = —4 .
Soit s la période de la fraction continue de 12—‘/3 . Alors s est impair et n doit

étre de la forme 1-s—1, avec 1 =1,3,5,...

DEMONSTRATION. Nous avons 1EYd — niiPntpno
2 An419n+qdn—1

= Qpy1 s <_q (H_\/_) +pn> = —Pn- 1+Qn l(1+\/_)

:>anﬂ.(zpn—qg—qnﬂ).(2pn—qn2+qnf) :< Dot + Gns (1+f)> <pn+qn(1+f) qn>
N2 g2

= Oy ) ) (Hﬂ “(PnGn-1 = Pn-1Gn) — PnPn— 1+ Pno1ln

T qnGn-1- (H_\/_) _QnQn—1'<1+2\/a>

= WD e+ Dot Gnn <—1+2ﬂ) (71?3)

d—1
= D e+ Da1Gn F G - ( 7 )

- v
g

—c , un entier, car d =1 mod 4

= Qpy1 = c+(1+2\/a) = c~|—a0~|—o%1 ouag >1let ayo>1

= Gpt1 T+ P
C’est-a-dire que 0< a1 —(ap+c)<1 et 0< Qpi1 —apyr <1,
dott  ap+c¢ = |api1] = ani et donc g = 4o .

Bref, n+1 est un multiple de la période s = n+1=1[-s = n=1[-5s—1

Si s est pair, alors il n’y a aucune solution possible puisque n est pair.

Si s est impair, alors [ =1,3,5,... doit étre impair pour que n soit pair. [
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On a montré que les seules solutions entiéres positives possibles a (22 —y)*—

dy* = —4 , lorsque pged(x,y) # 2, pourraient étre x = p, et y =¢q, ou 2=

qn
1+Vd

5 avec n=1-s—1 tel que décrit ci-haut.

est une réduite de
Toutes ces solutions possibles s’avérent en fait des solutions qui satisfont (2 —
y)? — dy* = —4 . Elles constituent donc I’ensemble des solutions positives. En

effet :

1+Vd
2

Lemme 7.5.8. Soit x =p,,y =q, ou Zﬁ

est une réduite de =

[ag, a1, a5, d n'étant pas un carré parfait, mais étant tel que s soit impair,

etot n=1-s—1 avec [=1,35,... Alors  (2p, — qn)* — dg> = —4.

DEMONSTRATION.

n+ 1 est un multiple de la période s et en particulier a; = a9 .
1++d _ Qnt2Pnp1 +Pn  aPng1 + Pa

Par ailleurs,

2 Ont2qnt1 + Qn Q1Gnt1 + qn
1++4d 1 2
et = ag+ — = o= —F
2 , (o1 1+ \/E — 2&0
N 1++vd Vi g T Pn  2ppi1 + P+ paVd — 2a0p,
2 14_2\?%7-‘;12% + an ZQn—H + gy + Qn\/a - 2aOQn

= 2¢ni1 + qn + @Vd — 200G, + 2¢, 1 Vd + ¢V d + dg, — 2009,V d
= 4pni1 + 200 + 2pVd — dagp,,

= VA (gn + 2qn11 + g — 2006, — 2py,)
= flpn-‘rl + 2pn - 4a0pn - dQn + 2a0Qn - QQn-H - QQ

S/ ez
= Appt1 — 2qnt1 + 2P0 — Gn — 2a0(2pp — ¢u) — dgn = 0
et 2q, — 2pn + 2¢n1 — 2a0q, = 0 puisque Vd € R\Q
qn — Pn + Qnt1 o o 4pn+1 - 2(]n+1 + 2]% — 4n — dQn
= = Qo =
dn 4pn - 2Qn

= ApuGn — 2q; — AP}, + 2DnGn + APnlnt1 — 2qnGnta
= 4Ppi1Gn — 2GnGns1 + 2P0t — G — dq?,
= APnlntr — Pr1n) = 4P — 4Pntn + ¢ — da;,
= pn—q)?—d¢® = —4-(-1)" = —4 puisque 7 est pair. O
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7.5.3. Expression de 'unité fondamentale pour d =5 mod 8

Bref, on avait comme résultat dans la section (7.4) que l'unité fondamentale
d’un corps quadratique Q(v/d) , d = 5mod 8 , était soit p_q + ¢_1Vd ou
soit  (pr1 + g 1Vd)Y? ot Pl st 1a (t — 1)®me  reduite de Vd .

dt—1

A la lumiére des résultats précédents de la section (7.5), nous donnerons une

expression unique pour I'unité fondamentale, lorsque d = 5 mod 8 , plutét que

d’avoir comme dans la section (7.4) une expression avec deux résultats possibles.

Lemme 7.5.9. Soit d =5mod 8 . Soient x,y € Z tels que (2x—y)* —dy?* =
+4. Alors pgcd(x,y) #2 .

DEMONSTRATION. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire supposons que pged(z, y)
=2 . Alors z est pair.
Cas1l) Si y=2mod4
= 4= (2r—y)’—dy*> = 4-1-5-4 = 0mod 8, une contradiction.
Cas2) Si y=0mod4
= 4= (2z—y)*—dy*> = 16—5-16 = 0 mod 8, une contradiction.
pged(z, y) # 2 O

Théoréme 7.5.1. Soit Q(v/d) un corps quadratique avec d = 5mod 8 , ow

d > 4 n’est pas un carré parfait. De plus, soient 2—: les réduites de _1+2\/E =

2ps—1 — (s—1 + qs—l\/a
5 .

lag, a1, -, as) . Alors l'unité fondamentale ¢4 =

2ps—l — (s—1 + QS—I\/a e
2

st

DEMONSTRATION. Par les lemmes (7.5.5) et (7.5.8),

257_57 S— d 237_37_37 d
tel que (2P q21—|-q 1\/_)‘(]? ! q21 4 1\/7):j:1 et est donc

une unité.
Pourrait-il y avoir une unité plus petite que celle-ci?

Soit une unité > 1. Elle peut s’écrire QI%W , v,y €N, ou (2z—y) —dy* =
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+4 .
Or, pged(z,y) <2 . Mais par le lemme précédent, on obtient pged(z,y) = 1.

Et par les lemmes (7.5.1), (7.5.4) et (7.5.7), 7 est une réduite £2 de 1+T‘/3

ot n=1-s—1 (Il € N). Ainsi, parmi les unités > 1, la plus petite sera donnée

par la (s —1)m¢ réduite.

2psfl —(gs—1 + q(sfl\/a
5 .

Eq =
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Chapitre 8

FORMES BINAIRES QUADRATIQUES ET
NOMBRE DE CLASSES

Nous introduirons dans ce chapitre les formes binaires quadratiques et le
nombre de classes. La théorie des formes binaires quadratiques est intimement
liée avec I’étude des corps quadratiques, abordée dans les chapitres précédents.

La théorie des formes quadratiques s’est développée sur des résultats isolés
depuis les Babyloniens entre 1900 et 1600 avant J.-C., Brahmagupta au VII®
siecle de notre ére ainsi que Fermat et Euler un millénaire plus tard. Lagrange
et surtout Gauss ont édifié et solidifié cette théorie. Une grande portion du livre
Disquisitiones Arithmeticae de Gauss est consacrée a I'étude des formes quadra-
tiques. L’égalite 22 —dy? = (z+yvVd)(x—yVd) = N(z+yv/d) est un exemple
qui indique les liens entre 1’étude des formes binaires quadratiques et la théorie
des corps quadratiques. En fait, les racines d’une forme binaire quadratique de
discriminant D sont des éléments de @(\/3) ; la forme se factorise dans le corps
quadratique.

Le nombre de classes est une quantité reliée aux formes binaires quadratiques.
Gauss 'a étudié et en plus d’émettre certaines conjectures le concernant et de
formuler son probléme du nombre de classes.

Au XIX€ siécle, des mathématiciens crurent avoir démontré le Dernier Théo-
réeme de Fermat mais leur preuve reposait sur la croyance qu’il y avait une facto-
risation unique en premiers pour les entiers cyclotomiques et plus généralement

pour les nombres complexes. Toutefois, un nombre de classes égal & 1 implique la
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factorisation unique en premiers dans un anneau d’entiers quadratiques. Kummer
développa toutefois une autre théorie pour faire avancer la résolution du Dernier
Théoréme de Fermat.

Le premier a conjecturer une formule pour le nombre de classes fut Jacobi
en 1832. Dirichlet prouva ensuite une telle formule. Ces travaux de Dirichlet sur
le nombre de classes furent importants dans sa preuve de l'infinité de nombres
premiers dans les progressions arithmétiques.

Abordons maintenant plus en détail ces notions.

8.1. FORMES BINAIRES QUADRATIQUES

Définition 8.1.1. - Un polynéme a plusieurs variables est appelé une FORME,
ou est dit HOMOGENE, si tous ses mondmes sont du méme degre.

- Une forme de degré 2 est dite QUADRATIQUE.

- Une forme a 2 variables est dite BINAIRE.

- Bref, une forme binaire quadratique s’écrit sous la forme suivante : f(x,y) =

ax?® + bxy + cy?

Nous travaillerons avec les formes binaires quadratiques a coefficients entiers.

Définition 8.1.2. Le DISCRIMINANT D d’une forme binaire quadratique
f(x,y) = ax® + bwy + cy?®  est la quantité D = b? — 4ac

1l est dit FONDAMENTAL lorsque D € Z est un entier libre de carré impair
qui est =1mod 4 ou qui est =8 ou 12 mod 16 .

On remarque que D = 0mod4 si b est pairet D =1mod4 si b est
impair. Réciproquement, il existe au moins une forme binaire quadratique & coef-

ficients entiers et de discriminant D pour tout D = 0 ou 1 mod 4. En effet, les

formes 2% — %yz pour D =0mod4 et 2%+ ay + %yQ pour D = 1mod 4

sont appelées les formes principales de discriminant D .
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Puisque f(x,y) = az® + bwy + cy? , on a que
4a- f(z,y) = 4a*z* + dabzy + dacy®> = 4a*x® + dabxy + b?y? + (dac — b*)y?

= (2ax + by)* — Dy?

Alors si D < 0, les valeurs prises par f(z,y) seront toutes > 0 ou seront
toutes < 0 (sauf en x = 0 = y). La forme f(x,y) est alors respectivement appelée
DEFINIE POSITIVE (si a > 0) ou DEFINIE NEGATIVE (si a < 0).

Si D = 0, les valeurs prises par f(z,y) seront toutes > 0 ou seront toutes < 0.
La forme f(x,%) est alors respectivement appelée SEMIDEFINIE POSITIVE ou
SEMIDEFINIE NEGATIVE.

Et si D > 0, f(x,y) prendra des valeurs positivies et négatives et sera appelée

INDEFINIE.

Justement, parlant des valeurs prises par f(z,y), on dit que la forme binaire
quadratique f(r,y) REPRESENTE un entier n s’il existe des entiers x, o tels
que f(zo,yo) = n. Une telle représentation est dite PROPRE si pged(xg, o) = 1
et est dite IMPROPRE sinon.

Soit f(xg,yo) = m une représentation impropre avec pged(zg,yo) = g. Alors
@*n | pgcd(%’, %) =1 et f(%, y—g‘)) = g% . Donc les représentations de n par
la forme f(z,y) peuvent étre trouvées a I’aide des représentations propres de g%

pour tout entier ¢ tel que g2|n .

Il arrive que deux formes représentent exactement les mémes nombres. Par
exemple, si  f(x,y) = 2> +y* et g(z,y) = 2* + 22y + 2y* , alors un petit
changement de variables nous donne g¢(x,y) = f(x +y,y) ou encore f(z,y) =
g(x—y,y) . Ce changement de variable veut dire que les formes f et g représentent

icl exactement le méme ensemble d’entiers.

On cherche donc & établir des critéres qui nous permettent de déterminer

lorsque deux formes sont équivalentes.
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Définition 8.1.3. Soit (x,y) un point. Lorsque x,y € 7Z, le point (x,y) est appelé
un POINT DE RESEAU.

Déterminons maintenant quels changements de variables linéaires transforment

I’ensemble des points de réseau en lui-méme de fagon bijective.

R ) mir Mi2 . . . .
Théoréme 8.1.1. Soit M = une matrice 2x2 & entrées réelles.
Ma1 M2
Posons
Yom |t (8.1.1)
v Yy

Alors les deux énoncés suivants sont équivalents :
i) la transformation linéaire (8.1.1) définit une permutation de points de réseau
(un ensemble de points de réseau est envoyé sur lui-méme de fagon bijective)

i) la matrice M est a coefficients entiers et dét(M) = +1.

Remarque 8.1.1. C’est analogue au théoreme d’algebre lincaire qui affirme que

(8.1.1) définit une permutation de R? si et seulement si dét(M ) # 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME.
(i) = (i) :
Si M est a coefficients entiers et que (z,y) est un point de réseau (c’est-a-dire

x,y € Z), alors (u,v) est aussi un point de réseau. Puisque dét(M) = £1 # 0, la

ma2 —mi2
matrice inverse M ' existe et en fait M1 = | 2 A1, ot A i=det(M) =
—ma1 mi1
A A

+1. Bref M~! sera aussi a coefficients entiers. On a ainsi I'application inverse
x u . . . .
= M. qui indique que lorsque (u,v) est un point de réseau, alors
Y v

(x,y) sera aussi un point de réseau.

.. C . T u
L’application est injective. Supposons en effet que M - = et que

Y1 v
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) u T To T 1 u To
M - = avec # . Alors =M = , une
Y2 v Y1 Y2 Y1 v Y2
contradiction.

L’application est surjective. En effet, soit (u,v) un point de réseau. Alors

M-t = et donc il existe un point de réseau (z, y) tel que = M-

v Y v Yy
L’application est ainsi bijective. (Et on peut montrer de fagon tout a fait similaire

que l'application inverse est également bijective.)

(i) = (ii) :

Supposons maintenant que la transformation linéaire (8.1.1) définisse une per-
mutation de points de réseau. Considérons le point de réseau (z,y) = (1,0).
L’équation (8.1.1) donne u = my; et v =mg; , ol (u,v) est un point de réseau.
Ce qui donne mqy,mg; € Z . En considérant le point de réseau (z,y) = (0, 1),
I'équation (8.1.1) donne u = mi2 et v = may, ot (u,v) est un point de réseau.
Ce qui donne myo, Mmooy € Z . Bref, on a montré que la matrice M sera a coeffi-
cients entiers.

II reste a montrer que dét(M) = +1. Prenons le point de réseau (u,v) = (1,0).

Puisque (i) implique que (8.1.1) est surjective, alors il existe un point de réseau

1 myir M2 T R .
(z1,91) tel que = . . De méme, pour (u,v) = (0,1), il
0 ma1 Mg hn
. . , mir Mi2 T2
existe un point de réseau (z,y2) tel que = .
1 Mo1  Mao2 Y2

On peut exprimer ces deux équations précédentes sous la seule équation matri-

. . 10 mi1 Mi2 r1 X9 . .
cielle suivante : = : . Un peu d’algebre linéaire
0 1 Ma1 Mg Y1 Y2
10 1 T X
nous donne 1 = dét = dét(M) - dét . Et puisque
01 Y1 Y2

r1 Io
mi1, M2, M1, M22, L1, Y1, T2, Y2 € Z ) alors 1= det<M) - deét )

Y1 Y2
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X X
ot det(M)eZ etou dét| |1 || €Z. Bref, dét(M)]|1.

Y1 Y2
Sodét(M) = +1 O

On restreint maintenant notre attention sur les matrices ou dét(M) = £1.

Soient M et N deux matrices 2x2 & coefficients entiers et de déterminant 1.
Alors M - N est une matrice 2x2 a coefficients entiers et dét(M - N) = dét(M)-

dét(N) =1-1 = 1, d’ou la propriété de fermeture. L’associativité est généralement

vraie chez les matrices de méme que ’existence de la matrice identité qui
0 1

est & coefficients entiers et de déterminant 1. La matrice inverse M ! existe quant

m22 —mi2

a elle et det(M—1) = 1, puisque M1 = | 9@ A&} - Ajngi 'ensemble des
—m21 mii

deo(M)  dés(M)
matrices 2x2 a entrées entiéres et de déterminant 1 forme un groupe.

Définition 8.1.4. Le groupe des matrices 2x2 a coordonnées entiéres et de dé-
terminant 1 est noté¢ SL(2,7) et est appelé le GROUPE SPECIAL LINAIRE
DE DEGRE 2 SUR 7.

Nous sommes maintenant préts a définir lorsque deux formes binaires qua-
dratiques seront dites équivalentes et nous montrerons un peu plus loin que cela

implique que deux formes équivalentes représentent le méme ensemble d’entiers.

8.2. EQUIVALENCE ENTRE FORMES BINAIRES QUADRATIQUES

Définition 8.2.1. Les formes binaires quadratiques f(x,y) = az* + bxy + cy?
et g(z,y) = Ax? + Bay + Cy? sont dites EQUIVALENTES, et on écrit f ~ g,
mip iz

s’il existe une matrice M = € SL(2,Z) (c’est-a-dire a coordonnées
M2y Ma22

enticres et de déterminant 1) telle que g(x,y) = f(my1x + migy, mar1x + maogy).

On dit alors que M amene f sur g.
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On doit maintenant démontrer que la notion d’équivalence qu’on vient de
définir est une relation d’équivalence, c¢’est-a-dire que c’est une relation réflexive,

symétrique et transitive.

Mais avant cela, introduisons une notation matricielle a cette derniére définition.

Ca permettra de raccourcir grandement les prochaines preuves en évitant les longs

développements de variables.

Nous voulons une notation matricielle qui permettra d’exprimer 1’égalité

Ax? + Bry + Cy? = g(z,y) = f(myx + mysy, Mo1x + magy)

= a(muz + myy)? + b(mux + misy) (morx + magy) + c(marz + mapy)?

= (am?, + bmyyma; + cm3; )z + (2amyymas + bmyymas + bmyamay + 2cmaimas )Ty
+ (@m?y + bmiamay + cm3,)y?

c’est-a-dire qui permettra d’exprimer que

A = am?, + bmiyma; + cm3,
B = 2amy1mag + bmiimag 4+ bmiamar + 2cmaimas (8.2.1)

C = am?y + bmigmay + cmi,

a & A B x
Posons F = 2l G = 2 et X =
5 c 5 C y
mi M2y a % mir M2
Alors M'FM = 2
My M2 % C Mo1 M2

b b
mip Moy | |amMip + 5Ma1  aMi2 + 5Ma22

b b
M1z Mag 3Mi11 + CMa1  5Mg2 + CMgg

2amiimiz+bmiimeos+bmiameor +2cmeoi Mmoo

2 2
amyiy, + bmyyma; + cms,

2amiimiz+bmiimos+bmioamor+2cmarm 2 2
11M12 11 222 12M21 21M22 am12+bm12m22+cm22

= G par (8.2.1)

Q

el
Sl
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b
a 2| |z
Par ailleurs, on remarque aussi que X!FX = [;1; y] 2
5oc] |y
) x
= |az + % %”—l—cy] = [a:ﬁ—i—bxy—l—cyﬂ = [f(a:’,y)}
Y

De méme, X!GX = [g(m,y)}

Ainsi, on peut dire que deux formes binaires quadratiques f et g sont équiva-

lentes si et seulement s’il existe une matrice M € SL(2,Z) telleque M'FM = G.

Maintenant que la notation matricielle est établie, il sera plus aisé de prouver

le théoréme suivant :

Théoréme 8.2.1. Soient f, g et h des formes binaires quadratiques. Alors
1)f~g

2)Si f~g,alors g~ f

3)Si f~getgn~h,alors f ~h

10
DEMONSTRATION. 1) La matrice identité [ = € SL(2,Z) et elle est

telle que I'FI = F, dou f ~ f.

2) Si f ~ g, alors il existe une matrice M € SL(2,7Z) telle que M'FM =G .
Pour montrer que g ~ f, on devra montrer qu’il existe une matrice N € SL(2, Z)

telle que N'GN = F. Prenons pour ce faire la matrice inverse de M. On

Maog  —Mi2

a M™! = SL(2,Z) . De plus, (M Y)W'M'FMM™' =

—Mmo1 M

(MY)'GMT = (M)GM'=I'FI=F . Ainsig~ f.

3) Si f ~ g, alors il existe une matrice M € SL(2,Z) telle que M'FM =G .
Et si g ~ h, alors il existe une matrice N € SL(2,Z) telle que N'GN = H .
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= H = N/(M'FM)N = (MN)'F(MN) ot la matrice (M - N) € SL(2,Z)
puisque SL(2,Z) est un groupe. S f~h. O

Nous prouvons maintenant que deux formes équivalentes représentent les mémes

entiers.

Théoréme 8.2.2. Soient [ et g deux formes binaires quadratiques équivalentes,
et soit n € 7Z. Alors les représentations de n par f sont en bijection avec les
représentations de n par g. Les représentations propres de m par f sont aussi
en bijection avec les représentations propres de n par g. Enfin, les discriminants

respectifs de f et g seront égauz.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, f ~ ¢ = ilexiste une matrice M € SL(2,Z)
telle que g(z,y) = f(muz + Moy, max + magy) .
Soit m € Z et soit g(xi,y1) une représentation de n par g. Alors n =
g(x1,y1) = f(mopxy +magyr, ma1z1 +maoyr) = f(uy,v1) pour un seul et unique
point de réseau (u,v;), selon le théoréeme (8.1.1).
De méme, on prouve la réciproque en utilisant la matrice M~! € SL(2,Z) . Ce

qui prouve la premiére affirmation du théoréme.

Pour prouver la seconde affirmation, il reste & montrer qu'une représenta-
tion propre de n par f correspond & une représentation propre de m par g,
et vice versa. Ainsi soit ¢(x,y) une représentation et soit f(u,v) la repré-
sentation correspondante. Si r = pged(z,y) et s =pged(u,v), alors g(%,%)

X

sera une représentation propre. Comme % . est un point de réseau, alors
Y
1| * 1 xr 1| ) ) .
M- - = | M- = - est aussi un point de réseau par
Y Y v

le théoréme (8.1.1), c’est-a-dire que r|u et r|v, d’ou r|s. Réciproquement, on

S 9 A u v 3 A 3
prouve que s|r et donc r=s.D’ou f (;, ;) est aussl une représentation propre
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puisque pged(¥,2) = pged(%,%) = 1.

Pour démontrer la troisiéme affirmation, soit d = b?> — 4ac et D = B? —
4AC les discriminants respectifs de f et g. Alors —£ = dét(G) = det(M'FM)
= dét(M?) - det(F) - dét(M) =1 - dét(F) - 1 = —4
sd=D. O

On a montré précédemment que la relation ~ était une relation d’équiva-
lence. On peut donc partitionner I’ensemble des formes binaires quadratiques en

classes d’équivalence.

Définition 8.2.2. Soit D € 7Z, ou D n’est pas un carré parfait. Le nombre de
classes d’équivalence parmi les formes binaires quadratiques de discriminant D est
appelé le NOMBRE DE CLASSES de D, et est noté h(D) . (Lorsque le contexte
l’exigera, nous ['appellerons le nombre de classes de formes de D, pour ne pas le

confondre avec un autre nombre de classes que l’on définira subséquemment.)

A prime abord, il n’est toutefois pas aisé de déterminer si deux formes sont
équivalentes, car on doit statuer sur l'existence ou non d’une matrice M. Il est
donc encore moins aisé de déterminer le nombre de classes de D, puisque parmi
toutes les formes binaires quadratiques possibles de discriminant D, on doit les
classer en classes d’équivalence avant de compter le nombre de classes. Ca prend
donc un autre outil pour nous aider a déterminer le nombre de classes. On uti-
lisera donc les formes réduites, puisqu’a partir de n’importe quelle forme binaire

quadratique, on peut trouver une forme réduite qui lui est équivalente.

8.3. REDUCTION D’'UNE FORME BINAIRE QUADRATIQUE

Nous étudierons dans un premier temps la réduction pour les formes binaires
quadratiques de discriminant D < 0 et dans un deuxiéme temps pour les formes

binaires quadratiques de discriminant D > 0.
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8.3.1. Réduction des formes binaires quadratiques de

discriminant D < 0

Définition 8.3.1. Soit f(x,y) = ax’+bry+cy? wune forme binaire quadratique
de discriminant D <0, ou D € Z n’est pas un carré parfait. On dit que f est
REDUITE si  —la|<b<|a| <l|c] ousi 0<b<lal=|c .

Il existe un algorithme qui permet d’obtenir une forme réduite a partir d’une
quelconque forme binaire quadratique de discriminant n’étant pas un carré par-
fait, en demeurant dans la méme classe d’équivalence. Cet algorithme est com-
posé de deux transformations qui sont répétées jusqu’a 'obtention d’une forme
réduite. Avant de décrire ces deux transformations, mentionnons que le discrimi-
nant D = b? —4ac de la forme f, n’étant pas un carré parfait, indique qu’on

aura a # 0 et ¢ # 0.

La premiére transformation est appliquée lorsque |a| > |¢| ou lorsqu’on a

0 1
la| = |c| et —]a] < b < 0. On utilise dans ce cas la matrice M = €

-1 0
SL(2,Z) et onaalors  f(x,y) ~ g(z,y) = f(y,—x) = ay? + by(—x) + c(—x)* =
cx® — bay + ay? .
On a donc interchangé a et ¢ tout en prenant —b au lieu de b. Si on avait
la| = |¢| avec —|a| < b < 0, on a maintenant 0 < b < |a| = |¢|, ce qui donne ici
une forme réduite. Et si on avait |a| > |¢|, on a maintenant |a| < |c|; il reste ici

a vérifier la valeur de b pour vérifier si la forme est réduite ou non.

La seconde transformation est appliquée lorsque b n’est pas compris dans I'in-

tervalle |—|al,|al ], c’est-a-dire lorsque b < —|a| ou lorsque b > |a| . On utilise

1 m
alors la matrice M = € SL(2,Z) et on obtient f(x,y) ~ g(z,y) =
0 1

flx+my,y) = a(z+my)?+b(z+my)y+cy? = ax®+(2am+b)xy+(am?+bm+c)y?.
On doit choisir m comme étant I'unique entier tel que —|a| < b+2am < |a| . La

forme ainsi obtenue n’est toutefois pas nécessairement réduite puisqu’il se peut



78

que |am?+bm +c| <|al .

Si |am®*+bm +c| = |a| et —la| < b+ 2am < 0, alors la forme devien-
dra réduite aprés une application de la premiére transformation. Et sinon, si
lam?+bm +c| < |a| , alors on recommence la séquence des deux transformations,

au besoin.

On doit alors forcément aboutir & une forme réduite en un nombre fini d’étapes,
puisque quand on répéte ces deux transformations, soit on obtient une forme ré-
duite ou soit le coefficient de 2% est strictement décroissant (a4 chaque application

de la premiére transformation).

Théoréme 8.3.1. Soit D € Z, D <0 n’étant pas un carré parfait. Toutes les
classes d’équivalence parmi les formes binaires quadratiques de discriminant D

contiennent au moins une forme réduite.

DEMONSTRATION. Toute classe d’équivalence contient au moins une forme et
toute forme peut étre réduite tout en préservant I’équivalence, comme on vient

de le démontrer. O

Il est démontré dans le théoréme précédent que toute classe d’équivalence
parmi les formes binaires quadratiques de discriminant D < 0 contient au moins
une forme réduite. Nous nous emploierons maintenant a montrer que c’est en
fait exactement une forme réduite, c’est-a-dire qu’il y a une et une seule forme
réduite dans chaque classe d’équivalence pour D < 0. Bref, nous avons démontré

l'existence et nous montrerons 'unicité.

Lemme 8.3.1. Soit f(z,y) = ar®+bry+cy® une forme réduite définie positive.
Si pour certains x,y € Z mnous avons pgcd(x,y) = 1 et f(x,y) < ¢, alors

f(z,y) = a ou ¢ etle point (z,y) est un des six suivants : £(1,0), +(0,1),
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+(1,—1).  De plus, le nombre de représentations propres de a par f
2 sta<c
est 4 si0<b<a=c

6 sta=b=c

DEMONSTRATION. Supposons que pged(z,y) = 1.

Si y =0, alors z = +£1 (pour avoir pged(z,y) = 1) et on remarque que

f(£1,0) = a, d’ou une partie du premier résultat.

Si y==£1 et |z| > 2, alors

|2ax + by| > |2ax| — |by| par I'inégalité du triangle

> 2a-2—1b| > 4a—|a| = 3a

> puisque f réduite = [b] < |a|
et f définie positive = a > 0

Dou  4af(x,y) = (2azx +by)?> — Dy*> > 9a*> — Dy* = 94> — D

9a? — (b* — 4ac) > a®+4ac—1b* (puisque a #0)

> dac  (puisque |b] < la| = b* < a?)
= flz,y) >c

Si |y| > 2, alors

daf(x,y) = (2ax +by)> — Dy* > —Dy* > —4D = —4(b* — 4ac)
> 8ac —4b* (en effet ac >0 puisque 0 > D = b* — 4ac)
> 4a® +4dac — 40*  (car f réduite = |a| < |c|)
> 4ac (car f réduite = |b] <|al)

= f(z,y)>c

Il reste les possibilités suivantes pour (x,y) : £(1,0), =(0,1), £(1,—1), (1, 1).
Or f(L,1) =a+b+c>c
puisque f réduite définie positive =

(a+b>0 ou (b>0eta>0)).
Quant & £(1,—1), on a

f(£1,Fl) = a—-b+c <c & a<b or f réduiteetonaici a>b
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f(£1,Fl) =a—b+c<c¢c & a=0b et dans ce cas f(+1,F1)=c¢
Aussi f(0,£1) =c.

Pour la seconde affirmation du lemme, on constate que si a < c, alors
f(£1,0) sont les deux seules représentations propres de a par f.
Si 0<b<a=c, alorsonauraaussi f(0,£l)=c=a .

Etsi a=b=c , onrajoutera f(£l,Fl)=c=a . O

Théoréme 8.3.2. Soient  f(x,y) = az® + bxy + cy®> et g(x,y) = Ax® +
Bxy + Cy?  deux formes binaires quadratiques réduites et définies positives.

Si f~g,alors f=g.

DEMONSTRATION. Supposons que f ~ g .

Par le lemme précédent, a est le plus petit nombre positif représenté proprement
par f et c’est A dansle casde g.Par le théoréme (8.2.2), a est aussi représenté
proprement par g, d’ou a > A, et A est également représenté proprement par

f,dou A>a.Bref, a=A.

12 Considérons le cas a < ¢

Par le lemme précédent, il y a exactement deux représentations propres de a par
f et par le théoréme (8.2.2), il y a aussi deux représentations propres de a par
g, ce qui nous indique que a = A < C' par le lemme précédent. Toujours par
le lemme précédent, puisqu’'on a a < ¢ et A < C', ¢ est le plus petit entier
strictement supérieur & a qui est représenté proprement par f et C' est le plus
petit entier strictement supérieur & A qui est représenté proprement par ¢ . Par
le théoréme (8.2.2), ¢ est aussi représenté proprement par g, d'ot ¢ > C', et

C' est aussi représenté proprement par f, dou C > c¢. Bref, c=C".

Pour montrer que b = B, on considére les matrices M € SL(2,Z) pouvant
amener f sur g.

Puisque dét(M) = myymey — moymis = 1 , alors pged(mqy,me;) =1 . Ainsi



81

I'équation (8.2.1) indique que f(mi1,m91) = A = a est une représentation
propre de a, d’oil en fait les deux seules représentations propres de a sont
(mq1,ma1) = (£1,0) .

De fagon similaire, pged(maa, mi2) =1 et 'équation (8.2.1) indique que
f(mia,mgs) = C' = ¢ est une représentation propre de ¢, d’ott  (mqg,mag) =
(0,£1) ou £(1,-1) .

Ainsi, puisque dét(M) =1, les candidats possibles pour M sont +I et

1 -1 1 -1
+ . Or,si M=+ , alors I’équation (8.2.1) donne B =
0 1 0 1

—2a +b. Mais f et g étant toutes deux réduites et définies positives, on a
—a<b<aget —a=—-A<B<A=ag = —a<-2a+b<a = a<b
—+«— une contradiction.

Alors M =4I et 'équation (8.2.1) donne B =b.
S f=g

2° Considérons le cas a = ¢

Par le lemme précédent, il y a 4 ou 6 représentations propres de a par f . Parle
théoréeme (8.2.2), il y a aussi quatre ou six représentations propres de a par ¢,
ce qui nous indique que c=a=A =C par le lemme précédent.

Le théoréme (8.2.2) nous indique également que les discriminants de f et g sont
égaux, d'ott :  b? —4dac = B? —4AC = B? —4ac = b* = B? et puisque
par la définition (8.3.1) ona 0<b<a et 0<B<A , alors b=1B.

S f=g O

Ainsi on obtient ce qui suit :

Théoréme 8.3.3. - Si D < 0, toutes les classes d’équivalence parmi les formes
binaires quadratiques de discriminant D contiennent en fait exactement une
forme réduite. La forme réduite est unique dans chaque classe d’équivalence.

- Ainsi, pour D < 0, le nombre de formes réduites distinctes de discriminant D

est égal a h(D), le nombre de classes d’équivalence de formes de discriminant

D.
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Théoréme 8.3.4. Soit f(z,y) = ar®+bry+cy®> une forme binaire quadratique
réduite de discriminant D < 0, ot D n’est pas un carré parfait. Si f est définie
positive, alors 0 < a < —%

D est fini. Ainsi h(D) est fini pour D <0 .

. Le nombre de formes réduites de discriminant

DEMONSTRATION. Si f est définie positive, alors a >0 et D < 0.
= ¢> 0 puisque D = b*>— 4ac .
= D =0 —4dac < a’>—4dac = a*—4-]a|] || < a®*—4-|a|-|a] = —3a?

= o < =L = a< —% puisque a > 0

Ainsi, pour D < 0 fixé, a est borné et f étant réduite, b est bornée par a .
Pour D fixé, a et b ne peuvent donc prendre qu’'un nombre fini de valeurs. Et
puisque D = b> — 4ac, il existe au plus une valeur entiére de ¢ qui corresponde

a un triplet (D,a,b) .

.. Le nombre de formes réduites de discriminant D < 0 est fini. Et A(D)

étant égal & ce nombre, il est fini lui aussi. U

8.3.2. Réduction des formes binaires quadratiques de

discriminant D >0

Dans le cas des formes binaires quadratiques indéfinies, les différents ouvrages
ne donnent pas tous la méme définition. Celui de Niven & Zuckerman donne la
méme définition pour D > 0 que pour D < 0, ce qui simplifie peut-étre la
réduction, mais ¢a a le désavantage de pouvoir avoir plus qu’une formes réduites
qui seraient équivalentes. Par exemple, [Jo| mentionne  f(z,y) = 2% — 23y* et
g(z,y) = 22% + 22y — 11y*  qui sont toutes deux réduites selon la définition de
Niven, car —|1| <0 < |1| <|—=23] pour f et —|2| <2< [2] <|— 11|

29
15

pour ¢, mais qui sont aussi équivalentes puisque la transformation M =
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améne g sur f.En effet,

. 2 1 2 1 29 5 =9 29 1 0
9 5 1 —11 15 23 —46 15 0 —23
Buchmann (|Bu|) et Buell (|Bue|) présentent quant a eux des définitions équi-
valentes qui différent de celle de Niven. Cette définition a I'avantage de pouvoir
imposer des conditions pour n’avoir qu'une seule forme réduite (en fait un seul

cycle de formes réduites) par classe d’équivalence. C’est une telle définition que

nous utiliserons.

Définition 8.3.2. Soit f(x,y) = ax’+bwy+cy? wune forme binaire quadratique
de discriminant D >0, ou D € Z n’est pas un carré parfait. On dit que f est
0<b< VD

VD—b < 2-]a] < VD+b

REDUITE si

Proposition 8.3.1. Soit f(z,y) = ax® + bxy + cy®> une forme binaire quadra-
tique réduite de discriminant D >0, ou D € 7 .
Alors VD —b < 2-|¢] < VD+b .

DEMONSTRATION.

D=V —4ac = 0=0-0< (VD=b(/D+b) = —dac = (2a]) (2|c|)
(VD —b)

2)c| = W(\/D—i—b) < VD+b  car f réduite
vD
2lc| = (\/D—b)# > VD —b  car f réduite O
a

Théoréme 8.3.5. Le nombre de formes binaires quadratiques réduites, pour un

discriminant D > 0 donné, est fini.
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DEMONSTRATION. Puisque f est réduite (= 0 < b < VD) et que D est
fixé, alors b ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Ensuite, les inégalités
VD—b < 2-lal < VD+b et VD—b< 2-|¢f] < VD+b entrainent que a

et ¢ aussi ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs, d’ou le résultat. [

Nous donnerons maintenant un algorithme de réduction pour les formes indé-
finies. Ainsi, ¢a prouvera que toutes les classes d’équivalence parmi les formes bi-
naires quadratiques de discriminant D > 0 (D pas un carré parfait) contiennent

au moins une forme réduite.

Théoréme 8.3.6. Soit f(x,y) = ax®>+bry-+cy®> une forme binaire quadratique
idéfinie, de discriminant D > 0, D n’étant pas un carré parfait. Alors on
peut trouver une forme réduite g(x,y) , équivalente a f(x,y) , qui soit de méme

discriminant que f .

DEMONSTRATION. Nous donnerons un algorithme de réduction pour f, si f
n’est pas déja réduite.
Puisque D = b?> —4ac n’est pas un carré parfait, alors a #0 et ¢#0 .
Il est évident que /D — 2|¢c| < v/D et on peut trouver un unique 6 € Z tel
que VD —2|c] < =b+2c5 < VD
La forme f(z,y) = ax® + bxy + cy® est équivalente a la forme cx? + (—b +
0 —1
J )

Puisque a et ¢ sont # 0, alors ¢ le coefficient de z? dans la nouvelle forme

2¢6)zy + (a — bd + c?)y?  par la matrice M =

est non nul, de méme que a — bd + c6? le coefficient de 3?. En effet, a —

2
bt o — 0 o 5:bi\/b 4ac:bi\/ﬁ

2c 2c
b++vD
2c

Or, 0 a été choisi comme

étant € Z mais ¢ 7 puisque D n’est pas un carré parfait. Bref

a—b6+ 240 .

Si |a—bd + cd?| < |c| , on répéte le processus de trouver une nouvelle forme
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-1
équivalente a l'aide de la matrice M; = . Le processus comporte un
1 9

nombre fini d’étapes, car le coefficient de 2? en valeur absolue rapetisse tout le
temps a chaque itération du processus. A la fin, on se retrouve avec une forme
g(z,y) = Ax®> + Bry + Cy? | équivalente a f, telle que |A| < |C| et telle que
VD —2|A| < B < /D puisque chacun des § ou §; a été choisi de facon a
ceque VD —2|c] < —b+2c5 < VD .

= 0<VD-B <24 et 20| = 44c) _ 1D — B

2|A] 2|4]
- |\/5+B|.‘\/Z_A—|B‘ _ |\/5+B|_(\/5—B)

= |VD+B| > 2|C| > 2|Al > VD-B i
= |\/5+B|>\/5—B>O siB=0 = vD>+vD —« impossible
siB<0 = vVD-B=+D+|B|>|vVD+B| —+« impossible
Ainsi B>0. Et 2/A| < |VD+B| = VD+B
0<B<+vVD e +D-DB<?2A <VD+B , cest-a-dire g(x,y) est
réduite. O

< VD + B

Théoréme 8.3.7. Soit D € N, D n’étant pas un carré parfait. Alors h(D) est
fini.

DEMONSTRATION. Il y a au moins une forme réduite dans chaque classe d’équi-
valence. Ainsi h(D) est majoré par le nombre de formes binaires quadratiques

réduites de discriminant D , lequel est fini. O

Nous avons mentionné au début de la présente sous-section que 'avantage de
la définition de forme réduite que nous utilisons est de n’avoir qu’un seul cycle
de formes réduites par classe d’équivalence, ce qui est bien puisque le nombre de
cycles de formes réduites sera égal au nombre de classes. Elaborons quelque peu

sur ce sujet.
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Définition 8.3.3. On définit deuz formes réduites — ax*+bry+a'y?> et adx*+
Vay +a"y?>  comme étant ADJACENTES si b+ b =0 mod 2da’ .

Notation : Une forme binaire quadratique ax? + bxy + cy? peut étre notée
(a,b,c) par soucis de concision lorsque le contexte ne peut pas engendrer d’am-

biguité.

Lemme 8.3.2. Soit (a,b,c) wune forme binaire quadratique réduite et (c,e, f)
une autre forme binaire quadratique réduite de méme discriminant D qui lui est
adjacente. Cette forme (c,e, f) est unique, c’est-a-dire que les valeurs e et f

sont uniques.

DEMONSTRATION. La forme (c,e, f) étant réduite (voir définition 8.3.2), nous
aurons 0 < e < /D , choisissons e de facon a ce qu’il soit minimal. Supposons
que (c,eq, f1) soit elle aussi adjacente & (a, b, ¢) . Par le choix de e, nous aurons
ep >e.Nousavons e+b = eg+b = Omod2¢c = e = —-b+2cn et
er > e+ 2| .
Or, (c,e, f) réduite = VD —e<2-|cf] = VD—e <VD—(e+2|c])<0
et si (c,eq, fi) était réduite, on aurait /D —e; >0 —« une contradiction.
Il ne peut pas y avoir de forme (c,e;, f1) adjacente a (a,b,c) et différente de
(c,e, f), puisqu'une fois e choisi de fagon unique, la relation D = e? — 4dcf

implique un unique choix pour f. U

Proposition 8.3.2. L’ensemble des formes binaires quadratiques réduites, pour
un discriminant D > 0 donné, peut étre partitionné en cycles de formes adja-

centes.

DEMONSTRATION. L’ensemble des formes binaires quadratiques réduites, pour
un discriminant D > 0 donné, est fini, tel que prouvé au théoréme (8.3.5). Ca

implique que la liste des formes adjacentes successives (a,b,d’), (a',0,a"),
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(a”,b",a"), ... est finie et doit donc aboutir & une certaine forme (a9, b1 q)
avant de retourner a la forme originale (a,b,a’). Si on ne revient pas a la forme
initiale, la finitude de I’ensemble serait contredite.

Ceci donne un premier cycle de formes adjacentes.

Si ce cycle représente la totalité des formes binaires quadratiques réduites de dis-
criminant D > 0, alors le processus est terminé. Sinon on choisit une forme qui
n’a pas encore été utilisée dans un cycle et on trouve son cycle. On répéte ce

processus jusqu’a ce que ’ensemble des formes binaires quadratiques réduites de

discriminant D > 0 soit partitionné en cycles de formes adjacentes. 0

Proposition 8.3.3. Soient deux formes binaires quadratiques réduites. Si elles

sont dans le méme cycle, alors elles sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Soient les deux formes adjacentes f = (a,b,a’) et

0 —1
g = (d',b',a") . Elles sont équivalentes puisque la transformation M = beb
o+b"
1 2a’
améne f sur g. En effet,
0 1 a % 0 -1 b adl |0 -1
M'FM = : 2. — 2 :
. b+b’ b b+b’ B bb+b) v b+b’
-1 57 2 @ T at+ =g 3 L 52
/ =b b+ / v / v
_ | 5 T 5 _|@ 5 _ | 3
b o =b(b4b) | Y (b4D) 14 b2 b2 v daad’—b%+b?
2 @ 7P v 2 Ot i 2 1d
/ b 1Y
¥ —D+b'? v
2 4a’ 2

Puisque toutes formes adjacentes sont équivalentes, alors par transitivité de la

relation d’équivalence, toutes les formes d’'un méme cycles sont équivalentes. [

La réciproque de la proposition précédente est plus longue et compliquée. Elle
peut étre trouvée dans [Bue| . La proposition et sa réciproque forment ensemble

le théoréme suivant :
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Théoréme 8.3.8. Soient deux formes binaires quadratiques réduites. FElles sont
dans le méme cycle si et seulement si elles sont équivalentes.
Corollaire 8.3.1. Soit D € N, D n’étant pas un carré parfait. Le nombre de

cycles de formes réduites est égal au nombre de classes.

Fin de la sous-section 8.3.2

Remarque 8.3.1.

- Pour D < 0, on sait maintenant qu’il n’y a que neuf discriminants pour lesquels
h(d)=1. Ce sont D € {-3,—4,—-7,-8,—11,—19,—43, —67,—163} .

- Pour D > 0, Gauss a conjecturé qu’il y aurait une infinité de D € N, D

étant un discriminant fondamental, pour lesquels h(D) =1 .

Remarque 8.3.2. Comme nous le mentionnions dans l’introduction de ce cha-
pitre, un nombre de classes égal a 1 implique la factorisation unique en premiers
dans un anneau d’entiers quadratiques 6 . En fait, le nombre de classes est égal
a1 si et seulement si 0 est un domaine d’idéauzx principauz (PID). Et tout do-
maine d’idéauz principauz (PID) est un domaine de factorisation unique (UFD).
Le nombre de classes indique a quel point les idéaux de 6 sont pres d’étre prin-
cipauz. La conjecture de Gauss tout juste citée est donc équivalente au fait de
dire qu’il y aurait une infinité de corps quadratiques réels ayant la factorisation

unique.

Remarque 8.3.3. Gauss a prouvé que si D n’est pas un carré parfait, alors
il existe des formules de composition reliant les différentes classes d’équivalence
de formes binaires quadratiques primitives (voir définition 8.5.3) de discriminant
D . Ces formules de composition entrainent lesdites classes d’équivalence a former
un groupe abélien. Il fut découvert par la suite que cela correspondait a la structure

de classes d’idéauzr dans un corps quadratique de discriminant D . Si on avait
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permis des matrices de déterminant —1 dans la définition (8.1.4), la structure

de groupe n’aurait pas tenu.

8.4. LE NOMBRE DE CLASSES D’'IDEAUX

Nous quittons brievement dans cette section les formes binaires quadratiques
et nous revenons sur le sujet des corps quadratiques, afin de définir un autre

nombre de classes, dit le nombre de classes d’idéaux.

Soient Q(\/E) un corps quadratique et 6 l’ensemble des entiers algébriques
de Q(v/d), 6 étant un sous-anneau de Q(v/d). Un idéal I de # est un sous-
groupe additif de 6 tel que Va € I et V€ € 0, on a af € I. L’ensemble
(B) :={&- 5| € €0} estlidéal engendré par 3 €6 .

Définition 8.4.1. On dit que deux idéaux [ et J de 0 sont STRICTEMENT
EQUIVALENTS s’il existe o, 3 € 0 tels que (a)-1 = (B)-J avec N(a-3)>0.
On dira alors que I et J sont dans la méme CLASSE D’EQUIVALENCE
ETROITE D’IDEAUX et on définit H; comme étant le groupe abélien fini mo-
dulo cette relation d’équivalence. H; sera appelé le GROUPE DE CLASSES
ETROIT D’IDEAUX et sa cardinalité, notée h; (d), sera appelée le NOMBRE
DE CLASSES ETROIT D’IDEAUX.

Définition 8.4.2. On dit que deux idéaux I et J de 6 sont EQUIVALENTS
s’il existe a, B €0 tels que (o) -1=(0)-J.

On dira alors que I et J sont dans la méme CLASSE D’EQUIVALENCE
LARGE D’IDEAUX et on définit H; comme étant le groupe abélien fini mo-
dulo cette relation d’équivalence. H; sera appelé le GROUPE DE CLASSES
D’IDEAUX (ou parfois le groupe de classes large d’idéauz) et sa cardinalité, notée
hi(d) , sera appelée le NOMBRE DE CLASSES D’IDEAUX (ou parfois le nombre

de classes large d’idéauz).
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Remarque 8.4.1. - Soit Q(\/a) un corps quadratique de discriminant D . Le
nombre de classes de formes de D est égal au nombre de classes étroit d’idéaus
de d, c’est-a-dire que h(D) = hl(d) .

- Par ailleurs, il existe une relation entre hi (d) et hiy(d). On a que

hi(d) sid<0 ou si(d>0etN(g)=-1)
2-hi(d) sid>0etN(g)=1

8.5. FORMULE DU NOMBRE DE CLASSES DE DIRICHLET

Bien qu’on ait vu que le nombre de classes de formes ne peut pas étre calculé
aisément par sa définition, on a exposé une fagon de le majorer en utilisant les
formes réduites. Il serait toutefois utile d’avoir d’autres fagons de le calculer ou
d’avoir d’autres relations faisant intervenir le nombre de classes. La formule du
nombre de classes de Dirichlet met en relation le nombre de classes d’idéaux avec
les fonctions-L. Cette formule, dans sa forme la plus simple, a tout d’abord été

conjecturée par Jacobi en 1832 et a été prouvée par Dirichlet en 1839.

La formule fut trouvée par Dirichlet au moment ou il travaillait sur le pro-
bléme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Rappelons qu’on
croyait, bien avant 1’époque de Dirichlet, que toute progression arithmétique
{a,a + q,a + 2q,...} , o0 a et g sont relativement premiers, comportait une
infinité de nombres premiers. La premiére preuve fut de Dirichlet mais n’était va-
lide que lorsque ¢ était lui-méme premier. Pour le cas général ou pged(a,q) = 1
pour tout a et ¢ € N, Dirichlet eut besoin de prouver sa formule du nombre de

classes.

Le point de départ de Dirichlet, pour montrer l'infinité de nombres pre-
miers dans les progressions arithmétiques, était la preuve d’Euler de l'infinité

-1
des nombres premiers. Cette preuve de 1748 impliquait que [] (1 — %) =
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> % — 00, d’ou l'infinité des nombres premiers. Toutefois, cette preuve ne mar-
chait pas directement pour les nombres premiers dans une progression arithmé-
tique puisqu’il n’y a pas de représentation naturelle en série pour le produit

HpEa mod ¢ <1 — %) . Dirichlet voulait remédier a cette difficulté en introdui-

sant des fonctions arithmétiques appelées caractéres de Dirichlet.

Définition 8.5.1. Soit x : Z/qZ — {2z € C| |z| =1} (c’est-a-dire vers
lensemble des racines de 'unité) tel que

1) x(n+q) = x(n) VneZ

2) x(m-n)=x(m)-x(n)  Vm,neZ

3) x(n) =0 si et seulement si pged(n,q) > 1.
Alors x est appelé un CARACTERE DE DIRICHLET.

Iy a ¢(q) tels caractéres modulo g, et ils satisfont la relation d’orthogonalité
suivante :

1 sin =amod ¢q

%q) 3 x(@)-xn) =

0 sinon

Avec I'aide desdits caractéres, Dirichlet définit ensuite les fonctions-L comme

suit :

L(z,x) =[] (1 - @) B pour Re(s) > 1.

S
» p
Il pouvait ainsi produire quelque chose d’analogue au produit d’Euler en fai-
sant tendre s vers 1 et en ayant une fonction qui pourrait prendre la valeur 1
lorsque p =a mod g et 0 sinon.

o x(n)
n=1 ns bl

Similairement & la preuve d’Euler, on peut obtenir que L(s,x) =)

x(n) étant une fonction multiplicative.

Avant de pouvoir présenter la formule du nombre de classes de Dirichlet, nous

devons aborder certaines notions et précisions sur les caractéres de Dirichlet.
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1 lorsque pged(n, q) = 1
Définition 8.5.2. Soit xo(n) =

0 lorsque pged(n, q) > 1
Alors xo est appelé le CARACTERE PRINCIPAL modulo q.

Définition 8.5.3. Soit x # xo un caractere modulo q différent du caracteére
principal. 1l est possible que pour les valeurs de n telles que pged(n,q) = 1,
la période de x soit plus petite que q. Dans ce cas, on dit que x est NON
PRIMITIF. Sinon x est dit PRIMITIF.

D’un point de vue algébrique, un caractere de Dirichlet est dit PRIMITIF si et

seulement si son noyau se réduit a l’élément neutre.

Nous sommes maintenant en mesure de comprendre la formule du nombre de

classes de Dirichlet.

Théoréme 8.5.1 (FORMULE DU NOMBRE DE CLASSES DE DIRICHLET).
{sans preuve}
wONIDL P ) siD <0
hi(d) =
vD_ . [(1,y) siD >0

2-logeq

ou x est un caractére primitif réel modulo |D|

Par w(D) nous entendons le nombre d’unités dans le corps quadratique
Q(v/d) de discriminant D . Ici D correspond a ce qu'on appelle le discriminant
du corps quadratique Q(\/E) Les corps de nombre algébrique ont effectivement

un invariant qui s’appelle le discriminant.

Définition 8.5.4. Soit d € Z un entier libre de carré.

d st d=1mod4
Alors le DISCRIMINANT de Q(v/d) est D =

4d  sid =2 ou 3 mod 4
Le discriminant D d’un corps quadratique @(\/E) est toujours dit FONDA-
MENTAL si d est libre de carré.
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On peut aussi dire que le discriminant D d’une forme binaire quadratique
est dit fondamental lorsque D € Z est un entier libre de carré impair qui est

=1mod4 ouquiest =8 oul2mod16.

Pour revenir & w(D) , nous avons déja établi au théoréme (4.0.6) que

4 sid= —1, c’est-a-dire si D = —4
w(D) =16 sid= —3, c’est-a-dire si D = —3

2 sid=—2ousid< —4, cest-a-dire si D < —4

Quant a lui, log(eq) représente le régulateur du corps quadratique Q(v/d)

de discriminant D .

Il est mentionné dans la formule du nombre de classes de Dirichlet que x(n)
est un caractere primitif réel. Un caractére donne des valeurs dans {z € C| |z| =

1} . Un caractére réel pourra donc valoir seulement =+1. En fait, un caractére
D

primitif réel se doit d’étre le symbole de Kronecker y(n) = (5) , qui sera un

caractére primitif réel modulo |D|. Pour définir le symbole de Kronecker, nous

devrons toutefois parler d’abord des symboles de Legendre et de Jacobi.

Définition 8.5.5. Soient a,m € Z tels que pgcd(a,m) = 1.

Si la congruence x> = amod m posséde une solution, alors a est appelé un

RESIDU QUADRATIQUE MODULO m.

Si la congruence x* = a mod m n’a pas de solution, alors a est appelé un NON-

RESIDU QUADRATIQUE MODULO m.
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Définition 8.5.6. Soit p € N un nombre premier impair. Le SYMBOLE DE
LEGENDRE ( ) est défini comme suit :

a
p

1 si a est un résidu quadratique modulo p
a
(1_0) =4 -1 st a est un non-résidu quadratique modulo p
0 si pla

Définition 8.5.7. Soit Q € N un entier positif impair tel que Q = q1-q2- ... qs
ot les q; sont des nombres premiers impairs pas nécessairement distincts. Alors

le SYMBOLE DE JACOBI (g) est défini comme suit :

(2) - 11(3)

=1

P
ot les (—) du coté droit de [’égalité sont des symboles de Legendre.
45

Remarque 8.5.1 (Remarques sur les symboles de Jacobi).

- Si pged(P,Q) > 1, alors (g) =0; si pged(P,Q) =1, alors (g) =41 .
- Si (g) =1, alors P n’est pas nécessairement un résidu quadratique modulo
Q.

- Mais si (g) = —1, alors P est un non-résidu quadratique modulo () .

- En fait, P est un résidu quadratique modulo @ si et seulement si <g> =1

pour tout q qui divise @ .

Le symbole de Kronecker, introduit par Leopold Kronecker, est une générali-

sation du symbole de Jacobi a tous les entiers n € Z .

Définition 8.5.8. Soit n € Z wun entier non nul ayant la factorisation suivante :
n=u-pi'-...-pF, ot u est une unité de Z (c’est-a-dire u= %1 ) et ot les p;

sont des nombres premiers distincts.
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Soit a € Z . Alors le SYMBOLE DE KRONECKER (%) est défini comme suit :

()= (&) 11(2)

ou les (f) du coté droit de [’égalité sont des symboles de Legendre lorsque p;
est un nombre premier impair.

0 st a est pair
Pour p; =2, on définit (g) =491 st a ==+1mod 8
—1 st a=+3mod8

a
Lorsque uw=1, on a <I> =1 puisque le symbole de Kronecker est une exten-

ston du symbole de Jacobi (et que par convention, un produit vide est égal a 1).

a -1 st a<0
Lorsque w = —1, on définit <—1) =

1 st a>0
Enfin, pour que le symbole de Kronecker soit défini pour tout n € Z , on définit

<a> 1 ST a = +1
0 stnon

C’est ce qui complete cette définition du symbole de Kronecker.

Alinsi, nous avons précédemment énoncé la formule du nombre de classes de
Dirichlet en mentionnant que x devait étre un caractére primitif réel, c’est-a-dire
qu’il se doit d’étre le symbole de Kronecker y(n) = (%) . Nous pouvons alors

reciter la formule du nombre de classes de Dirichlet comme suit :

Théoréme 8.5.2 (FORMULE DU NOMBRE DE CLASSES DE DIRICHLET).

{sans preuve}

wB. i) - woE [-;-,(g)] 5D <0
hi(d) = o i
z.f(/)gﬁsd 21% (%) = Qlogsd : [ % <%>] st D >0

ot (%) est le symbole de Kronecker, qui est un caractére primitif réel modulo | D|.
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8.6. BORNE SUPERIEURE POUR L(1,);

COMPORTEMENT PRESUME ET BORNES DU REGULATEUR

Il est intéressant de réussir & borner L(1,x), ce qui peut aider a établir
un ordre de grandeur pour le régulateur log(e,4) et pour le nombre de classes
hi(d) , grace a la formule du nombre de classes de Dirichlet. Encore une fois, nous

nous intéresserons au cas des corps quadratiques réels, c’est-a-dire au cas D > 0.

Nous commencerons par établir une propriété des caractéres de Dirichlet,

type de propriété qu’on nomme relation d’orthogonalité. Puisque L(1,x) =

PO XEL") , établissons d’abord la valeur de 32 | y(n) . Pour ce faire, soit

(Z/DZ)* = {a € Z/DZ | Ja=' € Z/DZ avec aa' = 1} . En fait (Z/DZ)* est
un groupe sous la multiplication et (Z/DZ)* = {a € Z/DZ | pged(a, D) =1} .

Proposition 8.6.1. Soit x(n) un caractére de Dirichlet modulo D , différent
du caracteére principal xo . Alors Zle x(n)=0.

DEMONSTRATION. Si X # Xo , alors il existe m € (Z/DZ)* tel que x(m) # 1.
De plus, notons que {m | m € (Z/DZ)*} = {m-n | m,n € (Z/DZ)*} car

Iapplication m +— m -n est injective et surjective.

Ainsi
D D D D
doxtn) = > xtm)+ D xn) = D x(n)+ D 0
n=1 n=1 n=1 ne(Z/DZ)* n=1
pged(n,D)=1 pged(n,D)>1 pged(n,D)>1
= > x(n) = X(m-n) = > (x(m)-x(n))
ne(z) DL ne(z/DL) ne(z/DZ)*
= x(m)- > x(n)
ne(z) DL

= Y xm) = xm) Y ) = (=xm) Y x(m) = 0.

n€(Z/DZ)* n€(Z/DZ)* n€(Z/DZ)*
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Or, x(m) # 1 par la fagon dont on a choisi m . Ainsi

n=1 n€(Z/DZ)*

Ainsi, nous tentons maintenant de trouver une borne supérieure pour L(1,x)
2@1 @ ol, tout comme dans la formule du nombre de classes de Dirichlet,

X est un caractére primitif réel modulo D . On a donc x # xo -

Lemme 8.6.1. Soit x wun caractére primitif réel modulo D tel que x # Xo -
Alors L(1,x) < logD +2.

DEMONSTRATION.

Mu
>
_l’_
]
]
>0
s‘g

L(l,x) = Z@ =

n>1 n=1 k>1 n=kD+1
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Dou L(1,x)

IN

IN

D .
x(7) car
ijl kD + j

iX(j)' (kD1+j _%)

1 . . 1 1
5 2 x0) + D_x() (kDH —k—D)

j=1

(D+j)=x(j) Vjei

IN

D1
22D 22

j (D-1)D 1
(kD)?

IN

x(n) 1
n * Z 2k2
k>1

gl + =

1 + log(D—1) 5

logD + 2.
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Avec cette borne supérieure sur L(1, x), nous pouvons aussi donner une borne
supérieure sur le régulateur log (¢4) grace a la formule du nombre de classes :
VD - L(1,x) _ VD - (log D + 2)

2 hi(d) 2+ hi(d)

< VD - (log D +2)
- 2

log (g4) =

puisque h(D) > 1.

Il existe de meilleures bornes encore pour le régulateur log (¢4) dans la litté-
rature. Mais avant de citer ces bornes, il est intéressant de mentionner que dans
la plupart des cas, on pense que l'unité fondamentale d’un corps quadratique
réel Q(\/E) grossirait de facon exponentielle relativement a v/d , bref on aurait
souvent log(eq) = v/d . Voir [H| et [C1]. Nous en parlerons nous aussi plus en
détail, en expliquant pourquoi le régulateur se comporterait ainsi, lorsque nous

aborderons les heuristiques de Cohen-Lenstra.

Ce n’est toutefois pas toujours le cas que log(gy) =~ v/d . En particulier, si
d est de la forme m? + 1, alors le développement en fraction continue de /d
est Vd = [m,2m] et l'unité fondamentale peut étre trouvée par la 0¢ réduite
% = T,dou g =m+ 1Vd = m+vm?2+1 qui se comporte approxi-

mativement comme 2v/d, donc &4 est dans ce cas-ci loin de grossir de facon

exponentielle relativement a d .

Dans la littérature, on reconnait les bornes suivantes pour le régulateur log(e,)

du corps quadratique réel Q(v/d) de discriminant D.

Selon [L], log(eq4) > log (%(\/D —4+ \/5)) et c’est la plus

grande borne inférieure possible !
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—1 (D 1
Selon [Hul]|, Z o (ﬁ) <3 log(D) + 1
n=1

log(eq) < VD - (% log(D) + 1)
< VD -log(D)

sont des bornes supérieures, qui ne sont toutefois probablement

pas les plus petites possibles, d’apres [L].

Par ailleurs, selon une méthode de D.A. Burgess (voir [Hul]), il est possible
d’améliorer légérement (par une constante) cette derniére inégalité. Ce résultat

est le suivant :
Vo >0 3 une constante ¢(J) telle que

D > ¢(0) = log(eq) < (% + 5) VDlog D .

Mentionnons également que I'Hypothése de Riemann Généralisée (HRG) per-
mettrait d’améliorer sensiblement ces bornes. En effet, il est indiqué dans |GrS]
que J.E. Littlewood a montré en 1928 qu’en assumant la véracité de HRG, on
obtient que

L(l,x) < (2+0(1)) € loglog|D|

ou v est la constante d’Euler et vaut approximativement 0.57721... .

Toujours en assumant la véracité de HRG et en utilisant la formule du nombre
de classes de Dirichlet pour D > 0, on obtiendrait :

\/EL(LX) < \/E
2 ()~ 2

log(eq) = (24 0(1)) e loglog D

= (1+o0(1)) € VD loglog D .
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Pour ce qui est de h(D), Gauss a conjecturé que |Dl‘irn h(D) = +oo .

Heilbronn a prouvé en 1934 que c’était vrai pour D < 0, c’est-a-dire que

lim h(D)=+oc0 .

D——o0
Et I’année suivante, en 1935, Siegel a prouvé davantage en montrant que

lim 288D — 1 o qui fait qu'on connait méme lordre de grandeur de h(D)
Do—oo log | D| 2

en fonction de D <0 .
Par contre, la conjecture de Gauss pour D > 0 est encore un probléme irrésolu.
On ne sait passi ~ lim h(D) =400 ou non.
D—+o00

. . . ) . log(hy(d)1

Siegel a toutefois aussi un résultat pour ce cas : lim w =1.
D—+o00 og

Mais malheureusement, on n’en connait pas suffisamment sur le comportement
exact de log(e4) donc on ne peut pas savoir si la conjecture de Gauss est vraie

ou fausse, c’est-a-dire si ~ lim A(D) =400  ou non.
D——+o0

8.7. HEURISTIQUES DE COHEN-LENSTRA SUR LE NOMBRE DE

CLASSES

Ainsi, nos connaissances sur le régulateur log(e;) d’un corps quadratique réel
et sur son nombre de classes d’idéaux sont directement proportionnelles. Les heu-
ristiques de Cohen-Lenstra sont des conjectures sur le nombre de classes d’idéaux,
mais des conjectures qui reposent sur de bons indices, sur de bonnes évidences.
Des calculs ont été effectués par différentes personnes, dont entre autres [R|, pour
vérifier expérimentalement jusqu’a certaines valeurs les heuristiques de Cohen-

Lenstra.

Conjecture 8.7.1 (Heuristiques de Cohen-Lenstra). Soit h;(p) le nombre de
classes d’idéaur du corps quadratique réel Q(/p), ot p est un nombre premier.

Alors les heuristiques de Cohen-Lenstra suggeérent que la probabilité que h;(p) =k

(o k € N est un entier impair) soit donné par CWT(’C) , ou C' = 0.754458173...

et o w(k)™! = HpO“(l—%) (1—#)»...-(1—%&)

|k
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En particulier, ¢a donnerait  P(h;(p) = 1) &~ 0.7544581722
P(hi(p) = 3) ~ 0.125743
P(hi(p) =5) ~ 0.037723
P(hi(p) =7) ~ 0.017963
P(hi(p) = 9) ~ 0.015718 .

Conjecture 8.7.2 (Hooley). Soit h;(p) le nombre de classes du corps quadra-
tique réel Q(\/p), ot p est un nombre premier. Alors la conjecture de Hooley
suggeére que H(z):= > hip) ~ % lorsque x — +o00 .

p<z

p premier
p=1 mod 4

Cohen a réussi a démontrer que les heuristiques de Cohen-Lenstra impliquent

la véracité de la conjecture de Hooley.

Comme nous le mentionnions plus tét, malgré le fait qu’il semblerait que la
plupart des nombres de classes d’idéaux soit trés petits et que 75% soient égaux
a 1, la conjecture de Gauss (beaucoup plus faible) mentionnant qu’il y aurait une

infinité de nombre de classes égaux a 1 reste encore un probléme ouvert.

En prenant pour acquis toutefois que la plupart des nombres de classes soient
trés petits (en se fiant aux heuristiques de Cohen-Lenstra, qui concernent les cas
ol d est un nombre premier) et en utilisant le théoréme de Siegel qui affirme
que log (hi(d) -log(eq)) ~ % -logD = log(v/D) , ce qui est équivalent &
hi(d) -log(eq) ~ VD , alors h;(d) étant trés petit, on obtient que le régulateur
log(eq) serait la plupart du temps proche de v/D lorsque d est un nombre pre-
mier.

Bien stir le théoréme de Siegel est valable lorsque D — 400, donc le comporte-

ment décrit et attendu ici pourrait étre plus facilement observable & mesure que
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D grandit.

Toujours en se fiant aux heuristiques de Cohen-Lenstra et a leurs propres
calculs, Jacobson, Lukes et Williams [L| émettent la conjecture qu’il y aurait une
infinité de discriminants D pour lesquels  log(gy) > bg(l% . En fait, ils
vont méme jusqu’d croire qu’il y aurait une infinité de discriminants D pour
lesquels  log(eq) > VD -log(log D) . (Rappelons aussi que la véracité de
HRG impliquerait log(g4) < (1 + o(1)) ¢” VD loglog D .) Toutefois, jusqu’a
présent, les résultats sont beaucoup plus conservateurs. Selon le théoréme de

Halter-Koch (1989), on sait qu’il existe une infinité de discriminants D tels que

log(eq) > (log D)* = log* D .
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Chapitre 9

ETUDE DU REGULATEUR

9.1. DISTRIBUTION DU REGULATEUR log(e;s) D'UN CORPS QUA-

DRATIQUE EN FONCTION DU DISCRIMINANT D

Nous avons tout d’abord calculé dans cette section le régulateur log(ey) des
corps quadratiques Q(\/a) pour 17 < d < 2'6 = 65536 . Dans les graphiques
suivants, le régulateur log(g4) (en ordonnée) d'un corps quadratique Q(v/d) dé-
pend du discriminant D (en abscisse) de ce méme corps quadratique. Nous avons
séparé les cas ot d =1mod4 et o d = 2,3 mod 4 puisque le discriminant y
différe. Par ailleurs, les heuristiques de Cohen-Lenstra s’appliquent lorsque d est
un nombre premier, donc nous avons également séparé les cas ott d est premier,
en plus de présenter dans un méme graphique ’ensemble des d =1 mod 4 , que d
soit premier ou non, et dans un autre graphique l’ensemble des d = 2,3 mod 4 ,
que d soit premier ou non. Ainsi, le fait de séparer lorsque d est premier ou pas
nécessairement nous permettra de constater les différences dans la distribution
des régulateurs, conformément aux heuristiques de Cohen-Lenstra.

Par ailleurs, nous avons aussi représenté dans ces graphiques la courbe f(z) =
VD , ot D est le discriminant, afin de pouvoir constater si nos attentes sont plau-

sibles relativement au comportement du régulateur.
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Ce premier graphique présente le régulateur log(e4) d’un corps quadratique
@(\/&) en fonction de son discriminant D, lorsque d est un nombre premier

=1mod4.
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FiG. 9.1. Régulateur log(ey) d’un corps quadratique Q(v/d) en
fonction de son discriminant D, pour d un nombre premier = 1 mod
4
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Ce second graphique présente le régulateur log(e4) d’un corps quadratique
Q(v/d) en fonction de son discriminant D , lorsque d est un entier libre de carré

=1mod4.

. + M
+
d + * +
+ 4
| + *
P +
5007 +4++ Lt +*
[T T
1 P . . Eag
T
1 *y t+ A
+ + +
1 ., "i e + ey
i " "*#. ¥, o+ PR A
P U PO +++
N Lot e et e MY
400 + e et o o
1 e b Ty T
4o H R TR :{‘iﬁ o ¥ *+++
R + e+ + o+ +
*“h"‘.*: A ** f,+ ;:;’ L S
= 1 T s T 4 +*+‘.¢*"* $+ +'*+
i 4o My + 4 4.*»,,# PR A e T T e
ERAR Front T e A
300 1 *r }*'* + *.:»4 *‘r# Pt ++¢&$¥*Ifﬁt’ ** ** & Nii
| e e W
()
0’

0" 40000 20000 30000 40000 50000 60000
D

FiG. 9.2. Régulateur log(ey) d'un corps quadratique Q(v/d) en
fonction de son discriminant D, pour d = 1 mod 4
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Ce troisiéme graphique présente le régulateur log(e;) d’un corps quadratique
@(\/&) en fonction de son discriminant D, lorsque d est un nombre premier

=2,3mod 4.
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FiG. 9.3. Régulateur log(ey) d’un corps quadratique Q(v/d) en

fonction de son discriminant D, pour d un nombre premier =
2,3 mod 4
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Ce quatriéme graphique présente le régulateur log(e,) d’un corps quadratique
Q(v/d) en fonction de son discriminant D , lorsque d est un entier libre de carré

=2,3mod 4.

150000 200000 250000

D

0" 50000 100000

FI1G. 9.4. Régulateur log(ey) d'un corps quadratique Q(v/d) en
fonction de son discriminant D, pour d = 2,3 mod 4

A la lumiére de ces quatre graphiques, on constate effectivement que la densité
des régulateurs, lorsque d n’est pas un nombre premier, est beaucoup plus élevée
dans le bas du graphique, pour de petits régulateurs bien plus petits que VD .
Donc, lorsque d n’est pas un nombre premier, les régulateurs ne semblent pas
du tout vouloir éventuellement étre de Pordre de /D (ce qui pourrait aussi

vouloir dire que le nombre de classes h;(d) serait quant a lui plus grand que
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lorsque d est premier). Alors que lorsque d est un nombre premier, ce n’est
pas le cas, le comportement étant tout autre, laissant supposer que si on laisse
tendre d premier vers l'infini, il est possible qu’on pourra avoir un régulateur
dont l’ordre de grandeur varie majoritairement autour de /D . Et comme nous
le mentionnions dans la section précédente (8.7), le théoréme de Siegel est valable
lorsque D — 400, donc le comportement décrit et attendu ici pourrait étre plus
facilement observable a mesure que D grandit.

Aussi, si on avait tracé la courbe v/Dlog D (chose que nous n’avons pas faite
ici car elle est beaucoup plus haute que le nuage de points et le fait de I'inclure
dans le graphique aurait comprimé grandement le nuage de points, et il aurait été
plus difficile de bien voir ledit nuage), on aurait constaté que chacun des points
du nuage aurait été de beaucoup inférieur a la courbe, respectant le fait que nous
avons prouvé précédemment que tout régulateur est borné par /D log D (ou
également par 3v/D(log D + 2) ). Tel que le mentionne [L], cette borne n’est
toutefois probablement pas la plus petite possible.

Par ailleurs, concernant les hypothéses de Jacobson, Lukes et Williams [L],
on constate effectivement un certain nombre de régulateurs supérieurs a VD

(et donc bien évidemment supérieurs a , relativement a leur conjecture

VD _
log(log D)

qu’il y aurait une infinité de discriminants D pour lesquels  log(gg4) > % .

9.2. REGULATEUR ET DIVISIBILITE DU NOMBRE DE CLASSES

Plutot que ces derniers graphiques, il est intéressant aussi de représenter
log(eq) - 249!

VD

miers distincts de d € N), ratio qui équivaut grosso modo a la fonction-L  L(1, x)

en fonction de d, (o w(d) est le nombre de facteurs pre-

divisée par un facteur, facteur qui a a voir avec la divisibilité du nombre de classes.

9.2.1. Divisibilité par 2 du nombre de classes

Gauss, dans son livre Disquisitiones Arithmeticae, publié en 1801, développa

entre autres choses une théorie des genres qui élabore sur la divisibilité par 2 du
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nombre de classes des corps quadratiques. L’objectif de Gauss avec cette théorie
était d’étudier la représentation d’un nombre premier par certaines formes bi-
naires quadratiques (de discriminant fondamental) inclues dans des classes d’équi-
valence. Cette répartition des représentations étudiée par Gauss lui permit entre
autres de prouver que ’ensemble des classes d’équivalence pouvait étre parti-

tionné de facon égale en gw(D)~1

, ot on rappelle que w(D) est le nombre de
facteurs premiers distincts du discriminant D . Ainsi, on arrive au résultat qui
nous intéresse et qui est important pour nous, c¢’est-a-dire que Gauss a prouvé

que le nombre de classes de formes, h(D), est divisible par 2“(P)=1  (voir [P])

h(D)
w(D)-1

d sid=1mod4

Ainsi, soit  hy = eN .

Rappelons que D =
4d sid=2ou3mod4
w(d) sid=1ou?2mod4

Alors on déduit que w(D) =
w(d) +1 si d =3 mod 4

Pour d=1ou 2mod4:

hi(d) \/E'L(LX)

hy = D) _ guw(d)—1 ou _ 2 log(eg) - 29@-1 "
A 2 hi(d) 2D - L(1,x)
2w(d)—1 2 - log(eq) - 241
log(gg) - 24(D-1 L, ) L(1,y)
og(ea) - 277 2. hy X
- = < < L,
VD L(1,y) s T (1, x)
ho

Pour d =3 mod4:
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hy — h(D) _ ow(d) °u _ ) 2-log(eq) - 2¢@ "
2w(d) 2 hi(d) 2-vD - L(1,)
QW(d) 2. log(gd) . 2w(d)
e L1, x)
- 10g<5d) + 2 _ 4. h2 on < L(LX) < L(LX)
VD L(1, x) = 2-hy — 2
2 hsy

Et puis la véracité de 'hypothése de Riemann généralisée (HRG) impliquerait
que L(l,x) < 2¢"-loglogD < 4-loglogD

log(gg) - 2¢(d)-1

VD

fonction de d, pour 17 < d < 2'7 = 131072 . Les trois graphiques sont respec-

Nous présentons maintenant trois graphiques ol varie en

tivement pour d = 1,2 et 3 mod 4. Nous avons aussi tracé dans les graphiques

la courbe loglogd a titre indicatif.
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Fic. 9.5. Ratio
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F1c. 9.6. Ratio d’un corps quadratique Q(v/d)
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]

i

L 43

2w =11

0" 20000 40000 60000 80000 100000 1200
d

log(eq) - 207"

VD
en fonction de d, pour d un discriminant fondamental = 3 mod 4

Fic. 9.7. Ratio

d’un corps quadratique Q(v/d)

On constate une différence d’amplitude verticale entre le premier graphique
et les deux suivants. LL’ordonnée varie entre 0 et 5 lorsque d =1 mod 4 et entre
0 et 3 lorsque d =2 ou 3 mod 4 . Ca s’explique si on retourne voir les graphiques
(9.2) et (9.4). Les régulateurs les plus grands peuvent étre légérement plus grands
lorsque d = 2 ou 3mod 4 que lorsque d = 1 mod 4 . Toutefois, comme on

Vd sid=1mod4
divise le régulateur par VD = pour d

Vad sid=2ou 3 mod 4
étant notre abscisse, le facteur 2 additionnel au dénominateur explique que les
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graphiques pour 2 et 3 mod 4 aient des ordonnées moindres que pour 1 mod 4 .

Par ailleurs, on mentionnait que sous HRG, les nuages de points devraient
étre inférieurs & 4 -loglog D pour d=1ou2mod4 eta 2-loglogD pour
d = 3mod 4, ce qui est le cas. On peut juste spécifier que pour d = 2 ou
3mod 4, la courbe loglog D = loglog(4d) est a peine supérieure a loglogd
qui est tracée (et pour d =1mod 4, loglog D = loglogd ) .

Dans les trois graphiques, il y a une forte densité de points lorsque I'ordonnée

est inférieure & 1. Afin de mieux voir la distribution de ces points, nous tracerons

VD
I'inverse des trois graphiques précédents, c’est-a-dire en fonc-
log(cq) - 2701

tion de d, pour 17 < d < 2'7 = 131072 . Nous tracerons les trois graphiques

respectivement encore pour d = 1,2 et 3 mod 4 . Et nous restreindrons ’axe des

ordonnées a l'intervalle [0, 5] .
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Racine(D) / 27[w(d)-1] * Regulateur
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Racine(D) / 27[w(d)-1] * Regulateur
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Dans ces graphiques, sans remarquer de tendance particuliére, on constate
que la densité de points est bien plus grande dans l'intervalle [1,2] que dans les
intervalles [2,3], [3,4] et [4,5] ( tout en tenant compte du fait que la grandeur
de ces intervalles est inversement proportionnelle & la grandeur des intervalles
correspondants (respectivement [5,1], [3, 3], [1, 3] et [£, 7]) des graphiques (9.5)

log(ea) - 2"

VD

dans Vintervalle [3,1] (pour 17 < d < 2'7 = 131072) . Sinon, ledit ratio serait

a (9.7) ), ce qui veut dire que le ratio est a son plus dense

semblable dans les intervalles [3, 3], [3, 3] et |

11

=, 7) - Nous reparlerons de la densité

de ces graphiques un peu plus loin, en ’abordant sous un autre angle.

9.2.2. Divisibilité du nombre de classes par des nombres premiers

impairs

Si Gauss, vers 1800, avait décrit la divisibilité par 2 du nombre de classes, la
divisibilité par d’autres entiers g > 3 comporte encore son lot de mystéres plus
de deux siécles plus tard. Dans sa these, Lillian Beatrix Pierce |P] s’intéresse a la
divisibilité par 3 du nombre de classes et elle donne des bornes pour ’exposant

de 3 dans la factorisation de h(D).

Honda [Ho| quant & lui a montré qu’il y a une infinité de corps quadratiques
réels dont le nombre de classes est divisible par 3. Dans [Ho2|, il donne aussi un
critére pour que le nombre de classes d’un corps quadratique, réel ou imaginaire,

soit divisible par 3, en utilisant les courbes elliptiques.

Beaucoup plus généralement, Yamamoto [Ya] et Weinberger [W| ont montré
qu’il y a une infinité de corps quadratiques réels dont le nombre de classes est

divisible par ¢, pour tout g € N .

Inversement, en ce qui concerne l'indivisibilité du nombre de classes des corps
quadratiques réels, Davenport et Heilbronn [Dav2| ont montré que le nombre de

classes n’est pas divisible par 3 pour au moins 2 des entiers d libres de carré tels
6
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que 0 < d < X . Dans le cas des corps quadratiques imaginaires, ils ont montré
que le nombre de classes n’est pas divisible par 3 pour au moins la moitié des

entiers d libres de carré tels que —X <d < 0.

9.3. REPARTITION ET COMPORTEMENT MOYEN DU NOMBRE DE

CLASSES DES CORPS QUADRATIQUES REELS

Nous avons étudié dans les sections précédentes le comportement du régula-
teur des corps quadratiques réels. Afin d’aller plus loin dans cette étude, nous
ferons un détour pour présenter un paralléle avec le comportement du nombre de
classes, plus sommairement abordé jusqu’ici. Le probléme de trouver une formule
pour calculer le nombre de classes - probléme solutionné par Dirichlet - est un des
problémes qui se posa dans I'histoire du développement de la théorie du groupe
de classes des formes binaires quadratiques et de la théorie similaire du groupe
de classes d’idéaux des corps quadratiques. Un peu comme nous ’avons fait pour
le régulateur, une question naturelle qui s’ensuit est de trouver des bornes ainsi

que le comportement asymptotique du nombre de classes.

Pour borner le nombre de classes des corps quadratiques réels, référons-nous a

nouveau a la formule du nombre de classes de Dirichlet, h;(d) = %&;’;) . Nous

avons déja borné L(1,x) supérieurement a la section 8.6 et nous avons trouvé
que L(1,x) < log D+2 . Nous voulons donc également une borne inférieure pour
le régulateur log(gq), o g4 = MQ*/E et a?—db*=+4.

Si b=0, alors a =42 et g4 = 1, mais par définition on doit avoir ¢4 > 1,
donc b # 0.

Si a =0,alors +4 =dh¥ = b=10ou2 = d=1loud =

Q(vd)=Q. Donc a#0.

Ainsi ¢4 > # (car pour que g4 soit > 1, on doit avoir a >0 et b> 0. On

se souvient que a < 0 et b <0 donnent —e; et que a et b de signes opposés

donneront L+ et =% )
€d €d

> Vd
Z T3

24+/4d 24+vD
4 > 4 >

5\&

Et alors g4
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Nous pouvons maintenant borner h;(d) lorsque d > 0 :

\/E-(logD—FZ)_ VD -log D B VD -log D B
(VD) _O<2-1og(¢5))_0( log D )_ONE)'

hi(d) <

2-log

Mentionnons également que comme dans le cas des bornes que nous avons
trouvées pour le régulateur, ’'Hypothése de Riemann Généralisée permettrait
aussi d’améliorer les bornes du nombre de classes. En effet, en assumant la vé-
racité de HRG et en utilisant la formule du nombre de classes de Dirichlet pour
D > 0, on obtiendrait :

VD L(L,x) _ VD-(2+o0(1))c loglog D

hld) = 2-log(ea) 2. log(?)

(2+0(1)) e VD loglogD 0 VD -loglog D
log(£) B log D ‘

Malgré cette borne sur le nombre de classes des corps quadratiques réels, il y
a beaucoup de variance lorsqu’on observe des valeurs particuliéres de h;(d) . Par
exemple, il semblerait (et c’est une conjecture de Gauss) que h(D) prendrait la
valeur 1 infiniment souvent. La borne que nous venons de trouver ne nous dit

donc pas grand chose sur les valeurs particuliéres de h;(d) .

On peut donc se demander quel est le comportement de h;(d) en moyenne,

sur un certain intervalle. Gauss a justement démontré, lorsque D < 0, que

Aqra3/?
—xSZD<0 h(D) h 21- C(?’)

nombre de classes lorsque D < 0. Lorsque D > 0, une telle formule est bien plus

[Dahl|. On connait alors le comportement moyen du

difficile & trouver et est en fait toujours inconnue. Pour expliquer la différence de
difficulté entre les cas o D est positif et négatif, il faut mentionner que lorsque
D est négatif, la variance de h(D), tel qu'on peut le constater dans la formule
de Dirichlet, est seulement due au comportement de L(1, x) , puisque le compor-

tement des autres facteurs est bien connu. Et il appert que le comportement de
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L(1,x) est relativement constant en moyenne (|Dahl| et [F|), ce qui fait qu’il
n’y a pas trop d’irrégularité a prendre en compte lorsqu’on désire une formule

donnant le comportement moyen de h(D) lorsque D < 0.

Néanmoins, lorsqu’on tente d’étudier le comportement moyen de h;(d) avec
d > 0, on fait face a davantage de difficulté en raison du comportement trés

irrégulier du régulateur. On se souvient qu’on a trouvé les bornes suivantes pour

V/D-(log D+2
1+_2\/E§€d<M

5 Cet intervalle est extrémement

le régulateur :
grand et le régulateur s’y promeéne de fagon plutot irréguliere. Dans la formule
du nombre de classes de Dirichlet, le nombre de classes dépend du régulateur, ce

qui explique la difficulté a trouver le comportement moyen du nombre de classes.

Pour tenter d’éviter cette irrégularité, Sarnak a eu I'idée d’ordonner les dis-
criminants selon la grandeur de I'unité fondamentale. I1 a montré que lorsque x

tend vers 'infini, on a

Z h(D) = Li(2?) + O(2/? - log® z)

Dieg<a

[Dahl] . Toutefois, bien qu’intéressant, ce résultat de Sarnak ne résout pas le pro-
bléme de donner le comportement moyen du nombre de classes lorsque les discri-
minants sont ordonnés de fagon croissante. En effet, le résultat de Sarnak ordonne
et considére d’abord les discriminants ayant une unité fondamentale relativement
petite, alors que la contribution principale dans la somme  S(x) = > h(D)
servant a calculer le comportement moyen du nombre de classes provli)egrft sur-

tout de discriminants associés a un gros régulateur puisqu’il y en aurait un grand

nombre, si I'on se fie aux conjectures (nous en avons parlé a la section 8.7).

Hooley a quand méme travaillé sur cette question et ses travaux l'ont amené a
proposer une conjecture quant au comportement moyen du nombre de classes. Ses
idées reposent d’abord sur le contréle d’un intervalle pour I'unité fondamentale ¢4
et ensuite sur 'utilisation de I'intégration de Stieltjes dans cet intervalle. Hooley

a ainsi conjecturé la formule suivante relativement au comportement moyen du
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nombre de classes :

25

ek z-log® x

S(x) = Y _h(D) ~

D<z

[Dahl| . Ca donne donc une contrepartie conjecturale au résultat trouvé par

Gauss dans lecasou D < 0.

Par la suite, Alexander O. Dahl a tenté d’étendre cette conjecture de Hoo-
ley & tous les moments réels de h(D). Il s'est intéressé a la somme  S)(x) =
S>> h(D)* , ou A est un nombre réel et o D sont des discriminants tels que
D<x

De{DeZ | 1< D <z D pasun carré parfait e¢ D = 0 ou 1 mod 4} .

Lorsque x tend vers l'infini, Dahl ([Dahl|) a conjecturé que

- (logz)? ! siA<1
Sx(z) =< < x-log’x si A=1 (c’est Hooley)
R -log x siA>1

Tout comme Hooley, Dahl est arrivé a cette conjecture en tentant de limiter 1'irré-
gularité du nombre de classes en limitant la grandeur d’un intervalle pour I'unité
fondamentale. Il a d’abord considéré D avec I'unité fondamentale dans un inter-
valle restreint et ensuite en brisant cet intervalle en intervalles encore plus petits

en utilisant I'intégration de Stieltjes.

L’objectif de Dahl d’étudier également les moments négatifs des nombres de
classes émane du fait qu’il révéle que le moment —1 notamment est lié a des
questions sur les formes binaires quadratiques. Il soutient en fait que le moment
—1 est relié au probléme de trouver la quantité de nombres premiers inférieurs a
une certaine borne et pouvant étre représentés par la forme binaire quadratique

principale d’un discriminant donné.
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9.4. REPARTITION ET COMPORTEMENT MOYEN DES REGULATEURS

DES CORPS QUADRATIQUES REELS

De méme que la conjecture de Hooley étudie le comportement du nombre de
classes des corps quadratiques réels (pour obtenir la moyenne, il aurait suffi de di-
viser la somme S(z) = Y h(D) par la grandeur de l'intervalle, soit z ) et que
la conjecture de Dahl étlﬁigig le comportement des moments du nombre de classes
des corps quadratiques réels, il est naturel d’étudier le comportement des régula-
teurs des corps quadratiques réels et de leurs moments. On se souvient en effet
que notre connaissance ou notre méconnaissance des nombres de classes et des

régulateurs sont intimement liées par la formule du nombre de classes de Dirichlet.

Afin d’étudier le comportement des régulateurs, nous aborderons d’abord la
répartition des unités fondamentales quadratiques, nous aborderons ensuite la ré-
partition des unités quadratiques et nous nous pencherons enfin sur les moments

des régulateurs.

9.4.1. Répartition des unités fondamentales des corps quadratiques

réels

En ce qui a trait a la répartition des unités fondamentales des corps quadra-
tiques réels, on cherchait a connaitre, dans un intervalle donné, la quantité de
corps quadratiques réels Q(\/&) de discriminant fondamental d = D = 1 mod 4
ayant un régulateur approximativement égal & N, pour tout N . Nous avons
considéré des intervalles de la forme [2% 2*F1[ pour des valeurs de k suffisam-
ment grandes pour avoir un assez grand jeu de données, et les limitations de notre
algorithme en regard de la puissance de nos ordinateurs ont imposé une valeur
maximale & k pour que le temps de calcul reste raisonnable (c¢’est-a-dire pour que
ga se compte en heures plutot qu’en jours). De plus, nous nous sommes conten-

tés d’approximer le régulateur log(ey) & lentier inférieur ou égal, c’est-a-dire
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|log(eq) | . Ainsi, soient
Bi(N) = # {de[25,2"'[ | d= D est un discriminant fondamental

= 1mod 4, ou N = |log(e,)]| }

et B; = max Bi(N)
Alors les six graphiques suivants représentent les couples (z,y) avec x = 5/
Bi(N
et y= k<* ) , pour k=15,16,...,20 .
By

On a “normalisé” les graphiques en divisant en abscisse par 2¥/2 et en ordonnée
par Bj afin de pouvoir comparer sur des bases semblables les graphiques pour

différentes valeurs de k.
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)

Bis(N

)

N
£/ 215

F1G. 9.11. Répartition des unités fondamentales quadratiques pour

k = 15, c’est-a-dire ensemble des couples (
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F1G. 9.12. Reépartition des unités fondamentales quadratiques pour

N Blﬁ(N))
V216 16

k = 16, c’est-a-dire ensemble des couples (
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F1G. 9.13. Répartition des unités fondamentales quadratiques pour

N B17(N))
V21T’ 17

k =17, c’est-a-dire ensemble des couples (
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0 "05 1 15 2 25 3 35

F1G. 9.14. Répartition des unités fondamentales quadratiques pour

N Blg(N)>
V2187 By

k = 18, c’est-a-dire ensemble des couples (
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0 " "0o5 1 15 2 25 3 35

F1G. 9.15. Répartition des unités fondamentales quadratiques pour

N Blg(N))
V2197 Bi

k =19, c’est-a-dire ensemble des couples (
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0 "05 1 15 2 25 3 35

F1G. 9.16. Répartition des unités fondamentales quadratiques pour
N By(N )>
V2207 By,

k = 20, c’est-a-dire ensemble des couples (

En observant ces six graphiques (9.11) a (9.16), tel qu’'on peut s’y attendre
suite au graphique (9.2), on constate qu’en ce qui concerne les corps quadratiques
réels de discriminant d = D =1 mod 4, la plupart des régulateurs sont trés pe-
tits. En fait, dans chaque graphique, on a divisé en abscisse par V/2k , ce qui fait
en sorte que vd pour d € [2F, 2571 va se retrouver entre 1 et v/2.
Eneffet, z=1= N=v28 e z=v2 = N=+2 V2k=2kt
Alinsi, on constate que la trés grande majorité des régulateurs sont bien plus pe-

tits que V.
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On peut aussi noter qu’on avait calculé une borne supérieure (probablement pas
VD - (log D + 2)
2
valles [2F 281 | cette borne supérieure correspond a

optimale) de pour le régulateur. Dans chacun des inter-

VD (log. D+2) _ Vd-(log,d+2) _ V2 - (log.(2") +2)

2 2 2

[k +1)-v2-log, 2 + 2V2]

V/2F
2

o

[(k+1)-1 + 2v2] = \/2_’“(§+%+\/§)

< @-(ngQ).

Bref, transposons cette borne dans les graphiques.

Nk
Yo
2%

k
Si N = [log(ea)] < log(ea) < VF - (5 ; z) o x = <
ce qui est trés facilement respecté.

Par ailleurs, les précédents graphiques (9.11) a (9.16) ont la particularité de
présenter entre certaines valeurs de d la densité des points sur ’ensemble des
droites horizontales du graphique (9.2) . En effet, on voyait dans le graphique (9.2)
le régulateur log(e,y) en fonction de d. Mais il y avait une telle concentration de
points dans le bas du graphique qu’il serait utile, pour mieux le comprendre, de
savoir combien il y avait de points sur chacune des droites horizontales y = N
(ou en fait dans chaque bande horizontale y € [N, N +1[ pour d € [2F, 2k ).
C’est ce que les graphiques (9.11) a (9.16) font en nous y présentant le nombre

de régulateurs dont la partie entiére est égale & N .

Nous avons aussi modélisé (en minimisant les moindres carrés avec 'aide de
Maple) le nuage de points des graphiques (9.11) a (9.16), qui est une fonction

polynomiale inverse. Nous vous présentons les résultats de la modélisation pour

. a ’
chacun de ces graphiques sous la forme y = ( n b> , Oll NOUS avons encore
T
By(N) | L . :
que ¥ = o2 et y = o L’exposant 5 était expérimentalement celui
k

qui donnait la meilleure modélisation. La courbe modélisée a été tracée en rouge

dans les graphiques.
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1.921 \°
Pour k=15, y = <x—|— 1_998)5
1.900
Pour k=16, y = <x+1.941)5
1.860
Pour k=17, y = (m)5
1.742
Pour k=18, y = <x+ 1.810)5
1.702
Pour k=19, y = <x+1.759)5
1.648
Pour k=20, y = <x+ 1.691)

Nous allons en profiter, similairement, pour étudier la densité lorsque le régu-
lateur est multiplié par 2¢®-1  Les graphiques, comme on pourra le constater,
seront un peu plus diffus. Plus précisément, on cherchait ici & connaitre, dans
un intervalle donné pour d, la quantité de corps quadratiques réels @(\/E) de
discriminant fondamental d = D = 1 mod 4 dont le produit du régulateur par
2@(d)=1 st approximativement égal & N , pour tout N . Nous avons & nouveau
considéré des intervalles de la forme [2F 2F+1[

Alinsi, soient
Ci(N) = # {de[2",2""'[ | d =D est un discriminant fondamental

= 1 mod 4, oit N = |log(eg) - 2°D71| }

et Cp = max Cr(N)

Alors les graphiques (9.17), (9.23) et (9.29) représentent les couples (z,y) avec
_ (W) B

I—W et y= cr pour k= 18,19,20 .

Les graphiques (9.18), (9.24) et (9.30), quant a eux, montrent la méme chose mais
pour x < 1 afin de mieux distinguer le nuage de points au début du graphique.
On a “normalisé” les graphiques en divisant en abscisse par 2¥/2 et en ordonnée
par C} afin de pouvoir comparer sur des bases semblables les graphiques pour

différentes valeurs de k.
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Nous allons également présenter ces graphiques en ajoutant la restriction que
w(d) soit égal & 7, pour certaines des différentes valeurs de j possibles. (Nous
ne présenterons pas les graphiques ot le nombre de points est trop petit pour

montrer quoi que ce soit.) Ainsi, soient
CI(N) = # { de 2k 2" } d = D est un discriminant fondamental

= 1 mod 4, avec w(d) = j, o N = |log(eq) - 2°D71| }

et ol o= m]\E[iXCIz(N)

Alors les graphiques (9.19) & (9.22), (9.25) a (9.28) et (9.31) a (9.34) repré-
tent 1 1 = N t = C]]C(N) tai d

sentent les couples (z,y) avec = = P A o pour certaines des

différentes valeurs de j possibles et pour k = 18,19, 20 .

On a ainsi & nouveau “normalisé” les graphiques en divisant en abscisse par 2+/2
et en ordonnée par C’,z * afin de pouvoir comparer sur des bases semblables les
graphiques pour les différentes valeurs de j et pour différentes valeurs de £ .
On remarquera peut-étre que dans certains graphiques, il n’y a que certaines va-
leurs discrétes en ordonnée qui sont prises. C’est parce que dans ces graphiques,

il n'y a qu’au plus C} " valeurs possibles en ordonnée.

Rappelons en passant que lorsque d =1 mod 4, on a que

10g(€d)-2“’(d)*1 - —\/E'L(l’X) .
{1 ou 2} . hg
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FIG. 9.19. Répartition de log(gy)-2°@~1 { c’est-a-dire ensemble
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des couples (\/ﬁ 7 155 . )) } lorsque w(d) =1 pour k=18,
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au complet a gauche et ensuite pour < 1 a droite
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FIG. 9.20. Répartition de log(g)-2°@~1 { c’est-a-dire ensemble

N  C%(N
des couples (\/QTS 7 gg _ )) } lorsque w(d) =2 pour k=18
18

au complet a gauche et ensuite pour x < 1 a droite
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19+

084 : 0.8
o.4f:w~m 0.4
0.2 B - “W'm ) 0.2
0 , 1 2 3 4 5 Wa 7 0

0.4 0.6 0.8 1

FIG. 9.22. Répartition de log(gy)-2«(®~1

N CK(N)

des couples (

Vo Ol

{C’est—a—dire ensemble

> } lorsque w(d) =4 pour k = 18

au complet a gauche et ensuite pour x < 1 a droite

139



140

[
|
+

E
+ +F

t+

i
+
3 ?

:
i

+
3

5
H

++¢i:$ e
M
¥§§§§§§
ik
I

§f++
B PN
+ '.#'.—.-4-4'

P s ra

it

I
+
+

fi

+F

+
+

st

+5

i i

3 + ;K +

R + ++
by

i
:

=

e
v
-+ ¥
+

FIG. 9.23. Répartition de log(eq) - 2¥D~1 pour k = 19, c’est-a-
N Olg(N>>
V219 19

dire ensemble des couples (




141

* Al N A o* r~
+ + TR Lt +
+ + + +
+ 4 F o +#* o+
+ +++H ++w+
++ 7t + + + I
et ++H+#H A
+ + r
+, H +H# +++H H+ ++
AP I ) + i
+ * + + o+
Tt T @
+ -
+ o+ wFHTL o
. + w+++ + + 4
ot * H++++ . L
+
P A
+ + oy T4y L
+
+ +H++ H#+w o +
* + I+
o o § i
+ +. ¥ 4
ot s tay o +
A O T I
+ +
+ + *+ +, M +++H o \PO.
ey P YE o4 1
+ . . *HW e+ o
N + 4+ L
+ +H++ . +H++Hw
T L
M + 4+ + + +
+M +
+ ¥ k3
! M + t +H++M++ ++ * I
* + ++++#++ At
+ + + o+ + o+ ++ L
+ ++ #++ + H... + 41 4
+ + .
+, +3 It +F o
I ++ By e *y * -
+ 4yt + 15+
+ sy + * +
+
+ + H H++ . +M+ L
+ + +#+ # +
+ + HH ﬁ++++ S * I
+++ + + +
+ + ot 1o #
Tap, 47 .+ |
+ NS ARSI N
+ote +H+++ st LS
+ + + o
+ + ) + +
* * ++#++ #+ +++++* ++ + 3
+4 +++++ 4 +
+ + + +y
+ + + L
. PR ++#w .
M oy TE O+ + +
+ e, o+ *E M |
¥ tr +++++# R S +
+ + * |
+ + +  F o+ + + + o -
[ T T T T T T T
-—
oo © < (QV o

') vou

*
19

919 ’

N Ci(N

FIG. 9.24. Répartition de log(gy) - 2°@~1 pour k =19 et pour

r < 1, c’est-a~dire ensemble des couples (

r <1



142

0.8 ..

0.6

0.4 s snnmm

02 e

0.8+

02 04 06 038 1

FIG. 9.25. Répartition de log(gy)-2¢(9)~1

N COlL(N)
d 1 19
€S couples (\/QTQ N 0119*

c’est-a-dire ensemble

) } lorsque w(d) =1 pour k=19

au complet a gauche et ensuite pour < 1 a droite

0.8

087

0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG. 9.26. Répartition de log(gy)- 2991
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c’est-a-dire ensemble

) } lorsque w(d) =2 pour k=19

au complet a gauche et ensuite pour = <1 a droite
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au complet & gauche et ensuite pour x < 1 a droite
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FIG. 9.29. Répartition de log(eq) - 2¥D~1 pour k = 20, c’est-a-
N Cy(N ))
/920’ %o

dire ensemble des couples (
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au complet a gauche et ensuite pour = <1 a droite
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9.4.2. Répartition des unités des corps quadratiques réels

En ce qui a trait a la répartition des unités dans les corps quadratiques réels,
on cherchait a connaitre, dans un intervalle donné, la quantité de corps quadra-
tiques réels Q(v/d) de discriminant fondamental d = D = 1 mod 4 ayant au
moins une unité dont le logarithme est égal a N € N . Nous considérions en
fait seulement les unités supérieures ou égales a l'unité fondamentale, c¢’est-a-
dire seulement les unités incluses dans 'ensemble suivant : {+(g4)" | [ € N} .
Nous avons considéré encore une fois des intervalles de la forme [2% 2¥1[ pour
les mémes valeurs de k que dans notre étude de la répartition des unités fon-
damentales (ces valeurs de k Dont été pour les mémes raisons). De plus, nous
nous sommes contentés d’approximer le régulateur log(s;) par sa partie entiére,

c’est-a-dire par [log(eg4)] . Ainsi, nous nous intéressions a la quantité suivante :
Ap(N) = # { d e 2%, 2" tel que d =D =1mod 4 soit un discriminant
fondamental et tel que 31 € N avec N = |log(s)] } .

Pour raccourcir la notation, posons

D := {D=1mod4|D soit un discriminant fondamental } .

Nous nous intéressions entre autres a la répartition des unités des corps qua-
dratiques réels et a cette quantité Ax(N) en raison d’'une hypothése qui est la

suivante :

Hypothése 9.4.1 (Granville). #{A<d<?2A | Ju,veN tels que u? —
dv? =41 ou +4 ettelsque z<u+uvvd<exr} = c¢-VA- (log(%))”
pour VA< z<eVt .

N

En posant x = e, on peut réécrire 'hypothése de la fagon suivante :

Hypothése 9.4.2 (Granville). #{A <d <24 | 3J1eN avec |log((cq)")]
=N} ~ c¢-VA (N—-logA)?~ pour logvVA < N <A .
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Ainsi Ag(N) ressemble a la situation dans cette hypothése en considérant

seulement toutefois lorsque d =1 mod 4 est un discriminant fondamental.

Remarquons tout d’abord que

log((ca)")] = N & N < log((ca)') < N+1 & ¥ < (g9) < N

N N1
{ )

& < log(eq) < n

Pourrait-il y avoir deux [ distincts tels que eV < (g4)! < N*1 2
Supposons que oui. Alorsona eV < (g9) < N et eV < (gq9)2 < VL.
Ici [y,ly € Z . Supposons sans perdre de généralité (SPDG) que [} <o .
Alors eV < (gq) < (eq)it < (gg)2 < Mt Aussi
Nl > (g)ht = (e)h-eg > eNgy = Negg<eVle = g <e.

Or, e>¢g > o oo o Ji<2-1 = d<20

.. Pour d > 20, [ est unique.

Ce résultat nous permet d’affirmer que lorsque d > 20 ,
#{de[A24A[ND : Flavec |log((gy)!)] = N}
+00
= Y #{de[A24[nD : ¥ < logleq) < T+1
=1

Cette somme se calcule trés bien, mais il faut que le régulateur soit tres précis
car plus [ grossit, plus la précision des décimales du régulateur doit étre grande.
Mais & mesure que l'intervalle [A,2A[ grandit, on joue avec de plus en plus de
régulateurs et il devient plus facile techniquement (& cause des ressources infor-
matiques dont nous disposons) de tronquer le régulateur a 'unité prés et de ne
retenir que le nombre n; de régulateurs dont la partie entiére est p; , le nombre
ny de régulateurs dont la partie entiére est po, ... , plutdt que de retenir n,

régulateurs distincts presque tous égaux, ny régulateurs distincts presque tous
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égaux, ...
C’est pourquoi il sera plus commode de modifier légérement la derniére somme
pour tenir compte de ce que nous venons de mentionner.

N

Plutot que de regarder le nombre de régulateurs entre 7 et ﬂ + l , on va

regarder le nombre de régulateurs entre % et N + 1, un intervalle [ fois plus
grand. Nous émettrons I’hypothése que les régulateurs sont, & 1’échelle locale, uni-
formément distribués. Dans ce cas, il doit y avoir [ fois moins de régulateurs dans
un intervalle qui est [ fois plus petit. Nous obtenons donc, sous cette hypothése,
que

+o0
;#{dE[A,QA[ﬂD : % < ]og(gd) < %4_%}

—+00
~ Yt #{de[A24[nD : ¥ <logleq) < F+1}.
i=1

Et puis toujours dans ’hypothése que les régulateurs soient localement unifor-
mément distribués, il sera plus commode de considérer les régulateurs entre L%J

et L%J + 1 plutot qu’entre % et N + 1, car on peut alors tout simplement

tronquer les décimales du régulateur. On aura alors 'approximation suivante :
+o0
SLo#{de[A2AND : ¥ <logleg) < ¥ +1}
=1
+o00
~ l;%-#{de [A2A[ND = [T < logleq) < [F]+1}

g%-#{dem,mmm - og(ea)] = 2] }.

Ainsi, on obtient que pour d > 20
# { de[A2A[ND : 31 avec |log((eq))] = N}
~ Z #{de[A24[ND : |log(es)| = [F] }

et en particulier
Ap(N) = #{de[2F2M1[nD : 31 avec |log((eq))] = N}
~ S Lg{de 2 (ND ¢ |log(en)] = Y] )
=1
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L’égalité précédente nous permettra d’établir une correspondance avec la sous-
section précédente sur la répartition des unités fondamentales. Cette correspon-
dance nous permettra en fait d’utiliser les mémes données et de faire des calculs
similaires en ayant seulement recours aux données sur les unités fondamentales

pour calculer la répartition des unités.

Maintenant, essayons d’obtenir une somme finie plutoét que cette derniére
somme infinie.

Si I>N+1 etsi |[F]=logleq)] , alors 0< | T <[F5]=0

= [§]=0 = |loglea)) =0 = 0<log(eq) <1
= 1<e<e et puisque &4 > 1+2\/E
= Wi o Jd<2-1 = d<20.

2
Et en fait le seul corps quadratique Q(\/E) avec de€ D, d< 20 et avec ¢4 <e

est Q(v/5) . Ceci correspond & k < 2 dans d € [2%,25+1[ . Ainsi, on obtient

I’égalité suivante V k > 3.

~|=

AN~ THB(E) = THB(E) ve2s

=1

Soit maintenant A} := max Ai(N) .

Alors les six graphiques suivants représentent les couples (x,y) avec x =
N AclV) k=15,16,...,20
— et y=-—+—- , pour k=1516,...,20.
V/2k Ay
On a “normalisé” ici aussi les graphiques en divisant en abscisse par V2F et

en ordonnée par A; afin de pouvoir comparer sur des bases similaires les gra-

phiques pour différentes valeurs de & .
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Afin de vérifier si nos calculs respectent 'hypothése (9.4.2), nous présen-
tons aussi les mémes six graphiques, mais non “normalisés” cette fois. C’est-a-
dire qu’ils représentent les couples (z,y) avec = = N et y = Ax(N), pour
k=15,16,...,20.

Dans chacun de ces graphiques, on mettra aussi une droite et une courbe. La

courbe tente d’approximer le nuage de points avec une modélisation de type

y=—2+marAr , ot maxrAy = max Ag(N)
log(\/Q_k)<N<\/2_k

Notons que les définitions de mazA; et de A; sont semblables, mais mazAy
considére les valeurs de N dans un plus petit intervalle, puisqu’en fait dans les
graphiques “normalisés”, nous avons regardé la situation pour N inférieur ap-
proximativement a 4v/2% donc Ay y considére des valeurs de  Ag(N) pour
N inférieur a environ 4v/2F .

La droite représente justement y = maxA; , droite vers laquelle le nuage de

points tend.
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F1G. 9.41. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k = 15, ¢’est-a-dire ensemble des couples (N, A;5(N))
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F1G. 9.42. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k = 16, c’est-a-dire ensemble des couples (N, A15(N))



400
300
200

100

50

100

150

200

X

250

300

350

F1G. 9.43. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k = 17, c’est-a-dire ensemble des couples (N, A17(N))
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F1G. 9.44. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k = 18, c’est-a-dire ensemble des couples (N, Aj5(N))
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F1G. 9.45. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k =19, ¢’est-a-dire ensemble des couples (N, A19(N))
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F1G. 9.46. Répartition des unités des corps quadratiques réels pour
k = 20, c’est-a-dire ensemble des couples (N, Ay(N))
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Dans ces graphiques, le nuage de points grimpe trés rapidement avant de
devenir constant.

Pour ce qui est des graphiques non “normalisés” (9.41 & 9.46), l'intervalle
log(\/2_"3) < N < V2F  sur laxe des abscisses correspond pratiquement a 'in-
tervalle 0 < x <1 de l'axe des abscisses des graphiques (9.35 & 9.40) étant

. N
donné que =z =-— .

\/27

Dans chacun de ces graphiques non “normalisés” justement (figures 9.41 a
9.46), on a approximé le nuage de points avec une modélisation de type
y = —« +maxA; (courbe verte) , ot N est la variable indépendante . On
se souvient que d’aprés 'hypothése (9.4.2), le nuage de points pourrait ressem-
bler & c¢VA- (N —log A)® . D’aprés la modélisation que nous avons faite, un
parameétre B égal & —1 dans ceci semble étre approprié. Notre modélisation
n’est pas exactement sous la méme forme que I'hypothése, mais c¢’est semblable.
On prendra = +maz Ay, = # +maxA;, . Cette modélisation a donné les
paramétres ‘a‘ suivants (et donc les constantes ¢ suivantes que nous présente-

rons juste aprés) pour les différents graphiques :
k = 15 16 17 18 19 20

a = 1200 2500 4500 8000 17500 30000

Voici donc les constantes ¢ et maxA; pour différentes valeurs de &, ou ¢

—a
est calculée ainsi : Ci=—
VT
k = 15 16 17 18 19 20
c = —6.63 —-9.77 —12.43 —-15.63 —-24.17 —29.30
marAr = 195 306 465 725 1147 1763

9.4.3. Moments des régulateurs

Nous abordons ici enfin les moments dans notre étude du comportement des
régulateurs. Tout comme Hooley et Dahl ont étudié le comportement moyen du

nombre de classes et ses moments, nous calculerons nous aussi certains moments
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des régulateurs des corps quadratiques réels. Nous nous intéresserons plus particu-

lirement & la quantité suivante, pour certaines valeurs de A (A =0,1,2,...,10) .

LN eeenp = Loy (Lol
S = ame 3 L) - 5o Y (HEEd)

A<d<2A A<d<2A
deD deD

On remarque que A est la grandeur de U'intervalle [A,2A[ alors le facteur %
a pour but d’étudier la moyenne de ce qui se retrouve a l'intérieur de la somme.

En fait, en statistique, les moments étudient différents caractéres de dispersion
d’une distribution. Le moment d’ordre 1 correspond & l’espérance, celui d’ordre 2
correspond & la variance, celui d’ordre 3 au coefficient d’asymétrie et le moment

d’ordre 4 correspond au coefficient d’aplatissement. Ces moments sont les plus

courants d’ou le fait qu’ils soient connus sous un nom particulier.

Nous avons calculé Sy(A) pour A =0,1,2,...,10 et pour A =213 214 . 220
En fait, il est a-propos de mentionner qu’un algorithme que j’ai programmé pour
calculer les régulateurs selon la théorie des fractions continues exposée dans les
premiers chapitres de ce mémoire était raisonnablement rapide pour les données
plus petites. Pour pouvoir faire les calculs dans les intervalles plus grands, j’ai
plutot eu la chance et le grand privilege d’utiliser un programme congu par Her-
man te Riele qui est beaucoup plus complexe que mon programme mais qui est
aussi plus efficace. Ce programme de te Riele était notamment fait pour calcu-
ler les régulateurs des corps quadratiques réels de discriminant p = 1 mod 4,
avec p un nombre premier. Mais il était d’abord et avant tout congu afin de vé-
rifier expérimentalement les heuristiques de Cohen-Lenstra (conjecture 8.7.1) et

la conjecture de Hooley (conjecture 8.7.2) pour les nombres premiers = 1 mod 4 .

Grosso modo, la partie du programme de te Riele qui calcule le régulateur
commence par calculer rapidement une estimation E de h;(d) - log(e4) . On

se souvient que la formule du nombre de classes de Dirichlet nous indique que

D L(1
hi(d) - log(eq) = w . Ainsi, l'estimation E est trouvée en estimant
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L(1,x) et en utilisant ensuite la formule du nombre de classes. Cette estima-
tion E sert pour utiliser les idées de Shanks (section 9.5) qui permettent de
parcourir beaucoup plus rapidement le développement en fraction continue. Le
principe de l'algorithme de te Riele est de simplement trouver un multiple du
régulateur (c’est-a-dire une unité pas nécessairement fondamentale) permettant

ensuite d’obtenir le régulateur.

Bien stir, comme le programme de te Riele fournissait les régulateurs pour
les corps quadratiques de discriminant p = 1 mod 4 et que nous voulions plu-
tot avoir les régulateurs pour les corps quadratiques de discriminant fondamental
= 1 mod 4, nous avons di modifier le programme de te Riele pour qu’il nous
fournisse tous les régulateurs désirés et pour qu’il effectue les calculs que nous

souhaitions.

Mais revenons maintenant aux moments. Nous disions que nous avons calculé
Sy\(A) pour A =0,1,2,...,10 et pour A =213 21 220 Voici les résultats de

ces calculs.

N 0 1 2 3
213 02027587891 0.1188028622 0.1284547001 0.1911993114
914 02023315430 0.1177363396 0.1304731332 0.2028535378
915 02025756836 0.1142481366 0.1257324768 0.1968931598
216 02027587891 0.1117205620 0.1240419266 0.1985998770
217 0.2026062012 0.1083668481 0.1211002933 0.1978153140
218 0.2026405334 0.1065749302 0.1189976961 0.1973431985
219 0.2026443481 0.1042779571 0.1161754003 0.1941173073
920 0.2026433945 0.1017062860 0.1127889157 0.1892554588
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N 4 5 6 7
218 0.3369690043 0.6556622679 1.3605847340 2.9546729800
214 0.3775141127 0.7794104719 1.7190410010 3.9689637580
215 0.3730178906 0.7896780177 1.7942095220 4.2804388340
216 0.3877493418 0.8508763118 2.0134000110 5.0228912560
217 0.3978283137 0.9028840485 2.2122766460 5.7133619920
218 0.4054271527 0.9434418038 2.3761851360 6.3199748250
219 0.4040873528 0.9556686868 2.4500064480 6.6377328780
920 0.3975689476 0.9521804536 2.4792119440 6.8386063130

Ay

Ay

AL
213
214
215
216
217
218
219
220

8
6.6387226270
9.4789033390

10.5858785600
13.0375484600
15.3351829700
17.4973831000
18.7259032100
19.6846035700

9
15.3185239300
23.2393162200
26.9199879100
34.9160634400
42.4012217600
49.9714233900
54.5026142700
58.5688194500

10
36.1118781800
58.1852415500
70.0103788400
95.9353484200
120.0478287000
146.3251871000
162.6509863000
178.9856016000

Ces colonnes de chiffres sont bien jolies, mais le fait de les représenter graphi-
quement est souvent fort utile pour bien les visualiser, pour dégager une tendance
ou pour les modéliser. Nous avons donc fait des graphiques pour chaque moment,
en fixant A dans un graphique et en y faisant varier A . Nous vous présentons
donc onze graphiques, pour chacun des A = 0,1,2,...,10. Dans chacun de ces

graphiques, nous modéliserons la courbe obtenue pour tenter de prédire ce vers

quoi tend le moment par rapport aux intervalles étudiés.
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Ce premier graphique représente Sp(A) = Sp(2¥) pour k = 13,14,...,20.

2
Les points tendent vers la droite y = — =~ 0.202642367 . C’est tout a fait
™

1
conforme a ce que la théorie nous indique. En effet, Sy(A) = >l

A A<d<2A
deD

Rappelons que le corps quadratique Q(\/&) aura un discriminant fondamental si

1
et seulement 'l est libre de carré impair. Il y a une proportion de — des nombres
p

1
naturels qui sont divisibles par p? et donc il y a une proportion de 1 — — des
p

nombres qui ne sont pas divisibles par p?. La proportion des nombres qui sont

1
libres de carré impair est ainside [] (1 — — | etlaproportion des nombres qui
p>3 p
1 1
sont des discriminants fondamentaux = 1mod4 est de - - ] <1 — —2>
p>3 p
A
Comme l'étendue de lintervalle [A,2A[ est de A, il devrait y avoir i

1
I (1 — —2> nombres qui sont des discriminants fondamentaux = 1mod 4
p>3 p

entre A et 2A. Ainsi,

s - b 2= 5 (310 5)

AgddBQA p>3
€
11— ( 1) 1 ( 1) 11
= Z. . j — = ——_. j [— = Z.____
4 1—5 Ig p? -3 p? 3 ¢(2)
1 6 2
™ ™

Les moments Sp(A) tendent donc vers cette valeur, comme on peut le constater

dans le graphique suivant.
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La droite rouge représente y = 2,-‘112 :

FIG. 9.47. 0° Moments par rapport aux intervalles [2%, 2*"1[ pour
k=13,14,...,20

Les dix prochains graphiques, pour A = 1,2,....10, représentent chacun
S\(A) = S\(2%), ot dans chaque graphique k varie entre 13 et 20. Nous avons

modélisé dans chacun de ces graphiques une courbe qui le représente bien.
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La droite rouge représente v =
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FIG. 9.48. 1" Moments par rapport aux intervalles [2%, 281 pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =
0.162349968435714 — 0.00243208488928572 k.

FIG. 9.49. 2° Moments par rapport aux intervalles [2F, 2**1[ pour
k=13 14, ....20
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La droite rouge représente v =
0.207151578496428 — 0.000675268661904757 k.

F1G. 9.50. 3° Moments par rapport aux intervalles [2%, 2¥"1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente vy =

0.254518511314286 + 0.00730919716428572 I .

FIG. 9.51. 4° Moments par rapport aux intervalles [2%, 2**1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =
0.172064726260714 + 0.0413128412023809 k.

Fic. 9.52. 5¢ Moments par rapport aux intervalles [2%, 2*"1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =

-0587425444785714 + 0.159881204547619 k.

FIG. 9.53. 6° Moments par rapport aux intervalles [2F, 2**1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =
-4 08193811050000 + 05635768 76E66667Y k.

F1G. 9.54. 7¢ Moments par rapport aux intervalles [2%, 2¥*1[ pour
k=13,14,...,20

5,(4)

La droite rouge représente vy =

-17.6711173945357 + 1 91176564388095 k.

FIG. 9.55. 8 Moments par rapport aux intervalles [2%, 2**1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =
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FiG. 9.56. 9° Moments par rapport aux intervalles [2%, 2*"1[ pour
k=13,14,...,20
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La droite rouge représente v =

-240.227704739643 + 21.1369249136905 k.

FIG. 9.57. 10° Moments par rapport aux intervalles [2F 28+1[
pour k=13,14,...,20
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Dans les graphiques précédents, la courbe qui modélise le mieux est souvent

de la forme f(k)=a+b-k avec a et b quisont ici des constantes.

On peut pousser plus loin la réflexion en essayant d’additionner les S (2]“)
pour A fixé. Comme on a alors  f(k) = S\ (2’“) =a+b-k , les sommer

donnera une série arithmétique.

k2 k2 k2 k2
Y S(@Y) = D (a+bk) = D a +0b-) k
k=k1 k=Fk1 k=k1 k=k1
ko—ki1+1
= alba—ki+1) + 0 Y (ki—1+1)
=1
ko—Fk1+1 ko—Fk1+1

= alke—k+1) + 0 > (k-1 + b > i

i=1 i=1
= a(kg—k1+1)+b‘(k52—k51+1)'(/€1—1)

y ks —ki+1) - (ks — by +2)
; .

C’est, en fonction de ks, un polynéme de degré 2.

9.5. ALGORITHMES DE CALCUL DU REGULATEUR

Il y a essentiellement cinqg méthodes pour calculer I'unité fondamentale ¢4 =
%\/E d’un corps quadratique Q(\/&) . Ces méthodes ont des temps de calcul

différents mais aussi conséquemment des niveaux de difficulté correspondants.

La premiére méthode, dite naive, consiste a essayer v = 1,2,... jusqu’a ce
que dv?>+4 soit un carré parfait pour avoir u? —dv? = £4 . Cette méthode

fonctionnera, mais est hautement inefficace. Son temps de calcul est de 'ordre de
O(e@) .

La seconde méthode utilise les fractions continues et est conforme aux procé-

dés et théoréemes que nous avons décrits. Son temps de calcul est de I'ordre de
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O(D%J“f) . Le probléme qui survient toutefois avec cet algorithme est que les co-
efficients u et v de l'unité fondamentale sont déraisonnablement grands. Comme
I'intérét est de connaitre le régulateur (ou méme une estimation du régulateur)
davantage que l'unité fondamentale, Henri Cohen propose dans [C]| une formule
pour calculer le régulateur sans avoir besoin de calculer d’abord I'unité fondamen-
tale. Cette formule de Cohen n’améliore pas le nombre d’opérations effectuées par
I’algorithme, mais améliore grandement son temps d’exécution, puisque les cal-
culs peuvent étre faits approximativement en utilisant une précision raisonnable,

évitant d’obtenir des valeurs de u et v trop élevées.

La troisiéme méthode est une amélioration notable de l’algorithme sur les
fractions continues (la deuxiéme méthode) et est due a D. Shanks. Il utilise pour
ce faire une combinaison de deux idées personnelles. Sa premiére idée est un al-
gorithme appelé “pas de bébé - pas de géant” qui, grace a certaines constatations
qu’il a faites, permet maintenant de parcourir le développement en fraction conti-
nue en faisant des grands sauts. Sa seconde idée concerne des remarques qu’il a

faites sur l'infrastructure d’un cycle d’une fraction continue. Le temps de calcul

de cette méthode de Shanks est de I'ordre de O(D%Jra) .

L’algorithme de te Riele (basé sur les idées de Shanks) que nous avons utilisé

aurait quant a lui un temps de calcul de 'ordre de O(D%JFE) .

La quatriéme méthode est une combinaison de la troisiéme méthode, due a
Shanks, avec une méthode provenant de la théorie de la factorisation ('utilisation
de bases de facteurs) introduite par J. Buchmann. Il semblerait en pratique que
le temps de calcul de cette quatriéme méthode serait sous-exponentielle et serait
de 'ordre de O (ec'vlogD'bg(logD)> , ot ¢ > 0 est une petite constante. La
véracité de cette quatriéme méthode dépendrait toutefois du fait que I'Hypothése
de Riemann Généralisée (HRG) soit vraie. Par contre, une variante plus lente ne

reposant pas sur HRG aurait été trouvée et aurait un temps de calcul de 'ordre
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de O(Ds+*) .

La cinquiéme méthode [F|, plus récente, donne un algorithme ayant un temps
de calcul polynomial(!). Cet algorithme de Hallgren se base sur une technique

pour trouver la période d’une transformée de Fourier quantique.

9.6. APPLICATIONS DES CORPS QUADRATIQUES ET DES FORMES

BINAIRES QUADRATIQUES

Les travaux de Gauss sur les formes binaires quadratiques ont engendré de
fertiles développements en théorie des nombres. Mentionnons par exemple le pro-
bléme du nombre de classes de Gauss pour les corps quadratiques imaginaires.
Ce probléme consiste a fournir pour chaque n € N une liste exhaustive de corps
quadratiques imaginaires ayant un nombre de classes égal & n. Pour n =1, le
probléme a été résolu indépendamment et par des méthodes différentes par Baker
et Stark, en 1966. La méthode de Baker reposait sur la théorie de la transcendance
(théorie qui s’est développée notamment sur les bases du VII¢ des vingt-trois pro-
blémes d’Hilbert et grace aux contributions de Gelfond et Schneider). La méthode
de Stark, quant & elle, repose sur 'é¢tude des fonctions modulaires elliptiques.
Stark a en fait clarifié les travaux de Kurt Heegner (qui ne furent pas acceptés
initialement) utilisant les formes et les équations modulaires. Par la suite, le cas
n = 2 fut abordé en application des travaux d’Alan Baker. Pour le cas général,
il fallut attendre la découverte par Dorian Goldfeld que le probléme du nombre
de classes soit relié aux fonctions-L des courbes elliptiques. Ceci constitue le pro-
bléme du nombre de classes de Gauss pour les corps quadratiques imaginaires. En
ce qui concerne les corps quadratiques réels, le méme probléme de fournir pour
chaque n € N une liste exhaustive de corps quadratiques réels ayant un nombre
de classes égal a n est toujours irrésolu et est beaucoup moins connu. Comme
nous l'avons déja mentionné, dans le cas des corps quadratiques réels, il y a le
régulateur qui entre en cause dans la formule du nombre de classes de Dirichlet

et il est difficile a contréler. D’ott un intérét a tenter de comprendre davantage
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comment se comporte le régulateur.

Par ailleurs, les travaux de Kummer sur les facteurs d’idéaux et sur le Dernier
Théoréme de Fermat qu’il a prouvé pour certains exposants, dits des nombres pre-
miers réguliers, auraient été facilités par les travaux de Dirichlet et par sa formule
du nombre de classes. En effet, Kummer aurait souligné que le développement ra-
pide de sa propre formule du nombre de classes pour les corps cyclotomiques et
que ses découvertes sur les relations entre le Dernier Théoréme de Fermat pour un
exposant p et les nombres de Bernouilli modulo p ont été rendus possibles entre
autres par les trouvailles de Dirichlet et notamment par sa formule du nombre de

classes dans le cas quadratique.

Ces relations ont poussé Kummer a entamer I’étude approfondie de certaines
fonctions-L et de nombres de classes, ce qui deviendra un sujet central dans la
théorie des nombres algébriques moderne et qui réapparaitra également (sous un
jour différent) au coeur de la stratégie de Wiles pour prouver la conjecture de

Taniyama-Shimura. [Dar]

Kummer était conscient que ses travaux sur la théorie des idéaux étaient inti-
mement liés & la théorie de Gauss sur les formes binaires quadratiques. Ainsi, bien
que Kummer avait pour objectif en développant sa théorie des idéaux de tenter de
résoudre le Dernier Théoréme de Fermat, ce n’était pas son seul objectif. Il aurait
méme affirmé que ce n’était pas son objectif le plus immédiat. Il y avait parmi
ses autres buts la recherche de généralisations des lois de réciprocité quadratique,
cubique et biquadratique a des puissances plus élevées ainsi que l’explication de

la théorie de Gauss sur la composition des formes.

Suite & Gauss, I'étude des formes binaires quadratiques s’est généralisée vers
la théorie des nombres algébriques et vers I’étude des formes quadratiques en
plusieurs variables. Parmi les pionniers de ces domaines se retrouvent Jacobi,

Dirichlet, Eisenstein, Hermite, H.J.S. Smith, H. Minkowski et C.L. Siegel. La
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théorie est toujours active de nos jours et est reliée a des théories algébriques
comme par exemple la théorie des sous-groupes arithmétiques des groupes de Lie
ainsi qu’a des théories analytiques telles que la théorie des fonctions modulaires.
La géométrie des nombres origine elle aussi de 'étude des formes quadratiques.
Plus précisément, elle provient du probléme de minimiser les valeurs d’une forme
quadratique dont les variables sont & valeurs entiéres. Minkowski participa a la
création de la géométrie des nombres en essayant de résoudre des inégalités faisant
intervenir des formes quadratiques. La géométrie des nombres repose essentielle-
ment sur I'utilisation de notions géométriques, comme la connexité et les réseaux,
pour résoudre des problémes de théorie des nombres tels que la solution d’inéga-

lités en entiers.

En ce qui concerne les développements récents dans 1’étude des corps qua-
dratiques réels, on peut lire dans |Gr| des liens entre le symbole de Kronecker,
le discriminant fondamental et certains nombres premiers, dits inertes, des corps
quadratiques réels.

On peut aussi lire dans [Dar2]| et dans [Dar3| des liens qui unissent les corps
quadratiques et I’équation de Pell avec I’étude des points rationnels sur les courbes
elliptiques.

Toujours pour rester dans le sujet des courbes elliptiques, la conjoncture de
Birch et Swinnerton-Dyer, qui prédit un lien entre la fonction-L et le rang d'une
courbe elliptique, serait une extension de la formule du nombre de classes de Di-

richlet reliée & des équations diophantiennes du type X3+ Y3 = DZ3.

Par ailleurs, les corps quadratiques ont aussi des applications en cryptographie
[Bu]. La cryptographie utilisant les corps quadratiques imaginaires est préte a étre
utilisée. Par contre, la cryptographie utilisant les corps quadratiques réels n’est
pas encore assez efficace pour étre utilisée en pratique. Pour améliorer la sécurité,
certains suggérent 1'utilisation de discriminants de formes particuliéres, puisque

dans ces cas les algorithmes actuels les plus rapides pour calculer le régulateur
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sont considérablement plus lents que la moyenne. Mais il reste encore plusieurs

problémes ouverts dans ce domaine.
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