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RESUME

Dans cette thése nous abordons la conception de nouveaux schémas de type
volumes finis pour la résolution de systémes hyperboliques non-linéaires pour
la prédiction des écoulements compressibles instationnaires. Les nouveaux sché-
mas présentés s’appuient tous sur les schémas proposés par Arminjon-Viallon et
Arminjon-Stanescu-Viallon en 2 dimensions spatiales qui, eux, furent dérivés du
schéma de Nessyahu-Tadmor en une dimension d’espace construit & partir du
schéma décalé bien connu de Lax-Friedrichs. Ces schémas peuvent étre considé-
rés comme étant tous du type de Godunov et ont pour caractéristique principale
d’éviter la résolution des problémes de Riemann aux interfaces en utilisant 2
maillages différents pour, respectivement, les pas de temps pairs et impairs. Pour
éviter la trop grande diffusion amenée par le schéma de Lax-Friedrichs, on a eu
recours a l'utilisation d’une technique nommée MUSCL, originalement proposée
par van Leer, consistant & reconstruire la solution constante par cellule en une
solution linéaire par cellule tout en limitant les oscillations grace a I'utilisation de
fonctions non-linéaires. On obtient tout d’abord une extension en 3 dimensions
spatiales sur des maillages cartésiens structurés. Ensuite, nous abordons le cas de
maillages non-structurés composés de tétraédres, et la formulation mathématique

du schéma associé a ces cellules. Pour réduire les temps de calcul, un nouveau,
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schéma de type centré fondé sur celui de Nessyahu-Tadmor mais évitant Putili-
sation d’un pas intermédiaire, et composé d’un nouveau flux est proposé en une
et 2 dimensions spatiales pour des maillages structurés, puis en 3 dimensions sur
des maillages non structurés composés de tétraédres. Les résultats obtenus dé-
montrent que les nouvelles méthodes sont moins sensibles aux maillages déformés
et qu’elles sont plus simples & mettre en ceuvre du fait que le probléme de Rie-
mann est évité et qu’aucune information sur la décomposition de la discontinuité

en les différents champs caractéristiques du systéme n’est nécessaire.

MOTS CLES:

Lax-Friedrichs, schémas centrés, Euler, instationnaire, méthodes mul-

tipas, ordre élevé, MUSCL, limiteurs, schémas monotones, TVD




SUMMARY

In this thesis we construct new finite volume methods for the solution of non-
linear hyperbolic systems describing instationary compressible flows. The new
methods proposed here are based on the same ideas that gave rise to the 2-
dimensional finite volume methods of Arminjon-Viallon and Arminjon-Stanescu-
Viallon. The latter were based on the one-dimensional finite difference method
proposed by Nessyahu-Tadmor derived itself from the staggered Lax-Friedrichs
scheme. These methods can be viewed as Godunov-type methods and have the
advantage to bypass the resolution of Riemann problems at cell interfaces by using
two staggered meshes respectively at even and odd time steps. To compensate for
the well known high diffusion of the Lax-Friedrichs scheme, van Leer’s MUSCL
technique is applied to the base method: it consists in replacing the Godunov
piecewise constant cell functions with piecewise linear functions constrained with
the help of nonlinear limiting functions that inhibit the apparition of oscillations.
A 3 dimensional extension for structured Cartesian grids is first derived. Then,
the method is presented for unstructured tetrahedral grids with the mathematical
formulation of the method associated with the diamond dual cell. The computa-
tion times are then reduced by introducing a new formulation for the flux term.

Numerical tests are performed in 1 and 2 spatial dimensions for Cartesian grids,
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and on unstructured tetrahedral grids in 3 dimensions. The results obtained de-
monstrate that all these new unstructured methods are less sensitive to meshes
with a high aspect ratio. They are also simpler to code than usual finite volume
methods because the Riemann problem is avoided and hence no information on

the characteristics of the hyperbolic system is required.

KEY WORDS:

Lax-Friedrichs, centered scheme, Euler, instationary, linear multis-
tep methods, high resolution, MUSCL, limiters, monotone schemes,

TVD
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INTRODUCTION

Dans les années 1950, S. K. Godunov a construit une méthode [24] de type

“volumes finis” pour résoudre les équations hyperboliques de conservation du type

us + f(u)e =0

u(z,0) = uo(z)
Il procédait en subdivisant la région d’intérét en z en sous-intervalles, ou cel-
lules, (2i—1/2,%it1/2) sur lesquelles il approximait la solution u(z,t) par des va-
leurs constantes par cellule {u?} a chaque instant t° = 0,t! = At,...t" = nAt.
Cette méthode était d’ordre un en espace et en temps et préservait la monotonie,
mais son inconvénient était la nécessité de résoudre localement, & chaque interface

Tiy1/2, un probléme de Riemann

)
us+ f(u)e =0 pour " <t<t" et —o0o <z <00

. T < Ty

u(z,t") =

Uy T2 Tig1/2%

\

ot les ] sont justement les valeurs moyennes cellulaires sur lesquelles repose la
méthode. La résolution des problémes de Riemann requiert un temps de calcul non
négligeable ce qui peut devenir un inconvénient important lorsque I’on généralise

la méthode aux problémes en 2 ou 3 dimensions spatiales. Méme si les résultats




obtenus par Godunov et ses collaborateurs [25] étaient de trés bonne qualité
pour I’époque, il laissaient désirer une amélioration en ce qui concerne les temps
de calcul et 'ordre de précision. D’importants progrés furent accomplis par Boris
et Book [12], van Leer [62, 63, 64, 61, 65|, Roe [50], Osher et collaborateurs
[45], Harten [30, 27, 28].

Les améliorations reposaient d’une part (van Leer) sur le remplacement d’une
approximation constante par morceaux (proposée pér Godunov) par une approxi-
mation linéaire par morceaux ou, encore, parabolique par morceaux (Woodward
et Colella [67]) et d’autre part (Roe, Osher ) par le remplacement de la réso-
lution exacte du probléme de Riemann par une solution approchée (solveur de
Riemann). En généralisant ’approche de van Leer, Woodward et Colella, il fut
possible d’obtenir des méthodes dites “ENO?” valables (théoriquement) pour des
ordres de précision arbitrairement grands [30).

Dans d’autres approches par exemple Richtmyer-von Neumann [44] et Richtmyer-
Morton [48], on ajoutait une certaine quantité de “viscosité artificielle” pour sta-
biliser la solution au voisinage de la discontinuité. Cette approche, souvent fort
utile, comportait cependant 'inconvénient d’exiger un ajustement assez délicat, et
spécifique du probléme considéré, de la quantité de viscosité artificielle & ajouter
au schéma de Lax-Wendroff sur lequel cette méthode reposait.

Les solveurs de Riemann approximatifs (ou non) comportaient tous le méme

inconvénient majeur. Il était possible d’observer en plusieurs dimensions spatiales

2. Essentiellemen Non Oscillatoire




des effets dit d’orientation de grille; le probléme de Riemann posé aux interfaces
des cellules se résolvait dans la direction normale & ces faces. Donc, I'aspect mul-
tidimensionnel du probléme était restreint a la résolution d’une multitude de
problémes unidimensionnels dans les directions normales aux faces des cellules.
Les méthodes utilisant des pas fractionnaires [58] ou des directions alternées
[55] souffraient aussi, entres autres, d’effets d’orientation de grille. Egalement, une
généralisation de ces méthodes sur des maillages non-structurés était tout a fait
impensable.Le probléme restait donc entier: comment préserver au maximum le
caractére multidimensionnel d’un systéme hyperbolique lors de sa discrétisation?
Fait étrange, une nouvelle solution & ce probléme nous parvint du passé: le
schéma de Lax-Friedrichs (1954). Nessyahu et Tadmor en 1990 [43] ramenaient &
la vie ce schéma de Lax-Friedrichs en une dimension spatiale pour finalement lais-
ser de coté toute la grande famille des schémas de type “amont” et se concentrer
sur des nouveaux schémas dit de type “centrés”, permettant d’éviter la résolution
des problémes de Riemann aux interfaces grace a ’emploi du schéma décalé de
Lax-Friedrichs en utilisant deux maillages jumelés. Arminjon et Viallon virent
immeédiatement les implications (temps de calculs, réddition du caractére mul-
tidimensionnel...) de cette nouvelles famille de schémas et, ils proposérent une
extension trés générale pour les maillages triangulaires non-structurés [8] et pour
les maillages cartésiens en 2 dimensions spatiales [7]. Madrane étendit le schéma

aux équations bidimensionnelles de Navier-Stokes [42].




Le temps était donc venu d’étudier cette méthode en 3 dimensions d’espace,
ce qui fit 'objet de notre étude [3, 4, 5, 6].

Le plan de cette thése est le suivant:
Chapitre 1. Introduction du modéle mathématique sur lequel nous voulons nous
pencher. Un rappel des résultats de base sur les équations hyperbolique : solutions
faibles, condition de Rankine et Hugoniot, solution entropique, probléme de Rie-
mann.
Chapitre 2. Notions de base nécessaires a la construction de schémas de type
volumes finis d’ordre supérieur sur des maillages structurés: ordre, convergence,
MUSCL, limiteurs.
Chapitre 3. Présentation d’une généralisation a4 3 dimensions spatiales de la
méthode aux volumes finis d’Arminjon, Stanescu et Viallon. Nous nous intéressons
aussi & une extension bidimensionnelle de la méthode d’Arminjon et Viallon pour
des maillages structurés pour voir si la forme des cellules duales a une influence
sur la résolution de la méthode.
Chapitre 4. Notions de base nécessaires a la construction de schémas de type
volumes finis d’ordre supérieur sur des maillages non-structurés: estimation des
gradients, MUSCL, limiteurs.
Chapitre 5. Une formulation en 3 dimensions d’espace pour des maillages non
structurés formés de tétraédres est dérivée en s’appuyant sur les idées d’Arminjon

et Viallon dans le cas de maillages de triangulations (2D).




Chapitre 6. En se fondant sur les méthodes de type Nessyahu-Tadmor de di-

mension 1, 2 et sur la nouvelle formulation non-structurée pour des tétraédres,

un nouveau type de schéma centré n’utilisant pas de prédicteur et réduisant si-

gnificativement les cotits de calculs est présenté.

Conclusion
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Chapitre 1

MODELE MATHEMATIQUE

1.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on présente les définitions et principes de base sur les équa-
tions hyperboliques. Cet exposé repose sur les ouvrages de références trés connus
dans le domaine: [22, 23, 37, 54, 32, 48]. Le systéme d’équations qui nous

intéresse est le suivant :
U, +V-FU)=0, U=U(xt):R¢x [0,T]-DCR*, T>0  (1.1.1)

de facon évidente U = (uj,ug,...,un)" et F = (F,F,...,Fy). Les Fy sont des
vecteurs de dimension n s’exprimant comme (f;1,f;2,--,fjn) |- Lorsque (1.1.1) est
combiné & certaines conditions dites initiales, nous transformons le tout en un
probléme avec conditions initiales ou, plus briévement p.c.i.. Par exemple, il est
trés courant de vouloir résoudre le probléme dans un domaine fermé et borné, ce
qui est une condition pratique pour la résolution de tout probléme par ordinateur.

Nous pouvons formuler deux types de problémes avec conditions initiales dif-
férentes & l’aide du systéme (1.1.1). Les questions de probléme bien posé dans

le cas d’équations aux dérivées partielles (é.d.p.) assujetties a diverses conditions
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initiales, et d’existence de solutions, sont des sujets trés complexes. Nous nous
contenterons, ici, de mettre en place des conditions initiales qui donnent un sens
physique aux problémes. Plus loin, nous énoncerons les principales démonstration
d’existence reliées & certains types de conditions aux bords et initiales.

Définition 1.1.1. (Probléme mixte, initial et aux limites) Soit U(x,t) telle
que définie en (1.1.1) avec U : Q x [0,T] — R"™, Q étant un ouvert de R?%. Si, en

t =0 U est définie par

Up = U(x,t =0), x € 0 (1.1.2)

Ulag = g(x), Vt € [O,T], x € 052 (1.1.3)

alors (1.1.1), (1.1.2) et (1.1.8) forment un probléme de conditions initiales
(PCI).

Définition 1.1.2. (Probléme purement initial, ou de Cauchy) Soit U telle
que définie en (1.1.1) et telle que U : R? x [0,T] — R™. Supposons qu'ent =0, U
soit définie par Ug(x) = U(x,0) € R", alors en combinant & (1.1.1) cette derniére
condition initiale, nous formons un probléme de Cauchy.

Introduisons maintenant les matrices jacobiennes associées a (1.1.1):

9F;(U)

Définition 1.1.3. Les matrices jacobiennes de (1.1.1) sont: A; = =5

Nous désignerons par A le vecteur composé des matrices (A1,As,...,Aq). Pour un
vecteur quelconque w € R? le produit scalaire A - w = Ele A; - w; sera appelé

matrice caractéristique et sera notée comme A(U,w) .
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Le systéme (1.1.1) posséde des propriétés radicalement différentes selon les di-

verses valeurs propres possibles que peut prendre la matrice A. Nous n’étudierons
pas (1.1.1) pour toute matrice A mais seulement lorsque la matrice caractérisque
rend le systéme hyperbolique au sens suivant :
Définition 1.1.4. Le systéme (1.1.1) est dit hyperbolique si Yw € R? on a
que A posseéde n valeurs propres réelles et n vecteurs propres linéairement indé-
pendants. Si ces valeurs propres sont toutes distinctes alors (1.1.1) est dit stric-
tement hyperbolique.

Nous avons maintenant assez de définitions sur les systémes hyperboliques

pour nous concentrer sur un exemple typique et concret.

1.2. EQUATIONS D’EULER

Provenant de la mécanique des fluides et modélisant les écoulements compres-
sibles & la limite non-visqueuse, les équations d’Euler pour les gaz parfaits consti-
tuent ’exemple principal de systéme hyperbolique que nous étudierons. Il est
certain qu’il en existe beaucoup d’autres qui proviennent de différents domaines
de la physique ( magnétohydrodynamique, processus de réaction (combustion)).
Lorsque 'on consideére les équations d’Euler dans R?, le systéme modéle (1.1.1) est
composé de 5 équations ((n,d) = (5,3)). Sous la forme conservative, les équations

d’Euler s’écrivent comme :



U+FU),+GU),+HU),=0

13

(1.2.1)

avec U = U(z,y,2,t) = (p,pu,pv,0w,pE)" et F = (F,G,H). Les flux s’expriment

de facon explicite ainsi:

F(U) = (

[ )

pu +p
puv

puw

VW

\u(rE +p)

\v(vE +p) |

puw
pow

pw® +p

\w(pE +p) |

) (1.2.2)

Les variables physiques qui forment les quantités conservées sont p la densité

du fluide, v = (u,v,w) sa vitesse, p la pression et F énergie totale, c’est-a-dire

la somme des énergies interne et cinétique. La premiére équation représente la

conservation de la masse, la derniére la conservation de ’énergie tandis que les

3 équations du centre représentent la conservation de la quantité de mouvement.

Ce systéme doit étre complété par une équation d’état qui définit les propriétés

thermodynamiques de ’écoulement en considération. Pour un écoulement non-

visqueux sans échange de chaleur, I’équation qui compléte le systéme est:

p=(y=1(E -V

(1.2.3)
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Le nombre vy représente le rapport des coefficients de chaleur spécifique (y =
C,/C,), dans notre cas, pour un gaz parfait diatomique, v = 1.4. Dans les cha-
pitres suivants, lors des calculs, il sera intéressant de regarder certaines quantités
physiques, autres que celles qui interviennent directement dans le systéme, comme
la vitesse locale du son et le nombre de Mach. La vitesse du son au carré est pro-

portionnelle au rapport de la pression et de la densité:

Le nombre de Mach représente la vitesse de 1’écoulement par rapport a celle du

son (localement):

yr vl
C

On dira, de fagcon générale, que I’écoulement pour M >> 1 est supersonique,
pour M << 1 est subsonique et que pour M “autour” de 1 P’écoulement sera
transsonique.

Il faut également distinguer 2 types d’écoulememts: internes et externes. Res-
pectivement, ils correspondent & 2 types de conditions aux bords du domaine
physique et de calcul. Par exemple, pour un écoulement externe, on prend un
domaine suffisamment grand et tel qu’aux bords du domaine, I’écoulement pos-
séde des propriétés simples. Il peut, par exemple, devenir laminaire aux bords.

L’écoulement autour d’une aile d’avion est I’exemple classique d’un cas externe
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d’écoulement. L’entrée de l'air dans ’espace plus restreint du moteur peut se
définir comme un écoulement interne.

Selon (1.1.1), il faut imposer & (1.2.1) des conditions initiales partout sur le
domaine et des conditions aux frontiéres (Dirichlet) du domaine physique 2. Nous
désignerons par 02 la frontiére du domaine physique. De facon générale, il y a
4 types de conditions frontiéres pour les écoulements modélisés par les équations
d’Euler. Il y a des conditions d’entrée I'g, de sortie I'g, de glissement le long des
parois I'g et finalement une condition frontiére I'o, dite “4 I'infini” qui pourrait
étre vue comme une condition d’entrée pour des écoulements supersoniques. Evi-
demment, la frontiére du domaine {2 se décompose comme 9 = I'gUTI'gUI's Ul .

La condition de glissement est la plus simple a imposer, elle stipule que le

fluide le long des parois ne colle pas mais glisse (équations d’Euler). Soit n un
vecteur normal & la parois sur la région I'g alors la conditions v - n = 0 est
imposée.
Remarque 1.2.1. (1.2.1) est la forme locale des équations d’Euler. Il est possible
de ré-écrire ces équations pour un volume de controle Qy, cette nouvelle formula-
tion sous forme intégrale, nous permettra d’imposer de facon faible la condition
de glissement, et ce, directement dans la discrétisation en volumes finis.

Pour étudier les autres conditions aux frontiéres restantes, une études des

propriétés de (1.2.1) est nécessaire.
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1.2.1. Propriétés des équations d’Euler

Définition 1.2.1. Une fonction f = f(z) : R — R est dite homogene si VA €
R on a que f(Az) = Af(x). Ceci se généralise trivialement pour R™. En effet,
F(U) : R* — R", comme dans (1.2.1), est homogéne si F(AU) = AF(U) ¥\ € R.
Proposition 1.2.1. Pour les équations d’Fuler (1.2.1) F est homogéne.

DEMONSTRATION. Puisque I’équation d’état est donnée en (1.2.3), nous démon-

trons la proposition seulement pour F dans F = (F,G,H):

U = (p,pu,pv,pw,pE)

= (p’m7n7l7o)
m2 mn ml om m
Fz(m7~+p)_a_7_—+£—')
p p’p’p | p
1.m2 n?2 2
p=(—-1o—z(—+—+~—
- Do- 3%+ 2+ 5

A T’aide de ces définitions Y\ € R:

p(AU) = p(((Ap,Am,An, A, 0)))

=(r =10~ 5( VIR )\p))
1.m?> n? [
:/\(’7—1)(0“‘2‘(74“—;4“;))
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Maintenant, pour F, la preuve est simple:

A2m? Xmn A2ml Nom  Npm
FAU) = (Am,—— + A
_Am,E e mil om  pm
p P P P P
= AF(U)

O

Cette propriété permet d’écrire les équations sous une forme non conservative
qui sera utilisée dans les calculs numériques car le produit des matrices jaco-
biennes sous forme non conservative est beaucoup moins coiiteux que sous forme
conservative.

Les équations d’Euler en 3 dimensions d’espace comportent 5 valeurs propres.
L’obtention de ces valeurs propres, quoique élémentaire, demeure une tache fasti-
dieuse. Un logiciel de calcul symbolique parvient & la bonne réponse en quelques
secondes. Les valeurs propres sont obtenues & partir de la matrice caractéristique

pour un vecteur abitraire n € R?:

/\1(11) =VvV-n—g¢, )\2,3,4 =V -1, )\5(11) =v-n-+c¢ (124)

Donc, selon la définition (1.1.4), les équations d’Euler (1.2.1) ne sont pas
strictement hyperboliques car la seconde valeur propre du systéme est triple (et
linéairement dégénérée). Le signe des valeurs propres donne exactement le nombre

de conditions au bord 0 qui doivent &tres imposées pour que le probléme soit
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bien posé. Ces conditions paraitront beaucoup plus naturelles lorsque nous abor-
derons le probléme de Riemann. Lors du traitement des conditions aux limites
numeériques il y a un lien évident entre extrapolation des variables dépendantes
dans le domaine de calcul et signe des valeurs propres du systéme.

Prenons n € R? pointant vers I'intérieur du domaine Q :

Entrée supersonique: n et v pointent dans la méme direction donc v-n > 0

etv-n>c

0L /\1 < )\2 = /\3 = XN < A5 (125)

Les caractéristiques “entrent” dans 2, il faut donc imposer toutes les variables
physiques a I’entrée.

Entrée subsonique: v-n>0etv-n<c

AM<0< A== < A5 (126)

Il faut donc imposer 4 conditions.

Sortie supersonique: v-n <0et |[v-n|>c¢

M<Ad=A3=XM<A<0 (127)

Aucune condition & imposer.

Sortie subsonique: v-n<0et |v-n|<c

M<A=A3=A0<0< )5 (128)

Une seule condition & imposer.
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1.3. EXISTENCE D’UNE SOLUTION

L’existence d’une solution pour le systéme (1.1.1) soumis & certaines condi-
tions initiales demeure un probléme trés complexe que nous n’aborderons pas.
Nous nous contenterons, ici, d’énoncer les résultats fondamentaux et utiles i la
construction de schémas aux volumes finis lorsque ceux-ci seront abordés. Le lec-
teur intéressé par ces questions pourra consulter les ouvrages de [17, 33].

Il est facile de se convaincre que méme dans le cas scalaire unidimensionnel
(1.1.1) peut dans un intervalle de temps fini, conduire & des solutions discontinues
méme pour une condition initiale de classe C* [47, 37]. Donc, I’existence de
solutions au sens “classique” ne s’observe que trés rarement.

Pour élargir la classe des solutions admissibles, il nous faut considérer la for-
mulation faible du probléme (1.1.2). Intuitivement, nous allons définir ce qu’est
une solution faible au probléme (1.1.2) en la construisant & partir de morceaux
de solutions classiques séparés par un ensemble fini de discontinuités. La valeur
(hauteur) du saut entre ces solutions sera une quantité bien définie.

Définition 1.3.1. L3 (X)Y) = {u: X = Y | ||u||re(cy) < 00 V C(compact) C
X}
Définition 1.3.2. Soit ug € LfS,. On appelle solution faible du probléme (1.1.2)

une fonction de classe L2 (R x R, )" telle que U(x,t) € D C R™ p.p. et satisfai-

sant la relation intégrale suivante :

/oo {U - 9 +F-Véldxdt+ | Up(x) - ¢(x,0)dx =0 (1.3.1)
0 Rd 8t R4
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V$ € Cj(R? x Ry)"
Définition 1.3.3. On suppose que U est de classe C* partout sauf sur un nombre
dénombrable de surfaces lisses orientables () dans Uhyperplan (x,t). Auz fron-
tieres délimitées par les surfaces w, U subira un saut ou discontinuité. Les états
respectivement a gauche et @ droite de m se dénoteront par les limites suivantes :
UL (x,t) = lims_0,650 U((x%,t) £ 6n). Notez que n, = (n1,na,...,ng,n:) = (0,n;) est
le vecteur normal a la surface ™ dans Uhyperplan (x,t).
Théoréme 1.3.1. Soit U : R? x [0,00) — D C R™ une fonction de classe C* par
morceaus comme dans la définition (1.8.8) alors U est une solution de (1.1.2)
au sens des distributions sur R¢ x (0, + co) < les 2 conditions suivantes sont
satisfaites :

~ U est une solution classique la ot U € C*

— Le long des surfaces de discontinuité w, U satisfait la condition de saut :

(Uy — Ul)ny = —(F(us) — F(u_)) - & (1.3.2)

La condition (1.3.2) se nomme relation de Rankine et Hugoniot.

Ce dernier théoréme permet d’élargir la classe des solutions admissibles, mais
il est maintenant possible de trouver plusieurs solutions faibles satisfaisant (1.1.2)
(comme il est facile de le vérifier, par exemple, pour ’équation de Burgers). Il faut
donc ajouter une condition ou contrainte supplémentaire pour pouvoir distinguer
une “bonne” et une “mauvaise” solution. Ce langage peut sembler étrange pour le

monde des mathématiques, mais il faut toujours garder a I’esprit que ces systémes
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hyperboliques proviennent dans la majorité des cas de systémes physiques. Par
exemple, les équations d’Euler proviennent des équations plus générales de Navier-
Stokes. Pour simplifier, on peut considérer une version modifiée de (1.1.1), obtenue

en lui ajoutant un terme de dissipation / viscosité:

US + V- F(U) = eAU*, (e > 0) (1.3.3)

avec comme probléme de Cauchy modifié U¢(x,0) = U§(x) — Up(x). On re-
marque que lorsque € — 0 on retombe sur le modéle hyperbolique. Donc, il ne
faut pas se borner a chercher une solution unique sans ajouter une autre contrainte

a la formulation faible énoncée en (1.3.1).

1.4. FORMULATION MATHEMATIQUE DU CONCEPT D’ENTROPIE

Pour pouvoir distinguer et écarter certaines solutions non physiques, il nous
faut avoir recours & une notion d’entropie. On veut que U satisfasse (1.1.1) et

on veut en plus qu'il existe des fonctions scalaires U(U) et F;(U) de R” dans R

telles que
U(U) +V - F(U) =0 (1.4.1)
avec F = (F1,....Fa) et U'(U)A;(U) = F;(U) (1.4.2)
ou Fj:=Vy F;({U) et U :=VylU (1.4.3)

Définition 1.4.1. Soit €2 un ensemble convere de R™, une fonction convere U :

0 — R est une entropie pour le systéme (1.1.1) s’il existe “d” fonctions F; :
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R®™ — R 1 < j < d, appellées fluz entropiques, telles que la relation (1.4.2) soit
satisfaite.

Le probléme se résume donc & trouver les fonctions d’entropie et, si possible,
toutes les fonctions d’entropie associées au probléme (1.1.1). Malheureusement,
cette nouvelle direction ne nous ménera a rien car, trouver l’ensemble de ces fonc-
tions est chose difficile pour les systémes. Dans le cas scalaire, Kruzkov [38] a
trouvé une fonction de flux qui satisfait une forme scalaire équivalente a (1.4.2)
pour toute fonction U strictement convexe! Pour aider & la recherche d’une fonc-
tion d’entropie U associée a un systéme on peut utiliser un changement de va-
riables. Si ce changement de variable symétrise (1.1.1), on peut alors montrer
qu’il admet une entropie strictement convexe.

Théoréme 1.4.1. Supposons que (1.1.1) admette une entropie U (avec fluz cor-
respondants F;) et soit {U¢}, une suite de solutions suffisamment lisses de (1.3.3)
telles que

a) [[U||zeemexo,004)) < C, (dC/de=10)

b) U¢ —. 0 U p.p. dans R¢ x [0,T)

alors U est une solution faible de (1.1.1) et elle satisfait la condition d’entropie :

U,(U) + V- F(U) < 0 (1.4.4)

au sens des distributions sur R? x (0, + 0o)
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Il est maintenant possible de définir ce qu’est une solution entropique de
(1.1.2).
Définition 1.4.2. Une solution faible de (1.1.2) est une solution entropique si

U satisfait VU de (1.4.2) et V¢ € C} C R? x [0,00),

/ ” / (u(U)%?+f(U)-v¢)dxdt+ / Uod(3,0)dz > 0 (1.4.5)
0 Rd t Ré

Remarque 1.4.1. On peut définir une inégalité de type Rankine et Hugoniot

pour U :
UUL) —UU_)n < —(F(Uy) - F(U-)) & (1.4.6)

Il est décevant de constater que méme avec tout ces éléments de théorie ma-
thématique, le fait qu’une solution entropique de (1.1.2) soit unique pour des
systémes de n > 1 équations en d > 1 dimensions spatiales est encore a I’état de
conjecture. La seule démonstration d’existence connue & ce jour est due a Kruz-
kov [38] pour une équation scalaire multi-dimensionnelle. (Pour le cas scalaire,
U sera remplacé par u).

Théoréme 1.4.2. (Kruzkov) Supposons que ug € L®(R?) alors le probléme de
Cauchy (1.1.2) posséde une solution entropique unique u € L°(R?x (0,T)). Cette

solution satisfait pour T > 0

lu(-8)lze < |luollzee (p-p-) (1.4.7)
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Siu et v sont les solutions entropiques respectivement associées & uy > v alors
u(t) > v(-t) p.p. . (Dépendance continue p.p. par rapport auz conditions ini-
tiales.) Si ug € L®(R%) N BV(RY) alors u(-t) € BV(R?) avec TV (u(-t)) <
TV (up).

Ce théoréme sera fondamental pour sélectionner les schémas, pour les équa-
tions hyperboliques, qui pourront converger vers des solutions entropiques et donc

vers des solutions admissibles physiquement.

1.5. PROBLEME DE RIEMANN

Un exposé du probléme de Riemann permettra de comprendre quel avantage
il y a & en éviter la résolution approchée ou exacte avec les méthodes sans solveur
de Riemann proposées aux chapitres suivants.
Définition 1.5.1. On nomme probléme de Riemann tout probléeme ayant pour but
de résoudre (1.1.2) (lorsque A rend le systéme hyperbolique) avec une condition

initiale Ug discontinue de la forme

U, xeD_
Uo(X) =
UR X € D+
ot Uy et Ug sont des états constant de R™ et DL UD_Ur = R%. 7 désigne une
hypersurface séparant R en 2 ouverts D, et D_ simplement connezes et ayant
les propriétés suivantes : f,D+ dV > M, [, dV >M,VM >0

Remarque 1.5.1. En général, on considére m comme un hyperplan de normale

n ce qui simplifie grandement ’étude du probléme.
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Pour commencer nous résoudrons (1.1.2) pour le cas scalaire unidimensionnel
((n,d) = (1,1)). Dans le cas scalaire, nous remplagons U par u. Le probléme de
Riemann s’énonce maintenant ainsi:

Résoudre:

ur + fo(u) =0 (1.5.1)
avec les conditions initiales:
UL, T < Io
up(w) =
UR T 2 To

On vérifie sans peine qu\e les conditions de la définition plus générale (1.5.1)
sont satisfaites. Introduisons 'outil qui nous aidera en grande partie & résoudre
le probléme de Riemann.

Définition 1.5.2. Pour une solution U de (1.1.2), une surface > dans R? x
[0,00+) ayant pour équation £(x,t) = 0 est une (hypersurface) caractéristique du

systéme (1.1.1) en un point (Xo,to) i la matrice

0
T+ AU) - V) o = Mleo (15

est singuliére en ce point.
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Cela revient a trouver au moins une valeur propre “\;” de K(U,Vﬁ) telle que
(% + X\e(U,VE€)) | (xorte) = 0 pour U une solution de (1.1.2).
Proposition 1.5.1. Il y a une équivalence entre :
1) 3 k tel que (55 + e (U,VE)) | (xoo) = 0
2) dét(M|(xo,t0)) = 0
DEMONSTRATION. 1)=>2): Puisque K(U,V&) est diagonalisable on a que A (U, V¢ ) =
RAR™ donc (1.5.2) peut s’écrire comme RMR™! = %%I + A(U,V¢) donc R et
R~! diagonalisent M trivialement. Les propriétés des déterminants entrainent la

singularité de M :

9¢

det(RMR™) = det(—é—{I +A) (1.5.3)
=, (% 40 (1.5.4)
= (—g—g— + /\k))H?zl,i#k(-gt—g + ) (1.5.5)
=0T (X 0 (1.5.6)
—0= det(i)t‘(i;‘;(M ) _ det(m) (157)

donc M est singuliére.
2) = 1): On sait que R™! et R diagonalisent M, et le résultat est donc immédiat.

O

Revenons au sous-cas scalaire unidimensionnel. On peut écrire I’équation de ’hy-

persurface £(z,t) = ¢(t) — x = 0. Alors ’équation de la surface caractéristique
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devient :

% Flue =

ot %3 = ['(u($1)) = = — a(u(¢t)) =0 (1.5.8)

On cherche les “(zo,to)” tels que (1.5.8) soit zéro pour u une solution de (1.1.2).

En utilisant le fait que u est solution de (1.1.2)

9 d o
dU(ﬁit),t) _ %t%f + g:gb?a“? e a(u<¢,t))5% =0 (1.5.9)

Donc, la solution u est constante le long des courbes ¢(t) = z. Nous trouvons
facilement avec ce résultat que les ¢(¢) sont des droites $=° = a(u(zo,to)). Nous
venons donc de démontrer la propriéte suivante:

Proposition 1.5.2. Les caractéristiques de (1.1.2) pour u une solution classique
du probléme scalaire unidimensionnel sont des droites du plan (z,t) le long des-
quelles u(z,t) est constante.

Proposition 1.5.3. Dans le cas général nous avons que si U(x,t) est solution

du probléme de Riemann (1.5.1) alors U(&,62) = U(ax,at) = V(£1,€,) est aussi

une solution (£, = (€1,€2.€63)).
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DEMONSTRATION.

oU _ 0U(&,6) UG +?_U_3_§g au

ot ot 0 Ot | 0& ot 06 (1.5.10)
%g _ g_g%% =aﬂ%%%@l (1.5.11)

2
%g _ g_g?;j _ .‘?f_(%%?_@ll (1.5.12)
%g_ _ gg?g :a%@ (1.5.13)
N %‘%+V-ﬁ=a(%+v& F)=0 (1.5.14)
O

Proposition 1.5.4. Les solutions U(x,t) ne dépendent que du rapport £ = x/t
(U=U())
DEMONSTRATION. Dans la proposition précédente poser a = 1/t pour t > 0. 0O
Il est maintenant possible de trouver une solution classique pour le probléme de
Riemann scalaire unidimensionnel. Selon la derniére proposition u = v(£) donc
w+ ). = Z(f(v(€) — €). Si v = 0 alors v(€) = const. = uo(z,). Donc,
dans ce cas il faudrait avoir uo(z) constant. Si, par contre, v’ # 0 il faut que
f'(v(€)) = & = a(v(§)). Supposons que a~! existe dans un voisinage de v(£) alors
v(€) = a71(€). Pour que a~! existe il faut que f” > 0 ou f” < 0. Nous venons donc
de montrer I’existence d'une solution pour une fonction f strictement convexe (ou
strictement concave).

Supposons f convexe alors 3 cas sont possibles a(ur) > a(ug) , a(ur) < a(ug)

et a(ur) = a(ug) = s.
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cas 1: les caractéristiques se rencontrent en un temps fini. Puisque f” > 0 on a
forcément uy, > up. La relation de Rankine et Hugoniot permet de déterminer la

vitesse et donc la position de la discontinuité pour tout ¢t > 0:

o= flur) = f(ur) (1.5.15)

UR — UL

Nous sommes en présence d’une “onde de choc” ayant pour solution:

U
u(z,t) = pgss

Ugr €>s

, 4

F1G. 1.1. Solution non-entropique du probléme de Riemann

cas 2: Les mémes observations nous permettent de conclure que dans le cas d’un
flux convexe il faut que uy, < up. Il est possible d’observer sur les graphiques 1.1,
1.2 et 1.3 qu’il y a une zone ot la solution est indeterminée. En se rapportant
4 la démonstration d’existence on peut tenter de remplir cette région a l'aide de

la solution v(€) = u(z,t) = a~1(€). 1l serait possible de compléter cette zone par
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d’autres solutions mais c’est la seule solution qui satisfait la condition d’entropie

d’Oleinik. La solution onde de raréfaction ou “détente” s’écrit donc:

f ur, £ <alur)
w(zt) =9 a 1) alug) < €< a(ug) (1.5.16)
| ur £ > a(ur)

cas 3: Nous sommes en présence d’une “discontinuité de contact” [56].

up §<ug
u(z,t) =
UR E > UR
Remarque 1.5.2. Dans les 8 cas précédents nous avons implicitement utilisé la
condition d’entropie d’Oleinik qui nous assure dans le premier cas de la présence
d’un choc, pour le second cas de sélectionner la bonne solution dans la zone de
détente. On nomme souvent cette relation “condition géometrique” d’Oleinik ou

encore, inégalité d’entropie de Laz-Oleinik; dans le cas d’un systéme on utilise la

condition de Laz (1.5.10).

FIG. 1.2. Solution incompléte du probléme de Riemann
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F1G. 1.3. Solution entropique (détente) du probléme de Riemann

Définition 1.5.3. Condition géometrique d’Oleinik: ¥V u € (up,up)

f(u) — f(ur) zszf(u)_f(uR)

(1.5.17)
U — uy, U — Upr
Définition 1.5.4. En faisant tendre u — uy, dans le membre de gauche et u — up

dans le membre de droite, nous obtenons l’inégalité d’entropie de Laz-Oleinik:
a(ug) > s > a(ug) (1.5.18)

ot a(u) = f'(u).
Remarque 1.5.3. Pour f générale, la solution du probléme de Riemann peut se
trouver en utilisant dans le cas uy, < ug ’enveloppe conveze de f et dans le cas
ur < ur Uenveloppe concave ([24] p. 93-95).
Remarque 1.5.4. La condition d’Oleinik sélectionne de facon unique les solu-
tions bornées du probléme de Riemann.

En mettant ensemble la solution choc, la raréfaction et la discontinuité de

contact nous construisons un opérateur solution R = RL %—:—%; UL, uR)
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(¢
si a(ur) > a(ug)
. ur, %}% <S8
| ur =2 > g
)
si a(ug) < a(ug)
Tr—T
;T — T ur, — < Cl,(’U,L)
RE( - JULUR) = S 4 . (1.5.19)
o~ (&E) a(ur) < 2% < a(ug)
| ur =2 > a(up)
)
si a(ur) = a(ug) = s
S up 2 < s
{ UR %Et; > 8

Cet opérateur trouvera son utilité lors de la dérivation de la méthode de Godu-
nov. Nous avons donc obtenu une solution unique (entropique) au probléme de

Riemann dans le cas scalaire unidimensionnel.

1.5.1. Systémes unidimensionnels

Nous étudions ici les propriétés du probléme de Cauchy avec la donnée initiale

de Riemann dans le cas des systémes n > 1 et d = 1.

1.5.1.1. Cas linéaire

Si la matrice A est constante alors la solution du probléme de Riemann est

directement construite & I’aide de la diagonalisation de A faite par les matrices
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R = (rirg..mn) et R7Y = (l115...1,)T. Cette derniére est possible parce que le
systéme est hyperbolique, la matrice A admet donc un ensemble de valeur propres

réelles que 'on ordonne Ay < Ay < ... < A1 < A,

U oU
T A5- =0 (1.5.20)
OR™U ORI
5 TA—5— =0 (1.5.21)

En posant W = R—lU = (wl,wg,...,wn) et W() = R_‘on - (wo,l,’wo,g,...,’UJQ,n) il
vient :
w oW
S +AS-=0
noo (1.5.22)
W(x,t = 0) =Wy = R_on

Le systéme se trouve ainsi découplé. Il faut satisfaire n équations scalaires

6wk Owy
s A’“?T‘ =0 (1.5.23)

Sous cette forme, on reconnait ’équation d’advection pure qui a pour solution

(classique) :
W = Wo k(T — Agt) (1.5.24)
donc,
wo k(z — Met) =IEUp(z — Mit) = z Ll (z — \it) (1.5.25)
= < I, Up(z — Mt) >= wy(z,t) (1.5.26)

= U(zt) =BW =Y wi(zthri = > <lUs(z — Mt) > 7 (1.5.27)
k=1 k=1
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Ulzt) = < l,Uo(w — Aet) > 7y (1.5.28)
k=1

Remarque 1.5.5. Cette solution est a la base de bien des solveurs de Riemann
de type “approché”.
Cette solution est valide pour une donnée initiale bornée quelconque. Pour le

probléme de Riemann il faut restreindre Uy et donc W aux formes suivantes:

U, <0
Us(z) = (1.5.29)

Ugp z>0

Wy =RWU, = (wr,1, w2, W) <0
Wo(z) = (1.5.30)

WR = R—lUR = (wR’l,QUR,z,-'-,wR,n) z>0

La solution associée & chaque valeur propre est modifiée

Wi, k SC/t < Mg
wk(:c,t) = ’wo,k(.’L" - )\kt) = (1.5.31)

WR.k a;/t > M\

Pour se convaincre de la forme finale de la solution regardons ce qui se produit

pour divers rapports de z/t:
= Siz/t < A;alors wy = wr1,we = Wr oy, Wn =Wr, = W=W,
- Siz/t > A, alors wy = wg1,Wy = WR2,...,Wp, = WRn, = W =Wg
= 8i Ap < z/t < Apy1 alors wy = wr1,We = WR2,...,Wp = WRy €t Wy =

WL p+1,Wp42 = WL p425-+-yWn = WL
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Donc une solution intermédiaire dans la région A\, < 7 < A,y peut s’écrire

Ulwt) =Y wrars+ > wrmi (1.5.32)
k=1 i=p+1
)
UL T/t <\
F,L— T p n
Ri( —;ULaUR)=< Z<lk’UR>Tk:+ E <lz‘,UL>T’i )\p<.’£/t<)\p+1
t—t k=1 i=p+1
| Ur T/t >\,
(1.5.33)

Remarque 1.5.6. La discontinuité initiale dans le cas du systéme unidimen-
sionnel scalaire se sépare en n discontinuités qui se propagent a des vitesses
M k € [L,n] et séparant n + 1 états constants Uy = Uy, Us,...,Unp1 = Ug. Cette
observation pour ce cas a priori simple laisse présager que le cas non-linéaire sera

tres compleze.

1.5.2. Cas non-linéaire unidimensionnel

La matrice et les vecteurs propres associés ont une dépendance par rapport
a la solution U, ceci implique que A = A(U), rx = r(U), lx = k(U), M (U) <
A(U) < ... < X1 (U) < X(0).
Définition 1.5.5. Champ caractéristique : sous-espace de R™ engendré par
re(U).
Définition 1.5.6. Le k-iéme champ caractéristique est dit vraiment non-linéaire

st VU)\k(U) -r U 7—‘— 0 VU € Q.
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Définition 1.5.7. Le k-iéme champ caractéristique est dit linéairement dégeé-
néé si Vye(U) - (U) =0 YU € Q.

Définition 1.5.8. w est un k-invariant de Riemann si Vyw(U) - rip(U) = 0
VYU €.

Théoréme 1.5.1. Ily a n—1 k-invariants de Riemann (wy,ws,..wn_1) tels que
les gradients Vw¥,...,.Vwk_| sont linéairement indépendants.

Les k-invariants de Riemann sont utilisés lors de la recherche d’une solution.
Lorsqu’ils sont tous constants dans une région D alors ils conduisent 4 une k-onde
de raréfaction. Localement, c’est-a-dire dans D, on retrouve les mémes propriétés
que dans le cas scalaire pour les k-caractérisque: elles sont des droites sur les-
quelles U est constante. Comme dans le cas scalaire, il est possible de construire
une solution au probléme de Riemann & partir de raréfactions, de chocs et de
discontinuités de contacts.

Définition 1.5.9. Soit D C R x Rt et U € C*(D,R™) une solution du systeme
hyperbolique unidimensionnel (1.1.2). Si tout les k-invariants w; sont constants
dans D alors la solution U est une k-onde de raréfaction.

Définition 1.5.10. Une discontinuité qui satisfait la condition :

)\k(UR) < s < /\k+1(UR) (1.5.34)

)\k——l(UL) < s < )\k(UL) (1‘,5.35)

est un k-choc au sens de Laz, on dit aussi que la discontinuité satisfait la condi-

tion d’entropie de Lax.
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Définition 1.5.11. Si le vitesse s de propagation d’une discontinuité est la méme
que la vitesse caractéristique A\, des 2 cotés de la discontinuité alors U est une

k-discontinuité de contact. Les inégalités a satisfaire sont:

/\k(UR) <s< )\k+1(UR) (1.5.36)

)\k—-l(UL) <s< Ak(UL) (1.5.37)

Il faut évidemment qu’au moins une des inégalités < soit satisfaite avec le signe

Nous énoncons le principal résultat d’existence connu pour le probléme de
Riemann dans le cas de systémes hyperboliques unidimensionnels.
Théoréme 1.5.2. Soit U, € R et D un voisinage ouvert de Ur,. Considérons le

systéme hyperbolique

U  OF(U)
— +

5 e =0 (1.5.38)

Supposons que ses champs caractérisques soient linéairement dégénérés ou vrai-
ment non-linéaires dans D. Alors il existe un voisinage Dgr C D de Uy, tel que ¥

Ur € Dg le probléme (1.5.38) combiné a la condition initiale :

U, <0
Up(z) = (1.5.39)
UR T Z 0
posséde une solution. Cette solution est constituée d’au plus n+1 états constants

qui peuvent étres reliés par des chocs, des ondes de raréfaction ou des disconti-

nuités de contact. Cette solution est également unique.
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DEMONSTRATION. Voir par exemple Smoller [56] O

1.5.3. Cas multidimensionnel

Nous n’avons considéré jusqu’a présent que des résultats dans les cas sca-
laires/systémes unidimensionnels (d = 1). Pour d > 1 il n’y a pas beaucoup de
résultats connus. Pour n > 2 seulement certains systémes admettent un ensemble
complet d’invariants de Riemann. Concernant la construction d’une solution au
probléme de Riemann, déja, pour d = 2 celle-ci devient trés complexe [14]. Evi-
demment pour d = 3 dimensions spatiales, la construction d’une solution explicite
est un domaine de recherche en soit. Le lecteur intéressé pourra constater 1’état
actuel de la théorie dans les livres de D. Serre [52] et de C. Dafermos [17].

Le but de cet exposé sur le probléme de Riemann était de mettre en évidence
sa complexité qui nous pousse i construire un schéma, qui en évite la résolution et
ainsi essaye de préserver le maximum d’information sur le systéme sans pour au-
tant devoir procéder & une décompostion caractéristique du systéme a ’étude. Un
exposé assez complet des solveurs exacts et approchés du probléme de Riemann
utilisés dans la construction de méthodes numériques se trouve dans le livre de

Toro [60].



Chapitre 2

VOLUMES FINIS

2.1. INTRODUCTION

Les difficultés rencontrées lorsque nous avons essayé de trouver des solutions
analytiques a des problémes hyperboliques scalaires simples et I’absence de résul-
tats dans le cas de systémes en plusieurs dimensions spatiales justifient P'utilisa-
tion d’un processus de discrétisation pour tenter de résoudre approximativement
des problémes beaucoup plus complexes et réalistes. En fait, méme s’ils semblent
disjoints, les champs de recherche en E.D.P.! et en analyse numérique pour la
résolution d’E.D.P. bénéficient mutuellement des avancées faites dans leurs do-
maines respectifs. Par exemple, si 'on démontre I’existence d’une solution faible
entropique, dans le cas d’un schéma, lorsque la discrétisation devient “infiniment”
précise alors, cela revient & dire que c’est une démonstration d’existence au sens
des E.D.P.( Voir par exemple, la démonstration de l’existence et unicité de la
solution pour une équation hyperbolique scalaire faite par O. Oleinik [56] 4 I’aide

du schéma de Lax-Friedrichs.)

1. Equations aux Dérivées Partielles
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2.1.1. Schéma de Godunov

On veut résoudre le probléme scalaire unidimensionnel que nous énoncons

encore ici:

uw+ fo(u) =0, ulz,t=0)=up(z), z€R, t€[0T], 0<T <oo (2.1.1)

La premiére étape consiste & discrétiser le plan (z,t) de fagon appropriée comme
par exemple par: x; = ih, t" = nAt. Puisqu’en n = 0 nous connaissons la solution
au probléme (up(z)) nous pouvons appliquer 'idée de Godunov qui consiste a
faire évoluer dans le temps des constantes par morceaux définies sur les cellules
C; = [mi—1/2,Zit1/2] au lieu de chercher & poursuivre I’évolution de la solution
exacte, ce qui est le plus souvent impossible. Ces constantes par morceaux se

définissent comme:

1 Tit1/2
v = -H/ u(z,t")dz (2.1.2)
Ti-1/2
Dans le cas de ug nous avons v = 1 ;*'*11//22 uo(z)dx et c’est a partir de ces
i

valeurs constantes sur les intervalles C; que la méthode sera mise en ceuvre. En
intégrant I’équation exacte a I’aide du théoréme de Green (2.1.1) sur le rectangle

C; x [t™,t"*!] nous obtenons:

g+l

/ T (@t — ulet) e = — / {F(u(@iay2t)) = f(ulzicy2t))

Ti—1/2 "

(2.1.3)
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On remarque que le membre de gauche peut se représenter comme une moyenne
(2.1.2):
tn+1 tn+1

B+t — ot /t F(ul@ijoit) )t + / fuleiat)}dt  (2.1.4)

tn
En z = z;y1/2,7i—1/2 se posent respectivement 2 problémes de Riemann centrés en
(%it1/2,™) (respectivement (z;_1/9,t")) dont la solution exacte nous sera donnée

r—z; .
par Ri1/2(——=22,UL,Ur), donc pour Uy = o et Ugp = vP', (respectivement

Up =7 1etUR—-v)

hopth = hof = —AH{ f(Rip12 (0707 0741)) — f(Ricp (07011 07)) ) (2.1.5)

En réécrivant (2.1.5) nous obtenons une fagon de faire avancer les moyennes de

tm a L
n-+1 n At + n
Ui = ‘7L‘{f(Ri+1/2(0 i) — F(Ric1y2(07 07 07)) } (2.1.6)
2.1.2. Stabilité

Afin d’éviter que les solutions des 2 problémes de Riemann adjacents en z;_; o
et x;41/2 interagissent avec leurs voisines, le pas de temps At devra étre restreint.
Pour mieux comprendre ce qui se passe, il est intéressant de représenter gra-
phiquement les 2 problémes de Riemann aux interfaces z;;1/2 et x;_1/. Sur la
figure 2.1, on constate que le point P est la premiére interaction entre 2 ondes qui
résultent de la solution des problémes de Riemann en z;_;/5 et ;11/2. Nous savons

que la pente de ces caractéristiques est ici donnée par |At/%| Dans la figure 2.2,
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t
tml
t" X
V:‘—l X =12 ‘V: X 1+12 V:»l
Fic. 2.1. CFL < 1/2
t
= 14 P
t’ -
V:l X —172 ‘,:1 Xl+lf2 V:rl

Fic. 2.2. CFL <1

I'interaction a lieu plus tét, c’est-a-dire, lorsque la pente des caractéristiques est
|At/h|. Puisque nous ne voulons pas résoudre un probléme de Riemann avec in-
teraction de plusieurs états constants, le cas de la figure 2.1 est le cas limite dans
le cadre de la solution R exacte que nous avons définie au chapitre précédent. On
voudra donc imposer que la distance parcourue par 1’ onde la plus rapide vers la

droite soit inférieure a h/2:

a(wlat < & = Zlap) < (2.0.7)

1
2
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At sera donc choisi de maniére que l'inégalité (2.1.7) soit respectée partout sur R
(ou sur le fermé U;C; C R), il faudra empécher toute interaction, sur le maillage,

pour pouvoir passer de t* a "1

At
— max [a(v}')] <

s (2.1.8)

[N e

On nomme cette condition “la condition CFL” en I’honneur de Courant-Friedrichs
et Lewy. C’est une condition nécessaire a la stabilité d’un schéma.

Remarque 2.1.1. Puisque dans le calcul de la solution v}, seules les valeurs
Rit1/2(07 07 00 ) et Ri1/2(07 0f 1,07) interviennent on voit qu’en pratique il

1 7

est possible de recourir & la condition CFL plus généreuse

% max a(o?)] < 1 (2.1.9)

voir [41, 22, 23].

Il est possible aussi de faire une analyse dite de von Neumann (4 l'aide de
modes de Fourier) mais un exposé complet de cette technique serait difficile &
résumer en quelques lignes. Notons toutefois que cette analyse ne prend pas en
compte les conditions aux bords (elle suppose un domaine périodique). Une autre
technique se base sur la forme matricielle du schéma prenant ainsi en compte les

conditions aux limites.
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2.1.3. Schémas conservatifs

Il existe une multitude de schémas qui peuvent résoudre le probléme (2.1.1).

Nous pouvons presque tous les écrire sous la forme:

At
Pttt =P — _'h_{gi+1/2(vi—-k+1,---a'ui+k) = Gi-1/2(ViekyesVigk—1) } (2.1.10)

La fonction g;+1/2 est appelée flux numérique. Voici quelques exemples de flux
numériques basés sur f de (2.1.1):

Lax-Friedrichs: ¢"* (u,v) = 3(f(u) + f(v)) — 555 (v — u)

Lax-Wendroff : g%V (u,) = {0 Aty utvyp() — f(y))

Lax-Wendroff (“Richtmyer”): g“=% (u,v) = f(%2 — 2L(f(v) — f(u)))

Amont: g4(uv) = atu+a v

Définition 2.1.1. g;1,/o est un flux numérique compatible avec f (2.1.1) si

Définition 2.1.2. Si un schéma peut étre écrit sous la forme (2.1.10) on dit qu’il
est sous forme conservative. Plus généralement, si l’on considére un systéme
a n dimensions en d dimensions spatiales et donc d flur numériques G™ corres-
pondants m € [1,d], le schéma correspondant sera sous forme conservative si G*
R7X (2k1) X (2k2+1)X (2k2+1)..x (Zka+1) _, R™ oy encore G - RX@R)XTE Ly kmt1)
R"™. Le schéma sera conservatif s’il est sous forme conservative et si ses flux

sont compatibles.
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Une notation aussi trés utilisée pour dénoter le schéma (2.1.10), avec I’aide

d’un opérateur solution H (v} ,...,v ), est la suivante:

Pt = HWP 00 ) (2.1.11)

Lorsque les conditions de flux numérique compatible et forme conservative du
schéma sont réunies, autrement dit, lorsque le schéma est conservatif, si la suite
de solutions vy, (qui dénote une solution obtenue pour un maillage d’espacement
h) converge vers une solution de (2.1.10), alors la limite est une solution faible de
(2.1.1). Ce théoréme fut démontré par Lax et Wendroff [40] pour une équation
scalaire en une dimension spatiale :

Théoréme 2.1.1. (Laz- Wendroff) Soit un schéma conservatif et v° comme en
(2.1.2). Supposons que vy, soit une suite de solutions (At étant déterminé en
gardant le rapport At/h constant) et telle que :

1) ||vnl|zoo mx[0,00)) < C

2) vy, converge dans L}, (R x (0,00)) p.p. vers une fonction u

alors u est une solution faible de (2.1.1).

2.1.4. Schémas monotones

Le probléme que ce théoréme ne réussit pas a résoudre est encore celui de
convergence vers une solution physique (entropique) du probléme de départ. Il
faut donc que la solution faible obtenue satisfasse une condition autre que la

condition de Rankine et Hugoniot aux sauts / discontinuités. Une premiére facon



46

de procéder est d’imposer (comme dans le cas analytique) une condition supplé-
mentaire.
Définition 2.1.3. Un schéma qui peut s’écrire comme en (2.1.11) sera dit mo-

notone si pour —q < k<gq

OH,;
ou? .

>0 (2.1.12)

Ceci engendre la propriété recherchée dans le cas d’une équation scalaire en

une variable spatiale:
Théoréme 2.1.2. Soit un schéma monotone conservatif qui satisfait en plus les
erigences du théoréme de Laz-Wendroff 2.1.1. Alors si vy, —p,p u, u est une so-
lution faible, et donc aux endroits ot la solution est discontinue, la condition de
Rankine et Hugoniot est satisfaite; en plus la limite u satisfait aussi la condi-
tion d’entropie d’Oleinik (1.5.17), et représente donc la solution entropique du
probleme (2.1.1).

Malheureusement, la condition de monotonicité du schéma engendre (tout
en résolvant le probléme de la convergence) une limite sur ’ordre maximal de
précision d’un schéma.

Définition 2.1.4. Un schéma est précis d’ordre (p,q) si pour u une solution

au probléme (2.1.1) on a

[lu™*t! — Qu™|| = At(O(RP) + O(AP)) = At 7(p,q) (2.1.13)

ot 7(p,q) est la notation pour 'erreur de troncature locale.
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Théoréme 2.1.3. (Harten-Hyman-Laz [29]) Un schéma monotone conservatif
est d’ordre 1, i.e. 7(p,q) = O(h) + O(At).

Remarque 2.1.2. Un des objectifs recherchés lors de la construction de sché-
mas est d’obtenir un schéma de précision élevée en un nombre minimal d’opéra-
tions. L’expérience montre qu’un schéma d’ordre 1 en espace et en temps n’est pas
vraiment intéressant. Une autre des raisons qui poussent a4 essayer d’augmenter
lordre d’un schéma est qu’il est possible de démontrer que le contact entre les
diverses ondes (e.g. pour le p-systéme) comme les raréfactions, chocs et discon-
tinuités de contact, pour des discontinuités “faibles”, sont lisses jusqu’a I’ordre
2. Donc, un schéma devrait étre au moins d’ordre 2 pour saisir le mazximum de

phénomeénes physiques.
2.1.5. Schéma TVD

I1 faut alléger les conditions sur les schémas admissibles pour permettre de
tenter ’extension & des schémas d’ordre de précision élevé.

Définition 2.1.5. La variation totale d’une suite v = (v; 1) se définit comme :

V(©) = > AyAzfvi ik — vigal + AzD2|vi a1k — vigl + AyAz|vi e — vijal
1,9,k

(2.1.14)

Définition 2.1.6. Lanorme L' discréte se dénote par ||v]|aiy = h> Y, il

lorsque Ax = Ay = Az = h.
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Définition 2.1.7. Un schéma est TVD? si
TV (™) < TV (v™) (2.1.15)

pour n =0,1,2,....
Théoréme 2.1.4. Un schéma monotone est TVD.
Théoréme 2.1.5. Dans le cas d’une seule dimension spatiale il n’y a pas de
restriction sur l’ordre de précision d’un schéma TVD. Goodman et LeVeque ont
montré qu’un schéma TVD bidimensionnel est au plus précis d’ordre 1 au sens
de la norme L' discréte [26].
Remarque 2.1.3. On peut se demander comment construire un schéma d’ordre
élevé. En fait, il faut construire explicitement un schéma qui est la somme d’un
schéma monotone ou TVD et d’un terme de second ordre. L’idée est la suivante
[59, 62, 32, 37|

— Le schéma total n’est pas forcément TVD pour toutes les combinaisons

possibles (du schéma monotone et du terme d’ordre 2) il faut donc trouver

les combinaisons admissibles qui restreignent le schéma & une “zone TVD”.

- Auz discontinuités, le schéma retombe sur un schéma monotone d’ordre

1.
Sous ces conditions, on parle d’'un schéma d’ordre quasi-deux ou, encore,
d’ordre 2 presque partout. Il faut donc recourir a cet artifice pour pouvoir aug-

menter 'ordre d’un schéma. Nous allons montrer, en une dimension spatiale,

2. Total Variation Diminishing
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comment combiner un schéma monotone (linéaire) et un terme de second ordre
(linéaire) pour obtenir I'ordre quasi-deux. Pour commencer il nous faut le lemme
suivant :

Lemme 2.1.1. Soit L un opérateur qui peut étre mis sous la forme
Lv; = v; + ciy172A40; — di12A_v;, (2.1.16)

ot Ayv; = vy — v; et A_v; = v; — v;1, alors il satisfait la propriété TVD en
une dimension spatiale si Vi € N les coefficients c;1/2 et diy1/2 sont positifs et
que la somme de ces deux derniers soit inférieure & 1 (ciz1/0 + diy1/2 < 1).
Définition 2.1.8. On dit d’un schéma s’écrivant v} = Lo? (L = (2.1.16))
qu’il est sous forme incrémentale.

Dans ce qui va suivre A désignera -A—,} (& ne pas confondre avec une valeur

propre). Nous allons considérer pour le probléme scalaire linéaire (2.1.1) ayant

pour fonction de flux f(u) = au (a > 0) le schéma:

vt =0 — XaA o — %(1 — Aa)A_(4(ri) Arvy) (2.1.17)

1

Les 2 premiers termes du membre de droite représentent le schéma décentré amont
et le dernier terme une correction d’ordre 2. ¢ pourrait étre considéré comme un
détecteur de discontinuité ou limiteur qui dépend des rapports des différences
A_ et Ay (¢ = d(Aru,A_w;) = d(ry = Aju;/A_w;)). r; est heuristiquement

le détecteur d’oscillations. Si r; < 0 visiblement, nous sommes en présence d’une




50

oscillation, et il faudra donc imposer ¢ = 0. Donc, nous trouvons ¢ > 0 pour
r; > 0 et dans le cas 7; < 0 on imposera ¢ = 0.
Remarque 2.1.4. Le choiz ¢ > 0 lorsque r; > 0 est imposé car Sweby choisit de

retrancher de la viscosité numérique au schéma amont. En effet, en définissant

at et a” par at = 1/2(a + |a]) et a= = 1/2(a — |a]), le shéma amont s’écrit
(a>0):
A A
ot = — S0 = o) + S — 207 o) (2.1.18)

Le terme le plus a droite représente la viscosité numérique du schéma amont.
Le terme d’ordre 2 (2.1.17) choisi par Sweby représente une “anti-viscosité” ou
“anti-diffusion” numérique d’ot le choix ¢ > 0 pour r; > 0 et non ¢ < 0 pour
i > 0.

Une autre condition serait de trouver pour quelles valeurs de ¢ le schéma
(2.1.17) est TVD. En mettant (2.1.17) sous forme incrémentale, on trouve que ¢

doit satisfaire la condititon

0< {————,qb(r)} <2 r>0 (2.1.19)

si la condition de CFL aX < 1 est respectée. Une derniére condition est que
le schéma doit étre du second ordre pour certains ¢. On peut considérer une
combinaison convexe de 2 schémas d’ordre 2 (qui ne sont pas forcément TVD /

monotones) :

¢(r) = [1 = ¥(r)]prw (r) + ¥ (r)¢ws(r), ¥ € C*'(R,[0,1]) (2.1.20)



plan (7,¢) qui correspondent aux conditions sur ¢, nous obtenons la région TVD
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F1G. 2.5. Région TVD d’ordre 2

2.1.6. Limiteurs

Définition 2.1.9. Nous appelerons limiteur toute fonction ¢ comprise dans la
région TVD d’ordre 2.
Voici quelques exemples de limiteurs:
minmod: ¢y, (r) = max{0, min{r,1}}
superbee: ¢4 (r) = max{0, min{2r,1}, min{r,2}}

Van Albada: ¢,,(r) = =5

1412

Van Leer: ¢y(r) = 137
Chakravarthy et Osher: ¢.,(r) = max{0, min{r,f}} 1 < g < 2.

Sweby obtient dans un contexte plus général (le cas non-linéaire) cette région
TVD d’ordre 2 [59]. Il devient trés évident qu’aux extrémas le schéma est com-
patible mais d’ordre 1 seulement. Donc, on ne peut parler, encore une fois, de

schéma d’ordre 2 mais quasi-deux.
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F1G. 2.6. Reconstruction de la solution

2.1.7. Technique MUSCL

Une technique conceptuellement plus simple pour obtenir un schéma d’ordre 2
consiste a reconstruire, & partir d’une solution constante par cellule, une fonction
linéaire (ou méme quadratique) par morceaux et d’utiliser cette reconstruction
dans le schéma d’origine défini pour des constantes par cellules.

Si giy1/2(vi,vig1) est le flux numérique d’un schéma d’ordre 1

At
v

=gl — —h-{gi+1/2(vi,vi+1) = gi—1/2(vi-1,v:) } (2.1.21)

v,

alors on obtient un schéma d’ordre 2 en espace en 'appliquant aux valeur extra-

polées aux interfaces communes des cellules C;_1,C;,Ci 1 :

At

P =op - 7{{9i+1/2(”i€u1/2,vf+1/2) - gi—l/Q(Uf—l/Z’vﬁl/?)} (2.1.22)

(2

v

N L R . e , )
ol les v}, /2:Vit1/2 SONE des extrapolations linéaires jusqu’aux interfaces des cel-

lules. Concrétement on peut par exemple choisir de procéder a une extrapolation
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linéaire unilatérale a I'interface z;y1/2:

1
'UiIl1/2 =+ i(uz — Ui—1) (2.1.23)

Le cas plus général est celui de la reconstruction qui préserve la monotonicité de la
solution reconstruite. Intuitivement si les constantes par cellules nous proviennent
d’un schéma monotone / TVD et si le processus de reconstruction n’introduit pas
de nouveaux extrémas (oscillations) dans cette nouvelle solution reconstruite alors

nous obtenons un schéma d’ordre 2 (en espace).
L 1
Vilig = Vi1t ‘2'¢(7”i-1)(ui-1 — Ui_g), (2.1.24)

ol ¢(r;—1) est n’importe quel limiteur construit dans la région de la figure 2.5.
Définition 2.1.10. Les schémas construits avec ces interpolations limitées (de
degré 1) sont de type MUSCL3. Cette idée est die a van Leer |62, 63, 64)].
Remarque 2.1.5. Cette méthode se généralise beaucoup plus facilement, lorsque
l’on considére le cas de schémas aur flur numériques vraiment non-linéaires, que
la premiére approche proposée a l’aide d’une somme d’un schéma TVD et d’une
correction d’ordre 2.

Remarque 2.1.6. La technique MUSCL n’augmente que l’ordre de précision

spatial du schéma. Pour augmenter l’ordre de précision temporel, il est possible

3. Monotonic Upstream-centered Schemes for Conservation Laws
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d’utiliser une technique dite de prédicteur-correcteur “a la Richtmyer” recomman-
dée par Hancock dans [61]. Bricvement, a partir de v, on fait une prédiction
t =t"*1/2. Ensuite, on calcule u*u® en t"+1/2 dans (2.1.22).

La combinaison de la technique MUSCL et de ’utilisation d’un pas prédicteur-
correcteur avec le schéma monotone décalé de Lax-Friedrichs conduit en 1D au

schéma de Nessyahu-Tadmor, et en 3D & un schéma d’ordre 2 en maillage cartésien

dont la construction fera ’objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

NEW 2 AND 3-DIMENSIONAL

NON-OSCILLATORY CENTRAL FINITE

VOLUME METHODS ON STAGGERED

CARTESIAN GRIDS

(voir annexe A.1 pour les autorisations des co-auteurs et de 1’édi-

teur)

3.1. AUTEURS

— Paul Arminjon
— Aziz Madrane

— Amik St-Cyr

3.2. RESUME

Nous présentons une extension tri-dimensionnelle des schémas de Lax-Friedrichs
et de Nessyahu-Tadmor en une dimension spatiale sur des maillages cartésiens.

Le schéma centré non-oscillatoire aux différences finies de Nessyahu et Tadmor,
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dans lequel la solution des problémes de Riemann est évitée grace au schéma
décalé de Lax-Friedrichs, est généralisé, ici, & un schéma & 2 pas, non-oscillatoire,
tri-dimensionnel de type volumes finis.

Des interpolants linéaires par morceaux, utilisant plusieurs techniques de li-
mitations de type van Leer pour estimer les gradients (van Leer, van Albada,
SuperBee, Minmod), conduisent 4 un schéma non-oscillatoire d’ordre spatial su-
périeur & 1. Le fait que I’ordre 2 ne soit pas atteint en 3D est premiérement analysé
en considérant un second maillage dual (en 2D), et en utilisant le limiteur original
de van Albada en 3D.

Des résultats numériques pour ’équation d’advection linéaire pour des don-
nées initiales continues et discontinues en 2 et 3D montrent la précision et la
stabilité de la méthode. Une comparaison est faite entre le schéma 2D d’Arminjon-
Stanescu-Viallon, celui de Jiang-Tadmor et la nouvelle formulation. Une nouvelle
méthode simple de projection pour les gradients est utiliste dans le nouveau
schema 2D. Nous incluons aussi des tests en 3D pour les équations d’Euler (pro-

bléme de la marche montante).

3.3. ABSTRACT

We present a 3D finite volume generalization of the 1-dimensional Lax-Friedrichs
and Nessyahu-Tadmor schemes for hyperbolic equations on Cartesian grids. The
non-oscillatory central difference scheme of Nessyahu and Tadmor, in which the

resolution of the Riemann problem at the cell interfaces is by-passed thanks to
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the use of the staggered Lax-Friedrichs scheme, is extended here to a two-step,
tri-dimensional non-oscillatory centered scheme in finite volume formulation.

Piecewise linear cell interpolants using several van Leer-type limiting tech-
niques to estimate the gradient (van Leer, van Albada, SuperBee, MinMod), lead
to a non-oscillatory spatial resolution of order superior to 1. The fact that the
expected second-order resolution is not fully attained in 3D is investigated first by
considering an alternate dual grid (in 2D), and by using the original van Albada
limiter in 3D.

Numerical results for a linear advection problem with continuous and discon-
tinuous initial conditions in 2D and 3D show the accuracy and stability of the
method. A comparison is made between the 2D Arminjon-Stanescu-Viallon and
Jiang- Tadmor formulations and the new one. A new simple projection method
is used for the gradients in the new 2D scheme. We also include results for the

3D Euler system (channel with a forward facing step).

3.4. INTRODUCTION

The non-oscillatory central difference scheme of Nessyahu and Tadmor may
be interpreted as a Godunov-type scheme for one-dimensional hyperbolic conser-
vation laws in which the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces
is by-passed thanks to the use of the staggered Lax-Friedrichs scheme. Piecewise
linear MUSCL-type cell interpolants and slope limiters lead to an oscillation-free

second-order resolution.
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In earlier papers [8] [9] [7] we presented a two- dimensional finite volume me-
thod generalizing the one-dimensional Lax-Friedrichs [23] and Nessyahu - Tadmor
[25] difference schemes for hyperbolic conservation laws to unstructured triangu-
lar grids, while in [5, 2] we constructed a corresponding extension in the case
of 2-dimensional Cartesian grids. These “central” finite volume methods share
with the Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes the two advantages of
avoiding the resolution of Riemann problems at the cell interfaces, and being
non-oscillatory.

In [18], Jiang and Tadmor have presented a slightly different extension to two-
dimensional Cartesian grids; the difference between both extensions for rectan-
gular grids is that in [5], the MUSCL (Monotonic Upstream-centered Scheme for
Conservation Laws) variable extrapolation ("reconstruction technique") [32],[33]
is applied both to the vector of conservative variables and to the fluxes, while
in [18], it is only used for the conservative variables. All these extensions to 2-
dimensional problems lead to non-oscillatory, essentially second-order accurate
finite volume methods.

In this paper, we first present a finite volume extension of the first-order
accurate Lax-Friedrichs scheme to three-dimensional Cartesian grids, and show
that the new scheme is monotone under an appropriate CFL condition. We then
construct the corresponding extension of the Nessyahu-Tadmor difference scheme
to a non-oscillatory finite volume method for 3-dimensional staggered Cartesian

grids, which should in principle be second-order accurate.
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As our first numerical experiments indicated orders between 0.8 and 1.3, we
investigated two avenues to try and recover quasi-second order accuracy. First in
three dimensions, if we apply the simplified form of the van Albada limiter in
the computation of the predictor, and any reasonable limiter for the gradient of
the piecewise linear reconstruction at time ¢", we obtain accuracy orders between
0.7 and 1.86 depending on the choice of the limiter for the reconstruction step.
Alternately, if we apply, as suggested by Venkatakrishnan [34], the original van
Albada limiter [29], both to the reconstruction at time ¢" and to the predictor
at t"*/2 we obtain second-order resolution, in the L; norm, for an appropriate
choice of the parameter K (see [34] and section (3.5.7)). Unfortunately, we then
lose strict monotonicity preservation, and get small oscillations in computationally
sensitive regions e.g. near the supersonic inlet, as was the case in [34]. This is
caused by the fact that the scheme leaves the reconstruction gradients unlimited
or almost unlimited in the near-constant regions, as observed by Venkatakrishnan
[34]. Choosing the smallest value of K compatible with second-order accuracy
allows the limiter to remain active nearly everywhere except in regions where the
solution is truly constant, and thus leads to nearly perfectly monotonous profiles
where needed.

Our second field of investigation, as regards the recovery of second-order accu-
racy and preservation of monotonicity was related with our earlier construction
[5], for 2-dimensional Cartesian grids, of a finite volume generalization of the

Lax-Friedrichs (LF) and Nessyahu-Tadmor (NT) schemes. This generalization,
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for Cartesian grids, is not the direct transposition to rectangular grids of our ear-
lier generalization of the LF and NT schemes to unstructured triangular grids [8]
[9]; indeed it features cells, both for the original and dual grid, with sides parallel
to the x, y axes (figure (3.1 left)), while for the direct analogous to our triangular
scheme, the alternate quadrilateral cells L;,, of the dual grid should in fact be
oblique, with sides making 45 degree angles with the sides of the original cell C;;

(see figure (3.1 right) showing the dual cell L;;).
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Fic. 3.1. 2D dual cells. Left: original form(non-oblique) right:

oblique case

This approach has been presented in [2, 3], and has also been considered,
independently, by Katsaounis and Levy [19]; one of the tests presented in [19]
is the same as our first numerical test here, inspired from [18], and results are
comparable since both schemes are very similar. With this new "oblique" version
of our 2-dimensional finite volume extensions of the Lax-Friedrichs and Nessyahu-

Tadmor schemes to staggered Cartesian grids, we obtain second-order accuracy
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(for continuous solutions) and monotonicity preservation, provided that we use
standard limiters, without having to apply the original or modified van Albada
limiter.

In a forthcoming paper, we might extend this new "oblique dual grid" ap-
proach to the corresponding 3-dimensional finite volume method with oblique
dual cells, and show that we again obtain, in the case of a linear advection pro-
blem with continuous initial function, second order accuracy and monotonicity
preservation without having to resort to special limiters such as the original van
Albada limiter, and simply applying the 3-dimensional analog of the standard li-
miters successfully used with both 2-dimensional Cartesian versions (non oblique
dual rectangular cells [5], oblique dual cells as described in subsection 3.6 of this
paper) of the 2-dimensional finite volume method for Cartesian grids. Regarding
the actual accuracy one should expect to obtain, let us observe here that in the
case of a nonlinear hyperbolic equation with a (discontinuous) initial function
up € L®(R?) N BV,.(R?), Kuether [21, 22] has recently proved an error estimate
of order 0.25 for the Lax-Friedrichs-type finite volume scheme on unstructured
grids, which is not optimal; it was indeed recently proved by Sabac [26] that h'/2
is optimal for first-order schemes. For second-order schemes, it is presently belie-
ved / conjectured that h! is optimal. Kuether’s proof of the h!/*-error estimate
is inspired from the work of Haasdonk, Kroener and Rohde [14].

Instead of modifying the staggered/dual cells, another possible approach consis-

ting of modifying the numerical flux by using an improved quadrature formula
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for the fluxes across the boundaries of the cells has recently been proposed by
Lie and Noelle [24]. Their scheme is less sensitive to grid orientation effects and
leads to an improved preservation of symmetries as compared with the original
scheme considered here and in [2, 5] and [18].

We have recently proposed a new version for 1 and 2-dimensional Cartesian
grids and 3-dimensional unstructured tetrahedral grids, where a new approach
to compute the flux allows to bypass the predictor step used in all of the above
schemes, thus substantially reducing computing times [6].

The organization of this paper is as follows. In section 3.5, we describe our
3-dimensional central finite volume methods of first and second order accuracy,
which generalize the LF and NT schemes, respectively. The dual cells used here
have sides parallel to the coordinate axes, as in [5]. The first-order accurate Lax-
Friedrichs-type finite volume method is shown to be monotone under an appro-
priate CFL condition. We also describe the limiters used in this paper. In section
3.6, we construct the direct analogous, for 2-dimensional Cartesian grids, of our
finite volume generalization of the NT scheme for unstructured triangular grids.
This 2-dimensional finite volume method has oblique dual cells. In section 3.7, we
present numerical experiments for the 3-dimensional method of section 3.5 and
for the 2-dimensional oblique dual cell method of section 3.6, with, in the latter
case, a comparison with our earlier 2-dimensional finite volume method with dual
cell boundaries parallel to the axes, and with the Jiang-Tadmor variant of that

method.
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3.5. 3-DIMENSIONAL FINITE VOLUME EXTENSIONS OF THE LAX-
FRIEDRICHS AND NESSYAHU-TADMOR SCHEMES

In this section we briefly describe how to construct a 3D finite volume genera-
lization of the Nessyahu-Tadmor (1D) scheme on Cartesian grids. A 2D extension
(ASV?') on quadrilaterals, featuring non oblique dual cells, was first proposed
in 1995 by Arminjon et al. [5]. The ASV finite volume method differs from the
Nessyahu-Tadmor scheme because not only the dependent variable vector U but
also the fluxes are reconstructed using a MUSCL technique. Four items are nee-
ded to obtain the ASV formulation (on structured uniform hexahedrals), for each

time step.

— A centered monotone scheme ( which implies that this scheme is only
first-order)

— A reconstruction of the solution with the MUSCL method to obtain
second-order spatial accuracy

— A predictor for the fluxes, for second-order time accuracy

— A precise CFL condition to prevent wave interaction between the original

and dual grids

The first item is defined with the help of a staggered Lax-Friedrichs-type (LF)
finite volume scheme. This scheme uses a uniform fully structured hexahedral grid
for the dual grid. We also need to prove that this LF-type scheme is monotone.

1. Arminjon-Stanescu-Viallon
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The reconstruction is then performed here both for the point values ﬁijk and for
the fluxes (see [5]). A predictor (in time) is then constructed by using a Taylor
expansion combined with the conservation law (3.5.1) . Finally, the CFL condition
is computed using analytic and geometric arguments inspired by Hindmarsh et

al. [15] and [9].

3.5.1. Generic model equation

We consider the 3-dimensional system of conservation laws

U,+V-FU)=U+ fut+d,+h.=0 (3.5.1)
where U= (utu?,.. um™)T

F=(£.g.R) = (f"f2e e F™T (659%™ T, (Y B2, )T

with the initial condition U (z,y,2,0) = Up(z,y,2). System (3.5.1) will be assumed
to be hyperbolic in the sense of the following definition.
Définition 3.5.1. The system (8.5.1) is said to be hyperbolic if any linear com-

bination of the m x m Jacobian matrices A(U),B(U),C(U) where

A = (A0),B(O),C(0)) = (%%5—5) (3.5.2)

has m real eigenvalues A’“(U’ ) and m linearly independent right and left eigenvec-

tors 7*(U) and U*(U) that satisfy

1
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S
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3.5.1.1. Notations

As the staggered Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes are one- di-
mensional two step schemes using two staggered grids at alternate time steps, our
three-dimensional finite volume extensions also use two staggered grids and two
time steps.

For the first grid, the control volume or cell is the region Cj;, = [z,_ 1,8y 1 ] x

[y;_ 1Yl ] X [z 1,241 ], while for the second grid the dual cell will be defined

as Lijk = [zi,2iv1] X [Y5,9541] X [20,2k41]-
3.5.2. First time step, LF-type scheme

In the first (and further odd) time step of our 3-dimensional finite volume
schemes, we start from initial (or previously obtained) cell average values (7%. , for
the cells of the first grid, and compute cell average values U L:;. for the (staggered)
dual cells of the second grid. This is done by integrating (3.5.1) on an extended
control volume L;j, X [t",t"*1], where L, is a cell of the dual grid, and by assuming
that [_jLijk (t* + At) is piecewise constant on the cells of the second grid. The
following equality is easily verified with the help of figure (3.2), showing dual
cell L, and one of its composing subcells, L;jx N Ciyny, in the particular case

=1{,m = j,n = k (dotted region).

Lijk = U Lijk N Clmn (353)

Imn
neighbour
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where lrgbrg means ! =43+ 1; m = 3,5+ 1; n = k,k+ 1 and in the sequel,
netghbour

> () stands for Y. (). Using (3.5.1) and applying the divergence theorem to
Imn mn
neighbour

the flux term, we obtain

i o
/ / U, dVdt + / / F.7dAdt =0 (3.5.4)
Lijk tn OLijk
or
fnt+1
/ﬁ(z,y,z,t"+1)dV —/ U(z,y,z,t")dV = / / T,y,2,t)) - it dAd{3.5.5)
Lij Lij tn 0L

For a first-order accurate Laz-Friedrichs-type method, the R.H.S. is evaluated
(according to the left rectangular quadrature formula) at time ¢™, using (3.5.3)
and cell-average values:

V(L) (%) = V/(Comn 1 L) () = —At/ﬁ(ﬁn) 7 dA3.5.6)
OLyjk
The function V() calculates the volume of the region common to the cell L
(second grid) and cell Cjny, (first grid). Let us mention that the cells of either
grid do not need to be cubic, in fact , they can be any rectangular prism in
3-space.

For a second-order accurate method generalizing the NT scheme, the R.H.S.

of (3.5.5) is evaluated with the midpoint formula for integration with respect to

time
t"’+1

_ / / F(l(w,28)) - 7 dAdt = —At /F((jn+1/2)-ﬁdA (35.7)

t 8Lt’jk BL“;C
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where U™/2 is some predicted value obtained with the help of (3.5.1). The

corresponding calculations will be described in subsection (3.5.6).

3.5.3. Second time step, LF-type scheme

Once the first time step is completed, starting from the obtained dual cell
values U Li;x» We compute cell-average values ﬁcijk for the original cells Cjj;, of the
first grid; the calculations are performed in a similar manner (see [5],[8],[9] for

details in the 2-dimensional case).

3.5.4. Fluxes

The computation of the flux for the scheme (R.H.S of (3.5.6)) is more complex
than that of the conservative variables. Here, again, we assume that the fluxes
are piecewise constant on 0L;;; and 0Cjy,, respectively.

We begin by labelling each of the faces of 0L;;, and the corresponding normal

vectors figure (3.2):

OLije = 0Ly U LY, UOLY, U ALY, U AL, UOLS,

ﬁl = —1Ngy ﬁg =Ny ’fi3 = =N, (358)
Ay=m  fs=1y  fg=1 (3.5.9)

Ty = (130)0)’ ﬁy = (0’1’0)7 M, = (O;O,l) (3.5.10)
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(Xi,Yj+1,Zk+1) (Xi+1,Yj+1,Zk+1)
z
Y
A
n Lijk X
B Ll e o
A1 1
I L
“=1==2 |
; i } } (Xi+1,Yj+1,Zk)
4 I P
- .t - .’.{
v v’ | .
(Xi,Y],Zk) ym3 (Xi+1,Yj,Zk)

F1G. 3.2. Intersection of Cell L;;; and Cell Cj=; m=jn=r (dotted region)

Again, one can derive an expression similar to (3.5.3) for the faces. Each one of
the faces can be written as the union of 4 subfaces resulting from the intersection

with the Cj,,, of the first grid:

oLL = |J CimnnoLY,

17

Imn
neighbour

where the notation neighbour now means that only four of the eight index combi-

nations corresponding to the notation U  give rise to a non-empty intersection

Ilmn
neighbour

set. If A() is a function that calculates the area of a given surface, the first step
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of the staggered LF scheme can be written in the following compact form:

. 1 —p
ULijk (tn + At) = V(L; k)( 2 : V{(Crmn N Lijk)Ulmn(tn)*
tJ
Imn
neighbour

6
Atzz A(Clmn N 8ngk>ﬁmn . ﬁq)

=1pp
neighbour

(3.5.11)

where Fjpp = F(Upnn(t™)) and Uppn (£7) = Uc,.. (t*) for Inm neighbour.

3.5.5. Monotonicity condition
Let us recall here some basic definitions to make the article self-contained.
Définition 3.5.2. A general scheme for the model equation (8.5.1) can be written

e

Ur+t = H(Ug,

ijk i~p,j—q,k—r """ ’UCi+p’,j+q’,k+r’)

(3.5.12)

Our finite volume scheme is a subcase of the form:

—»n_’_l _ -
Lijk - H(UC,‘

e Uciiiinss) = M{Timn ("), (Imn  neighbour(3.5.13)

3

Définition 3.5.3. The scheme (8.5.13) is monotone if H is a monotone increa-

sing function of each of its arguments.

0< 8_,H Imn (neighbour)

Ilmn

or equivalently if all eigenvalues of the matriz 63”

imn

(Imn neighbour) are non

negative.
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Theorem 3.5.1.  Under the CFL-like condition (8.5.22) below, the 3-dimensional
finite volume extension (3.5.11) of the LF scheme for structured uniform staggered

grids s monotone.

Proof of theorem 3.5.1 From (3.5.11) we find

6
OH V(CimnNLijk) A(sznﬂaL?.k) P o
O~ VL L~ Atq;—w—&m Tl (3.5.14)

for {Imn neighbour . To simplify the calculations, we introduce the following vec-

tor:

> 6 A(Clmn ﬂaLg )
K = Z V(Lijk) L ’flq = (KmaKwKz) (3515)

g=1

we then have

S \A(Clyn NOLL,) A(Clmn NOLL)
mn ijk/ R g . lmn ijk/) o
Z V(Lijk) At + g = At Z V(Lijk) M

q=1 q

= —szn K=M (3.5.16)

Here, M = M(l,m,n) represents a weighted sum of the 3 jacobian matrices
A,B,C. By our assumption on the hyperbolicity of system (3.5.1), the matrix
M has real eigenvalues A\; (1 < s < m) and can be diagonalised by a similarity
transformation (see also Hirsch Vol.II, pp.176-191 for the Euler equations). By de-
finition (3.5.3), monotonicity of our finite volume extension of the Lax-Friedrichs

scheme will be established if we can prove, in view of (3.5.14) -(3.5.16), that

V (Cimn N Lyji)

W =
V (Lijx)

T — AtM (3.5.17)




72

is positive semi-definite. By the spectral theorem, the eigenvalues of W are the

numbers

V(Clmn N ngk)
V(Lijk)

— AtA(M) (3.5.18)

where A\;(M) is an eigenvalue of M. We therefore need

V(Olmn N Li ‘k)
AtA (M) < J
M) < V (Lijk)
s=1,....m Imn neighbour (3.5.19)

or finally

(Clmn N Liji)

V(L) (3.5.20)

1%
At max {[A(M)]} <

Remark 3.5.1. It might appear at first sight that (8.5.20) does not have the
dimensional form of a CFL condition; but the matriz M is equal to the matriz
product Apny - K where K is obviously O(h™Y) by (8.5.15), where h is the mesh
size in the x,y,z directions, for the case of a uniform rectangular grid. The eigen-
values A\s(M) are thus O(h™') and (8.5.20) does have the dimensions of a CFL
condition.

Remark 3.5.2. For a perfectly uniform hezahedral grid the factor V(C‘}’("E;:‘)i k)
reduces to &, and the vector K takes the simpler form K = = ilé(clmn N Lijk )ig,

—

so that the monotonicity condition (3.5.20) is not very restrictive (here §(-) re-

presents a “Kronecker-like” set function which is equal to zero when the argument
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is the empty set, otherwise its value is 1); indeed, we then obtain the condition

ét_ m?‘x{p‘s(ﬁlmn)l} S

- (3.5.21)

DO =

However this is only the monotonicity condition for a usual (non staggered) grid,
the parameter h in (8.5.21) must be divided by two for obvious geometric reasons
(since we are using staggered grids). The final monotonicity condition for the

finite volume Laz-Friedrichs scheme can thus be written as

At = 1
—';L"msa‘x{p‘s(l]lmn)}} < Z (3522)

Remark 3.5.3. In the scalar case, we can therefore expect the numerical solution
up, to converge to the unique solution of (3.5.1) satisfying the entropy condition,
as h — 0, if it does converge, see [20, 10, 12]. In the 2-dimensional case of
unstructured triangular grids, we have proved [7], for a scalar linear hyperbolic
equation, that the numerical solution satisfies a discrete mazimum principle, and
converges weakly” to a weak solution of (8.5.1). The proof can be directly eztended
to the case of 2-dimensional Cartesian grids, again for a scalar linear hyperbolic

equation.

3.5.6. A second order finite volume method via MUSCL cellwise

interpolation

In the one-dimensional Nessyahu-Tadmor difference scheme, the first order
accuracy of the Lax-Friedrichs scheme was raised to second order by the use of van

Leer’s MUSCL [32],[33] cellwise piecewise linear interpolation of the conservative
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variables ( but not of the flux functions), and a midpoint rule approach for the
time discretisation of the flux integral, implemented with a predictor-corrector
treatment of each time step. In the 3-dimensional finite volume generalization, we
apply the same strategy to both the conservative variables and the flux functions
f, ,_‘, h, following our 2-dimensional generalization of the NT scheme to Cartesian
grids [5].Let Mgmn (resp. Mg;mn,Mgl M ) denote the piecewise trilinear
interpolant of the conservative variable U ( resp. of the flux functions f,g‘,ﬁ) on
cell Crn:

MZ _(R) =Ue,,, + VU, - (B—Ee,,) (3.5.23)

lmn

where Vﬁolmn is some limited approximate gradient of the interpolant, to be
defined later ( section 3.5.7) ( with similar definitions for Mg; . ete). R is the
position vector of an arbitrary point contained in Cj,,,, and ﬁszn denotes the
centroid of the same cell.

Replacing in (3.5.5) all the cellwise constant variables by their linear recons-
truction (3.5.23), integrating in time with the help of the midpoint rule for the

flux integral, we obtain

V(Lije)U "“ / ML LAV —
z]k

At / (ML ng + MT g+ MET n)dA (3.5.24)

OL;jx

fa+1/2 . N . = =
where M }Z " and M };: are the piecewise linear interpolants of U and f*t1/2 =

-

F(U"+1/2)), respectively, in cell Li;x; U (t"1/2) is a predicted value defined below.
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We now use the definitions of the control volumes Cj;;, and L;; and introduce

the following notations:

ATy = Tiy1jp = Tie1fa, DY = Yjr1/2 = Yj-1/2, D2k = Zktr1/2 — Zb-1/2

‘/ijk = AIEiijAZk, Aij = ALE@'ij

For a uniform and isotropic grid, Az; = Ay; = Az, = h.
For simplicity, from now on, (Z-jk will mean U'cijk i.e. the value of U at the centroid
of the cell of the first grid. Decomposing the limited gradient into its Cartesian

parts gives:

v‘—/:]k — ("Iim ".lim —'_lim (3.525)

ijk,z Vijk,ys Vijk,z

where for any vector function v, Vim denotes the limited vector V. Our com-
plete ASV-type (non oblique Cartesian) 3d finite volume generalization of the NT
scheme can now be derived and is given in the appendiz. The intermediate-time

fluxes are found with the help of a predictor step:

o L - At -
Ut = Ul + — Uigkalt") (3.5.26)

ijk
Using the conservation equation (3.5.1), (3.5.26) can be written in a form which
is easy to evaluate, replacing the gradients by their limited numerical approxima-
tions:

U”H‘% . 7'lim = lim

At 7 lim
ijk - = Yigk — —2“( ijke T Gigky T hi;‘k,z) (3.5.27)

where :J“,?‘x denotes the limited derivative of f in the Z direction.
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Here, an alternate choice for the predictor can be made, using the known

Jacobian matrices of the flux function:

An+g 7 At 7lim ,n 7lim ,n 7hm ,n
U..Z‘z___. z_?;k_____(A. ! ’+B'Uiljk’ .|_C’.U.h.ll?,;) (3.5.28)

ij 2 ijk,x Y ij

From a computational viewpoint, some inconveniences arise from the fact that
(3.5.28) is very costly to evaluate even for the non-conservative Jacobians (which
have a simpler form).

For each of these two predictors, two approaches to define the predicted values
of the dependent variables at time ¢"*! can be used. By a proper transformation
(see [16], 1990 and [12] ,1996), one can pass from the conservative to the physical
variables (when dealing with the Euler equations), make the prediction at ¢"+1/2
and then use it to reconstruct the fluxes at t"+/2, to finally obtain U™, The
other approach is to use the predictor on the conservative variables, and then

rebuild the fluxes with the intermediate-time approximations.

3.5.7. Limiters

To give a short description of the MUSCL cell interpolation considered here
with the various limiters mentioned earlier in this section and used in our nume-
rical experiments, we follow the notation used in [34] and [27], and consider in

the 1-dimensional case for simplicity piecewise linear reconstructions defined, at
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the cell interface z;11/2, by

1
Wiage =i+ 59 (0:) (s — wi), (3.5.29)
R 1 1
Uii1je = Ui — §¢(§f)(ui+l — ;) (3.5.30)

where

0, = = Ll (3.5.31)

and () is the (slope) limiter function; we take ¥(r) = 0 for r < 0. In this paper,
we have used the following limiters.

(i) Simplified van Albada? (SVA)

62+ 6
f) = e 5.
Yvall) = 5 1 (3.5.32)
With this limiter, (3.5.29) takes the form
162 +0
L _
Uiy = Ui + 552+—1(Uz — U;1) (3.5.33)

with 6; = %—‘_5% = —4—"_1 for simplicity.

We note here that if we use a cell interface value defined from a centered approxi-

mation of the slope

Uit — Ui—1

1
u£+1/2 =u; + §R(92') 5

(3.5.34)

2. SVA: Simplified van Albada limiter. (We should mention here that in [34], the
original and simplified van Albada limiters have been exchanged. Van Albada’s original limiter

really is defined by (3.5.37), as communicated to the first author by B. van Leer.)
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van Albada’s simplified limiter must now be written in the form

26;
1467

7

R(9;) = (3.5.35)

It can be easily verified that both (3.5.33) and (3.5.34) can be written as

1AZA_+AZAL

L
uk =it = (3.5.36)
/2 2 A?4+A?2
(ii) Original van Albada® (OVA)
This choice correspond to modifying equation (3.5.36) as follows:
1(A2 +2)A_+ (A2 +2)A
L _ + = +
Uy = Ui + 2 AT T AZ §2e2 (3.5.37)

where €? is made proportional to (Az)3, by setting €2 = (KAz)® where K is
a constant. Notice that at an extremum of u or in a region where u is nearly
constant, €2 = O(h®) will dominate A2, A2 by Taylor’s theorem, leading to a
nearly unlimited value wf,,, (ie. ¢ ~ 1) in (3.5.29), while if K is very large
the same situation will prevail. It has been verified by Venkatakrishnan that for a
fixed value of K, the scheme will tend to be second-order accurate, but will not be
monotonicity preserving for an advection problem. This difficulty arises from the
fact that the scheme resumes to the unlimited form (3.5.34) with R(f) = 1 in the
near-constant regions (see [34] for details). By restricting the action of the origi-
nal van Albada limiter (3.5.37) to the neighbourhood of true extrema only, while
using the simplified form (3.5.32)-(3.5.36) elsewhere, Venkatakrishnan obtained a
globally second-order accurate scheme (for all usual norms) which is monotonicity

preserving (the limiter is then the original van Albada limiter at a true extremum,
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but the simplified van Albada in near-constant regions). In this paper, for simpli-

max —

city, we chose the following limiting strategy: Defining u™* = max(u;_1,u;,Uiy1)
and reconstructions of the form u;(z) = u; +9(6;) “ === (x — z;) we use the origi-
nal van Albada limiter (3.5.37) everywhere except when both A, = u® —y,; and
A = u;(zi+1/2) — u; are below a certain tolerance threshold, in which case we
take the limiter equal to 1 (no limitation).This variant of the original van Albada
limiter will be noted OVAT (Original van Albada with Threshold).

(iii) _van Leer (VL)

In van Leer’s notation we consider piecewise linear interpolants

’lj(.ZC) =U; + 5i (ngﬂ?z) Ti—1/2 <z< Tit1/2 (3538)
with 6; as in (3.5.31) and
§; = R(6;)8; and §;= % (3.5.39)

the coeflicient R(6;) is a "slope limiter" related to Sweby’s [28] flux limiter ¢(r)

by [12]

_ROIA+0) | Ay 1
ovi(r) = g with r; = Ao B, (3.5.40)

We then have [12, 13] the corresponding forms of van Leer’s limiters

R(0) = 9>0 (3.5.41)




and

o
14r 7’20

pvi(r) =
0 r<0

(iv) MinMod (MM)

In Sweby’s notation, the minmod limiter is defined by

min(r,1) >0
Sum(r) =
0 r<0

in the slope limiter notation

MM(AL,A_) = Hsgn(A,) +sgn(A_)} min{]A_|JA,]}

(v) Superbee (SB)

¢sp(r) = max{0, min(2r,1), min(r,2)}

80

(3.5.42)

(3.5.43)

(3.5.44)

(3.5.45)

3.6. 2-D CARTESIAN GRID SCHEME WITH OBLIQUE DUAL CELLS

ASCV

4. Arminjon, St-Cyr, Viallon
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3.6.1. Notations

—

We consider equation (3.5.1) with a flux function F(U) = (f(U),5(0)) in

some rectangular region €2 of the z — y plane, with initial condition

U(z,y,t =0) =Us(z,y)(zy) € O (3.6.1)

We shall describe the scheme in the case of a uniform rectangular grid which
partitions {2 into M? squares of equal area; the extension to arbitrary rectangular
grids is straightforward, except for the initialization, which requires numerical
integration, and the programming part of the resolution, where we have to proceed
as in the case of a fully unstructured grid. If h = Az = Ay = z,41/9 — Ti—1/2 =
Yj+1/2 — Yj—1/2 is the mesh size, the nodes of the first grid are the points (z;,y;) =

(th,jh) for 0 < 4,j < M. We introduce a numbering of these nodes, noted

a 1<i<(M+1)(M+1) (3.6.2)

and consider, for an arbitrary node a;, the finite volume cell C; defined, for the
first grid, as the square (quadrilateral in the case of an arbitrary rectangular grid)
obtained by joining the centroids of the four squares adjacents to a; (figure (3.3)).
For the second (dual) grid, the nodes are the midpoints m;; of sides such as a;, a;
of the original grid. The corresponding oblique dual cell L;; is defined by joining
the points a;, a; to the centroids I;; and S;; of the squares sharing the common

side a;a;.
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Ci
= S

4 1 i

3

a, a,

aj {u
ji

—» T

nl Iij 2
~—-
Vb

F1G. 3.3. Cell C; and Cell L;;

Let UP = U(a;,t") and (7{;“"1 = [J (m;;,t"+1) denote the nodal or cell average
values in the first and second grid at time ¢" and t"*!, respectively (n even). In
the first step, we compute the approximation U;’;“ of the problem (3.5.1)-(3.6.1)

at the centroid of the oblique cell L;;, using a finite volume approach.

3.6.2. First time step

Integrating (3.5.1) in the extended cell L;; x [t",¢"*1] = [(L;; N C;) U (Li; N

C;)] x [t™,t"*] , we obtain

tn+l tn+1

/ / U.dAdt = — / V- FdAdt (3.6.3)
tm tn
Lij

Lij
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or using Gauss’ divergence theorem

//ﬁ(z,y,t”“)d/l / U(z,y,t")d
L;;

Li;NC;

tn+1

// U(x,y t"YdA — fng + gnydodt  (3.6.4)
tn 8Lij
Li;NC;

where the left-hand side defines the new cell value Ij[;“

U"+1 = / / U(z,y,t"t)d (3.6.5)

The first two integrals in the right-hand side of (3.6.4) can be written as

// + // VU (z,y,t™)dA + ( // + // VT (2,,£)d A (3.6.6)

(LijNCy)s  (LiNCY)r (LiNC5)s  (Li;NCj)1

where  (L;; N C;)s = triangle a;m;;S;;, (Li; NC;)r = triangle a;1;;m;;

(Lij N Cj)s = triangle ajSijmij, (Lij n Cj)] - triangle ajmijfij

Instead of splitting the integral on L;; into the contributions of four triangles,
as above, we can split it into only two triangles without changing the accuracy

of the approximation. The decomposition into four triangles will be used for the

R.H.S of (3.6.3).
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For a uniform Cartesian grid we have, to second-order accuracy:

/ / 0 (0, 8")dA = {0 (z; + —L}gf,yi)A(Lij ney)
Ls;

- Azx
+ U(IZIJ - —é——,yj)A(L,-j N C])} (367)

To obtain second-order accuracy and preserve monotonicity of the solution, we
introduce van Leer’s (MUSCL) piecewise linear interpolant, defined at a node a;

(in analogy with (3.5.23),(3.5.25)) by

(z — ;)

Az

7 lim,n (y - yl)
+ 0 mnlY %) (3.6.8)

= 7 77 lim,n
Ui(wayatn) =Uzn + Ui,al:m Ay

Combining (3.6.7) and (3.6.8) now gives
/ 0 (2,t)dA = TP A(Ly; 0 C,) + TF A(Ly 0 Cy)
L,;j

1= im,n 1= im,n
+ gUz,lx ’ A(Lij N Ci) - ng’lm ’ A(Lij n C)) (369)

In the flux integral, the integration with respect to time can be approximated,
to second-order accuracy, by the midpoint rule; the right-hand side of (3.6.3) is

thus approximated by

At / (fU @yt ))ng + GO (2,9, ), )do (3.6.10)
3Lij

which requires a prediction at the intermediate time ¢*+/2, both for U and for the
fluxes, at the cell interfaces; for example, we need a prediction at the midpoint
a;; of line segment a;I;; (fig.3.3) to comply with the AV formulation [8], [7], [9];

this had not been applied in [5], where we had used a MUSCL reconstruction of
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the fluxes combined with an evaluation, at time t"+/2, performed directly at the
vertices. We feel it is the extension of this procedure which is, in 3 dimensions,
responsible (at least in part) for the loss of accuracy mentioned in the introduc-
tion, even though all steps of the approximations are in fact time - and - space
second - order accurate.

We will use the following prediction at a;;, considered as the value along line

segment a;/;; :

antl At -
Uor? = Ui(agt™) + - Uila.t") (3.6.11)

aiIij

In view of (3.5.1), we get

Urer = Uslagt™) = §HAT(ag ")U " + B(Us(az,6) T 5m) (3.6.12)

a,'I.;j ij) i

=, —n 1
We note f(U" 12

a;I;;

) the corresponding predicted flux computed at the midpoint ai;
of a;1;;, at time t"*1/2] with the help of (3.6.12). For a uniform square grid, the
quadrilateral cell L;; is in fact a square rotated by 45 degrees. The unit vectors

normal to the boundary of L;; (fig.3.3) are

(=1,1) (3.6.13)
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By (3.6.10), the right-hand side of (3.6.3) is thus approximated as follows:

tn+1

il
/ - (ffiy + gity)dodt = / (Z / (f7s, ¢+ giiyq)do)dt =
N =larg,

APZ(= (O = §OL P adiy) + (FT5%) = GO )Uasks)

a;1 ij aj

-

HFOZ) + GO0 )ia;Sy) + (— FOZE) + GTE)(a:Sy)

For the rotated square cell L;;, we have

The first time step then takes the following form :

O A(Ly) =2 (O + ) + 20 - Gim)
— PO~ — gTi™) + (T — o(Tri)
+ (PO + 9O + (- F(TOE) + o (T25))
(3.6.14)
hence:

— 1 — — 1 AT 1.
Ogit = 5(07 +07) + (0 — Tim)

—-—<< FOR?) = g(UY2) + (F(T23%) = g(UZ )

a;ly; a;ly; a;li;

S + o5l + (~HT5) + 9T5) (3.6.15)

aj a;S;; a;
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For a dual grid cell L;; such that a;a; is parallel to the y axis, some minor changes

are necessary and we obtain

Un+1 2(Un+Un)+ (Uhm Uhm)
EUPTR) + oTr) + (O3 + a(T)
H(—F (O = g(Tu6l™) + (= F(O5) - 9(T5%)  (3.6.16)

3.6.3. Second time step

For the second (and further even) time step, we consider the original cell C;
(fig.3.3) and the time interval t"*' — t"*2 (n even). Proceeding as for the first

step, we obtain

Uzt A(C / f U(z,y,t"2)dA =

// U(z,y,t" ) dA - At/ (F@u,t"* ), + G2,y %), )do
(3.6.17)

The first integral in the R.H.S. can be decomposed into 8 parts, and obvious

symmetries in the case of a uniform square grid reduce this to 4 parts:

// (j(x,y,tn+1)dA = b;(((jcnﬂ] _ _él"jgrzn,n-i-l) + (U‘;H-l Uhm n+])
C;

+(0r+t 4 10m ety 4 (Op+ 4 100m ) (3.6.18)
The flux integral is treated as above, using the unit normal vectors

Vo= (=1,0), = (0, — 1), ve = (1,0) , va = (0,1)
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we obtain

/ (]Fl/gc + gvy)do =
ac;
—;-—on?'_ -4—¢ng’_ —w-¢n§. - —n42
%E(f(ch;/22) + f(UcJ-Z?‘) - f( alj-zz) - f(Uaj;?z)

Sopntdy ool ~orint3 o+
+3(U,,,, ) +3WU,_7,) — 39U, ;) + 3(U,,,)7))

The second step of the scheme can therefore be written as

UgAC) = (U + Oyt + U7 + U+
W Slmntl | Flimadl | Alimatl | Flimoadl
im,n im ,n n ,
5 (O = Oy Ot — Gt

Ath ~‘-'n+§ - —spt 3 - —p 3 - —nt 3
T(f( 6—1/22) + f(UCJzz) - f(Ua;QZ) - f(Ua—-i_lfz)

AR (kD)) (3.6.19)

Loty | ot S
+3(Us,,;) +9U,_2,) — 39U, ., biya

dy/o

3.7. NUMERICAL EXPERIMENTS

Numerical experiments for the methods presented in sections 3.5-3.6 will be

described in the next two subsections.

3.7.1. 3-dimensional ASV formulation (non oblique dual cells)
3.7.1.1. Linear advection

We consider the scalar advection equation

Up + auy +buy +cu, =0
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with initial condition u(z,y,2,0) = ue(z,y,2) = fEt where (a,b,c) will be chosen
equal to (1,1,1) here. We consider the cases of a discontinuous and of a continuous

initial function:

0.5 if (z,y,2) € {576,%%]3

0 else

fg;est 2($,y, z) = cos(2mx) cos(2my) cos(2mz)

The spatial computational domain for both tests is the cube [0,1] x [0,1] x [0,1]. In
table 3.1, L' denotes the error calculated with the L! norm, and N is the number
of intervals in each spatial direction. In tables 3.1 and 3.2, SVA/VL means that
the simplified van Albada limiter was used for the prediction and the van Leer
limiter for the reconstruction, with similar signification for SVA/MM, SVA/SB
(i.e. predictor / reconstruction ).

Table 3.1 shows the results for the discontinuous initial function; we note that
in three dimensions, the limiters which are smoother give better accuracy, as has
generally been observed in the literature [34, 17]. These results give some insight
into the difficulties encountered in 3-dimensional calculations. We observe that
the second grid refinement is much more efficient than the first; the order Oy
indicated in the last column is the average of the two orders obtained from each
grid refinement.

Tables 3.2 and 3.3 present a test with a continuous initial function. We see

that with the smoother simplified van Albada and van Leer limiters, second-order
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accuracy is approached while it is even slightly exceeded with the original van
Albada limiter.

Figure 3.4 shows the effect of varying the parameter K in ¢ = (KAx)>. For
small values of K (say less than 3) the order increases with K, but we found that
monotonicity is no longer preserved if K grows beyond a particular value which
depends on the smoothness of the initial function; smoother data allow higher

values of K before encountering monotonicity breaches.

3.7.1.2. 3-Dimensional Euler equations

We considered the classical test problem [35] of supersonic flow in a channel
with a forward facing step, extended here to a three-dimensional geometry corres-
ponding to the computational domain [0,3] x [0,1] x [0,1](in dimensionless units).
The length, width and height of the step are 2.4, 1 and 0.2, respectively.

Figure 3.5 (left) shows the results obtained (in the unstationary mode) with
the simplified van Albada limiter, at time ¢ = 3.05. Although the density contours
are smooth, the forward shock is not very sharp and the reflected ones even wea-
ker. Figure 3.5 (right) presents the results obtained with the original van Albada
limiter, with K = 3. The forward and reflected shocks are somewhat sharper,
but we are still far from the sharp structure observed e.g. in [35, 5]. This is
not only the consequence of some difficulties which might have been encountered
by our method, but can also be attributed, at least in part, to the fact that we

are dealing with three-dimensional shocks. Our results here compare favourably,
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Limiters INN =16 | L\, N =32 | L' N=64| Op:

OVAT®(K=3) | 0.010696 | 0.006992 | 0.003764 |0.75

VLS 0.006030 | 0.004317 | 0.002083 |0.77
MM7 0.014622 | 0.011124 | 0.007142 |0.52
SB# 0.014158 | 0.010627 | 0.006385 |0.57

SVA®/VL 0.009184 | 0.007319 | 0.003732 |0.65

SVA/MM 0.011052 | 0.011415 | 0.007090 |0.21

SVA/SB 0.010967 | 0.011116 | 0.006692 | 0.36

TAB. 3.1. L' - error and accuracy order, discontinuous problem

(test 1) 3D case

though, with similar results presented, for the second order upwind scheme and
unstructured tetrahedra obtained from an original structured cubic grid, where
the cubes are decomposed into tetrahedra, in [11]. We believe that mesh adap-
tation, which, unfortunately, was not available when our numerical experiments
were performed, would lead to significant improvements, in the 3-dimensional
case, as was observed in [1] in the 2-D case, and intend to study this aspect of
our 3-D computations in the future.

5. Original van Albada with threshold

6. Van Leer

7. MinMod

8. Superbee

9. Simplified van Albada
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Limiter | LL,N =16 |L'N=32| L' N =64 | Op

SVA 0.032720 | 0.009580 | 0.002794 |1.77
SVA/VL | 0.023744 | 0.006406 | 0.001813 | 1.86

SVA/MM | 0.047324 | 0.011864 | 0.003920 |1.80

SVA/SB | 0.021896 | 0.009090 | 0.002803 |1.48

TAB. 3.2. L' - error and accuracy order, continuous problem (test

2), 3D case

N | LYK=0) | Op: | LY(K=0.75) | Op1 | LX(K=1.5) | Ops

8 10.095168 0.032114 0.029454
16 | 0.032720 | 1.54 | 0.009070 |1.82| 0.007669 |1.94

321 0.009580 | 1.77 | 0.002444 |1.89| 0.001876 |2.03

TAB. 3.3. continuous problem (test 2) original van Albada limiter,

3D case

o1 Continuous problem with Criginal van Albada fimiter (for predictor and reconstruction)

I 0ot}

GRIDS:16,32,64

F1G. 3.4. L' error Original van Albada limiter with K € [0.25,2.25]




F1G. 3.5. Density t=3.05, 61 contours, Grid 240x10x80, simplified

van Albada (left) and OVAT with K=3 (right)

3.7.2. New 2D ASCYV formulation (Oblique dual cells)
We considered initial values problems for the advection equation
U + aug + buy, =0 0<zy<1

where we chose a = b = 1 here, with the initial functions

fg,est 1(33,3/) _ 0.5 if (z - 1/2)2 + (y — 1/2)2 <1/8

0  elsewhere

and [ 2(z.9) = sin(n(z + y))
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Table 3.4 shows the results obtained, for the discontinuous initial function, with

the new “oblique dual cell” ASCV finite volume method, using the simplified van

Albada limiter (SVA). N is the number of intervals in each spatial direction, and

N is the number of double time steps. On the right hand side, for comparison’s
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sake, we have given the results obtained with the former ASV method (with cell
boundaries parallel to the x or y axes), using van Leer’s limiter (VL).

For this discontinuous problem, both methods seem to be comparable. The
slight advantage provided by the ASV method could be due to the reconstruction
of the fluxes and the fact that van Leer’s limiter might, in some cases, lead to
better results than the simplified van Albada limiter, as already observed for our
3-dimensional tests (tables 3.1 and 3.2).

For the second (continuous) test function, we have compared the new oblique
dual cell method (table 3.5) with the results obtained by Jiang and Tadmor [18]
for the same test (table 3.6) with a 2-dimensional extension of the Nessyahu-
Tadmor scheme similar to the ASV extension but without reconstruction of the
fluxes.

The new ASCV method leads to better L' and L* error with the final grid,
and to higher orders of accuracy. We note that we have performed 400 double

time steps, while the number of time steps performed in [18] is not indicated.

N | N SVA van Leer

errors: L1 L® Lt L®

85|30 | 1.149E-2 | 2.615E-1 | 5.835E-3 | 2.929E-1

TAB. 3.4. test 1 new 2D scheme ASCV (left) old scheme ASV (right)




ASCV
N L L Orp1 | Ope
40 |2.352E-2 | 6.003E-2
80 |5.759E-3 | 2.303E-2 | 2.03 | 1.38
160 | 1.347E-3 | 8.759E-3 | 2.10 | 1.39

TAB. 3.5. test 2, new 2D scheme ASCV

Jiang-Tadmor [18]
N L L* | Op | Ope
40 | 1.93E-2 | 4.91E-2
80 |5.70E-3|2.12E-2 |1.76 | 1.21
160 | 1.55E-3 | 8.90E-3 | 1.88 | 1.25

TAB. 3.6. test 2, 2D NT

3.8. CONCLUDING REMARKS
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We have presented new 2 and 3-dimensional non oscillatory central finite

volume methods for staggered grids. Starting from our two-dimensional finite vo-

lume generalization for Cartesian grids of the Nessyahu-Tadmor 1-dimensional

finite difference scheme, we have extended it to a 3-dimensional finite volume

method using two staggered Cartesian grids at alternate time steps. Our nu-

merical experiments have shown that for continuous initial data, the method is
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non-oscillatory and second order accurate when coupled with the original van
Albada limiter; slight under/overshoots, for discontinuous data, can arise for in-
adequate choices of the limiter parameter K. Mesh adaptation would probably
bring substantial improvements, and will be studied.

Having observed these under/overshoots when using the original van Albada
limiter, and orders of accuracy inferior to the theoretical second order predicted,
in the absence of discontinuities, by the principle of the method when using the
simplified van Albada limiter, and in an effort to simplify the computational com-
plexity of our earlier 2-dimensional method, where the reconstruction step was ap-
plied both to the dependent variables and to the fluxes, we have investigated here
the possibility of a direct transposition of our 2-dimensional finite volume method
for staggered unstructured triangular grids to the case of 2-dimensional Cartesian
grids. This new “oblique dual cell” (or “diamond” dual cell) method (ASCV) seems
to converge faster in all norms than the Jiang-Tadmor 2-dimensional extension
of the NT scheme, while having comparable accuracy; on the other hand, its ac-
curacy is comparable with the earlier 2-dimensional version (ASV) (non oblique
dual cells), but computing times are reduced since we do not reconstruct the
fluxes; the 2-dimensional ASCV method can therefore be considered as a slight
improvement of both earlier methods (ASV and JT).

These considerations have encouraged us to proceed to three-dimensional com-

putations on unstructured tetrahedral grids, using grid adaptation [4].
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3.10. APPENDIX

Using equation (3.5.11) and the reconstruction (3.5.23), the complete ASV
second order scheme in 3D can be written:

First time step

(i) reconstruction of conservative variables

3 = 1o =, 5 -
Mclmn (szk) = c'lm,'n. + §VUClmn ’ (R‘Uk - Rclmn) (3'101)
]%ijk represents the center of cell L;j;, and B¢, the center of cell Cppy.

10. http://www.CENTRCN.UMontreal.CA

11. http://www.cerca.umontreal.ca/science/vu.html
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(ii) predictor

g 3 7 A m,n im,n im,n
Uge® = Ul - - (A Uger +B- U +C - U (3.10.2)

(iil) reconstruction of the flux

F-'n+1/2 (Ran ) = Fg;t/2 + vﬁg;tﬂ . (ﬁangk — észn) (3.10.3)

Clmn

Rangk is the center of face g of the L, cell.

q
Using the facts that Ax = Ay = Az = hand Y—(g‘é’—gfg————lf"’) =3 L and W =

2> (3.5.11) can be re-written as:

(iv) corrector
Uptl = Z MZ" (Bije) - Z S ME (Bogs ) -7, (3.10.4)

z ijk
‘1—1 lmn
nelghbour neighbour

Second time step

Repete steps (i) to (iv) starting from the values on the staggered grid Lip.
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Chapitre 4

VOLUMES FINIS EN MAILLAGES

NON-STRUCTURES

4.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, les définitions de base pour la généralisation des méthodes
de volumes finis a des maillages non-structurés sont présentées. Nous considé-
rons tout d’abord une tétraédrisation admissible et nous montrons ’équivalent
non-structuré de la méthode de Godunov. La technique MUSCL est étendue aux
maillages non structurés de tétraédres et diverses techniques de reconstructions
sont expliquées. Des fonctions jouant le role de limiteur pour forcer le respect du
principe du maximum sont présentées, en particulier le limiteur de Venkatakrish-

nan.

4.2. MAILLAGES ADMISSIBLES

Les effets d’'un mauvais maillage sur toute méthode de volumes / éléments /
différences finies constituent un phénoméne grandement reconnu par la commu-

nauté des numériciens, mais ces effets restent difficiles & démontrer. Pour éliminer
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ces effets au maximum, des conditions restrictives sélectionnant certains types de
maillages sont introduites, la plupart du temps pour simplifier le contexte des
démonstrations de convergence des méthodes.

Définition 4.2.1. Un maillage T de R? est dit admissible [21] si:

1) il est donné par l'union de polygones simplement connezes, disjoints notés ;.
(T = U;Q;). Notons par h = sup{diam{;},Q% € T} < oo.

2) il existe o > 0 tel que Vi

ah? < m(Q) (4.2.1)

m(8;) < -éhd‘l (4.2.2)

ot m(§);) est la mesure de Lebesque de §; et de facon analogue m(0S;) repreé-
sente la mesure de Lebesque en RY™! dimensions. N; est ’ensemble des indices

numeérotant les polygones voisins de §;.

4.3. FORMULATION CLASSIQUE

Soit €; un volume de contréle respectant la définition d’un polygone du
maillage admissible alors, 4 I’aide de (1.1.2) nous avons en intégrant sur [t",t"+!] x

Q’é:

/ / (U, +V - F(U))dVdt = 0 (4.3.1)
[t 7+ 1% Q

2
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en intégrant par parties par rapport au temps et en utilisant le théoréme de

flux-divergence il vient :

/ U(F £ +)dV = / U@ )dV — /
Q;

Cette derniére formule est exacte car aucune approximation n’a encore été faite.

tntl

/ F(U) - adAdt (4.3.2)
09,

Ceci laisse entendre intuitivement que ’ordre de précision du schéma sera dicté
par l'ordre des régles d’intégrations numériques utilisées. En reprenant 'idée de

Godunov et en utilisant des constantes par cellules définies ainsi:

(4.3.3)

(4.3.2) devient :

bl
Ut = Ug / / t F(U) -7 dAdt (4.3.4)

a9
Encore une fois, la formulation est équivalente & (4.3.1) si les U sont exactes.
Une premiére approximation consiste & prendre la régle dﬁ rectangle gauche pour
I'intégrale en temps dans le terme de flux (ceci revient & prendre Euler-explicite
pour la dérivation en temps dans le cas de differences finies) et U constant par

cellule, ceci conduit &

At

Ontt =0 — / FU@EL)) - usdAdt (4.3.5)
80Q,;Mo0

m(Ql) JeN;
Supposons que la solution U soit constante dans 2; alors le terme de flux s’ap-
proxime comme F(U (@i;,t")) - Tuy = Gij(ﬁ?,U?;ﬂ{j)- Le probléme de Riemann

est projeté localement sur la normale 7;; du plan formé par ’intersection des 2
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cellules voisines ¢ et j. Puisque cette solution, qui peut étre localement assimilée a
un probléme unidimensionnel, est cotiteuse & résoudre pour un systéme, diverses
techniques sont utilisées pour simplifier les calculs en se fondant sur un probléme
de Riemann “approché” (par exemple les solveurs de Roe, HLL et Einfeltd (HLLE)
[23, 60]). Ces solveurs nécessitent tous une connaissance fine du systéme qu’ils
tentent de résoudre car ils se fondent sur 'utilisation des variables caractéristiques

et donc d’une connaissance des valeurs et vecteurs propres associés a la matrice

caractéristique.
- — At _
i jEN;

4.4. TECHNIQUE MUSCL (METHODE DE VAN LEER)

Comme dans le cas structuré, il est possible d’augmenter la précision spatiale
de la méthode en introduisant une étape de reconstruction a ’aide d’interpolants
construits & partir des moyennes cellulaires.

L’étape constituant & prendre la moyenne de la fonction U sur le volume de

controle €2; est linéaire:

_ _ a b
Ai(aU + bV ==an+sz-=———/ U(zt) + /Vf,th 44.1
(U +bV) iy | U@+ s [ V@D @4
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ou A; est I'opérateur de moyenne spatiale sur la cellule €2;. De plus, A; est une
projection car A;A;,U = A,U; = U,.

Définition 4.4.1. Une reconstruction a l’ordre k a partir des moyennes sera no-
tée U¥ = R*U;. Celle-ci sera une candidate acceptable si elle satisfait la propriété
suivante de conservation de la moyenne AUF = U; et si elle satisfait la propriété
dite de k-ezactitude : RFAU = U, Y U € Py (Pi étant lensemble des polynémes

de degré k)(]11]).
4.4.1. Reconstruction des gradients

Nous exposons ici les 2 techniques les plus courantes pour la reconstruction

des gradients.

4.4.1.1. Green-Gauss

Théoréme 4.4.1. Soit u une fonction scalaire et Q; un volume de contréle sim-

plement connexe alors

f VudV = / uhdA (4.4.3)
Q; o5,

DEMONSTRATION. posons F = um et intégrons sur {; la fonction V - F ; alors
d’aprés le théoréme de flux-divergence le résultat est immédiat car  est quel-
conque. U
Posons 9§);; = 9€; N 952; et notons par Ulag,; la valeur de U a la frontiére entre

les cellules €2; et €2;. Alors il est possible d’écrire une approximation des gradients
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sur la cellule €2; de la fagon suivante:

/ VudV = / whdA (4.4.4)
Q; o0,
= Z/ ’ulagij’fldA (4.4.5)
jEM 69-,']'

En prenant pour approximation de u|sq,; = %(ﬂ, + ;) on obtient:

§n jEN; 7 Ok
1_ . 1 _ N
= —U; dA + 5 Z U ndA
FEN; 005 FEN; Q5
1
=->u; [ ndA (4.4.6)
2 jen,  Jony

Donc, en utilisant la notation introduite en (4.4.1) pour les moyennes cellulaires,

il vient

1
AVu = ——«— U, ndA 4.4.7
2m(;) J;M ! 0%, ( )

Remarque 4.4.1. Le choiz ulag,; = 3(4; + @;) implique que la formule (4.4.7)
est exacte lorsque u € P1.

Remarque 4.4.2. Le terme @; n’apparait pas dans Uezpression (4.4.7) car
> / AdA =0 (4.4.8)
jGM 89”
4.4.1.2. Moindres carrés

La formulation du probléme de construction du gradient est plus facilement

généralisable & des dérivées d’ordre plus élevé lorsqu’on formule le probléme de
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recherche des gradients en une minimisation dans /5. Cette technique, en plus de
donner le gradient optimal dans [s, est moins sensible au bruit Gaussien que la
technique de Green-Gauss.

Supposons une reconstruction linéaire directement obtenue & partir d’une série

de Taylor:
Notons par u;; les u;(Z;) tels que j € A alors la fonction & minimiser est

(V) = D (~uiy + @ + (V) - (55 — 5))° (4.4.10)
JEN;

—

L’inconnue est donc Vu; = (p;,q;,7;) et notons Z; — &; = (Azj;,Ay;i,Az;;). En

dérivant v par rapport aux 3 inconnues il en résulte le systéme linéaire suivant :

AZ’? AIL’j,:iji ASL’jiAZji Pi iji

Z Ay;iAzj; Ayfi Ay;ilAzj; g | = Z(U’U — ;) Ayj;
JEN; JEN;

AZ]',;A.T]'Z' AZﬂAyﬁ AZJ2 T AZji

qu’il faut résoudre pour tout €2; du maillage.

4.4.2. Limitation

Les gradients doivent étres limités pour forcer localement le respect du prin-
cipe du maximum et tenter d’empécher la formation de nouveaux extremums et

donc d’oscillations.
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Concrétement soient u; .. et u; . les maximum et minimum des @ voisins de

Ui (Uipay = MaXgen;{Uxk}). On cherche donc & imposer & la reconstruction u;(%):

uimin < uz(f) S uimax (4'4'11)

Théoréme 4.4.2. Il est suffisant d’imposer la condition (4.4.11) seulement auz

points de quadratures, c’est-a-dire auzr points ou la reconstruction sera évaluée.
DEMONSTRATION. Par exemple [11]. O

Ce dernier théoréme simplifie 'algorithmique nécessaire a la mise en ceuvre du
limiteur sur des maillages non structurés.

Définition 4.4.2. PQ; est ’ensemble des points de R? ou la reconstruction sera
évaluée dans la cellule §2; : ce sont les points de quadrature pour les intégrales de
volume et de surface qui apparaissent (pour d = 3) dans (4.3.2).

Définition 4.4.3. Une reconstruction limitée se désignera par:

Définition 4.4.4. Soit Ty, un point de PQ; alors la dérivée directionnelle de

u; dans la direction Ty — T; sera définie par

qui est en fait (4.4.12) évaluée en x = x), avec ¢; = 1.
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Définition 4.4.5. Les dérivées maximale et minimale sur une cellule ),

Y I € PQ; seront définies par:

Uippax U; (44 14)

et respectivement

wi, — s (4.4.15)

Définition 4.4.6. Soit U(r) une fonction de limitation telle que définie dans la
section 2.1.6 alors pour T, € PQ; on désignera par ¢y la limitation générée par

le point de quadrature de la maniére suivante :

( _
U(r = %) st u(Ty) —a; > 0
Be =\ W(r= EET) siow(@) = <0 (44.16)
|1 st ui(Ty) — =0

Définition 4.4.7. La valeur finale du limiteur pour la reconstruction w;(Z) sera

donnée par:

¢ = 55161—,})%i{¢k} (4.4.17)

avec ¢y, donné par lexpression (4.4.16).
Remarque 4.4.3. Les conditions de l’expression (4.4.16) ne sont pas réalisables
sur un ordinateur. En effet, il faut donner une tolérance €y, ;i . qui représente

le zero machine qui, lui, dépend du nombre de bits utilisés pour représenter les
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nombres décimauz (largeur de la mantisse). L’expression (4.4.16) corrigée se lit

maintenant :
( -
U —U; - — —
(r= ui(:i:'k)—ﬁi) st ui(T) = Ui > €qaohine
G =19 U(r=mat) i u(@) — % < —€mgehine (4.4.18)
\ 1 st |ui(Zk) — Wl < €gchine

4.4.2.1. Limiteur de Venkatakrishnan

Le limiteur de Venkatakrisnan [66] est un des limiteurs les plus robustes sur
des maillages non structurés et favorisant la convergence vers des états station-
naires beaucoup plus rapidement en tolérant de petites oscillations en ’absence
de chocs.

Définition 4.4.8. Selon le signe de u;(Zx) — ; (voir 4.4.16), on désignera par
Ay la différence (v, — ;) si la différence (ui(Zy) —4;) est positive et (u;, —U;)
si (us(Ty) — ;) est négative, et par A_ la quantité (u;(Zy) — ;). Pour éviter les
problémes reliés a la division par zéro le gradient minimal sera redéfini ainsi:

A_ = sign(A_)(JA_| + ce ) avec ¢ > 0.

machine

Le limiteur de Venkatakrishnan est défini par:

A2 4 2A A, + €
)= ox T v e (4.4.19)

_ A+
B AT +2A2 AN+ €

U =Y(r N

ot €2 = (KAz)3. K représente la tolérance aux oscillations; si K = 0 le limiteur
est actif partout sur le maillage. Az, pour un maillage non structuré, représente
heuristiquement, pour des tétraédres, le diamétre (plus grande aréte) que l'on

obtiendrait en maillant de fagon uniforme avec des tétraédres le domaine de calcul.
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NON-OSCILLATORY LAX-FRIEDRICHS TYPE
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5.2. RESUME

Nous présentons une généralisation 3D aux volumes finis des schémas 1D de
Lax-Friedrichs et de Nessyahu-Tadmor pour des équations hyperboliques sur des

maillages non structurés composés de tétraédres.Le schéma centré non-oscillatoire
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aux différences finies de Nessyahu et Tadmor, dans lequel la solution des problémes
de Riemann est évitée grace au schéma decalé de Lax-Friedrichs, est généralisé,
ici, & un schéma & 2 pas, non-oscillatoire, tri-dimensionnel de type volumes finis.
Des interpolants linéaires par morceaux, utilisant le limiteur de Venkatakrishnan
combiné & des techniques diverses pour estimer les gradients conduisent & une
résolution spatiale non-oscillatoire d’ordre 2. Le fait que 'ordre 2 ne soit pas
atteint en 3D est sans doute causé par ’absence d’adaptation dans nos calculs.
Des résultats numériques pour I’équation d’advection linéaire pour une donnée
initiale continue en 3D montre la précision de la methode et sa stabilité. Nous

incluons aussi des résultats pour les équations d’Euler (tube a choc de Sod).

5.3. ABSTRACT

We present a 3D finite volume generalization of the 1-dimensional Lax-Friedrichs
and Nessyahu-Tadmor schemes for hyperbolic equations on unstructured tetrahe-
dral grids. The non-oscillatory central difference scheme of Nessyahu and Tadmor,
in which the resolution of the Riemann problem at the cell interfaces is by-passed
thanks to the use of the staggered Lax-Friedrichs scheme, is extended here to a
two-step, three-dimensional non-oscillatory centered scheme in finite volume for-
mulation. Piecewise linear cell interpolants using Venkatakrishnan’s limiter com-
bined with diverse techniques to estimate the gradients lead to a non-oscillatory
spatial resolution of order 2. The fact that the expected second order resolution

is not fully attained in 3D for nonlinear systems might be caused by the absence
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of grid adaptation in our calculations. Numerical results for a linear advection
problem with continuous initial conditions in 3D show the accuracy and stabi-
lity of the method. We also include results for the 3D Euler system (shock tube

problem)

5.4. INTRODUCTION

In earlier papers [5, 6] we presented a two-dimensional finite volume method
generalizing the one-dimensional Lax-Friedrichs [12] and Nessyahu-Tadmor [16]
difference schemes for hyperbolic conservation laws to unstructured triangular
grids, while in [4, 2] we have also constructed a corresponding extension for 2-
dimensional Cartesian grids. Other recent contributions in the case of Cartesian
grids can be found in [10, 11, 13, 14].

All these extensions to 2-dimensional problems lead to non-oscil-
latory, essentially second order accurate finite volume methods.

In [2, 3] we presented an extension to staggered structured three-dimensional
Cartesian grids of our two-dimensional finite volume
method for Cartesian grids. We proved that the first order three-dimensional finite
volume extension of the Lax-Friedrichs scheme is monotone under an appropriate
CFL condition. Some difficulties encountered in the numerical experiments led us
to consider a special type of limiting function proposed by Venkatakrishnan. The

method still displayed too much dissipation and requires some adjustments.
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In this paper, we first present a finite volume extension of the first order
accurate Lax-Friedrichs scheme to three-dimensional tetrahedral grids. We then
construct the extension of our two-dimensional finite volume method to a quasi-
second order accurate non-oscillatory finite volume method of "central type",
for staggered unstructured tetrahedral grids, which can be viewed as a finite
volume generalization of the 1-dimensional Nessyahu-Tadmor difference scheme

to 3-dimensional unstructured tetrahedral grids.

9.5. MATHEMATICAL MODELLING

5.5.1. Governing equations

Let © C R3 be the domain of interest of the flow and I be its boundary, we write
I' =T'g UT'w UTI'g, where I'g denotes that part of the body boundary which
is relevant for the computational domain. ', is the (upwind) farfield boundary,
and I'g is the (downwind) exit part of the boundary. The equations describing
3-dimensional compressible inviscid flows are the Euler equations, written here in

their conservation form , given by

oU

V.FU)=0
o -

where U = (p,pu,pv,ow,E)T, F(U) = (FU),GU)HU)T, (5.5.1)
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?(U ) denotes the convective flux , p is the density, V= (u,v,w) is the velocity
vector, E/ = pe = pe+ %p(u2+v2+w2) is the total energy per unit volume; p is the
pressure of the fluid. Let A,B and C denote the Jacobian matrices dF(U)/0U,
0G(U)/0U and 0H(U)/0U, respectively. Eq.(5.5.1) can be written in the non-

conservative form:

oU ou oUu ou
73—%—+A(U)—5$—+B(U)~@—+C(U)£ =0 (56.5.2)

5.6. DISCRETIZATION WITH RESPECT TO SPACE AND TIME

5.6.1. Definitions, description of the first-order method

We assume that €2 is a polyhedral bounded domain of R3, and start from
an arbitrary FEM tetrahedral grid 7;, where h is the maximal length of the
edges in 7,. We need the following notations: T;; denotes the set of all tetrahedra
which share edge [¢,j] as a common edge. Let M denote the set of indices of
all sub-tetrahedra of the original tetrahedral grid, defined by the median planes
such as: iM1GG1,iM1GGs,jM1GG, and jM1GGs on fig. 5.1. Let m(i,j,7,l) be
one such index contained in M, where 7 € T;; and | (1 < [ < 4) is the index
of one of the four sub-tetrahedra sharing edge [¢,j] and contained in tetrahedron
7. If I = 1,3 then the index denotes sub-tetrahedra having node a; in common,
and, if I = 2,4 they share node a;. Any such sub-tetrahedron will be noted I
where k € M. K (i) is the set of nodes (vertices) which are neighbours of node

a;. Let nv be the number of vertices of 7 € 7;,. For every vertex a;, 1 <1i < nv
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(written i for simplicity on fig. 5.1) of an arbitrary tetrahedron 7 € 7;, we define
the (vertex centered) barycentric cell C; as follows (this approach was introduced
in [1]): every tetrahedron of 7 is subdivided in 24 sub-tetrahedra [ by the
median planes. The cell C; is the union of the resulting sub-tetrahedra sharing
a; as a vertex C; = UjeK(i) UreTij Im(ij,r,{1,3))- The faces of interest associated
with each sub-tetrehedron Iy (k € M) are, first, those which do not share any
edge midpoint (such as M; in fig. 5.1) noted dI} (such as jGG; or jGG3 on fig.
5.1), and secondly, the faces which do not contain vertex a; in their composition,
noted OI2. The outward normals to those faces will be noted n; for dli and
v for A2 (such as, on fig. 5.1, M1GG, or M,GG3). Note that we use normal
vectors such that ||ng|| = Area(dl}) and ||vi|| = Area(8I2). The boundary OC;

of C; can be constructed with OIf ( 9C; = U;cxp) Urer, 0 i q1ay)- AS was

iy
1
[}
i
i
[
1
1
1
‘l
]
-

SUAY]

¥

G3 Gl
k G 1 7 1
r
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1 J [ J

F1G. 5.1. Barycentric cell C; and diamond cell L;;

the case in our 2-dimensional extensions, our 3-D extension also uses a dual

grid, with dual cells L;; associated with the edges of 7. The dual ("diamond")
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cell L;; is composed by the sub-tetrahedra (defined above) sharing edge [i,5] (
Lij = User, lnGjn{1,234p). Owing to the the fact that dl; denotes one of the
facets of JL;j, we can formulate the dependence of JL;; on the selected faces (i.e.
with superscript index 1) of the sub-tetrahedra which compose L;; :
0Ly = |J Olhiimposay = U Ongimpan Yoz — (5:6.1)
TET;; T€T3;
Let ¢,7,k,l be the four nodes defining a tetrahedron 7 sharing node a;, then the

cell boundary element of cell C;, associated with 7 and edge [4,7] is

0C; N7 N L;; = Triangle(M;GG1) U Triangle(M1GGs)

= Olrniisir 1,30 = Oomgiir) U Ol (5.6.2)

Let m;; denote the midpoint of edge [i,7], also written as M; above, and let
Ur = Ula;,t™) and Ui';-“ &~ U(myj,t™*!) denote the nodal (resp. cell average)
values in the first and second grid at time ¢ = ™ and ¢ = "1, respectively (n
even).

The union of all the barycentric cells constitutes a partition of the computational

domain €2, and the same holds for diamond cells:

Qp = UCi, Qp = ULk
i=1 k=1

where nv and ne are the number of vertices and number of edges, respectively, of
the original finite element triangulation 7;,. We now define the two steps of our

first order accurate (staggered, Lax-Friedrichs type) finite volume method:
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First time step:

In the first (and further odd) time step of our 3-dimensional finite volume scheme,
we start from initial (or previously obtained) cell average values U; for the bary-
centric cells of the first grid, and compute cell average values -a?ij for the (stag-
gered) dual cells of the second grid. This is done by integrating (5.5.1) on an
extended control volume L;; x [t",t"*!], where L;; is a (diamond) cell of the dual
grid, and by assuming that _ﬁ L;; (t" 4+ At) is piecewise constant on the cells of the

second grid. Using (5.5.1) and applying the divergence theorem to the flux term,

we obtain
tn+1 tn+1
/ / Udidt + / / FU)- 7 dAdt = 0 (5.6.3)
Lij tn 9Li;

Let m(1,3) be equal to m(,5,7,{1,3}) and m(2,4) = m(i,5,7,{2,4}) for simplicity,

(where m(1,3) is in fact dependent on %,7,7);we obtain

1 n
UZ;'H = '2‘(Ui + Uj)
—_—
Vol 5 Z{f(U Wrm13) + F(U}) - Wm0}
i T€T;;
At / s N
FU@ED™) - ndA
T Vol(L) Jonyory” )
At

=t FU@"™) - 7dA 5.6.4
Vol(L) Jos,or. (U@ (5.6.4)

Second time step: Starting from the known diamond cell value U{J”.H, we com-

pute the barycentric cell value U™ (1 < 4 < nwv) by integrating (5.5.1) on an

extended control volume C; x [t t"*2] applying the divergence theorem to the
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flux term, and observing that

aC; = | J {0Cinac;} u{aC; NT} U {AC; N ).

JEK(3)

We obtain

n+2 __
Upt? =

VOZ(C@' N L,;j) At - —
> e UsTt - S Y FWr) Vmas
. 17 . 7 y
JEK(5) Vol(Ci) VOl(Cz)jeK(i) T€Ty;

A
VOl(C,)

A
VOl(C,)

/ FU™) - T7dA
8C;NI'g

/ FU™Y) . 7dA (5.6.5)
9C;NT oo
5.6.2. High-order accurate approximations

To obtain second-order accuracy, we introduce cellwise piecewise linear in-
terpolation (MUSCL,[17]), the derivatives of the P; (Galerkin) interpolation [8],
Least Squares [6], and the Gauss-Green formula [7].

First step: We integrate (5.5.1) on an extended control volume L;; x [¢"¢t"1],
assuming we have obtained from the cell average values U piecewise linear re-

constructions given by
Uh($7y>zvtn)|ci = £i(m>yvz)tn)
=U"+(x— )P+ (y—v:)QF + (2 — z)R! (z,y,2) € C; (5.6.6)

For the integration with respect to time, in order to ensure "nearly" second-order

accuracy, we adopt a " quasi-midpoint formula" time discretization, where the
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convective flux is computed at the intermediate time #"+3 ( thus requiring the
computation of predicted values Uh(x,y,t’“r%) along JL;; ), in the integration
with respect to time.

Predictor (First step):

On each face of the cell L;;, using the Euler equations, we define a predicted

vector
'n—|~1/2 _ n
Uai,G1,G - Uae‘,Gl,G

At n 113 ™ n 23 3
- 7{F,(Uai,G1,G)})i +G' Uy 6,.6)Q7F + H'(U;. ¢, ¢)R; b (5.6.7)

where, using (5.6.6), the value of U} along the face a;,G1,G of diamond cell L;;

is taken equal to

1 1
Un(z,y,2,t") = U?+§($a.-,al,c: —z;) P + §(yaa,al,c — 1) Q7

1
+'2'(Zai,G1,G - Zz)R? = U:i,Gl,G (568)

The corrector can now be written, using (5.6.7), as Corrector (First step)

Vol(Li; Ut — L(z,y,z,t")dT + L(zy,z,t")dT
J J

Lian,- LijﬁCj

-+At§:{/‘ ‘5/ VE U RdA
alt alt

rely; ¥ Om(izm,{1,3)) b, (2,41)

+m/ ﬂwy@m+m/ FUD) - mndd=0  (5.6.9)
aLi,- Mg o

Lij Moo
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where

L(z,y,z,tﬂdis’: Z VOl(lm(lﬁ))L(xgm(z,a)aygmu,a)’z(}m(m) 7tn) (5'6'10)

Li;nG; Te€Ty;

where G(1,3) is the centroid of sub-tetrahedron [, 3). Note that from the coding
viewpoint there is a simplification since the two sub-tetra-

hedra (1,3) also form a convex polyhedron the barycenter of which can be calcu-
lated, and the last integral can be simplified.

Second step

To obtain the second step of the time discretization, we integrate (5.5.1) on the
cell C; x [t"1,¢"*2]) assuming we have obtained, from the diamond cell average
values U{;‘H computed in the first time step, piecewise linear reconstructions,

given by

Uh(x’yazvtn+1)lLij = L”:j (a:?y?Z’tn_*—l)

= Ui + (2 — o)) P+ (y — i) Q5T + (2 — 2i5) R (5.6.11)

Proceeding as for the first step, we obtain

Predictor (second step)

Urta _ 7+l _ é’f{
G,G1,M1,Gs — Y G,G1,M1,G3 2

FUgG ) Py 4+ G UEG wes)Q™ + H (UGG, e RS} (5.6.12)

iJ




where

Uh (xayvzatn—H) = Ui’;+l

1
+ s (z6 le)PZ;“ + 'é(yG - yMl)Q%H +

DN =

2

n+1
UG ,G1,M1,G3

1
—(ZG - ZMl)RZ-_H
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(5.6.13)

defines an approximation of the value of U on the boundary element [G,G1,M;,G3]

of cell C;. Corrector (second step)

Vol(C)UP*? — Z/ Lij(w,y,2,t" ) dE

jek(i) Y Cinkij

+At Y Y / FU(zy,2,t"%2) . 7dA

JeK (i) 7€Ts; Y Om(agir 1,3)

+ At / F(UrY) - DdA + At / FUr) . PdA=0
8C;I'g 0C;Noo

where

/ Eij ($>i’472,tn+1)df =
CiﬁL,J

(5.6.14)

Y AVOllin5ir1.8) LT 41,3 Yo iir1.8) Zm it )} (5.6.15)

JEK (i) TeT;;

is computed according to 5.6.10 with the respective barycenters of the sub-

tetrahedra (again, a simplification is possible).
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5.6.2.1. Approximation of the slopes and limitation

In order to compute the gradient (P,Q7,R!) of the piecewise linear interpo-
lant L(z,y,z,t™) for the cell C;, we use the P; (Galerkin) interpolation [8], Least
Squares [6] and Gauss-Green [7]. For the limitation we use several procedures,
see [17]. Numerical experiments have led us to choose the Gauss-Green formula
for the gradients used in the reconstruction for the cells C; and a least squares

weighted procedure for the cells L;;.

5.6.2.2. Stability

We refer to [15] for a stability study of linear multidimensional advection

models that is also valid in the 3-D case. For the second time step:

Vol(C))
i dA

max

aC;

= max(\; max ;)

where A ,
j neighbour of 1

max

At =

——}
and Ai= HV,”-}-CZ

Vi, c; refer to the values in the cell C; of the velocity vector and sound speed,

respectively. We then choose the minimum At; for all indices 7 (1 < i < nv)

At = 11<nzn {At;} with a similar time step definition for the first (odd) step
<inv

(tn — tn+1)‘
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5.7. NUMERICAL EXPERIMENTS

5.7.1. Linear advection problem

First, to confirm the spatial accuracy of the scheme, a simple advection test is
performed on a smooth initial distribution. The distribution is advected near the

boundary of the cube [0,1]* and compared with the exact solution of the following

problem:

U+ Ug + Uy +u, =0 (5.7.1)

cos(4rr?) ifr2<1/8
u(z,y,z,t = 0) = f(r?) =

0 otherwise
where 72 = (£ — 1/2)2 + (y — 1/2)? + (z — 1/2)2 .

Diameter | Nodes | Ll-error | Order

0.134057 | 4095 | 0.0487568

0.123977 | 5733 |0.0416913 | 2.0027

TAB. 5.1. L! - error and accuracy order, continuous problem

Table 5.1 shows the Li-error and accuracy order; the limiting function used

was the one proposed by Venkatakrishnan [18].

5.7.2. Shock tube problem

To illustrate the accuracy of our scheme, we present numerical results for a

3-D extension of the shock tube problem introduced by Sod . In this problem, an
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initial discontinuity in the thermodynamical state of the gas breaks into a shock
wave followed by a contact discontinuity and a rarefaction wave. Finite element
meshes with 909,1809 and 3609 nodes are used and the initial conditions at t = 0

are specified by the data

p=lLu=0v=0w=0p=10 =z€]0,1/2]
(5.7.2)

p=0125u=0v=0,w=0;p=0.1 z€[1/2]1]
The profiles of density, velocity, pressure and temperature are compared with

the analytical solution at ¢ = 0.16. The numerical solution of the 3-dimensional

h |Nodes| L?p |Order| L?V, |Order| L?P |Order

0.01 | 909 |2.898e-05 9.982e-05 2.778e-05

0.005 | 1809 | 1.555e-05 | 0.898 | 6.399e-05 | 0.641 | 1.196e-05 | 1.216

TAB. 5.2. L? - error and accuracy order, Sod’s problem

Rho, vz, P

02 v v v v o2

F1G. 5.2. Sod’s shock tube problem with 909 and 3609 gridpoints

shock tube problem is clearly much more likely to suffer from excessive numerical
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dissipation than its 1-dimensional analogue see e. g. [9]. In our case, see table 5.2
and Fig. 5.2, this dissipation might be due to the fact that the tetrahedra are
fairly stretched (the aspect ratio is more than 1 : 25). This creates an additional
difficulty for the capture of the shock and particularly of the contact discontinuity.
Mesh adaptation, which was not available to us, would certainly bring a decisive

improvement, as was observed in our 2-dimensional experiments [6].

5.8. CONCLUSION

In this paper we have presented a new construction of three- dimensional fi-
nite volume methods for inviscid flows using staggered unstructured tetrahedral
grids. The first and second-order methods can be considered as finite volume gene-
ralizations of the Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor 1-dimensional difference
schemes, respectively. Actual calculations have been restricted to the higher-order
method, as the first-order Lax-Friedrichs-type method, in three dimensions, pro-
ved to be even more dissipative than in one dimension. Nevertheless the quality
of the results does not fully meet original expectations, based on the very high
quality obtained with our method for 2-dimensional flows [6], where we were using
grid adaptation. We could probably attribute the excessive dissipation in part to
the grids, which have a relatively small number of nodes, a high aspect ratio, and
have not benefited from the improvements brought about by grid adaptation. We

are currently working on this problem.
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Chapitre 6

NEW SPACE STAGGERED AND TIME
INTERLEAVED 2¥? ORDER FINITE VOLUME

METHODS

(voir annexe A.3 pour les autorisations des co-auteurs et de 1’édi-

teur)

6.1. AUTEURS

— Paul Arminjon

— Amik St-Cyr

6.2. RESUME

Nous présentons une version modifiée du schéma de Nessyahu-Tadmor (NT)
en une dimension, et les nouvelles versions correspondantes en 2 et 3D inpirées
du schéma de NT. Dans le cas bi-dimensionnel nous présentons le schéma en
maillages structurés cartésiens, tandis qu’en 3 dimensions nous construisons la

version centrée modifiée de la méthodes de volumes finis basée sur le schéma de
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NT pour des maillages non structurés de tétrahédres. Cette modification évite
P'utilisation d’un pas de prédiction entre les étapes t* et t**!. Méme si ce chan-
gement ne conduit pas vers des améliorations drastiques dans la précision ou la
vitesse de calcul en 1D, dans les cas 2 et tri-dimensionnel, la version modifiée

conduit & d’importantes réductions des temps de calculs.

6.3. ABSTRACT

A new modified version of the Nessyahu-Tadmor (NT) 1-dimensional finite
volume central scheme is presented , as well as corresponding new versions for
2D-structured and 3D-unstructured grids inspired from the NT scheme. The mo-
dification avoids the intermediate predictor time step between t* and t"*1. Al-
though this does not really bring about substantial accuracy / computer time
improvements in the 1D case, in the 2 and 3 dimensional cases, the modified
scheme does lead to important reductions in computer times. 3D comparative
simulations for the shock tube problem and for a supersonic inviscid flow through

a channel with a 4% circular bump are presented.
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6.4. INTRODUCTION

We consider central methods for scalar hyperbolic conservation laws or cor-

responding systems:

with initial data  u(z,t = 0) = uo(x) (6.4.1)

as well as their 2 and 3-dimensional analogue, to be described below.

The non-oscillatory central difference scheme of Nessyahu and Tadmor may
be interpreted as a Godunov-type scheme for one-dimensional hyperbolic conser-
vation laws in which the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces
is by-passed thanks to the use of the staggered Lax-Friedrichs scheme. Piecewise
linear MUSCL-type cell interpolants and slope limiters lead to an oscillation-free
second-order resolution.

In earlier papers [8, 10, 9] a two- dimensional finite volume method was
presented, generalizing the one-dimensional Lax-Friedrichs [20] and Nessyahu -
Tadmor [22] difference schemes for hyperbolic conservation laws to unstructu-
red triangular grids, while in [5, 3, 6] a corresponding extension in the case
of 2-dimensional Cartesian grids was constructed. These “central” finite volume
methods share with the Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes the two
advantages of avoiding the resolution of Riemann problems at the cell interfaces,

and being non-oscillatory.
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In [14], Jiang and Tadmor have presented a slightly different extension to two-
dimensional Cartesian grids; the difference between both extensions for rectan-
gular grids is that in [5], the MUSCL (Monotonic Upstream-centered Scheme for
Conservation Laws) variable extrapolation ("reconstruction technique") [29],[30]
is applied both to the vector of conservative variables and to the fluxes, while
in [14], it is only used for the conservative variables. All these extensions to 2-
dimensional problems lead to non-oscillatory, essentially second-order accurate
finite volume methods.

Recently in [4, 2, 7] new extensions of the LxF and NT 1-dimensional finite
difference schemes to central finite volume methods for 3-dimensional hyperbolic
systems on unstructured tetrahedral grids were presented. The results of the
simple numerical simulations were reasonably good but indicated the need for
more complicated test cases. Grid adaptation could be used to cure the smearing
of shocks although using such a complement could shadow the real properties /
deficiencies of the scheme.

In [6] a finite volume extension of the first-order accurate Lax-Friedrichs
scheme to three-dimensional Cartesian grids was presented, and the new scheme
was proved to be monotone under an appropriate CFL condition. A correspon-
ding extension of the N. T. difference scheme to a non-oscillatory finite volume
method for 3-dimensional staggered Cartesian grids was then constructed. This

extension should in principle be second order accurate.




137

As numerical experiments shown in [3, 6] indicated orders between 0.8 and
1.86, a more careful look at this problem was needed; first in 3 dimensions, second-
order accuracy was essentially recovered by resorting to the original van Albada
limiter [28], albeit at the cost of losing strict monotonicity see [31, 6]. In the
two-dimensional case, 2"¢ order accuracy was also recovered by introducing new,
oblique dual cells ("diamond cells”) [3, 6] instead of the dual cells with sides pa-
rallel to the axes (considered in [5]) (fig 6.1). These diamond cells were in fact the
direct analogue of the quadrilateral dual cells introduced in the 2-dimensional fi-
nite volume extensions of the NT scheme described in [8, 9, 10], for unstructured
triangular grids. They have also been considered, independently, by Katsaounis
and Levy [15]; combined with the use of standard limiters, they lead to 2"¢ order
accuracy and monotonicity preservation, in the case of continuous initial data.
Moreover, the method described in [3, 6, 15] prevents the crossing of discontinui-
ties in the normal direction [15]. In the case of a nonlinear hyperbolic equation
with a (discontinuous) initial function uo in L*°(R%) N BVj,.(R?), Kiither [18, 19]
has recently proved an error estimate of order 0.25 for the Lax-Friedrichs-type
finite volume scheme, which is not optimal; it was indeed recently proved by Sa-
bac [23] that h'/2 is optimal for first-order schemes. For second order schemes it
is presently believed or conjectured that h! is optimal. Kiither’s proof of the h!/4

- error estimate is inspired from the work of Haasdonk, Kréner and Rohde [13].
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Ci,j+1  Citl,j+1

Cij Ci+1,]

e e

F1G. 6.1. 2D dual cells for: left: original(non-oblique) right: oblique

case

Instead of modifying the dual cells to improve the accuracy, another possible
approach consisting of modifying the numerical flux by using an improved qua-
drature formula for the fluxes across the boundaries of the cells has recently been
proposed by Lie and Noelle [21]. Their scheme is less sensitive to grid orientation
effects and leads to an improved preservation of symmetries as compared with the
original two dimensional finite volume extensions of the NT scheme considered
here and in [3, 5, 6] and [14].

In this paper, we investigate another way to improve our 2 and 3-dimensional
central finite volume methods inspired from the Lax-Friedrichs and Nessyahu-
Tadmor difference schemes. These methods require the implementation, at each
time step, of an intermediate half-time step, in the form of a predictor for the
values u™t1/2 needed to compute the cell-interface fluxes with the midpoint rule.

Since the execution of this predictor step becomes more and more time consuming
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in 2 and 3 dimensions, we shall present here a variant of our schemes which
avoids these predictor steps. The new method is inspired by multistep methods
for Ordinary Differential Equations, and computes the fluxes with the help of the
values of the dependent variables at the last two time steps. Since the NT scheme
and our finite volume extensions use two staggered grids at alternate time steps,
the solution at time ¢"*! is constructed with the help of the fluxes at ¢* and t*2,
both obtained from the same grid.

Although the new method does not lead to significant computer time reduction
in the one dimensional case, it really becomes advantageous in two and even more
so in three spatial dimensions, where it can lead to reductions up to 40% in total
computer times.

The organization of this paper is as follows.

In section 2, we present, after a short review of the NT scheme, our new
method in the one-dimensional case, while the two and three-dimensional cases
are presented in section 3.

In section 4 we describe some simple numerical experiments, including a com-
parison with the results obtained with our former finite volume extension of the

NT scheme.
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6.5. THE ONE-DIMENSIONAL NT-TYPE SCHEME WITHOUT PRE-
DICTOR STEP

6.5.1. The Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor difference schemes

We consider the initial value problem (6.4.1) and the (first-order accurate)

Lax-Friedrichs scheme [20] written in, its staggered form, as

n L . n n n At At
ui-:—ll/2 = §(Ui+1 +u) = A(f(uy) — f(u) (A= 7= KE) (6.5.1)
Starting from initial values
1 Tit1/2
W= / wo(z)dz (65.2)
Liw1/2

the first (or further odd) time step of (6.5.1), withn = 0 (or n = 20’0/ =

1,2,...) leads to staggered values {u;,,,} (or {u2"*1}) which can be considered

I3

as piecewise constant on the cells C;, /5 of the staggered, dual grid:
C.H_l/g = {l’]l‘z =th<z< .’ILH_l} (653)
In the next (even) time step (with n=0,2,...)

n 1 n n n n
upt? = "2“(%:11/2 + uijll/z) - )‘(f(uijll/z) - f(uzjll/Q)) (6.5.4)

we obtain values {U?+2}n=0’2’47m which define a piecewise constant approximation
of u(z,t = t"*?2) on the cells C; = {z|z;_1/2 < T < Ziy1/2} of the original grid. To

obtain a second-order accurate scheme, Nessyahu and Tadmor [22] introduced
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van Leer’'s MUSCL-Type [29] piecewise linear reconstruction of the piecewise

constant solution obtained at the previous step (i.e. at time ¢"):

’

wat") = Li(z,t") = u® + (z — :):i);;; z€eC, (6.5.5)

where

= () & b

axu(x,tn)[zzzi + O(Az?) (6.5.6)

approximates the slope to first-order accuracy, this leads to second-order spatial
accuracy. Second-order accuracy with respect to time is then obtained by approxi-
mating the flux integrals appearing in the integral form of the problem (6.4.1),

as follows.

Integrating (6.4.1) in the rectangle R":ll/; [zi,2:11] X [t",t"*1] and applying

Green’s formula gives

/,/ﬂﬂ/2 ut + f( ) )dzdt T }anﬂ/z[ (x t)da: - ( (I t))dt] (6-5-7)

l+1/2 i+1/2
which can be written as

Ti4-1 Tit1
/ u(z,t")dr = / u(z,t™)

2

tn+1 tn+1

g / fulsmt)it= [ fud  (658)

Substituting (6.5.5) into (6.5.8) and applying the midpoint rule to the flux inte-

grals then gives, for the cell averages

1 Ti41
Wi =1 / w(z, ) dz (6.5.9)
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Nessyahu and Tadmor’s formula [22]:

n 1 n n 1 ny/ n / n n
u@'.:r11/2 = §(Ui+1 +ui) + g((% ) = (uy)) — )\(f(uz':_ll/z) - f(ui+1/2>) (6.5.10)

+1/

where u; ?isan approximate value defined by an intermediate predictor step

at time t"tY/2;

At At
u(aci,t"“ﬂ) = u(:l:@-,tn) -+ -é—ut(ac,-,t”) = U,? — —é—f(u)mk%tn)
~ T At ) n+1/2

where 1 f/ is an approximate flux derivative which can be chosen [22] as

MmMod{Afl_ ,Afz }
f = BT (6.5.12)
MinMod{aA fi_12,5(fix1 — fim1),0Afir1/2}

or simply as
fi = a(u?)(ui) (6.5.13)

(6.5.12.1) and (6.5.13), as well as (6.5.12.2) for 1 < o < 2, with similar choices for
u;, lead to a TVD scheme [22]. For multidimensional extensions of the Nessyahu-

Tadmor scheme, see (by chronological order) [8, 5, 10, 14, 3, 15].

6.5.2. One-dimensional NT-type scheme without predictor step

The new method is based on the NT scheme (in 1 dimension). Instead of
performing the usual (NT)-predictor to obtain second order accuracy in time for
the resolution of (6.4.1), the flux function required for the computation of the

flux integrals appearing in (6.5.8) will be reconstructed with the help of previous
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values in a manner inspired by linear multistep methods for ordinary differential
equations.

We start from (6.5.8) and rewrite it, after calculation of the first two integrals,

n 1 n n 1 n n 1
ulfiye = 5k +uf) + () — (ulhy)) = 2(D.F1)

. 1
=iy~ 7 (D.F.L) (6.5.14)

where D.F.I. is the difference of the flux integrals appearing in the bracket of
(6.5.8), and 47, , , is the average of the reconstructed function (6.5.5) on the dual
cell Ciy1yo = {z|z; <z < zipa }-

Let P(z,t) denote the first degree Lagrange polynomial interpolating the func-

tion f(u(z,t)) at the nodes t"~2, " (considering = as a parameter):

P(Cl’,‘,t) — (t - tn—z)f(u(l‘?t;?)_';rgf; ” t)f(u(a:,t"‘2)) (6515)

Defining the flux difference A; f(u(z;,t")) = f(u(zit1,t")) — f(u(z:,t™)) and using

the linearity of P we can write

]. tn+ 1

D.FI = W‘j‘{“[(tn - t)2]t" Aif(u(:z,-,t"”z))
+ [t = )" A (u(ait™)) } (6.5.16)
= Atn+1{A2Aif(U(IEi,tn_2)) -+ AlAlf(u(mz,t”))} (6517)

= ATHAS () — Fl)] + Aolf (i) — F(uf ™)) (6.5.18)
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where

Atn+1

Ai=1+ 2(Atr=1 + Atn)’

Ay=1- 4 (6.5.19)

and At" = t* — "L,

Substituting this into (6.5.14) now gives our modified form of the NT scheme

z—:—ll/Z = 5(“i+1 +u) + g((uz ) = (ui1))

U
Atn-H n n—2 n, n—2
- h {f(ui+1aui+1 _-F(uz yU; )} (6.5.20)
where
Fufuf=?) = Arf(u}) + Ao f(up™?) (6.5.21)

can be viewed as a modified numerical flux influenced by the theory of multistep
methods for ODE’s, along the lines of Adams-Bashforth methods; the apparent
difference with the second-order AB method is due to the fact that we use t* and
t"? (instead of t™ and ¢"~! for AB-2), in order to make use of the latest values

5A2=_;

on the same grid. For constant time steps (6.5.19) leads to A; = 2, o

compared with A; = %,Az = ~% for the classical Adams-Bashforth method of

order 2.
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6.6. 2D AND 3D NT-TYPE FINITE VOLUME METHODS WITHOUT
PREDICTOR

Using the following model equation in 2 or 3 spatial dimensions (ﬁ R —

RZ3):
u+ V- Fu) =0
with:
u(Z,0) = uo(Z) (6.6.1)

allows us to derive the new scheme. Since only the time derivative will be modified
with respect to the original Nessyahu-Tadmor scheme, the extension to several
spatial dimensions is quite straithforward. One only needs to replace the fluxes
in the original schemes with the new flux. Directly transposing the work of [2, 4,
6, 5, 14] leads in all cases to the new scheme.

Proceeding as in section 2 for the 1-dimensional case, we rewrite (6.6.1) as

follows in a method of lines fashion:

_Ou

U = -V - Fu) = Gu) = e

(6.6.2)

In the original finite volume formulation for tetrahedral grids (see [2, 4] for
details), equation (6.6.1) is integrated with respect to space on the dual cells L;;
and with respect to time from ¢ to t"*! (see figure 6.2 for details). Instead of inte-

grating the function G(u) we integrate its P;-Lagrange interpolation-polynomial
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with respect to time (2 being considered as a parameter):

(t=t"2)Gu(@ ) | (" = )G(u(dt"?))
P =C—fmiam T amramt ) (663

Applying first integration by parts to the integration with respect to time gives
t"’+l
/ u(z,t"HdV = u(a:,t”)dV-i—/ { P(Z,t)dt}dV + O(At)* (6.6.4)
Li; Li; ij Jtn
Using the cell average values ur,,(¢") = u7, and a calculation similar to the one
performed in section 2 now gives

ur, (e ol(Ly) = [

L; i NC;

u(z,t™)dV + / u(z,t™)dV

LijﬁCj

+ / {A1G (")) + AsG(w(Z,t"2))}dV (6.6.5)
L;;

where A;,A; are again defined by (6.5.19). Substituting the values of G and
applying the divergence theorem finally leads to
ur,; (t"tH)vol(Ly;) ==/ u(x,t")dV—l—/ u(z,t™)dV
LijﬁC' LijﬂCj

._.(\/»aL“mC + LLianj){AlF(U(f,tn)) -+ AQF(u(f,tn_ ))} . AdA (666)

which represents the NT-type finite volume method without predictor in
its version valid for 3-dimensional unstructured tetrahedral grids.
Fig. 2 shows the part of the barycentric cell C; (centered at node ) which is

contained in the tetrahedra ijkl, and the dual cell L;; constructed about the edge

7.
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F1G. 6.2. Barycentric cell C; and diamond cell L;;

6.6.0.1. Remark

The polynomial is constructed in an interleaved way, skipping the data from

the previous grid; hence, only information on identical grids is used to interpolate.

6.7. STABILITY

The study of stability for our new scheme (6.5.20) is more difficult than the
corresponding investigation for the Nessyahu-Tadmor scheme, due to the values
of f(u}?) appearing in (6.5.21). We have tried to use a heuristic CFL condition
obtained by multiplying by 7117(5 % in the case of constant At) the maximum
CFL number used in the case of the corresponding schemes without occurence
of the values at time ¢"~2. For instance for the one-dimensional NT-type scheme

without predictor, it was observed in [22] that in practice, the NT scheme will
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be TVD for
Amax|f'(w)| < B (6.7.1)
with
1
=3 (6.7.2)

we therefore used a CFL number of the order of % . % = % We have found a

heuristic justification for this factor % or more generally A% by considering the

simplest possible situation of a linear flux f(u) = au. The scheme (6.5.20) can

then be written as

“i:11/2 = ‘2‘(“1 +uiy) + g{(uz )" = (uiy1)’]

At
- T{Al(auyﬂ —oul) + Ag(ozu?;f —aul )}

= H(u] upy g uf 2 i) (6.7.3)

and giving up the 2"¥-order spatial accuracy by choosing (u?)’ = 0 for all 4, we
could try to impose, at least partially, a kind of positivity condition. Specifically,

imposing I >0, 22 > ( leads to the restriction
Ou] oul "1

3H~%+aAlAt20

our h

(6.7.4)
OH aAiA
ou?, _%_ Ah tZO
from which we obtain
lalAlAt 1
—_— < = .
5 < 3 (6.7.5)
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and thus

alAt 1
el e
h  — 24

(6.7.6)
Although this method seems to lead to good results, it does not really fall within
the frame of the stability analysis presented by Shu [11] where multistep methods
with negative coefficients are introduced and handled with the help of the adjoint
spatial approximation operator. Other methods using the multistep approach
have been considered, among others, by [24, 25, 11|; [24] gives an interesting
analysis of the stability problem for multistep schemes of the form
m
utt =) (™ + ABG(uF)) (6.7.7)
k=0
where G(u) = —f(u), or G(u) = —V - F(u(Z,t)). This analysis assumes that if
one of the coeflicients oy vanishes, then 8, must also vanish. Unfortunately, this
condition is not satisfied by our NT-type finite volume method without predictor
step. But the CFL condition (6.7.6) is substantially less restrictive that the opti-
mal condition found in [24, 11] ( which features % as a multiplicator of the CFL
number valid for the forward Euler method, in contrast with 2}—1 = %). In future
research, we intend to try and obtain an extension of Shu’s stability analysis to
the case of our interleaved scheme.
Considering now the unstructured tetrahedral 3D case, recalling the origi-
nal scheme first presented in [2, 4], for the Euler equations, and applying the
oH

condition for a monotone scheme 55 > 0, we have used the following time step
J



150

For the second time step (NT):

VOl(C,L)
)\z

oz / do
ac;

Ati -

where

i
)‘maz‘

—_—
=max(\;, max A;) and N, =||Vi]|+
JEN ()

and 75, c; refer to the values in the cell C; of the velocity vector and sound speed,
respectively. We then choose the minimum At; for all indices ¢ (1 < ¢ < nw)
At = lzngn {At;} with a similar time step definition for the first (odd) step

(t* — ™).

We then used the multiplier g— to obtain our time step for the new scheme.

For the second time step (New scheme):

At; =
SAL / do
ac;

6.8. PERFORMANCE

The major restriction in the Nessyahu-Tadmor scheme is that there must be
a predictor step executed before the evaluation of the fluxes. Specifically, since
the predictor step in the Nessyahu-Tadmor scheme is using the value of u; in the

Taylor-expansion a pre-calculation of the fluxes is needed. These considerations
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might seem harmless for a 1D solver but, when considering higher spatial dimen-
sions, 2 evaluations of the fluxes at each time step may become somewhat time
consuming and when the solver is applied to systems, 2 matrix-vector multipli-
cations are needed in 2D and 3 matrix-vector multiplications are needed in 3D.
The new proposed Riemann solver-free scheme does not use a predictor so that
the fluxes needed in the next time step can be stored while calculating the actual
solution at t"*1. The only inconvenience is that the scheme must be started with
two time steps of the Nessyahu-Tadmor version. But, if one does not mind using
first order starting values, it is possible to set Ay = 0, A; = 1 in the new scheme
which then reverts to the LxF scheme with an order of accuracy O(At) + O(h?).
Note that in 3D the last option was used since it releaves the coder from the
necessity to implement a different scheme for the first two time steps only. But,

if grid adaptation is applied, then the two schemes must be coded.

Mesh 3 (138561 Elements) || iterations | time(sec) | Normalized

Original Scheme 1692 5868 1.00

Interleaved Scheme 2123 3681 0.63
TAB. 6.1. Comparison of the two schemes for a fixed residual

6.9. NUMERICAL RESULTS

In all structured tests the minmod-2 limiter (i.e. with @ = 2 in (6.5.12))

was used, while on unstructured 3D grids for the shock tube problem the new
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Venkatakrishnan limiter was applied. For the bump problem, van Leer’s limiter
was used because of its low computational cost. For details on those limiters, one

can consult [29, 30, 31, 6, 14].

6.9.1. Remark

It is worth mentioning that no artificial compression was applied on the NT
scheme in any dimensions. Doing so would greatly improve the quality of the
solution, particularly for the contact discontinuities, and could be applied to all

of the newly proposed methods.

6.9.2. Cartesian 1D
6.9.2.1. Scalar non-linear equation

We solve the Burgers equation with the NT and P;-NT schemes for a conti-
nuous initial condition and, also, a discontinuous initial condition. The continuous
initial function is uy = sin(7z) while the discontinuous one is the step function
centered at z = 0 and equal to 1 for x < 0, and 0 for z > 0. Both the continuous
and discontinuous initial functions (fig. 6.3, 6.4) give rise to discontinuities, as
time evolves, as the continuous initial function uo(z) is decreasing for § <z < 1.
These discontinuities are fairly well captured by both schemes. (N denotes the

number of spatial cells/intervals of length h = £.)
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6.9.2.2. Systems

The Euler system is solved for Sod’s shock tube problem [26]. Both the NT
scheme and the NT-type scheme perform well on that test (fig. 6.5,6.6), with the
restriction that a slight undershoot on the right-hand-side of the rarefaction and
contact discontinuity and overshoot on the LHS of the contact are present for the
original NT scheme, which might have been caused by our use of the maximal

CFL number both for the NT scheme and the new flux.

" NEWFLUX +
NT x

-0.2

position

F1G. 6.3. Continuous problem 1D at ¢ = 2.0, N=400
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1.2 T T T
NEW FLUX  +
NT x

+
08 -

06 | ]

04 -

0.2 -

0.2 ' : .
-1 05 0 0.5 1

position

FiG. 6.4. discontinuous 1D at ¢ = 0.4, N=400

6.9.3. Cartesian 2D

6.9.3.1. Systems

Solving again Sod’s shock tube problem extended to 2 spatial dimensions
and taking a transversal cut in the 2D plane gives the densities shown on figures
(6.7,6.8) (to be compared with the results of the 1D scheme). The results are very
similar for both schemes and generally good, except for the contact discontinuity

which is somewhat smeared.
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1.1 T T !

NEW FLUX  +
NT x
Exact -------- .

density

02

ﬁ

*

03 | +
%
4
x

01 , R . "W

position

F1G. 6.5. Sod’s shock tube 1D N=200 at t = 0.16

6.9.4. Unstructured 3D

6.9.4.1. Shock tube

For comparison purposes, the shock tube problem is again solved here by
applying the unstructured tetrahedral 3D schemes. Resulting densities obtained
respectively by the use of the Nessyahu-Tadmor-like scheme (with predictor) and
with the new proposed (faster) scheme (without predictor) are given in figures
(6.9,6.10). As in the 2-D case, The results for both schemes are practically indis-

tinguishable. Here in 3D, the cost of performing the half time step is significant
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since 3 matrix-vector multiplications are needed at each node. The order of conver-
gence of the scheme has been observed to be only 1.22 for nonlinear systems in
[2, 4] which has been confirmed by the recent theoretical results of [18, 19, 17]

for a truly nonlinear scalar equation.

6.9.4.2. Channel with a 4% circular arc bump with M, = 1.65

Original 3D-unstructured Scheme

An inviscid supersonic flow is considered over a circular 4% arc bump; this test

case was first proposed as a benchmark problem by Eidelman et al. [12].The left

11 T T ¥

NEW FLUX  +
NT x
Exact ------- .

density

02 : E

0.1 . : '

position

Fi1G. 6.6. Sod’s shock tube 1D N=400 at t = 0.16
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density

position

FI1G. 6.7. Sod’s shock tube 2D N=200 at t = 0.16

boundary of the computational domain is considered as the inlet of the flow with
a prescribed supersonic condition, namely : (p,u,v,w,p) = (1.4,1.65,0,0,1) and the
right boundary is considered as a supersonic outlet. For the sake of comparison
3 different meshes are presented. The first mesh has a characteristic length of
1/10 (fig. 6.11), which is quite coarse but produces resonably accurate results
(fig. 6.14) considering that no Riemann solver are used. An intermediate mesh
of length 1/20 is shown (fig. 6.12) with correspondingly more accurate results
(fig. 6.15). The final grid has a characteristic length of 1/30 and is composed
of 138561 tetrahedra with, since both data structures are needed, 23279 nodes

and 154535 edges (fig. 6.13). The results are comparable in resolution to the
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NEW FLUX +
NT

density

0.1 ] 1 1

position

Fi1a. 6.8. Sod’s shock tube 2D N=400 at t = 0.16

structured cases presented in [16] since the number of unknowns are about the
same. An interesting property of the proposed scheme is the convergence rate to
te stationary solution (fig. 6.18): the single precision machine epsilon is reached
without requiring any special limiting function like the one proposed by Venka-

takrishnan, hence preventing any over / under shoot as observed in [1, 16].

SD-unstructured Interleaved Scheme

The second scheme proposed in this paper does not require an explicit predictor

step as required by the original unstructured scheme proposed in [4]. Since the
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density
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0.1

1.1

0.1

NEW FLUX +
NT

0.2 0.4 0.6 0.8 1
position

F1G. 6.9. Sod’s shock tube 3D N=200 at t = 0.16

NEW FLUX  +

0.2 0.4 0.6 0.8 1
position

F1G. 6.10. Sod’s shock tube 3D N=400 at ¢t = 0.16
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F1G. 6.11. First mesh with characteristic length 1/10 (18079 Tetrahedra)

4."" KN
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F1G. 6.12. Second mesh with characteristic length 1/20 (64099 Tetrahedra)

scheme is explicit and both edge based and vertex based data structures are

used, the gain is evaluated on a tetrahedron basis (second/(cell x iteration)). The
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FiG. 6.15. Isomach (64099 Tetrahedra)

F1G. 6.17. Isomach interleaved (138561 Tetrahedra)
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0.001 r : : ' _ |
i Mesh 1 Original Scheme ]
Mesh 2 Original Scheme -------
[ Mesh 3 Original Scheme -------- i
0.0001 + Mesh 3 Interleaved Scheme - _:
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Residual
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1 e_«‘ 0 1 1 L ] ]
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FiG. 6.18. Convergence history (residuals)

that needed for the first method to solve the same problem on a coarser mesh.
The results are pratically indistinguishable from those obtained with the scheme
with predictor, so that fig. 6.14, 6.15, 6.16 are valid for both schemes. A plot
of the isomach lines is given in fig. 6.18. As regards convergence to the steady
state, the machine tolerance is reached in less than 2000 iterations for the original
scheme, and 2500 iterations for the new scheme. Despite the fact that the CFL
condition used with the interleaved scheme is more restrictive, thus requiring
more time steps to reach the stationary state, the computing times are reduced

by approximately 37% (Table 6.1).
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FiG. 6.19. Convergence history (Normalized residuals)

6.10. CONCLUSION

We have presented a new structured and unstructured Riemann solver-free
centered finite-volume scheme for solving systems of conservation laws in 1,2 and
3 spatial dimensions. The new scheme is significantly faster in the unstructured
case and in the structured 2D case for systems. The resolutions are comparable in
all spatial dimensions to the N'T scheme and its multidimensional extensions. This
makes the new scheme computationally more efficient while being comparable,

for accuracy, with the Nessyahu-Tadmor scheme and its Cartesian 2D-extensions
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by both Arminjon-Stanescu-Viallon and Jiang-Tadmor, and, finally, with the 3D

central finite volume schemes for tetrahedral grids proposed in [2, 4].
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CONCLUSION

Dans ces travaux nous avons présenté 4 nouvelles méthodes de volumes fi-
nis pour les systémes hyperboliques de lois de conservations qui font appel a
deux maillages emboités, venant de la généralisation du schéma décalé de Lax-
Friedrichs, qui sont utilisés alternativement aux pas de temps pairs et impairs
pour éviter la résolution du probléme de Riemann, normalement associé a toute
méthode de volumes finis, aux frontiéres des cellules.

En premier lieu, une extension tridimensionnelle des schémas d’Arminjon-
Stanescu-Viallon et de Jiang-Tadmor pour des maillages cartésiens tridimension-
nels fut construite pour des systémes hyperboliques. Egalement, une nouvelle
cellule duale fut utilisée en deux dimensions spatiales pour étudier les effets du
choix de la cellule duale en maillage cartesiens. Les résultats obtenus pour les
équations d’Euler sans adaptation montrent que la méthode tridimensionnelle est
diffusive comparativement & la méthode bidimensionnelle.

En second lieu, on a obtenu une extension, pour des maillages non-structurés
constitués de tétraédres, de la méthode bidimensionnelle d’Arminjon-Viallon.
L’ordre presque 2 propre aux schémas utilisant la technique MUSCL est véri-
fié experimentalement & ’aide de 'utilisation du limiteur de Venkatakrishnan qui

relaxe la condition de monotonicité du schéma loin des extremums, c’est-a-dire
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dans les régions ou la solution est presque constante. Une simulation pour les
équations d’Euler permet de voir que le schéma capte bien les chocs et moins
bien les discontinuités de contact, ceci étant encore di au fait que le schéma est
trés diffusif. Le résultat le plus appréciable est le fait que des maillages hautement
déformés permettent quand méme d’obtenir un résultat physique ce qui n’est pas
le cas pour un grand nombre de méthodes en volumes et éléments finis.

Pour terminer, la quatriéme méthode de volumes finis présentée dans ces tra-
vaux consiste a éviter le pas de prédiction nécessaire pour toute cette famille de
méthodes derivées du schéma de Lax-Friedrichs, pour 'obtention de ’ordre deux
temporel. Le cotit du pas de prédiction est significatif pour les systémes tridimen-
sionnels car une multiplication par les matrices jacobiennes associées aux flux
du systéme est nécessaire. Cette nouvelle méthode est maintenant dite “entre-
lacée” en temps, par 'utilisation de techniques propres aux méthodes multi-pas
linéaires, et décalée en espace par 'utilisation du schéma de Lax-Friedrichs. Les
résultats obtenus sont comparables en ordre de précision aux autres méthodes
uni-bi et tridimensionnelles. Le gain concerne surtout les temps de calculs plus
courts. L’avantage de cette généralisation est qu’il est ensuite relativement simple
d’obtenir des ordres de reconstruction temporels plus élevés que 2.

Un adapteur de maillage non-structuré tridimensionnel étant trés difficile a
obtenir dans un milieux non-industriel, nous n’avons pas été en mesure, comme
cela avait été le cas en deux dimensions spatiales, d’étudier les effets de son

utilisation sur la viscosité numérique du schéma.
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En ce qui concerne 'ordre de précision des méthodes présentées ici, une autre
approche, qui sera étudiée dans un travail & paraitre, pour valider ’ordre 2 dans
le cas non-linéaire, consiste & enlever une petite région au voisinage immédiat des
discontinuités, et calculer ’erreur en utilisant seulement les données numériques
plus lisses provenant de la région complémentaire.

Par ailleurs, nous avons récemment commencé & généraliser la méthode uni-
dimensionnelle explicite & une méthode implicite. Les résultats semblent trés pro-
metteurs car ils nous ont fait observer qu’il était possible de faire avancer simulta-
nément 2 solutions sur les 2 maillages décalés et de les recoupler par la solution du
systéme linéaire provenant du pas de temps implicite. Ceci conduit & une méthode
qui pour calculer 2N points implicitement ne nécessite que la résolution d’un sys-
téme s’exprimant & l’aide d’une matrice triangulaire supérieure de dimensions N?
(au lieu de 4N?!) et permet de trouver la solution sur le second maillage pour
le prix d’un produit matrice / vecteur. Le fait que 2 solutions soient disponibles
laisse présager qu’une reconstruction spatiale d’ordre plus élevé serait possible de
facon trés compacte, ou, encore qu’une estimation de ’erreur de troncature locale

serait naturellement obtenable pour I'utilisation de techniques multi-grilles.
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1 hereby declare that your student has permission to use your paper ‘New 2 and 3-dimensional non-oscillatory
central finite volume methods on siaggered Cartesian grids’ by P. Arminjon, A. St-Cyr and A. Madrane for his
thesis. This is common standard. Authors are always allowed to usc their published work for own publications
such as theses, books, etc.

I cannot sead you a letter now since | am away [rom the institute and it is vacation time here. I'lt ask my
secretary to send you such a letter when she comes back from her vacation.

fof di*1.G. Verwer

Scnior Liditor APNUM
Addresses Communications lnvoice address Registrati mber.
Kriskion 413 1098 S Amsterdon lelephane +31 2059293 33 Stichting Mothermatisch Centrum 4:1%?/;] mr:::em *
P.0.Box 94079 1090 6B Amsterdom Telefux  +31 205924199 P.0.Box 94079 Aly. Yoorwoorden w. 3851 Xl Amsterdam

URL:btp: // warw cwi.nl/ 1090 GB Amsterdam: BTW m. 4L 00295339080

F1G. A.1. numérisation de la lettre de ’éditeur
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A.2. ARTICLE 2

Ci-dessous les autorisations nécessaires pour Particle présenté au chapitre 5
et publié aux editions Birkhauser dans la collection International Series of Nu-
merical Mathematics 2002 ISBN 3-7643-6711-3 par les éditeurs H. Freistuehler et
G. Warnecke dans le cadre de la 8™ Conférence internationale sur les systémes
hyperboliques ayant eu lieu & Magdeburg

Lettre de I’éditeur:



OTTO~VON~GUERICKE—UN IVERSITAT MAGDEBURG
Fakultat for Mathematik
Institut fir Analysis und Numerik %

Prof. Dr. G. Warnecke ; g

Oto-von Guaricke-Universitit Magdeburg » Postiach 4120 + 0-39016 Magdeburg

atory m?;‘z‘rai scheme on unstructured

ational Conference on Hyperbolic Problems

 Prof.Dr. Gefamv,imke}; S
- (Editor)

F1G. A.2. numérisation de la lettre de ’éditeur
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A.3. ARTICLE 3

L’article présenté au chapitre 6 est soumis au journal Applied Numerical
Mathematics; lors de la soumission électronique, nous avons noté que cet article

serait aussi publié dans cette thése.

A.4. ARTICLES 1 ET 2 APPROBATION D’AZIZ MADRANE

Date: Tue, 25 Sep 2001 19:44:12 +0200
From: Aziz Madrane_
To:
Subject: Re: Lettre
Parts/Attachments:

1.1 OK 23 lines Text

1.2 Shown 30 lines Text

2 Shown 65 lines Text

[ Part 1.1, Text/PLAIN 23 lines. ]

[ Not Shown. Use the "V" command to view or save this part. ]

Salut Amick
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Tu trouveras ci-joint la lettre.

J’attends ta reponse.

Je m’excuse pour le retard car j’etais a Berlin.

| Dr. Aziz Madrane

| German Aerospace Center

| DLR Inst. of Design Aerodynamics | l

| Lilienthalplatz 7 | Email : [
| 38108 Braunschweig Germany [ RS |

A . I
| /_/_/./ DLR |

[ Part 2: "Attached Text" ]



180

Madame, Monsieur,

Je suis en relation avec monsieur Amik St-Cyr depuis qu’il a ete
charge d’implementer une nouvelle methode numerique en 3D que

j’ai developpee, en collaboration avec le professeur

Paul Arminjon, son directeur de these, en 2D. Amik St-Cyr a adapte
plusieurs logiciels scientifiques pour resoudre le probleme pose
par 1’alternance des maillages. Il a propose plusieurs variantes
de la methode pour la resolution de systemes hyperboliques en 3D.
J’ai apprecie la grande qualite du travail qu’il a fourni,

en particulier son travail sur les systemes. Avec notre methode

on a publie plusieurs articles dans des journaux de reputation

internationale.

Sa contribution respective dans les articles qui suivent est

majeure:

Auteurs: P. Arminjon, A. Madrane et A. St-Cyr.

Titre: Numerical simulation of 3-d flows with a non-oscillatory
central scheme on unstructured tetrehedral grids (2000).

Editions: Birkhauser

Type: Conference internationale avec arbitrage, 10 pages.
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Publie dans la 8ieme conference internationale sur les problemes

hyperboliques, Magdeburg

Auteurs: P. Arminjon, A. Madrane et A. St-Cyr.

Titre: New 2 and 3-dimensional non-oscillatory central finite
volume methods for staggered Cartesian grids (2001).

Type: revue avec arbitrage

Editions: North-Holland

Publie dans Applied Numerical Mathematics, 2002,

Vol 40/3, pp 367-390.

Par cette lettre j’atteste et je reconnais que Amik St-Cyr peut
utiliser les articles dans lesquels je suis co-auteur pour sa

these a 1’Universite de Montreal.

J’espere que le tout sera conforme avec vos exigences au niveau

des nouveaux reglements face aux theses par articles. S’il me

faut y ajouter quelque chose veuillez m’en informer au plus vite.

Veuillez agreer l’expression de mes sentiments les meilleurs,
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<SIGNATURE>

Dr. Aziz Madrane

| Dr. Aziz Madrane

| German Aerospace Center

| DLR Inst. of Design Aerodynamics |
| Lilienthalplatz 7

| 38108 Braunschweig Germany
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