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SOMMAIRE

Dans cette thése, nous étudions les propriétés algébriques d’une algébre de
convolution généralisée.
Nombreux sont ceux qui ont travaillé sur les algébres d’incidence et qui se sont
intéressés aux problémes d’isomorphisme entre ces algébres d’incidence dont il
existe plusieurs applications en théorie combinatoire. (Voir [DRS 71], [0S 97], [St
70]).
Les algebres d’incidence généralisées sont une généralisation des algébres d’inci-
dence. Premiérement, nous remplagons I'anneau par une algébre générale A =
(A;+,-,0) ou {A;+,0) est un monoide abélien dont I’élément neutre 0 est ab-
sorbant dans (A;-). Par exemple, A peut étre un treillis avec 0. Deuxiément, la
relation sous-jacente est générale, plus nécessairement un ordre. La somme se fait
sur une structure générale qui respecte la finitude. Nous caractérisons ici le centre,
I’élément unité et les éléments idempotents dans certains cas. .
Nous généralisons la notion de S-relation d’équivalence pour les algébres d’inci-
dence classiques définies dans [OS 97]. Le radical de Jacobson pour une algébre
d’incidence généralisée est défini et une caractérisation partielle de cette notion est
donnée. Comme A est plus général qu’un anneau commutatif et unitaire, le radi-
cal de Jacobson de ’algébre A ici est défini comme l'intersection des congruences
maximales de A. Il-en est de méme pour 'algébre d’incidence généralisée Dypc.
Nous donnons deux constructions des congruences de Dypc.
Les algébres de convolution en théorie des anneaux étaient utilisées séparément
des algébres d’incidence. Un cadre plus général pour les algébres d’incidence et

de convolution est donné dans [Ro 86] en utilisant le groupoide partiel. Inspiré de
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[Ve 07], nous allons plus loin en remplagant le groupoide partiel par un multigrou-
poide partiel. Nous caractérisons certaines propriétés algébriques d’une algébre
de convolution généralisée telles que la commutativité, 'associativité, la distri-
butivité, ’existence d’un élément neutre et de certains éléments idempotents. La
généralisation rend le travail beaucoup plus difficile.
Dans le dernier chapitre, ’algébre A est remplacée par une hyperalgébre dont les
propriétés sont similaires a celles de A. On peut donc caractériser D comme un
hypergroupe. La commutativité et ’associativité de ID sont aussi étudées.

Mots clés : Algébre d’incidence, algébre de convolution, multi-
groupoide, demi-anneau, hyperconvolution, S-relation d’équivalence,

groupe-anneau.



SUMMARY

In this thesis, we study the algebraic properties of generalized convolution
algebras.
Many authors worked on incidence algebras, the isomorphism problem between
them. There are many applications of incidence algebras in combinatorics (see
e.g. [DRS 71], [0S 97], [St 70]).
Generalized incidence algebras are a generalization of incidence algebra. First,
we replace rings by very general algebras A = (A;+,-,0) where (A; +,0.) is an
abelian monoid whose neutral element 0 is absorbing in (A;-); for example A
could be a lattice with 0. Secondly the underlying relation can be more general
than an order. The summation does not involve all consecutive triples and the
local finiteness is replaced by a m;)re general structure. We characterize here the
center, the neutral elements and idempotent elements in a special case study.

We extend the notion of S-equivalence relation of classical incidence algebra
defined in [OS 97]. The Jacobson radical of an incidence algebra is also exten-
ded and partially characterized. As A is much more general than a commutative
ring with 1, the radical is defined as the intersection of maximal congruences of
A and of the generalized incidence algebra Dape. We give two constructions of
congruences of Dype.
Convolution algebras were used in ring theory separately from incidence algebras.
A general framework for both the incidence algebras and convolution algebras
was given in [Ro 86] in terms of a partial groupoid B. Inspired by [Ve 07] we go
much further by replacing the partial groupoid by a partial multigroupoid. We

characterize some algebraic properties of a general convolution algebra; such as
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commutativity, associativity, distributivity, existence of unit elements and idem-
potency. As it can be expected the generality greatly complicates matters.
In the last chapter A is replaced by a hyperalgebra with similar properties as
A. We can characterize D whose additive structure is a hypergroup, ) whose
convolution is commutative and D whose convolution is associative.

Keywords : Incidence algebre, convolution algebra, multigroupoid,

semi-anneau, hyperconvolution, S-equivalence relation, group-ring.
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INTRODUCTION

L’ algébre d’incidence classique a commencé au 19éme siécle avec I'inversion
de Mébius et la fonction ¢ de Riemann. Dans les années 50 - 60 du 20éme siécle,
elle a été developpée par G. C. Rota et son école centrée & M.I.T. Une telle algébre
est définie par la donnée d’un ensemble ordonné localement fini et d’un corps (un
anneau). Plusieurs résultats sur les algébres d’incidences sont exposés dans la mo-
nographie de E. Spiegel et O’Donnell, [OS 97|. Plusieurs constructions se trouvent
dans [St 86]. Une construction voisine, mais différente, I’algébre de convolution,
est donnée par les applications & support fini d'un demigroupe dans un anneau. Le
résultat est les anneaux-demigroupes; en particulier I’anneau-groupe, important
en théorie des anneaux. Les algébres d’incidence et les algébres de convolution
sont des cas particuliers des algébres de convolution généralisées proposées il y
a de cela plus de 21 ans. Dans ce cas, on se donne une algébre (A4;+,-,0), une
algébre partielle (B;o); et une famille non vide C de sous-ensembles de B. Ici +
est une opération binaire commutative et associative, 0 est son élément neutre
tel que a-0 =0 = 0-a pour tout a € A, et o est une opération partielle binaire
sur B (c’est-a-dire qu'il existe N C B? tel que (z,y) — z o y est une application
de N dans B). C est une famille de sous-ensembles de B fermée pour 'union,
héréditaire (c’est-a-dire telle que X € C si X C Y pour un Y € C) et satisfait
certaines conditions par rapport & N C B2. L’algébre de convolution généralisée
est définie sur des applications de B dans A dont le support est un ensemble dans
C. Elle est munie de deux opérations binaires + et *; ou + est la somme point
par point (calculée dans (A;+,0)) et * est le produit de convolution. Dans notre
travail, nous allons plus loin en remplagant le groupoide partiel (B;o) par un

hypergroupoide partiel (c’est-a-dire une application (z,y) — z oy de B? dans
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la famille P(B) des parties de B). Dans la derniére partie, nous remplagons aussi
(A;+,-,0) par une hyperstructure.

Ce travail est divisé en quatre parties. Dans la premiére partie, nous nous
inspirons des résultats de [OS 97] pour démontrer aussi certains résultats sem-
blables dans le cas d’une algébre d’incidence généralisée. Ici, nous caractérisons
particuliérement le centre, les éléments idempotents. Dans la deuxiéme partie nous
introduisons la notion de S-relation d’équivalence pour les algébres d’incidence gé-
néralisées. Nous cherchons a caractériser un analogue du radical de Jacobson d’une
algébre d’incidence généralisée. Aprés la détermination des liens qui existent entre
certaines congruences maximales de 'algébre (A;+,-,0) et certaines congruences
maximales de 1’algébre d’incidence généralisée, nous donnons une caractérisation
restreinte du radical de ’algébre d’incidence généralisée. Dans la troisiéme partie,
nous introduisons une algébre de convolution généralisée, ou (B;o) est un multi-
groupoide partiel. Particuliérement, nous déterminons les propriétés algébriques,
4 savoir, la caractérisation pour qu’elle soit commutative, associative, I'existence
des éléments unité et des éléments idempotents. Les résultats ici sont inspirés
de ceux de [Ro 86]. Dans la derniére partie, nous introduisons les hyperstruc-
tures pour les algébres de convolution : les hyperconvolutions. Particuliérement,
nous déterminons les conditions pour qu’une telle algébre soit commutative et

associative. On note aussi que (Dapc, +) peut avoir une structure d’hypergroupe.



Chapitre 1

ALGEBRE D’INCIDENCE GENERALISEE

Dans cette premiére partie, nous définissons la notion d’algébre de convolu-
tion généralisée et nous en donnons des exemples. Nous nous intéressons au cas
particulier des algébres d’incidence généralisées. Précisement, nous caractérisons
leur centre', certains éléments idempotents et ’élément unité.

Nous rappelons la définition d’une algébre d’incidence. Soit A = (A;+,—,-,0) un
anneau (pas nécessairement commutatif ou unitaire) et soit (X; <) un ensemble
ordonné localement fini (c’est-a-dire la relation < est réflexive, antisymétrique et
transitive sur X et pour tous z < y, l'intervalle [z,y] ={z € X :z <2<y} est
fini).

Définition 1.0.1. Soit f : X — A une application. On apppelle support de f,
noté Supp(f), Uensemble {zx € X : f(z) # 0}.

Définition 1.0.2. Soit (X;<) un ensemble ordonné localement fini. Soit A =
(A;4,—,,0) un anneau. L’algébre d’incidence définie par X et A , notée
I(X,A), est l'ensemble des applications f : X? — A telles que f(z,y) = 0
st x £ y muni de l’addition + point par point et du produit défini pour tous

fyg€ I(X,A) et pour tous z,y € X par :
(f+9)(=zy) = f(z,y) + 9(z,y),

(f*9)@y) = D flz,t)g(t,y).

z<t<y

Dans la suite, nous définissons les algébres de convolution généralisées, et mon-
trons en quoi elles étendent les algébres d’incidence. Nous donnons de nouveaux

résultats en nous référant a certains résultats exposés dans [OS 97].



1.1. ALGEBRES DE CONVOLUTIONS GENERALISEES

Nous utilisons la définition des algébres de convolution généralisées telle que
présentée dans [Ro 86]. Nous désignons par :

e A = (A;+,-0) ol A est un ensemble de cardinalité strictement supérieure
a1let (A;+,0) est un monoide abélien, c’est-a-dire I'opération binaire + est
commutative, associative et O est son élément neutre (a+0 = a pour tout a € A).

»ny

(A;-) est un groupoide (c’est-a-dire est une opération binaire sur A) tel
que pour tout a € A,onaque a-0=0=0-a.

e B = (B;o0) est un groupoide partiel ; ¢’est-a-dire, il existe § # N C B? tel
que o : (x1,22) — T1 0 Z2 est une application de N vers B.

e C est une famille non vide de sous-ensembles de B vérifiant les propriétés i).
a i) :

i) C est héréditaire, c’est-d-dire ZC X e C = Z €(C; et

X, Y €eC= XUY €C et C contient tous les singletons de B.

i) X\,)YeC= XoY :={zoy|(z,y) e NN(X xY)}eC

iii) Si be B, et X,Y €Calors {(z,y) e NN (X xY), zoy=>} est fini.
Définition 1.1.1. On note par AB, l’ensemble des applications de B vers A.
L’algébre de convolution de B vers A, que nous notons Dase = (Dagc; +,0, %),
est définie comme il suit :

D := Dppc := {f € AB : supp(f) €C },

Vf,ge D, VzeB,

(f+9)(=z) = f(z)+9(z)

(f*9)@) = D> {fw)a(t); () €N, yot=z} (1)

0: B— A; x— 0, la fonction nulle.

Remarque : Nous abrégeons la somme dans (1) par (fxg)(z) = > f(y)g(t).
On note aussi Dape tout simplement par D si A, B et C sont clairsygtzlmcontexte.
e Toutes ces opérations sont bien définies.

En effet, pour X = Supp(f), Y = Supp(g) € C, et par (ii),



Supp(f * g) C {zoy: (z,y) € NN (Supp(f) x Supp(g))} € C.

Supp(0) =0 € C;car f €C.
Supp(f + g) C Supp(f) U Supp(g) € C;
Pour tout b € B, la somme > f(y)g(t) est finie par (iii).

e Sur D, on peut aussi dzoézli)r les opérations suivantes. Soit f,g € D et r € A.
Produit direct : f.g est défini par (f - g)(z) = f(z)g(z) pour z € B,

Produit par un scalaire : 7.f est défini par (- f)(z) =r - f(x) pour tout z € B.
Le produit direct et le produit par un scalaire ne seront pas utilisés dans la thése.

e fx0=0=%f =0 pour tout f € D; c’est-a-dire (D;+,0) est un monoide
abélien (commutatif, associatif avec un élément neutre) .

e Soit Dape = (Dape;+,0, *) ﬁne algébre de convolution. Posons F =
Piin(B) := I'ensemble des parties finies de B. Ici F vérifie les conditions i) a
iii) de C. En effet,

i) F est héréditaire, fermé pour l'union et contient tous les singletons de B,

ii) F est fermé pour o,

i) Si X, Y € Fetbe B, alors { (z,y) e NN(X xY): zoy=>} est fini.
Alors Dapr = (Dapr; +, 0, *) est une sous-algébre de Dagc . En effet, 0 € Dppr.

Soit f,g € Dapr. Alors, Supp(f + g) C Supp(f) U Supp(g) € F montre que
f+ g€ Dagr.

Supp(f * g) C {zoy; (z,y) € NN (Supp(f) x Supp(g)} € F.

On dit que Dypr est 1’algébre réduite de Dypc. Exemples

1: Soit X un ensemble non vide et soit ¢ une relation binaire sur X,
transitive et localement finie (c’est-a-dire pour chaque (z,y) € ¢, l'in-
tervalle {z € X : (z,2) € ¢, (2,y) € ¢} est fini. Posons B = ¢ ,
N ={((p,),(g,;7)) : (p,q) € ¢,(q,7) € ¢ } et pour ((p,q),(q,7)) € N,
(p,q) o (q,7) = (p,r). L’application o de N dans ¢ est bien définie. Pour
C := P(B), lalgébre Dapc est essentiellement 1'algébre considérée dans

[Fi 70].

2: Si ¢ est une relation d’ordre localement finie sur X et (A;+,—,.,0) un

anneau, on retrouve ’algébre d’incidence / (X, A).
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3: Soit N = {(b,b) : b € B} avec bob = b et soit C = P(B), alors
D :={f € AB; Suppf € C} := AB. Pour tous f,g € AP et z € B,
(fxg)(@) =D f(b) (z)g(z) =.(f - 9)(z).
boy=z

Donc f+xg=f-g et Dage = (AB;+,-,0).
: Dans l’exemple 1, posons X = {1,2,...,n } (ol n est un entier positif,
e=X2={(4,7):1<i,j<n}).

a) Soit A un anneau; alors Dype est isomorphe & M,(A), 'anneau des
matrices carrées d’ordre n A coefficients dans A équipé de la somme et
du produit matriciel. En effet, pour f € A®, posons ¢(f) = [f(z',j)]ij, oil
[f(z',j)]ij est la matrice carrée d’ordre n sur A aux entrées f(i,5). Une
vérification directe montre que ¢ est un isomorphisme.

b) Soit A := (A;A,V,0) un treillis, avec 0 pour le plus petit élément .
Alors (A;V,0) esf un monoide abélien et a A0 = 0 = 0 A a, pour tout
a € A. Alors Dype est isomorphe & M,(A), Panneau des matrices carrées

d’ordre n sur A. Pour tous M = [a;;]i; et N = [by;]i; € M, (A),
M+N = [aij \/bij]ij7 MN = \/ azk/\bkj ]zg

: Soit (B;0) = (Z*;+), ou Z* est 'ensemble des entiers positifs et + la
somme ordinaire, N = B% C = Py;,(B); ensemble des parties finies
de B et A un anneau. Alors Dype est isomorphe & A[X], Panneau des
polyndmes formels & coefficients dans A. En effet, 8 : D — A[X] avec

f—>"cp f()) X" est un isomorphisme.

: Supposons que A, B et C satisfont aux conditions données au début de la

section. Nous disons que B est commutatif si pour tous a,b € B,
(a,b) e N & (bya) €N et(a,b) e N = aob=boa.
De méme, B est associatif si pour tous a,b,c € B,

(a,b),(a0bc) €N & (a,boc),(b,c) €N,

t (a,b),(aob,c) e N = (aob)oc=ao(boc).
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Si (A;-) et B sont commutatifs, alors Dage est commutatif. En particulier,
si A est un anneau et B est un demi-groupe (avec N = B?) et C = F,
I’ensemble des parties finies de B alors Dapr est un demi anneau de
groupe. Si de plus B est un groupe et |A| > 1, 'anneau Dppc est un

anneau de groupe.

Ces exemples nous donnent des cas particuliers d’algébres de convolution

qu’on rencontre couramment dans la littérature. Au chapitre trois, nous explorons
plus en profondeur un cas particulier.
Définition 1.1.2. Une algébre d’incidence généralisée est une algébre de
convolution Dape = (Dagc; +, 0, *) ot B est une relation binaire sur un ensemble
X (c’est-a-dire un sous-ensemble de X?); et l'opération binaire o est définie sur
N, ou N est une partie de {((a,y), (y,b)) € B*:a,b,y € X, (a,b) € B} et pour
((a,y), (y,b)) € N, on pose (a,y) o (y,b) = (a,b).

1.2. CENTRE D’UNE ALGEBRE D’INCIDENCE GENERALISEE

Dans cette partie, Dape = (Dagc; +,0, %) est une algébre d’incidence généra-
3
lisée, ot B est une relation binaire transitive sur un ensemble X.

Définition 1.2.1. Le centre de Dppc, noté Cen( Dapc), est défini par
Cen(Dape) ={f € Dapc: g+ f = f*g, Vg € Dage }.

La notation suivante sera utilisée partout dans la these.

Définition 1.2.2. Pour tout b € B et pour tout x € A, on définit

T stt=b
r.’E—Ib(t) —
0 sinon.

Comme le Supp ("z7) = {b}, cette application est un élément de 1’algébre de
convolution Dape. On note par R ( respectivement IL) 'ensemble des annihilateurs
a droite (respectivement & gauche) de (A;-); Cest-a-dire 'ensemble des a € A
tels que z-a = 0 (respectivement a -z = 0) pour tout z € A. Comme d’habitude,
onécrita<bsia<beta#hb.

Théoréme 1.2.3. Soit (X; <) ; ou < est une relation transitive et reflezive sur X,
B C X? et N C {((a,b),(b,c)): a<b<c} tel que pour tous ((a,b),(b,c)) € N,
(a,b) o (b,c) = (a,c). f € Cen(Dagc) si et seulement si



1) Sia<bet((ca)(a,b)) €N pour un c < a alors f(a,b) € R,
2) Sia<bet((a,b),(bc)) €N pour un c>b alors f(a,b) € L,
3) Sia € X est tel que f(a,a) € L et ((a,a),(a,b)) € N pour un b > a alors
((a,b),(b,b)) € N et zf(b,b) = f(a,a)z pour tout z € A,
4) Sib € X est tel que f(b,b) ¢ R et ((a,b),(b,b)) € N pour un a < b alors
((a,a), (a,b)) € N et f(a,a)x = zf(b,b) pour tout x € A.
5) Sia < b, ((a,a),(a,b)) € N et ((a,b),(b,b)) € N, alors f(a,a) € L si et
seulement si f(b,b) € R.
Preuve : (=) Soit f € Cen(Dagc).

1) Soit ¢ < a < b, ((¢c,a),(a,b)) € Net z € A. Alors f* "2 0 = "2 ca) * .
Pour (c,b) on obtient

> flew) @leawb) = D Tz (e ) f(tD). (2)

({eu),(u,b))eN ({et),(Eb))EN

Ici "2V q)(u,b) = O pour tout u € X tgmdis que "z cq)(c,t) est égal & x pour
t = a et 0 sinon. Alors I’équation (2) se réduit & 0 = z f(a,b) pour tout z € A, ce
qui démontre que f(a,b) € R.
2) Soit a < b'< ¢, ((a,b),(b,c)) € Netz € A Alors f* "2 pe) = "2 ) * f
évaluée & (a,c) donne

Y. faw Tz eglwe) = D Telee(a,D)f(Ec). (3)

((a,u),(u,c))eN ((a:t),(tc))eN

Ici "2 7pe)(u, ¢) = z pour u = b et 0 sinon tandis que "z (a,t) = 0 pour tout
t € X. Alors, 'équation (3) se réduit & f(a,b)z = 0 pour tout z € A, ce qui
démontre que f(a,b) € L. -

Pour 3)-5), nous utilisons f * "z 744 = "2 (o) * f évaluée a (a,b) :

Z fla,w) 27 p)(u,b) = Z T2 e p(a, ) f(t,b). (4)

((a,u),(u,b))eN ((a,t),(t,b))EN

3) Soit a < b tels que f(a,a) & L et ((a,a),(a,b)) € N. Comme plus haut,(4) se
réduit a
fa, )z = zf(b,b) si ((a,b), (b,b)) € N, 5

0 sinon.
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Par hypothése f(a,a) & L et donc f(a,a)z’ # 0 pour un x € A. Alors (5) montre
que ((a,b), (b,b)) € N et f(a,a)x = zf(b,b) pour tout z € A. '
4) Soit a < b tels que f(b,b) € R et ((a,b),(b,b)) € N. Alors (4) se réduit &

ﬂff(b, b) _ { f(a,a)ﬂf Si ((a, a), (a,b)) = ]\[7 (6)

-0 sinon.

Par hypothése z'f(b,b) # 0 pour un z' € A et donc ((a,a),(a,b)) € N et
f(a,a)x = z f(b,b) pour tout z € A. l
5) Soit a < .b, ((a,a),(a,b)) € N et ((a,b),(b,b)) € N. Alors (4) se réduit a
fla,a)z = zf(b,b) pour tout z € A. On voit bien que f(a,a) € L entraine
zf(b,b) = 0 pour tout z € A, c’est-a-dire f(b,b) € R. Le méme argument montre
que f(b,b) € R = f(a,a) € L.

(<) Supposons que f € D satisfait 1)-5). Soit g € D et a < b arbitraires.
Posons

o= Y flaue(nb) (™)
((au),(ub))EN

Pour a < u < b avec ((a,u),(u,b)) € N par 2) nous avons f(a,u) € L et donc
f(a,u)g(u,b) = 0. Alors (7) se réduit &

oo { f(a,a)g(a,b) si (a,a), (a,b)) € N,

0 sinon.

Posons

((a,t),(t.b))EN
Pour a < t < b avec ((a,t),(¢,b)) € N par 1) nous avons f(¢,b) € R et donc
g(a,t)f(t,b) = 0. Alors (9) se réduit a

5 { g(@b)fB,b) si ((ab),(b,5) €N, o)

0 sinon.

(i) Supposons que « # 0. Alors (8) montre que ((a,a), (a,b)) € N et f(a,a)g(a,b) #
0. Il s’ensuit que f(a,a) ¢ L et 3) donne ((a,b),(b,b)) € N et zf(b,b) =
f(a,a)z pour tout z € A. En particulier, pour z = g(a,b) on a f(a,a)g(a,b) =
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g(a,b) f(b,b) et a = 3 par (10).
(i) Le méme argument. (basé sur 4)) montre que 3 # 0= a = 3.

Alors (8) et (10) entrainent o = 3. Ceci prouve que f € Cen(Dapc) a
Corollaire 1.2.4. §i ((a,a),'(a,b)) € N, ((a,b),(b,b)) € N pour tous a < b,
alors, f € Cen(Dapc) st et seulement si pour tous a < b
a) f(a,b) est un annulateur de A,

b) fla,a) €L ou f(b,b) € R = xf(b,b) = f(a,a)z, pour tout z € A,

¢) fla,a) eL & f(bb)eR.

1.3. ELEMENTS IDEMPOTENTS

Soit A un anneau commutatif et (X;; <;) deux ensembles ordonnés locale-
ment finis, ¢ = 1,2. Si les algébres d'incidence I(X;, A) et I(X5, A) sont des
anneaux isomorphes, qu’en est il des ensembles ordonnés (X; <) et (X3; <3)?
Ceci est un des problémes étudiés en profondeur en algébres d’incidence clas-
éiques. Ce probléme a été soulevé et résolu par R. Stanley dans le cas oii A est un
corps. Son idée de base était d’utiliser des systémes particuliers d'idempotents de
I(Xi,A) (¢ =1,2), un systéme maximal d’idempotents primitifs et orthogonaux.
Pour un anneau commutatif et unitaire A dont les seuls idempotents sont 0 et 1,
le probléme est aussi résolu en utilisant des familles d’idempotents centraux.
Dans cette section, nous caractérisons les idempotents d’une algébre d'incidence
généralisée. < est une relation binaire sur un ensemble X. On suppose que (A;-)
posséde un élément neutre 1; 0 et 1 sont les seuls idempotents de (A;-) (un
exemple d’un tel A est tout domaine d’intégrité}; et (A4;+,0) est tel que pour

tous z,y € A,
r+y=zey=0, (11)
et pour tout = € A, il existe un élément unique y satisfaisant

T+r+y=2. (12)

La solution unique y est alors notée —z.
Remarque : Si A = (A;+,0) est "cancellative” (c’est-a-dire si pour tous z,y,z €

A, 'équation x + y = z + 2 implique ¥ = z), alors A est un groupe.
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Nous supposons que pour tous b < ¢, on a ((b, b), (b,c)), ((b,c),(c, c)) € N et
((b, t), (t,b)) eN&b=t.Poura<bete& Dyge, on note par Fyy la somme
E. = Z e(a, t)e(t,b).
((a,t),(,b)) EN,asktstb

Définition 1.3.1. Un élément e de Dppc est dit idempotent si e? :=exe=e.

Proposition 1.3.2. On suppose que A vérifie (11) et (12); et N vérifie les condi-
tions de la remarque précédente. Alors, e € Dype est un idempotent de Dape si et
seulement si

1) e(b,b) € {0,1} pour tout b € X.

2) Pour tous b < c,

a): e(b,b) = e(c,c) = 0 = Epe = e(b, ¢),
b): e(b,b) = e(c,c) = 1 = Epe = —e(b, ¢),
c): {e(b,b),e(c,c)} ={0,1} = Ep, = 0.

Preuve : (=) Soit e un idempotent de Dagc.

1) Soit b € X, ((b,b), (b, b)) € N. Alors
e(b,b) = (e x €)(b,b) = e(b, b)e(b, b)

car ((b,t),(t,b)) € N < ¢t =b. Donc e(b,b) est un idempotent de (A;-). Ainsi,
e(b,b) € {0,1} par hypothése.
2) Soit b < ¢. Alors

e(b,c) = (exe)(b,c) = e(b, b)e(b, c) + Ewe + e(b, c)e(c, ¢). (13)

D’apreés 1)'7 e(b,b) et e(c, c) sont des éléments de {0,1}. Donc, si e(b,b) = e(c,c) =
0, alors Ey = e(b,c), ce qui démontre a). Si e(b,b) = e(c,c) = 1,-alors par (12)
nous avons Ep. = —e(b, ¢), ce qui démontre b). Si {e(b,b),e(c,c)} = {0, 1}, alors
(13) et (11) entrainent Ep. = 0.

(<) Supposons que e € D satisfait 1) et 2) et montrons que e est idempotent.
Soit b € X. Par hypothése, ((b,t),(t,b)) € N < t = bet par 1), e(b,b) € {0,1};
donc (e x €)(b,b) = e(b, b)e(b, b) = e(b,b). Soit b < c. Nous avons trois cas :
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(1) Soit e(b,b) = 0 = e(c,c). Alors, par a) et (13),
e(b,c) = 0+ e(b,c) + 0 = e(b, b) + Ene + e(c, c) = (e  €) (b, c).
(2) Soit e(b,b) = 1 = e(c, c). Alors, par b), (12) et (13),
e(b,c) = e(b,c) — e(b,c) +e(b,c) = 1- (b, c) + Bpe + (b, c) - 1 = (e * €)(b, ).
(3) Soit {e(b,b);e(c, o)} = {0,1}. 1) Si e(b,b) = 1 et e(c,c) = 0, alors,
e(b,c) = 1-e(b, c) = L-e(b, c)-+0+0 = e(b.b)-e(b, c)+Epcte(b, )-e(c, c) = (exe)(b, c).

ii) Si e(b,b) =0 et e(c,c) = 1, de méme e(b,c) = (e x e)(b, c).

Donc e = e * e et e est un idempotent de Dyge. O

Remarque : La famille des idempotents primitifs dans [St 70| est de la forme

1 si a=b=2x
{ez: z € X }, ot e,(a,b) =
0 sinon.

Nous montrons que pour une algébre d’incidence généralisée, il peut exister un
idempotent non nul, e, qui prend la valeur nulle sur la diagonale; c’est-a-dire

e(z,z) = 0 pour tout z € X. On pose

J:{Qﬂn: n,m€Z+,1§m§2"et(n>0=>mimpair)}.

1l est facile de voir que J C [0,1] N Q, c’est-a-dire que J est un ensemble des
nombres rationnels de 'intervalle [0, 1].

Théoréme 1.3.3. Supposons que (A;-) posséde un élément idempotent 1 distinct
de 0. Alors Dape admet un idempotent non nul e, tel que : e(b,b) = 0 pour tout
beX, sietseulement s’il existe {a;, 1 € J} C X tel que :

a) Pour chaque i = 2 € J,
(((li, ai+2_"‘2)7 (ai+2—n—2,ai+2-n—1)) €N (14) ’

((ai+2—n—2 5 ai+2——n—2+2—n—3), (ai+2—n—2+2—n—37 ai+2—n——1 )) e N (15)

b)L’union des ensembles {{(a;, a4 90-n-2) : 1 € J}, {(@42-n-2,0i09-n-1) : 1 € J},

{(ai+2—n—2,ai+2—n—2+2—n—3) . Z € J} et {(ai+2-n~2+2-n-3,ai+2—n-1) . Z € J} appar-

tient a C.



14

Preuve : (=) : Soit e un idempotent non nul de D tel que e(b,b) = 0 pour
tout (b,b) € B. Comme e est non nul, alors il existe ag < a; tels que e(ag, a;) # 0.
Orexe=e don

Z e(ap, t)e(t,ay) # 0.
((ao,t),(t,a1))EN
Ainsi il existe ay tel que e(ao,a%) # 0, e(a%,al) # 0 et ((ao,a%), (a%,al)) € N.

De méme, pour (ao,a%) et (a%,al), il existe a1 et as tels que

)#0, e(a

e(OJO)a‘i—) # Oa 6((1:11_, a‘%

((a0,a1), (az,a1)), et ((a1, as),(ag, 1)) € N.

Nl=

Continuant cette construction, on obtient ainsi un ensemble {a; : ¢ € J} avec les
propriétés énoncées dans le théoréme.
(<) Supposons construit un sous-ensemble {a; : ¢ € J} satisfaisant les conditions

du théoréme. Nous construisons un idempotent e € Dygc. Posons

(z.) 1 si(z,y) est une paire qui figure dans (14) ou (15) ,
e(z,y) =
0 sinon.

On a que e(b,b) = 0 pour tout b € X. Nous montrons que e est un idempotent.
Soit z,y € B, x < y. D’abord soit e(z,y) # 0. Alors e(z,y) = 1 et il existe 2
unique tels que ((z,z2),(z,¥)) est une des paires dans (14) ou (15). Alors (e x*
e)(z,y) = e(z, 2)e(z,y) = 1.1 = 1 = e(z,y). Soit (e x e)(z,y) # 0. Alors il existe
((z,2),(z,y)) € N tel que e(z,2) = e(z,y) = 1. Alors ((z, z),(2,y)) est une des
paires de (14) ou (15) et donc e(z,y) = 1. Le support de e est un ensemble de C.

Donc e est un idempotent non nul de Dypc dont la diagonale est nulle. O

1.4. ELEMENT UNITE

Pour l’algébre d’incidence généralisée de cette section, B est une relation bi-

naire réflexive sur un ensemble X et telle que pour tous s,z € X,
((s,z),(z,8)) EN &z =s.

Proposition 1.4.1. On suppose que pour tout (s,t) de B, on a que ((s, s), (s,t)) €
N. Alors e € Dagc est une unité a gauche dans Dape si et seulement si

i) Si s #t et pour un u € X, ((s,t), (t,u)) € N, alors e(s,t) est un annulateur &



gauche de (A;-),
ii) e(s, s) est une unité ¢ gauche de (A;-) pour tout s € X.
Preuve : (=) Soit e € Dape une unité a gauche dans Dypc.
i) Soit ((s,t),(t,u)) € N et s #t. Pourtousa € AetbeB,"ay(z) =asiz=5b
et "aTy(z) = 0 sinon. Soit a € A, arbitraire. Comme e est une unité & gauche de
D et s # t, alors
0="a"uw(s,u) = (ex"a7w)(s,4) = X @upen (S T) @ tw (T, u)
= e(s,t) au(t,u) = e(s, t)a ‘
ii) Soit (s,u) € B et a € A arbitraire. Alors
a="a"u(s,u) = (exTa ew)(s,u) = Z((s,t),(t,u))eN e(s, )" a (su)(t, u)
= e(s,5) asu(s,u) = e(s,s)a.
(<) Supposons que e satisfait 1) et ii). Soit f € Dagc et (s,t) € B arbitraire.
) Soit s # t. Alors par hypotheése, ((s, s), (s,t)) € N et :
(exf)(s,t) = X (sa)@en €5 2)f(2,t)

= 6(8, S)f(S, t) + Z((s,z),(z,t))eN,z;és 6(8, CL')f(CL‘, t) = f(sa t)
b) Soit s = t. Alors par I’hypothése et ii), ona que (e * f)(s,s) = e(s,s)f(s,s) =

f(s,s). Donc e * f = f. O
Proposition 1.4.2. On suppose que ((s,t),(t,t)) € N pour tout (s,t) € B. Alors

a

r € Dapc est une unité a droite de Dppe st et seulement si
i) Sit#u et pour unt € X, ((s,t), (t,u)) € N, alors r(t,u) est un annulateur &
droite de (A;-),
i) r(s,s) est une unité ¢ droite de (A;-) pour tout s € X.

Preuve : Elle se fait de la méme fagon que celle de la proposition précédente.
[
Théoréme 1.4.3. e € Dage est Uélément unité de Dage si et seulement si
i) (A;-) est unitaire (d’élément unité 1 ),
i) e(s,s) = 1 est l'unité de A, pour tout s € X,
iti) Si ((s,t),(t,u)) € N ou ((u, s),(s,t)) € N et s #t, alors e(s,t) = 0.

Preuve : Elle découle des deux propositions précédentes et du fait que 0 est
le seul annulateur pour (A;-) unitaire. [ Remarque : Supposons que pour
chaque (s,t) € B, s # t, on a que ((s,t),(t,u)) € N, ((v,s),(s,t)) € N pour un

u et un v. Alors pour que Dppe posséde un élément unité, il faut et il suffit que
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la diagonale de B, c’est-a-dire 'ensemble des couples (b,b), avec b € X soit dans
C et que(A;-) soit unitaire. Cet élément unité est alors noté 4 et est défini par :
1 st z=y

o(z,y) =

0 sinon,
Soient p,g € B; a € A. On définit une application, que nous notons dy,(a) de

B x B x A dans A par
a sip=gq
0 sinon.

Pour la proposition sui;fante, Dapc est une algébre de convolution généralisée.
Proposition 1.4.4. (Rosenberg, [Ro 86]) On suppose que Dape est une algébre
de convolution généralisée. Soit e € Dapc. Alors e est une unité @ gauche (res-
pectivement & drotte) si et seulement st )
S poum 06(2) = dyg(a).

Corollaire 1.4.5. Soit € € Dyge. e est Uélément unité de Dype 51 et seulement
5T gy €(2)0 = Bg(0) €t Ty a6() = Gpo(a).

Remarque Si pour une algébre de convolution, ’ensemble N est la diagonale,

¢ €()a = dpg(a) ( respectivement

Top=i

c’est-a-dire N = {{p,p) : p € B }, et pop = p; alors, e est 'élément unité de
'algébre de convolution si et seulement si pour tout p € B, e(p) est I'unité de
(4;-).

Dans le cas ol B n’est pas réflexive, nous ne parvenons pas a caractériser 1’élément

{
unité de 'algébre d’incidence généralisée.



Chapitre 2

CONGRUENCES DE Dpge

Nous cohsidérons les algébres de convolution comme définies par Rosenberg
[Ro 86]. La notion de S-relation d’équivalence pour les algébres d’incidence clas-
siques est définie dans [OS 97]. Nous montrons comment elle se généralise dans
le cas des algébres d’incidence généralisées.

Pour un anneau R, le radical de Jacobson, Rad(R) est défini comme 'intersection
de ses idéaux maximaux. Lorsque (X; <) est un ensemble ordonné localement fini
et K un corps, [DRS 71| montre que le radical de Jacobson de I’algébre d’incidence
I(X; K) est

Rad(I(X,K))={feI(X,K): f(z,z)=0, Vr € X}.
Plus tard, Nachev dans [Na 77] montre que lorsque le corps est remplacé par un
anneau semi-simple (c¢’est un anneau ou tout R-module est projectif ) et (X; <)

est un ensemble préordonné (la relation < est reflexive et transitive) localement

fini, alors
Rad(I(X,R)) = {f € I(X,R): =7 = f(z,y) =0, Va,y € X};

oll T est la classe de la relation d’équivalence induite par < de z sur (X;<).
Ensuite, [Vo 80| montre que lorsque R est un anneau et (X;<) un ensemble

préordonné,
Rad(I(X,R))={f e I(X,R): f(z,y) € Rad(R) si, z <y < z}.

Nous définissons la notion paralléle pour les algébres de convolution généralisées

et donnons une description partielle de celle-ci. Pour la convénience du lecteur,
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nous répétons la définition d’une algébre de convolution généralisée.

Nous désignons par :

e A= {(A;+,.,0) oi A est un ensemble de cardinalité strictement supérieure a 1.
(A;+,0) est un monoide abélien.

wn
.

(A;.) est un groupoide (i.e. “” est une opération binaire sur A) tel que a-0 =
O-Q:Opouf tout a € A.
e B = (B;0) est un groupoide partiel, c’est-a-dire il.existe § # N C B? tel que
o:(zy,Ts) —> T1 0y est une application de N vers B.
e C est une famille de sous-ensembles de B vérifiant les propriétés i) et iii) :

i) C est héréditaire ie., ZC X € C = Z €C;

X,Y €eC= XUY €C et C contient tous les singletons de B.

i) X,Y€C= XoY :={zoy| (z,y) e NN(X xY)} €C.

iii) Si be Bet X,Y €C, alors {(z,y) e NN(X xY): zoy=>b} est fini.
Soit € une relation d’équivalence sur B. On note par T I'ensemble dont les éléments

sont des classes d’équivalence de 6 appartenant a C; c'est-a-dire T = C N (B/8).

On pose
fo]%C:{fEDAEC: z0y = f(z) = f(y) }.

Donc f € DES%C si et seulement si f est constante sur chaque classe d’équivalence
de 6. Pour f € fo!éc, son support est une réunion des éléments de T.
Soit b € B. On pose Fy, = {(u,v) € N: uov==>}; alors {F, : b€ B} est une

famille d’ensembles deux & deux disjoints dont la réunion est N.

2.1. S-RELATION D’EQUIVALENCE.

Définition 2.1.1. Poura€ A et meN, on pose ma=a+a+a+---+a.

m fois
Un élément a de A est de caractéristique z€ro si ma =na = m = n.

L’élément a € A n’est pas de caractéristique zéro s’il existe des entiers
uniques my > 0 et ng > 1 tels que

i) la,2a,--- ,(mg + n, — 1)a sont deuz & deuz distincts,

ii) pa = (p — ng)a pour tout entier p > my + Ng.

Dans ce cas, le couple (ma,n,) est appelé la caractéristique de a.
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Remarque : Si (A; +,0) est cancellative (c’est-a-dire z+y =z+2 =y = 2),
la notion de caractéristique habituelle est donné par le couple (0,n,) pour dési-
gner la caractéristique d’un élément a de caractéristique non nulle.

Soit H un sous ensemble non vide de A n’ayant pas d’éléments de caractéristique
zéro. On pose II(H) = {my +ny : h € H }. Alors, si [I(H) a un plus grand
élément, 4, alors TI(H) est un sous-ensemble fini de N* = Z*\ {0} et donc, le plus

petit multiple commun de {nj: h € H } est bien défini.

Définition 2.1.2. Soit 8 une relation d’équivalence sur B et T = CN(B/H). Soit
H = {ab:a,b e A, ab# 0 }. On suppose que H est non vide. On dit que 0
est une S-relation d’équivalence st pour tous P,Q € T et pour tous bOY, la

et on

propriété suivante est vérifie : on note par x la cardinalité | F, 0 (P x Q)
pose ' =| Fyy N (P x Q) | (notons que z,z' € Z*). St z # &', alors TI(H) est fint
et

min{z,z'} > m, z = z'(mod n);

avec m = maz{my, h € H} et n le plus petit multiple commun de {n, : h€ H}.
Théoréme 2.1.3. Soit H = {ab: a,b € A,ab # 0 } non vide et 6 une relation
d’équivalence sur B. Alors D®) 5 est une sous-algébre de Dgge si et seulement
si @ est une S-relation d’équivalence.

Preuve : Rappelons que D‘(.fﬂic = {f € Dapc: 28y = f(z)= f(y) }.
(=) Supposons que D®) g, est une sous-algébre de Dype. Soit P,Q € T, bOb' et

z=|F,n(PxQ)|, et ' =[Fyn(PxQ)].

A noter que x et z’ sont des nombres car Fy, et Fyy sont des ensembles finis par
(ii). Soit h € H tel que h = ac # 0. On définit f,g € A® par

a si z€P, « c st z € Q,
flz) = et g(z)=

0 stnon, 0 sinon.
Les fonctions f et g sont dans Dg;c. Donc f * g est aussi un élément de D,gém

car D) yp- est une sous-algébre de Dage. Par définition,

(fxg)®)= D flwglw)= > flwel)= Y ac==z(ac).

uov=b (w,v)eFLN(PXQ) (vw)eFN(PXQ)
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De méme, (f * g)(t') = 2'(ac). De plus bV’ implique (f * g)(b) = (f * g)(b') et

donc z(ac) = 2'(ac). Ainsi, pour tout h € H on a zh = z'h.

Lemme 2.1.4. Soit x # z'. Alors
a) Tout élément de H est de caractéristique non zéro,
b) II(H) a un plus grand élément pu,
et ¢) maz{z,z'} > p.

Preuve du lemme :
a) Par la contraposée, supposons qu’il existe un élément h de H de caractéristique
zéro. Alors , zh = x’h entraine que z = z’.
b) Par contraposée, supposons que II(H) n’a pas un plus grand élément. Alors, il
existe h € H tel que my, + nyp > maz{z,2'}. Comme zh = 2’h, par définition de
la caractéristique, on a x = z’. Finalement
c) Par contraposée, supposons que maz{z,z'} < u. Alors, par définition de la
caractéristique, on a x = . O
Soit m = maxz{my : h € H }. Alors, il existe v € H tel que m = m,. Soit n le
plus petit multiple commun de {n, : h € H }. Sans perdre de généralité, nous

pouvons supposer que =’ > z. Montrons que
m =m, =maz{my: h € H} <z =min{z,z'}.

Par la contraposée, supposons que z < m, < u. Comme z < z’, et par définition
de la caractéristique, on a =’ > u. Dot 2’ > m, + n, et £ — m, > 0. Ainsi,
il existe g,7 € Navec 0 < r < n, et 2’ = m, + gn, +r. On a montré z'v =
(' — gny)v = (my +7)v. On a ainsi z'v = zv - (my + r)v. Comme z < m,, on a
T<My+n,—1,my+7r<my, +n, —1 et zv=(m,+r)v.

Montrons que z = 2’/(mod n). On a ' > & > maz{ms, h € H}. Ainsi, 2’ >
x > my, pour tout h € H Il existe donc q,¢',7,7" € N, 0 <r <ny, 0< 7" <ny

avec

T=mp+qnp+retz =my+qgny +7';
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d’ou
CL"h = (:L‘/ _ qlnh)h = (mh + Tl)h et CL'h/ = (CL‘ — qnh)h — (mh + T)h

On a zh = z’'h, donc (mp+7")h = (mp+r)h. Et par définition de la caractéristique,
r=retz—1 =(qg—q)np

(<) Supposons que # est une S-relation d’équivalence. Soit f,g € Df&c. Mon-
trons que fxg € D;(«Séc- Posons X = Supp(f) et Y = Supp(g). Comme f, g € Dg&c,
les ensembles X et Y s’écrivent comme union d’éléments de 7' : X = UU; et
Y = UVj, avec U;,V; € T=CnN(B/). Soit b, b’ € B tels que bd¥. Alors

(fxa)b)= > f(r)gls),
(r,8)EFHN(XXY)

et

Frg®)y= " > f(r)g(s).

(r,8)€F, N(XXY)

On a X xY =UU; x UV; =, ;(Ui x V). Ainsi, (f xg)(b) = (f * g)(¥') dés que
ST fmgls) = > f()g(s).
(r,s)€F,N(U; x Vj) (r,8)EFL, N(U; xV;)

Posons z =| Fp, N (U; x V;j) |, 2’ =| F N (U; x V) | et supposons que z < 2’. On
désigne par c;, la valeur constante de f surAUi et par d;, la valeur constante de g sur
Vj et on pose h = ¢;d;. Il suffit donc de montrer que zh = z’h. Par la contraposée
et la symétrie supposons ' > x et h # 0. Comme h € H, et 8 est une S-relation
d’équivalence, on a que z > m et x = z'(mod n), avec m = maz{m;, : h € H },
n le plus petit multiple commun de {n, : h € H } et (my,ny,) la caractéristique
de h. Comme z = z'(mod n), alors pour h, on a que z = z'(mod ny,) et il existe
donc ¢’ € N tel que 2’ — z = ¢'ny. Comme z > m > my, il existe q,r € Z, avec

0 < r <mny tel que £ — my, = gny + 7. Ainsi,
¥=z+qdnn=mp+qup+r+qn,=my+ (¢ +q)np+r

et

a'h = (z' — ¢np)h = (mp, + qny + 1)k = zh.

Ainsi, zh=zhet fxge D, O
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Corollaire 2.1.5. Soit (X, <) est un ensemble ordonné. Posons B = X2. On
suppose que
o C est une famille de sous-ensembles de B telle que Y € C entraine que pour tout
(a,b) €Y; a<b.
o Soit B = (B;0) un groupoide partiel avec N = {((a,b), (b,c)) ca<b<c}et
pour ((a, b), (b, c)) € N, on a que ((a,b) o (b,¢)) = (a,c).
o Soit A = (A;+,-,0) un anneau commutatif de caractéristique zéro, H = {ab :
a,b € A ab # 0 } non vide et 8 une relation d’équivalence sur B. Alors D©) g,
est une sous-algebre de ch st et seulement si 0 est une S-relation d’e’quivalencgz.'
J

Remarque : Dans ces conditions, la définition d’une S-relation d’équivalence

se réduit & la condition : pour tous P,Q € T, pour tous b, b’ € B, tels que bl ,
2= RN PxQ)|=IFN(PxQ)

car 'anneau est de caractéristique zéro. De plus, si (b1, b)0(b}, b,) et by £ by, alors
b, £ by. On constate ainsi qu’on peut restreindre ¢ sur 'ensemble des intervalles
non nuls. Dape est tout simplement I"algébre d’incidence sur X et A, et le corollaire

se réduit & la proposition 1.3.5 page 20 dans [OS 97].

2.2. RADICAL DE JACOBSON DE Dyp¢.

Pour un anneau A, le radical de Jacobson sert 4 la caractérisation de deux al-
gébres d’incidence avec le méme anneau A et isomorphes comrme anneaux. (Voir
|OS 97] pp 259). 11 est bien connu et facile & vérifier que a) un idéal d’un an-
neau A est une classe d’équivalence d'une et une seule congruence de A (voir
définition plus bas) contenant 0. Le radical de Jacobson d'un anneau peut étre
caractérisé de plusieurs fagons (voir [SO 97] pp 168-170). Pour A qui n’est pas
un anneau, nous avons pris pour le départ la caractérisation du radical de Jacob-
son comme l'intersection des congruences maximales de A. Dans la suite de cette
partie, poﬁr une algébre d’incidence généralisée Dape, nous définissons le radi-
cal de Jacobson, J{(Dap¢), comme l'intersection des congruences maximales de

Dapc. Rota et Stanley ont pu montrer que le radical d’une algébre d’incidence
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I(X,R) := (I(X, R); +, %, -,0) est entiérement déterminé par le radical de ’an-

neau K. Plus précisement,
J(LX,B) = {f € LX,R) : f(w,5) € T(R), ¥z € X }.

On donne un résultat analogue pour les algébres d’incidence généralisées. Pour
ce faire, nous montrons comment partir d’'une congruence maximale de l'algébre
d’incidence généralisée et obtenir une congruence maximale de 'algébre A et

réciproquement.

Définition 2.2.1. Une relation d’équivalence, 9, sur une algébre A = (A;+,-,)
est une congruence sur A si afb et cfd impliquent (a +¢) 8 (b+ d) et (a-
c) 8 (b-d).

On suppose que B est une relation réflexive et transitive sur un ensemble X. Le

‘groupoide partiel B est défini par (z,y) o (y,b) = (z,b), avec N C {((a,b), (b,¢)) :
(a,b), (b,c) € B } et ((a,b), (b,a)) € N & a =b.
Remarque : Nous notons dans la suite Con(A) I’ensemble des congruences de
'algébre A. En considérant chaque relation d’équivalence sur A comme un sous-
ensemble de A% on peut ordonner Con(A) par linclusion. Dans (Con(A);C)
la congruence A? (avec un seul bloc A) est le plus grand élément. On dit que
6 € Con(A) est maximale si § # A2 et § C 7 C A?, alors §# = 7 ou 7 = A%, pour
tout 7 € Con(A). En supposant I'axiome de Choix (AC), ou le lemme de Zorn
équivalent & (AC), on a le résultat suivant ( Voir [MMW 87], pp 27) :

Proposition 2.2.2. Soit § une congruence sur A et soit (a,b) € A? tel que
(a,b) ¢ 8. Alors il existe une congruence mazimale 8 sur A telle que 6 C g C
A2\ {(a,b)}.

Remarque : Pour H C B, on pose
Ry={(z,z) €eB: 3I=z,y) €eH}, Lu={(y,y) €B: IJ(z,y) € H}.
Définition 2.2.3. Une fonction f de Dygc est dite diagonale si f(z,y) =0
pour tous z,y € X, z # y.
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Lemme 2.2.4. On suppose que l'algébre A est unitaire avec identité 1. Soit 6
une congruence sur Dape telle que (p,0) € § pour chaque fonction diagonale p de
Dapc. Soit H € C tel que Ry € C ou Ly € C. Alors, f € Dape avec Supp(f) C H
satisfait (f,0) € 6.

Preuve : On écrira f 6 g pour (f,g) € 6. Soit H € C tel que Ry € C ou
Ly € C. Soit f € Dagc telle que Supp(f) C H.
Soit Ry € C. Soit d € AP diagonale telle que Supp(d) = Ry et d(z,z) = 1 pour
chaque (z,z) € Ry. Comme Ry € C et d est diagonale, on a d € Dypc et par
hypothése (d,0) € 6. Nous montrons que g = d* f = f. En effet, soit (z,y) € B.
Alors pour tout (z,y) € B,

gloy) =@ Hzy)= Y daz)f(ty) =dz2)f(zy).

{(z:2),(ty))EN

Si (z,y) € H, alors (z,z) € Ry et d(z,z) = 1, d'ot  g(z,y) = f(z,y). Si
(z,y) ¢ H, alors f(z,y) = 0 car Supp(f) C Het g(z,y) = 0. Donc g = f.
Comme (d,0) € 6 et 8 est une congruence, (d* f,0x* f) = (f,0) € 6.

Soit Ly € C. Par un argument pareil, (f,0) € 6. O

Corollaire 2.2.5. On suppose que C est tel que Ry € C ou Ly € C pour tout
H € C. Soit 8 une congruence de Dype telle que toute fonction diagonale p est
dans la méme classe d’équivalence que la fonction nulle 0.‘ Alors 0 est la plus
grande congruence D3y..

Preuve : Soit § une congruence de Dype telle que pour toute fonction p € Dype
diagonale, on a que (p,0) € 6. Par définition, on sait que Supp(f) € C, pour
chaque f € Dype. Ainsi, d’aprés le lemme précédent, on a (f,0) € 8, pour chaque
f € Dape. Donc pour tous f,g € Dapc, par la transitivité et la symétrie de 6,
(f,g) €6 car (f,0) € 6 et (0,9) € 6. O
Dans le cas ol la relation B est un ordre localement fini sur un ensemble X, on
a C = P(X) et le résultat est vérifié.

Corollaire 2.2.6. Soit A = {(z,z) € B: z € X }. On suppose que A € C. Soit
6 une congruence de Dagc telle que (p,0) € 0 pour chaque p € Dape diagonale.

Alors 6 = D3y,
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Remarque : Soit £ € X et 7 une congruence de A. Pour tous f,g € Dagc, on
définit une relation binaire sur Dypc, notée 7., par (f, g) € 72 si (f(z, z), g(:c,;fc)) €
T.

Lemme 2.2.7. Soit x € X et 7 une congruence de A. Alors 7, est une congruence
de Dage.

Preuve : L’application ¢ : D — A définie par f — f(z,z) est un homo-
morphisme de D sur A. Pour I'opération +, c’est évident. Pour le produit, soit

f.g € D. Alors

p(fxg)=(f*g)mz)= > flz.9)9(y,2) = f(z,7)g(z, ).

(@y):(y.x))eN

Alors 7, est la préimage de 7 induite par I'’homomorphisme ¢ et donc 7, est une

congruence de Dape. O

Remarque : Soit 7 une congruence de A. On définit une relation 7 sur Dapc
par (f,g) € Tsi (f(z, ), g(z,z)) € 7, pour tout = € X. Alors T = Mgex7, et donc
T est une congruence de Dape.

Théoréme 2.2.8. Soit £ € X et 7 une congruence de A. Alors T est marimale
dans A si et seulement si 7, est mazrimale dans Dagc.

Preuve : (=). Soit 7 congruence maximale de A et soit # une congruence de

Dasc telle que 7, C 6. On définit une relation 4 sur A par 8 = {(f(z, z), g(z, 7)) :
(fi9)€d}
Lemme 2.2.9. § est une relation d’équivalence sur A.

Preuve du lemme : a) 0 est réflexive , car pour chaque ¢ € A, pour
f =g ="a"gg on obtient (a,a) = (Taz0)(z,7), 0wz (T, 2)) € 0. b) 0 est
symmétrique, En effet, soit (a,b) € 8. Alors (a, b) = (f(z, ), g(x, ) pour certain
(f,g) € 8. Comme (g, f) € 6, on obtient (b,a) = (g9(z,z), f(z,z)) € 8. c) 0 est
transitive. En effet, soit (a,b) € 8, (b,c) € 8 . Alors, il existe (f,g) € 6 tel que
flz,z) =a et g(z,z) = b; et il existe (h,1) € 0 tel que h(z,z) =bet {(z,z) =c.
Ainsi, g(z,z) = b = h(z,z) et (g(z,z),h(z,z)) € 7. Par suite (g,h) € 7, et
(g,h) € 8 car 7, C 0. On a ainsi (f,g9) € 6, (g9,h) € 8 et (h,]) € 6. Donc
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(f,1) € 0 telle que f(z,z) = a, l(z,z) = cet (a,c) € 0. 0 est ainsi une relation
d’équivalence.. (|
Lemme 2.2.10. § est une congruence de A.

Preuve du lemme :Soit (a,b) € 0 et ¢ € A arbitraires. Alors (a,b) =
(f(z,z),g(z,z)) pour une paire (f,g) € 0 et (ca,cb) = (cf(z,z),cg(z,z)) =
("¢ Naw) * f(2,2),"Cz2) * g(z,2)). Comme § est une congruence de Dagpc, on a
que ("cVgw) * f," ¢ @w) * g) € 0, ce qui montre. que (ca, ch) € 6. La méme preuve
montre que (ac, bc) € 6. La preuve que (c + a,c+ b) € 6 est similaire. Donc 6 est

une congruence. [l

Montrons que 7 C 9. En effet, soit (a,b) €-7. Alors ("a (¢.z), 0 \(a,3)) € Ta €t
("a(z,2), "0 (z,2)) € 6 car 7, C §. Ceci montre que (a,b) € 9. Comme 7 est une
congruence maximale de A, nous avons §=r1o0uf=A%

1) Soit § = 7. Nous montrons alors que § = 7. En vue de 7, C 6, il suffit de
montrer que 8 C 7,. Soit (f,g) € 6, alors (f(z,x),9(z,z)) € 6 = 7 et donc
(f,9) € 7o

2) Soit 0 = A% et f,g € Dape arbitraires. Alors (f(z,z), g(z,z)) € A2 = 6, donc
il existe (h,l) € § avec h(z,z) = f(z,z) et (z,z) = g(z,z). 1] est évident que
(f,h) €T, C0, (hl)€eBet(l,g)€ 1, C0. Ceci prouve que (f,g) € 6, comme f,
et g étaient arbitraires, 6 = D2g..

(<) Soit 7, une congruence maximale de Dape et @ une congruence de A telle
que 7 C 0. Evidemment,7, C 6, et ainsi, 6, = 7, ou §, = Dig. car 7, est une
congruence maximale de Dyge.

1) Soit 6, = 7, et soit (a,b) € 6 arbitraire. Alors ("a (3 2), 0 zx)) € b = T2
entraine (a,b) € 7. Ce qui montre que § C 7 et donc § = 7. .
2) Soit 8, = D25, et soit (a,b) € A? arbitraires. Alors (Ta ), "0 \za)) € Dige =
0, et (a,b) € 6. Alors § = 7 ou § = A? et 7 est une congruence maximale de A.
O

Définition 2.2.11. Soit 8 une congruence de Dape. Soit x € X. On définit la

~

relation binaire 0° sur A, en posant (a,b) € 6% s’il existe (f,g) € 0 tel que

flz,z) =a et g(z,z) =b.
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Lemmé 2.2.12. Soit 6 une congruence de Dppe. Soit x € X. Alors la relation
binaire 0* est une congruence de A.

Preuve : Soit a € A. Alors ("a7(z4),"a "z z)) € 6. Donc (a,a) € 6% et 6 est
réflexive. Le fait pour 6% d’étre symétrique découle du fait que 6 l’est. Pour la
transitivité, on suppose (a,b) € 6* et (b,c) € 6*. Alors, il existe (¢,g9) € 6
tel que t(z,z) = a, g(z,z) = b; et il existe (f,m) € 6 tel que f(z,z) = b et
m(z,z) = c. Ainsi, g(z,z) = b= f(z,z). Comme 6 est une congruence, (t,g) € 6

et (f,m) € 0, alors (t+ fr,g+ fo) €0 et (gn+ f,gn +m) €6; 00

f(z,y) si T#y

0 sinon.

fh(way) =

On remarque que g+ fp, = gn+f car g(z,z) = b= f(z,z) et ainsi (t+ fo, gn+m) €
6. De plus,

(t+ fu)z,2) =t(z,2) =a, (gn+m)(z,2)=m(z,2)=c;

donc (a,c) € 6% et 0% est transitive. Pour (a,b) € 6% et ¢ € A, il existe (h,g) € 6

tel que h(z,z) =a et g(z,z) =b. Comme 6§ est une congruence de Dagc, on a
(h * r_c—l(ac,ac)a g * r_c—l(ac,ac)) €9, (h + r‘c‘l(z’z), g+ r‘c‘l(z’z)) €d.

Donc 6% est une congruence. (]
Lemme 2.2.13. Soit 0 une congruence de Dype, soit x € A et soit T une
congruence sur A. Alors * C 17 =0 C 1,.

Preuve : Soit (f,g) € 6. Alors (f(z,x), g(z,x)) € 0 C 7 et donc § C 7.
O
Proposition 2.2.14. Si 8 est une congruence mazimale de Dage, alors §° = A?
ou 6% est une congruence mazimale de A.

Preuve: Supposohs que #° # A?. Soit T une congruence de A telle que §* C 7
. Alors 8 C 7, d’aprés le lemme précédent. Ainsi, 7, = 6 ou Tg; = D3p., car 0 est
une congruence maximale de Dapc.
1) Soit 7, = 6. Soit (a,b) € 7 arbitraire. Alors ("a(z4), 0 (z,0)) € Tz = 0; ainsi

(a,b) € 6* et donc 7 C 6*°. Comme 6*° C 7 par hypothése, 6* = 7.
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2) Soit 7, = D3gc. Pour chaque (a,b) € A%, on aque ("a (s 4), bz 0) € Dipe =
7. et donc (a,b) € 7. Ceci montre que 7 = A2, Donc 6% est maximale. OJ
Définition 2.2.15. (AC) Soit A une algébre. On appelle le radical de Jacobson
de A, noté J(A), Uintersection de toutes les congruences mazimales de A.

Proposition 2.2.16.
J (Dazc) € {(f,9) € Dipc: (f(z,2),9(z,2)) € T(A), Vz €X}.

Preuve : Soit (f,g) € D2p; tel que (f,g) € 6 pour toutes congruences
maximales 6§ de Dape. Soit x € X et 7 une congruence maximale de A. Alors par
le théoréme 2.2.8, 7, est une congruence maximale de Dape. Ainsi, (f,g) € 7,
d’ou (f(z,x),g(z,z)) € 7. Ceci montre la proposition. O
Proposition 2.2.17. Si A est une algébre et il eziste z € X tel que 6% £ A? pour

toutes les congruences mazimales 0 de Dpge, alors
J (Dase) = {(f,9) € Dipe : (f(z,7),9(z,2)) € T(A), Yz € X}.

Preuve : Supposons que ( f, g) appartient au c6té droit de la formule et soit 6
une congruence maximale de Dypc. Alors, par I’hypothése et la proposition 2.2.14,
on a que 6% est une congruence maximale de A. Ainsi, (f(z,z), g(z,x)) € 6*; donc
(f,g) € (6%),. Or 8 C (6*), et 0 et (6%), sont des congruences maximales, alors
6= (6%), et (f,9) € T (Dasc). [

Proposition 2.2.18. Si A est telle que pour toute congruence mazimale 6 de

Dage, il existe o € X avec 8% # A%, alors
j(]D)A]EC) = {(f7 g) € D?&BC : (f(.’E,.’E),g(.’E,.’E)) € j(A), Vr € X}

Preuve : Supposons que ( f, g) appartient au coté droit de la formule et soit 6
une congruence maximale de Dape. Alors par I’hypothése et la proposition 2.2.14,
il existe Ty € X tel que 6% # A? et 6% est une congruence maximale de A. Ainsi,
(f(zo,20),9(z0,20)) € 6% ; donc (f,g) € (6°),,. Or 6 C (6%),, et 0 et (67),_
sont des congruences maximales, alors 6§ = (6%%) et (f,g) € J(Dagc). O

Remarque : 1) Nous n’arrivons pas encore & conclure le cas ou 'algébre A

ne vérifie pas les conditions de la proposition précédente, c’est-a-dire le cas ou il
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existe une congruence maximale § de Dppc telle que §* = A? pour tout z € X.
2) La construction suivante est en partie inspirée de [OS 97], 5.1-5.3.
Définition 2.2.19. Soit k € N. Une chaine est un ensemble {(z;,y;) € B: 1<
i < k} tel que

a) Y < Tipg pouri=1,--- k-1, et

b) Si z; < 2 < y; alors ((z4, 2), (2,4:)) € N.

Définition 2.2.20. Une sous-relation p de B est dite fine s’il existe un entier
positif n tel que | pNZ |< n pour toute chaine Z de B.

Remarque : L’union de deux sous-relations fines est une sous-relation fine.
En effet, soient p; et py deux sous-relations fines. Alors, il existe n; et ng des
entiers respectifs tels que | ZN p; |[< ny et | ZN pa |< ng pour toute chaine Z de
B. Ainsi,-

Soit « C P(B). Soit ¢ une fonction de B vers Con(A) (c’est-a-dire ¢(z,y)
est une congruence de A pour tout (z,y) € B). On définit une relation binaire 64

sur Dype par : (f,g) € 64 s'il existe V € U tel que la relation

of, = {(z,y) € V: (f(z,9),9(z,v)) ¢ o(z,y) }

soit fine.
Lemme 2.2.21. 5i U est fermé pour lintersection, alors Og est une relation
d’équivalence sur Dypc.

Preuve : Pour tout f € Dage et V €U, on a que <p}/f = () et 0 est fine. Donc
64 est réflexive.
Pour tous f,g € Dagc et V € U, on a par définition ¢}, = ¢, donc 6% est
symétrique. .
Soient f,g,h € Dagc tels que (f,g),(g,h) € 64. Alors il existe U, Uy € U
tels que <plfj; et cpg,f sont fines. Posons U = U; N U,. Alors U € U car U est
fermé pour l'intersection. On a cp}]h - cplfjgl U (p;]}f. En effet, soit (z,y) € U tel
que (z,y) ¢ w}]; U (pg,f. Comme U = U; N Uy, alors (f(z,y),9(z,v)) € plz,y)
et (9(z,y),h(z,y)) € ¢(z,y). Comme la congruence ¢(z,y) est transitive, on a
(f(z,y),h(z,y)) € (z,y) et (z,y) & @}y Ceci montre que ¢, C w}]; U (p;],f. Ici,



30

cp}ng U cpg,f est fine comme la réunion de deux relations fines et cp}Jh est fine. Donc
64 est transitive. O

Lemme 2.2.22. 1) Soit U C P(B) tel que pour chaque U € U et tout (z,y) € U
eta€ X,

((z,a),(a,y)) € N = (z,a),(a,y) € U.

2) Soit ¢ : B — Con(A) une fonction telle que pour tous (z,y) € B et a € X,

((z,a),(a,y)) € N = ¢(z,a) Up(a,y) C ¢(,y).

Alors OZ est une congruence de Dagc.

Preuve : Soit h € Dage et (f,g) € 64. Alors, il existe U € U tel que @}, est
une relation fine. Alors il existe un entier positif n tel que | ZN cp}Jg |< n pour
toute chaine Z de B.

On montre que cp?f+h)(g+h) C ¢}, En effet, soit (z,y) ¢ ¢},. Alors (f(z,y), g(z,v)) €
o(z,y). Comme p(z,y) € Con(4),

(f(z,y) + h(z,v), 9(z,y) + h(z,y)) € ¥(z,y),

ce qui signifie que (z,y) ¢ cp?f+h)(g+h) et démontre 'inclusion. Par hypothése, cp}Jg
est fine, donc @Y, .., est fine et (f + h,g+ h) € 64.
Posons f = fxhet g = gxh. Montrons que cpjf,g, est fine. Supposons le contraire.

Alors, pour tout entier positif m, il existe une chaine Z,, de B telle que | Zy N

cpjf,g, | > m. En particulier, pour notre n, il existe (zy,v1), (:bg,yz),--- (Tny Yn)
une chaine de B telle que pour tout ¢ = 1,--- ,n, on a que (z;,y;) € cp}J,g, ; C'est-

a-dire (f'(zs,9:), 9 (23, %)) & ©(@i, 9:)-

Soit i = 1,...,n. Nous montrons qu’il existe ((z;, z:), (2, %)) € N tel que (z;,2;) €
cp}Jg. En effet, supposons le contraire. Alors, pour tous ((z;, 2), (2,%)) € N, on a
que (z;, 2) ¢ @y, Par hypothése, (z;,v:) € Uet ((z;,2), (2,4:)) €N, alors (z;,2) €
(zi,2)) € o(zs, 2).

U d’aprés 1). Ainsi, de (z;,2) ¢ @Y, il découle que (f(z;,z2),9
€ p(z;, 2) et

Comme ¢ € Con(A), on a (f(z;, 2)h(z,y;), g(zi, 2)h(2,y;))

Z (f($i’z)h(zayi)’ Z g($i7z)h(z7yi) € (p(CEi,Z).

((mi)z):(zyyi))EN ((ziyz)7(z1yi)€N
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Ainsi, (f (i, 1), 9 (Ti, %)) € (T3, 2) et (f (6, %), 9 (T3, %:)) € (@, yi) car p(z;,2) C

o(zi, ys) et (x5, 9) ¢ cp?,g,. Ce qui est absurde , car (z;,y;) € cp?,g,. Ainsi, pour
i € {1,2,... n}, W existe ((z:,2), (z:,%)) € N tel que (z;,2;) € ¢},. On obtient
ainsi une chaine Z, = {(z;, ), (z,%) } contenant au moins n éléments de 0%,
Ce qui est impossible. Donc cp?,g, est fine et (f,g) € 6.

Posons f' = hx f et g' = h*g. De facon analogue, on montre que cp?,,g,, est fine.
Ol

Proposition 2.2.23. Soit F un filtre sur (X; <) (B C X?). On définit une rela-

tion binaire = sur Dape par : pour tous f,q, € Dagc,
f=rg < IYEF telque f(z,z)=g9g(z,z), VZEY.

Alors la relation = ainst définie est une congruence de Dapc.

Preuve : Nous montrons que =p est une relation d’équivalence sur Dape. X €
F car F est un filtre. Et pour tout f € Dypc, pour tout z € X, f(z,z) = f(z,z).
Donc f = f et =F est réflexive.
Soit f,g9 € Dagc tels que f = g. Alors il existe Y € F tel que f(z,z) = g(z, )
pour tout z € Y. Donc g =r f et =p est symétrique.
Soit f,g,h € Dagc tels que f =r g et g = h. Alors, il existe Y € F et Z € F
tels que f(z,z) = g(z,z), pour tout z € Y et g(x,z) = h(z, ), pour tout z € Z.
Comme Y,Z € F et F est un filtre, alors Y NZ € F. Pour tout z € YN Z, on a
flz,z) = g(z,z) = h(z,z). Donc f =r h et = est transitive.
Soit f = g et h € Dype. Alors il existe Y € F tel que f(z,z) = g(z,z) pour
tout z € Y. Soit z € Y, alors

(f+h)(z,z) = f(z,z) + h(z,z) = g(z,2) + h(z,z) = (g + h)(z, z).
De méme,

(f*xh)(z,z) = f(z,z)h(z,z) = g(z,x)h(z,z) = (9 * h)(z, z).

Ainsi, (f+h)=r (g+h) et (f*h) =F (g*h) O



Chapitre 3

PROPRIETES ALGEBRIQUES DE Djg¢

‘Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions certaines propriétés algé-
briques de base sur une algébre de convolution définie par un multigroupoide
partiel et une structure qui ressemble & un anneau . Ce travail est inspiré des
travaux de Veldsman sur les types de convolution et ceux de Rosenberg sur les
propriétés algébriques d’une algébre de convolution généralisée. En effet, nous
généralisons certains résultats de [Ro 86].

L’algébre est un ensemble Dype de fonctions définies d’un multigroupoide
partiel B = (B, o) vers une algébre A = (A;+,-,0) ot (A;+,0) est un monoide
abélien avec 0 un élément neutre et 0 un annulateur a gauche et & droite pour la
multiplication. Pour deux éléments f et g de Dape, on note f * g un élément de
Dype défini par

(f*9)(z) = f(t)g(v) (16)

On impose & un ensemble C des parties de B des conditions pour que la somme
dans (16) soit finie.

Dans la premiére partie de ce travail, nous donnons des correspondances entre la
définition de Veldsman sur les types de convolution et celle que nous utilisons.
Ensuite, nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une al-
gébre de convolution définie pour un multigroupoide partiel soit commutative,
associative, distributive, anneau, idempotente, bidemitreillis et admette un élé-
ment unité. Plus loin, nous étudions certaines de ces propriétés si (A;+,:) est
aussi une hyperstructure.

La définition suivante est celle du type de convolution donnée par Veldsman.
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Définition 3.0.24. (Veldsman [Ve 06]) Un type de convolution est un qua-
druplet T = (X,S,0,7), ot X est un ensemble non vide, S est un ensemble non
vide des parties de X, avec S # {X}; o(z) est un sous-ensemble non vide de
X x X pour tout z € X et 7 est une fonction définie de X x X vers Z, tels que
pour tous Y1,Ys € S,

Cl1:Y'NY; contient unY € S,

C2 : Il existe Y € S tel que pour tout y € Y et pour tout (s,t) € a(y), on a que

" seYioutey,,

C3 : Pour tout.x € X, lensemble {(s,t) € o(z): s€ X \Yiett € X\Y,} est

fini,

Al : Pour tout T € X, (s,t) € o(z) et (p,q) € a(s), il eziste v € X unique, avec

(p,v) € o(x), (q,t) € o(v) et tel que T(s,t)7(p,q) = 7(p,v)7(q,1),

A2 : Pour tous z € X, (s,t) € o(z) et (p,q) € o
q)

(u,q) € o(x), (s,p) € o(u) et tel que 7(s,t)7(p,

t) i existe u € X unique , avec

—T(U q ( 7p)'

Définition 3.0.25. Soit X un ensemble non vide. Soit P(X) U'ensemble des
parties de X. Un multigroupoide partiel sur X, est une application de X x X
vers P(X).

Remarque : Si pour tous z,y € X, [z oy| < 1, c’est-a-dire £ o y est un
singleton ou I’ensemble vide, alors le multigroupoide peut étre identifié & un
groupoide partiel dont le domaine est Uensemble {(z,y) € X2:|zoy| = 1}.

Si |z oy| =1 pour tous z,y € X, le multigroupoide est un groupoide.
Pour des formules formées des produits o et des symboles ensemblistes, le produit
prend une priorité aux symboles: ensemblistes ; c’est-a-dire z oy M z ot représente

(zoy)N(zot) et z € aobreprésente z € (aob).

3.1. TYPE DE CONVOLUTION ET ALGEBRE DE CONVOLUTIONS DE-
FINIE PAR UN MULTIGROUPOIDE PARTIEL.
Pour les lemmes suivants, les définitions sont celles de type de convolution,

T = (X,S,0,7). Pour la définition de Dype, la famille C est le complémentaire de

S et le multigroupoide est défini comme il suit : zoy = {a € X : (z,y) € a(a)},
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ot § et a(a) sont définis par le type de convolution. Pour tout ensemble H, on
note H° son complémentaire.

Lemme 3.1.1. La condition C1 (de la définition (3.0.24)) est équivalente d la
condition : |
D1 : La famille C est filtrante supérieurement dans (P(X); C), c’est-a-dire, pour
tous C1,C5 € C, il existe Cy € C tel que C1 U Cy C Ch.

Preuve : Supposons C1 vraie. Soit Cy,C; € C. Alors C%,C5 € S et d’aprés
C1, il existe un Y € § tel que Y C Cf N C5, c’est-a-dire Y C (C; U Cy)¢. D'ont
C1U Cy C Y©. 1l suffit de prendre Cy = Y*©,

Supoposons D1 vraie. Soit Y7,Y2 € §. Alors Y%, Yy € C et d'aprés D1, il existe
un Y; € C tel que YU YY C Y; c’est-a-dire (Y1NY5)° C Y. Don YF C Y NYs.
Il suffit de prendre Y =Yy € S. O

Lemme 3.1.2. La condition C2 (de la définition (3.0.24)) est équivalente & la
condition :

D2 : Pour tous Cy,Cy € C, il existe C3 € C tel que Cy0Cy C Cy.

Preuve : Supposons C2 vraie. Soit C1,C, € C. Alors Cf,C5 € § et d’aprés
C2, il existe Y € § tel que pour tous y € Y et (s,t) € o(y), on a que s € C{ ou
t € C5; cest-a-dire | J,oy o(y) C (Cf x X) U (X x C5) . On obtient

(Usw) 21 x x)ux <o)

yey
et done

() o) 2 (C5 x X)°n (X x C5)°.

yey
De plus, A

(5,8) € (G5 x X)FN (X x ) & (5,4) & (C5 x X)

et

(s,1) ¢ X x C; < (s,t) € (C1 x X)
et

(5,t) e X x Cy & (5,1) € (C1 x X)N (X x Cy) & (5,t) € Cy x Cs.

Done (Cf x X)°N (X x C5)° = Cy x Oy, c'est-a-dire [,y a(y)® 2 C1 x C.
Myey o) ={(s,t) € X* : (5,1) ¢ o(y),Yy € Y}
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={(s,t) € X?: (sot)NY =0} = {(s,t) € X% : (sot) CY°}.

On a donc que {(s,t) € X%: (sot) CY°} D C; x Cy. Posons C3 = Y* € C. Pour
tout (c1,c2) € Cp X Cy, ¢ 0cy € Cy. Ainsi, C; o Cy C Cj et la condition D2 est
vérifiée.

Supposons D2 vraie. Soit Y7,Y2 € S. Alors Y, Ys € C et d’aprés D2, il existe un
C5 € C tel que Y¥ oYy C C, cest-a-dire C§ C (Y{ o Y5)° Posons Y = C§ € S.
Soit y € Y et (s,t) € o(y); alors y € s ot. De plus,

yels=ye(Ylo¥y) =y g (Yoly)

yeEsotetyg YioYs =>s0t YioYf=s¢YoutgYSi=scY outgV,.
Alors C2 est vérifiée. (|
Remarque : Pour U,V C X et x € X, on pose
Nyv(z) = {(a,b) € UXV : z € aob} = {(a,b) € UxV : (a,b) € o(x)} = o(2)N(UxV).
Lemme 3.1.3. La condition C8 (de la définition (5.0.24)) est équivalente & la
condition :
D3 : Pour tous C1,Cy €C, et x € X, l’ensemble Ne,c,(z) est fini.

Preuve : Soit C'1,Cy € Cet z € X. Alors Cf,Cs € S et d’aprés C3 l'ensemble
{(s,t) € o(z) : s € (CY)°, t € (C5)° } est fini. Or

{(s,t) €0(z): s € (C7)%, £ € (C5)° } = Newer(),

d’oll Ng,¢,(x) est fini et D3 est vraie.

La réciproque se démontre de la méme maniére. g

- Lemme 3.1.4. La condition Al (de la définition (3.0.24)) est équivalente a la
condition :

E1 : Pour tous p,q,t € X,

i) (pog)ot Spo(got),

it) Pour tous s Epogq et x € sot, il existe vy, € qot unique tel que T € po vy
et 7(s,8)7(p, q) = 7(p, vsa)7(q, 1)

Preuve : On se rappelle que

(pog)ot= U zot= U {a € X : (z,t) € o(a)}.

TEpPoq TEpoq
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Supposons que Al est vraie. Soit p,q,t € X et a € (poq)ot. Alors, il existe
z € pog, (z,t) € o(a), c’est-a-dire il existe z € X tel que (p,q) € o(x) et
(z,t) € o(a). Comme (z,t) € o(a) et (p,q) € o(x), d’aprés Al, il existe un
unique v € X tel que (p,v) € o(a), (¢,t) € o(v) et tel que 7(z,t)7(p,q) =
T(p,v)7(q,t); c’est-a-dire, il existe un unique v € X tel que a € (pov), v € (got)
et 7(z,t)7(p,q) = 7(p,v)7(g,t). En particulier, a € po(got) et (pog)ot C po(got).
Su.pposons E1 vraie. Soit = € X, soit (s,t) € o(z) et (p,q) € o(s). Alors z € sot
et s € pog et d’aprés E1, il existe un unique vy, € got tel que z € povy, C po(got)
et 7(s,t)7(p, q) = 7(p, vsa)7(g, t). C’est-a-dire, il existe un unique v, € X, tel que
(¢.t) € 0(vsa), (P, vsa) € () et 7(s,8)7(p, @) = 7(P, Vs2)7(g; ). O
Remarque : La condition E1 i) peut juste étre vue comme une conséquence de
Al. L’application 7 : X x X — Z reste inchangée dans les conditions A1, E1, A2
et E2.

Lemme 3.1.5. La condition A2 (de la définition (3.0.24) est équivalente a la
condition :

E2 : Pour tous p,q,t € X

i)po(got) C(pog)ot,

ii) Pour tous s € (qot) et x € (pos), il existe ugy, € (q ©q) unique tel que
z € (usz 0t) et 7(p,q)7(q,t) = 7(usz, 4)7(s, P).

Preuve : Elle se fait de maniére analogue a celle du lemme précédent. O
Remarque : Pour Veldsman, les algébres de convolution sont des anneaux et
la convolution est définie par des "poids" (7 : X X X — Z); ce qui n’est pas
le cas pour les algébres de convolution que nous considérons dans notre travail.
Certainement, ces poids ne figurent pas dans les algébres de convolution et les
algébres d’incidence classique. Comme pour notre travail, {A;+,0) n’est pas né-
cessairement un groupe, il aurait fallu restreindre les valeurs de 7 & des entiers
non négatifs. Les conditions de Veldsman aussi impliquent que B est associatif,
ce que Nnous ne supposons pas.

Aprés ces différentes interprétations, nous donnons la définition de 1’algébre de
convolution généralisée, Danc = (Danc; +, *, 0), dont nous allons étudier certaines

propriétés algébriques. (B; o) est un multigroupoide partiel ; ¢’est-a- dire o est une
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application définie de B? vers 'ensemble des parties de B. L’algébre (A4;+,-,0)
est définie comme dans les sections précédentes. En particulier, on suppose que
A? £ {0}. L’ensemble C est un sous-ensemble de P(B) fermé pour 'union et est
héréditaire (c'est-a-dire Y C S € C = Y € C). En d’autres termes, C est un idéal
du treillis (P(X);U,N). De plus, tous les singletons sont dans C et C vérifie : pour
tous Cy,Cy € C,

CicCyel;, Cio(Cy= U €] O Ca.

i eC;

Pour tous C;,C; € C et ¢ € B, I'ensemble Ng,c,(b) = {(c1,¢2) € C1 x Cy : b €
c1 0 ¢y} est fini.

Nous donnons les conditions pour qu'une algébre de convolution généralisée soit
commutative, associative, distributive, un anneau, idempotente, un bidemitreillis ‘

ou unitaire.

3.2. COMMUTATIVITE

Nous donnons les conditions pour qu'une algébre de convolution, Dype :=
(Dagc; +, *,0), définie par un multigroupoide partiel soit commutative.
Définition 3.2.1. Un multigroupoide patiel (B; o) est dit commutatif sipog=
g o p pour tous p,q € B.

Remarque : Pour C := F, 'ensemble des parties finies de B, on appelle
Dapr = (Dapr; +, *,0), l'algébre de convolution restreinte. Cette algébre est
une sous-alg.ébre de Dage-

Pour éviter le cas trivial de z o y = {} pour tous z,y € B, nous supposons dans
la suite qu’il existe z,y € B tels que zoy # 0. Pour a € Aet 2 € B, on
définit 'application "a™, : B — A par "a™,(z) = a et "a.(b) = 0, pour b # z.
Evidemment, pour a # 0, Supp(Ta™,) = {z} et "a”, € Dygr.

Proposition 3.2.2. Les propositions suivantes sont équivalentes :

A) : {Dapc; *) est commutative,

B) : (Dppr; *) est commutative,

C) : Tous les "a™;, a € A, et x € B commutent,

D) : (A;) et (B;o) sont commutatives.
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Preuve : A) = B) = () sont évidentes.
C) = D). Supposons que C) est vraie ert utilisons le lemme suivant :
Lemme 3.2.3. Soit z,t € B et ¢c,d € A tels que zot # 0 et cd # 0. Alors
zot‘gtoz et cd = de.

Preuve du lemme : Soit u € z o, arbitraire. Alors

0% cd = ("¢, xdT)(u) = (Tdy ") (u) = > Td(r)"c(s);
UETOoSs

d’otl on obtient r = ¢, s = 2z, u € t o z et c¢d = dc. Comme wu était arbitraire, on
obtient zot Cto 2. O
Par hypothése, on a que zot # ). Par le lemme, cd = dc si au moins un des cd et dc
est non nul. Ceci montre que (A;-) est commutative. Par le méme raisonnement,
zot=toz sl au moins un des ensembles z ot et t o z est non vide. Donc B est
commutative.
D) = A). Soit (A;-) et (B;0) commutatives. Alors pour tous f,g € Dapc et
z € B, .

= Z fw)glv) = Z 9()f(u)

TEUOV TEVoU
car (B;o) et (A;-) sont commutatives. D'ot (f * g)(z) = (g * f)(z) et (Dagc; *)

est commutative. O

3.3. ASSOCIATIVITE ET DISTRIBUTIVITE

Nous donnons les conditions pour qu'une algébre de convolution générale défi-
nie par un multigroupoide soit associative et distributive. Pour le multigroupoide
B, la composition est basée sur 'union : Pour p, q,r € B, on pose

(poq)or= Uxor et po(qor) Upoy
z€pog y€gor
Définition 3.3.1. (B;o) est dite associative si(pog)ot =po(qot) pour
tous p,q,t € B. |
Remarque Nous notons :
A2 A= {(ab)c: a,b,ce A}, AA*={a(bc): a,b,ce A},
BoB?={zo(yoz): z,y,2z€ B}, B*’oB={(zoy)oz: z,9,2€ B }.
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Définition 3.3.2. i) (B,o) est trivialement associative a droite ( respec-
tivement & gauche ) si Bo B? = {0} ( respectivement B? o B = {0}).
ii) (B;o) est trivialement associative si elle est trivialement associative d

gauche et a droite.

iii) Soit Z un sous-ensemble fini de B. On note pour tout = € B,

Nz(z)={(p,q) € Z*:x €poq}.

Soit B associative. Pour tous sous-ensemble fini Z de B et z € B, on appelle loi

pseudo-distributive induite par Z et z de B, l'identité de A suivante :

Z( > a,,bq) ¢ = Za,,( > chr) (17)

T€Z \p,g€Zu€poqor PEZ q,r€Z, ucpogor
ou as, by, c; € A (t € Z).
Proposition 3.3.3. On suppose que lalgébre A satisfait la condition (x) sui-

vante :

Si A2. A = {0} (A.A2 = {0}) alors pour tous k> letay, - ,ak, b1, - bg,c€ A,

(ashy + -+ ab)e =0 clarb + - +axhy) =0) ). (18)
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) : {Dagc; *) est associative.
2) : (Dapr; *) est associative.

3) : Au moins une des conditions suivantes est vérifiée :
(i): AZA = {0} = A.A?%,
(ii): A2.A = {0} et (B;o) est trivialement associative a droite,
(iii): A.A? = {0} et (B;o) est trivialement associative ¢ gauche,
(iv): (B;o) est trivialement associative,

(v): (A;-) et (B;o) sont associatives; et A satisfait toutes les lois pseudo-
distributives induites par tout sous-ensemble fini Z de B et tout z € B.
Preuve : 1) = 2) est évident. 2) = 3). Supposons 2) vraie. Alors pour tous

a,b,c € A et tous p,q,r € B,

([_a_lp * [_b_lq) * [_C_lr — I—a_lp * ([—b_lq * I_C_IT)
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si et seulement si pour tout z € B,

> (X e @) e w) = Y TaT@) (DD W) e ).

zExoy TEUOU z€x'oy’ y' eu’ov’
(19)

Supposons que les propriétés (i) a (iv) ne sont pas vérifiées et montrons que (v)
I'est. Comme (iv) n’est pas vérifiée, B n’est pas trivialement associative a droite
ou n’est pas trivialement associative & gauche.

a) Supposons que B n’est pas trivialement associative 4 gauche. Montrons que
A% A # {0}. Supposons le contraire. A2. A = {0}. Comme (i) n’est pas vérifiée, on
a A.A? # {0} et donc il existe a,b, ¢ € A tels que d = a(bc) # 0. Comme (ii) n’est
pas vérifiée, et A>.A = {0} on obtient que B n’est pas trivialement associative
a droite et donc z € po (qor) pour certains z,p,q,7 € B. Par définition de B,
z €poy avec 3y € gor. Pour les valeurs a,b,c,d € A et p,q,r,y € B, la partie
droite de (19) (avec 2’ = p, v’ = q, v' = r) se réduit & d. Tous les produits de
la partie gauche de (19) sont 0, sauf possiblement (ab)c (qui correspond a u = P,
v = q et y = r). Par hypothese, (ab)c € A%2.A = {0} et donc la partie gauche de
(19) est O, ce qui contredit d # 0. Ainsi, A2.A # {0}. Soit a,b,c € A tels que
(ab)c # 0 et soit p,q,7,2 € B tels que z € (pogq)or. Alors z € z or pour un
certain z € poq. La partie gauche de (19) est alors (ab)c # 0 (avec u =p, v =g
et y = 7). Le seul terme non nul de la partie droite de (19) doit alors étre a(bc)
(correspondant & 2’ = p, ' = get v =7). Ainsi, 2 € poy et ¥ € gor pour
un certain y’ € B. Ce qui signifie que z € po (¢ or). Comme 2z est un élément

arbitraire de (p o ¢) or, on obtient que pour tous p,q,7 € B.,
(poq)orgpo(qor). (20)
Plus encore, nous avons montré que pour tous a,b,c € A,
(ab)c # 0 = (ab)c = a(bc). (21)

Supposons qu'’il existe p,q,7 € B tels que (po q) or # (0. D’aprés (20), on a que
po(gor) # 0. Soit z € po(gor) arbitraire. Soit a,b,c € A tels que d = a(bc) # 0.
De maniére analogue a ce qui précéde et d’aprés (19), on a que po(gor) C (pog)or

et a(bc) = (ab)c. Comme B n'est pas trivialement associative & gauche, il existe
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p',q,r" € B avec (p o¢')or’# 0. On dit donc que pour tous a,b,c € A
a(be) # 0 = a(bc) = (ab)e. (22)
Ceci montre que {A;-) est associative. On a donc montré que pour tous p,q,r € B,

po(gor)C(pog)or. (23)

Ainsi, les équations (20) et (23) montrent que B est associative.
() Supposons que B n’est pas trivialement associative a droite. Ce cas se déduit
du cas «) par l'introduction du dual de Dapc. Posons B = (B;3), ott pog =gop
pour tous p,q € B. Posons A = (A;+,7,0) oti ab = b - a pour tous a,b € A. On
vérifie que Dgxg. = Dagc. En notant la convolution de D5 g. par ¥, on obtient
que pour tous f,g € Dage et 2z € B,
(fFg)(z) = D fla)yg(y) = Y 9w)f(@) = (g% )(2)
2€xBY 2E€yox

d’ou f*g = g * f. On vérifie que Dapc ne satisfait pas (i)-(iv) si et seulement si
Dix g ne les satisfait pas aussi. En appliquant o) & Dz 5., on obtient que (A4;7)
et B sont associatives. Ce qui implique que (A4;-) et B sont aussi associatives.

Montrons que A satisfait toutes les lois pseudo-distributives induites par les

sous-ensembles finis et les éléments de B. En effet, 'équation (19) n’est rien
dautre que (£ + (g +h))(2) = (( * g) * h)(z) avec
f= Z'—ap—'m U Z'—bp—lp’ h = Z'—CP—IP-
pEZ peZ peZ
Ainsi, (v) est vérifiée; ce qui montre 3).
3) = 1). Supposons que 3) est vérifiée. On a 'affirmation suivante :

Affirmation :
A): Si A%2. A = {0} alors (f * g)* h = 0 pour tous f,g,h € Dage, et
B): Si A.A?= {0} alors fx(g*h)=0 pour tous f,g,h € Dagc.
Preuve de I’Affirmation : Soit z € B arbitraire. Par définition, ((fxg)*h)(z) =

ZzEa:oy (Zzéuov f(u)g(v)) h(y). Pour z fixé, la somme »___ - f(u)g(v) est finie
et est du type a1by + -+ - + agby. Comme A%.A = {0} et par (x), on obtient que

(ZIEUOU f(u)g(v))h(y) = 0. Ce qui prouve que ((f * g) * h)(z) = 0 et A). Pour
B), il suffit d’appliquer A) & Dgg, 0. »
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1): Supposons que (i) est vérifiée. Alors, par 'affirmation, 'algébre (Dypc; *)

est trivialement associative.

2): Supposons que (ii) est vérifiee. Soit f,g,h € D arbitraires. Par Iaffir-
mation A), on a que (f*g)*h = 0. Comme B est trivialement associative
a droite, alors po(gor) =10 pour tous p,q,r,€ B. Soit z € B arbitraire.
Alors

(F*(gxM)) = D F@) (3 gwhi)). (24)

ZEZTOY yEuov
Supposons par I'absurde qu’il existe z,y, u,v € B avec z € zoyet y € uow.

Alors par définition, z € zo (uov) = (. Ainsi, la somme de la partie droite
de ’equation (24) est 0. Ce qui prouve que fx*(g*h)(z) = 0et f*(gxh) = 0.
Ainsi, algébre (Dagc; *) est trivialement associative.

3): Supposons que (iii) est vérifiée. Alors Dy satisfait (ii) et par 2), 'al-
gébre Dypc est trivialement associative.

4): Supposons que (iv) est vérifiée. En combinant les preuves de (iii) et (ii),
on obtient que P'algébre (Dapc; *) est trivialement associative.

5): Supposons que (v) est vérifiée. Soit f,g,h € Dapc et z € B arbitraires.
Par la définition de ID, les supports de f,g, h, f x g et g = h sont dans C;

et par définition, ’ensemble
S={(p,q,r)€B*:2€pogqor, pec Supp(f), q € Supp(g), € Supp(h)}

est fini. Posons p = pr1S, Q = praS et R = pr3S; ot priS = {p €
B: (p,r,8) € S }; praS et prsS sont définis de maniére similaire. Posons

Z=PUQURet

W f(p) st peP, o g9(q) si g€@,

" lo sipez\P " |o s gez\Q
h(r) si r€R,

Cr =

0 si re Z\R.
Dire que ((f * g) * r)(z) = (f * (g * r))(z) revient & une loi pseudo-
distributive induite par Z et z. Ce qui montre 1) et le théoréme. O
Remarque : 1) Dans le cas particulier oi B est un groupoide partiel (c’est-

a-dire | po ¢ |< 1 pour tous p,q € B), la condition (x) a été omise dans [Ro 86]
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Proposition 3.4.

2) Nous n’avons pas étudié les cas ou A?- A = {0} et D?* D = {0}.

3) Si A est distributive et B associative, alors toutes les lois pseudo-distributives
sont vérifées par A et (Dagpc; *) est associative.

4) Les conditions pour que * soit distributive sur + dans Dapc sont relativement
simples. Nous disons que A satisfait la loi distributive & gauche (droite) si
a-(b+c)=a-b+a-c ((a+b) 'c=a-c+b~c), pour tous a,b,c € A.

Théoréme 3.3.4. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(A): Dape satisfait la lot distributive a gauche (droite),
(B): L’algébre restreinte Dapr satisfait la loi distributive & gauche (droite),
(C): A satisfait la loi distributive & gauche (droite). *
Preuve : Nous ne démontrons le théoréme que pour la distributivité & gauche,
car celle de droite s’obtient par dualité. (A)= (B) est évidente. (B)= (C). Suppo-

sons (B) vraie et soit a,b,c € A arbitraires. Il existe p,q,7 € B tels que r € pog.

On peut vérifier que
alb+c)="apx ("0 +TcT)(r) = (TaTp % Tb7)(r) + (Tap x ") (r) = ab+ ac.

Donc A satisfait laloi distributive & gauche. (C)=- (A). Supposons (C) vraie. Soit
f,g,h € D et r € B arbitraires. Par définition,

(Fx@+R)r) =D f@)(a) +hiy)).

rexoy

Comme A satisfait la loi distributive & gauche, les termes de cette somme sont
alors (f * g)(r)+ (f *x h)(r); ce qui prouve que f*(g+h)=f*xg+ f*h. d
Remarque : Une algébre S = (S;+,-) est distributive si elle satisfait les lois
distributives & gauche et a droite. De plus, S est un demi-anneau si S est dis-
tributive et (S;+) et (S;-) sont des demi-groupes.

Corollaire 3.3.5. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(A): Dapc est un demi-anneau,

(B): L’algébre restreinte Dyprest un demi-anneau,
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(C): L’une des deuz conditions suivantes est vraie : a) A est distributive et
au moins une des conditions 3) (i)-(iv) de la proposition 3.3.3 est satisfaite

ou b) B est associative et A est un demi-anneau.

Preuve : Elle découle de la proposition 3.3.3; du théoréme 3.3.4 et du fait
que si A est un demi-anneau et B associative, toutes les lois pseudo—distributives
sont satisfaites. O
Corollaire 3.3.6. On suppose que A2. A # {0} # A.A?%, B0 B # {0} # Bo B2
Alors (Dage; +, *,0) est un anneau si et seulement si (A;+,-,0) est un anneau
et (B;o) est associative. -

Preuve : Soit Dape un anneau. Alors (Dage; +, —, 0) est un groupe abélien. Il
est facile de voir que (A;+, —, 0) est aussi un groupe abélien, et réciproquement.
A et B sont associatives d’aprés la proposition 3.3.3; et A est distributives d’aprés
lp théoréme 3.3.4. Ainsi, A est un anneau. Si B est associative et A est un anneau,

d’aprés la méme proposition et le méme théoréme, Dapc est un anneau. O

3.4. IDEMPOTENCE

On dit qu’une algébre (S,-) est idempotente si s-s = s pour tout s € S.
Les demi-treillis et particuliérement les treillis sont des algébres idempotentes.
Nous donnons les conditions pour qu’une algebre de convolution généralisée soit
idempotente. .
Définition 3.4.1. Le multigroupoide partiel (B;o) est dit idempotent si
pop={p}, pour tout p € B.

Théoréme 3.4.2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(A): (Dapc; x) est idempotente,
(B): L’algébre restreinte Dapx est idempotente, et

(C): Les affirmations suivantes sont toutes vraies :
1) (A;-) et B sont idempotentes,
2) Pour tous p,q € B la différence symétrique des ensembles gop et pog,

est un sous-ensemble de {p, q} et

pogqZ {p,q}=ab+ba=0=a+a



pour tous a,b € A.

3) Sl existe p,q € B, p # q tels que p € (pog)N(gop), alors a = a+ab+ba
pour tous a,b € A.

4) Sl existe p,q € B tels que p € (gop) \ (pogq), alors a = a + ba pour
tous a,b € A. ‘

5) Sip€pogq\qop alors a = a+ ab pour tous a,b € A.

6) S’il existe p,q € B tels que (pog)N(gop)\{p,q} # 0, alors ab+ba =0
pour tous a,b € A. ‘

Preuve : (A)=>(B) est évidente.
(B)=(C).
Soit a,b € A, a # 0 et p,q,r € B arbitraires. Comme f = "a™, + b7, est

idempotente, on a
l_a—lp + l_b—lq — (l_a—lp + l_b—lq) * (l_a—lp + l_b—lq)‘
La fonction f évaluée au point r donne

TaTy(r) + () = Y (TaTy(@) + () (TaT ) + () (25)

TETOY

En supprimant les termes nuls de la partie droite de I’équation (25), on peut
supposer que (z,y) satisfait z,y € {p, ¢}.

Pour prouver 1), posons b = 0 et 7 = p. Alors la partie gauche de I’équation
(25) se réduit & a # 0. A la partie droite de (25), on doit alors avoir (z,y) = (p, p);
ainsi p € pop et a = a-a. Evidemment, 0 = 0-0, et on a que (A;-) est idempotente.
Supposons par I’absurde qu'’il existe r € (p o p) \ {p}. Pour b = 0 'équation (25)
donne la contradiction 0 = a - a = a. Ainsi, po p = {p} et B est idempotente..

Prouvons 2). Supposons que po g\ {p,q} # 0. Comme B est idempotente,
alors p # ¢. Soit 7 € po g\ {p,q} arbitraire. La partie gauche de (25) est 0.
Regardons la partie droite de (25) et rappelons qu’on peut supposer que (z,y)
satisfait z,y € {p,q}. Comme B est idempotente, on a r & pop = {p} et
7 & qoq = {q}. Supposons par I’absurde que 7 &€ g o p et posons b = a. Alors, la
partie droite de (25) impose que (z,y) = (p,q) et elle est égale a a - a. Comme

(A;-) est idempotente, a -a = a = 0, ce qui est absurde. Ainsi, r € g o p et pour
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tousa #0etbe A, onal=ab+ba. Ceci est évidemment aussi vrai pour a = 0
.Poura=bonaa+a=a-a+a-a=0.Puisque r € pog\{p, ¢} était arbitraire,
ceci pfouve que poq\ {p,q} C gop. Par symmeétrie gop\ {p,q} C pogq. Les deux
inclusions impliquent donc que (p o ¢)A(g o p) C {p,q}. Donc 2) est vérifiée.

Considérons (25) avec a # 0 et r = p. Alors la partie gauche de (25) est a # 0.
Sur la partie droite de (25), les termes non nuls imposent que p € z o y avec -
z,y € {p,q}.

Pour prouver 3), supposons que p € (pog)N(gop) pour certains p,q € B, p # q.
Alors pour (z,y) = (p,q), on a le terme ab et pour (z,y) = (g,p) on a le terme
ba. Comme B est idempotente, p € {p} = p o p et donc pour (z,y) = (p,p), on
a le terme aa = a comme (A;-) est idempotente. Comme p & {g} = gogq, il est
impossible que (z,y) = (g,¢). Ainsi, (25) donne a = ab+ ba + a, ce qui prouve 3).

Pour prouver 4), soit p € (gop)\ (poq). A la partie droite de I’équation (25),
seulement les termes ba (pour (z,y) = (p,q)) et aa ( pour (z,y) = (p,p)) peuvent
étre non nuls, ce qui implique que a = a + ba et on a 4).

Pour prouver 5), supposons que p € (poq) \ (¢ o p) pour certains p,q € B.
Alors p # q. A la partie droite de '’équation (25), on n’a que les termes ab (pour
(z,y) = (p,q)) et aa (pour (z,y) = (p,p)); ainsi a = a + ab et on a 5).

Pour prouver 6), supposons que r € (pog) N (gop)\ {p,q} pour certains
p,q,f € B. D’aprés 'équation (25), on a que 0 = ab + ba et 6). Donc (C) est

vraie.

(C) =(A). Supposons (C) vraie . Soit f € Dyge et p € B arbitraire. On veut
montrer que (f * f)(p) = f(p). Posons X = Supp(f). Comme 0 x 0 = 0, on peut
supposer que X # (). Par la définition de Dype, la relation binaire F' = {(z,y) €
X?: pexoy} sur X est finie et

(f*NE)= D f@)f®) (26)

(z,y)eF
Posons P = {z: (z,y) € F}U{y: (z,y) € F} et a = f(p). Nous montrons qu’on
peut supposer que p € P. En effet, comme B est idempotente, p € {p} = pop.
Sia#0,alors pe X etpe P.Si a = 0, on peut ajouter (p,p) & F, puisque
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ceci n’affecte pas 1’équation (25). Ici P est un ensemble fini et on peut donc écrire

P = {q17q27"' 7Qk} aveC p = q1- Pour m = IR 7ka posons

sz {qlaq%'”'aqm}QnF et gm = Z f(a:)f(y)

(z.9)€Qm

Par induction sur m = 1,--- ,k nous montrons que g,, = a. Pour m = 1, on a
gm = a-a =acar ¢ = p et (A;-) est idempotente. Pour le pas d’induction,
supposons que ¢,, = a pour un m, 1 < m < k. Notons ¢,,+1 par q et remarquons

que p & {g} = qoqdot (q,q) ¢ F. Posons
K={(g,9eF:1<i<m}; L={(g,@) € F:1<t<m}.

D’aprés ’hypothése d’induction, la partie droite de I’equation (26) devient

at Y f)fl@+ Y, flo)f(w) (27)
(x:.9)eK (g€l

Nous distinguons les cas suivants : 1) Soit ¢ = 1. Alors ¢; = p. a) Supposons
(p,q) € K et (q,p) € L. Alors p € (po q) N(qop) et d’aprés (C) 3), on a
a+af(q) + f(g)a = a; ce qui montre que les deux produits dans (27) sont
absorbés par a. b) Supposons que (¢,p) € L et (p,q) ¢ K. Alors d’aprés
(C) 4),on a a+ f(g)a=a.c) Si (p,q) € K et (¢,p) & L, alors d’aprés (C) 5), on
aquea=a+af(q).
2) Soit 2 < i < m. a) Supposons que (g;,q) € K et (q,¢;) € L. Alors p €
(g:09)N(goq) et g = p & {q:,q}. D’aprés (C) 6), on a f(¢:) f(q) + f(q) f(g:) = 0.
- b) Supposons par ’absurde que (¢;,q) € K et (¢,¢;) ¢ L. Alors p € giop\qogq; C
(g: 0 9)A(q o g;), ce qui contredit (C) 2). On a le méme résultat si (gi,q) & K et
(q,4:) € L. Ceci conclut la preuve par induction. Ainsi, g = a et (fxf)(p) = f(p).
Ceci démontre (A). d
Corollaire 3.4.3. On suppose que (A;+,-) vérifie : pour tous a,x € A, a =
a+xz e v =0. Alors Ualgébre (Dapc, *) est idempotente si et seulement si
1) (A;-) est idempotente ;
2) (B;o) est idempotente et commutative et

3) a+a=ab+ba=0 pour tous a,b € A.
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Peuve : (=) Supposons que (Dapc, *) est idempotente. D’aprés le théoréme
3.4.2, (A;-) et (B;o) sont idempotentes. D’aprés (C) 2) du théoréme 3.4.2, la
différence symétrique de po g et g o p est une partie de {p,q}. Sip € pog\ gop,
d’aprés le (C) 5) du héoréme 3.4.2 et ’hypothése, on a ab = 0 pour tous a,b € A.
En particulier pour a = b, on a a = a? = 0, ce qui est impossible. Donc po g =
gop et (B;o) est commutative. Aussi d’aprés (C) 3) et 6) du théoréme 3.4.2 et
I’hypothése, on obtient ab+ ba = 0 pour tous a,b € B. En particulier, pour a = b,
onaquea+a=0. ’

(<) Toutes les conditions de (C) du théoréme 3.4.2 sont vérifées et donc (Dape, *)
est idempotente. O
Dans le corollaire suivant, nous combinons les conditions pour que (Dagc, *) soit
commutative et idempotente.
Corollaire 3.4.4. Les propositions suivantes sont équivalentes pour Dape :
(I) (Dapc; *) est commutative et idempotente,
(II) (Dppr; *) est commutative et idempotente,
(I11)
i): (A;-) et B sont commutatives et idempotentes,
ii): a = a+2ab pour tous a,b € A, s’il existe p,q € B, p # q, avec p € pogq.
iii): 2a = 0 pour tout a € A, s’il existe p,q € B tels que poq Z {p,q}.

Preuve : (I)=(II) est evidente.

(IT)=-(I1I). Supposons (II) vraie. Alors la condition D) de la proposition 3.2.2 est
vérifiée, et donc (A;-) et B sont commutatives. L’idempotence de (A;-) et de B
découlent de la condition (C) 1) du théoréme 3.4.2. Ainsi (III) i) est vérifiée. Pour
(IIT) ii), supposons qu’il existe p,q € B, p # q tels que p € poq C {p,q}. Comme
B et (A;-) sont commutatives, la condition (C) 4) du Théoréme 3.4.2 4) donne
a = a + 2ab pour tous a,b € A. Pour (III) iii), supposons po ¢ Z {p,q} pour
certains p,q € B. La condition (C) 2) du théoréme 3.4.2 donne 2a = 0.

(IIT)=(I). Supposons que (III) est vérifiée. Alors D) de la proposition 3.2.2 est vé-
rifiée et alors (Dypc; *) est commutative. Pour prouver I'idempotence de ( Dypc; *),

nous vérifions la condition (C) du théoréme 3.4.2. La condition (C) 1) découle

de (III) i). De méme, (C) 2) découle de (III) iii) et de la commutativité de B.
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La condition (C) 3)découle de (III) ii) et de la commutativité de B. Les condi-
tions (C) 4) et 5) sont triviales. La condition (C) 6) découle de (III) iii) et de la
commutativité de (A;-). Ainsi (Dppc; *) est idempotente. O
Corollaire 3.4.5. Les affirmations suivantes sont équivalentes sur Dype -
(1) (Dapc;+) et (Dagpc; *) sont commutatives et i'dempotentes,
(2) (Dapr;+) et (Dapr;*) sont commutatives et idempotentes,
(3)
i): (A4 +); (A;-) et B sont commutatives et idempotentes,
ii): poq C {p,q} pour tous p,q € B, et

iii): Si poq # 0 pour certains p,q € B, p # q, alors a = a + ab pour tous
a,be A

Preuve : (1)=-(2) est évidente.

(2) =(3). Supposons (2) vraie. Soit a € A et p € B arbitraires. Alors
a="a(p)="aT(p)+"aB(p)=a+a

et (A;+) est idempotente. D’aprés le corolaire 3.4.4 (III) i), on voit que (A4;-) et
B sont idempotentes ; ce qui prouve (3) i).

Pour montrer (3) ii), supposons par I'absurde qu’il existe p,q € B tels que pog €
{p,q}. D’aprés (III) iii) du corollaire 3.4.4, on a que a + a = 0 pour tout a € 4,
ce qui contredit I'idempotence de (A4;+).

Pour (3) iii), soit p o ¢ # @ pour certains p,q € B, p # gq. D’aprés ii), on a
poq C {p,q}. Comme B est commutative, on peut écrire p € p o q. D’apreés (III)
ii) du corollaire 3.4.4, on a que a = a + 2ab pour tous a,b € A.

(3) =(2). Supposons (3) vraie. Alors (Dypc;+) est a la fois commutative et
idempotente. On peut vérifier que (3) entraine la condition (III) du corollaire
3.4.4 et ainsi (Dype; *) est aussi a la fois commutative et idempotente. [
Définition 3.4.6. Une relation binaire < sur un ensemble B est un quasi-ordre
si elle est réflecive et transitive.

Une cﬁaine dans un quasi-ordre (B;<) est un sous-ensemble C de B tel que
pour tous x,y € C,onaz <y ouy <.

Soit C C B. On dit que z € C est un plus grand élément de C si x < z, pour
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tout x € C'. Un plus grand e’lé’ment dans ce cas n’est donc pas unique, puisque la
relation n’est pas nécessairement antisymmétrique.

Un quasi-ordre (B;<) est appelé forét orientée si tout sous-ensemble borné
supérieurement de B est une chaine. )
Dans ce cas, on note par m<, le plus petit cardinal plus grand que les longqueurs
des chaines finies dans (B; <) (c’est-a-dire que m< vaut | + 1 si la plus longue
chaine a | éléments et m< = Rq sinon).
Sur le multigroupoide partiel (B;0), On définit une relation binaire < par : pour
tous p,q € B,
p<gsigEpog.
Soit C = (C;0) un multigroupoide partiel. On dit que C est un demi-treillis si
C est idempotent, commutatif et associatif. Si C est un groupoide (c’est-a-dire
| x oy |= 1 pour tous z,y € C), alors c’est la définition algébrique d’un demi-
tretllis.
Proposition 3.4.7. Les propositions suivantes sont équivalentes pour [’ algebre
Dage -
(A): (Dapc; +) et (Dapc; *) sont des demi-treillis (c’est-a-dire sont idempo-
tentes, commutatives et associatives).
(B): (Dagr;+) et (Dapr;*) sont des demi-treillis.
(C): i) (B;o), est un demi-treillis tel que pogq C {p,q} pour tous p,q € B;
et le quasi ordre < est une forét orientée, (i) (A;+), (A;-) sont des demi-

treillis tels que a) s’il existe p,q € B, poq # 0, alors a = a+ ab pour tous

a,be A, etbh)sik <mc etaby, -, bg,c1, - cp €A, alors
k- k k k

G(ZZbiCj) = Z (Zabz) Cy. (28)
i=1 j=1 j=1 =1

Preuve : (A)= (B) est évidente.
(B) = (C). Supposons (B) vraie. D’aprés le corollaire 3.4.4, 'algébre (A;-) est
commutative et idempotente. D’aprés la proposition 3.3.3 2)= 3), une des condi-
tions (i)-(v) est vérifiée. Evidemment, les conditions (i)-(iv) ne sont pas satisfaites
car (A;-) est idempotente. Ainsi, (v) est vraie, ce qui prouve que (B;o) est asso-

ciative et (A;-) est un demi-groupe. Alors A = (A; +,-,0) est un demi-treillis et
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d’aprés le corollaire 3.4.5 (3) (ii) po g C {p,q} pour tous p,q € B. Dans 'affir-
mation 1 ci-dessous, nous montrons que la relation < sur B est un quasi-ordre.
11 est évident que < est réflexive, puisque p o p = {p} pour tout p € B.

Affirmation 1 : La relation < est transitive.
Preuve de I’Affirmation 1. Soit p < ¢ < r. Alors par définition on a QUe gEDpog
et r € gor. Il n’y a rien & prouver si p = g, ¢ = r ou p = r. Ainsi, supposons que
p,q,T sont deux & deux distincts. Nous considérons quatre cas :

1) Soit pog = {q} et gor = {r}, alors
fr}=gor=(pog)or=polgor) =por

montre quer € poretp <.

2) Soit pog = {q} et gor = {q,r}. Alors
{r} €qor=(pog)or=po(gor)=pofgr}=(pequU(per)={gtu(por)

Comme r #¢g,onar E€poretp<r.

3) Soit po g ={p,q} et gor = {r}, alors
(por)U(gor)={p,qgtor=(pog)or=po(gor)=por

montre que {r} =qor Cporetp<r.

4) Soit po g = {p,q} et gor = {q, 7}, alors
{p,q}U(por)=(poq)U(por)=pofgr}=po(gor)=(pog)or

={p,gtor=(por)U(por)=(por)U{gr}
D’aprés ce qui précéde, {p,q} U(por) = (por)U{g,r} et r & {p,q}. On a donc
r € por (en effet, méme p € por; c’est-a-dire por = {p,7}) et p < r.
Ceci prouve que < est transitive. O
Affirmation 2 : Le quasi-ordre < est une forét orientée.

Preuve de I’Affirmation 2 : Il suffit de montrer que pour tous p,q,r € B,
p<r>g=(p<qoug<p).
Onaquer € (por)n(gor) et donc

re€por Cpo(gor)=(pog)or
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prouve que po q # (. Comme @ # po g C {p,q}, alors p Epogougq € gop et
donc p < qougq <p. O _

Notons que (C) implique la condition (3) du corollaire 3.4.5 et donc (D;+) et
(D; #) sont commutatives et idempotentes. Pour montrer que (D;*) est associa-
tive, il suffit de vérifier la condition 3 (v) de la proposition 3.3.3. Comme (A;-)
et B sont associatives, il reste & vérifier que A satisfait toutes les lois pseudo-
distributives induites par les sous-ensembles finis de B et les éléments de B.
Pour montrer (28), soit k¥ < m< et a,by, - ,bg,c1,- - ,cx € B arbitraires. Par
la définition de m<, comme k£ < mc, il existe une chaine d; < --- < di de B.
Posons Z = {dy,d, - dy}, Gg, = -+ = G4,_, = 0, G4, = a et by, = by, &g, = ¢
(1 =1;---,k). Pour Z, @4, ,dg,, bay, -+ ,baps Cay,*+ ,Cap, €t 2 = di, la loi

pseudo-distributive se réduit a

a(Z{bicj . ]. S ’l,,] S k, dk € dkOdiOdj}> =

Z(Z{abi: 1<i,j <k dkedkodiodj}>cj. (29)

i=1 '
Remarquons que dans la chaine dy < -+ < dg, 'élément d, vérifie di, > d; pour
tout [ = 1,--- , k. D’aprés la commutativité et 'associativité de B, la condition
dy € di o d; o d; dans (29) est équivalente & dj, € d; o d; o di. Par la définition de
<, cette derniére condition est équivalente & = < dj pour tout x € d; o d,. Dans
la chaine d; < --- < dj ceci signifie que dpmin( ;) < di, ce qui est vrai. Donc la
restriction di € dy o d; o d; n’est pas nécessaire et (29) se réduit a (28); ce qui
prouve (C).

(C) = (A). Supposons que (C) est vraie. Alors (D;#) est commutative et
idempotente. Pour vérifier la proposition 3.3.3, 3)(v), nous montrons que toutes
les lois pseudo-distributives sont vraies. Soit Z un sous-ensemble fini de B, b€ Z
et a;, b;,c; € A pour tout 2 € Z.

Affirmation 3 : Pour tous p,q,r,z2 € B,

z€poqor s ze{p,qr}z>2pz2>qz>T.



Preuve de I’Affirmation 3 : (=) Soit z € pogor. Alors

z€(pog)or C{p,qtor=(por)U(gor)C {p,q,r}.

Supposons par l’absurde que z > p, z > ¢, z > r ne sont pas vraies. Par
symmeétrie, on peut suppdser que z ? p. Par la définition de <, on a alors
z & poz C {zp}. Nous distinguons deux cas.

a) Supposons que po z = (. Comme {p} = popet z € {p,q,7} , on a que
z € {q,7}. Par symétrie, on peut supposer que z = ¢. Ainsi, gop=zop =0 et
on a la contradiction g =z € pogor=0or = 0.

b) Ainsi, supposons po z # . Comme z & po z, alors poz = {p}. 2 # p et
donc z € {r,q}. Une fois de plus, on peut supposer par symétrie que z = ¢. Ainsi
{q} = poq implique p < g = 2, ce qui est contraire & I’hypothése.

(<) Soit z € {p,q,7}, 2 > p, z > q, z > r. Par symétrie, on peut suppo-
ser que z = p. Alors p > g, p > ret p € pogq, p € por entrainent que

z=peEpoqC (por)og=pogqor. O

Affirmation 4 : Soit Z C B fini, z € B et soit T 'union de tous les
{p,q,v} C Z tels que z € pogqor. Alors T est une chaine dans < et z
est l’'un de ses plus grands éléments.

Preuve de I’Affirmation 4 : D’aprés I'affirmation 3, z est un plus grand élément
de T. Comme < est une forét orientée, T est une chaine. [

Affirmation 5: Si k <m< et a,b,c;€ A(i=1,--- ,k) alors

k k k ‘
Z (Z abi) cj = Z ( Z ac]-)bi. (30)
j=1 " i=1 =1 = j=1
Preuve de I’Affirmation 5 : Comme (A;+) et (A;-) sont des demi-treillis, en
appliquant deux fois (28), on a
k k

Z (Zabi)c]' = a(ZZbiC]‘) =a(Zchbi) = i (zk:acj)bi. H

j=1 i=1 i=1 j=1 ji=1 i=1 i=1 j=1
Montrons que la loi pseudo-distributive induite par un sous-ensemble fini Z de B

et z € B est vérifiée par A. Pour tout ¢ € Z, soient a;,b;,c; € A arbitraires. La



partie droite de (17) est

> (Y fbacr: a,r€ 2, z€pogor}). (31)

peZ
Posons T'= {(p,q,7) € Z®: z€pogor }.SiT =0 alors (17) est trivialement
satisfaite. Ainsi, supposons T # (). D’aprés 'affirmation 4, T est une chaine dans

Z et z est 'un de ses plus grands éléments. Par ['affirmation 3,

{(pgr)€Z%: z€pogor) = ({z}xz2) U (Zx{z}xz)u(z2x{z})

et donc (31) peut s’écrire comme
az( Z chr) +Zap(2bzcr) +Zap(2ch,). (32)
q,r€Z peEZ rezZ peZ qeZ
En appliquant respectivement (28), (30) et (28) & la premiére, deuxiéme et troi-
siéme partie de (32) (avec 'ensemble des indices {1, - ,k} remplacé par Z ), on
transforme (32) a
Z (Z azbq)cr + Z (Zapbz)cr + ( Z apbq)cz,
reZ  qeZ reZ  peZ pac?
Ce qui est la partie de gauche de (17). O
Remarque : Il est bien connu qu’un treillis (L; V, A} est un bidemitreillis ou
V et A sont liées par les lois absorptives : a vV (a Ab) = a = a A (a V b) pour tous
a,be L.
Pour D4gc arbitraire, on caractérise la loi d’absorption f * (f + g) = f (parmi
les plusieurs possibles), pour tous f,g € Dapc.
Proposition 3.4.8. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1) (Dagc; +, *) vérifie la loi d’absorption ci-dessus,
2) (Dasr; +, x) vérifie la loi d’absorption ci-dessus,
3)
i): a(a +b) = a pour tous a,b € A,
ii): (B;o) est idempotente,

iii): pour tous p,q € B, si poq# 0, alors poq={p} et a+ ab=qa, pour
tous a,b € A.



Preuve : 1) = 2) est évidente.
2) = 3). Supposons que (Dapr;+, *) vérifie la loi d’absorption.
i) Soit a,b € A, a# 0. Soit p € B. Alorson a"a™,*(Ta™, +"7b7,) ="a™, et donc

Z TaTp(t) (TaTp +767) (v) = "a"p(p).

pEtov -

Comme a = "a™,(p) # 0,

Y Ta () (TaT, +7b7,) (v) £ 0.

pEtov

D'oip€epopetala+b)=a.
i) Soit p € B. On a montré d’aprés i) que p € p o p. Supposons qu’il existe
m € pop; m # p. Alors pour a # 0, on a

Z '_a_'p[t) (ra—lp +7b7y) (v) = Tap(m); ‘

metov

c’est-a-dire 0 = a(a + b). D’aprés i), on a a(a + b) = a; d'out a = 0, ce qui est
absurde. Donc m ¢ pop et pop = {p}.
iii) Soit p,q € B, poq # 0, p # q. Soit m € pogq, m # p. Soit a,b € A. On a

a7 a1 r " — a7 ] :
a'px(Ta"p+"a+b") ="a,. Ainsi,

Y a1 (TaTy + e+ b7) (v) = TaTy(m);

meEtov

c’est-a-dire a(a + (a + b)) = 0 et a = 0; ce qui est absurde. Donc m = p et

poq={p}. En plus,

> " raTy () (TaT, +767,) (v) = TaT,(p),

pEtov
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c’est-a-dire a® + ab=a,carp Epopet pEpogq, dott a = a + ab.
3) = 1). Soit f,g € Dagc. Soit z € B.

Fx(f+9) = D f)(f©)+g(v)
= > f(@)(f(v)+9g(v)) car pog={p},p#q

= f@)(f@)+g@)+ Y [(@)(f(v)+9(v)

TETOV,TFAV

= f@)+ ) [f@(fw)+g(v) car ala+b)=a
TETOV,TFU

= f(z) car a+ab=a

Donc fx(f+g)=f O

3.5. ELEMENT UNITE

Dans cette section, nous explorons les conditions d’existence de I’élément unité

pour I’algébre de convolution.

Proposition 3.5.1. Un élément e € Dype est une unité a gauche (respective-

ment & droite) de (Danc;*) si et seulement si pour tous p,q € B, p # q et tout

a€A,
Z e(z)a = a, Z e(z)a =0, (33)
pETOP gExop
(respectivement Z ae(z) = a, Z ae(z) = 0). (34)
' pEpoz q€pox

Preuve : (=) Soit e une unité a gauche de D et a € A. Alors pour tous
p.q € B,
Ta(g) = (exTa L)) = Y e(@)aTy(y) = ) e(z)a
g€zoy g€zop
ce qui prouve (33). L’éqﬁation (34) se démontre par dualité.
(<) Par dualité, il suffit de considérer le cas ou e vérifie (33). Soit f € Dape et
qe B arbitraires. Alors

x N =Y e@f) =3 3 e@f) = 3 F0) (@) = F@)

gEToY y€B g€xoy yEB



d'ott e ¥ f = f et e est une unité a gauche de Dape. (]

Les conditions (33) et (34) sont simplifiées si A est distributive.

Corollaire 3.5.2. Si A satisfait la loi distributive a droite (gauche), alors e €
Dype est une unité & gauche (droite) de Dape si et seulement si pour tous p,q € B,
p#q, ona

(i) $p = peaop €(@) €st un unité a gauche (droite) de (A;-).

(1) Spg = 3 4enop () €St un annulateur & gauche (droite) de (A;-).

Preuve : Si e est une unité a gauche de Dapc, alors comme A satisfait la loi
distributive a droite, la premiére équation de (33) devient s,a = a; et la seconde
équation de (33) devient s,,a = 0 pour tout @ € A; d'on s, est une unité & gauche
de (A;-) et s,, un annulateur a gauche de (A;-). On utilise un argument similaire
pour montrer 'autre cas. (]

Corollaire 3.5.3. On suppose A distributive. Alors e € Dppe est une unité de

Dape st et seulement si (i) (A;-) a une unité 1 et {ii) Pour tous p,q € B, p#q

delm)y=1= ) e(x), (35)

pExop pEpOT
D elz)=0= ) e(x) (36)
gezop qepoT

Preuve : Ce résultat découle du corollaire 3.5.2 et du fait que si a est un

annulateur de (A;-,1) alorsa=a.1=0. O

Corollaire 3.5.4. On suppose que le multigroupoide partiel (B; o) est commutatif
et vérifie les deur conditions suivantes :

o) Pour tout p € B, ’équation p € x o p a au plus une solution x.

B) Pour tous p,q € B, sipoq# 0, alorst € (gop)N(zop) = z=4.

Alors e est une unité o gauche de (Dape;*) si et seulement s’il existe une appli-

cation @ définie de B vers B telle que pour tous p,q € B, p# q, p € p(p)op et
w(g)op C {p}, et

i): Pour tout x € Imyp, e(x) est une unité ¢ gauche de (A;-),

ii): Pour tout € B\ I'my , e(x) est un annulateur a gauche de (A;-).
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Preuve : (=) Soit e une unité a gauche de (Dygc; *). Alors d’aprés 1'équation
(33),onaque: . e(z)a=0et Y pezop €(T)a = a, pour tous p,q € B, p# g

et pour tout a € A. Soit a € A, a # 0. Soit p € B. Alors ) e(r)a = a.

pETOD
Ainsi, Zpezope(x)a # 0. D’ou il existe z € B tel que p € z o p et x est unique
d’aprés «). Pour p € B, on pose ¢(p) = z, ou z est 'unique élément tel que
p € z o p. On définit ainsi une application ¢ de B vers B telle que p € o(p) o p.
Soit z = p(y) € I'mp. Montrons que e(z) est une unité a gauche de A. Soit a € A.
Alors e(z)a = e(p(y))a = Y cmoy €(M)a = a. Donc e(z) est une unité & gauche
de A.

Soit ¢,p € B, q¢ # p. Montrons que ¢(q) o p C {p}. Supposons qu’il existe
t € p(q) op. Alors ¢t # g. En effet, si ¢ € ¢(q) o p N (q) o g, alors d’aprés ),
q = p, ce qui est absurde. Si ¢ # p, alors 3, . e(z)a = 0, pour tout a € A. Pour

() appliqué a ¢t et p, on a que

te(plg)op)N(zop) = (q) ==z

Donc },c..,€(z)a = e(p(g))a = 0, pour tout a € A; ce qui est absurde car
e(p(q)) est une unité & gauche de A. Ainsi, ¢(q) o p C {p}.

Soit z € B\ Imyp. Montrons que e(z) est un annulateur & gauche de A. Soit
a € A. Comme z € B\ Ime, pour tout p € B, p & zop. Or z € p(x)ox; il existe
donc p € B tel que pox # 0. Soit t € x o p. Alors e(x)a = > temop e(m)a =0 car
t # p. '

(<) Supposons l'existence de I’application ¢ définie de B vers B telle que p €
o(p) op et p(q) op C {p} pour tous p,q € B, p # q, et qui vérifie les propriétés
i) et ii). Il suffit de montrer que >_ ..., e(z)a=0et > . . e(r)a = a, pour tout
a € A, pour tous p,qg € B, p#q. Soit p,g € B, p # ¢, a € A. quzope(x)a =
> gezopmelmp ST + D cronrarmo €(2)0 = 3 cronerm, €(z)a d’aprés ii). D'ou
D gerop €(T)A = D e yyop @ = 0 d’aprés i) et le fait que p(y)op C {p}. Maintenant
Y pezop €()8 = D e iy0p @ = a d’aprés ). Donc e est une identité & gauche de
A. O

Définition 3.5.5. On dit que v € B est un élément neutre a gauche (droite)
de (B;o) sivop={p} (pov={p}) pour tout p € B. On dit que v € B est un

élément neutre de (B;o) s’il est neutre & gauche et a droite.



59
Corollaire 3.5.6. Sii est un élément unité & gauche (droite) de (A;-) et si v est
un élément neutre & gauche (droite) de (B;o), alors Ti, est un élément unité &
gauche (droite) de (Dagc; *).

Preuve : Nous montrons juste le cas ou (4;-) a un élément unité & gauche et
(B;0) un élément neutre 4 gauche. ('autre cas suit par dualité et il est aussi
semblable). Soit f € Dapc et soit © € B arbitraires. Alors ("1™, * f)(z) =
2zeros 1 w(M)(8) = Loeras 1F(8) = Dgeres f(8) = (), car vos = {s}.

O
Remarque : On a vu que l'existence d'une unité dans (Dagpe;*) est en géné-
ral complexe. Il faudrait probablement chercher I'existence des unités pour des

algébres de convolutions particuliéres afin d’avoir de meilleurs résultats.



Chapitre 4

HYPERCONVOLUTION

4.1. HYPERSTRUCTURE

Une hyperopération binaire sur un ensemble F est une application de £ x F

dans P(E) \ {0}. Dans cette section, nous abordons des propriétés algébriques
de I’hyperalgébre que 'on obtient en supposant que (A;+,.,{0}) est une hyper-
algébre et (B; o) un multigroupoide partiel. L’hyperalgébre (Dagc; +, *) sera alors
appelée hyperconvolution. Dans la suite, nous considérons les hyperstructures
suivantes :
1) (A;+,-,{0}) ot + et - sont des hyperopérations binaires; (A;+) est com-
mutative et associative et telle qu’il existe 0 € A vérifiant pour tout a € A,
a+0={a}=0+a,eta-0={0} =0-a. On étend + et - aux sous-ensembles
de A. Pour X,Y C A, on pose

X+Y= |J @+y; XY= |J @y

reX,yeY reX,yeYy

Par exemple, pour z,y,2 € A,

z+(y+2)= U (z+wv), z-(y-2)= U (z-v).
vEY+= vEY 'z
Dans les formules basées sur les opérations et les relations ensemblistes (comme
U, N, \, C) et les hyperopérations (comme + et -), on adopte la convention que les
hyperopérations ont la précédence ; par exemple, pour z,y,z € Aonlit {z} Uy 2

comme {z} U (y - 2). Pour éviter le cas trivial A2= A A = {0}, nous supposons
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que A? # {0}; c’est-a-dire qu’il existe a,b € A tels que a - b # {0}.

2) (B; o) est un multigroupoide partiel (c’est-a-dire une application de B x B

dans P(B)) tel que B? = Bo B # {0}.

3) On considére C C P(B) qui vérifie pour tous X,Y € C et b € B les pro-
priétés :
) ZCX=>ZeC;et XUY €C,
i) XoV =J{zoy: z€ X, yeY} e,
iii) {(z,y) € X xY; b € zoy} est fini.
iv) {b} €C.

Définition 4.1.1. Soit Dape = {f € AB : Suppf € C }. Pour tous f,g € Dagc,
on définit

f+g={h € Dppc : h(z) € f(z) + g(x) pour tous x € B}, (37)
fxg={h € Dapc: h(z) € Z f(t) - g(v) pour tous z € B}. (38)
xE€tov :

Si x ¢ Bo B, alors par définition la somme dans (38) est égale & {0}. Soit O
Uapplication de B dans A constante a la valeur 0.

Lemme 4.1.2. (AC) (i) Soit f,g € Dapc. Alors f +g et fxg soﬁt des sous-
ensembles non vides de Dpge et donc + et x sont des hyperopérations binaires sur
Dpgpe-

(i1) L’hyperopération + est asociative et commutative et O est son élément neutre.
(ii1) O est un élément absorbant de * : pour tous f € Dapc, on a que
Fx0=0=0x /. '

Preuve : (i) Soit f,g € Dape, X = Supp(f) et Y = Supp(g). Soit z € B
arbitraire. Alors f(z),g(z) € A et 0 # f(z) + g(z) C A. Par (AC), il existe
h € AB avec h(z) € f(z)+ g(z) pour tous z € B. Montrons que Supp(h) € C. En
effet, soit z € B\ (X UY). Alors f(z) = 0= g(z) et f(z)+g(z) =0+0 = {0}

montre que h(z) = 0 et z € B\ Supp(h). Donc on a que Supp(h) C X UY et
X UY €, par conséquent Supp(h) € C par 3) i) et h € Dype.
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Soit maintenant h dans I'ensemble donné par (38). Soit b € Supp(h). Par 3) iii),
I'ensemble {(z,y) € X xY : b€ xoy } est fini; disons {(z1, 1), -, (Tx, yx)}
avec k> 1,2y, -,z € X et yp,--- ,yx € Y. Alors

k

h(b) € Z f(xi)g(ys).

i=1
Ici, {b} = (z1oy)N---N(zkoys) € XoV €C. Alors Supp(h) C X oY €C et
donc Supp(h) € C par 3) i). Donc h € Dapc et ceci démontre (i).

(i) {Danc; +) est commutative. En effet, soit f,g € Dapc, et h € f+g. Soit z € B
arbitraire. Alors h(z) € f(z) + g(z) = g(z) + f(z) montre que f+g =g+ f.
L’associativité de {Dapc; +) découle de 'associativité de {A; +) ainsi que du ‘fait
que 0 est un élément neutre de {Dapc; +).

(iii) La preuve est immédiate de ’équation (38). O

Nous donnons des caractérisations pour que certaines propriétés algébriques
soient vérifiées par (Dapc; +, *). Une partie majeure de la théorie des hyperstruc-
tures porte sur les hypergroupes. Les hypergroupes datent de 1934, [Ma 34]. La
littérature sur les hypergroupes comporte plus de 400 articles (voir [CL 03])

Définition 4.1.3. Une hyperalgébre binaire {H;+) est un hypergroupe si elle
-est assoctative et reproductive : x + H = H = H + z, pour tous z € H.

Lemme 4.1.4. (Dagc; +) est reproductive si et seulement st (A; +) est reproduc-
tive.

Preuve : (=). Soit (Dagc; +) reproductive et soit a,b € A. Fixons z € B.
Alors il existe f € Dapc telle que 07, € "a™; + f; en particulier b € a + f(z);
donc A = a + A. Le méme raisonnement montre que A = A + a.

(«<). Soit (A;+) reproductive et f,g € Dapc arbitraires. Posons F' = Supp(f) et
G = Supp(g). Il faut montrer I'existence de h € Dapc telle que g € f + h. Nous
définissons h € A” de la fagon suivante : /

a) Pour z € F'\ G, soit h(z) € A tel que 0 € f(z) + h(z).

b) Pour z € F NG, soit h(z) € A tel que g(z) € f(z) + h(z).

¢) Pour z € G\ F, soit h(z) € A tel que h(z) = g(z).
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d) Pour z € B\ (FUG), soit h(z) = 0

Dans les cas a) et b), 'existence de h(z) est garantie par la reproductivité de
(A;+). On peut vérifier que g € f + h. De plus, Supp(h) C FUG € C. et donc
h € Dapc. Nous avons ainsi montré que Dape = f + Dape. L'égalité Dape + f =
Dage. O

Proposition 4.1.5. (Dagc;+) est un hypergroupe si et seulement si (A;+) est
un hypergroupe.

Preuve : Découle des deux lemmes précédents. (|

Dans la suite, nous nous intéressons a la structure de (Dagc;*). Nous ca-
ractérisons la commutativité et I'associativité de (Dagc; *). Les énoncés sont les
mémes que dans le cas de 'algébre A. Les preuves sont presque semblables au cas

de I'algébre A. Nous les repétons pour la convenience du lecteur.

4.2. COMMUTATIVITE

Proposition 4.2.1. Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) (Dapc; *) est commutative,
it) (DAB}';.*> est commutative,
iti) Les fonctions "o, (a € A, z € B) commutent entre elles,
i) (A;-) et (B;o) sont commutatives.
Preuve i) = ii) = iii) sont évidentes.
ili) = iv). D’aprés ’hypotheése sur (4;.), il existe a,b € A tels que ab # {0}. Soit
z,y € B tels que z oy # 0 et z € B arbitraire. Par hypothése, "a™, * 707, =

"6, * a7, Cette équation évaluée & 2 donne
{0} #ab=(Tas +Tb7y)(2) = ("b7y *Ta™:)(2).

Du c6té droit, le seul terme non nul s’obtient de z € yox et il est égal & ba. Comme
z € z oy était arbitraire, on obtient que zoy Cyoz. Comme ) #zo0y Cyoz,
onayozx # Petdoncyoz C zoy; cest-a-dire z oy = y o z. On obtient
zoy =0 & yox = () et donc B est commutative. Plus haut, nous avons

obtenu que ab # {0} = ab = ba. Si ab = {0}, alors ba = {0} et donc (4;-) est
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commutative.
iv) = i) Soit f,g € Dapc. Soit h € f * g et x € B arbitraires. Alors par la
commutativité de B et (A;-),
h(z)e Y f(tgu) =Y g(u)f(t)
zTEtou reuot

et donc f* g C g* f. Par symmeétrie, g f C f*xgetdonc f+xg=gx f. O

4.3. ASSOCIATIVITE

Définition 4.3.1. Pour a,b,c € A, on pose
(ab)c = U zc; afbc) = U az.
z€ab z€be
(A;-) est associative st (ab)c = a(bc), pour tous a,b,c € A.

Pour Z C B sous ensemble fini et z € B, la loi pseudo-distributive est définie
de la méme maniére que dans le cas ol A ets une algébre. Donc 1’équation est
la méme ; méme si maintenant elle représente 1’égalité de deux ensembles. Pour
l'associativité de (Dagc; *) , nous avons la caractérisation suivante :
Proposition 4.3.2. On suppose que (A;+,-,{0}) satisfait la condition (x) sui-

vante :

Si A2 A = {0} (A.A2 = {0}) alors pour tous k> letay,---,ag,by, --bg,c € A,

(a1by + - - - + agbe)c = {0} ( c(arby + - - + axbe) = {0}) )
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) (Dapc; *) est associative.
(2) (Dapr;*) est associative.

(8) L’une des conditions sutvantes est vérifiée :
i) A2A={0} = A A%
i1) A2.A = {0} et B est trivialement associative & droite.
i) A.A? = {0} et B est trivialement associative G gauche.

w) B est trivialement associative.
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v) (A;-) est associative; B est associative et la loi pseudo-distributive est

valide pour tout sous-ensemble fint Z de B et chaque z € B.

Preuve : (1) = (2) est évidente.
(2) = (3) Supposons que les propriétés i)-iv) ne sont pas vérifiées et montrons
que v) lest.

a) Montrons que A%.A # {0}. Supposons le contraire, alors A%.A = {0}. Puisque

i) n’est pas vraie, on a que A.A* # {0} et alors il existe a,b,c € A tels que
a(bc) # {0}. Comme ii) n’est pas vraie et A2.A = {0}, B n’est pas trivialement
associative & droite; c’est-a-dire il existe z,t,u,v,w € B tels que z € tou et

u € vow . Comme (Dypr;*) est associative, on a :

('_a_‘t * (T, * '_c_‘w)> (z) = (('_a,_‘t *Tb7,) * '_c_‘w) (z).

Alors
3 ray(m) (2 rb%(r)rcﬂw(s)) = (2 raw)rbn(q)) " (1).
rEMon neros z€zol \zE€pog

Du c6té gauche, le seul broduit distinct de {0} est a(bc), qui s’obtient pour m = t,
v=retw=s. Alors
{0} #a(b) = 3 (Z ra%(p)Fb%(q)) o)
z€zol \z€pog

Du co6té droit de cette équation, tous les produits sont {0}, sauf possiblement
(ab)c (qui correspond & p =t, ¢ = v et | = w). Alors a(bc) = (ab)c # {0}, ce qui
montre que AA? # {0}, ce qui est contraire & I'’hypothése. Donc A2. A # {0}. De
la méme facon ou par dualité, on montre que A.A? # {0}.

Montrons que (B;o) est associative. Comme iv) n’est pas vraie, B2.B # 0 ou

B.B?% # (). Supposons que B2.B # (. Alors il existe p, q,7 € B tels que (pog)or #

(). Soit z € (poq) or arbitraire. Alors, il existe ¢t € po g tel que € tor. Comme
A% A # {0}, il existe a,b,c € A tels que (ab)c # {0}. On a

((I‘a‘lp * rb—lq) * I‘c‘lr) (.’L‘) — (I‘a‘lp * (rb—lq * I‘c‘lr)) (.’E),

{0y # > ( > rfﬂa(U)r’ﬂ;(v)) "¢ (n)

TEMON \meEuov
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et

> ( > rC“p(lt)rlfq(v)) "l (n)= ) TaTy(m) (Z rlﬂ;(ﬂ)rcjr(v)) ;

remon \meE&uov remon neuov

C’est-a-dire

{0} # (ab)e= Y Ta,(m) ( 3 rb%(u)%ﬁ(v))

reEMmon neuov

car z € tor et t € pogq. Le seul produit du c6té droit qui puisse étre # {0} est
a(bc) qui s’obtient pour m = p, n = g et 7 = v. Alors a(bc) = (ab)c et z € po(gor).
Comme z € (poq)or était arbitraire, on a que § # (pog)or C po(gor). Par un
raisonnement pareil ou par dualité, on montre que zo(yoz) #0 = zo(yoz) C
(z o y) o z. Dans notre cas, po(gor) # 0 et donc po(qor) C (pogq)or. Ainsi
po(gor)=(pogq)or et B est associative. '

Montrons que (A;-) est associative . On vient de montrer que B est associative.

On conclut que B est trivialement associative & gauche si et seulement si B est
trivialement associative a droite et dans ce cas B est trivialement associative. Par
hypothése, iv) n’est pas vraie, donc B n’est trivialement associative ni a gauche,
ni 4 droite.

Soit a,b,c € A. Supposons que a(bc) # {0}. Comme B n’est pas trivialement
associative a droite, il existe p,w,t,u,z € B tels que x € pow et w € tou. On

{0} #a(be) = ('_a_'p*('_b_'t*'_c_'u)>(:v)

— ((I‘a_lp * '_b—lt) * I_c_lu> (CE)

= () ( > rCﬂp(r)rﬂ(SI') "eu(n).

TEmon \meros
Le seul produit distinct de {0} est (ab)c (qui correspond & r = p, s =t et n = u).
Alors

a(bc) 7é {0} = 2:z:Emon (EmE'rosra—lp(T)rb—lt(S)) I‘c‘lu(n) 7é {0}
= zE€mou, mepotet (ab)c# {0};

Ce qui est absurde. Donc (ab)e = {0} = a(bc) = {0}. Ainsi d’aprés (39)
(ab)e # {0} = a(bc) # {0} et (ab)c = a(bc). Ainsi (A;-) est associative.



67

Montrons que pour tout sous-ensemble fini Z de B et chaque z € B, la loi pseudo-

distributive est vérifiée.

Posons pour tout ¢t € B,

() =ay, g(t) = by, h(t) =c;sit€ Z
et
f(t)=g()=h(t)=0si te B\ Z.
A noter que f, g et h sont bien des éléments de ’hyperalgébre (Dapr; *). En effet,
Supp(f) C Z, Supp(g) C Z, Supp(h) C Z et Z est fini. On a (f*g)xh = fx(gxh),
en particulier pour 2, on a ((f * g) * h) (2) = (f * (g *h) ) (2). D’ou

D> (Zasbt)cu > (Z f(s)g(t)) h(v)

ZEuUov ugesot ZEuov \u€sot

= > fm) (Z g(T)h(S))

zemon neros

= > anm (Z brcs).

remon neros

Comme (A;.) est associative, on peut écrire ces sommes comme

Z( > asbt)cv=2am( 3 brcs).

vEZ \S,tEZ; zE€sotoy. meZ r,8€Z; xEMoros
Ceci est la loi peudo-distributive qui correspond & Z et z.
(3) = (1). Soit (3) vraie et soit f,g, h € Dapc. Montrons que (f*g)*h = f*(gxh)
a) Si 'une des propositions i), ii), iii) ou iv) est vérifée, alors (f *xg) * h = {0} =
f*(g=*h) d’aprés (x).

b)Soit v) vérifiée. Posons

F = supp(f), G = supp(g), H = supp(h).

Alors F, G, H € C. Par définition, 'ensemble Npg(z) = {(t,u) € FXG : z € tou}
est fini. Ainsi, pour chaque xz € B, 'ensemble S, = {(p,q,t) € FxG x H: x €
pogqot} est fini. ‘

Posons F = I1;(S;), Gy = y(S,) et Hy = II3(S;) ou I1;(S,) désigne la i-éme
projection de S;, ¢ =1,2,3. Ici Z = PLUG; U H, est aussi fini. Posons a, = f(p)
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sipe€ P, b, =g(q)siq € Gi,c, =h(t)sit € Hy,a;, =bj =cx=0pouri € Z\ P,

jE€EZ\G, ke Z\ H.

Soit z € B arbitraire. Alors par la loi pseudo-distributive induite par Z et z, on

a

(f+9)+b)(2)

> (F*g)(u)h(r)

zEuor

> ( > f(m)g(n)) h(r)

zEuor \ugmeon

(3 ah)e

t€EZ z&pogot

S ( 3 e

PeEZ z€pagot

(f* (g*h))(z). O



CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons traité des propriétés algébriques pour une al-

gebre d’incidence généralisée et pour une algébre de convolution généralisée. Plus
précisément, nous avons donné les conditions pour qu’elles soient commutatives,
associatives, distributives, idempotentes et pour qu’elles admettent un élément
unité etc. Nous avons constaté que ces conditions étaient pour la plupart trés
complexes. Dans certains cas, nous n’avons pas pu donner une caractérisation
détaillée .
Les éléments idempotents centraux et le radical de Jacobson jouent un réle im-
portant dans les problémes d’isomorphie des algébres d’incidence. Nous avons
voulu résoudre le probléme d’isomorphie pour les algébres d’incidence générali-
sées lorsque I’algébre A est fixée ; mais pour le moment , nous n’avons pasencore
la piste de la solution. Nous pensons que le manque de certaines propriétés sur A
est un gros handicap. Le radical de Jacobson de Dppe a été caractérisé partielle-
ment pour une algébre d’incidence généralisée. Cette caractérisation découle du
lien qui existe entre les congruences maximales de Dypc et les congruences maxi-
males de A pour un z dans X. Nous pensons que la connaissance de certaines
congruences de Dype pourrait nous aider dans cette résolution.

Les hyperconvolutions ont été aussi abordées ; particuliérement la commutati-
vité et I'associativité ont été caractérisées. Nous n’avons pas encore des résultats
sur la caractérisation des autres propriétés aigébriques telles que I'idempotence,
I’existence de 1’élément unité, .... Nous pensons qu'’ils seront semblables & ceux

obtenus dans le cas ol A est une algébre.
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