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RESUME

L’informatique quantique s’intéresse aux implications de l_a mécanique qﬁantique pour
fins de traitement de I'information alors que 'apprentissage m.achine étudie les techniques
permettant de donner a la machine la capacité d’apprendre & partir d'expériences passées.
Utilisée en collaboration avec sa contrepartle classique, llnformatlon quantique peut
réaliser des prouesses hors de portée de 'information clasmque seule, comme factoriser
efﬁcacement des grands entiers, chercher dans un espace de recherche non-structuré avec
un gain quadrathue par rapport au meilleur algorithme classique possible ou encore
permettre a deux personnes de communiquer de maniere totalement confidentielle méme
sous les yeux d’un espion disposant d’une puissance de calcul_llhmltee.
| Le but principal de cette these est de mortrer que Bieh que l'informatique quantique
et ’apprentissage machine peuvent sembler a priori tres différents, ils ont déja pu se
rencontrer et interagir de multiples fagons par le passé. L’apprentissage quantique est |
le domaine qui est né de lintersection et des rencontres entre l’inforinatique quantique
et appréntissage machine. La premiére contribution de cette thése est d’introduire le
domaine et de présenter un tour d’horizon des travaux antérieurs. Ensuite, deux nouvelles
avancées de I'apprentissage quantique qui ont été réalisées dans le cadre de cette these
seront détaillées. ' |

La -premiére avancée concerne la quantisation d’algoriﬁhmés d’apprentissage non-
supervisé, ol on remplace certaines parties d’algorithmes classiques par des -sous-roﬁtines
quantiques, afin d’obtenir une accélération du temps de calcﬁl ou encore de sauver par
rapport au colit de communication dans le cas d’une situation d’apprentissage dist_ribué.

Enﬁn, la.deuxiéme avancée consiste a définir I’analogue de I’apprentissage machine
dans un monde ou I'information et I’ensemble de données sont quantiques, ce qui influence
directement le processus d’apprentissage et ses limites. Ainsi, en reformulant certains
problémes de la théorie de la détectioAn quantique comme étant des taches d’apprentissage,
on peut amener des notions de 'apprentissage machine classique, telles que les réductions
d’apprentissage, afin de résoudre ces problémes.

Mots clés : épprentissage quantique, informatique quantidue, apprentis-

sage machine.



ABSTRACT

Quantum information processing is infere'sted in the implications of quantum mechan-
ics for information processing purposes whereas machine learning studies teéhniques to
give to machines the ability to learn from past experiences. Classical and quantum
" information can be teamed together to realize wonders that are out of reach for classical -
information processing alone, such as being able to efficiently factorize large iﬁtegers,
search in an unstructured space with a quadratic speedup compared to the best classical
. algorithms and allow two people to communicafe in perfect secrecy .even uﬁder the nose
of an eavesdropper having at his disposal unlimited computing power and tech(nology.
The main purpose of this thesis is to show that although quantum'information
procéssing and machine learning may seem u_nrelated'd priori, they have already met
“and interacted several times in the past. Quantum learning is the field that st_erﬁs from B
the intersection and the encounters between quantﬁm 'information processing and ma-
chine learning. The first contribution of this thesis is to introduce and g.ive an overview
of the field. Afterwards, two new advances of quantum learning that were realized during
. this PhD are detailed. . k
The first advance dedls with the quantization of unsupervised learning algori_th_ms,.
whefe some parts of classical learning algorithms are replaéed by quantum subroutines, in
order to provide a speed-up or save in the communication cost \in the distributed setting.
. Finally, the second advance concerns the definition of the analogue of machine learning
in a world where the information \and the dataset are quantum, which has a direct impact
on the learning process and its limits. By rephrasing some problems of quantum detection
and estimation theory as machine learning tasks, it is possible to bring in some notions
of classical machine learning, such aé learning reductic;ns, to help solve these probléms.
.Keywords: Quantum Learning, Quantum Information Processing,

Machine Learning.
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NOTATION

A I'exception de ceux qui incluent une référence dans leurs titres, tous les théorémes,
lemmes, corollaires, questions ouvertes et réductions présentés dans cette theése sont is-
sus .de la recherche e_ffeétuée dans le cadre de mon doctorat. Par contre concernant
les définitions, il m’arrive parfois d’omettre la référence spécifique lorsqu’il s’agit d’un '
concept standard ou que la définition a été adaptée au language et a la notation utilisée -
dans cette these. Je prie d’avance le lecteur de m’excuser et d’étre indulgent a ce propos.-

Les principales notations utilisés en informatique qua.ntiqhe et 1’apprentiésage quan-
tique sont définies respectivément'dans les chapipres 2 et 3. Il peut arriver cependant
qu’une notation spécifique soit définie juste au moment ot le besoin s’en fait sentir. En-
fin, derniére remarque concernant la notation utilisée, le logarithme, dénoté par le terme
log dans les formules mathématiques, est toujours en base 2 4 moins que cela ne soit

précisé autrement dans le texte.

—
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REMERCIEMENTS

Avant tout, je voudrais remercier mes deux directeurs de recherche, Gilles et Esma,
pour m’avoir suivi et soutenu tout au long de ma these et pour toutes les discussions
que nous avons eu ainsi que les idées échangées. De par leurs connaissances, et méme
leurs carabtéres, je pense qu’ils sont trés complémentaires et que leur associdtion forn}e
une synergie excéptionnelle. J'al beaucoup apprécié ma collaboration .a\./ec eux durant
les années de mon doctorat et de ma maitrise et j’al énormément appris a léur contact.
Je les remercie aussi de m’avoir laisser choisir librement mon sujet de these tout en me
_ permettant de satisfaire ma curiosité intellectuelle en travaillant sur d’autres sujets.

J’aimerais aussi remercier tous mes amis ef collegues étudiants du laboratoire Héron
‘et du laboratoire d’informatique théorique et quantique (LITQ), dont particulierement
Anne, David, Erié, Frédéric, Guido, Hugue, Laurent, Michaél, Oliver, Paul et Som. Je-
tiens & remercier tout spécialement Anne, Frédéric et Michaél ainsi que Mehdi, Cédric et
Florent pour avoir accepter de lire et commenter certaines sections de ma thése. Merci
aussi a Claude pour la découverte de la machine a expresso qui a été tres appréciée durant
la derniere ligne droite de la rédaction de c_étte these. Merci enfin encore a Michaél pour
avoir tenu le réle de fournisseur officiel de vitamines. ‘

J’en profite pour remercier aussi ma famille, dont particulierement mon pére, pour
m’avoir soutenu et encouragé tout au long de mes études. Je remercie aussi mes amis
d’enfance de Strasbourg qui jouent & mes yeux le réle de ma seconde famille depuis la
mort de ma mere quand j’étais petit, soit Phil, Jeff, Fremlin, Hub, Lioﬁel, Bouki, Aurélieﬁ,
Louis, Yog, Giov, Mehdi, Olivier, Forti, Sylvain, Anne, Bleu, Antonin et Elodie. Merci
‘aussi & mes amis de Montréal dont Florent, Cédric, Jasmine, Emmanuel, Clément, Lise,
Violaine, Maryam, Meriem, Serge, Manu, . ... Enfin merci aussi aux amis que j’ai connu
a Montréal mais qui sont repartis depuis longtemps voguer vers d’autrés horizons, soit
Pierre, Corinne, Vincent, Benoft, Mathieu, Jordan et Frangois.

Je m’excuse aussi d’avance pour toute personne que j’aurai's oublié de mentionnér

explicitement dans ces remerciements.



AVANT-PROPOS

. La plupart des travaux sur 'apprentissage quantique présentés dans cette these (dont
principalement les chapitres 4, 5 et 6) se retrouvent dans des articles qui sont publiés ou
actuellement en préparation [6-9,92,93]. Contrairement a certains domaines de recherche
(comme 'apprentissage machine) ou 'ordre des auteurs reflete généralement I'importance
de leur contribution & un article, la convention en informatique quantique (ainsi que dans
d’autres domaines tels que l’infbrmdtique théorique) est de faire figurer le nom des auteurs
par ordre alphabétique. Je précise que j’ai contribué activement & tous les articles dont
je suis co-auteur. En détails chapitre par chapitre, ces articles sont :

. Chapitre 4 : [93] Gambs, S. : Quantum learning : a survey. En preparatlon

— Chapitre 5 : [9] Aimeur, E., G. Brassard et S. Gambs : Quantum clustering algo—
rithms. Dans Proceedings of the 24th Annual International Conference of Machine
Learning (ICML'07), pages 1-8, 2007. |
[6] Aimeur, E., G. Brassard et S. Gambs : Quantum algorithms for unsupervised
learning. En préparation.

~ Chapitre 6 : [8] Aimeur, E., G. Brassard et S. Gambs : Machine learning in a
quantum world. Dans Proceedihgs of the 19th Canadian Conference on Artificial
Intelligence (Canadian AI’06); pages 433-444, 2006.

[92] Gambs, S. : Quantﬁm classification. En préparation.

[7] Aimeur, E., G. Brassard et S. Gambs : Quantum learning tasks. En préparation. .
D’autres travaux que j’al réalisé durant mon doctorat on fait l'objet de
publications [10, 11,44,94] mais ne se retrouvent pas dans cette thése car leurs
. . thématiques ne sont pas directement reliés & l'apprentissage quantique. Les références
de ces articles sont : .

— [10] Aimeur, E., G. Brassard, S. Gambs et B. Kégl : Privacy-preserving boosting.
Dans Proceedings of Workshop on Privacy and Security Issues ih Data Mining,
in conjunction with the 8th European Conference on Principles and Practice of
Knowledge Discovery in Databases (PKDD’04), pages 51-69, 2004. |

[94] Gambs, S., B. Kégl et E. Aimeur : Pm’vacy—preservmg boosting. Data Mining

and Knowledge Discovery, 14(1) :131-170, 2007. ' |

 — [44] Brassard, G A. Broadbent, J Fltzsnnons S. Gambs et A. Tapp : Ano-



xvii

nymous quantum communication. Dans Proceedings of 13th Annual International
Conferencern thé Theory and Application of Cryptblogy and Information Security
(ASIACRYPT'07), pages 460-473, 2007. Accepté pour présentation at the 11th
" Workshop on Quanturmn Information Processing (QIP), New Delhi, décembre 2007.
- [11] A'imeur; E. et S. Gambs : Privacy-preserving Adata MInIng. Encyclopedia of

Data Warehousing and Mining (2nd edition), 2008. A paraitre.



xviii

“[...] making a shift from the observation that Information is physical,
that 'has much influenced the development of. Quantum Information

Processing so far, to new one, namély that Physics is informational.”

Josef Gruska, extrait du résumé d’un article intitulé “Quantumization. of Informatics”
qui a été publié dans les actes de ’atelier “Quantum Computing and Learning 99”

source :http://wuw.mdh. se/ima/personal/rbrOl/cc_nirses/r_iga99proc/gruska .pdf

“Why unify information theory and machine learning ? Because they are
ﬁwd sides of the same coin. In the 1960s, a single field, cybernetics, was po-
bulated by information theorists, computer scientists, and neuroscientists, all
studying common problems. Infofmafion theory and machine learning still

belong together.”

David J.C. MacKay, extrait de la préface de “Information Theory, Inference, and Learning

Algorithms” (Cambridge University Préess, 2003)

“The core of the argument is that in modelling the universe through Ma-
chine Learning, we are obliged to make inferences based on finite and hence ty-
pically less-than-complete infOrrﬁati.on. We can never know everything about
a situation, and this gives us our link between quaﬁtum mechanics and sta-

tistical inference through machine learning.”

David Lowe, extrait du résumé d’une pfésentation intitulée “Machine Learning, Uncer-
tain Information, and the Inevitability of Negative Probabilities” (présentée & un atelier

d’apprentissage machine; Sheffield 2004)
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Fie. 1- Qui est I'apprenant ? _ . .
(Image extraite de ’affiche d’une école d’été en apprentissage machine (Taip
Source :http://www.iis.sinica.edu.tw/MLSS2006/). L

Xix

ci, 2006)



CHAPITRE 1
INTRODUCTION

L’ informatique quantique [126,152] s’intéresse aux implications de la mécanique quan-
tique pour fins de traitement de l'information alors que I’apprentissage machine [79,98,
114,145, 182] étudie les techniques permettant de donner & la machine la capacité d’ap—
prendre & partir d’expériences passéés. '

L’information quantique est intrinséquement différe‘nfe de sa contrepartie classique;
ainsi, elle ne peut pas &tre mesurée précisément et est perturbée par ’observation, mais -
peut en méme temps exister en superposition d’états classiques. L’information classique et
quantique peuvent étre utilisées conjointement pou_r réaliser des prouesses hors de portée
de l.’i‘nformatique classique seule, comme par exemple factoriser efficacement des grands
entiers [172], chercher dénfs un espace de recherche non-structuré avec un gain quadr‘afique
par rapport au meilleur algorithme classique possible [103] ou encore permettre & deux
personnes de communiquer de maniére totalement confidentielle méme sous les yeux d’un
espion disposant d’une puissance de calcul illimitée [23]. | |

En apprentissage machine, les téches typiques incluent la prédict'ion'de la classe (clas-
sification) ou d’une caractéristique non observée (régression) d’un .objet en se basant
sur des observations sur celui-ci en apprentissage supervisé, ou encore la ‘recherche de
structures cachées a l'intérieur des doﬁnées comme découvrir des catégofies naturelles |
( catégorisatioh), trouver une réprésentation compacte qui préserve au mieux possible I'in- |
formation (réduction de dimensionnalité) ou encore apprendre directement la fonction de
probabilité décrivant la distribution de données (estimation de densité) en apprentissage
NON-SUPETVISE. ‘ -

Pour n’importe quel domaine de I'informatique, il est naturel de se demander s’il est
possible ou non, en utilisant le paradigme de l'information quantique d’obtenir des algo-
rithmes plus efficaces, ou la notion d’efficacité peut avoir des sens différents suivant le do-
maine considéré. Par exemple, cela pourrait signifier un algorithme plus répide, ou encore

' économiser de la communication dans la réalisation de téches distribuées, ou augmenter
la sécurité dans un contexte cryptographique, etc. Quand on reggrde spécifiquement 1’ap-

prentissage machine et I'informatique quantique, on peut imaginer plusieurs manieres de



les faire interagir. Mon but principal dans cette thése est de montrer que bien que l’.in-
formatique quantique et I’apprentissage machine peuvent sembler a priori tres différents,
ils peuvent (et ont déja pu) se fen_contrer de multiples fagons dont ils ont mutuellement
béﬁéﬁcié. L’apprentissage quantique est le domaine qui est né de ces différentes rencontres
entre I'informatique quantique et l’apprentissagé machine.

Le plan de cette theése est le suivant. Dans un premier temps, le chapitre 2 présente
un survol de l’ihformatique quaﬂtique et introduit les notions de base du domaine, puis
le chapitre 3 offre une 'présenta'tio_n de l'apprentissage machine et de ses deux formés
principales : I’apprentissage supervisé et l’apprentz’séage NON-SUPETVISE. |

Ensuite, 'apprentissage quantique est défini dans le chapitre 4 et un tour d’horizon .
des rencontres antérieures entre I'informatique quantique et ’apprentissage machine est
donné. Ces rencontres incluent : _ '

— la comparaison de I’apprentissage quantique et classique en theorle calculatoire de

" l’apprentissage (appelée computational learning theory en anglais),

— les variantes quantiques d’algoriﬁhmes d’apprentissage dont les réseaux de neurones

quanthues

— les algorithmes cla531ques d’apprentissage s’inspirant de la mécanique quantique,

— les bornes en complexité de la commumcatlon quantique s’appuyant sur des notions

' d’appréntissage machine,

— Destimation de systémes et de processus quantiques,

— le calcul bayésien pour les matrices densité,

— les cryptosystemes basés .sur des problemes d’apprentissage difficiles,

— apprendre a généraliser sur des mesures, ‘ 4

Le. chapitre 5 se focalise sur un nouvel axe de recherche, la qliantisatioh d’algorithmes
d’apprentissage non-supervisé (dont principalement des algorithm.es de catégorisation).
Les principales contributions de ce chapitre sonf :

— la description de sous-routines qﬁantiques basées sur I'algorithme de Grover pou-

vant étre utilisées pour quaritiser des algorithmes d’apprentissage. -

- uhe recette explicite montrant comment, a partir de la description classiqué d’un

ensemble de données, construire un circuit quantique pouvant étre utilisé ensuite

comnie une boite noire a I'intérieur d’un algoriththe d’apprentissage.
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— des versions quantisées des algorithmes de catégorisation divisi(ze, k-médianes (ver-
sion standard et distribuée), construction d’un graphe de voisinage, détection d’ano-
malies et initialisation “intelligente” des centres des catégorieé. Toutes ces versions
quantisées sont plus efficaces en terme de temps de calcul ou de.complexité que
leurs contrepa.rﬁies classiqués.

— Dlouverture de perspectives futures comme une ébauche d’une version quantique
d’un algorithme de réduction de dimensionnalité (Isomap) ou encore d’dlgofithmes
quantiques d’estimation de den_sité basé sur des extensions dé Grover permettant _
de compter le nombre de solutions. .

Le chapitre 6 définit ’analogue de l’apprentissage machine quand ’ensemble de

données est composé d’états quantiques, et non plus d’observations classiques sur des .

objets classiques. Ce changement de théorie sous-jacente a l’appréntissage a une influence

- directe sur le processus d’apprentissage et ses limitations. Les principales contribution de

-ce chapitre sont :

~le développement d’un cadre permettant de reformuler certains problemes de la
théorie quantique de la détection et de 'estimation en taches d’apprentissage. .

- la formalisatio‘n des notions de classes .et' de réductions d’apprentissagé quaritiques.

- la déﬁnition des variantes quantiques de la classification Bina_ire, la classification
binaire pondérée et la classification multiclasse.

- la _deséription des réductions d’apprentissage permettant de réduire les versions
pondérée et multiclasse de la classification a sa version standard.

o la définition des té}ches d’apprentissage non-supervisé quantiques que sont la

catégorisation, la réduction de dimensionnalité ou I’estimation de densité.

Finalement, la conclusion récapitule les principaux travaux d’apprentissage quantique

décrits dans cette these et les mets en perspectives les uns par rapports aux autres.



CHAPITRE 2
SURVOL DE L’INFORMATIQUE QUANTIQUE

2.1 Présentation de ’informatique quantique

Définition 2.1 (Informatique quantique). L’nformatique quantique [126,152] étudie les

implications de la mécanique quantique pour fins de traitement de Uinformation.

Lorsqu’on définit I'informatique comme « la science du traitement de I'information »,
on sous-entend implicitement que ce traitement de l’inforrﬁation s’effectue en suivant
les lois de la physique classique qui décrivent les phénomenes a I’échelle macroscopi'que.
La mécanique quantique, quant & elle, explique plutdt les phénomenes apparaissant 3
1*échelle de l’atomé et le comportement des particules élémentaires. Les principes de
la mécanique qﬁantique sont trés difféfents de ceux de la physique classique et peuvent
parfois sembler contre-intuitifs au premier abord comme nous allens I’entrapercevoir dans
les prochaines sections. En associant le traitement de Iinformation basé sur ces lois
physiques avec I'informatique classique, il est possible de réaliser des prouesses hors de
portée de I'informatique classique seule (cf. section 2.4). |

L’informaticjue quantique est un domaine encore jeune qui est hautement multidisci-
plinaire car se trouvant au confluent de 'informatique, de la pHysique, des mathématiqu_és
et de la chimie :

- Iinformatique pour la partie traitement de I'information,

— les mathématiques pour le formalisme servant a décrire le domaine,

— la physique pour les principes gouvernant le modeéle de calcul et la réalis_ation phy-

sique de Pordinateur, A o

— et la chemie pour certaines implémentations.
~ Historiquement, Feynman a été I'un des premiers & suggérer en 1981 qu’un ordinateur
basé sur les principes de la mécanique quantique pourrait permettre de simuler efficace-
ment d’autres systémes physiques quantiques [85]. En 1985, Deutsch a ensuite développé
I’idée qu'un tel ordinateur pourrait offrir un avantage calculat_oire comparé & un ordi-
nateur classique et a défini le modele de la machine de Turing quantique [68], avant de

définir en 1989 celui des circuits quantiques [69]. La preuve .d’équivalence entre les deux
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I

modeles et le raffinement du modele des circuits quantiques a été. apporté en 1993 par
Yao [194]. Depuis, c’est principalement dans le langage des circuits que sont décrits la

plupart des algorithmes quantiques.

2.2 Notions de base d’informatique quantique

La section suivante présente les principes et notions de base des circuits qlfantiques,
qui est le modele de calcul généralement utilisé pbur'décrire le fonctionnement des algo-

rithmes quantiques._

2.2.1 Qubit, transformation unitaire et mesure

Un qubit (ou bit quantique) est 'analogue quantique d’un bit classique. Par contraste
avec sa contrepartie classique qui peut seulement étre dans un état & la fois (soit zéro,
soit un), le qubit peut exister en une superposition d’états. Ainsi tout systéme physique

qui peut exister en supérposition cohérente d’états est un bit quantique potentiel.

Exemple 2.1 (Systéme quantique); Un atome pouvant se retrouver dans l’état fon-
damental ou excité, la polarisation d’un photon (hom’zqntale, verticale ou circulaire)
ou encore le spin d’un électron qui peut pointer vers le haut ou le bas sont tous des

implémentations physiques potentielles de systémes quantiques.

Un des prérequis pour les utiliser pleinement comme systéme quantique, est de pouvoir
les mettre en superposition de plusieurs états, et non un seul état comme le serait un bit

classique.

Définition 2.2 (Qubit). Formellement, en utilisant-la not'c\ztion de Dirac, un qﬁbit peut
étre décrit comme |9) = a|0) + 5|1), ot a et B sont des nombres complezes appelés les
amplitudes des états |0) et |1), respectivement. Les valeurs de o and 3 sont telles que
|a|2 + 18|12 = 1. De maniére équivalente, |v) peut étre décrit comme un vecteur colonne

représent.ant un €tat quantique vivant dans un espace de Hilbert.

Lorsqu’un qubit est mesuré, on va observer un des deux états classiques avec un

probabilité qui dépend de son amplitude mise au carré.

Définition 2.3 (Effet de la mesure). Lorsque l’état |1) = «|0) + 5|1) est mesuré, soit

0) wva étre observé avec probabilité |a|?, soit |1) sera observé avec probabilité | ).
P ,



En fait, la mesure est le seul acte irréversible car une fois celle-ci effectuée le qubit
sera devenu l’état mesuré. Le reste du temps, les calculs effectués sont réversibles et sont
réalisés a l'aide de transformations unitaires, qui correspondent aux opérations autorisées

par les lois de la mécanique quantique.

Définition 2.4 (Transformation unitaire). Une transformation U sera dite unitaire si
et seulement si UUT = UtU = |, ou U' est la transposée cbnjuguée de U et | la matrice
identité. Une tmhsformation unitaire agissant sur d qubits est généralement représentée
sous la forme d’une matrice carrée de taille 2¢ par 2%, ou ‘les entrées de la matrice

correspondent a des nombres complezes.

Définition 2.5 (Porte unaire : Walsh-Hadamard). Un exemple d'une telle opération
qui ne posséde- pas de contrepartie classique est la porte de Walsthadanlard H qui

transforme l‘jétat |0) en ﬁ |0). + % |1) et l’état |1) en % 0) _-% 1).

De fa(;oh équiva.l.ente, on peut voir l'action de H comme |a) — \/— ,0) + (- 1)a i |1,
ou a est un bit classique. Si on commence avec un qubit arbitraire |¢) = a|0) + 3 \1 yet .
qu’on lui applique H, on obtient par linéarité a(\/- 10) + \/— 1)) + ﬂ(\/— [0) — \/- 1))
22210y + 22 1)

Considérons ’exemple suivant qui illustre les notions vues pour 'instant! :

) A=

F1G. 2.1 — Exemple d’un simple circuit quantique.

Si on initialise |¢) = |0), cela signifie que I'on va commencer avec |0), appliquer la
porte de Walsh-Hadamard et mesurer 1’état. Aprés la porte de Walsh-Hadamard, l’étﬁt
|1) va avoir évolué vers \/- 0) + 4= \/- |1) et-apres la mesure, on va observer soit le bit clas-
sique 0 avec probablhte 5, soit 1 avec la méme probabilité. On peut remarquer d’ailleurs

qu'un tel circuit correspond & un générateur parfait de bit aléatoire. I est particuliérement

'Dans la notation des circuits utilisée dan!: cette thése, un trait simple 1epresente un fil transportant un
qubit alors qu’un trait double est utilisé pour un bit classique. De méme, un bloc rectangulaire représente
une transformation unitaire agissant sur un (ou des) qubit(s) alors qu’un bloc qui est arrondi & droite
symbolise une mesure qu; prend en entrée un (ou des) qubit(s) et produit en sortie de l'information
classique. )
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important de comprendre qu’aprés la mesure, |1} ne sera plus en superposition mais qu’il
sera devenu la valeur observée (soit |0) ou |1)), d'ou I"aspect irréversible de la mesure.
Les autres transformations unitaires opérant sur un qubit rencontrées fréquemment

sont le Not, le changement de phase P et Ry, la rotation par un angle 6.

Définition 2.6 (Portes unaires : Not, P et Ry). L'cffet de la porte quantique Not est
ezactement le méme que celui de la version classique, ¢’est d dire de transformer |0) — |1}
et |1) — |0). Le changement de phase P, par contre, ne connait pas d’équivalent classique,

il améne |0) — [0) et |1} — — |1).' La rotation par un angle arbitraire Ry transporte

|0) — cos@|0) —sin@ |1) et [1) — sin@|0) + cos|1).

On peut aussi remarquer que les portes H, Not et P sont leurs propres inverses, c’est
a dire que U = U, ol U est la transformation unitaire considérée. Ainsi dans I'exemple
de la figure 2.1, si on avait appliqué une seconde fois la porte H plutét que de mesurer

directement, on serait de nouveau revenu sur ) = HH|0) = |0).

2.2.2 Registre, circuit quantique et POVM

La notion de qubit posséde une extension naturelle qui est celle du regisire quantique.

Définition 2.7 (Registre quantique). Un registre quantique |1) composé de n qubits vit

dans un espace de Hilbert H de dimension 2. Le registre quantique |1) =«Zz‘2:(;1 a; 1) est

décrit par ag, . ..,aan_1 qui sont des nombres complezes tels que Zfigl a;|> = 1. L'état -

|i) représente lencodage binaire de Uentier 1.

Le produit tensoriel @ est généralement utilisé pour représenter la composition de

deux systémes quantiques (comme par exemple de deux qubits).

Exemple 2.2 (Composition). Si on dispose de deuz systémes |¢) = «|0) + 1) et
@) = v|0) +6|1) et qu'on les place l'un 4 c6té de l'autre, on peut décrire le systéme

composite comme |I') = |¢b) @ |¢) = ay|00) + aé |01) + G~ [10) + G4 |11).

La notation\t/))@k est utilisée comme raccourci pour représenter un registre quantique
composé de k copies du méme état [1).

Les opérations unitaires peuvent aussi étre généralisées a deux ou plusieurs qubits.



Définition 2.8 (Porte binaire : Swap). L’action de la porte binaire Swap sur deuz qubits
[¢) et |¢) passés en entrée (figure 2.2} est d’échanger la place des qubits sur les fils du :

circuil.

B e ¥

g — — 1¢)
FiGc. 2.2 — Porte §wap.

Définition 2.9 (Porte binaire : Control-U). ‘La porte Control-U est une porte binaire,
ov U peut étre n'importe quelle opération unitaire Su} un qubit. Quand cette porté est -
’ Aapp'liquée, le qubit situé sur le fil supérieur est responsable de décider si out ou non la
porte U sém appliquée sur le qubit inférieur. On appelle le qubit supérieur la source et le

- qubit inférieur la cible.

|source)

lcible)

Fi1G. 2.3 — Porte Control-U.

Exemple 2.3 (Porte binaire : Control-NOT). La porte Control-NOT ‘est une porte bi-

naire, ou on applique la porte NOT sur la cible uniquement si la valeur de la source est
).

Si jamais la source et la cible sont en superpositions d’états, il peut arriver que non
seulement la cible change de valeur, mais aussi que la source soit affectée. Ainsi dans le

cas de la porte Control-NOT, si |source) = \/ig |0) + \% 1) et |cible) = :}—5 |0) — \/LZ 1),

1ous avons comrme entrée au circuit

Gible) — (\}5 0) +.% '1)), ® (\—15 0) - %11)) (2.1)

|souree) ®

ce qui équivaut a

S0 s 4zno -y @)



" Or, apres I’application de la porte Control-NOT, nous avons comme sortie

1 1 1 1 1 1 1 1
71000 = 5100+ 3112~ 510}~ (750 -75) 2 (0 5m) @9

.. . . ,'. T . . 1 1
Ainsi, la c1ble est inchangée mais 1 etat-dfa la source est maintenant de —= |O> -7 |1) au
. 1 1 e eps
lieu de — |0) + i |1) initialement.
En informatique quantique, tout ce qui correspond & une opération physique valide
effectuée sur un systéme quantique peut étre décrit par une mesure généralisée a,ppeléeA

POVM [156] (du terme _anglé:is Positive-Operator Valued Measurem.ent)'

Théoréme 2.1 (Implémentation d’un POVM, théoréme de Neumark (voir [156] par
exemple)). Il est toujours possible de représenter Uaction d’un POVM sur un état quan-
tique ) dans le language des circuits par lajout d’un systéme ancillaire |O>®k (dont la
dimension 2% dépend du POVM ;spéczﬁquel qu’on souhaite réaliser), l’application d’une
opération unitaire U, opérant sur les n qubits composant |¢> plus les k qubits du systéme

ancillaire, suivi d’une mesure a4 la fin.

SAnMinIN
0 — =L

FIG. 2.4 — Une architecture générique de_POYM.
_ En pratique, cependant, décbmposer Popération unitaire U, qui peuﬁ-étre décrite par
une matrice carrée de taille 2"1% par 27t% ol les entrées sont des nombres complexes,
sous forme de poftes unaires et binaires est souvent une tiche non-triviale. De plus, afin
d’étre coﬁsidéré efficace, ia taille d’un circuit quantique doit étre polynomiale par rapport
au nombre de qubits composa,nf Ientrée [1). Tout Part de développer un algorithme
quantique pour une tache précise est de trouver un circuit qui est plus efficace que ce qui

est classiquement possible/connu.

Lemme 2.1 (Principe du délai de la mesure (voir page 186 dans [152])). Le principe
du délai de la mesure énonce que méme si une séquence d’opérations sur un registre
~quantique inclut des mesures en cours de route et un compo_rtemeni adaptatif en fonctioh

des résultats des mesures, il est toujours possible de reformuler cette séquence d’opérations
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en un POVM qui ne comporte qu’une seule mesure ¢ la fin et dont tout le reste de

Pévolution est unitaire (et donc représentable sous forme d’un circuit quantique).

La porte Control-Not (ou n'importe quelle porte binaire autre.due Swap et 'identité |),
A ainsi que pratiquement n’importe quelle porte unaire qui ne préser've pas la base de calcul,
sont sufﬁsants‘pou'r obtenir 'universalité du modele [171], c’est-a-dire povuvoir calculer
n’importe quelle fonction. Par opposition, en informatique classique, si on requiert que le
-calcul soit universel et réversible [20], alors il faut utiliser des portes faisant interagir au

moins 3 bits en méme temps tel que la porte de Toffoli [180] ou la porte de Fredkin [88].

2.3 Propriétés de I"information quantique

Comme nous allons le voir dans cette section, l'information quantique est de par
. sa nature trés différente de l'information classique et elle posséde des propriétés trés

particuliéres.

' 2.3.1 Parallélisme quantique, intrication et interférence

L’informatique quantique puise sa force dans trois ressources n’ayant pas de contre-

partie classique : le parallélistne quantigue, I'intrication et 'interférence.

Définition 2.10 (Parallélisme quantique). Le parallélisme quantique référe au fait que
de par le principe de superposition et [o linéarité de la mécanique quantique, ¢l est possible

de calculer en paralléle les valeurs d’une fonction sur plusieurs entrées.

_Ainsi, pour une fonction booléenne qui prendrait en entrée une chaine de n bits, il est
possible de calculer en une seule fois, le résultat de la fonction sur une supérpositibn‘ des
2" entrées possibles. Comparé au cas classique, ot on ne peut calculer la fonction qu’avec
une seule entrée -4 la fois, on a donc un gain potentiel qui est exponentiel. Cependant, si
on cherche naivement a observer directement le résultat de la fonction, on va seulenient
observer une seule sortie de la fonction parmi le nombre exponentiel de sorties calculées.
I est malgré tout possible de tirer avantage des valeurs calculées sans chercher & les
mesurer directement comme le font les algorithmes quantiques (voir section 2.4).

Quantiquement, un circuit quantique (figure 2.5) calculant une fonction f peut étre

représenté par une transformation unitaire U qui prend en entrée |x) et un qubit ancillaire
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lz) - = l=)

u -
). /_— b f(z))

F1G. 2.5 = Calcul d’une fonction par oracle quantique. Le symbole @ représente ’opération

qui fait le OU exclusif entre deux bits (ou deux chaines de bits). ’

|z) . : (=)@ |z)
U |

) v

FiG. 2.6 — Calcul d’une fonction par retour de phase.

b}, et qui retourne en sortie |z,b & f(x)) (ce qui implique que le circuit est réversible).
Ce méme circuit peut étre utilisé (figure 2.6) pour stocker la valeur de f(r) directement
dans la phase en utilisant la technique du retour de phase [60]. Soit le circuit représenté
dlan's la figure 2.7 qui illustre cofnment on peut interroger une transformation unitaire
U réalisant une fonction booléenne f : {0,1}* — {0,1} en superposition de toutes les
‘entrées possibles. Le circuit prend en entrée n 4+ 1 qubits, les n premiers qubits servant
a représenter les chaines de bits T € {0,1}™ passées en entrée & la fonction f et le qubit
ancillaire servant & recueillir le résultat de l’appliéation de cette fonction. La tour de
Walsh-Hadamard H®" va appliquer H sur tous les qubits du registre quantique (sauf le
qubit ancillaire). Elle générera une superposition uniforme de toutes les entrées possibles
ﬁ Zgn:”ol |z) ®|0). Apres 'application de U, le résultat de la fonction sera stocké dans le
qubit ancillaire et le registre quantique sera dans une superposition uniforme des entrées
. et des sorties de la fonction f, s’oit_% Zzn:?)l |x)®|f(m)) En un seul appel de U, on a donc
évalué la fonction : f sur- 9" entrées en parallele. Cependaht, si on observe directement le

registre sans faire aucun post-traitement, on verra simplement une paire (z, f(z)) choisie

aléatoirement parmi toutes les paires d’entrée/sortie possibles.

|0>®n H®n _
U

0)

\

F1G. 2.7 - Circuit calculant f sur une superposition de toutes les entrées.
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Il existe des états quantiques qu’on dit intriqués car ils ne peuvent pas étre décrits
de facon indépendante. L'état [¥~) = % 101) — % |10), introduit pour la premiere fois
en 1935 par Einstein, Podolsky et Rosen dans un papier essayant. de prouver en vain que

la mécanique quantique est incomplete [81], est un de ces états.

Définition 2.11 (Etats séparables et intriqués). Les états quantiques qui peuvent étre
exprimés comme le produzt tensoriel d’av moins deur systémes sont dits séparables, alors

que tous les autres sont considérés comme étant intriqués.

Bell a prouvé en 1964 que les corrélations qu’offrent certains états intriqués sont
impossibles & reproduire classiquement, méme en utilisant une théorie & variables locales

cachées [19]. ]

Définition 2.12 (Systémes bipartites intriqués : états de Bell). Les états [¥~), |[¥+) =
% |01) + % 10), [#7) = 5 [00) - 5 [11) et |@F) = % |00) + 5 [11) sont appelés états
de Bell. N ' L

Si on mesure la moitié d’un des états de Bell, le résultat de la mesure sur cette moitié
va parfaitement déterminer le résultat de la mesure sur 'autre moitié. Cependanﬁ, bour
une personne qui' n’aurait aucune information sur le résultat de cette mesure, le compor-
temeh‘t qu’elle pourra observer de la part de 'autre moitié de la paire sera exactement:
identique avant ou aprés la mesure. Cela a pour conséquence que l'intrication ne pe;t
pas étre ﬁtilisée comme moyen de communication instantanée. Par contre, de par les
corrélations qu’elle offre qui ne peuvent pas étre reproduites méme avec des variables
aléatoires partagées, I'intrication peut étre utilisée comme une ressource, par exemple

pour diminuer.le colit de communication de certaines tiches distribuées [43,189].

Soit le circuit suivant :

o) ~{H——
B

Fi1G. 2.8 - Circuit générateur d’états de Bell.

L’entrée du circuit (figure 2.8) est composée.de I'état [a) ® [b) ol a et b sont deux bits

classiques. Apres I'application de la porte de Walsh-Hadamard H, le systéme se trouvera
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dans P'état (%|0> + (—1)“% |1)) ® |b) ce qui est équivalent & -\%—5 |0b) +(—1)a% |16). A la
sortie du circuit, on obtiendra aprés 'action du Control-Not, I’état % |0b) +(—1)a% |16).

En faisant varier les deux bits classiques a et b mis a ’entrée du circuit, on peut générer

les quatre états de Bell. Plus précisément, si @ = 0 alors on obtient « * » sinon « = »,

et de méme si b = 0 alors |®) sinon |¥). Par exemple si ab = 11, on aura généré |\Il‘>
L’intrication peut se généraliser & des états sur n qubits, comme par exemple ’état GHZ

généralisé & n participants (aussi appelé état chat) qui a la forme % [0™) + % [1™).

~ Définition 2.13 (Interférence). On nomme interférence, le phenomene quantzque qut fast

que les chemins logzques de calcul puissent mterferer entre euz de maniére constructlve-'

ou destructive.
)

I’amplitude d’un ‘chemin particulier est calculée en additionnant les amplitudes des
branches qui le composent. Comme les amplitudes sont des nombres compléxes, I'ampli-
tude d’un chemin de calcul sera elle aussi un nombre complexe. Lorsqu’on fait la somme
des amplitudes des chemins menant & un état particulier, ces valeurs peuvent se conso-
lider entre elles, si par exemple toutes les amplifudes onf des valeurs réelles positives
(ou éncore si elles ont toutes des valeurs réelles négatives). Ces valeurs peuvent aussi
s’annuler entre elles si par exe}nple toutes les amplitudes des chemins ont la méme norme
mais qu’exactement la moitié sont des nombres positifs et que l'autre moitié soient des

nombres négatifs. L’interférence est dite constructive si les chemins se consolident entre

eux et destructive lorsqu’ils s’annulent entre eux. Lorsque de ’'interférence constructive

:a lieu lors d’un calcul, elle s’accompagne aussi forcément de sa contrepartie destructive.

La plupart des algorithmes quantiques utilisent le phénomene d’interférence de maniere

“intelligente” afin de faire ressortir le résultat recherché lors de la mesure finale.

2.3.2 Théoreme de non-clonage, borne de Holevo et impossibilité d’ap-

prendre de 'information sans perturbation

Comme nous avons pu l’apercevoir dans la section 2.2.1, un qubit est perturbé par
I’acte de la mesure. Trois théorémes fondamentaux en théorie de I'information quantique
posent directement des limites sur ce qui peut &tre fait/ce qu’on peut apprendre d’un

état inconnu |1). Le premier théoreme, appelé théoréme de non-clonage [192], est di

4 Wootters et Zurek, et indépendamment Dieks [72], et peut étre énoncé de la fagon
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suivante.

Théoreme 2.2 (Théoréme de non-clonage [192]). Il est impossible a partir d’un état
inconnu |¢) d’en p'roduma une copie additionnelle parfaite ¢ moins que Uétat 1)) nap-

partienne ¢ un enbemble connu d’états 07*1‘h,ogonawr:2

Démonstration. Le preuve de ce théoréme est relativement simple. Si un 'appareil parfait

de clonage existait alors son action pourrait étre représentée par le circuit suivant :

[¥) — %)
U .
10) — )
FiG. 2.9 — Représentation d un circuit hypothétique permettant de reallser un clonage
parfait.

* Pour que le circuit U réalise effectivement Ié clonage, il faut en.pa,rticulier qu'il envoie
|0) |0) ~— |0)|0) et |1)]0) +— ]J1)[1). Or par ~linéarité cela veut dire qu'il va transformer
(\/_ |0) + L 7 1))®[0) = \/— |0 |0) + \/- |1) |0) vers \/- 0) [0) + - 7 11) 1) ce qui est différent
de (ﬁ |0) + ﬁ 1)) ® (ﬁ |0) + ﬁ 11)). Un tel circuit de clonage universel ne peut donc -
pas exister. Cette preuve n’est cependant pas compléete car elle ne tient pas compte de la
possibilité de faire une mesure en cours de route c;a qui rendrait le circuit haﬁtement non-
unitaire. Voir [118] pour une preuve plus compléte se basant sur une approche différente,

celle du principe de conservation de Uinformation. ) o O

Le clonage parfait reste possible si [) appartient vz‘:r un ensemble connu d’états or-
thogonauz (ce qui arrive en particulier si les qubits sont dans un étatAclassique). Dans
ce cas-ci, cloner pourrait étre simplement réalisé eﬁ mesurant dans la base orthonormale
formée par ces états, ce qui révélérait exactement quel.|¢) était encodé dans cette base.
‘Avec cette information, rien n’empéche ensuite en principe de réaliser autant de cbpies
de 1) que désiré. - . ;

Le deuxiéme théoreme fondamental [115}., qui est dii & Holevo, borne la quantité

in i i &tr i systéme quantique.
d’information qui peut étre extraite d’un system nticque

2Le lerme “états orthogonauz” refere a des etats qui sont parfmtemenr distingables entre eux, tPl que
Létat |0) et Uétat |1), ou encore ['état \/— |0) + \/_ |1) et Pétat 2= \0) 7-— (1)

1
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‘Théoréme 2.3 (Borne de Holevo [59, 115] (version simplifiée)). Si Alice veut envoyer ‘
n bits d’information a Bob via un canal quantique, elle devra pour cela lui envoyer au

moins n qubits si Alice et Bob ne sont pas intriqués et au moins 5 s’ils le sont.

Bien que ce théoreme semble destiné en premier lieu au domaine de la' communication,
il a aussi pour corollaire immédiat de limiter le nombre de bits d’information qui peuvent

‘étre extraits en mesurant un systéme quantique.

Corollaire 2.1 (Extraction d’information classique d’un systéme quantique). Il est im-

possible d’extraireé plus de n bits classiques d’un syst-éme quantique composé de n qubits.

Démonstration. Supposons pour faire une preuve par contradiction, qu’il soit possible
d’extraire plus de n bits.classiques d’un systeme quantique compbsé de n qubits. Cela
voudrait dire qu’Alice pourrait préparer et envoyer ce systéme pour transmettre plus de

n bits classiques d’information & Bob ce qui contredirait la borne de Holevo. 1

Ainsi, bien qu’il puisse étre nécessaire de représenter un systéme de n qubits avec.un
nombre exponentiel d’amplitudes par rapport a n, seul une quantité linéaire d’information
peut en étre extraite. ‘

Le troisiéme théoréme fondamental [25], qui est dii & Bennett, Brassard et Mermin,

est une extension du théoréme de non-clonage (théoreme 2.2).

Théoréeme 2.4 (Impossibilité d’apprendre de I'information sur un systéme sans le per-
turber [25]). Aucun appareil de mesure ne peut avoir une probabilité non-zéro de révéler
de information classique sur un état quantique |) sans avoir en retour uﬁe probdbilité
non-zéro de perturber Uétat de fagon irréversible ‘(sauf sl est connu d’avance que |1)

appartient & un ensemble d’états orthogonauz,).

2.3.3 Codage superdense et téléportation quantique

Soit un -état de Bell vu dans la section précédente, dont on confie la moitié de la
paire & Alice et 'autre moitié & Bob. Si Alice applique 'opération Not localement sur sa
moitié de la paire, il est possible pouf elle de transformer |¥) en |P), et vice versa. De
méme, si elle applique localement le changement de’ phaéé P sur sa particule, elle peut
faire passer « T » vers « ~ », et inversement. Nous avons maintenant tous les outils sous

la main pour redériver le codage superdense [26], qui fut inventé par Bennett et Wiesner,
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et qui permet a Alice de transmettre. deux bits classiques & Bob par I’envoi d’un seul
qubit §’ils partagent préalablement un état de Bell. Le protocole est le suivant. Alice et
Bob partagent un état |®1) = % |00) + \/LE |11) et Alice souhaite transmettre deux bits
d’informations a et b & Bob. Si a = 1 alors Alice applique P sur sa particule, et si b= 1
elle va appliquer Not. Ensuite, elle envoie par un canal quantique sa moitié & Bob; puis
Bob applique I'inverse du circuit décrit dans la figure 2.8 et retrouve en sortie a et. b

.qu’Alice voulait lui transmettre.

Définition 2.14 (Codage superdense). Le codage superdense .permet de transmettre
deux bits classiques au prix de l'utilisation d’un état de Bell et de la transmission d’un

seul bit quantique.

De fait, pour transmettre 2n bits classiques de Alice vers Bob, il est possible soit de
transmettre 2n qubits, soit d\e partager n €tats'de Bell entre Alice et Bob et de faire

transiter ensuite n qubits en utilisant le codage superdense.

Définition 2.15 (Téléportation quantique). La téléportation quantique [24] permet de
réaliser une tdche complémentaire du codage superdense, celle de transporter un bit
quantique inconnu [17) = a2 |0) + B2 |1) de Alice vers Bob au-prix de la transmission de

2 bits classiques et du sacrifice d’un état de Bell.

Le terme téléportation réféere au fait qu’a la fin de la téléportation, Alice n’a plus
entre ses mains 1’état |1/17) mais que c’eét Bob qui en est maintenant le détenteur. La
téléportation va donc permettre de transporter un qubit, mais pas de le cloner. Il faut
aussi noter que la viteése de cette téléportation est bornée par celle de la lumiére puis-
qu’il faut le temps aux deux bits classiques de se rendre de Alice vers Bob pour que la
téléportation soit complétée. Voir I'article original des six péres de la téléportation [24]

pour plus de détails sur son fonctionnement.

2.3.4 Matrices densité N

Définition 2.16 (Matrice densité). La matrice densité est un formalisme qui permet de
représenter la connaissance que quelqu’un a sur un systéme quantique. En particulier, elle

constitue une description complete de ce qui peut étre observé sur [état du systéme [156].
p : () .
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Si on sait & ’avance que I’état quantidué |1) est dans une superposition spécifique
d’états, alors la matrice densité p de cet état est égale & [t)) (¥|.> Dans ce cas, on dit
que p est un état pur et on a la simple relation p? = p. Un mélange s'tatistique est une

distribution de probabilités sur un ensemble d’état purs {(p1, [¥1)),.-., (P&, [¥k))}, ol
. |1/Ji)_représente un étaf pur particulier et p; est la probabilité associée a cet'état, qui
respeéte la relation Zle p; = 1. La matrice densité d’un mélange p est définie comme
Zi;l pi |¥i)(¢;|. Si notre ignorance a propos d’un état est compléte, alors 0}1 dit que cet
état est complétement mélangé. Dans ce cas, p = %I ou d est la dimension de ’espace de

Hilbert dans lequel p vit, et | est la matrice identité.

2.4 Quelques résultats quantiques

Dans cette section, nous allons briévemenﬁ énoncer trois résultats parmi les plus |
importants du domaine. Dans ’ordre, nous allons passer a travers les deux algorithmes
qui ont révolutionné le domaine et qui ’ont fait p_rendre son essor, celui de Grover et celui
de. Shor, puis passer en revue le premier résultat qui connait une appliéation commerciale,

celui de la cryptographie quantique.

2.4.1 Algorithme de Grover

Un des deux algorithmes fondamentaux est l’algorithme de Grover [103]. Cet .algo_
rithme s’attaque au probleme de la recherche d ‘un élément dans un espace de recherche -
non structuré. Formellement, onlpeut définir ce probléme comme la recherche de I'élément
unique z satisfaisant la relation f(x) = 1 alors que pour tous les autres éléments on aura
f(z) = 0. Classiquement, ’algorithme le plus nalf qui consiste & 1nterroger la base de
données (possiblement de maniere aléatoire) jusqu’a ce qu’on trouve 1’élément est aussi
le plus efficace. En moyerine, il faudra interroger la base de données sur la moitié de ses
entrées avant de trouver l’élémént souhaité, ce qui donne donc une complexité de O(n).

Quantiquement, I'algorithme de Grover permet de résoudre le méme probléeme en temps

- O(vn).

3La notation bra (1| est la notation duale de la notation ket |+4) que nous avons utilisée précédemment
sans la nommer. Formellement, |4} est un vecteur colonne représentant un état quantique vivant dans un
espace de Hilbert et (¢ est la transposée conjuguée de ce vecteur. Par conséquent, |1) (3] est une matrlce
‘carrée. .
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La différence fondamentale entre classique et quantique, c’est que dans un monde
quantique il est possible d’interroger la base de données en lui donnant comme entrée
une superposition d’états alors que classiquement on ne peut ’interroger qu’élément par
-élément. L’algorithme de Grover est un algorithme itératif ou chaque étape, appelée
‘itémtion de Grover, consiste en une série de transformations unitaires simples. Voir la

section 5.2 pour plus de détails sur les variantes de Grover.

2.4.2 Algorithme de Shor

En cryptographie, il arrive souvent que la sécurité de cryptosystémes soit fondée sur
des hypothéses calculatoires reliées & la difficulté de résoudre un certain prdbléme. En
particulier, on suppose qu'il existe des fonctions, appelées fonctions ‘d Sens unique, pour
lesquelles il est facile de calculer f(z) sachant z mais qui sont difficiles & ihversér, c’est
a dire de retrouver z sachant f(z). La factorisation est considérée comme une de ces
fonctions. Ainsi, il est facile de multiplier deux grands nombres premiers mais aucun
- algorithme classique efficace pour retrouver ces deux no_mbres. a partir de seulement leur
produit n’a été découvert pour l’instant“‘. Le systeme de cryptographie & clé publique
RSA [164] (pour Rivest, Shamir et Adleman), qui est utilisé coﬁréminént de nos jours
pour sécﬁriser les paiements électroniques; base sa sécurité exclusivement sur la difficulté
de la factorisation.

Classiquement, le meilleur algorithme classique de factorisation connu actuellement
(le number field sieve [136]) requiert un temps quasi-exponentiel par rapport & la taille
~du nombre & factoriser. Quantiduement, 1’algorifhme-découvert par Shor en 1994 per-
met de factoriser le produit de deux grands nombres premiers en temps polynomial [172].
ACet algorithme utilise comme outil la iransformée de Fourier quantique, qui peut étre
vue comme l’adaptation quaﬁtique de la transformée de Fourier rapide standard. La
,transformée.de Fourier pe‘utr étre implémentée de fagon tres efficace (en un nombre poly-
nomial de portes) sur un ordinateur quantique. L’algorithme de Shor est un algorithme
probabiliste de type Las Vegas qui utilise la transformée de Fourier Quantique comme
sous-routine. Pour étre précis, I'algorithme ne s’attaque pas directement 3 la recherche des

facteurs mais le réduit au probléeme de trouver la période d’une fonction injective sur sa

*0u alors s'il a été découvert, il n’a pas été divulgué pour le moment.



19

période. Shor résout ce probleme et utilise ensuite la réduction existanté pour factoriser.
Dans son article, Shor détaille aussi un algorithme permettant ‘de résoudre efficacement le
logarithme discret, un autre probléme pour leduel on ne connait pas de solution classique
efficace et sur lequel sont batis la sécurité présumée de certains cryptosystémes.
2.4.3 Cryptographie quantique
Comme noué 'avons vu dans les sections précédentes, bien utilisée I'information quan-
tique peut permettre de réaliser deé taches qui semblent impossibles ou difficiles classi-
quement tel que factoriser efficacement. En particulier, I’algorithme de Shor condamne
4 plus ou moins court-terme les cryptosystémeé a clé publique tel que RSA. Il existe
cependant un reméde fourni par l'information quantique elle-méme, c;zlui--de la criypto-
graphie quantique. Classiquement, il existe un protocole permettant a deux personnes de
communiquer de fagon inconditionnellement sécuritaire. Ce protocble du masqgue jetable,
qui a été découvert par Vernam [183], perfectionné par Mauborgne et proﬁvé sécuritaire
par Shannoﬁ [170], requiert que les deux participants partagent une clé secréte au moins
aussi longue que le message qu'ils veulent échanée,r. Une fois qu’un messaée a été chiffrée
aveé cette clé sécréte,_ elle ne pourra ma.lheureusement pas étre réutilisée sous peine de
complétement ruiner la sécurité du protocole. Le probléme est que dans un monde clas-
sique, deux particip_ants-ne peuVent pas générer de clé secrete commune & moins de se
rencontrer physiquement ou de déja disposer d’un canal sécuritaire. B
Dans le monde quantique, la situation est différente. En utilisant le protocole de
distribution de clés BB84 [23], Alice ét Bob peuvent, s’ils disposent d’un canal quantique
* les reliant, réussir a générer une clé secrete aléatoire commune, et ceci méme sous les yeux
d’un éspion disposant d’'une puissance de calcul illimitée. Sans entrer dans les détails, '
si I’espion essaye d’apprendre de l'information sur les qubits qu'il voit passer sur le
canal, il va nécessairement créer une perturba',tkion‘ qui pourra ensuite étre détectée par
Alice et Bbb. Ce protocole offre une sécurité inconditionnelle qui n’est pas basée sur
des hypothéses calculatoires mais sur les lois physiques de la mécanique quantique. La .
cryptographie quantique est la premiére applicétioﬁ ciuantiqué qui est sufﬁsamént mature

pour étre passée du laboratoire & I’étape commerciale®.

SElle est actuellement vendue en ligne par plusieurs compagnies dont idQuantique (http://wuw.
idquantique.com) et MagiQ Technologies (http://www.magiqtech.com).



CHAPITRE 3
')

SURVOL DE L’APPRENTISSAGE MACHINE

3.1 Présentation de Papprentissage machine_v

Déﬁnition 3.1 (Apprentissage machine). L’apprentissage machine [79,98,114,145,182]
étudie les techniques permettant de donner & la machine la capacité d’apprendre & partir

d’expériences passées.

Contrairement & I'informatique “traditionnelle” oli I'on programme explicitement la
machine sur comment elle doit réagir en fonction de chaque situation, I’apprentissage ma-
chine cherche & donner la capacité d’apprendre a partir d’exemples de situations passées
afin de pouvoir généralise'r dans le futur a des situations nouvelles. Le domaine peut
lui-m:émev étre séparé en trois sous-domaines : I’apprentissage superuvisé, l’apprentiésage
non-supervisé et I'apprentissage par renforcement »

L’ apprentlssage superv1se et non-supervisé seront détaillés dans les sections suivantes. ’
- L’apprentissage par renforcement [177] cherche & représenter ’apprentissage d’un agent v
motivé par un but, qui interagit avec un environnement incertain afin de maximiser une
fonction d’ utlhte/recompense L’ agent peut influer sur 1env1ronnement par ses actions
et ainsi apprendre de fagon dynamique par des stratégies d’essai/erreur. Nous n’abor-
derons pas plus en détails 'apprentissage par renforcement dans ce chapitre, car il est
relativement hors de propos par rapport a cette these.- Nous verrons cependant dans le
chapitre 4 qu’il existe des travaux ayant quantzses cértains algorlthmes d’apprentissage

- par renforcement (cf. section 4.3).

3.2 Apprentissage supervisé

Un algorithme d’apprentissage apprend a paftir'd’un ensemble de données, ap-
pelé ensemble dentmmement passé en entrée a l'algorithme. Cet ensemble d’en-
trainement contient des observations sur des obJets collectées soit en observant le
passé, soit directement acquises aupres d’experts. Dans le cas de I’apprentissage su-

pervisé, un ensemble d’entrainement contenant n points de données est décrit comme
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"Dn = {(x1,%1),---,(Tn, yn)}, o1l T; est un vecteur représentant des observations sur les
caractéristiques du 7°™® objet (ou point de données)! de I’ensemble d’entrainement et y; la
cible associée a cet objet. Le but de I'algorithme d’ai)prentissage est d’apprendre, a partir
de Dy, une transformation f : z +— y. Autrement dit, f est une fonction qui associe une
cible y & un vecteur d’observations . Cette fonction est la sortie produite par ’algorithme
suite a la phase d’entrainement. Un cas typique serait celui ol chaque objet peut étre
décrit en utilisant d attributs réels et oll on s’intéresse A faire de la clas_éiﬁcation binaire

(voir figure 3.1 pour un exemple). Dans ce cas-ci, z; € R% et y; € {—1,+1}. Considérons

I’exemple suivant, qui illustre la classification binaire de maniére plus concréte.

Exemple 3.1 (Classification binaire). Soit une banque, qui d partir des données de ses
clients, voudrait apprendre'un classifieur lui permettant d’évaluer si une personne pourra
ou non réussir ¢ rembourser un prét (classe positive ou négative). Dans ce cas, d serait
le nombre d’attributs servant & décrire chaqae client, et y serait égale a “+1” pour les
clients dans | "historique de la banque ayant rembourse’ leur prét et “—17 pour ceuz qui
ont failly & leur remboursement. Une fois le classifieur f appris, on peut lui soumnettre

le vecteur d’attributs x» d’un nouveau client afin d’évaluer si le client est intéressant ou

non pour la banque selon la valeur y-» prédit.

3.2.1 Classification, régression et ordonnancement

Les trois taches principales de l’apprentissage supervisé sont : la classification, la
régression et I’ordonnancement. En classification, la fonction f qu’on cherche a apprendre
est appelé classifieur. Elle permet d’associer a chaque vecteur d’observations z, sa classe
correspondante y. Si on considere la classification multiclasse avec k classes différentes,

onayée{l,..., k}.

Exemple 3.2 (Classification). Reconnaitre les empreintes digitales ou le visage d’une
personne (dans ce cas-la chagque classe correspond & un individu), classifier automati-
quement une nouvelle fraichement publiée comme appartenant  la section “culture” ou

“sports”, détection de cas de fraudes, ...

1Dans cette theése, les termes “objet” et “point de données” possédent la méme signification et seront
utilisés de maniére interchangeable. De méme, les termes “classe”, “groupe” et “catégorie” seront eux
aussi utilisés de fagon interchangeable. ’
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FIG. 3.1 - Illustration d’une tache de classification binaire. A partir des points de données
contenus dans ensemble d’entrainement, qui sont étiquetés d’apres leur classe respective
(ici « -1 » ou « +1 »), lalgorithme va apprendre une surface de décision qui fait la
séparation des données et va jouer le role de classifieur. »

En régression, on cherche & apprendre le méme type de fonction que pour la classifi-
cation. Cependant, au lieu que les 1 appartiennent a un ensemble fini, elles peuvent étre
choisies parmi un ensemble co{ntinu. Ainsi, la régression peut étre vue comme la tache
de prédiction d’une certaine caractéristique de 'objet qui est choisie parn'li'un ensemble

continu (et non discret comme dans le cas de la classification).

Exemple 3.3 (Régression). Prédire ’dge d’un-arbre d partir d’observations le concer-
nant, estimer le degré de risque de mon-remboursement par rapport 4 une personne
(contre simplement risque/non-risque dans le cas de la classification) ou encore prévoir

Uévolution future du cours d’une action en bourse.

I’ordonnancement (ou ranking en anglais) cherche a ranger/ordonnancer différentes
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instances de I’ensemble d’entrainement en fonction de leur pertinence par rapport a un
point de données passé en entrée..L’ordonnancement correspond donc & prédire, pour
chaque point d’entrainement, un score représentant sa pertinence par rapport a I'objet

- considéré actuellement.

Exemple 3.4 (Ordonnancement). Supposons que chaque point de données de Pensemble
d’entrainement c_orrespond 4 une page web Vet qu’on cherche & domner un score d’utilité
pour chaque page par rapport d la requete actuelle. Dans le contexte de la Tecommandatzon_
de produits, on pourrait vouloir trier les articles d’ une boutique en lzgne en fonction de

leur intérét potentiel par rapport ¢ un acheteur speczﬁque.

3.2.2 Généralisation et validation

L’apprentissage machine est fondamentalement différent de I’apprentissage par ceeur,
ou la rinachine chercherait simplement a mémoriser les exemples présentés sans rien ap-
prendre d’eux. En effet, en apprentissage machine on espere que non seulement la ma-
chine va pouvoir reconnaitre la'plupart des exemples qu’on lui a présentés mails aussi
et surtout qu'elle va Apouvoir génémliser;é des cas non observés auparavant. Pour tes-
ter Defficacité d’un algorithme, on met généralement de cbté un ensemble de données
appelé ensemble de test, qui est iqdépéndant de I'ensemble d’entrainement et sur lequel
on testera la fonction f retournée par l'algorithme. L'erreur mesurée sur cet ensemble;
appelée erreur de test, constitue un estimé de la véritable erreur de généralisation. Ce
n'est pas le cas de lerreur d’entrainement qui n’est généfalément pas un bon indica-
teur de I'erreur de généralisation (car étant biaisée), bien que constituant elle-méme une
borne inférieure de 'erreur de test. Il existe souvent un compromis fondamental a faire
entre le surapprentissage, ol on aura choisi une représentation qui est trés. proche des
données d’entrainement mais ou la généralisation sera faible, et le sous-apprentissage oﬁ

" au contraire on aura considéré un ensemble de fonctions possibles'd’ofl f est choisie qui
n’est pas assez riche pour représenter la diversité présente dans les données.

Afin d’éviter ces deux situations qui conduisent a une faible généralisation, on cherche
a controler la complexité du modele et ensuite & évaluer la performance de 1>’anorithIAne
sur différentes possibilités. Les méthodes .d’évaluation. les plus communément utilisées

sont :
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(1) /La validation sitmple, ot 'ensemble de_ données est séparé en un seul ensemble
d’entrainement et de test (en utilisant par exemple 80 % des données pour len-
trainement et 20 % pour le test). |

(2) La walidation croisée, ou on répéte plusieurs fois I’étape d’entrainement/test mais en’
mélangeant aléatoirement les données a chaque fois. La mesure d’erreur considérée
est la fnoyenne des erreurs obtenues lors des différentes tentatives.

(3) La walidation paf blocs [73] (appelée k-fold cross-validation en anglais), ol on coupe

~ I’ensemble de données en k blocs distincts. Chaque bloc sert une seule fois en temps
qu’ensemble de test et est utilisé le reste du temps comme ensemble d’entrajnernent.
Un avantage de la validation par blocs est que comme chaque point de données est
utilisé uné seule fois pour le test, I’estimé obtenu de Verreur de généralisation est

plus robuste et moins biaisé que dans le cas de la validation croisée [131].
(4) La wvalidation .“jackknife” (aussi appelée leave-one-out), ol on entraine sur tous
"les points sauf un sur lequel on mesure Verreur de test. On répete ensuite cette .
procédure pour chacun des points de données (ce qui revient a faire une validaﬁoﬁ

par blocs avec k = n blocs, pour n le nombre de points de données total).

Les mémes méthodes de validation peuvent étre utilisées afin d’optimiser un hyper-
parameétre de 'algorithme, comme par exemple celui qui contrdle la complexité du modéle.
Dans ce cas, on construit un troisieme ensemble appelé ensemble de validation. Une fois
queé le (ou les) parametres de I'algorithme ont €té optimisés, les données de 'ensemble de
validation sont ensuite. intégrées a 'ensemble d’entrainement pour la vraie phase d’en-

tralnement.

3.23 Algorithmes d’apprentissage

- Le but de l’apprentissagé machine n’est pas de trouver I'algorithme d’apprentissage-
“ultime” mais plutdt de développer un sac d’outils contenant une variété d’algorithmes
- afin de pouvoir s’adapter a diﬂéfentes situations d’apprentissage. En effet, il n’existe
aucun a,lgorithmé d’apprentissage qui puisse battre tous les autres pour toutes les dis-

tributions possibles de données?. Cette notion peut étre formalisée sous la forme d’un

2Cet énoncé n’exclut pas quun algorithme d’apprentissage particulier puisse “battre” les autres al-
gorithmes sur la plupart des distributions de données rencontrées en pratique, qui constituent un petit
sous-ensemble de toutes les distributions théoriquement possibles.
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théoreme d’impossibilité pour l’apprentissage du type “no-free-lunch”.

Théoreme 3.1 (No-free lunch pour 'apprentissage supervisé (version simplifiée) [191]).
Au regard de la probabilité de bien généraliser sur un point de données non-observé aupa-
ravant, tous les algorithmes sont équivalents en moyenne. Autrement dit, pour n’tmporte
. quelle paire d ’algoﬁthmes d’apprentissage, il y o théoriguement autant de situations (de
_distributions des données possibles) ou le premier algorithme battra le second que vice-

versa.

Dans le cas de l'apprentissage supervisé, il existe de nombreux algorithmes trés
PP g P -

différents tel que :

(1) Les méthodes de voisinage sont parmi les algorithmes d’apprentissage les plus simples
qui existeht. Lorsque le temps de classifier un point inconnu x> est arrivé, une
méthode de voiisina.ge‘cherche les voisins de z» dans l'ensemble d’entrainement Dn

. et base sa prédiction sur un vote de majorité par rapport aux classes de ses voisins.
Parmi ces méthodes se trouvent les k-plus proches voisins [71], ol on considére
seulement les k voisins les plus proches de z-, et les fenétres de Parzen [155], ou on
va considérer tous les-ﬁoints en leur associant un poids qui dépend de leur distance
avec z». Un cas particulier des fenétres de Parzen considére seulement les points
qui sont dans un voisinage fixe de distance e.

Avantages :
— ‘Ireés simple conceptuellement et facile a impléméntér.

' — Robuste par rapport au bruit. |
— Ne requiert aucune phase d’entrainement (tout le travail s’effectue au moment

de la classiﬁcation). ' v , ' -
‘ Inconvénienfs : |
- Le parametre de 'algorithme, tel que k (le nombre de voisins) ou € (la taille du voi-
%macre) doit é&tre choisi avec discernement pour obtemr une bonne Drenerah%atxon
(souvent par validation crmsee) .

— Importance de la pertinence de la distance ufilisé‘e. Certaines fechniqﬁes ap-
prénnent la mesure de distance qui est la plus informativé par rapport a une situa-
tion d’appréntissa.ge spécifique (voir [99] pour un exemple adapté aux méthodes

de voisinage).
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— Calculer la distance entre z7 et tous les points de I'ensemble d’entrainement peut
étre coliteux en temps de calcul (surtout si n est grand). Certaines structures
de données permettent cependant de rendre la recherche des voisins plus efficace

lorsqu’on est en faible dimension (voir [27] par exemple).

(2) Dans un arbre de décision [160,161], chaque neud représente un test sur un ou
plusieurs attributs dont le résultat va déterminer quelle bra.nché suivre pour des-
cendre dans ’arbre. Chaque feuz’ile est en général étiquetée par une classe. Pour-
classifier un nouveau point de données, on parcotirt I'arbre en partant de la racine
jusqu’a atteindre une feuille et on prédit la classe qui correspond a l’étiquette de

| cette feuille. Crée par Quinlan, ID3 [160] (pour Iteratzive Dz‘chotomiser“?) est parmi

les toﬁs premiers algorithmes développés pohr construire un arbre de décision. 11

s’agit d’un algorithme récursif qﬁi construit ’arbre en créant a chaque récursion un

‘nceud dont le test porte sur l'attribut qui mazimise le gain dnformation (ou de

fagon équivalente minimise ['entropie de Shannon).

Avantage : ‘

- Compréhensibilité du modele. Les arbres de décision sont parmi les seules
méthodes dont la description du modéle permet d'expliciter la raison des
prédictions effectuées par celui-ci.

Inconvénients :

- — Instabilité de l’algorithme.- Une petite perturbation des données de yl’en-
semble d’entrainement peut conduire a la | génération d’un arbre de
décision completement différent. Les méthodes d’ensemble comme les foréts
aléatoires [49], qui basent leurs prédictions sur une forét d’arbres plutét que sur
un arbre individuel, permettent de contourner ce probléme tout-en améliorant
au passage la généralisation. ,

- Probléme de surapprentissage si lfarbfe construit est trop profond. Certains al-
gorithmes (comme C4.5 [161]) utilisent des techniques d’élagage pour controler
expliciterhent la profondeur et la taille de 1’arbre. ‘

(3) Les classifieurs bayésiens [135] estiment explicitimént pour un nouveau point de
données sa probabilité d’appartenance a éhacune des classes en se basant sur les
données de 'ensemble d’entrainement. Un classifieur de Bayes naif (appelé naive

Bayes en anglais) calcule ces probabilités d’appartenance en se basant sur une ap-
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plication directe de la formule de Bayes et sur ’hypothese que tous les attribufs
sont indépendants les uns des autres (d’ou le terme “naif”). Cette hyp.othése sim-
plifie considérablement la formule de Bayes et donc son évaluation explicite. |
Avantages : /

— Tres simple conceptuellement et facile & implémenter.

—-Minimise ’erreur de Bayes. ‘

Inconvénients : _ _

— L’hypothese d’indépendance des attributs d’un classifieur de type Bayes naif est

souvent non fondée en pratique.

— Minimiser 'erreur de Bayes ne garantit pas de pouvoir généraliser correctement.

Les réseauzr de neurones artificiels .[36] s'inspirent du fonéti('_)nnerneht des réseaux
de neurones dans le cerveau humain. Un réseau de neﬁ_rones artificiels se compose de
plus.ieurs couches de neurones, dont au moins une couche d’entrée et une couche de
sortie. Les neurones sont connectés entre eux par des synapses, c’est a dire des liens
comportants des poids. Chaque neurone est une petite unité de calcul qui prend en
entrée les valeurs retournées par les neurones de la couche précédente multipliées par
les poids des synapses, leur applique une fonction (comme par exemple la fonction
sié)moi'de ou tanh) puis produit en sortie la valeur résultante.

Avantagés :

— En pratique, les réseaux de neurones offrent généralement une bonne performance
sils sont correctement optimisés.

— Le théoréme de Uapproxzimation universelle [90] précise qu’il est possible d’ap-
prdximer n’importe quelle fonction sur les nombres réels avec un réseau de neu-
rones contenant une seule couche cachée® (c’est a dire une seule couche in-
termédiaire entre la couche d’entrée et de softie).

Inconvénients :.

— Incompréhensibilité du modele. Le réseau de neurones fonctionne a peu pres
comme ﬁne boite noire et il est difficile d’expliquer ce qui I’a conduit & faire une
prédiction particuliere. k

— Beaucoup de parameétres & optimiser. Pour que le réseau de neurones artificiels

311 est cependant possible que cette couche contienne un nombre exponentiel de neurones par rapport
au nombre de neurones dans la couche d’entrée. '
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.

offre une bonne généralisation, il faut optimiser de nombreux parametres dont le
nombre de neurones dans la (ou les) couche(s) cachée(s) ou le choix des fonctions

calculées par les neurones.

(4b) Les réseauz profonds [113] sont des variantes des réseaux de neurones basées sur
une architecture profonde qui comporte de nombreuses couches intermédiaires. En
partant de la couche d’entrée, chaque couche suivante peut étre vue comme appre-
nant des caractéristiques de la distribution des données a un niveau de plus en plus
abstrait. Ces architectures .sont devenues populaires récemment suite & des travaux
de l’équipe de Hinton (université de Toronto) et de Bengio (université de Montréal)
prouvant qu’il est possible d’apprendre efficacement les poids initiaux des liens re-
liant les différentes couches en ‘utilisant une méthode non-supervisée. En partant
ensuite de l'architecture apprise, et en y ajoutant une méthode supervisée, on ob-
tient un algorithme qui généralise'parf.ois'_.mieux sur cerfaines ensembles de données
que ce qui était auparavant considéré comme ’état de I’art. Leurs avantages et in- .
convénients sont relativerhent similaires a ceux des réseaux de neurones standards,

si ce n’est que les réseaux profonds offrent souvent une meilleure généralisation.

(5) Les machines a vecteurs de support [182] se focalisent sur les points de données
proches de la surface de décision (appelées vecteurs de support), plutot ciué sur l'en-
semble des points d’entrainement. Ces méthodes cherchent explicitement & maximi-
ser la marge, qui est fonction directe de la distance entre les vecteurs de support et la
frontigre de décision. 11 a été démontré, aussi bien théoriquement qu’empiriquement,
que la maximisation de la marge conduit souvent & une bonne généralisation. Sup-

-posons que l'effet du bruit peuf &tre modélisé comme déplai;ant un point de données
légerement dans I'espace dans lequel il vit. Intuitivement, nous pouvons nous rendre
compte qu'une marge importante réduit la probabilité que ce point “traverse” la
surface de décision et donc que le classifieur fasse une prédiction erronée quant a
sa classe. Afin de pouvoir s’occuper deé données non-linéairement séparables, les
machines & vecteur de support utilisent le “truc du noyau” [3] (appelé kernel trick
en anglais) pour trahsformer implicitement ’espace de représentation des dbnnées
d’entrée en un espace de plus haute dimension. Cette transformation vers le nou\‘/el
espace permet ensuite de séparer les données en utilisant un classifieur linéaire.

Avantage :
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— Tres bonne généralisation. En pratique, les machines & vecteurs de support sont,
parmi les méthodes qui obtiennent les meilleurs résultats. _

Inconvénient : _

— Gourmand en terme de temps de calcul. Les machines a vecteurs de support
utilisent des méthodes d’optimisation pour maximiser la marge dont le temps
d’exécution est souvent quadratique en n, le nombre de points de 'ensemble

d’entralnement.

(6) Les méthodes d’ensemble sont lillustration du proverbe “[’union fait la force” et com-
bine plusieurs classifieurs en un seul classifieur efficace, souvent par un mécanisme
de vote. Parmi les méthodes d’ensemble, on compte les algorithmes de type boos-
ting (comme AdaBoost [89]), 'empilement [190] (ou stacking en anglais), le bag-
ging [48] (pour Bootstrap Aggregating) ou encore les foréts aléatoires [49)]. Chacune
de ces méthodes d’ensemble a ses propres avantages et inconvénients. Ainsi, si on
prend ’exemple d’AdaBoost (pour Adaptive Bbostz’ng), qui combine plusieurs clas-
sifieurs dits faibles* én un classifieur efficace, on peut identifier les avantages et
inconvénients sui\;ants. |
Avantages :

— Trés bonne généralisation. Dans de nombreux domaines, la performance
d’AdaBoost est comparable & celle des autres algorithmes de I’état de l'art (tel
que les machines 5 vecteurs de support,). |

— Il.s’agit d’un des rares algorithmes pour lequel surapprentissage (comme ame-

- ner erreur d’entrainement vers zéro) ne rime pas fofcémen’c avec mauvaise
généralisation. Ceci peut-étre expliqué par le fait qu’AdaBooét'éssaye indirec-
tement de maximiser la marge. '

Inconvénients :

- Parfois particulierement sensible a certain'type de bruit présent dans les données.

~ Importance du choix des classifieurs faibles. En pafticulier, il ne faut pas que
chaque classifieur faible pris individuellement soit trop “bon”. Faute de quoi, il y -
a des risques que le classifieur final combiné soit pire en terme de généralisation '

que les classifieurs faibles considérés individuellement.

4Un classifieur faible est un classifieur dont les prédictions peuvent étre & peine meilleures qu’un choix
aléatoire.
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~ Pour résumer, chaque méthode d’apprentissage est appropriée a certaines situations
et posséde des avantages et des inconvénients qui lui sont propres. Parmi les avaﬁtages,
on peut citer : une bonne performance en terme de générélisation pour les machines &
vecteurs de support, les méthodes d’ensemble ou encore les architectures profondes, un
'pouvoir d’explication quant aux prédictions pour les-arbres de décision, la minimisation
de l'erreur de Bayes pour les classifieurs bayésiens ou encore la nécessité de faire des
calculs seulement au moment de la classification pour les méthodes de voisinage. Coté .
inconvénients, on trouve : la sensibilité & des faibles variations dans les exemples ou dans
I"'ensemble d’entrainement pour les arbres de décision, le manque de clarté dans la raison
des prédictions pour les réseaux de neurones ou encore le colit en temps de calcul élevé
pour classifier un point de test pour les methodes comme les k- plus proches voisins ou
les fenétres de Parzen. '
La plupart des algorithmes d’apprentissage décrits plus haut ont été formulés initia-
lement pour résoudre 1a tache de classification malis peuvent étre adaptés pour résoudre

les tiches de régression ou d’ordonnancement.

3.3 Apprentissage non—sﬁp ervisé

L’ apprentlssage non-supervisé se dlﬁ’erenme du cas superv1se principalement par le
fait que dans le premier cas, la valeur de la classe y; associée a chaque objet z; eSt
1nconnue Plus précisément, on pourralt connaitre le spectre des différentes étiquettes
possibles mais ne pas connaitre les étiquettes speczﬁques de chacun des points de données,

- soit méme complétement ignorer le nombre de classes et leurs étiquettes. Le but de 'ap- -
préntissage non-supervisvé est de découvrir la structure cachée se tmuvant& lintéreur des
données. Contrairement & sa contrepartie supervisée, elle constitue donc une approche
plus exploratoire de 1'apprentissage.

Les trois principales formes d’apprentissage non-supervisé sont :

(1) La catégorisation® (ou clustering en anglais) qui cherche & révéler les catégories

1l existe une situation d’apprentissage intermédiaire appelée apprentissage semi-sipervisé ol lon
dispose de beaucoup de données non-étiquetées et peu de données étiquetées. En pratique, cette situation
est courante car typiquement il « colte » cher d’obtenir des données étiquetées si ¢’est un humain qui
doit faire le travail d’étiquetage alors que collecter des données non étiquetées est plus facile. Voir [198]
pour un état de l'art des algorithmes dans ce domaine.

SCette tache est aussi parfois appelée partitionnement en francais.
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naturelles présentes & l'intérieur des données.

(2) La réduction de dimensionnalité qui se préoccupe de trouver une représentation en
faible dimension des données de l’ensemble d’entrainement qui, eux, sont en haute

dimension”.

(3) L’estimation de densité qui veut apprendre explicitement une fonction de probabilité

(aussi appelé fonction de densité) qui représente la vraie distribution des données.

Ces trois taches sont loin d’étre indépendantes, et méme au contraire fortement inter-
conhectées. Ainsi, la catégorisation, qui associe a chaque point de données une catégorie,
est une forme de réduction de dimensionnalité ol _chéque point de données pourrait
ensuite étre représeﬁté sous la forme d’un seul index indiquant sa catégorie. Aussi, I’esti-
mation de densité permet en général de faire de la réduction de dimensionnalité puisque la

-fonction de densité apprise correspond souvent une représentation compacte des données.

3.3.1 Catégorisation

Le problémé de la catégorisation peut étre formuilé de la fagon suivante. Soit l’en- .
semble d’entrainement D, = {z1,...,2,} tel qu'on cherche & associer & chaque point
de données une étiquette y; € {1,...,k} de maniére a ce que les 6bjets similaires se re-
trouvent associés a la méme catégorie et que les objets dissemblables se retrouvent dans

des catégories différentes (voir figure 3.2 pour une illustration). .

Exemple 3.5 (Catégorisation). Révéler les groupes sociologiques se trouvant a l'intérieur
d’une population a pdrtir de données démographiques, trouver les catégories typiques exis-
tant parms les clients d’un supermarché, regrouper automatiquement les chansons qut sont .
mustcalement proches, réunir dans un méme groupe des génes ayant un comportement

biologique similaire afin d’inférer leur fonction.

Pour fonctionner, un algorithme de catégorisation doit avoir accés & un critére lui
permettant de comparer deux objets de I’ensemble d’entrainement, tel que par exemple
une notion de distance ou une mesure de similarité. L’algorithme va ensuite chercher

a regrouper les objets en se basant sur ce critere. Une des notions de distance la plus

" Autrement dit, le but est de tfouver une représentation de ’ensemble de données original plus com-
pacte tout en préservant au maximum Pinformation présent dans celui-ci, comme par exemple la distance
entre chaque paire de points. i
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Fic. 3.2 — Illustration d’une tache de catégorisation. Contrairement & ’apprentissage -
supervisé, les classes de chacun des points de données ne sont pas connues a 'avance ct
c'est le role de I'algorithme de catégorisation que de regrouper les objets similaires dans
la méme catégorie. '

- générale est la distance de Minkowskt d(z4,Tp) = (Ef;l I P — Igi) ||p)71> Elle équivaut &
“la distance de Manhattan (norme-Ly) si on choisit p = 1 ou la traditionnelle distance eu-
clidienne (norme-Ly) si p = 2. Il est aussi possible de définir une distance dans un espace
qui dépend directement de ’ensemble de données tel que la distance de Mahalanobis [140].
Le choix de la métrique est trés irﬁportant et a un impact substantiel sur le résultat de la
catégorisation. En effet, c’est elle qui définit dans quelle mesure deux points de données |
sont proches ou éloignés. Chaque métrique réagit aussi différemment aux transformations -
qu’un point de données pourrait subir dans I'espace. Ainsi, & titre d’exemple, la distance
euclidienne entre deux points est invariante ~sou.s translation, rotation et réflexion mais
pas sous la plupart des autres transformations.

Pour représenter une catégorie, la méthode la plus simple consiste & utiliser un cen-
troide, c’est a dire & créer un point virtuel qui représente la moyenne des points de données
formant la catégorie. Une autre approche, celle du médoide représente la catégorie par
un point de données existant qui est la médiane de la catégorie. Ces deux approches sont
appropriées lorsque les points ont tendance & se regrouper eh catégories ayant une forme
sphérique sous la métrique considérée. Cependant, elles peuvent ne pas du tout captu-
rer la distribution réelle des données si les catégories sont de forme plus compIéxes, ou
méme potentiellement arbitraires. Dans ceé cas-la, une méthode cherchant représenter

une catégorie sous forme de quelques points significatifs (comme celle adoptée par I'al-
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gorithme BIRCH [197]) donnera de biens meilleurs résultats.

Un principe général que cherche a suivre (impliciteme'nt ou explicitement) tout algo-
rithme de catégorisation est de maximiser lintra-similarité a I'intérieur d’une catégorie
(c’est-a-dire d’essayer de faire en sorte que les points contenus dans une catégorie soient
le plus similaireé possible) et l’extra-dissirﬁﬂam’té entre les catégories (c’est-a-dire que les

-points de deux catégories différentes doivent étre le plus dissemblables possible). Pour
mesurer l'intra-similarité, on utilise généralemenf la distance moyenne entre les points de
la catégorie comme métriq\ie malis d’autres mesures sont possibles comme une métrique
qui serait fonction de la densité. Pour mesurer la dissimilarité entre deux catégories, les
mesures qui sont couramment utilisées sont celles de Ia distance minimum, de. la distance
moyenne ou de la distance mazimum séparant les points des deux catégories. ‘Un choix
particulier de mesure va influencer la formation des catégories. Ainsi, si on choisit lé
distance maxifnurh comme mesure de dissimilarité, il est possible que' deux catégories
qui sont frés différentes, mais qui sont. situées prochés I'une de ’autre dans ’espace des

_ données, se retrouvent a étre_fusioﬂnées en une seule catégorie. ,

L’algorithme des k-moyennes [138] est archétype d’un algorithme de catégorisation.

1l est d’ailleurs systématiquement utilisé pour fin de éomparaison lors de la mise au point
d’un nouvel algorithme de catégorisation. Voir l'algorithme 1 pour les détails sur son

fonctionnement.

Algorithme 1 k-moyennes(D,k)

Choisir k£ points uniformément au hasard comme étant les centres initiaux des
catégories '
Répéter
Pour chaque point de données dans D faire
Attacher ce point a son centre le plus proche
fin pour
Pour chaque catégorie () faire
Recalculer le centre de la catégorie en faisant la moyenne des points & l’mterleur
de cette catégorie
fin pour
Jusqu’a stablhsatlon des catégories
Retourner les catégories trouvées et leurs centroides

L’algorithme des k-moyennes procede de maniére itérative jusqu’a ce que les points

de données soient assignés de maniére fixe & un centroide (c’est-a-dire qu’il y ait stabi-
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lisafion). I1 s’agit d'un algorithme de type “hill-climbing” dont on peut démontrer qu’il
cherche é minimiser une fonction d’erreur quadratique. Comme la plupart des algorithmes
de hill-climbing, il ¥ a toujours possibilité qu’il se retrouve coincé dans un minimum lo-
cal. En pratique, il est relativement rapide et sa convergence se fait en général en un
nombre d’itérations plus petit que n, la taille de I’échantillon. [’algorithme posséde ce-
pendant deux restrictions importantes : celui d’assigner une catégorie unique a chaque
point de données et celui de connaitre a ’avance k&, le nombre de catégories présentes
dans les données. Il est néénmoins possible de remédier a ces yrestrictions; resp’ectivement
en développant une wvariante floue 'de I’algorithme qui permet a un point de données
d’appartenir a plusieurs catégories a différ'enfs degrés [35] et en utilisant des techniques
permettant d’estimer le nombre optimal k de catégories [105] (en utilisant par exemple
une méthode de validation croisée). . .
Tout comme les algorithmes d’apprentissage supervisé, il existe de tres nom- .
breux types d’algorithmes de catégorisation qui abordent chacun le probléeme de la’
. catégorisation sous un angle différent (voir [29,119] par exemple). Parmi les familles

d’algorithmes de catégorisation les plus répandues, on trouve :

(1) Les algorithmes de type hiérarchique qui construisent un arbre (aussi appelé den-
drogramme) qui représenté une hiérarchie de catégories. La racine de l'arbre est
formée par ’ensemble de la population des points de donnéesvalors que les feuilles
de I'arbre sont constituées d’un seul point de données bu encore d’un groupe dé
points tres similaires. Les algorithmes agglomératifs [66] construisent cet arbre par
le bas en faisant fusionner itérativement les points de données avec les catégories
les plus similaires. Les algorithmes utilisant l’approche dwvisive construisent plutot
I’arbre par le haut en divisant kla population de maniere récursive jusqu’a qu'une

certaine condition d'arrét soit remplie.

(2) Les algorithmes de type partitionnement (dont fait partie lalgorithme des k-
moyennes) assignent les points & des catégories en utilisant une approche glou-
tonne. Ces algorithmes fonctionnent de maniére itérative en essayant d’optimiser .
un critere global. Ils s’arrétent lorsqu’un optimum (possiblement local) est atteint

et que les points sont stabilisés dans leurs catégories respectives.

(3) Les algorithmes de catégorisation qui travaillent & partir d’un graphe représentant la



35

structure de I’ensemble de données [106]. Dans ce graphe, les nceuds sont constitués
par les points de données et les arétes ont un poids proportionnel a la distance entre
les neeuds. Les algorlthmes de cette famille manipulent la structure de graphe pour

révéler les categorles

(4) Les algorithmes basés sur la densité (comme DBSCAN [82] ou DENCLUE [112])
construisent des catégories qui sont denses et fortement connectées. Leur principal
avantage est de pouvoir considérer des catégories de forme arbitraire mais aussi
d’avoir la tendance a ne pas connecter deux categorles qul sont, relatlvement proches

mais separees par un espace de faible densité.

(5) Les algorithmes de catégorisation conceptuelle (comme COBWEB [87] ou CLA-
RISSE {5]) ne se contentent pas de regrouper des points ensemble mais expliquent
aussi leurs choix. Ces méthodes ont 'avantage d’offrir une interprétation de leurs -
résultats contrairement a la plupart des autres méthodes qui produisent souvent
des catégoriés sans les e‘xplicitér.

Une des fagons standards de tester la performance et de comparer des algorithmes
de catégorisation est de pfendré un ensemble de données dont on connait les éti.quettes
individuelles des points, mais dont on cache cette information A l'algorithme. Ensuite,
pour mesurer la qualité des catégories retournées par ’algorithme, on regarde il a été
capable de grouper ensemble les points ayant & origine la méme étiquette .ou si, aﬁ :
contraire, il les a placés dans des catégories différentes. | ' '

. Une autre manitre de tester un algorithme est d’avoir un critére global [143],
idéalement indépendant de I'algorithme utilisé, qui permet de juger de la qualité de la
catégorisation retournée. Ce critére est généralement fonction directe de I'intra-similarité
- et de 'extra-dissimilarité des catégories. Cepeﬁdant,. c’est souvent ’humain qui aura
le dérnier mot pour évalﬁer la pertinence d"une catégorisation particuliere. En effet, il
n’existe pas de critére universel permettant de le faire et il y‘aura toujours uﬁe part de

subjectivité quant & 'interprétation des catégories obtenues.

3.3.2 Réduction de dimensionnalité

En pratique, il est courant que les points de ensemble de données soient décrits

par un nombre important d’attributs (espace ¢ haute dimension) alors qu’en réalité ils
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ont été générés dans un sous-espace de dimension beaucoup plus faible. Le but de la
réduction de dimensionnalité est de trouver une représentation en faible dimension. Soit |
I’ensemble données D,, = {z1,...,Zn}, tel que les points de données x; sont définis dans
un espace de dimension d. Un algorithme de réduction de dimensionnalité va apprendre
une application f : z; — z; telle que les points obtenus z; soient décrits par k attributs,
pour k < d. Pour que cette définition ait du sens, il faut aussi préciser que 'application
apprise doit préserver au maximum l'information présente dans les données, dahs un sens

qui sera spécifique a la méthode de réduction de dimensionnalité utilisée.

Exemple 3.6 (Réduction de dimensionnalité). Compression d’images ou de sons, visua-

lisation en deuz ou trois dimensions de données.

L’analyse en composantes pm’ncipales‘ [120] (ACP, aussi parfois appelée transforma-
tion de Karhunen-Lo¢ve) découvre une transformation linéaire qui projette les points de
données dans un sous-espace de faible dimension tout en préservant la variance présente
a Vorigine dans les données. L’algorithme part des coordonnées des points de données et
apprend les vecteurs et les valeurs propres de la distribution & partir de la matrice de co-
variance. Seul les k valeurs et vecteurs propres les plus significatifs (appelés composantes
principales) sont ensuite gardés et utilisés pour réaliser la projection des données dans
'espace de dimension k. Dans le cas de ’ACP, Perreur de reconstruction engendrée par
la réduction de dimensionnalité est directement proportionelle & la somme des valeurs
propres non utilisées.

L’échelonnement multidimensionnel [62] cherche une représentation en faible dimen-
sion qui préserve le mieux possible la distance entre chaque paire de points de données. Il
est possible de l'utiliser méme si on dispose seulement des distances (ou d’une mesure de
similarité) entre chaque pairé d’exemples mais pas de leurs coordonnées exactes. Il a été
démontré que cet algorithme produit exactement les mémes résultats que I’ACP si on uti-
lise la distance euclidienne comme métrique. Aussi bien ’ACP que ’échelonnement mul-
'tidirnensionnél sont couramment utilisés comme étape de prétraitement avant d’utiliser
d’autres algorithmes d’apprentissage. Ils permettent en effet de réduire considérablement
le nombre d’attributs nécessaires pour représenter un point de données tout en préservant
I'information contenue dans les doﬁnées.

Lorsque le sous-espace ayant réellement engendré les données n’est pas linéaire mais de
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courbure beaucoup plus complexe, I'’ACP et I’échelonnement multidimensionnelb ne sont

pas vraiment appropriés et il faut faire appel a des methodes permettant d’identifier des |
varletes non- 1111ea.1res Isomap [179] est un alfrorlthme qui préserve la distance géodésique
entre les pOlntS de données, c’est-A-dire la distance pour aller d'un peint 4 un autre en
suivaht la courbure du sous—éspace réel. Dans I’espace de haute dimension, deux points
peuvent qembler proches alors qu’en vérité leur distance frcodeeaque dans I'espace de faible

dimension est grande (cf figure 3. 3 pour un exemple).

#
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Fi1G. 3.3 — Exemple du rouleau suisse tiré de [179]. La distance géodésique entre les
points de données dans le sous-espace réel peut étre tres différente de la distance telle
que mesurée dans ’espace en haute dimension. ;

L’idée principale d’lsomap (voir algbrithme 2) est d’approximer la distance géodésique
localement par la distance entre deux points puis globalement par le plus court chemin
. & travers les voisinages. |
LLE (pour Local Linear Embedding en anglais) [163] est une autre méthode de
réduction de dimensionnalité capable d’identifier des courbures de 1’espace non-linéaire.
Tout comme lsomap, elle’capture la courbure du Sous-e,spa,cé a partir d’informations
locales puis en optimisant une composante globale. Tout d’abord, LLE identifie pour
chaque point de données ses plus proches voisins. Ensuite, ’algorithme assigne un poids
a chacun des voisins de maniére qu'on puisse reconstruire le point actuél a partir d'une
combinaison linééir‘e de ses voisins (avec la contrainte additionnelle que les poids locaux

somment 3 1). En partant des poids locaux, il est possible de calculer les k valeurs et
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- Algorithme 2 Isomap(D)

[Etape 1] Calculer la distance entre tous les points dans un voisinage fixe (tel qu’un.
e-voisinage ou tous les points situés a distance € du point d’origine sont conslderes
comme des v01sms)

Représenter ces distances sous forme d’un graphe‘G ol il existe une aréte entre deux
points seulement s’ils sont dans le méme voisinage et ol le poids de cette aréte est -
p10p01t10nnel 4 la distance entre ces deux points.

[Etape 2] Estimer la distance géodésique entre chaque paire de pomtb en utlhsant un
algorlthme pour trouver le plus court chemin sur le graphe G.

[Etape 3] Appliquer I’échelonnement multldlmensmnnel sur la matrice de distances
générée a l'étape 2.

'

vecteurs propres qui élobalenient minimisent |'erreur de reconstruction. v

La catégorisation spectrdlev [151] combine 'approche de la réduction de la dimension-
" nalité avec un algorithme de catégorisation. L’idée pfincipale est de commencer d’ap-
pliquer une méthode de réduction de dimensionnalité (comme I’ACP) sur les données,
avant d’utiliser un algorithme de catégorisation (tel que les k-moyennes) sur la nouvelle
représentation des données obtenue. La phase de réduction de dimensionnalité accélére
la partie catégorisation puisqu’elle réduit le nombre d’attributs a considérer. De plus, elle
conduit souvent & la découverte de catégories plus stables, voulant dire que méme sous
‘des conditions initiales légérement différentes leq catégories retoumees par l’a,lgorlthme

seront sensiblement equwalentes

3.3.3 Estimation de densité

L’estimation de densité est la forme la plus générale d’apprentissage non-supervisé car
la plupart des autres taches d’apprentissage peuvent se réduire & I'estimation de densité.
Elle modélise la structure de la distribution sous-jacente aux données sous la forme d'une

fonction de densité.

Exemple 3.7 (Estimation de densité). Apprendre la structure musicale des morceauz
d’un compositeur particulier, estimer la distribution de plusieurs espéces en fonction
de différentes conditions environnementales, dériver un modéle permettant de prédire

Uévolution d'u climat ou du cours de la bourse.

Une maniere générique de représenter une fonction de densité est sous la forme

d’un melange de densités p(z|8) = S5 p(z|Cy, 8;)P(C;) ou k est le nombre de classes,




39

Algorithme
. d'estimatlon
de densité

->

FIG. 3.4 - Illustration d’une tache d’estimation de densité en utilisant un mélange de gaus-
siennes [64]. L’algorithme d’estimation de densité va apprendre un modele représentant
la distribution des données a partir de ’ensemble d’entrainement. Dans cet exemple par-
ticulier, I’ensemble de données sera résumé sous la forme d’un mélange compose de 3
gaussiennes dlﬁerentes

0= (01,...,0k) un vecteur de parametres, p(z|C;, 6;) la deﬁsité de la i®™¢ composante
du mélange et P(C;) la probablhte a priori de cette composante. Le but de ’estima-
tion de densité peut se résumer & apprendre (estlmer) le vecteur de parametres 0 et les
probabilités a priori des composantes {P(C1),...,P(Cy)} étant donné un ensemble de
données D, = {z1,...,T,}. Un type de mélange souvent utilisé est celui des mélanges de
gaussiennes [142] ot p(x | C;, 0;) est alors une normale de moyenne j; et de matrice de
covariance X;. Le principal avantage des mélahges de gaussiennes est qu’ils constituent
un approxunateur universel des den51tes Autrement dit, n’importé quelle distribution de
probablhtes peut étre approximée par un mélange de gaussiennes.

Lorsqu’on utiliseé ’approche du mazimum de vraisemblance, on modélisé la vraisem-.
blance d’un échantillon comme p(Dy | 8) = [[}_, p(z; | 6) et on cherche & maximiser une
fonction de coiit [ = .Zgb:l log p(z; | 9), appelée log vraisemblance. Intuitivement, cette
fonction de cotit mesure & quel point un modele spécifique semble vraisemblable par rap-
port aux données observées. Plus cette \fonction de coiit est élevée, plus le modele appris
est vraisemblable. D’autres fonctions de cotit peuvent étre utilisées comme le critére de
mazimum de vraisemblance pénalisé [80] ou encore le critére de la taille minimale de la

“description [102]. Le but reste toujours de trouver le modele qui maximise (ou minimise
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pbur certains critéreé) cette fonction de coiit. En pratique, il est souvent impossible de
“trouver la solution exacte car l'algorithmie qui la calculerait pourrait-demander un temps
'éxponentiel par rapport a 7, le nombre de points de données. L’ algorithme EM [67] (pour
Ezpectation-Mazimization en anglais) est souvent utilisé pour contourner ce probléme en
calculant une approximation de la solution optimale. Il s’agit d’ﬁn algorithme d’optimi-
sation itératif de type hill-climbing qui permet d’estimer un vecteur de parametres 6. 11
est possible que algorithme se retrouve cbincé dans un maximum local. L’algorithme
des k—'mbyennes présenté dans la section 3.3.1 peut étre reformulé comme une variante
de ’algorithme EM. ' |

L’approche bayésienne est une autre approche pouvant étre utilisée pour faire de
Pestimation de densité. Contrairement a l’approclle du maximum de vraisemblance, elle
permet d’incorporer facilement les connaissances a priori dont on dispose sur les données,
mais par contre elle est souvent plus gourmande en calculs. Pour les ensembles de données
de grande taille, les deux approches convergent souvent vers le méme résultat. Par contre,

- pour des jeux de doﬁnées de taille moindre, les modéles retournés par les deu;( méthodes
peuvent étre sensiblement différents. ' _

Dans le cas ou les données qu;on modélise ont une structure trés spécifique, il faut faire
appel & des modéles adaptés & cetté situation. Ainsi, dans le cas de données séquéntielles
évoluant Aau fil du temps, on peut par exemple les modéliser en utilisant des chaiﬁes de
Markov cachées. Dans ce cas-la aussi, les parametres du modélé peuvent étre appris en
utilisant une variante de 'algorithme EM appelé I'algorithme de Baum- Welch. Enfin les
modéles graphiques [121} tel que les réseauz bayésiens ou les réseauz de croyaﬁce servent
eux & modéliser les dépendances conditionnelles entre plusieurs variables. L’apprentissage
dans les modeéles graphiques consiste aussi bien a appfendre, la structure du gfaphe que
les dépendances entre les différents parametres. Pour ‘plus de détails sur les ‘diﬁérenté

modeles voir l’article de survol suivant [98].

3.4 Conclusion -

‘Du point de vue théorique, 'étude de 'apprentissage machine permet de mieux cerner
le fonctionnement, les mécanismes ansi que les limites de 'apprentissage chez la machine.

Du c6té pratique, I'apprentissage machine a eu énormément de succes et a trouvé des
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applications dans des domaines aussi diversifiés que la vision, la musique, la prédiction
financiere, I’analyse du climat, I'astronomie ou encore la bio-informatique.
: \ .

L’apprentissage supervisé convient parfaitement aux situations ol on dispose
d’exemples d’entrée/sortie souhaitées qui peuvent jouer le réle d’ensemble d’entrainement
alors que 'apprentissage non-supervisé est plus adapté a un mode exploratoire de 1’ap-
V prentissage ol oh cherche a révéler la structure cachée 3 I'intérieur des données. Ces deux
formes d’apprentissage sont cependant fortement interconnectées. Par exemple, il arrive
souvent qu'un algorithme de réduction de dimensionnalité soit utilisé comme étape de
pré-traitement avant de lancer un algorithme de classiﬁéation afin d’accélérer celui-ci:

1l est important aussi de se rappeler que I'apprentissage machine n'a pas la prétention
d’offrir un algorithme “ultime” mais plutdt un répertoire d’algorithmes ayant chacun
des forces et des faiblesses différentes, parmi lesquels on peut piocher selon la situation

~ d’apprentissage rencontrée.



CHAPITRE 4
TOUR D’HORIZON DE L’APPRENTISSAGE QUANTIQUE

4.1. Présentation de "apprentissage quantique

L’apprentissage: quantique (oﬁ quantum learning® en anglais) est le domaine qui est
né des différentes rencohtre’s entre Pinformatique quantique et 'apprentissage machine.
Historiquement, le terme “quantum learning” est apparu pour la premiére fois dans
le titre d’un article [57] publié en 1995 par Chrisley?, un philosophe des sciences. La

définition originale que Chrisley donne au terme est la suivante.

Définition 4.1 (Quantum learning, Chrisley 95). Quantum computers that modify them-

selves in order to improve their performance in some way.

Cette définition est relativement vague et laisse beaucoup de place a I'interprétation
du lecteur quant au but oﬁ 4 la méthode utilisée pour l’apprentiésage. L’article original de
Chrisley [57] (ainsi qu’un autre article qui suivit [58]) discutent de la possibilité d’avoir
des ordinateurs quantiques qui modifient leurs bar.amétres et leurs comportements de
maniere adaptative suite a des interactions avec I'environnement, ce qui constitue une
forme d’apprentissage. L.’implémentation d’un tel ordinateur que Chrisley définit est celle
d’une variante quantique des réseaux de neurones (cf. section 4.3.1). La facon dont les
poids de ce réseau de neurones quantiques sont mis a jour est- basée sur une analogie avec
le fonctionnement de 'interférence dans les fentes d”Young. Le reste de la discussion de
ses articles est principalement de teneur philosophique.

Bonner et Freivalds ont tenu a la fin des années 90 et au début des années 2000,
une série de trois ateliers sur le theme du calcul et de 'apprentissage quantique (le nom
exact ‘en anglais était “International Workshop on Quantum C’omputation'and Lear- .

ning”). Dans les actes du dernier atelier (Riga 2002), ils ont écrit un survol® du domaine

! Attention car faire une requéte sous le terme “quantum learning” sous Google peut douner 'impres-
sion qu’il s’agit d’une méthode pour améliorer ses competences ou encore que l’expression se rapporte a
un institut culinaire de Nouvelle-Zélande.

Bien que publides pour la premiére fois en 1995, les idées développées dans cet article ont apparemment
été présentées lors d’un atelier intitulé “Brain, mind and Physics” en 1993 a Prague.

SPeut-étre parce qu'il est écrit dans les actes de conférence d’un atelier, ce survol semble étre passé
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de-l'apprentissage quantique [39] De leur propre avis, le domaine ne semblait pas &étre
encore mature a I’époque. Ainsi, quasirnent tous les articles présentés au dernier atelier?
portaient soit sur le theme du calcul quantique, soit sur celui de I’apprentissage, mais
rarement sur les deux en méme-temps (exception faite de deux articles dtls a Bonner
et Freivalds [38,39]) alots qu'un des buts avoués de l'atelier était justément de faire se
rencontrer les deux cpmr_nunautés. Le nombre d’articles sur I’arXiv quant—ph5 contenant
1e mot “learning” dans son titre était seulement de 5 a4 ’époque (soit en 2002) contre 14
aujourd’hui (1 juillet 2008). De méme, la recherche sur le site CiteSeer® indique qu’il y
avait 17 articles avec le terme “(juantum learning” dans son résumé a la date de 2002
contre 102 maintenant (toutes ne sont pas pertinentes). Il semble donc que le domaine de
I’apprentissage quantique grandisse lentement _rnais slirement. La définition donnée par

Bonner et Freivalds a 'apprentissage quantique est la suivante.

Définition 4.2 (Quantum learning, Bonner et Freivalds 01). The quest of quantum lear-
ning . .. s to produce tractable quantum algorithms in situations, where tractable classical

learning situations do not exist, or are not known to exist.

Cette définition énonce que le but principal de 'apprentissage quanthue est de
developper des algorlthmes quanthue d’apprentissage pour les situations ol il n’existe
pas (ou il ne semble pas exister) d’algorithmes classiques d’apprentissage efficaces. Parmi
ces situations, on peut retrouver les travaux de Bonner et Freivalds sur les -automatés
finis quantiques [38] qui prouvent qu'’il existe des classes de fonctions totales recurswes
qui peuvent étre appris par un automate fini quantique, mais pas par un automate fini
classique, qu’il soit déterministe ou probabiliste.

L’apprentissage quantique a été le sujet d’un séminaire” donné par Meyer de 1'uni-

inapergu aussi bien auprés de la communauté d’informatique quantique que d’apprentissage machine. En
effet, notre article intitulé “quantum clustering algorithms” [9] est le seul & citer ce survol.

4En lisant la note de l’éditéur des actes des deux premiers ateliers (QCL’99 et QCL’00), on peut se
rendre compte que la aussi les articles concernaient seulement un des deux domaines. Les actes de QCL’99
et QCL’00 sont accessibles en ligne par les sites web des ateliers, soit respectivement http://www.mdh.
se/ima/personal/rbr01/courses/riga99.html et http://www.mdh.se/ima/personal/rbr01/courses/
sundbyholm.html. '

SL’arXiv (http://arxiv.org/) est un répertoire, public ol il est possible de déposer des versions
préliminaires d’articles pour qu’elles soient en llbre acceés. La section quant-ph (http: //arxiv.org/
-archlve/quant ph est trées populaire aupres de la communauté d’informatique quantique et de nom-
breux chercheurs, dont beaucoup parmi les plus renommés du domaine, y contribuent régulierement.

6http./‘/c;Lteseerx.:Lst.psu.edu/ _

7http://math.uc:sd.edu/~dmeyer/teaching/seminaroﬁfall.hAtml
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versité de San Diego durant 'avtomne 2002. Le but de ce séminaire était d’explorer les.
connections entre I'informatique quantique et 'apprentissage machine, mais il semble
avoir surtout focalisé sur la paftie théorique de I'apprentissage machiﬁe (cf. section 4.2).
L’expérience de conduire un séminaire sur I’apprentissage quantique ne semble pas avoir
été renouvelée par Meyer depuis. Au meilleur de I;ia, connaissance, la seule thése de docto-
rat directement reliée a ’apprentissage quantiqué est due & Aticr et s’intitule “Advances
in quantum computational learning theory” [15]. Elle a été soutenue durant 'été 2006 a
P’université de Columbia (New-York) et comme son titre 'indique elle porte aussi I’aspect
théorique de apprentissage (section 4.2). |

Au regard des conférences influentes en apprentissage machine, trois articles au moins
ont été présentés a la conférencé NIPS (Newral Informﬁtion Processing Systems) : un sur
I’entrainement des réseauz de neurones quantiques [163] {cf. section 4.3.1), un autre
sur un algorithme de catégorisation s’inspirant de la mécanique quantique [116] (cf. sec-
tion 4.4) et le dernier sur une régle de Bayes pour mettre 4 jour notre connaissance des
matrices densité [185] (cf. section 4.7). A ICML (International Conference of Machine
Learning), notre article portant sur les algorithmes quantiques de catégbrisation [9] (cha-
pitre 5) semble étre le seul qui a un lien direct avec 'apprentissage quantique. Nous

-pouvons donc voir que le “quantique” ne Yservnble pas étre un théme de prédilection pour’
I'instant auprés de la communauté d’apprentissage machine. |

Du c6té de l'informatique quantique et de QIP (Workshop on Quantum Informa-
tzon Proc'essing), qui est la principale rencontre annuelle du domaine, les sujets qui ont’
été présentés en fapport avec I'apprentissage quantique ‘sont les bornes en éomplemité
de la communication quantique se basant sur des notions d’apprentiséage machine [97]
(cf. section 4.5), l’estimation de systémes et processus quantiques (cf. section. 4.6), les
cmjptosystémes basés sur des problémes d’apprentissage supposés difficiles méme pour un -
ordinateur quantique [162] (cf. section 4.8) et apprendre 4 généraliser sur des POVMs [1]
(cf. section 4.9). | }

Au lieu de simplement se restreihdre a utiliser I'informatique quantique pour ameéliorer
I’apprentissage classiqué (comme le fait la définition 4.2), je suggere d’adopter une
déﬁnition plus ouverte qui inclut toutes les interactions possibles entre les deux domaines,
telles que les situations ot la mécanique quantique sert d’inspiration a des algorithmes

classiques d’apprentissage ou encore celles ou on utilise des idées et des notions provenant
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d’apprentissage machine pour résoudre des problémes quantiques.

Définition 4.3 (Apprentissage Quantique). L’apprentissage quantique étudie toutes les
interactions et rencontres possibles entre Uinformatique quantique et l’apprentissage ma-
chine.

" Cette définition est 'voldntairemenf large pour ne pas restreindre le domaine sim-
plement & des variantes quantiques d’algofithmes d’apprentissage'(déﬁnition 4.1) ou
4 chercher 4 améliorer sur ce qui classiquement eé_t déja possible en apprentissage
(définition 4.2). Cette définition est illustrée dans ce chapitre par un tour d’horizon a
travers les travaux d’apprentissage quantique suivants : . .

— résultats fondamentaux en théorie de I’'apprentissage,

— variantes quantiques d’algorithmes d’apprentissage, . :

— algorithmes classiques d’apprentissage s’inspirant de la mécanique quantique,

~ bornes en complexité de la cbmmu_n_ication quantique s’appuyant sur des notions

d’apprentissage machine\7

- estimation de processus et de systémes quantiques,

— calcul bayésien pour les matrices densifé,

— cryptosystémes basés sur les problémes d’apprentissage dit difficiles

— apprendre a généraliser sur des mesures.

‘Mon souhait est qu’un jour, il existe un atelier ou une conférence annuelle relié 3
I’apprentissage quantique, qui offrirait un endroit naturel ol les deux communautés pour-

ralent se rencontrer.

4.2 Résultats fondamentaux en théorie de Papprentissage

Parmi les premieres recherches en apprentissage quantique figurent des travaux menés
dans le domaine de la théorie calculatoire de l’apprentissage® (nbmmée computational

learning theory en anglais) afin de comparer 'apprentissage dans un contexte -classique

8La théorie calculatoire de ’apprentissage peut étre vue comme la contrepartie théorique de 'appren-
tissage machine. Alors que l'apprentissage machine adopte en généralemént une vue plutét empirique
de I’apprentissage ot un algorithme d’apprentissage doit étre validé sur un ensemble de données réelles
pour prouver son efficacité, la théorie calculatoire de I’apprentissage s’intéresse plutét & démontrer des
résultats théoriques dans des modeles d’apprentissage plus abstraits. La conférence annuelle CoLT est la

conférence principale du domaine. .
Ay
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et dans un contexte quantique. Deux modeles ont été généralisés au monde quantique :
le modele d’apprentissage PAC (pour Probably Approximately Correct) de Valiant [181]
et le modele d’apprentz'ssagé exact & partir de requétes de Angluin [13].

Da_ns.ées modeles, le but est d’inférer une fonction f qui est calculée par une boite
noire/ un oracle en faisant des requétes sur celle-ci. La complexité de 'apprentissage est
généralement définie par rapport aux nombres de requétes nécessaires pour apprendre
(approximativement ou exactement) la fonction f. La principale différence entre les ver-
sions classiques et quantiques de ces modeles est que dans les variantes quanticiues, nous
pouvons interroger l'oracle en utilisant une superposition de questions au lieu d’une
seule question & la fois. Ainsi, ce type de inodéle est- tres proche du modele de boite
noire considéré habituellement en informatique quantique (cf. section 5.3.1). La princi-
pale différence est qu’on souhaite ici apprendre (approximativement ou exactement) une
fonction f alors qu’en informatidue quantique, on cherche d’habitude plutét a déterminer
une dés propriétés de la fonction (comme constante ou balancée pour I’algorithme ‘de

Deutsch-Jozsa [70] ou une entrée z particuliére tel que f(z) = 1 pour Grover [103]).

4.2.1 - Apprentissage PAC

Dans' le modele PAC [181], l’algo.rithme d’apprentissage a acces a un oracle %l, ac qui
ne prend pas de valeur en entrée mais qui a chaque fois qu’il est invoqué produit une
paire (z, f(z)) choisie aléatoirement selon une certaine distribution de probabilités p,, sur
les entrées z € {0,1}™, pour n 2 1. Typiquement, f est une fonction booléenne choisie
parmi une classe de fonctions possibles F'. Dans le modele PAC, le'but est de produire

une hypothese qui approzime la fonction calculée par I’oracle.

Définition 4.4 (Apprentissage PAC.classique). Un algorithme classique A est un algo-
rithme d’apprentissage permettant d’apprendre une classe de fonctions F dans le sens
" PAC du terme, si pour toutes les distributions de -pmbabz"liiés p et pour toutn > 1, 0 <'¢,
d<l, feF, si A cohnaissant n, € et § et ayant accés a l’oracle O%Ac, peut produire
avec probabilité au moins 1 — &, une hypothése h tel que la probabilité que h(z) # f(:c)
sous ld distribution de probabilités p soit au plus e. La complexité classique en terme d’ap-

pels @ O%AC pour que A puisse apprendre f dans le modéle PAC classique est. appelée

TI%ZAC(n,e,é),
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Typiquement, la complexité T fgl ac(n, €,0) pour ﬁne fonction partiquliére représente_lle
nombre de requétes que 1’algorithme d’apprentissage va devoir demander en pire cas E
I’oracle avant de pouvoir avec probabilité non—gégligeable approximer la fonction calculée |
par celﬁi-ci. Pour certaines fonctions, cette Complexifé va étre polynomiale dans la taille
“de lentrée, alors que pour d’autres comme une fonction totalement aléatoire, elle va étre -
- de O(2™).

La variante quantique du modele PAC est due originalement a Bshouty et Jack-

son [52].' Leur motivation était de définir une extension quantique d’un oracle calculant
une forme normale disjonctive (ou Disjunctive Normal Form (DNF) en anglais), probléme
pour lequel il n’existe pas d’algorithme classique PAC efficace, afin de prouver ensuite que
quantiquement cette classe de fonctions DNF pouvait étre apprise sous. la distribution
uniforme & partir de cet oracle OqPﬂAC. Dans ce modele, I'action de Poracle 0%, consiste
a prendre comme entrée un régiétre quantique qui a la forme |D"+1> et de retourner en
sortie la superposition.zze{oll}n Vp(2) |z, f(2)), ot /p(z) constitue Pamiplitude d’une
paire d’entrée/sortie particuliére |z, f (:r:)) Formellement, nous pouvons définir I’appren- .

tissage quantique dans le modele PAC de la. maniére suivante.

Définition 4.5 (Apprentiséage PAC quantique ["169]). Un algoﬁthme d’apprentissage
quantique A pour F dans le sens PAC du terme est une famille de circuits quantiques
indexés parn > 1 et 0 < €, § < 1, tel que pour tout f € F, en ayant accés a O%‘Ac,
A wva pouvoir apprendre, avec probabilité au moins 1 — 3§, une hypoihése classique h telle
que la probabilité que h(zx) # f(z) sous la distribution de probabilité p soit au plus €. La
complezité quantique en terme de Tequétes pour que A puisse apprendre f dams le modéle

PAC quantique est appelée T§(n,€,6).

Comme ’énonce le lemme suivant, il est trivial & partir de 'oracle quantique 0%,

. 5 ' . - cl
de simuler l'oracle classique O% 4 -

Lemme 4.1 (Simulation de 'oracle PAC classique & partir de l'oracle quantique). Le
nombre de requétes quantiques Tpyo(n, €, 8) nécessaires pour apprendre une fonction est

plus petit ou égal au nombre.de requétes classiques nécessaires TI%lAC(n, €,0).

Démonstration. Soit 'oracle quantique O?DUAC qui étant donné un registre initialisé a

|0n+1> produit en sortie la superposition ZIE{O,I}" V(@) |z, f(z)). Pour simuler O%AC,
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il suffit de mesurer directement ce registre, ce qui conduit & observer une paire (z, f(z))
~ choisie selon la distribution de probabilités p(z). Une fois cette simulation effectuée, il
suffit d’exécuter l'algorithme classique permettant d’apprendre la fonction dans le sens

PAC. ’ ' : : O

Servedio et Gortler [169] ont caractérisé quel est ’avantage que peut procurer pour
apprendre une fonction dans le sens PAC du terme d’avoir acceés a un oracle quantique
comparativement & un oracle classique. Le théoréme suivant formalise les résultats de

leurs recherches pour le modele PAC.

Théoréme 4.1 (Relation entre 'apprentissage PAC classique et quantique [169]). Soit
une classe de fonctions F qui peut étre apprise. avec TEuc(n, €, 8) requétes & un oracle.
" quantique O{IQ‘AC, alors cette méme classe de fonct/z’ons peut étre apprise en faisant

T8, o(n,€,6) € O(nTEo(n, €, 8)) requétes d la version classique de l’oracle O% .. .

Ce théoreme démontre qu’il existe .une relation linéaire en terme du hombre de
fequétes entre la version quantique et la version classidhe de lapprentissage PAC. Ce-
pendant, cette relation n’exclut pas que pour certains problémes le nombre de requétes‘
 quantiques nécessaires puisse étre constant alors qhe classiquemenp il faudrait un nombre
linéaire de requétes’ Tt est important ‘aussi de réaliser’que ce théoreme énonce la quantité
dinformation (mesurée par le nombre de requétes) qu'il est nécessaire de demander a'la
boite noire, classiquement et quantiquement, mais qu'il ne dit rien par fappokt au temps
de cafcul nécessaire pour mener & bien cet apprentissage. Ainsi, Servedio et Gortler [169]
ont prouvé que sous certaines hypotheéses cryptographiques (comme la difficulté de facto-
riser les entiers de Blum), il était possible d’apprendre efficacement (en temps i)olynomial)'
quantiquement une certaine classe de concepts (grace a ’algorithme de Shor [172]) mais

pas classiquement?.

4.2.2 Apprentissage exact

Dans le modele d’apprentissage exact & partir de requétes [13], le but est découvrir
exactement la fonction calculée par l'oracle Oglmct. Par contraste avec I'apprentissage
PAC, dans ce modele on peut spécifier I'entrée x désirée a l'oracle O%, . qui produit

cact

®A moins qu’un algorithme classique efficace de factorisation soit découvert dans le futur
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alors f(x). Le modele d’apprentissage exact est plus puissant que le modele PAC, puisqu’il
permet de choisir exactement I’entrée de 'oracle 0¢t . et donc la paire (z, f(z)) qu’on va
observer, alors que dans le modéle PAC cette paire est choisie aléatoirement par 'oracle

O‘j—ﬁAc selon la distribution de probabilités p,.

Définition 4.6 (Apprentissage exact classique). Un algorithme classique A est un. al-
gof*ithmé d’apprentiésage permettan‘t d’apprendre F' dans le sens exact du‘terrne, St pour
Atout n 2z 1, f € F, st A connaissant nA et ayant accés ¢ l'oracle Oe.ract«' peut produire
avec probabilité au moins %, une ﬁypothése h.tel que h(z) = f(z) pour toutes les entrées

z € {0,1}". La complexité classique en terme d’appels & O ., pour que A puisse ap-

prendre f dans le modéle d’apprentissage ezact d partir de requétes est appelée T, 4(n).

Servedio et Gortler [169] ont défini la généralisation quantique de ce modele. La
variante quantique de 'oracle pour l’apprehtissage exact Ogimmqw pfend en entrée une
superposition dfétaté er{o,l}n dz |z, b) et produit la superposition correspondante de
sorties Z:e{ﬁ,l}" Qg |a:’, bd f($)) Cette description de l'oracle correspond exacternent 2
la maniere standard de décrire I'action d’'une boite noire en algorithinique quantique

(cf. section 5.3.1).

Définition 4.7 (Apprentissage exact quantique [169]). Un algorithme d’apprentissage
quantique A pour F dans le sens ezact du terme est une famalle de circuits quantiques
indexés par n > 1 et qui a une architecture indépendante de la fonction f particuliére

chozsze tel que pour tout f € Fn, en ayant accés ¢ O et

A wva pouvoir apprendre, avec
probabilité au moms %, une hypothese classique h tel que h(z) = f(z) pour toutes les
entrées z € {0,1}".. La complerité quantique en terme de requétes pour que A puzsse

apprendre f dans le modéle ezact & partir de requétes est appelée T .(n).

Théoréme 4.2 (Relation entre I'apprentissage exact classique et (juantique [169]). - Sost
une classe de fonctions F qui peut étre apprise avec Toou(n) requétes ¢ un oracle

,quantvque o’ alors cette méme classe de fonctions peut étre apprise en faisant

ezact?

TS w(n) € O( T .+(n))? requétes & la version classique de l'oracle O,

Ce résultat démontre que tout comme dans le modéle PAC, l'apprentissage classique
et quantique dans le modéle d’apprentissage exact & partir de requétes sont polynomia-

lement reliés en terme du nombre du requétes. Nous pouvons remarquer cependant que
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ce théoreme n’exclut pas que la complexité en terme de requétes puisse étre 1 dans le
cas quantique contre n classiquexflent (ce qui est le cas par, exemple pour 1'algorithme
de Deustch-Jozsa [70]). De plus, Servedio et Gortler ont construit une classe de éoncept
qui peut étre apprise quantiquement en temps polynomial dans le modele d’apprentis-
sage exact a partir de requétes mais pas classiquement sous I’hypothese qu’il existe des
fonctions 4 sens unique. Leur construction Se base sur une extension d’un algorithme

‘quantique d & Simon [175].

'4.3 Variantes quantiques d’algorithmes d’apprentissage

Pour n’impofte quel algorithme d’apprentissage (supervisé ou non-supervisé), il est
naturel d’essayer d’imaginer & quoi ressemble un analogue quantique de cet algorithme
et de se quesfionner sur les avantages que cette variante quantique peﬁt offrif sur sa
contrepartie classique. En apprentissage quantique, le modele ou le plus de travaux ont

été réalisés dans ce sens est celui des-réseaur de neurones quantigues (section 4.3.1).

]f)éﬁnition 4.8 (Quantisation). Processus qui part d’un protocole ou algorithme claé—
stque et qut le convertit (partiellement ou totalement) en un algorithme quantiqu‘eb afin
d’en améliorer les performances, par exemple en le rendant plus rupide dans le cas d'un
algorithme ou en économisant sur le codt de communication dans le cas d’uﬁ prdtoggle

distribué.

A nofer qu’en anglais, quantisation se traduit par “quantization” qui peut‘prendre
d’autres sens que celuivév'()quer' dans la déﬁnitioﬁ, comme diviser un espace ‘continu en
morceaux discrets (qui se traduirait en francais par quantification). Il existe des ver-
sions quantisées deé machines a vvecteurs de support [14], de certains algorithmes d’ap-
prentissage par renforcement [76] ainsi que d’algorithmes d’apprentissage non—sup'grvisé
(chapitre 5). o

Anguita, Ridella, Riviecco et Zunino [14] ont proposé un algorithme quantique
permettant d’accélérer l'entrainement des machines & vecteurs de support [1821. Leur |
méthode se base sur l'algorithme pour trouver le minimum d’une fonction de Diirr et
Hayer [78] afin d’accélérer 'entrainement de la machine & vecteurs de support. L’en-

trainement de la machine & vecteurs de support peut s’exprimer comme un probléme
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d’optimisation quadratique et I’algorithme de Diirr et Hgyer est utilisée comme sous-
- routine a l'intérieur de l'algorithme d’optimisation. Au niveau de 'apprentissage par
rehforcement, Dong, Chen et Chen ont défini une variante quantique de ’apprentissage
par renforcement [76], dans laquelle'le robot maintient un état quantique interne qui-
évolue au fur et & mesure des intefactions avec l’environnément et qui lui sert a décidér :
quelle action. accomplir en fonction de quelle situation!®. Un champ de recherche qui
semble prendre de I’essor en apprentissage.quaﬁtique depuis quelques années est celui ot
la machine qui réalise I’apprentissage est quantique et elle apprend a réaliser une certaine
tache de nature quantique elle-aussi (ce qui correspond & la définition 4.1 de Chrisley). Par
exemple, deux articles récents [16,95] parus sur ParXiv et qui ont expression “quantum

learning” dans leurs titres tombent dans cette catégorie.

4.3.1 Réseaux de netirories quantiques

Un réseau de neurones artificiels [36] est un algorithme d’apprentissage s’inspirant
du fonctionnement des réseaux de neurones qui se trouvent dans le cerveau humain.
Plusieurs variétés de réseaux de neurones existent mais typiquement leur architecture
globale partagent les mémes caractéristiques générales. Un réseau de neurones artificiels
se compose de plusieurs couches de neurones artificiels reliés entre eux par des liens
comportant des poids, a.ppelés synapses comme leur contrepartie biologique. Chaque
neurone est une petite unité de caleul qui prend en entrée les valeurs renvoyées par
les neurones de la couche pré'cédente pondérées par les poids des synapses, applique une
fonction sur les valeurs d’entrée (par exemple la fonction sigmoide ou la fonction tanh) et
fetourne en sortie la valeur résultante. Parmi les couches du neurones ﬁgurént au moins la
couche d’entrée et la couche de sortie, et souvent aussi une couche intermédiaire appelée
couche cachée. Un des résultats importants concernant les réseaux de neurones est le
théoréme de.l’approzimation universelle [90] qui précise qu’il est possible d’épproxirher
de maniére uniforme n’importe quelle fonction continue sur les nombres réels en utilisant

un réseaux de neurones avec une seule couche cachée!l.

10.]’avpue de mon cété étre assez sceptique quant & leur approche qui semble volontairement floue sur
certains détails. : o .

U Cependant, il se peut que le nombre de neurones nécessaires dans la couche cachée pour réaliser
cette approximation soit exponentiel par rapport au nombre de neurones de la couche d’entrée. De plus,
ce théoréeme d’approximation ne donne aucune garantie en terme de généralisation. En se basant sur les
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Beauboup de propositions ont été faites durant ces quinze derniéres années afin d’ima-
giner la contrepartie quantique des réseaux de neufonele. Aucun consensus.ne semble
pourtant se détacher pour linstant et les modeles proposés sont trés différents les uns
des autres et semblent incomparables. La. premiere difficulté provient de.trouver une
définition sur ce qu’est exactement un réseau de neurones. En effet, un fése_au de neu-

:rones quantique pourrait étre :

— une représentation quantique d’un réseau de neurones classiques,

— un type de POVM permettant de classifier de 'information quantique,

— un algorithme quantique pour entrainer plus rapidement un réseau de neurdnes

classique A

Ezhov et Berman ont écrit un livre d’introduction sur le sujet [83] intitulé “Introduc- .
tion to quantum neural technologies” qui recense et discute certains des modeles proposés',
-Un des modeles décrits dans ce livre représente un réseau de neurones quantiqués sous la
forme d’un registre quantique qui serait en superposition des différentes entrées z; pos-

sibles du réseau et des sorties y; correspondantes & ces entrées. Lors de la classification
d’un nouvel état inconnu z7, le POVM qui va étre appliqué sur le circuit va dépendre
directement de z7 et va produire en sortie y; le motif associé A cette entrée. L’espoir est
que si le “réseau” est bien concu, il puisse retrouver méme sur une entrée bruitée non vue
auparavant la éortie correspondante (ce qui constitue une forme de généralisation). Les
auteurs interprétent ce modéle comme un neurone unique qui serait en superposition de
plusieurs entrées/sorties. L’avantage du modeéle est qu’il permet de représenter un réseau
de neurones avec un nombre exponentiellement plus faible de ressources que claséique—
ment mais I’inconvénient est que la phase d’ “entrainement” ol il s’agit de mettre en place
la superposition dans le registre quantique peut elle-mérne demander un temps exponeﬁ—
tiel. Une autre application discutée dans le livre est celle ol les 'réseaux de neurones
quantiques pourraient étre utilisés pour implémenter une approximation de n’importe
§uel fonction réalisée par un circuit quantique, un peu de la méme maniére que ’ap-

proximation universelle réalisée par les réseaux classiques.

travaux réalisés ces dernitres années dans le contexte des réseaus profonds [113], qui comportent plusieurs
couches cachées, il semble au contraire qu'un réseau de neurones a plusieurs couches, s’il est correctement
entrainé, a un meilleur pouvoir de généralisation que les réseaux a une seule couche. Une question ouverte
intéressante est de développer une variante quantique de ces réseaux profonds. '

12Une maniére de s'en convaincre est de faire une requéte sur “quantum neural network”™ sous Google.
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Un article de Ricks et Ventura discute le probleéme de 'entrainement [163] dans un
modele de réseau quantique ol chaque noeud du réseau ainsi que chaque synapsé serait
représenté sous la forme d’un registre quantique spécifique. Pour la phase d’entrainement,
les auteurs4proposént une méthode inspirée de Grover pour initialiser le poids des sy-
napses. Un des problemes de leur méthode est qu’elle aussi requiert un temps exponentiel
dans sa version exacte!®. Les auteurs suggérent une version probébiliste de l’entrainement
qui semble plus efficace d’apres les simulations effectuées mais pour laquelle ils n’offrent
aucune garantie théorique quant a la vitesse de convergence. Cependant, leur article a
le mérite d’étre 'un des éeuls qui fait une comparaison empirique entre la performance
d’un réseau de neurones quantiques et d’un réseau de neurones classique sur un ensemble

de données réel.

‘4.4 Algorithmes de catégorisation s’inspirant de la mécanique quantique

La physique sert souvent d’inspiration a des algorithmes d’intelligence artificielle ou
d’appréntissage machine. Horn et Gottlieb ont inventé un algorithme de catégorisation
qui puise son inspiration dans la mécanique quantique [116,117]. Leur algorithme re-
lie deux 'prob.lémes_'qui sont a prior: tres différents : celui de la catégorisatibn et celui
de I’équation de Schfbdinger. L’équation de Schrodinger est communément utilisée en
mécanique quantique pour décrirlehl’état d’un systeme. Les solutions de cette équation
(aussi appelées eigenfonctions) ont souvent un sens physique réel et intéressent au plus
haut point les physiciens.

- Dans leurs papiers, les auteurs s’intéressent au cas ol ’on. cherche a représenﬁer les
points de données comme ayant été générés par une distribution de noyaux gaussiens

n  mlEmz)? , : A
Y(z) =) e 22 , oun correspond au nombre de points de données dans un espace

¢ centre de la gaussienne

euclidien de dimension d, x; est le vecteur représenﬁant le 3™
et Y(z) est la distri_bution de probabilités. L’algorithme de catégorisation de Horn et

Gottlieb reformule t(z) comme étant une composante d’une équation de Schrédinger

I’état d’un systéme dans un espace de Hilbert. La recherche des minima de cette équation

permet indirectément de déterminer le centre des catégories. L’algorithme possede un seul

131¢ probleme de Vinitialisation d’une superposition arbitraire dans un registre quantique est un
probleme difficile pour lequel il n’existe pas d’algorithme générique efficace. - .

/
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parémétre qui est '&, la largeur des noyaux gaussiens. En faisant varier ce I;aramétre, il est
pos.sible de diminuer ou d’augmenter le nombre de catégories trouvées. Une fois que les
centres des catégories ont été identifiés, uné descente de gradient permet de déterminer &
quelles catégories appartiennent chacun des points de données. En utilisant des techniques
provenant de ’analyse en composantes principales, l’algorithrhe peut devenir indépendant
de d, le nombre de dimensions. Dans ce cas-1a, le temps de calcul est de ©(n?) car
, - : :

'équation de Schrédinger est évaluée uniquement sur les points de données.

Horn et Gottlieb ont testé leur approche sur deux ensembles de données et rap-
portent des résultats convaincants, en pérticulier comparé a une méthode plus classique
se basant sur un estimateur de fenétre de Parzen [155]. Leur algorithme semble par-
ticulierement approprié pour faire de la catégorisation en tirant parti de l'information
géométrique. On retrouve exprimé dans l’équétion de Schrédinger deux effets inhérents
aussi a la catégorisation qui ont une action opposée I'un a 'autre sur la fonction d’onde.
Le potentiel représente la force attractive qui essaye de concentrer la distribution autour
de son minimum (intra-similarité des catégories) alors que le Laplacien au contraire va

contribuer & éparpiller la distribution (inter-dissimilarité des catégories).

4.5 Bornes en complexité de la communication quantique s’appuyant sur

des notions d’apprentissage machine

Les empreintes quantiques [53| (appelées quantum fingerprinting en anglais) sont
une technique dévéloppée en complexité de la communication quantique [43,189] qui -
permet de calcu_ler I'égalité de maniere distribuée efficacement. Suppoéons qu’Alice et
Bob possédeﬂt chacun une chaine de bits de longueur n, soit =,y € {0,1}", et qu'Alice
veut savoir si sa chaine est identique a celle de Bob. Dans ce cas-1a, Alice peut décider
d’encoder sa chaine de bits z dans iine empreinte qua.ntiqﬁe de taille O(logn) qubits et
I'envoyer a Bob. Celui-ci peut ensuite encoder sa propre cﬁaine y dans une émpreinte.
et utiliser le Control-Swap test pour déterminer si les deux empreintes sont similaires
ou non (voir section 6.1.4 pour plus de détails). Si les deux empreinfes sont différenfes
(autrement dit T # y), ce test a une certaine probabilité non négligeable de le détecter.
Ainsi, si Alice et Bob répetent cette procédure un nombre constant de fois et qu’ils

observent toujours que les deux empreintes sont identiques, ils peuvent étre sir avec
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une bonne probabilité que x = y. Classiquement, le méme probléme requiert un coit de .
communication de Q(y/n) [150] dans le modele ou Alice et Bob ne sont pas autorisées &
partager des variables aléatoires & ['avance.

Gavinsky, Kempe et de Wolf [97] ont_' cherché a caractériser les situations distribuées
ol développer un protocole basé sur les empreintes quantiques permet d’économiser com-
paré au colit de communication classique. Ils ont trbuvés une connection intéressante
entre les empreintes quantiques et la marge, un concept provenant de l’apprentissége
machine classique. Intuitivement, la marge peut étre vue comme la distance entre un
point de données et la surface de décision d’un classifieur. Avoir une marge importante
conduit généralement a une bonne generahsatlon et certains classifieurs comme les ma-
chines & vecteurs de support [182] cherchent exphc1tement a maximiser la marge durant
" leur apprentissage (voir section 3.2.3 pour un peu plus de détails). La connection entre la
marge et les empreintes quantiques fonctionne dans les deux sens. Ainsi, des protocoles
d’apprentissage performant pour un probléme d’apprentissage particulier impliquent.des
bornes inférieures sur la marge réalisée pour cé probleme, qui impliquent en retour des
bornes superleures sur les protocoles utilisant les empreintes quantiques pour résoudre ce
probleme De la méme maniére, trouver un protocole distribué utilisant les empremtes
quantiques pour un certain probleéme implique qu’il existe une classifieur avec une marge
importante p'01.1r ce méme probléme. Le méme type de résultat connectant la marge.et
la complexité de comrri_un_ication a été trouvé'indépendamﬁlent par Linial et Shraib-

man [137].

4.6 Estimation de syétémes et de processus quanfiques

La tomographie est un procédé qui, a partir d’un nombre de copies identiquement
préparées d’un état quantique, permet. d’identifier de fagon unique cet état grace & une
série de mesures. Si le nombre de c‘opies dont on dispose est infini, ’état peut étre par-
" faitement identifié. En pratique, cependant cette hypothése n'est jarpais vérifiée et le
nombre de copies est toujours fini,ce qui conduit & un estimé de 1’état ciui sera imparfait.
Ainsi, la tomographie permet d’obtenir une connaissance compléte de ’état mais pour
obtemr un estimé fiable, elle requlert un nombre de copies qui grandit linéairement avec

la dimension de lespace de Hilbert si ’état est pur,. et quadrathuement si état est
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mélangé, donc exponentiellement dans les detix cas avec le nombre de qubits servant a
décrire 1'état. L’estimation de la matrice densité d’un état pur ou d’un état mélangé peut

étre réalisé grice 4 une tomographie de cet état.

Exemple 4.1 (Tomographie d’un état pur). Supposons un état quantique inconnu [1)
sur lequel oﬁ n’a aucune conndissance a. priori Si ce n’est.qu il s’agit d'un état pur dont
toutes les copies ont été préparées de la méme maniére'?. Si cet état est défini surd qubits, .
la dimension de espace de Hilbert dans lequel il vit sera de 2% et U'état pourra étre décrit
par le méTﬁe nombre d’amplitudes. Chaque amplitude étant un nombre compleze pouva‘n't
éire feprésenté par deuz réels, il faudra de Uordre de Q(24+1) mésmés différentes pour

estimer ces amplitudes avec une bonne précision.

Exemple 4.2 (Tomographie d'un état mélangé). Supposons qﬁe l ’état quantique inconnu
p qu’on cherche a estimer est un mélange statistiques (et non pas un état pur) qui est
défini sur d qubits. Cet état p peut étre représenté par une matrice densité de taille 4% on
chaque entrée est une valeur réelle positive. Il faudra donc de lordre de ©(4%) mesures

différentes pour pouvoir caractériser précisément cet état.

De part leur nature, estimation d'états quantiques et I'estimation de processus quan-
tiques, tel que la caractérisation de portes ou de canaux quantiques, sont intrinséquement
reliés. Ainsi lorsqu’on estime un état quantique, on fait souvent une série de mesures sur
cette état, pouvant étre implémentées par une transformation unitaire suivi d’une me-
sure dans la base de calcul. De la méme facon, lorsqu’on a devant soi un canal quantique
inconnu £, il ést‘possible d’estimer son action sur un qubit le traversant a travers des
observations faites sur.des pairesrd’entrée/SOI-tie du canal. Une techniune consiste par
exemple A utiliser un ensemble d’états linéairement indépendants qui formeront une base
vectorielle de tous les opérateurs physiques possibles. Le probléme avec cette deuxieme
pechnique est qu'elle requiert 1'utilisation de d? états de test différents, ot1 d est la dimen-

sion de 'espace de Hilbert considéré!®. Si jamais les données collectées sont incomplétes

(parce qu'on ne dispose pas de tous les d* états de test différents) ou incohérentes (parce

YDe plus, on suppose qu'on est dans un modéle sans bruit, ol toutes les opérations sur le systeéme
peuvent étre réalisées de maniere parfaite.

¥ Une autre fagon de procéder est d’utiliser une paire d’états intriqués (comme ‘\IJ_)),'dont, on fait
passer la moiti€ dans le canal et avant de réaliser ensuite une tomaographie compléte sur les deux moitiés
de la paire. ) . . ’
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que on n’a pas collecté un nombre suffisants de s“catistiques ou que du bruit vienne affecter
le processus d’estimation), il est poss1ble que la méthode de reconstruction caracterlse
I’action du canal £ comme ne correspondant pas a une opération physique valide. La
méme situation peut survenir lors de I’estimation d’états ou portes quantiques.

Plusieurs familles de méthodes d’estimation existént, chacﬁne se basant sur approche
tres diﬂérente du probléme, et pouvant étre pertinente dans des situations différentes.
* La plupart de ces méthodes sdnt aussi utilisés en apprentissage machine classique pour
. la tache d’estimation de densité ol le but est d’apprendre une fonction de densité qui
modélise les données observées. '

L’approche du mazimum de 'L)misembl@nce se base sur le principe que le meilleur
estimé est celui qui maﬁcimise la probabilité des données observées. La vraisemblance
d’un modele est défini commé la probabilité que le modele aurait pu prédire les données
observées avant méme que les mesures n’aient été effectuées. En utilisént le logarithme
de la vraisemblance comme critere d’optimisation, on obtient une fonction convexe 3
‘optimiser qui admet un seul maximum global. Un des défauts de cette méthode est qu’elle
peut retourner des valeurs propres qﬁ'i sont négatives ce qui physiquement ne correspond
a aucune opération valide. De plus, 1’approche par maximum de vraisemblance assigne
toujours une probabilité zéro a tous les événeﬁlents non—observées. Ziman, Plesch, Buzek
et ételmachovié [199] ont proposé une autre solution a ce probléeme d’estimation faisant |
appel au principe du mazimum de vraisemblance. Leur idée est d’essayer de trouver parmi
toutes les reprvésentations possibles du canal correspondaht a des actions physiquement
réalisables, celle qui approximé le mieux les données observées. Autrement dit, cela revient
a chercher le modele qui est le plus vraisemblable pér rapport aux observations faites
comme on le fait couramment en eStimafion de densité.

D’autres approches sont possibles, elles aussi communément utilisées en apprentissage
machine classique dans le cadre de ’estimation de densité, comme 'approche bayésienne

ou le principe d’entropie maximale [54].
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4.7 Calcul bayésien pour les matrices densité

Warmuth,\qui est & I'origine principalement chercheur en théorie calculatoire de 'ap-
prentissage, est littéralement tombé amoureux'® du formalisme des matrices densité (cf.
section 2.3.4) et a développé ﬁn calcul bayésien [185,186] les concernant (appelé en an-
glais Bayesian probability calculus for density matrices). Son calcul peutA étre vu comme
uﬁe généralisation des distributions de probabilités habituellement utilisée en aplprentis-
sage machine, ol chaque évériement correspond maintenant & un é'tat'quantique. Sans
rentrer dans les détails, la régle de Bayes définie dans son calcul permet de mettre & jour
notre’ connaissance a priori d’un systéme quantique (re‘i:)résentée sous forme d’une ma-
trice densité) suite au résultat d’une mesure effectuée sur ce systeme. Cette régle est une
généralisation de la regle de Bayes traditionnelle (qui est retrouvée comme '_éas particu-
lier lorsqu’on se restreinf a des états classiques). Elle a comme céractéristique principale
de maintenir I'incertitude dans la direction de variance maximum de la matrice densité.
Bien que Warmuth cherche encore a interpréter les connections entre son formalisme de
calcul et I'informatique quantique, il I’a utilisé pour développer dés applications pour
P’apprentissage machine classique tel qu’une version en ligne de ’analyse en composantes
principales [187]. Ainsi, on pourrait voir les travaux de Warmuth comme des algorithmes
. d’apprentissage puisant leur inspiration dans l'informatique quantique, un peu comme

l’algorithme de catégorisation présentée dans la section 4.4.

4.8 CryptoSystémes basés sur des problemes d’apprentissage difficiles

L’existence méme de ’algorithme de Shor [172] menace beaucoup de cryptosystemes
classi‘queé, tel que RSA [164], qui sont basés sur la difficulté classidu’e de résoudre un
certain probléme (comme lé factorisation de deux grands nombres premiers ou le loga-
rithme discret). Une question naturelle & se demander est qﬁels sont les cryptosystemes
pour lesquels on ne connait par encore d’algorithmes quantiques efficaces pouvant les

briser et qui pourrait donc potentiellement résister & la “vague quantique”. En théorie
cal.culatoi‘re de I'apprentissage (classique), Kearns et Valiant avaient déja réalisé en 1994

que certaines classes de concepts étaient difficiles & apprendre dans le modeéle PAC sous

16Extrait et traduit d’une communication personnelle avec Warmuth.
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. certaines hypothéses cryptographiques [127]. Pour étre plus précis, ils ont démontré que
s’il est possible d’apprendre efficacement ces classes de concepts alors il est possible de
briser certaines hypothéses cryptographiques en temps polynomial. Le dual de cela est de
" développer un cryptosystéme qui fonde sa sécurité sur la difﬁéulté d’un certain prbbléme
_. d’apprentissage. Rege\f. a mis au point un cryptosystéme [162] qui se base sur la difficulté

dans le pire cas d’une situation d’apprentissage reliée au plué court vecteur et aux plus

courts vecteurs indépendants dans un treillis. Ce cryptosystéme est totalement classique

en soit, mais il base sa sécurité sur un probleme considéré difficile, méme & approxi- .

mer, pour un ordinateur quantique. En effet, la preuve de sécurité de ce ’crypt‘osystéme'
utilise une réduction quantique entre deux problemes, et pouvoir le briser implique au-
tomatiquement avoir un algorithme quantique efficace pour le _plus court vecteur et les
plus courts vecteurs indépendants dans un.treillis.' En se basant sur les travaux de Re-
gev, Klivans et Sherstov [130] ont établis la difﬁéulté d’apprendre efficacement certains
familles de circuits arithmétiques de taille polynomial et de profondeur 2 (dont une va-
riante des réseaux de neurones utilisant des portes du type majorité) & moins qu'il existe

un algorithme quantique efficace pour briser le cryptosystéme de Regev.

4.9 Apprendre a généraliser sur des mesures

Aaronson a défini l’équivalent. de l'apprentissage dans un contexte ou nous avons
acces a un nombre fini de copies d’un état quantique inconnu pr, et nous voulons prédire
comment cet état féagira lorsqu’il est mesuré par des POVMs choisis selon une distri-
bution fixe, mais possiblement inconnue et continue [1]. Contrairement & la situation
d’apprentissage considérée dans le chapitre 6, ’ensemble d’entrainement D, n’est donc
pas constitué d’éfats quantiques mais plutot de n POVMs, et est décrit par un ensemble
Dy, = {E,..:, E.}, ou chaque E; est un POVM. La question posée par Aaronson est
similaire en esprit a celle de Papprentissage PAC (section 4.2.1) et consiste & se deman-
der sur combien de POVMs nous devons testé ps (autrement dit qu’elle doit étre la
taille minimum de D,,) avant de produire une hypothése qui nous permet de prédire avec
’une' bonne précision comment p, va réagir sur les autres POVMs que nous n’avons pas
observé. L3 encore, si nous pouvions faire une tombgraphie de I’état inconnu p», nous

aurions une connaissance complete de I’état et il devient possible de prédire exactement

/
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son comportement sur n’importe quel POVM. Aaronson a prouvé qu’a toute fin pratique
il suffit d’avoir un ensemble d’entrainement D, qui grdngﬁt linéairement (contre expo-
nentiellement dans le cas de la tomographie) avec le nombre de qubits'” sur lesquels p»
est défini afin de produire avec une bonne probabilité une hypothese qui pourra prédire
avec une bonne prééision le comportement de p; sur des POVMs non observés (ce qui
est une forme de généralisation). La préuve du théoréme de Aaronson se base sur une
~succession de résultats provendnt de la théorie calculatoire de l’apprentissage,_dbnt la
dimension de Vapnik—ChernO\?enkis (VC) [37] qui est un concept central de la théorie de

’apprentissage.

17Le théoréme exact de Aaronson inclut une borne sur la taille de 1’échantillon qui-dépend aussi de
parametres comme la précision de I’hypothése générée ou la probabilité de succes de I'apprentissage.



CHAPITRE 5
ALGORITHMES QUANTIQUES D’APPRENTISSAGE NON-SUPERVISE

5.1 . Introduction

Considérons le scénario suivant d’une tache de catégorisation particulierement ambi-

tieuse.

Scénario 5.1 (Catégorisation de tous les habitants de la Terre). Imaginez que vous étes
- un employé du département de statistiqgues des Nations Unies. Votre patron vient vous
voir avec les données démaographiques de tous les habitants de la Terre et vous demande
d’analyser ces données en utilisant un algorithme de catégorisation avec l'espoir que cetle
analyse pourra révéler des groupes intéressahts parmt la population. En voyant que vous
semblez un peu perdu devant l’immensité du travail @ accomplir, votre patron vous dit de
ne pas vous inquiéter car pour vous aider d réaliser cette tache, il a réussi @ “emprunter”
le prototype d’un ordinateur quant;ique complétement opérationnel au centre de la sécurité
des télécommunications. V

Interrogation : est-il possible d’utilisér cet ordinateur QUantique pour résoudre la tiache

de catégorisation plus rapidement ?

Les algorithmes d’apprentissage non-supervisé sont fréquemment utilisés en forage de
données [188] (ou data mining en anglais) pour des applications ou la taille des données &
traiter est gigantesque tel qué l’astronomie, la bio-inflormatiquer ou encore le traitexﬁent de
données issues de réseaux de grande taille comme Internet. Disposer d’algorithmes rapides
et performants est vital pour ces applications, et dans ce contexte il ne suffit plus que l'al-
gorithme fonctionne en temps polynomial pour qli’il soit considéré efficace. Ainsi, méme
un algorithme fonctionnant en temps quadratique pourrait étre totalement inutilisable en
pratique s’il demandait plusieurs mois avant de se terminer, par rappoft aun algbrithme
linéaire qui aurait un temps d’exécution plus raisonnable. Cet exemple souligne 'impor-
tance de développer les a‘igorithnieé les plus efficaces possibles. En particulier, comme
nous allons le voir dans ce cha,pifre, le paradigme offert par l'informatique quantique

permet d’accélérer certains algorithmes classiques d’apprentissage non-supervisé.
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Ainsi que nous l'avons vu dans la section 4.3, des algorithmes d’apprentissage se ba-
sant sur des pfimitives quantiques ont déja été développés en apprenﬁjssage supervisé et
apprentissage par renforcement. Cependant, au niveau de I’apprentissage non-supervisé,
le terrain était resté quasiment vierge, & I'exception d’un algorithme quantique pour
I'arbre couvrant minimal dont 1’usagé peut étre détourné pour faire de la catégofisdtion
{voir section 5.4 pour plﬁ_s de détails). La plupart des algorithmes ‘qua.ntiques_d’appr’em
tissage non-supervisé développés dans ce chapitre se basent sur'des variantes de 1'algo-
rithme de Grover afin d’accélérer le temps d’exécution de lalgorithme c‘ompa,r'a,tivement
a sa variante blassique. Les versions quantisées des algorithmes de catégorisation offrer\lt,
un temps d’exécution plus rapide que leur contrepa.rties classiques, mais en revanche
elles n’améliorent pas la qualité de la catégoriéation générée. Ainsi, si un problén\ne de
catégorisation particulier est NP-ardu [96]1 pour la recherche de la solution optimale & sa.
fonction de cout, les algorithmes quantiqueé décrits ici, bien que plus rapides que leurs
homologues clas_siciues, n’amélicrent pas la qualité de la solution retournéel.

Le plan de ce chapitre est le suivant. La section 5.2 rappelle le principe de I'algorithme
de Grover et présente brievement quelques;unes de ses variantes. Certaines d’entre elles
soﬁt détaillées plus tard dans ia section 5.3.2 car elles seront utilisées comme sous-routines
d’algorithmes d’apprentissage. La section 5.3 décrit le modeéle de boite noire? adapté pour
la tache de catégorisation. Une recette explicite est aussi donnée pour construire, a ,par’girk
de la descriptioﬁ classique de I'ensemble de données, un circuit pouvaht jouer le role
de l'oracle. Les versions quantisées des algorfthmes 'de catégorisation basée sur-l’arbre-
couvrant minimal, dek catégorisation divisive, et des k-médianes (dans sa version standard
et diétribuée) sont respectivement décrites dans les séctions 5.4, 5.5 et 5.6. Ensﬁite, la
section 5.7 décrit une série d’algorithrhes pouvant étre utilisés comme outils durant I'étape
de prétraitement d’autres.algorithmes d’apprentissage 1101i—supervisé : construction d'un
graphe de voisinage, détection d’ancmalies et imitialisation deé centres de catégories.

Finalement, la section 5.8 conclut ce chapitre par une discussion et quelques perspectives

-

1Dans le modele boite noire (voir section 5.3.1), il a été prouvé par Bennett, Bernstein, Brassard et
Vazirani [22] que si la seule connaissance gqu’on peut avoir d’un probléme NP-complet est accessible par
un oracle alors le quantique offre au mieux un avantage quadratique sur le classique. Autrement dit, si
la recherche de la solution demandait un temps O(2") classiquement, le mieux que 1'on pourrait espérer
faire quantiquement dans ce modele est de 'ordre de O(2%). ;

?Les expressions “bofte noire” et “oracle” sont utilisées de manidre interchangeable dans ce chapitre,
bien qu’ils puissent avoir des sens différents dans la littérature.



63

futures, dont la proposition d’une version quantique d’lsomap, un algorithme de réduction

de dimensionnalité.

5.2 L’algorithme de Grover et ses variantes

Dans la version originale de l’algorithme de Grover [103], une fonction booléenne f
est donnée sous la forme d’une boite noire avec la promesse additionnelle qu'’il existe un
unique xo tel que f(zg) = 1. Classiqﬁement, trouver ce xp, quand la fonction f-n’offre
aucune str'ucture particuliere, demande de faire en moyenne n/2 requétes a la boite
noire, ou n est le nombre de points du domaine de f. L’algorithme de Grover résout
le méme probléeme en faisant approximativement seulement /7 acces a la boite noire.
- Contrairement a la version classiqﬁe, ces acces sont faits sous forme de superposition
quantique. : : o N

L’algorithme de Grover'éommence par appliquer une tour de portes de Walsh—
Hadamard & ’état initial composé uniquement d’une suite de zéros afin de créer une su-
perposition égéle_ de toutes les entrées possibles. L’algorithme procede ensuite en répétant
un nombre adéquat de fois l’itémtioﬁ de Grover qui se compose de deux étapes : un appel
au circuit quantique décrit dans. la. figure 5.1, qui.inverse la phase d’un état inconnu z
tel que f(xz) = 1 (c’est & dire ’état “cible”) paf retour de phase, et une nversion paf
rapport & la moyenne, qui est une opération unitaire définie indépendamment de la fonc-
- tion f considérée. Cette itération doit étre répétée approximativement %ﬁ fois, d’on le
temps d’exécution de I’algorithme de I'ordre de O(y/n). Une application de l'itération de
Grover a pour effet d’accroitre légéremenf l’amglitude de I’état recherché, tout en faisant
diminuer les amplitudes des autres états. Aprés le nombre adéquat d’itérations de Gro-
ver, l.’amplitude de I'état recherché sera trés prbche de 1, ainsi si on mesure le registre

quantique a4 ce moment-la, on va observer I’état recherché avec quasi-certitude.

12) (~1)/@ )

B B

F1G. 5.1 — Calculer une fonction par retour de phase.

A partir de ’idée originale de Grover, plus~ieurs généralisations.de son algorithme ont
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“été développées pour les cas oﬁ.il y aurait plus d’un z tel que f(z) = 1. Ainsi, pour
tout ¢t > 0, ol ¢ est le nombre de solutions, un nombre _d’appl_iéations de litération de
Grover de l'ordre de Z/n/t sera suffisant pour trouver une de ces solutions [41]. Si le
nombre de solutions ¢ est inconnu, le méme article montre qu’il reste .néanmoins possible
de trouver une solution parmi les ¢ possibles en' un temps proportionnel a \/m Il existe
aussi des extension's a l'algorithme de Grover qui permettent de comptef (exactement oh
approximativement) le nombre de solutions [46,47].

D’autres applications de Ialgorithme de Grover permettent de trouver le minimum’
(ou le maximum) d’ﬁne fonction (ainsi que sa position) [78] ou les ¢ plus petites (ou plus
grandes) valeurs dans son image [77] apres ©(y/n ) et ©(y/en ) appels a la fonction, respec-
tivement. D’autres variantes permettent d’approximer la médiane ou des statistiques qui _

_lui sont reliées [149] avec un gain quadratiqué comparativement au meilleur algorithme
classique possible. Enﬁﬁ, la généralisation de ’algorithme de Grover connue soué le nom
d’amplification d’amplitude [46] permet d’accélérer n’importe quel algorithme classique
prdbabiliste par un facteur quadratique en terme du nombre de requétes effectuées a la

boite noire3. .

5.3 Quantisation d’algorithmes de catégdrisation

Pour rapp.el (définition 4.8), la quantisation consiste a cohvert_ir partiellement - ou
totalement un algorithme classique en’ algorithme quantique afin d’améliorer ses perfor-
mances. Dans cette section, nous allons déveldpper un modele et des outils permettant
de quantiser des algorithmes d’apprentissage non-supervisé, dont principalement des al-
é;orithmes de catégorisation. Bien que reliée, la tache de quantisation d’algorithme de
catégorisation ne devrait pas étre confondue avec la nﬁse au point d’algorithmes de
catégorisation classiques inspiré_s de la mécanique quantique (cf. section 4.4) ou la tache
consistant a faire de la catégorisation directement sur de I'information quantique (cf.

section 6.3.1).

SPour étre précis, l’amplification d’amplitude peut méme étre utilisée pour accélérer avec un gain
quadratique tout algorithme quantique qui n’effectuerait pas de mesure en cours de route.



65

5.3.1 Modele de boite noire

'I‘raditionnellément, en catégoriéation on considere un ensemble d’entrainement com-
posé de n points de données dénoté par D, = {z1,... ,:rﬁ}, ol chaque point de données’
 correspond & un vecteur de d attributs. Le but d’un algorithme de catégorisation est de
_ partitionner I’ensemble D, en sous-ensembles de points appelés catégories (cZu'sters €en an-
glais), de maniere & ce que les objets similaires soient regroupés dans la méme catégorie
(intra-similarité) alors que les objets dissemblables soient placés dans des catégories
~ différentes (inter-dissimilarité). Une des hypotheses est qu’il existe une notion de dis-
tance (ou une mesure de similarité / dissimilarité) pouvant étre évaluée afin de comparer
chaque ‘paire de points. Cette métrique sera utilisée par l'algorithme pour former les
| catégories:

Le modsle considéré dans ce chapitre différe de ce cadre traditionnel et correspond
plutot au modéle de boite noire. Dans ce modele, notre conr:iai_ss‘an‘ce de l’ensemble de
données provient uniquement d’une boite noire (aussi appelée “oracle”), qu’il est pos-
sible d’inferroger pour appfendre la distance entre deux points. Aucune hypothése_ n’est
faité a priori sur les propriétés de cette distance, si ce n’est qu’elle est symétfique ét

non-négative?. (En particulier, 'inégalité du triangle n’a pas besoin d’étre respectée®).

Ce modele est généralement utilisé afin de dériver des bornes. inférieures pour des

problémes pour lesquels il est difficile de prouver de 'telle_s bornes dans un contexte plus
général. A noter que dans ce modele, la éomplexité d’un algorithme en terme du nombre
de réquétes/ appels a Poraclé constitue une borne inférieure de sa complexité en terme de
- temps de calcul. . _ | _

Ce modele de boite nbire est comparable & celui 'imagiﬁé par Angluin [13], qui est
utilisé -en théoﬁe calculatoire de l’appréntissage pouf étudier la complexité en terme
de requétes pour apprendre exactement une fonction donnée sous la forme d’une boite
noire. Un analogue quantique du motd‘ele de Angluin a été défini par Servedio [168] (voir
la section 4.2.2 pour plus de détails). Dans ce chapitre, notre but est de faire de la

catégorisation, et non pas d’apprendre la fonction calculée par Poracle. Au meilleur

48] 1a distance n’est pas symétrique, les algorithmes présentés dans ce chapitre peuvent étre facilement-
modifiés pour prendre cela en compte sans modifier le temps de calcul de fagon conséquente.

>Dans le cas oll la propriété de symétrie ou 'inégalité du triangle ne sont pas respectées, le terme mesure
de dissithilarité serait plus approprié que le terme distance si on veut étre rigoureux mathématiquement.

W



66

de ma connaissance, il n’existe pds de travaux antérieuré étudiant la complexité de la
catégorisaﬁion dans le modéle d’Angluin, que ce soit dans sa variante classique ou quan-
tique. Cependant, un probléfne similaire a été considéré [144] dans la version cléssique'
du modéle PAC (Probably Approiimately Correct). Dans ce travail, le but éfait de ca-
ractériser lé nombre de requétes qu’il éslt nécessaire de demander a loracle pour ap-
prendre (dans le sens PAC du terme) une catégorisation spécifique parmi une classe de
catégorisations possibles. _
Dans la version classique du modele boite noire,' une requéte é_i’oyacle correspond

a demander la distance entre deux points z; et z; en lui donnant les index 7 et j de
ces points. La boite noire quantique correspondante est illustrée dans la figure 5.2, ol
O signifie “oracle”. Afin d’obéir aux principes de la mécanique quantique, O doit étre
" unitaire (et donc réversible). En pratique, cela n’est pas vraiment une restriction car il est
possible de transformer h’importe quel circuit classique irréversible en un circuit réversible
pour un coiit “raisonnable” [20]. 1l suffit donc de donner la description d’un circuit
classique irréversible réalisant 1’oracle, pour pouvoir le convertir en circuit réversiblg et
ainsi pouvoir pdtenpiellement I'implémenter quanﬁiquemeht. ‘

) 19

5) — O — 7

|b) —  }— |b+ Dist(zs, z;))

Fi1G. 5.2 — Illustration de 'oracle de distance : 7 et j sont les index de deux points de D,,
et Dist(x;, ;) représente la distance entre ces deux points. L’addition b+ Dist(z;, ;) est
calculée dans un groupe fini de taille appropriée entre le registre ancillaire b et la distance
Dist(x;, ;) ‘

Si la boite noire est quantique, elle peut étre interrogée en superposition d’entrées.
Ainsi, si tous les qubits d’entrée sont initialement dans I’état |0) et qu’on applique la porte
de Walsh-Hadamard sur chacun d’entre eux (a exception du registre ancillaire contenant
|b) qu'on laisse inchangé & |0)), I'entrée aura été transformée en une superposition égale

de toutes les paires d’index des points de données®. Dans ce cas précis, la sortie résultante

est une superposition possible de tous les triplets |i, j, Dist(z;, ).

5Pour simplifier ’analyse et sans perte de généralité, nous supposerons que le nombre d’index possibles
est une puissance de deux. _ ‘
" TAne pas confondre avec simplement un superposition des toutes les distances entre les paires de
points, ce qui n'aurait pas de sens quantiquement d'une maniere générale.
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L’hypotheése que l'occurrence particuliere & catégoriser est donnée seulement sous
la forme d’une boite noire n’est pas vraiment réaliste en pratique, méme s’il s’agit du
paradigme usuellement considéré en inforrﬁatique quantique ou dans le modeéle d’Angluin.
Nous verrons dans la section 5.3.3 comment abandonner cette hypothese en donnant une
recette explicite permettant de.construire Poracle O & partir de la description classique

de I’ensemble de données D,.

5.3.2 Sous-routines quantiques

Cette section .décri.t trois sous-routines quantiques qui seront utilisées pour accélérer
des algorithmes classiques de catégorisation. Toutes ces sous-routines sont basées sur
des__variations de l'algorithme de Grover. En particulier, les deux premieres sont des
applications directes des travaux antérieurs de r.espectivernent, Diirr et Hoyer [78] et
Diirr, Heiligman, Hgyer et Mhalla [77]. La troisiéme sous-routine est une nouvelle, bien .
que simple, applicafion de 'algorithme de Grover. _

‘L’algorithm'e quant_trouver_max décrit ci-dessous (algorithme 3) s’inspire directement
de l'algorithme de Diirr et Hgyer pour rechercher le minimum® d’une fonction [78]. Il
permet de trouver la paire de points les plus éloignés'de Pensemble de données (la dis-
tance entre ces deux points est appelé diametre de ’ensemble de poiﬁts). Un aigorithme
similaire peut étre utilisé pour trouver le point de données qui est le plus éloigné d’un

point spécifique.

Algorithme 3 quant_trouver_max(Dy,)

Choisir au hasard deux index initiaux 7 et j

Initialiser dmqez = Dist(z;, z;)

Répéter _ ,
En utilisant algorithme de Grover, trouver deux index 7 et j tels que
Dist(xi, xj) > dmag Si jamais ils existent
Mettre. a jour dpmaz = Dist(z;, ;)

Jusqu’a ce qu’aucun nouveau %, j soient trouvés

Retourner 4,

L’algorithme commence par choisir uniformément au hasard deux index 7 et j.

8L’algorithme de Diirr et Hpyer dans sa version originale a été formulé pour rechercher le minimum,
" mais il peut &tre facilement adapté pour rechercher le maximum a la place tout en gardant la méme
complexité de calcul.
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Une premiére estimation grossiere pour ie diameétre est obtenue en prenant simplement
dmaz = Dist(zi, 1;). En se basant sur le circuit effectuant le changement de phase décrit
dans les figures 5.3 et 5.4, 'algorithme de Grover permet de trouver une nouvelle paire
de points (2, j), si elle existe, telle que Dist(x;, £;) > dmaz- Si un telle paire n’existe pas,
.on a alors calculé le diameétre et I'algorithme se termine. Sinon, la valeur de la distance
dmazx est mise a jour & Dist(x;,z;) et la procédure est répétéé jusqu’a ce que 'algorithme

converge a la distance maximale.

Théoréme >5.1 (Convergence quant_trouver_max). Awec probabilité élevée, l’al_cjo—
rithme quant_trouver_max retourne les index i et j de la paire de points les plus éloignés
aprés un nombre espéré de requétes de Uordre de \/f), ot p=n? est le nombre de pai’res
de points de données, d’ol un nombre total de requétes qui est de O(n). Pour le cas
le plus simple o1 on souhaiterait trouver le point le plus éloigné d’un point spécifique,

U’algorithme correspondant prend un temps de O(y/n ).

Démonstration. La preuve de convergence de quant_trouver_max est similaire & I'analyse
de Diirr et Hgyer [78] pour la version permettant de trouver le minimum d’une fonction.

O

1

Jo—

¥ 0 - of
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‘ dinaz ) P : ‘ dma:c)
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—HH —H

F16. 5.3 — Circuit réalisant le changeinent de phase dans la version-de I'algorithme de

Grover qui pervmet'de trouver la paire de points & distance maximum (algorithme 3). La

transformation unitaire Of est la transposée conjuguée de O. La sortie est identique 2

I’entrée, 4 'exception de la phase globale de |4) |7) qui sera inversée si et seulement si -
Dist(zi, ;) > dmag. (Voir la figure 5.4 pour la définition de P.)

Diirr, Heiligman, Hgyer et Mhalla ont développé un algorithme qui permet de cliercher
les ¢ valeurs minimales d’'une fonction [77] en un temps espéré de O(y/cn), pour n le
nombre de points dans I'image de la fonction®. Si on choisit cette fonction comme étant
)

®Rechercher le minimum d’une fonction peut étre vu comme un cas particulier de cet algorithme pour
c=1. .
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) 1)
‘dmaz> — P — |dma:'1:> ]
b) | 6@ I{d> das))

F1G. 5.4 — Sous-circuit P utilisé dans la ﬁgure'5.3 pour réaliser le retour de phase, ou
I{-} est la fonction indicatrice qui vaut 1 si son argument est vrai et O sinon, et “@”
représente le ou-exclusif. '

la distance entre un point fixé et tous les autres points, on obtient la seconde sous-routine
quant_trouver_c_plus_proches_voisins qui est I’application directe de ’algorithme de Diirr,

Heiligman, Hgyer et Mhalla [77] adapté pour trouver les ¢ plus proches voisins d’un point.

- "Théoréme 5.2 (Convergence quant_trouver_c_plus_proches_voisins [77]). Avec probabi-

lité élevée, I’algorithme quant_trouver_c_plus_proches_voisins permet de trouver les c plus

proches voisins d’un point (au lieu des c valeurs minimales d’une fonction) en un temps
de O(y/cn).

A noter que l'algorithme pour trouver les ¢ valeuré minimales [77] est plus complexe -
que simplement appliquer ¢ fois l’alg_brithme pour trouver le minimum, qui donnerait un
temps d’exécution de l'ordre de O(cy/n) et non pas O(y/cn). .

La troisieme et derniére sous-routine est un nouvel algorithme, baptisé

quant_trouver_mediane, qui permet de calculer la médiane parmi un ensemble de m points
4 ’ :
Qm =A{21,...,2m}-

Définition 5.1 (Médiane). La médiane est le point parmi un ensemble dont la somme

des distances a tous les autres points (ou la distance moyenne) est minimale.

La notion de médiane est particulierement intuitive dans le sens de la norme L; mais
peut étre généralisée & d’autres 51tuat10ns10 (voir par exemple le survol [176]). Dans notre
cas, on peut définir formellement la medlane d’un ensemble de pomts Qm comme étant

le point z; tel que :

medlane(Qm) = arg min Z Dist(z;, z;) (5.1)
2,€Qm
j=1

Trouver la médiane peut étre réalisé classiquement en calculant pour chaque point

dans I'ensemble, la somme de ses distances (ou la distance moyenne) avec tous les autres

" Dans le cas de points définis sur plusieurs dlmensmns le terme medozde est, parfois utilisé a la place
du terme médiane.
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points et en prenant le minimum. Ce processus requiert un temps de I'ordre de O(m?), ot
m est le nombre de points considérés. Da-ﬁs le cas général ol il n’y a aucune restriction sur
la distance utilisée ou aucune structure parmi ’ensemble de points pouvant étre exploitée,
il n’existe pas d’approche plus efficace que 'algorithme pai'f présenté ci-dessusl.

Quand les z; correspondent simplement 3 des nombres, ou plus généralement, quand
tous les points sont colinéaires, un algorithme quantique di & Nayak et Wu [148, 149] peut
étre utilisé pour approzimer la médiane en un temps de ©(y/m ). Cependant dans le cas
plus général considéré dans ce chapitre, le but est'de calculer ezactement la médiane en
ayant seulement comme information la distance entre chaque paire de points (de pl_ué,

' I’inégalité du triangle peut ne paS étre vérifiée), ce qui correspond a une situation ol
l’algorithme de Nayak et Wu ne s’applique pas. A _ _

Pour résoudre ce probleme de maniére quantique, il suffit de construire le circuit S
iliustré par la figure 5.5, qui prend |7) comme entrée, avec 1 < i < m, et calcule la somme
des distances entre z; et tous les aﬁtres points dans Q),,. Pour cela, il suffit d’appliquer- la
boite noire décrite dans la figure 5.2 successivement pour chaque valeur de j, 1 < j < m.
(On suppose que Dist(z;, 2) = 0.) Ceci prend un-temps de O(m), mais pourrait étre

possiblement amélioré (voir la question ouverte 5.1).

-9 %)
1 |6+ 3272 Dist(zi, 7))

FiG. 5.5 — Calcul de la somme des distances entre z; et tous les autres points de Pensemble
 @Qm ={21,...,2m}. Loracle S peut étre obtenu en répétant m fois l’oracle O décrit dans
la figure 5.2 pour j allant de 1 jusqu’a m. '

L’algorithme de Diirr et Hgyer pour trouver le minimum [78] peut ensuite étre utilisé
pour trouver la somme minimale (ce qui est équivalent & trouver la distance minimale
mdyenne) parmi tous les z; possibles en utilisant ©(y/m ) applications du circuit de la

figure 5.5.

Lemme 5.1 (Convergence de quant_trouver_mediane). Avec probabilité élevée, I’algo-

rithme quant_trouver_mediane trouve la médiane parmi un ensemble de m points en temps

""Une des facons de s’en convaincre est de construire un scénario ol tous les points sont a la méme
distance les uns des autres, a l’exception de deux points qui sont plus proches 'un de l'autre. Ces deux .
points sont les médianes de cet ensemble de. points. Dans ce cas-l1, classiquement, il faudra demander
quasiment toutes les distances entre paires de points & la boite noire avant d’identifier 'une des deux
médianes. Ceci résulte en une borne inférieure de 2(m?) appels a loracle.
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de O(m??).

Démonstration. Chaque application du circuit prend un temps de O(m) et de plus, trou-
ver la somme minimale parmi m possibleé requiert O(y/m) applications du circuit de la
figure 5.5 en utilisant lalgorithme pour trouver le minimum [78]. Le temps total pour

calculer la médiane sera donc de O(m+/m) = O(m3/?). O

_L’algorithme quant_trouver_mediane qui permet de calculer la médiane de m points
en un temps O(m3/2) pourrait ne pas étre optimal, ce qui conduit a la formulation de la

question ouverte suivante.

Question ouverte 5.1 (Borne inférieure du calcul de la médiane parmi un ensemble
de points). Est-ce que calculer exactement la médiane parmi un ensemble de m points
nécessite Q(m3/2) appels a Poracle (comme le fait I’algorithme quant_trouver_mediane) ou

est-ce que O(m) appels & Voracle sont suffisants ?

Répondre a cette question détermiriérait si le calcul de la médiane d’un ensemble de

. points est équivalent ou plus éomplexe en terme du nombre d’appels a I'oracle que de
simplement trouver la paire de points qui sont & distance minimale ou maximale. Cette
réponse aurait aussi une influence directe sur la version quantiséé de l'algorithme de

k-médianes qui sera présentée dans la section 5.6.

5.3.3 Construire explicitement Poracle

Les sous-routines décrites dans la section précédente présupposent que l'oracle est
fourni directement comme ressource a l’exécution de 1’algorithme et que la connaissance
que nous pouvons obtenir sur ’ensemble de données provient uniquement de requétes ef-
fectuées a cet oracle. Ce modele, dit de boite noire, est couramment utilisé en informatiqﬁe
quantique'?, car il permef de dériver des bornes inférieures ou de décrire de facon relative-
ment abstraite des algorithmes sans avoir besoin de préciser les détails d’implémentation.
En pratique!® cependant, cette approche n’est pas vraiment réaliste. En effet dans la vie

de tous les jours d’un spécialiste de 'apprentissage quantique, il semble improbable que:

12Pensons par exemple, & la formulation originale de Grover en terme de recherche d'un aiguille dans
une botte de foins. )
131 'expression “en pratique” s’applique & un monde oi1 'ordinateur quantique de taille raisonnable est
- disponible :-). : ‘
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'

quelqu’un nous fournisse directement une boite noire quantique!* pouvant étre utilisée
pour interroger la distance entre des paires de points en superposition. Ala place, il est
plus plausible que nous.recevions un ensemble de données D,, (jui contient la d‘escription
(classique) des n points de données. ‘

A partir de cet ensemble de données, il est important de connaitre une recette explicite
permettant de construire un circuit quaﬁtique efficace réalisant la méme fonctionnalité
que la boite noire. Il existe une borne inférieure triviale de £2(nd) sur tout algorithme
qui prendrait D, comme entrée classique et qui produirait un circuit quantique jouant
le role de l’oré.cle, car cet algorithme devrait parcourir au moins une fois chaque point -
de données de I’ensemble, et observer pour chaque point les valeurs de tous ses attributs.
L’approche constructive décrite ci-apres permet de réaliser un tel circuit en O(nd+mn logn)
opérations (la taille du circuit obtenu est proportionnelle au temps de calcul nécessaire
pbur construire le circuit), ou 7 est le nombre de points de ’ensemble de données et d est
la dimension de I’espace dans lequel vivent ces points (c’est-a-dire le nomi)re d’attributs
les ‘décrivant). Si nous nous restreignons sans perte de généralité, & un circuit logique
composé uniquement de portés d’arité ou de sortance qui est au maximum ¢, pour ¢ une
petite constante (par exemple c = _2), on peut définir sa taille et sa profondeur de la

maniére suivante!®

Définition 5.2 (Taille d’un circuit). La taille d’un circuit est le nombre de portes logiques

qui composent ce circuit.

" Définition 5.3 (Profondeur d’un circuit). La profondeur d’un circuit est la distance

mazimum (en terme de portes) depuis une entrée du’circuit jusqu’a une de ses sorties.

Gréace aux travaux de Bennett sur la réversibilité du calcul classique [20], il suffit de
décrire un circuit classique (non nécessairement réversible) permettant de réaliser une
tache pour ensuite le transformer en circuit réversible sans augmenter de facon significa-

tive sa profondeur et sa taille, avant de pouvoir ensuite I'implémenter quantiquement.

40n pourrait cependant imaginer un scénario ol la boite noire quantique nous serait donnée par une
entité (comme un fournisseur de données par exemple). Pour des raisons de confidentialité, cette entité
ne souhaiterait pas divulguer la description compléte de I'ensemble de données mais serait prét a fournir
une 1mplementatlon quantique permettant d’apprendre de 'information sur des relations entre les points
(comme leurs distances). Ce type de scénario est particuliérement vraisemblable dans le domaine du-
forage de données préservant la confidentialité [11] (appelé privacy-preserving datd mining en anglais).

15Les portes FANOUT qui produisent deux copies identiques du bit d’entrée doivent elles-aussi étre
comptabilisées parmi les p01tes logiques composant le circuit. i
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La premiére étape consiste & décomposer 'oracle O décrit précédemment dans la
figure ‘5.2 en deux sous-circuits; un sous-circuit E, qui & partir de I'index 7 d’un point
de l'ensemble de données, produit sa description z;, et un sous-circuit .D qui prend la

description de deux points en entrée et calcule la distance entre ces deux points. '

. Lemme 5.2 (Encodage d'un ensemble de ddnnées sous forme de circuit). Le sous-circust
E, qui produit la description d’un point 4 partir de son index, peut étre réalisé avec
un, pircﬁit quantique de profondeur O(log(nd)) et de taille O(nd + nlogn). De plus,
Dalgorithme qui construit expliciternent ce circuit d partir de la description classique de _

Dy, Uensemble de données, requiert un temps lui aussi de O(nd +nlogn).

Démonstration. Considérons une ifnplémentation naive du circuit E qui encode directe-
ment 'ensemble dé données sous forme . de circuit. Pour chaque bit individuel 41, : .. ,%5gn
du regi'str(‘e servant a décfire I'index ¢ d’un point de données (qﬁi est de taille logarith-
mique en n), on peut en produire n copies en utilisant un arbre binaire corﬁposé de
_FANOUT: Chaque arbre de FANOUT est de profondeur O(logn) et de taille O{n). La
forét d’arbres binaires de FAI\IOUTA (figure 5:6) qui copie tous les bits du regiétre d’index
est donc de profondeur O(logn) et de taille O(n lég n).

L JogM wnn e et

FiG. 5.6 — Forét d’arbres binaires de FANOUT réalisant la copie des bits d’entrées. L ac-
tion de la porte FANOUT est simplement de produire deux copies identiques du bit
d’entrée. ‘ : o '

Pour chacun des n index possibles des points, on détermine ensuite si I'index i passé

en entrée au circuit est égal & cet index ou non. De fagon équivalente, on veut calculer
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pour tous les index possibles j € {1,...,n}, la fonction indicatrice I{j = 4} dont la valeur
booléenne est 1 uniquement si 'index j exéminé acfﬁellement correspond a ’index 7 passé
en entrée au circuit, et 0 pour toutes les autres valeurs possibles d’index. Cette fonctior_i
indicatrice 'peut étre implémentée par un arbre de AND de profondeur O(loglogn) et
de taille O(logn) (figure 5.7). Au premier niveau, avant d’utiliser I’arbre de AND, on
applique la porte NOT sur chacun des bits de i pour lesquels le bit de j correspondant -
vaut 1. Si le bit correspondant de j vaut 0 alors on ne fait rien et on laisse le bit intact.
Comme on calcule ensuite le AND de tous les logn bits résultants du premier niveau,
la valeur ‘booléenne finale est de 1 uniquement si 3 = 7, c’est-a-dire si tous les bits de
Pindex j courant sont égaux a ceux de l'index 7 paséé en entrée. Comfne il y a n fonctions

indicatrices au total, cette partie du circuit est de taille O(nlogn) pour une profondeur

O(loglogn).
) log log n .
N L4
-
log n -
v
F1G. 5.7 — Circuit réalisant la fonction indicatrice I{i = j} pour 4,7 € {1,...,n}, ol1 ¢ est

l'index passé en entrée au circuit et j I'index d’un point spécifique. Ce circuit est répété
. n fois’en paralléle pour réaliser les fonctions indicatrices des n index possibles. Dans
l’exemple courant de la figure, il s’agit de déterminer la valeur de la fonction indicatrice -
I{i = 01983} ‘

Ensuité, supposons sans perte de généralité que.chaque attribut est' codé sur un
nombre fini et constant de bits. Comme chaque point est décrit par d attributs, on fait
O(d) copies de chacun des m bits obtenus a la sortie des fonctions indicatrices lors de

I’étape précédente, c’est-a-dire un nombre constant de copies pour chacun des d attributs.

Pour cela, on utilise une forét d’arbres binaires de FANOUT (figure 5.8) comme durant
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la premiére étape. Cette forét est de profondeur O(logd) et de taille O(nd).

logd

a =1}

n

Fi1c. 5.8 — Forét d’arbres binaires de FANOUT réalisant la copie des n fonctions indica-
trices. Chaque fonction indicatrice sera copiée O(d) fois, pour d le nombre d’attributs.
Enfin pour chacune des n sorties des fonctions indicatrices et chacun des bits de

chaque attribut d, 6n réalise la construction suivante.(ﬁgure 5.9). Tout d’abord, cette
construction effectue un AND entre le résultat de la fonction indicatrice pour I'index j
courant et la valeur du bit dans la description de z; pour lattribut actuel. En faisant
ensuite un OR sur tous les sorties des AND du premier niveau, en utilisant 14 encore
un arbre binaire mais cette fois composé de OR, on obtient en Sorfie la valeur du bit
de l'attribut courant de z;. Cette forét d’arbres est de faille O(nd) et de profondeur
O(logn).1® '

" Le tableau 5.1 récapitule la taille et la profondeur des différentes parties du circuit.
Pour résumer,lle circuit final classique irréversible obtenu est de taille O(nd + nlogn),
de profondeur O(log(nd)) et utilise uniquement des portes d’arité ou de sortance 2 tel
que FANOUT, AND et OR, ainsi que des portgs NOT. Ce circuit peut étre transformé en
une version réversible en remplacant chacune de ces portes!” par une ou deux applica-

tions d’une porte universelle réversible, telle que la porte de Toffoli [180] ou la porte de

8 Toutes les fois ot la valeur du bit de Iattribut pour un point d’index spécifique vaut 0, on pourrait
. remplacer le AND du premier niveau par le bit constant 0 sans affecter le résultat final. Bien que ne
changeant pas la complexité finale du circuit, cette technique permet d’éviter de rajouter des portes »
inutilement. . ' '

17Sauf la porte unaire NOT qui est déja intrinséquement réversible.
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Fia. 5.9 — Circuit encodant la valeur d’un bit d’un attribut pour chacun des n index
possibles des points de données. Au premier niveau, ce circuit réalise un AND entre cha-
cune des fonctions indicatrices et un bit de I’attribut pour le point d’index correspondant
(dans la figure le premier bit du premier attribut est utilisé comme exemple). La valeur
qui se trouve en sortie de 1'arbre binaire de OR est la valeur d'un bit d'un attribut du
point z;,. ou % est 'index passé en entrée au circuit. Ce circuit sera répeté O(d) fois en
parallele (soit un nombre constant par attribut) afin de générer la descrlptlon complete
des d-attributs composant z;.

Fredkin [88] (voir chapitre 4 de [42]). Ainsi au final, le circuit réversible classique pour
E obtenu est d’une taille qui est du méme ordre de grandeur qyué sa version irréversible.
Comme n’importevlaquelle de ces deux portes péut étre implémentée quantiquement par
" un nombre constant de portes quantiques unaires et binaires (voir [152], page 182), cela
ilnpliqfue qu’il existe un circuit quantique implémentant E qui est de taille O{nd+nlogn)
et de prolfondeur O(log(nd)). De plus, le tempsvde construction de ce circuit est directe-

ment proportionnel & sa taille. , : O

Une fois qu’on a construit le sous-circuit E, il reste encore a construire le sous-circuit
D qui prend en entrée la description de deux points et calcule leur distance de fagon

réversible.

Remarque 5.1 (Profondeur d’un circuit classique implémentant une distance). Pour
la plupart des métriques communément utilisées en apprentissage machine, comme la
distance euclidienne, la distance de Manhattan ou toute variante de la distance de Min-

‘kowski, le circuit classique irréversible calculant cette distance aura une profondeur de



771

Etaﬁe ' : : Taille Profondeur

Copies des bits d’entrée O(nlogn) O(logn)
Implémentation des fonctions indicatrices | O(nlogn) O(loglogn)
Copies des bits des fonctions indicatrices | O(nd) - O(log d)
Encodage des attributs A O(nd) O(logn)
Total pour le circuit‘E O(nd +nlogn) | O(log(nd)) .

TaB, 5.1 - Tableau résumant la taille et profondeur des différentes partles formant le
circuit E qui fait encodage de I’ ensemble de donnees

O(log d) et une taille de l’ordre de O(d).

Exemple 5.1 (Circuit classique implémentant la distance euclidienne). La distance eu-

clidienne entre deux points z, et Ty décrits par d atiributs est égale a

‘

d
. ‘ 2
Distr,(xq, Tp) = Z (:c,(f) — :ct(f)) ' (5.2)
C i=1 . _ '
ou :c((f) et :cl(j) sont les valeurs du i™¢ attribut, pour respectivement les points x, et xp.

Pour calculer cette distance, il suffit pour chaque attribut, de soustraire la valeur pour
cet attribut du premier point et du second point et de mettre le résultat obtenu au carré.
Ensﬁz’te, on additionne les d résultats obtenus (un paf attribut) avant de calculer la racine
carrée de la somme. La soﬁstmction, la multiplication, l'addition ainsi que le calcul de la
“racine carrée d’un nombre sont toutes des opérations arithmétiques pouvant étre réalisées
par des circuiz?s de taille polynomiale et de profondeur logarithmique par rapport & la taille
de lentrée, et qui nutilisent qﬁe des portes d’arité 2 (cé qui correspond & la classe de
comj)le:m'té NC! /18'4]).'Ainsz', le circuit implémentant la distance euclidienne est de taille

O(d) et de profondeur O(logd).

Lemme 5.3 (Profondeur d’un circuit quantique implémentant une distance). Tout cir-
cuit classique irréversible implémentant une distance qui utilise uniquement des portes
d’arité 2 tel que FANOUT, AND et OR peut étre implémenté par un circuit quantique (et

donclrépersible) de la méme taille et profondeur.

Démonstration. Comme vu 3 la fin de la preuve du lemme 5.2, pour rendre le circuit
cla.ssiqué.réversible, il suffit de remplacer les portes FANOUT,' AN'D.et OR d’arité 2 par
une ou deux applications de la porte de Toffoli. De plus, chaque porte de Toffoli peut
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étre simulée par un nombre constant de portes quantiques binaires et unaires, résultant
ainsi en un circuit quantique implémentant la distance qui est de méme profondeur et de

méme taille. . a

Théoréme 5.3. Si la distance utilisée est calculable par un circuit de taille O(d) et de
profondeur O(logd), il existe un circuit qﬁanti-que implémentant ph,ysiquemen‘t { ’omcle‘
de distance O (figure 5.2) qui est de taille O(nd + nlogn) et de profondeur O(log(nd)),
oun est le nombre de points de l'ensemble de données et d le nombre d’attributs semahtv
a les décrire (om suppose les attribuis de taille constante). De plus, ce circuit peut étre

construit en un temps proportionnel 4 sa taille.

Démonstration. Le circuit qui jouera le role de 'oracle de distance O va étre construit,
a partir de 2 sous-circuits; un sous-circuit E qui & partir de l'index 4 d’un point produit
sa description x;, et un circuit D qui a partir de la description de deux points z; et x;
calcule leur distance Dist(x;;x;). Si on met en entrée 'deux index ¢ et j, et qu'on ap-
plique successivement deux copies de E, puis D et enfin deux copies de E! (la transposée
)18

conjuguée de E)'8 on obtient la superposition |7, 7, Dist(z;, z;)), ce'qui correspond exac-

tement & réaliser 'oracle O (figure 5.10). De par le lemme 5.2, il est possible de construire

0 B T f

)

10) — D[ | Dist(x;, 7;))
)
)

E ' E .
— — 17
F1G. 5.10 - Circuit implémentant I'oracle de distance O. Le circuit E encode I’ensemble
de données et D est le circuit calculant la distance. E est simplement le circuit E avec
les. deux registres d’entrée qui ont été échangés alors que E' et E' sont les transposées
conjuguées de respectivement E et E.

un circuit E-faisant ’encodage de ’ensemble de données qui est de taille O{(nd +n log n)
et de profondeur O(log(nd)). De plus, la combinaison de la remarque 5.1 et du lemme 5.3
implique que pour la plupart des distances couramment utilisées en apprentissage ma-
chine, il existe un circuit quantique D calculant la distancé entre deux descriptions de

points qui est de taille O(d) et de profondeur O(logd). Le circuit quantique final qui

18ET peut Btre obtenu en “déroulant” le circuit E & Penvers si c’est physiquement possible.
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P

jouera le réle de ’oracle O et qui se compose des sous-circuits E et D aura donc une taille
de O(nd +nlogn) et une profondeur de O(log(nd)). Le temps nécessaire pour construire

ce circuit est directement proportionnel a sa taille. O

Cette construction est tres efficace car relativement proche de la borne inférieure de
Q(nd) sur la taille du circuit et le temps nécessaire pour le réaliser. De plus, le circuit est
lui aussi efficace car de profondeur logarithmique en n et d. Lors de ’analyse du temps
d’exécution des algorithmes d’apprentissage non-supervisé dans lés prochaines sections,

" nous passerons sous silence ces facteurs logarithmiques afin de faciliter ’analyse et parce
qu’ils influencent peu le temps d’exécution final. Il faut cependant étre conscient que
ces facteurs logarithmiques sont.touj'ours présents, ce qui conduit a formuler les trois
questions ouvertes suivantes. /'

Question ouverte 5.2 (Borne inférieure de la construction du circuit O). Est-il poséible

de construire un circuit quantique pour O en un temps équivalent a parcourir ensemble

de données O(dn) ?

Question ouverte 5.3 (Profondeur optimale pour le circuit O). Est-il possible de réduire
la dépendance de la profondeur du circuit O sur n (le nombre de points) ou d (le nombre

d’attributs) afin de réduire la profondeur du circuit, et cela sans faire exploser sa taille ¢

Question ouverté 5.4 (Taille optimale pour le circuit O). Est-il possible d’atteindre la

borne inférieure en réduisant la taille du circuit O & O(dn) 2

5.4 Catégorisation par arbre couvrant minimal

Soit G = (S, A) un graphe connexe orienté, ot .S est '’ensemble des n sommets du
graphe et A 'ensemble des arétes. Chaque aréte comporte un poids qui correspond a une

. valeur réelle positive.

Définition 5.4 (Arbre couvrant). Un arbre couvrant est un sous-ensemble de n — 1

“arétes T C A tel que (S, T) forme un graphe conneze.

Définition 5.5 (Arbre couvrant ‘minimal). Un arbre couvrant minimal est un arbre

couvrant dont la somme des poids des arétes est minimale parmi tous les arbres couvrants
’ \

possibles.
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Une des plus anciennes techniques de catégorisation [196] se base directernevht sur
I'arbre couvrant minimal. En effet, supposons que chaque point de données x; de I’en-
semble d'entrainement constitue le sommet d’un graphe et que chaque paire de sommets
(zi, z7) est reliée pér une aréte dont le poids est proportionnel & une certaine mesure de
distance Dist(z;, z;). Une fois qu’un arbre couvrant minimal de ce graphe a été construit,
il est facile de grouper les points de données en k catégories en enlevént tout simplement
les k — 1 plus longues arétes de cette arbre.

La c‘a.tégorisa.tion basée sur 'arbre couvrant minimal maximise un critére qui tient

compte de la distance minimum entre chaque catégorie.

~ Définition 5.6 ‘(Espacement). Soit Cy et Cy deuz catégories disjointes, {’espacementl?

entre Cy et Cy est défint comme :

espacemen‘t(Cl, Cy) = Distmin(C1,C2) = EémynEC Dist(x,y) (5.3)
R T 1, 2

c’est-da-dire la distance entre la paire de points (x,y) les plus ;broches, pour T appartenant.

a la premiére catégorie et y appartenant d la seconde catégorie. .

Définition 5.7 (k-catégorisation d’espacement maximum). Une k-catégorisation d’espa-
cement maximumn de ['ensemble de données Dy, est un ensemble de k catégories disjointes

Ch,Cs, ..., Cy formant une partition de D,, et tel que !

, k-1 k
k-categorisation_espacement_mazimum(D,) = arg max Z Z espacement(C;, C;)
' : Cl Ca, Gy i=1 j=i+1 -

(5.4)

La catégorisation basée sur arbre couvrant minimal est précisément celle qui maxi-’
mise ce critére de catégorisation d’espacement maximum [101]. 11 s’agit donc d’une si-
tuation Ol\J: il existe un algorithme polynomial permettant de maximiser le critére de
catégorisation utilisé, ce qui n’est pas le cas de nombreuses sit-uationé de ca.tégorisatioh.

Classiquement, lorsque le graphe est représenté sous forme de matrice d’adjacence, ce
- probléme de catégorisation se résout directement en utilisant 1'algorithme-de Prim [159]

qui a un temps d’exécution de O(n?), ol n est le nombre de sommets du graphe (ou

191 ’espacement, est aussi parfois appelé distance minimale entre deus catégories, ou aussi single linkage
en anglais. :
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de fagon équivalente le nombre de points de ’ensemble de données). Cet algorithme est
optimal pﬁisque Idans le cas d’un graphe complet etl d’une métrique arbitraire, tous les
élgorithmes classiques possibles requiérent un temps de Q(n?).

Le premier algorithme de catégbrisation quantique, bien qu’il n’ait pas été développé
dans ce but, est dii A Diirr, Heiligman, Hgyer et Mhalla [77]. Ces chercheurs ont étudié
la complexité quantique en terme de requétes de certains problémes de graphes, dont
'arbre couvrant minimal. Les modeéles considérés dané leurs travaux sont les variantes
quantiques de la matrice d ’adja'cence et de la liste d’adjacence. Le modéle\de matrice
d’adjacence est comparable & celui de boite noire décrit dans la section 5.3.1. Ainsi dans
ce modele, on précise les index 7 et j de deux’sommets et on recoit en sortie le poids de
'aréte entre ces deux sommets (ce qui, pour notre application, correspond & la distance).
- En pratique, il faut absolument éviter de construire un circuit quéntique qui garde
en mémoire explicitement toutes les valeurs possibles de la matrice d’adjacence. En effet,
un algorithme qui prendrait cette matrice d’adjacence de taille n par n aurait un temps -
d’exécutioh d’au moins Q(n?) car il devrait lire au moins une fois chaque entrée de
la matrice, ce qui ne serait pas mieux '(jue d’utiliser directement l’algorithme de Prim.
Intuitivement, les situations ol il est intéressant d’utiliser I'algorithme de Grover (ou
une de ses variantes), sont celles ou il est possible de construire un circuit quantique
définissant 1'espace de recherche en moins cie temps. qu’il est nécessaire classiquement
pour rechercher un élément. :

L’algorithme de Diirr, Heiligman, Hgyer et Mhalla [77] est une quantisation d’un

algorithme classique pour ’arbre couvrant minimal da & Bortvka [40].

Théoréme 5.4 (Algorithme quantique pour l’afbre couvrant ‘minimal [77]). Avec pro-
‘ babiZité élevée, la quantisation de Ualgorithme de Bortvka due & Dirr, Heiligman, Hpyer
et Mhalla est capable de trouver Uarbre couvrant minimal d’un graphe en un temps de
@(n3/2), ou n est le nombre de sommets du graphe. De plus, cet algorithme est optimal,
c’est-a-dire que dans le cas d’un grdphe complet il nexiste pas d’algorithme quantique

pouvant trouver l’arbre couvrant minimal en moins de Q(n3/ 2) appels a ’oracle.

Le théoréme 5.4 implique qu’en utilisant la version quantisée [77] de l’algorithme pour
I'arbre couvrant minimal de Borfivka, on peut trouver la catégorisation qui minimise le

critére de k-catégorisation d’espacement maximum en un temps de ©(n3/2) (contre ©(n?)
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classiquement), pour n le nombre de points de I'ensemble de données.?Y

5.5 Catégorisation divisive

Une des maniéres les plus simples de construire une hiérarchie de catégories est de
commencer par assigner tous les poinfs a la méme super-catégorie. La catégorisation
divisive sépare ensuite cette super-catégorie en deux sOus—catégories. Pour cela, deux
points de données sont choisis pour former les germes des deux nouvelles sous—catégories.
Un choix pertinent de germes est de prendre les deux points qui sont les plus éloignés dans
'ensemble. Une fois ce choix effectué, tous les autres pomts sont attachés a leur germe
le plub proche. Cette techmque de division est ensuite apphquee récursivement sur les

sous—catégories obtenues jusqu’a ce que tous les points contenus dans une catégorie soient
| cons1deres suffisamment .51m11alres ou qu’un critére d’arrét soit atteint. Voir I'algorithme 4
pour plus de détails. »

La catégorisation divisive cherche & maximiser & chaque étape de la récursion le critére

de distance maximale entre les categorleq.

Définition 5.8 (Distance maximale entre deux catégories). La distance maximale entre
deux catégories est la distance entre la paire de points (z,y) les plus éloignés, pour x

appartenant d la premiére catégorie et y appartenant 4 la seconde catégorie.

Distmaz (C1,C3) = max  Dist(z,y) (5.5)

cx€C,yel:

La partie la plus coliteuse de cet algorithme est de trouver les deux points Qui sont
les plus éloignés dans I’ensemble initial des n points (ce qui est équivalent & calculer le
diameétre de cet énsemble de données). Si les points de données sont des vecteurs dans RY
pour une haufe dimension arbitraire d, ce processus requiert généralement 0O(n?) compa-
raisons?!, et ce méme si on est prét a se contenter d'une approximation [-86]. Quantique-

ment, il est possible d’utiliser quant_trouver_max comme sous-routine dans cet algorithme

201 'analyse originale de Diirr, Heiligman, Hgyer et Mhalla considére implicitement que l'oracle & un
coflit’ d’appel constant puisque c’est la complexité en terme de requétes pour les problémes de graphes
que ces chercheurs ont caractérisé. Dans notre cas, comme précisé dans la section 5.3.3, chaque appel &
l'oracle & un coiit “caché” qui est logarithmique en n et d. '

21Cependant, si d est petit (comme d = 1,2 ou 3) et qu'on utilise une métrique telle que la distance

- euclidienne, des algorithmes linéaires ou sous-quadratiques existent {31, 158].
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Algorithme 4 quant_categorisation_divisive(D)

Si les points dans D sont suffisamment similaires alors
Retourner D comme une catégorie

Sinon '
Trouver les deux points les plus éloignés z, et =, dans D en utilisant
quant_trouver_max '
Pour chaque z € D faire

Rattacher z au point de données le plus proche entre z, et z;

fin pour o '
Soit D, ’ensemble de tous les points rattachés a z,
Soit Dy ’ensemble de tous les points rattachés a x,
Appeler quant_categorisation_divisive(D,)
Appeler quant_categorisation_divisive(Dy)

fin si '

pour trouver les deux points les plus éloignés en temps O(n).

Théoréme 5.5 (Catégorisation divisive quantique). Avec probabilité élevée, le gain en
complexité de temps de 'algorithme quant_categorisation_divisive, qui permet de réaliser
la catégorisation divisive d’un ensemble de n points, -comparé d sa version classique est

entre.O(==) et O(n). -

logn

Démonstration. Suppbsons qu’a chaque appél récursif, I'algorithme sépare ’ensemble de
données en deux sous-catégories d’approximativement la méme taille. Ceci conduit & la,
construction d’un arbre équilibré et 'algorithme aura un temps global d’exécution T'(n)
caractérisé par la récurrence asymptotique T'(n) = 2T (n/2) + O(n), qui est de O(nlogn).’
Classiquement, la Técurrence pour le méme cas est de T(n) =2T(n/2) +.O(on2) a cause
du temps nécessaire pour -trouver les deux points les plus éloignés dans l’ensemble de

~

_points, ce qui revient & O(n?). Le gain entre le classique et le quantique est donc de

: O(nﬂfgn) = O(logn); A linverse dans le cas déséquilibré ol I’algorithme produit une
catégorie qui contient un petit nombre de points etl une autre qui .concentre la masse
globale, I’arbre généré sera déséquilibré et de profondeur n. Dans ce cas-1a, quantiquement
il faudra un temps de calcul global de O(n?) contre O(n?) classiquement, ce qui conduit 13
aussi 2 un gain de O(%;) = O_.(n)..Pour n’importe quelle situation entre ces deux extrémes,”

le gain entre les version classiques et quantiques de 'algorithme de catégorisation divisive

sera donc entre O(57) et O(n). ' _ ‘ : m

logn
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En pratique, si jamais les catégories générées ne sont pas équilibrées, cela peut vouloir
dire que I'ensemble de données contient des anomalies (appelés outliers en anglais). Dans ’
ce cas, la technique usuelle consiste & détecter et enlever ces anomalies avant de lancer
lé catégorisation divisive. Ceci permettra d'éviter normalement la formation de sous-
catégories trop déséquilibrées en taille. Voir par exemple la section 5.7.2 pour la version

~ quantisée d'un algorithme permettant de détecter les anomalies.

5.6 k-médianes

Cette section décrit deux versions quantiques de I’algorithme des k-médianes : la ver-
sion “standard”, o toutes les données sont physiquement rassemblées au méme endroit,

et la version distribuée ol les données sont partagées entre deux ou plusieurs participants.

5.6.1 Version standard

L’algorithme -des k-médianes, parfois appelé; k-médoides [125], est un cousin de
l’algorithme des k-moyennes. Il s’agit d’un algorithme itératif, ol chaque itération se
décompose en deux étapes. Lors de la premiére étape, chaque point de données est rat-
- taché & son centre le plus proche. Durant la seconde étape, le centre de chaque catégorie
est mis a jour comme Vétant le ‘point médian parmi tous les points composant cette
catégorie (c’est-a-dire le point qui est & distance totale minimale des autres pc;’i‘nté de
la catégorie). L’algorithme s’arréte lorsQue les denfres des catégories sont stabilisés (ou
quasi- -stabilisés). Les centres des catégories sont souvent initialisés comme étant k points |
choisis au hasard parmi les n points de 'ensemble de donnee.s ol k est un para.metre de
'algorithme, qui correspond au nombre de categorles désirées. NOUb verrons cependant
dans la section 5.7.3 un algorithme quantique permettant d’initialiser les catégories de
maniere plus “intelligente”. »

L’algorithme des k- medla.nes cherche & partltlonner les données en k catégories qu1
minimisent un critére de distance entre les points d’une catégorie et le centre de la

catégorie.

- Définition 5.9 (Critére des k-médianes). Soit un ensemble de k catégories disjointes

Cy,Co,...,Cr qui ont pour centres respectifs les poz’ﬁts W1y 2y oa b € Dy Ces
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catégories sont optimales par rapport au critére de catégorisation des k-médianes si :

k
k-medianes(D,) = arg min Z Z Dist(zx, p;) (5.6)
. (Crpa)(Caspi2)(Chotie) =1 zeC

Contrairement aux critéres utilisés dans les algorithmes de catégorisation présentés
précédemment, ce critere est NP-ardu a calculer des que k£ > 2 [153]. Ainsi, on ne connait
pas d’algorithme polynomial permettant de trouver la solution optimale a ce probléme,
c’est-a-dire un ensemble de catégories qui minimise le critére 5.6. La version quantique de
l’algorithme des k-médianes correspohd donc & une version (iuantisée d’une heuristique
servant a résoudre un probléme NP-ardu, et non pas’ a un algorithme permettant de
" résoudre ce probleme exactement.

La diffé.rence principale entré k-moyennes et k-médianes est que I’algorithme des k-
moyennes utilise comme représentant d’une catégorie un point virtuel appelé centroide,
qui correspond a la moyenne des points a 'intérieur de la catégorie. Par contraste, I’al-
gorithme des k-médianes est restreint & utiliser un point “réel” de ’ensemble de données
comme centre d’une catégorie. Alors que P’algorithme dés k-moyennes est siir de conver-
ger vers un assignation des centres des catégories qui est stable aprés un nombre fini
d’itérations, l'algorithme des k-médianes pourrait arriver dans une situation ou ii oscille
entre deux bu plusieuré configurations. Cette différence de comportement de convergence
découle du fait que la moyenne d’un ensemble de points est toujours définie de fagon
unique, alors qu’il pourrait y avoir plusieurs médianes valides pour un méme ensemble de
points. Cependant, un des avantages des k-médianes sur les k-moyennes est qu’on peut
I'utiliser méme lorsque la seule information disponible sur les points est leurs distances les
uns des autres, ce qui rend impossible le calcul explicite de la mbyenne, et donc I'appli-

cation de l'algorithme des k-moyennes. Par rapport a son cousin plus connu, I’algorithme
| des k-médianes offre aussi. I’avantage d’étre généralement plus robuste au bruit et moins
sensible & la présence d’anomalies dans les données (voir la section 5.7.2 pour une breve

explication).

Théoréme 5.6 (k-médianes standard quantique). Avec probabilité élevée, Lalgorithme
quant_k—medianes permet de réaliser la catégorisation d’un ensemble de n points. en un -

temps de O(ﬁnsﬂt) et avec un gain de O(\/%}).comparé & sa version classique, ou k
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Algorlthme 5 quant_k—medianes(D,,k)

Choisir k£ points uniformément au hasard comme étant les centres initiaux des
catégories
Répéter .
Pour chaque point de donnees dans D,, faire
- Rattacher ce point a son centre le plus proche |
- fin pour
, Pour chaque catégorie @ faire
Calculer la médiane de cette catégorie en utilisant quant_trouver_mediane(Q) et
en faire son nouveau centre
fin pour '
Jusqu’a (quasi-)stabilisation des catégories
Retourner les catégories trouvées et leurs centres

est le nombre de catégories retournées et t le-ﬁombre d’itérations de Ualgorithme.

Démonstration. Afin d’analyser l’eﬂicacité d’une itération de I’algorithme, supposoné que
les cafégoriés sont ai)proximativement de tailles comparables, c’est-a-dire n/k. Si les
médianes étaieht calculées de fagon classique, chacune demanderait un temps de cal-
“cul de O((%_)Q)7 avec un total de O(%nz) pour trouver les centres des k catégories. De
fagon quantiquq, il est possible de trouver la médiane d’une catégorie de taille n/k en un
temps de O(%\/%) en utilisant la sous-routine quant_trouver_mediane. Ceci résulte en un
temps de O(\/Lgn?’/ 2) pour une itéra,tion‘de la version quantique de k-médianes, ce qui est
O(\/m) fois plué rapide que 1’approche classique. Pour le cas déséquilibré, considérons
par exemple le scénario ol quasiment toutes les catégories'sont de taille ¢, pour ¢ une
petite constante, alors qu’une unique catégorie concentre toute la masse des points. Dans
ce scénario, trouver la médiane demanderait O(n?) requétes & l'oracle classique contre
O(n?’/ 2) quantiquement. Le géin entre le classique et le quantique persiste donc méme
dans le cas déséquilibré. A noter que d’utiliser la version quantique ou classique de 1’al-
gorithme n’influence pas la vitesse de convergence de l'algorithme et qué celle-ci dépend

de t, le nombre d’itérations??. _ | : L O

Entre deux itérations de I’algorithme de k-médianes, il peut arriver que les catégories

restent relativement stables, c’est-a-dire que seul un petit nombre de points changent

2ZEn pratique cependant, le nombre d’itérations et la qualité de la categorlsatlon retournée peuvent
étre améliorés par une initialisation mtelhgente du centre des catégories (voir section 5 7.3).
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de catégories. Dans ce cas-1a, il est possible qu’une structure de données (classique)
‘appropriée puisse garder la trace des catégories et de leurs médianes afin d’accélérer la
recherche des points médians d’une itération a une autre. Ainsi, en pratique on pourrait
d’abord utiliser la version quantique de k-médianes pour les premiéres itérations avant
d’utiliser ensuite la varbiantchlassique basée sur la structure de données appropriée.

11 est aussi possible que la version quantisée de k-médianes puisse étre encore arnélior’égé
en développant un algorithme quantique qui estimerait-la somme d’un eﬁsemble de va-
leurs plutét que simplement les ajouter une par une comme décrit dans la figure 5.5.
Les algorithmes existants actuellement pour estimer la moyenne [104] ne semblent pas
pouvoir étre utilisés directement & cause de problémes liés a leur précision, mais d’autres
méthodes basées sur ’estimation d’amplitude semblent prometteuses [46]. La convergence
de lalgorithme, mesuré par le nombre d’itérations ¢, pourrait étre aussi accélérée comme

I’énonce la question ouverte suivante.

Question ouverte 5.5 (Accélération quadratiqﬁe du nombre d’itérations).. Peut-on
quantiser encore plus en profondeur U’algorithme des k-médianes afin de réduire le nombre
d’itérations t qui sont nécessaires d lalgorithme (par exemple par un facteur quadra-

tique) ¢

5.6.2 Version distribuée

De méme qu’on peut parfois éccélérer le temps de calcul d’unva'lgorithme en utilisant
le paradigme de l'informatique quantique, il est possible dans certains cas de réduire
le cofit de communication de savversion distribuée. Dans une situation d’apprentissage
~ distribué, I’ensemble de ‘donnéesVDn n’est pas localisé dans - un seul endroit mais est -
distribué aux rha.i_ns de deux ou plusieurs participants®. Leur but est de faire fonctionner
un algorithme d’apprentissage sur cet ensemble de données au 'complet‘ Ce probléme
pourrait étre résolu trés simplement en rapatriant. toutes les données sur uﬁ site central
et en faisant fonctionner une version standard de l’aigorithme d’apprentissage. Dans ce
cas-ci, le colit de communication du protocole résultant serait de @(dn) bits, ce qui peut

étre trés lourd en pratique si la taille de I'ensemble de données est importante. Tout le

- Z*De maniére équivalente, on peut voir cette situation comme si chaque participant i avait son propre
ensemble de données D; et le but est de faire fonctionner un algorithme d’apprentissage sur 'union de
leurs ensembles de données. : :
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1

but de la complexité de la communication [132] est d’essayer de trouver des protocoles
efficaces requérant moins de bits de communication que nécessaires pour' communiquer
lentrée. ' ' |

Dans le cas de Papprentissage distribué quantique, on permet aux participants de
s’echanger des qubits au lieu de bits ou encore de partager de l'intrication ‘alll ‘préalablé
afin de les aider dans leur tiche. Peut-on gagner quelque chose a ufilis,er de l'information
quantique lors deAla réalisation de taches distribuées, par exemple en économisant sur le
cout de la communication pour certains protocoles 7 C'est a cette question que s’intéresse
la'complexité de la communication quantique [43,189]. Comme vu dans la section 2.3,
du cbté des résultats a priori négatifs, 'existence du théoreme de Holevo [115] exclut la
possibilité de transmettre plus de n bits d’information en utilisant n qubits. Si jamais les
partiéipaﬁts partagent préaiablement de I'intrication sous la forme de n paires EPR alors
il est possible de transmettre 2n bits classiques en utilisant le codage superdense [26],
mais il s’agit-14 du mieux qu’on péut faire [59]. De méme, il est impossible d’utiliser I'in-
trication pour cdmmuniquer car cela signifierait pouvbir communiquer plus rapidement
que la vitesse de la lumiére et violerait le principe de causalité. Par contre, c;es limites
n’interdisent pas qu’il soit possible, en utilisant de I'information quantique, d’économiser
significativement (quadratiquement ou exponentiellement) sur le colit de communication
de certaines fonctions distribuées [43;189] ou ercore de réaliser des taches impossibles
classiquement dans un contexte ou la communication entre les participants n’est pas
permise [45].

Supposons que 'ensemble de données D, soit partagé entre deuf participants, Alice
et Bob. Pour la simpliéité de 'analyse, faisons I'hypothése qu’Alicé possede ei;actement
la moitié des n points de données, et Bob l’aut;é moitié, pour n ﬁn. nombre pair?4.
Pour que la version quantique distribuée de k-médianes soit iﬁtéressante, il faut que son
colt de communication mesuré en qubits échangés soit inférieur au protocole trivial qui
consisterait a envoyer classiquement toutes les données sur un seul site. (et qui aurait un

coiit de ©(dn) bits). Les points de Dj, peuvent étre réordonnés de maniére a ce que les

_#8i cette’ hypothise n'est pas vérifide, il est possible d’adapter sans difficulté V’algorithme & cetie
situation. Toutefois si les tailles des ensembles de données de Alice et de Bob sont vraiment déséquilibrées
’une par rapport a 'autre (par exemple si Dy ou D, est de taille O(y/n)), le mieux & faire est que celui

"qui a le plus petit ensemble envoie directement toutes ses données & l'autre participanf et que celui-ct
utilise la version standard de ’algorithme sur I’ensemble de ces données.
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5 premiers points co’rrespondent a 'ensemble de données d’Alice D, = {z1,..., zg}, et
le reste des points & 'ensemble de données de Bob Dy = {x%H, ..., Zn}. En utilisant
la méme prescription que dans la preuve du lemme. 5.2, Alice peut produire, & partir
de son ensemble de données D,, un circuit quantique E, de taille O(nd + nlogn) et de
profondeur O(log(nd)) qui encode son ensemble de données. Ce circuit E, prend en entrée
I'index ¢ d’un point de son ensemble, pour ¢ € {1,...,%}, et produit la description z;
de ce point. Bob fait de méme avec son ensemble de données Dy, et coﬂsffuit un circuit
Es, qui, & partir d’un index j e{% +1,...,n}, retourne la description z; de ce point.
De plus, si Alice dispose d’une implémentation quantique du circuit D perfnettant de
calculer ld distance'de deux. points passés' en entrée, elle peut I'utiliser en conjonction
avec E, pour implémenter I'oracle S, qui calcule la. somme totale des distances entre un
~p‘oint et tous les autres points de son ensemble D, (méme remarque pour Bob).

Afin de réaliser l'algorithme des lc_—médiénes de maniere distribuée, Alice et Bob vont
devoir implémenter de fagon distribuée ’itération de Grover utilisée dans la sous-routine
quant_trouver_mediane. Durant ce protocole, ils vont .utiliser et échanger différents re-
gistres quantiques. L’indice A et I’indice B sont rattachés aux registres quantiques pour
indiquer qui, de respectivement Alice ou Bob, en a le controle A un moment particulier
du profocole. Soit z';l I'index du point de ’ensemble de données D, dont la somme des
distances avec les points.de D,, est minimale (i, est défini de maniére symétrique D),
c’est-a-dire : .

. _ :
ig = argmin Z Dist(zs, ;) ' ' (5.7)
z,€D, j=1 .

L’itération de Grover distribuée (que nous nommerons iteration_mediane_distribuee) lors-

qu"on cherche %, peut étre réalisée par I’algorithme 6.

- Lemme 5.4. Le protocole iteration_mediane_distribuee (algorithme 6) réalise l’itération
de Grover de facon distribuée dans la sous-routine quant_trouver_mediane. Son cotit de
communication est de O(d + log(ndmaz)) qubits et sa cémplea:z’té en terme de calcul de |
- O(n), ot d est le nombre d’attributs servant & décrire les pbints de dbnnées, n est le‘
nombre de poz’ﬁts de dbnnée’s et dmaz est la distance .maa:z'ma.le entre deux points de

données.

Démonstration. La description de I’algorithme 6 étape par étape démontre clairement
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Algorithme 6 iteration_mediane_distribuee(D,,Dy)

[Etape 1] Alice utilise le circuit E, pour produire la description x; d'un pomt a partlr
de son index 1E :

i) 4 [0BOUD) 4 =8 14) 4 |2:) 4

" (Le.registre d’index (registre 1) est de taille O(logn) qublts et le registre contenant la
description du point z; (registre 2) est de taille O(d).)
[Etape 2] Alice fait appel au circuit S, pour calculer la somme des distances entre le
point z; et tous les autres points de D,,.
. v Sa . 21 .
[8) 4 |3) 4 09O UBRdmaz))) 4 25 13) |23 4 | SO, Dist(zi, 1)) a
(Le registre de distance (registre 3) est de taille proportionnelle au logarithme de la

" distance maximum entre deux points dmar, plus un terme logarithmique en le nombre
de points.) :
[Etape 3] Alice env01e le registre quantique contenant la d(;bCI‘lpthIl de z; ainsi que le
registre de dlstance a Bob.

9) 4 1Zi) 4 Z Dzst(a:z, zi))A B4 Yalzidg | Z 1 Dist(zi,z5))B ;
[Etape 4] Bob fait interagir le registre contenant 1a description du point d’Alice av ec
la description de ses points en utilisant I'oracle Sy,. Ceci permet de calculer la somine
des distances entre x; et tous les autres points de D,,.

%) 4 |zi) B|Z 1 Dist(z4,25)) B 28 2) 4 |Ti) B|Z Dist(zi,25)) B

[Etape 5] Soit f la fonction booléenne qui instancie la fonction indicatrice
I{Z | Dist(zi,5) < dmin} et qui pour un index ¢ est égale 2

fi)={ o G Dz ) <o 58)

sinon

Bob applique le changement de phase conditionnel P qui réalise la transformation
suivante : o

[2) 4 i) g | 3251 Dist(zi,25)) 8 — (—1 /0 ) , \l'z Bl 251 Dist(zi,z5)) 8

[Etape 6] Bob applique ST et renvoie le registre contenant la description de z; et le

registre de distance a Ahce

(~17 O [3) 4 |a) g | T lDwt(%m;ﬁem(_> D [i) 4 [20) 4 | D, Dist(zi,27)) 4

[E ape 7] Alice desmtrlque le registre de distance en appliquant ST
(=1 [3) 4 |z4) 4 lZf y Dist(xi, ;) 4 % (~1)/@) [i) DalTi)a

Etape 8) Alice desmtrlque son registre de descrlptlon en apphquant ET
(=27 [4) 4 [2:) 4 ( DO, .

[Etape 9] Alice applique localement l'inversion par rapport a la moyenne sur son .
registre d'index qui a l'effet suivant : :

:; — O®logn ‘ A i
) o { |z) siz=0 (5.9)

—|z) sinon
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que celui-ci réalise la fonctionnalité de l'itération de Grover telle que décrite dans la sec-
4 tion 5.2. En particulier, effet de la premiere partie de I'itération de Grover (étapes 1 &
5)..est d’inverser la phase de tous les points dans D, dont la somme des distances avec les
autres points est inférieure & la valeur d,,;,. L’inversion par.rapport a la moyenne, qui est
effectuée en derniére étape de l'itération de Grover, est indépenddnte de la fonctionnalité
considérée et peut étre réalisée localement par Alice. En ce qui concerne la communica-
' tion, seules les étapes 3 et 6 nécessitent un échange d’information éntre Alice et Bob. Les
tailles des registres échangées sont respectivement de O(d) poﬁr le registre de description
et de O(log(ndmaz)) pour le registre de distance, ol dmqy est la distance maximale entre
deux points de Dn. Le cotit global de communication est donc de O(d + log(ndmaz))
qubits. La complexité en temps~ du calcul de P'itération dépend directement des temps
ﬁécessaires a appliquer les circuits Eg, Ep, S, et Sy, qui sont respectivement de O(1) pour
Eq et Ep et O(n) pour S, et Sy comme vu dans la section 5.3.3 (si on ne tient pas compte
des facteurs logarithmiques supplémentaires). Le cott total de l'itération en terme de

temps est donc dominé par O(n). ' O

A chaqﬁe itération de I'algorithme des k-médianes et pour chaqlie catégofie, on appelle
tout d’abord la sous-routine quant_trouver_mediane afin de trouver i, en appliquant le
protocole iteration_mediane_distribuee pour simuler I'itération de Grover. Alice initialise
dpin comme étant la somme des distances entre un point 7g choisit au hasard parmi Qa et
tous les autres points de D,,. Cette étape d’initialisation requiert qu’Alice communique
(classiquerhent) la description .de ig & Bob (cotut de O(d) bits) et que celui-ci lui envoie
la somme des distances entre les points dans Dy et ip (colt de O(dmaz + logm) bits).
Avaht d’utiliser iterat_ion_mediane_distribuee pour la prerhiére fois, Alice commence par
mettre le registre d’index en superposition de tous les index possibles gréce a une tour
de Walsh-Hadamard. Une fois que i, a été Vdéterminé en utilisant quant_trouver_mediane,
on défermine i en inversant le role de Bob et d’Alice. Enfin, pour déterminer la médiane
parmi Dy, il suffit de choisir entre i, et i, celui des deux points dont la somme des .
distances avec tous les autres points est minimale. L’algorithme 7 formalise le déroulement

“de la version distribuée de k-médianes.

Théoréme 5.7 (k-médiahes distribué quantique).. Avec probabilité élevée, ’algorithme

quant_k—medianes_distribue permei de réaliser la catégorisation d’un ensemble de n points
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Algorithme 7 quant_k——medianes_distribue(Da,(Db,k)

Alice et Bob choisissent k points uniformément au hasard parmi D, et Dy comme
étant les centres initiaux des catégories
Répéter
Pour chaque point de données dans D, et D, faire
Rattacher ce point & son centre le plus proche
fin pour _
Pour chaque catégorie ) faire
Alice recherche i, en utilisant quant_trouver_mediane(Q) avec le protocole
iteration_mediane_distribuee pour simuler I’itération de Grover
- Bob recherche iy en utilisant quant_trouver_mediane(Q) avec le protocole
iteration_mediane_distribuee (les réles de Alice et Bob sont échangés) pour simuler

I'itération de Grover P : .
médiane(Q) = argmin;e gy, 4} 2oy, 0 Dist(zi, T5)
fin pour

Jusqu’a (quasi-)stabilisation des catégories
Retourner les catégories trouvées et leurs centres

\

distribués entre deuz participants en un temps de O(tﬁrﬁﬂ)) et un cotlt de communi-
cation de O(tVkn(d + 1og(ndmaz))) qubits, oti n est le nombre de points de ’ensemble
de données, d le nombre d’attributs.servant a les décrire, k le nombre de catégories re-
tournées, t le nombre d’itérations de l’algorithme et dmqaz est la distance maximale entre

deuz points de données.

 Démonstration. L’analyse du temps d’exécution de la version distribuée de 1’algorithme
est exactement similaire & celui de sa version standard (théoreme 5.6). De plus, de
par le lemme 5.4, on i)eut observer que la quantité de travail en. terme de calcul qui
sera demandée a Alice et Bob pour la version distribuée est du méme ordre de gran-
deur que pour la version standard, soit O(ﬁn?’/ 2) pour une itération de k-médianes.
Si les catégories sont approximativement de méme taille, chaque itération de l'algo-
rithme demande & Alice et Bob d’échahger un registre de taille O(d + log(ndmaz))
un nombre de fois dans O(k\/%) ce qui conduit & un colt de communication de
O(k\/F(d + log(ndmaz))) = O(VEkn(d + log(ndmag))) qubits. Pour ¢ itérations, le cot
global de communication est donc de O(tVkn(d + log(ndmaz))). . a

Tant que le nombre ¢ d’itérations de I’algorithme est inférieur & /m, la version dis-

tribuée de l’algorithme des k-médianes est plus économe en terme de communication
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que le protocole naif ou toutes les données sont rassemblées dans un site central. De
plus, I'algorithme peut étre facilement générélisé au cas Ihultipartite, pour un nombre
de participants m > 2. 'Pour cela, il suffit que chaque participant j. (pour 1 < j < m)
trouve parmi son ensemble de données D; le point i; dont la somme des distances aveé
tous les autres points de Dy, est minirﬁale. On peut réaliser cela en adaptant la version
distribuée de l’itératibn de Grover afin qu’elle fonctionne avec plus de 2 participants. 11
suffit ensuite de choisir la médiane comme étant le point parmi {iy, .. . im} qui minimise -
la somme des ‘distances avec les autres points. Sans rentrer dans les détails, le coit de
communication et la complexité de calcul de la version multiparfite sont essentiellement

identiques a ceux de la version bipartite.

5.7 Outils quantiques pour algorithmes d’apprentissage non—supérvisé

Les algorithmes présentés dans cette section ne constituent pas des algorithmes d’ap-
prentissage non-supervisé par eux-mémes mais sont couramment utilisés comme outils
par d’autres algorithmes d’apprentissage non-supervisé. Des variantes plus rapides de
ces algorithmes contribuent donc directement & des variantes plus rapides d’autres algo-

rithmes d’apprentissage non-supervisé.

5.7.1 Construction d’un graphe de voisinage

La construction d’un graphe de voisinage est une étape importante du prétraitement
de plusieurs algorithmes d’apprentissage non-supervisé tels que 'algorithme de réduction

de dimensionnalité Isomap. [179] ou la catégorisation par marche aléatoire [106].

Définition 5.10 (Graphe de voisinage). Soit un graphe complet dont les sommets corres-
pondent auz points de l'ensemble de données, et ou chaque aréte entre deux sommets est
pondérée en tenant compte de la distance entre ces deuz sommets (voir section 5.4). Un
graphe de voisinage est construit ¢ partir de ce graphe original en gardant pour chaque

sommet seulement les arétes connectant ses k voisins les plus proches®.

ZUne maniere différente de définir le graphe de voisinage consiste relier deux points par une aréte si
et seulement si ils sont chacun dans le plus proche voisinage ’'un de I'autre. Cette méthode garantit que
le degré maximum du graphe sera égal ou inférieur & k, le nombre de plus proches voisins considérés. Un
inconvénient cependant est que certains points pourraient se retrouver isolés (non-connectés) du reste du
graphe, ce qui pourrait indiquer qu’il s’agit d’anomalies (voir section 5.7.2).

-
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L’'algorithme 8 est une version quantisée d’un algorithine de construction d’un graphe

de voisinage.

Algorithme 8 quant_construction_graphe_voisinage(Dp,k)

Pour chaque point de données z; de D, faire
Utiliser quant_trouver_c_plus_proches_voisins pour trouver les k plus proches voisins
de Tr; v '
Pour chacun des k plus proches voisins de z; faire _

Créer une aréte entre x; et ce voisin qui est la distance entre ces deux points

fin pour ‘

fin pour

Retourner le graphe construit

Théoréme 5.8 (Algorithme quantique pour la construction d’un graphe de voisi-
nage). Avec probabilité élevée, l’dlgom‘thme quant_construction_graphe_voisinage construtt
le graphe de voisinage d’un ensemble de n points en un temps de O(Vkn3/?), si on

constdére pour chaque point seulement un nombre constant k de ses voisins.

Démonstration. Pour chaque point de données, il est possible de trouver ses
k wvoisins les plus proches en un temps O(vkn) en utilisant la sous-routine
quant_trouver_c_plus_proches_voisins. Afin de construire le graphe de voisinage global, le

colit total sera de O(vkn3/2). . ' O

Classiquement, si on uﬁlise une métrique arbitraire et qué la seule information dont
on dispose est la distance entre les paires dc points, il faut un temps de Q(n?) pour
générer‘ le graphe de voisinage constitué par les voisins les plus proches de-tous les n
pdints. CepAendarit, si on a explicitement accés pour chaque point de données & tous
les d attributs qui le décrivent et si d est de faible dimension [129}26, une structure de
données dpprdpriée telle que les arbres binaires de recherche multidimensionnelle [27]

.

(aussi connus en anglais sous le nom de kd-trees?”) permet de trouver les k plus proches

61 article [129] décrit une étude comparant différentes méthodes et structures permettant d’accélérer
la recherche des plus proches voisins. Cette étude observe empiriquement que d’és d > 16, toutes les
méthodes sont sensibles au fléau de la dimensionnalité et prennent un temps pire que linéaire dans le
- nombre de points pour trouver les plus proches voisins d’un point particulier.

275 I'origine, le terme “kd-tree” est une abréviation de I'expression “k_dimensional tree”. Si on suivait
scrupuleusement la notation de cette theése, ces arbres auraient été nommés comme étant d-dimensionnels
ce qui aurait conduit a les appeler “dd-trees” !
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. voisins d’un point spécifique en un temps de ©(klogn). La construction d’un kd-tree
requiert de trier tous les points pour chaque dimension, ce qui peﬁt étre fait en temps
O(dn log n), -Ol\l d est la dimension de I’espace.dans lequel les poihts vivent et n le nombre
de points de données. Le cotit global pour construire le kd-tree représentant 1’ensemble
de donn_ées et I'utiliser pour trouver les k plus proches voisins de chacun des n points est

donc de ©((k + d)nlogn) si d est de faible dimension.

5.7.2  Détection d’anomalies

Définition 5.11 (Anomalie). Une anomalie (appelée outlier en anglais) est une obser-

vation qui différe de facon significative du reste des données.

En pratique, le sens:exact que prend cette définition dépend de I’application
considérée. Dans beaucoup de domaines, les anomalies sont considérées comme étant
des points de données générés suite a un phénomeéne de bruit et doivent étre éliminés.
Par exemple, une anomalie pourrait &tre un point de données qui a été corrompu, soit par
‘la modification de certains de ses attributs, soit parce q'u’ﬂ est étidueté avec une mauvaise
classe. Il se pourrait méme qu’il s’agisse d’une observation générée aléatoirement.

Ainsi en classiﬁcation, on veut détecter et enlever les anomalies présentes dans 1’en-
semble de données afin d’améliorer la précision du classifieur qui sera appris. De la méme
maniére en catégorisation, pouvoir reconnaitre les anomalies permet de ne pas en tenir
compte lors de la formation des catégories et d’améliorer la qualité de la catégorisation
retournée. Dans certaines applications cependant, comme la détection de fraudes au ni-
veau de I'utilisation des cartes de.crédit.ou encore la détection d’intrusion, on cherche
a détecter les anomalies car elles correspondent a un comportemént inhabituel qu’il est
particulierement intéressant d’identifier. _ _

Sion connait la distribution qui a généré les données (grace par ex"emple a un modele
appris par de 'estimation de densité ou encore par uné connaissance a priori), un test
statistique peut permettre d’identifier les points de données qui dévient de fagon sta-
tistiquement significative de cette distribution [193]. Une autre manitre de détecter une
anomalie est d’inspecter les attributs de chaque bbjet et de considérer comme étant

des anomalies ceux qui différent trés largement de la valeur médiane®® [141]. D’autres -

20n se base en général sur la médiane et non pas sur la moyenne pour mesurer cette déviance car celle-ci
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méthodes se basant sur la densité [50] inspeétent le vbisinage de chaque point et considere
“les points situés dans des zones peu denses comme des anomalies potentielles. Cette ap-
proche donne de bons réesultats en pratique mais est généralement coliteuse en temps
de calcul. Finalement, une autre approche se base sur une notion de distance [12] et
~ considére comme étant des anomalies les points qui sont & une distance élevée de leurs k&
plus proches voisins. Ainsi, une technique possible [12] consiste & identifier pour chaque
point x;,.ses k plus proches voisins et a don‘ner un score de voisinage w; & ce point qui
est égal & o
! Wy = Z Dist(z;, x;), (5.10) -
JEVR(zs) ' '
ou Vi(z;) est le sous-ensemble des points dans D,, constitué des k plus proches voisins de
;. Lorsque ce score a été calculé pour chaque point, les anomalies peuvent étre identifiées
comme les points dont lé s.core w est supérieur & un seuil wy,qa, déterminé empiriquement,
ou bien comme les ¢ points qui ont le score le plus élevé, oll ¢ est une constante bien
choisie. L’algofithme 9 est une version quantique permettant de calculer ces scores pour
chacun des points: Cllassi'quement, il faudrait un temps de Q(n?) pour déterminer les
scores de voisinage de chacun des n points (pour les mémes raisons que celles évoquées

pour la construction d’un graphe de voisinage dans la section 5.7.1).

Algorithme 9 quant_anomalie_detection_distance(Dy, k)

Pour chaque point de données z; de D, faire
. Utiliser quant_trouver c_plus_ proches_v0|sms pour trouver les k voisins les plus
proches de x; :
Calculer w; comme étant la somme des dlstances de z; avec ses k plus proches
voisins

fin pour

Retourner les scores calculées pour chaque point

Théoréme 5.9 (Algorithme quantique pour la détection d’anomalies basé sur les dis-
tances). Awvec probabilité élevée, l’algorithme quant_anomalie_detection_distance permet

d’identifier tous. les points qui sont des anomalies, parmi un ensemble de données de

est peu influencée par la présence d’anomalies, contrairement a la moyenne qui peut changer radicalement
sous I'influence d’une valeur extréme. Ceci explique aussi pourquoi I’algorithme des k-médianes (présenté
dans la section 5.6) est généralément considéré comme étant moins sens1b1e a la présence d’ anomahes que
son cousin, ’algorithme des k-moyennes.
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taille n, en un temps de O(vVkn%/?) si k < y/n, pour k le nombre de voisins considérés

pom" chaque point.

" Démonstration. Pour chaque point de données, on peut trouver ses k plus proches voisins
en temps O(\/E) en utilisant quant_trouver_c_plus_proches_voisins et calculer son score
de voisinage w en temps O(k). Trouver les voisins et calculer ce score pour tous les n
points requiert un temps global de O(vEkn3/2 + kn) ce.qui se simplifie & O(vVEkn3/?) si
k< \/7_1 (ce qui est typiquement le.cas), |

5.7.3 Initialisation des centres des catégories

Traditionnellement, les centres initiaux des catégories dans des algorithmes tels que
k-moyennes. ou k-médianes sont choisis aléatoirement parmi les 'poin’.cs de I’ensemble de
données. A partir de deux éonﬁgurations initiales différentes, I’algorithme a une pro-
babilité non négligeable de converger vers deux catégorisations différentes. Comme la
fonction de coiit que k-moyennes ou k-médianes essayent d’optimiser est NP-ardu a cal-
culer pour sa valeur optimale [153], il est probable que les deux catégorisatfons Agénérées
corresponaront toutes les deux a des minima locaux. Une techinique standard uti.lisée en
catégorisation consiste & exécuter I'algorithme plusieurs fois & partir de configurations
initiales différentes et & sauvegarder la catégorisation qui minimise la fonction de coiit
considérée. v

Une approche différente consiste a choisir les germes initiaux des céfpégories de maniere
“intelligente” plutot que de les tirer aléatoirement. Un algorithme de type maz-min [65] -
commehce par choisir le prémier centre p1 au hasard parmi les points de ’ensemble de
* données. Ensuite, un second point de données 12 est choisi comme étant le point qui est a.
distance maximum de u;. Les centres suivants us, . . ., 4r sont déterminés en choisissaﬁt
toujours comm_é nouveau centre le point de données dont la somme des distances avec
les centres pré.cédents est maximale. Formellement, on définit le 1°™ centre de catégorie

générée 1; comme étant :

i—1
‘4 = arg max Z Dist(z, 115) (5.11)
zEDn j=1 >

Cette méthode produit des germes initiaux de cé,tégories qui sont espacés les uns par

rapport aux autres. L’algorithme 10 est une variante quantique de cette méthode d’ini-
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tialisation des centres des catégories.

" Algorithme 10 quant_initialisation_categorie(D,,,k)

Choisir aleat01rement un point de données dans D,, qui sera ethuete comme étant g
Pour i = 2 jusqu’a k faire
Utiliser quant_trouver_max pour trouver p; = arg maxxeD Z Dz’st(m, L)
fin pour ,
Retourner les centres initiaux des catégories w1, ..., fik

Théoréme 5.10 (Algorithme quantique d’initialisation des centres des catégories). Avec
probabilité élevée, Valgorithme duant_initiaIisation_categorie permet d’initialiser de facon
“intelligente” les k centres de catégories d’un ensemble de n points en un temps de

Ok ).

Démonstration. L’algorithme quant.initialisation_categorie choisit le .premier cehtre
comme étant un point au hasard parmi 'ensemble de données. Le deuxieme centre est
ensuite déterminé comme étant le point le plus éloigné du centre original en utilisant
la sous-routine quant_trouver_max, ce qui prend un terﬁps de O(y/n). Puis pour chacun
des centres suivants i pbur_ 3 < ¢ £k, on peut le calculer en mettant en superpo-
“sition les index de tous les points ainsi que la somme des distanceé entre ces points
et tous les 7 — 1 centres déja identifiés. On peut obtenir cette superpdsition en appli-
quant 7 — 1 fois l'oracle O, et on applique ensuite la sous—routine'qqant_trouver_max sur
le registre des distances générées pour un coiit de O((i — 1)\/n). Le temps d’exécution

global de Ialgorithme T'(n) est donc directement proportionnel & la suite arithmétique
T(n) = Yipiv/n = O(K*V/n). | o

Remarque 5.2 (Algorithme quantique pour une k-catégorisation de diamétre maximum
minimal)._ L’algorithme quant.initialisation_categorie peut-aussi étre utilis€ pour trouver
une catégorisation composée de k catégories disjointes ot le diamétre mazimum, parmi
toutes ces catégories, est minimisé. Autrement dit, le but va étre de former un ensemble
de k catégories ou les points sont toﬁs trés proches des centres des catégom'es (ce qui
conduit & un diamétre mazimum des catégories qui est faible). Formellement; le critére

que cet algorithme cherche & minimaiser est celui des k-centres qui se définit par

k-centres(Dy) = © arg min max max Dist(x, u;) (5.12)
(Cra)(Carpiz), o (Cropir), © TECH
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Ce critére est NP-ardu a optimiser dans sa version ezacte, mais une approzimation due’
& Gonzdlez [100] retourne un ensemble de k catégories dont le diamétre mazimum est
au plus deuz fois celui de la k-éatégorisafion optimale de diameétre maximum minimal.
L’algorithme de Gonzdlez commence par choisir les k centres des catégories grace a la
méthode quant_initialisation_categorie détaillée plué haut, ce qui classiquement requiert un
temps de O(k*n). Ensuite, chaque point‘de l,’enserﬁble de données est attache’é' 4 son
centre le plus proche. La version quantisée de cet algbm'thme de.catégomsation' prend un

temps de calcul équivalént a celui de quant_initialisation_categorie, soit O(k%\/n). ,

-5.8 Discussion et perspectives futures

Comme nous 1'avons vu dans ce chapitré, certains algorithmes d’apprentissage non-
supervisé peuvent étre accélérés au-dela de ce qui est classiqﬁement possible en quantisant
certaines de leurs sous-routines. De plus, il est aussi possible d’économiser sur le cofit de
communication dans certaines situations si on permet xau participants d’échanger de I’in-
forrﬁation quantique, comme celle de la version distribuée de Palgorithme de k-méd.ianes
(section 5.6.2). Cette section résume les différents résultats présentés dans ce chapitre

-et ouvre des perspectives d’algorithmes quanﬁiques qui vont au-dela de I’algorithine de

Grover. et ses variantes.

5.8.1 Comparaison équitable entre algorithmes d’apprentissage quantique

et classique et bornes inférieures

Afin de faire une comparaison équitable entre un algorithme de catégorisation clas-
sique et sa contrepartie quantiqﬁe, il est important de toujours considérer aussi bien
* le meilleur algorithme de catégorisation classique fonctionnant sur les distances entre
paire de points que I'avantage qui peut-étre obtenu si la description compléte des points
de données est disponible. Par exémple, dans le cas de la constru_ction. d’un graphe de
voisinage,'comme vu dans seétion 5.7.1, Palgorithme classique des kd-trees permet de
calculer ce graphe de ‘manicre si efficace que quantisér 'algorithme classique travaillant
sur les distances n’offre pas d’avantage significatif si d correspond & une faible dimen-
sion [129]. Une question fondamentale est d’étudier les bornes inférieures qui peuvent

étre atteintes pour différents scénarios de catégorisation, que ce soit classiquement ou
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quantiquement. En particulier, est-il possible d’offrir une caractéfisation des situations
‘ot la version quantisée pourraif offrir une réelle amélioration sur la version classique 7 Par
exemple, dans le cas de P’arbre couvrant minimal (section 5.4), Diirr, Heiligman, Hayer
et Mhalla ont prouvé que leur algorithme est optimal [77]. Ainsi, si on pouvait aussi
réduire lal k-catégorisation d’espacement maximum & la construction de I’arbre couvrant
minimal, il s’en suivrait que n’importe quel algorithme de catégorisation qui cherche &
maximiser le critére de k-catégorisation d’espacement maximum, qu’il soit quantique ou
classique, ne pourrait pas faire mieux que Q_(n3/ 2). Pour ’algorithme des k-médianes, il
est envisageable qu'on puisse calculer la médiane en un temps linéaire, ce qui rédﬁi_rait
1le temps d’exécution d’autant et aurait aussi un impact conséquent sur la complexité de

la communication.

Probleme de catégorisation - Classique Quantiqﬁe
| Arbre couvrant minimal / © (n?) e (n%/2)
| k-catégorisation d’espacement maximum
Catégorisation divisive : O (n?), | Q(n), .
O (nlogn)
k-médianes (standard) Q "——,:), Q(n),
2 1,,3/2
0 t"T) 0 (tﬁn / )
k-médianes (distribué), © (dn) Q(dv/n), .
cotit de communication ' _ 0 (t\/ kn(d + log(ndmaz)))
Construction d’un graphe de voisinage [S) (n2) Q(n),’ _ '
(pour d une dimension moyenne ou élevée) 0] (\/Ena/ 2)
Détection d’anomalies © (n?) Q(n),
(se basant sur le voisinage) o] (\/En3/ 2)
Initialisation “intelligente” Q(n), Q(v/n),
des centres des catégories 0 (an) 0 (k2 \/7_1)

TAB. 5.2 — Tableau résumant les bornes inférieures et supérieures en nombre de requétes
connues pour les algorithmes d’apprentissage non-supervisé présentés dans ce chapitre.
Par souci de clarté et d’espace, le temps de construction de la boite noire (section 5.3.3)
qui est de O(nd + nlogn) n’est pas comptabilisé dans le tableau, ni le facteur logarith-
mique en n et d que coiite chaque appel a cette méme boite noire.

Le tableau 5.2 résume les résultats présentés dans ce chapitre. Ces bornes sont relati-
vement serrées pour la catégorisation par arbre couvrant minimal, pour la catégorisation

divisive ainsi que pour linitialisation “intelligente” du centre des catégories. Pour la
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construction d’un graphe de voisinage et'la détection d’anomalies, il semble probable
" que la vraie borne inférieure soit plus proche de Q(n%/?) que de Q(n) du fait que ces
algorithmes semblent résoud'reA n instances de problémes de type “Grover” (chaque ins-
tance demandant un temps de O(n)), ce qui aurait pour conséquence que les algorithmes
quantiques présentés dans ce chapitre soient optimaux. Par contre pour la version quan-
tique de I'algorithme des k-médianes, la porte est encore grande ouverte pour essayer de
trouver un algorithme qui se rapproche de la borne inférieure.

Une autre question fondamentale est de déterminér quels sont les algorithmes qui
admettent une version distribuée pour laquelle transmettre de 'information quantique
permet d’économiser sur le colt de cofn_rnunication comparativement a la version clas-
sique. Daﬁs ce chapitre, il semble que seul l’algorithme des k-médianes et celui pour
Iinitialisation “intelligente” des centres des catégories?® admettent une version distribuée
intéressante ayant un coiit de communication dans O(y/n) qubits. Au final, ces protocoles
produisent en sortie seulement O(k) bits d’information, qui.correspon‘dent a la descrip-
tion des. centres des catégories, contre O(n) bits par éxemple po_tir un algorithme tel que -
celui de I'arbre couvrant minimal. En soit, cette observation n’est pas vraiment surpre-
nante car s’il était possible de calculer de manitre distribuée la sortie d’une fonction qui
est de. taille O(n) bits avec moins de (n) qubits de communication, cela contredirait le

théoreme énoncé dans [59)].

5.8.2 Quantisation d’lsomap

Isomap [179] est un algorithme de réduction de dimensionnalité qui permet d’ap-
prendre une représentation de faible dimension des données pour des variétés non-linéaires
(voir la section 3.3.2 pour plus de détails). Isomap présuppose que les données observées
qui sont en haute diménsion ont été générées par une courbure de ’espace de féible dimen-
sion. I’idée principale de l’algorithme est d’approximer la distance géodésique entre deux
points sur cette courbure de l’es.pace par la loflgueur du plus court chemin entre ces mémes
deux points sur un graphe de voisinage. Une fois que la distance géodésique a été estimée
pour chacune des paires de points.de I’ensemble de .d'onnées, I’échelonnement multidimen-

sionnel [62] est utilisé sur cette matrice de distance afin de générer une représentation

2Pour rendre I'algorithme d’initialisation des centres des catégories distribué, il suffit de rendre dis-
tribué la version de I'itération de Grover utilisée dans quant_trouver_max.
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de faible dimension des données. Le goulet d’étrémglement calculatoire d’lsomap, ainsi
.que de la plupart des algdrithmes de réduction de dimensionnalité, réside dans le fait
de devoir calculer les vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice n par n, cé qui
requiert un temps de O(n?). Le cofit de ce calcul de vecteurs propres et valeurs propres
- domine en général la complexité en temps de calcul des algorithnies, ce qui conduit &

formuler la question ouverte suivante.

Question ouverte 5.6 (Algorithme quantique pour le calcul de vecteurs propres et va-
leurs propres). Est-il possible d’avoir un algorithme quantique qui permette de déterminer
les wecteurs propres et wvaleurs propres d’une matrice de taille n par n plus rapidement

que cela n’est possible classiquement ?

En ce qui concerne la détermination des vecteurs propres d’une matrice, au meilleur
de ma connaissance on ne connait pas pour 'instant dv’algorithmes quantiques qui sont
plus efficaces que leurs contreparties classiques. 1l est néanmoins possible, en se basant sur

les algorithmes et outils développés dans ce chapitre, de quantiser certains algorithmes de
réduction de dimensionnalité. Ainsi, il existe une version d’lsomap nommée L-Isomap [174]
(pouf landmark Isomap en anglais) qui travaille sur un sous-ensemble de points de I'en-
- semble de données intelligémment choisis, appelés landmarks en anglais, pour calculer
les vecteurs propres et valeurs propres nécessaires & la réduction de dimensio_nnalité.

L’algorithme quant_| — isomap est une version quantisée de cet algorithme.

Algorithme 11 quant.l —isomap(Dy,,k,l)

[Etape 1] Construire un graphe de voisinage en utilisant
quant_construction_graphe_voisinage( Dy, k) _ )

[Etape 2] Choisir les I landmarks en utilisant la version classique de ’algorithme pour
initialiser “intelligemment” les centres initiaux des catégories : _
[Etape 3] Calculer la longueur des plus courts chemins entre les [ landmarks et les n
points de données en utilisant P’algorithme de Dijsktra (classique) implémenté avec
des monceaux de Fibonakcci '

[Etape 4] Trouver les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de distance
générée a I’étape 3 en utilisant une version de P’échelonnement multidimensionnel
adaptée aux landmarks [173]

Théoréme 5.11 (Convergence de I’algorithme quant_| — isomap). Awec probabilité élevée,

Palgorithme quant_| —isomap permet de trouver une représentation en faible_ dimension
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d’un ensemble de données D, en un temps de O(Vkn3/? + kinlogn + 1°n), ot n est le
nombre de points de l’ensemble, | le nombre de landmarks choisis pour le représenter et

k la taille du voisinage considéré lors de la construction du graphe de voisinage.

Démonstration. La construction du graphe de voisinage lors de I’étape 1 avec l'algo-
rithme quant_construction_graphe_voisinage prend un temps de O(vkn3/2). Le reste de
I’analyse concerne des algorithmes classiques, ainsi choisir les l' landmarks avec la ver-
sion classique de 1’algor'1thme d’initialisation requiert un temps de O(lzn). De plus, si
Palgorithme de Dijsktra {75] est implémenté & l’a_ide.-de monceaux de Fibonacci, il prend
un temps de O(kinlogn). La version de ’échelonnement multidimensionnel basée sur les
landmarks [173] prend elle un temps de O(I*n). Au final, ’algorithme quant_| — isomap a.
donc une complexité globale de O(vkn3/2 + kinlogn + 1?n) - : |

Class.iquement,yle méme algorithme a un temps d’exécution de O(n? + kinlogn + lQn)
qui est surtout dominé par le cofit de Const_ruire le graphe de voisinage. La version quan-
tique offre donc un gain sur le classique qui est de O(\/%) ce qui est significatif tant que

" k <« n mais tend vers 1 si k devient trés proche de n.

"5.8.3 Algorithmes d’apprentissage basés sur le comptage

Certaines extensions de 1’algorithme de Grover se focalisent non pas sur la recherche
mais plutot sur le éomptage du nombre de solutions possibles [47]. Entre autres, la tech-
nique d’estimation d’amplitude [46] peut étre utilisée pour comf)ter (exactement ou ap-
proximativement) le nombre de solutions ¢ avec, la aussi, un gain quadratique par rapport
aux algorithmes classiques. Ainsi, si'les variantes de ’algorithme de Grover pour la re-
chefch_e permettent de trouver les plus proches voisins d’un point ou 'i.dentiﬁer la médiane
parmi un ensemble de points, les extensions permettant de compter semblent plus appro—'
priées a des tdches d ’estirﬂation de densité, comme estimer le nombre de voisins qui se
trouve dans le vbisinaée fixe d’un point ou encore la densité d’une zone de ’espace des
données. '

" Une version de 1’dlgorithme de comptage [46] permet de compter ezactement t, le

nombre de solutions, en un temps de O(1/(t + 1)(n — t + 1)), ol n est la taille du domaine
de- f. Dans le cas de la détection d’anomalies (section 5.7.2), on peut construire un

algorithme quant_comptage_voisins basé sur cette sous-routine, qui considére comme étant
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deé anomalies tous les points situés dans des zones peu denses. Pour chaque point, cet
algorithme conipte le nombre de voisins jusqu’a un seuil t,m:n (servant a déterminer si un
point est ou non une anomalie) qui se trouvent dans le e-voisinage de celui-ci, pour € une
distance fixe choisie de maniére appropriée. Ainsi, si un point est trés peu entoufé, on
peut en conclure qu’il est isolé et constitue trés probableinent une anomalie. le temps
d’exécution de la sous-routine quant_comptage_voisins peut alors se simplifier a O(\/ﬁ)
dés que lé{ seuil fin est choisi comme étant une constante. L’algorithme 12 formalise .
cette technique permettant d’identifier les anomalies en se basant sur la densité de la

zone les entourant.

Algorithme 12 quant_anomalie_detection densite(D,,,t,nin)

Pour chaque point de données x; de D,, faire
Utiliser quant_comptage_voisins pour estlmer si le nombre de voisins situés dans le
¢-voisinage de i est plus petit que tyuin ~
Si jamais x; & un nombre de voisins plus petit que %, comptablhser T; comme
une anormalie

fin pour

Retourner les anomahes identifiées

Théoréeme 5.12. (Algorithme quantique pour la détection d’anomalies basée sur la
denSIte) Avec probabzlzte élevée, l'algorithme quant_ anomalle_detectlon den5|te pr’r‘met
dzdemzﬁer tous les points qui sont des anomalies, parmi un ensemble de données de

taille n-en un temps de O(n3/?).

Démonstration. Pour chaque point de données, on peut compter si le nombre de voisins
qui se trouve dans son e-voisinage est plus petit que t,,;, en un temps de O(y/n) en
utilisant quant_comptage_voisins. Compter le nombre de voisins pour tous les n pomts et

identifier les anomalies présentes requiert donc un temps global de 0(7)3/ ., 0

Remarque 5.3 {Quantisation des méthodes de voisinage en apprentissage supervisé). La
sous-routine quant_trouver_c_plus_proches_voisins ains: gue les variantes de Ualgorithme de
Grover pemiettant de compter le nombre de solutions peuvent ausst permettre d’accélérer
par un facteur quadratique les méthodes de voisinage utilisées en apprentissage supervisé

telles que les k-plus proches wvoisins [71] ou les fenétres de Parzen [155].
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5.8.4 Autres directions de recherche

L’algorithme de Grover [103], et sa généralisation I'amplification d’amplitude [46],
sont applicables a de tfés nombreuses situations mais offrent un gain qui est au mieux
quadratique par. rapport au meilleur algOfithme classique. Plus récemment, d’autres tech-
niques algorithmiques basées sur des. versions quantiques des marches aléatoires [4,128]
ou des ‘chaz”nes de Markov [139, 178] ont émergé®®. Ces techniques semblent pf_ometteuses
pour permettre de dépasser les limites intrinséques de lalgorithme de Grover. En parti-
culier, il existe des analogies et des liens entre certains algorithmes d’apprentissage et cer-

"taines techniques algorithmiques quantiques, qui peuvent étre exploités pour développer
- de nouveaux algorithmes quantiques d’apyprentissage. ‘Un exemple de candidat sérieux_ést
un algorithme de catégorisation basé sur les marches aléatoires [106].

~ Un changement de paradigme de calcul et-de modele de représentation, comme adop-
ter le poi'n't’de vue du modele basé sur la mesure [122] ou du calcul adiabatique, peut aussi

conduire au développement de nouveaux algorithmes d’apprentissage. Ces deux modéles
offrent le méme pouvoir d’expre-ssivité que le modele “traditionnel” des circuits (2, 51],

mais ameénent &.adopter une perspective différente du probleme et peuvent conduire

a la découverte de nouveaux algorithmes qui sont plus naturels & développer dans ces

modeles que dans .celui des circuits. Ainsi, le modele basé sur la mesure semble étre un -
cadre naturel pour exprimer des algorithmes paralléles ou distribués alors_que le calcul

adiabatique semble plutdt approprié pour développer des algorithmes d’optimisation, tels

qu’une'vefsidn quantique du recust simulé (appelé sz’muldted annealing en anglais). Par

exe.r‘nple, une,série.de développements récents inclut un algorithme pour I’évaluation des

arbres AND-OR (ou de fagon éqtﬁvalente NAND). 1l s’agit d’un probléme pour leQuel on

ne connaissait pas d’algorithrﬁes quantiques efficaces jusqu’a une avancée récente dans

le modele adiabatique [84]. Cet algorithme a été ensuite “traduit” vers le modele des

circuits quantiques [55], puis amélioré et généralisé aux arbres MIN-MAX [61].

3%Voir par exemple http://wuw.iqc. ca/'~nundsca/web/papers/algor ithms-survey08.pdf pour un sur-
vol récent des algorithmes quantiques. . i



CHAPITRE 6
APPRENTISSAGE MACHINE DANS UN MONDE QUANTIQUE

6.1 Appréndre dans un monde quantique

En généfal, I’apprentissage machine est implicit.ement considéré comme se déroulant
dans un monde classique, ol les points de données de I’ensemble d’entrainement décrivent
des objets classiques et ou la machine qui réalise ’apprentissage est un ordinateur clas-
sique (par exemple une machine de Turing ou un circuit logique classique). Dans le cha-
pitre 5, nous avons déja eu ’occasion de voir que les frontiéres entre le monde classique et
quantique ne sont pas figées et qu’il est possible d’utiliser un ordinateur quantique pour
accélérer certains algorithmes d’apprentissage. Dans ce chapitré, nous allons éfudier la
situation d’apprentissage ou méme I’ensemble de données est quantique, c’est-a-dire qu’il
se conipose de systéfnes quantiques (la machine sera elle aussi quantique). Ce changement
de théorie physique sous-tendant l’apprentissage aura un impact direct sur la’maniére
dont‘ I’apprentissage se déroule dans ce nouveau cadre et sur ses limitations.

Coﬁsidérons par exemple ces deux scénarios qui correspondent tous les deux a des -

_ situations ot 'on dispose d’un ensemble de données composé d’états quantiques’.

s

Scénario 6.1 (Sonde spatiale ayant collecté des états quantiques). Supposons qu"unev
sonde spatiale ait €t€ envoyée dans Uespace et qu’elle ait pu ramasser des échantillons de
phénomenes quantiques rencontrés a lautre bout de la galazie. Est-il possible de faire de

Uapprentissage directement sur ces échantillons ?

Scénario 6.2 (Physicien réalisant des expériences dans son laboratoire). Supposons
qu’'un physicien réalise des expériences quantigues dans son laboratoire et qu’il ait pu
collecter des données de ces expériences (sous la forme de copies d’états quantiques ou
d’observations classiques obtenues suite & des mesures). Que peut-il apprendre & partir

de ces données 7

Mes objectifs principaux en reformulant certains problémes de la théorie quantique

de la détection et de 'estimation comme des taches d’apprentissage machine sont :

'Le lecteur pourra décider par lui-méme quel scénario semble le plus réaliste.
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'— de fournir, en adoptant le paradigme de l'apprentissage machine, une approche
~ constructive perﬁléttant de résoudre certains scénarios ol ces problemes appa-
raissent naturellement, '

— de caractériser .ces taches d’apprentissage en terme de la quantité d’information
nécessaire pour les mener & bien (mesurée paa; exemple en noimbre de copies des
états qlﬁlantiques)7 _

— de développer un cadre permettant de relier et comparer ces différentes taches.

Le plan de ce chap'itr'e est le suivant. Tout d’abora dans la section 6.1.1, le cadre d’ap-

prentissage qui cbrrespond a apprendre sur un ensemble d’ehtrainement quantique est
énoncé. Les notions de classe d’apprentissage, de réduction entre taches d’apprentissage et
de matrice de simiiarité entre états quantiques sont formalisées dans cette méme section.

Ensuite, dans la section 6.2, ’équivalent quantique de la tiche de classification est défini
ainsi que ses différentes versioﬁs que sont la claésiﬁcation binaire, la classification binaire
pondérée et la classiﬁcafion multiclasse. Les variantes quantiques dé la catégorisation, la
réduction de dimensionnalité ainsi que de I’estimation de densité sont discutées ensuite
dans la section apprentissage‘ non-supervisé quantique (section.6.3). Finalement, la sec-
tion 6.4 conclut ce chapitr_é par une discussion et une ouverture sur d’autres perspecﬁives

de recherche.

6.1.1 Apprendre avec un ensemble d’entrainement quantique

" Dans un monde quantique, un algorithme d’apprentissage a toujours besoin d’un
ensemble d’entrainement a partir duquel réaliser son apprentissage, mais cet ensemble
contient maintenant des objets quantigues au lieu d’observations classiques sur des objets

classiques.

Définition 6.1 (Ensemble d’entrainement quantiqﬁe). Un ensemble d’en-
trainement quantique contenant n  états purs , peut étre décrit comme
Dﬁ ={(I¥1), 1)y, ([0n), yn)}, 00 |1b;) -est le €™ état quantique de lensemble

d’entrainement et y; est la classe associée a cet état quantigue.

A

Exemple 6.1 (Ensemble d’entrainement composé d’états purs définis sur .d qubits). Dans
la situation ot tous les états purs de Uensemble d’entrainement wvivent dans un espace

de Hilbert formé.de d qubits et ot on s’intéresse a la tache de classification binaire (cf.
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section 6.2.1); on a ;) € C¥ ety € {-1,+1}.

‘Dans ce chapitre, nous nous restreignons au cas ou les états sont quantiques mais
-0l les classes demeurent classiques, mais une généralisation possible est de considérer
que les objets puissent se trouver dans une superposition quantique de classes?. Une
autre extension du modéle est de permettre aux états quantiques d’étre des mélanges.
statistiques®, et pas seulement des états purs. _

Le modele d’apprentissage mis -en avant dans ce chapitre est complémentaire. au
modéle proposé par Aaronson [1] ol I'ensemble de données est composé de POVMs, et
non pas d’états quantiques. Dans ce modele (voir section 4.9), nous recevons un nombre
fini de copies d’un état quantique inconnu et le but est, en faisant un “entrainement” sur
un certain nombre de POVMs avec cet état, de pouvoir généraliser a des POVMS non

observés auparavant.

6.1.2 Classes d’apprentissage

' Une des difficultés intrinseques de définir 'apprentissage dans un monde quantique
provient des nombreuses fagons dont les états quantiques pourraient étre spécifiés dans
I’ensemble d’entrainement. Par exemple, l’ensemble d’entrainement pourrait contenir un
nombre fini de copies de chaqué état ou consister en une description classique de ces
mémes états (comme une description explicite de leur matrice densité). Cette derniere
situation est la plus “puissante” dans le sens de la théorie de I'information puisqu’en
~ principe, il est toujours possible de produire autant de copies que désiré & partir de la
description classique d’un état. '

Le concept de classe d’apprentissage qui précise la forme de I’ensemble -d’en-
trainement, la sophistication technologique dont ’apprenant dispose et le but.de I'ap-

prentissage a été introduit dans [8].

\

Définition 6.2 (Classe d’apprentissage). Soit une classe d’apprentissage ng’t‘“m, ou

Vindex inférieur “but” référe au but de l'apprentissage alors que l'index supérieur “contex-

ZPour rappel, étre dans une superposition quantique,de classes n’est pas équivalent & la notion classique
d’un point de données qui appartiendrait & plusieurs classes de maniére floue ou probabiliste. .

3Dans cette thdse, les termes “états mélangés” et “mélanges statistiques” seront utilisés de maniére
interchangeable. '
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te” se rapporte a la forme de Uensemble d’entrainement et/ou a la technologie a laquelle

Uapprenant a acces. .

Parmi les valeurs possibles du but on trouve ¢/, qui incarne I'idée de faire de I'appren-
tissage avec un but classique en tété, et qu pour de apprentissage avec une motivation
quantique. De facon similaire, ll’index supérieur conterte peut préndre les valeurs cl pour
“classique” si tout est classique (dvec une possible exception pour le but), et qu si “quelque
chose de quantique” est en train de se produire. Le contezte peut prendre d’autres valeurs
lorsque le besoin se fait sentir d’étre plus spécifique. Considérons par exemple les. deux
classes d’apprentissage suivantes qui s’intéressent a l;apprentissage avec un but classique

a lesprit.

Définition 6.3 (Appfentissage machine dans un monde classique). Lgf correspond d
faire de Uapprentissage machine dans le sens usuel du terme, ot on utilise des moyens

classiques pour apprendre a partir d’observations classiques sur des objets classiques.

Déﬁnition 6.4 (Apprentissage machine avec l”aide d’un ordinateur quantique). Lzlu cor-
respond d la classe d’apprentissage ot on peut utiliser un ordinateur quahtique pour faci-
. liter 'apprentissage mais ou le but reste de réaliser une tache d’apprentissage classique ;
dans ce cas | ’ordz‘naz_feur quantique pourrait étre utilisé pour acc’élére}f Uapprentissage (soit

le cas considéré dans le chapitre 5).

Il est important de comprendre que ces deux classes d’apprentissage représentent
la quantité d’informétion dont nous disposohs pour. réaliser l’apprentissage mais ne
prétendent aucunement caractériser le '-ter-nps de calcul nécessaire pour réaliser cet ap-
prentiss;ge. Ainsi, il se pourrait que les classes Lgf et Lzlu soient équivalentes (comme
semble le suggérer ie théoréme 4.1 de la section 4.2) sans que cela ne contredise le fait

que 'ordinateur quantique puisse permettre d’accélérer significativement ’apprentissage.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le cas spécifique ou “but = qu”. .

Définition 6.5 (Apprentissage quantique a partir des descriptions classiques des états
quantiques). Lglu est définie comme la classe d’apprentissage dans laquelle la descrip-
tion des états quantiques de lensemble d’entrainement est donnée classiquement, c’est-
a-dire Dp = {(¥1,91), -, (¥n, yn)}, 0t 9; est'la description classique de Uétat quan-
tique [1);). . ' '
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‘L’apprentissage devient plus ardu? quand l'ensemble de données est disponible uni-
quement sous forme quantique, auquel cas plus on dispoée de copiés d’un état, plus on
peut potentiellement extraire d’information sur cet état. Ainsi, un corollaire de la borne
- de Holevo (corollai‘reA 2.1, section 2.3.2) précise qu'il est impossible d’extraire plus de d bits
classiques d’information d'un systéme unantAique vivant dans un espace de Hilbert formé
par d qubits. De plus, le théoréeme de non-clonage [115] (théoréme 2.2, section 2.3.2) in-
terdit de produire deux copies identiques d’un état quantique inconnu & partir d’une seule
copie de cet état. Enfin, le théoréme 2.4 [25] (section 2.3.2) énonce qu'il est imposéible
d’acquérir‘ de I'information quantique sur un état sans avoir en retour une probabilité

non-négligeable de le perturber. , \

Définition 6.6 (Apprentissage quantique & partir d’un nombre fini de copies des états
quantiques). Lgﬁf est la classe d’apprentissage dans laquelle on dispose'd’un nombre fini
d’au moins s copies de chacun des états quantiques de I'ensemble d’entrainement, c’est-

d-dire Dy, = {(J¥1)®%,91), ..., (|¥n)®%, un)} 5 ot |4:)®° symbolise s copies de U'état |3;).

On peut contraster cette classek avec les classes d’apprentiésage du monde cldssique
(comme Lg), ol recevoir des copies additionnelles d’un objet particulier est inutile puisque
Vcellc;s—civ ne réveélent pas de nouvelle information sur ’objet. La raison prikncipale qui nous
a conduit a définir des classes d’apprentissage est pour y placer des ensembles de données

quantique ainsi que des taches d’apprentissage.

Définition 6.7 (Appartqnanée d’un ensemble d’entrainement A une classe d’appren-
tissage). Un ensemble de données D, appartient a une classe d’apprentissage L, si la
description de cet ensemble de données respecte la définition de la classe L. Par souci de

simplification de la notation, on dénotera cetté relation d’appartenance par D € L.

Définition 6.8 (Appartenance d'une tiche d’apprentissage 4 une classe d’apprentissage).

Une tache d’apprentissage A appartient a une classe d’apprentissage L, si étant donné un

11 faut remarquer cependant que la description classique d’un état est en générale expon_elltiellerrlent
plus longue a écrire si on la représente classiquement sous forme de bits qué I’état quantique correspondant
sous forme de qubits. Ainsi, on peut imaginer une situation paradoxale ol pour décrire classiquement
les 21°9% amplitudes d’un état quantique vivant sur 1000 qubits, il faudrait plus de mémoire qu'il n’y
a .d’atomes dans l'univers, méme si chaque atome pouvait étre utilisé individuellement comme unité
classique de mémoire (c’est-d-dire un bit). Par contraste, si nous pouvions manipuler les atomes de
maniére cohérente et de les maintenir en superposition, il suffirait de 1000 atomes pour stocker le méme
état.
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ensemble de données D,, qui appartient a la classe L (et donc qui respecte sa définition),
il est possible de résoudre cette tdche d’apprentissage A pour cet ensemble de données
D,,. Par souci de simplification de la notation, on dénotera cette relation d’appartenance

par A €L.

Les classes d’apprentissage quanfiques forment une hiérarchie au sens de la théom’e de
Iinformation, ou plus une classe est haute dans la hiérarchie, plus elle contlent d’ 1nfor—
mation permettant de reallser des taches reliées aux ensernbles de donnees appartenant a
cette classe La classe LCl est au sommet de la hiérarchie car il s’agit de la classe d’appren-
tissage correspondant a avoir une connaissance compléte des états quantiques composant
l’énsernble de données. Soit =, <; et <; les opérateurs dénotant respectivement les re-
lations d’équivalence, de plus faible ou égal et de strictement plus faible & I'intérieur de
la hiérarchie. Les propositions suivantes décrivent des relations entre différentes classes

d’apprentissage composant la hiérarchie.
Proposition'ﬁ..l. -L?j = L;ii lorsque s.— 0.

Démonstration. Lorsque le nombre de copies tend vers 'infini, il est toujours possible
d’estimer un état quantique |) en utilisant la tomographie quantique et.en reconstruisant
sa description classique avec une précision arbitraire (voir section 6.3.3 pour plus détails).

a
Proposition 6.2. L9 <;... </ L < L&H <. < LY

Démonstration. Chaque nouvelle copie d'un état donne potentiellement plus d’informa-
{ q

tien sur cet état. Ainsi pour n’importe quel entier positif s, on a L?j < L?j“, ce qui

implique que si une tache d’apprentissage A € L?j, elle appartient aussi & L?j“. De plus,
de par la proposition 6.1, une description classique de 1’état est au moins aussi. puissante

que n’importe quel nombre fini de copies. O

Proposition 6.3. Lt}@j + Lg%} < L?j“, ou “+7” dénote la restriction que les s premiéres

copies soient mesurées séparément de la derniére copie.

Démonstration. En réalisant une mesure conjointe (appelée parfois mesure cohérente),
faisant interagir ensemble s + 1 copies, il est possible que nous apprenions plus d’infor-

mation qu’en réalisant simplement une mesure conjointe sur s copies, plus une mesure
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séparée sur une autre copie. (Voir [157] pour un exemple spécifique ot s = 1 et [56] pour

des résultats pour s arbitraire.) ' . ' -0

Une question ouverte importante est de savoir si-cette hiérarchie est stricte ou non.

Elle peut étre formulée de la maniere suivante.

' Question ouverte 6.1 (Hiérarchie stricte des classes d’apprentissage). Dans [’expres-
sion LS <p ... < L% < L& <ol < Lgfu, est-il possible de remplacer tous les <; par

<[? _

Il v a de bonnes raisons de croire que la réponse A cette question est }f)ositive, car
généralement plus nous disposons de copies d’un état quantique, plus il est possible
d’apprendre de 'information sur cet état. De plus, il a été prouvé que dans certaines
situations des mesures conjointes sont plus i_nformatives que des mesures individuelles [56,
157]. Cependant, cela né signifie pas que cette information puisse étre utilisée de maniére

constructive pour résoudre des taches d’apprentissage.

6..1.3 Réductions entre taches d’appre.ntissage‘

La notion de réduction entre taches d’apprentissage [32] a été développée et formalisée
durant ces derniéres années dans le contexte de l’apprentissage machine classique par

Langford® et ses co-auteurs.

Définition 6.9 (Réduction d’apprentissage [32]). Une tache d’apprentissage A se réduit
a une autre tache d’apprentissage B (figure 6.1), si en ayant accés a une boite noire (un

oracle) qui permet de résoudre B, il est aussi possible de résoudre A.

Une réduction d’apprentissage peut étre vue comime un énoncé du type théorie de
_l “information, affirmant & quel point il est facile de résoudre une tiche d’apprentissage
particuliére étant donné un algorithme (modélisé abstraitement par .un oracle) qui résout
une autre tiche. Bien qu’il soit en général souhaitable que cette transformation soit
éfﬁcace, les réductions d’apprentissage different des réductions “traditionnelles” utilisées.

en complexité du calcul (tel que les réductions de type Karp ou Tufing fonctionnant en

" 5Voir par exemple I’adresse suivante http://hunch.net/~jl/projects/reductions/reductions.
html pour le projet de Langford sur les réductions d’apprentissage.
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~F1G. 6.1 - Illustration du principe de réduction d’apprentissage Une tache d’apprentis-
sage A se réduit & une tache d’apprentissage B si en. ayant accés & un oracle pour résoudre
la thche B, il est aussi possible de résoudre la tiche A.-

(Tiré des notes d'un tutoriel sur les réductions d’apprentissage par John Langford ‘
Source :http://hunch.net/~jl/projects/reductions/tutorial/helsinki.ps.)

temps polynomial). En effet, les réductions d’apprentissage ne cherchent pas & caractériser
le temps de calcul nécessaire pour résoudre unévtéche’_particuliére. Leur but est plutot
d’offrir une fagon de comparer et de relier différentes tiches d’apprentissage dans le
sens de la théorie de l'information. Alnbl si A se réduit & B, cela signifie que si du
progrés est réalisé sur la maniere de résoudre la tache B, cela peut étre directement
transféré pour aider a résoudre A en utilisant la réduction. De plus, si différentes taches
peuvent toutes étre réduites 3 la méme pm'mz'tive d’apprentissage, tout nouvel avancement
pbur résoudre plus efficacement cette primitive aura un impact direct‘ sur toutes les
autres tiches d’apprentissage. Par exemple dans'les sections 6.2.2 et 6.2.3, nous verrons
qu’il est possible de résdudre la version binaire pondérée et la version multiclassé de
la classiﬁcati‘on étant donhé un oracle permettant de résoudre la classification binaire
" standard. ' | ‘

Une bonne réduction offre souvent u‘ne garantie en terme de comment la performance
de la boite noire pour résoudre la tiche B implique aussi une bonne perforinance pour
résoudre la tache A. Ainsi, en classification, cette garantie peut étre une borne sur I’erreur

réalisée par le classifieur final. Ces bornes relient généralement ’erreur moyenne des .
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classifieurs générés en appelant I'oracle sur les sous-probléemes B, a lerreur globale que

le classifieur composé réalisera sur le probleme général A.

Définition 6.10 (Erreur). L’erreur € (ou taux d’erreur) d’un classifieur f est définie
comme la probabilité que ce classifieur prédise la mauvaise classe y; d’un état quantique
|4;) choisi aléatoirement parmi les états de l'ensemble de données quantique D,. Soit

formellement :

o _ '
€f = — rob ; ; : : )

s n;p (f(14) # ) | {6 1)
Remarque 6.1 (Erreur d’entrainement). Pour étre précis, la définition 6.10 caractérise
Uerreur d’entrainement du classifieur mais pas son erreur de géﬁémlisation (cf. sec-
tion 3.2.2). Pour linstant, nous nous focalisons sur la minimisation de cette erreur
d’entrainement maz:s nous allons revenir sur lerreur de la génémlilsation dans la dis-

cussion de la section 6.4.2.

Dans le contéxte de I'apprentissage supervisé quantique, en plus du taux d’erreur la

notion de regret [133] prend une importance particuliere.

Définition 6.11 (Regret [133]). Le regret r d'un classifieur f est défini comme la
différence entre son taur d’erreur €5 et la plus petite erreur eop qu’il est possible d’at-

teindre sur le méme probléme. Soit formellement :
Tf=€f — €opt (6.2)

Le regret d’un classifieur, ainsi que son erreur, peuvent potentiellement prendre n’im- '
porte quelle valeur dans l'intervalle entre zéro et un. Le concept dé regret est parti-
culiérement pertinent pour les problémes d’apprentissage dits difficiles, ou le taux d’er-
reur brut ne constitue pas une mesure‘appropriée pour caractériser la diﬂiculté_ inhérente
de 'apprentissage. Ainsi dans certaines situations d’apprentissage, on peut obéérver un
taux d’erreur élevé mais avoir un regret faible, voir nul. Dans le contexte classique, un
taux d’erreur élevé mais un regret faible est généralement la conséquence d’un haut ni-
veau de bruit. La situation est différente dans le monde quantique ol un taux d’erreur
élevé pourrait étre dii a la difficulté physique intrinseéque de distinguer deux classes, mais
n’implique pas forcément un haut niveau de bruit. Quelqué soit le contexte, si le regret

d’un classifieur est zéro cela signifie essentiellement que ce classifieur est optimal.
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Quantiquement, une réduction ou une tache d’apprentissage peut aussi avoir un cot
~qui lui est associée. En effet, chaque appel a ’'oracle peut requérir de sacrifier un cértain
nombre de copies des états quantiques a cause des mesures réalisées par 'oracle durant
I'apprentissage. En apprentissage éup’ervisé, ce coilt se partage entre le nombre-de copies
nécessaires duran’c la phase d ’entminemen_t/d ‘apprentissage, ol on construit un POVM
f qui jouera le réle de classifieur, et le nombre de c'opiefs dont bn a besoin au mohent de
faire la classification (ou phase dé test) ou on utilise f pour classifier un état quantique

inconnu |t)7).

Définition  6.12 (Coﬁ’c d’entrainement/d’apprentissage). Le = colit  d’en-
trainement/d’apprentissage d’une réduction est proportionnel au nombre “d’appels
a l’oracle faits par la réduction, multiplié par le nombre de copies de chacun des €tats
quantiques qui sont 'Vutilisées o chaque appel. Dans le cas d’uné tache d’apprentissage, le
cout est caractérisé directement par le nombre de copies des états quantiques nécessaires
pour mener & bien cette tache. '

cl

qu» alors mener a bien 'apprentissage ne coite rien

-Si I'ensemble de données D,, € L
en terme d’information car nous disposons déja d’une connaissance compléte des états

“quantiques.

Définition 6.13 (Coiit de classification). Le cofit de classification correspond au nombre
de copies d’un état inconnu |2) qui seront utilisés par le classifieur pour prédire la classe

e de cet état.

Dans le cas de l’apprentiésage non-supervisé quantique, seul le cofit d’en-
trainement /apprentissage est présent car en général il n’y a pas d’équivalent non-
supervisé 2 la phase de test (& l’exception de la tache d’estimation de densité). Ainsi
par exemple. en ca’cégbrisa’cion, une fois que les catégories ont été découvertes, il n’y

généralement pas de seconde étape on de nouveaux états quantiques nous serons donnés®.

+6.1.4 Fidélite, Control-Swap test et matrice de similarité

La fidélité est une notion fondamentale en informatique quantique, qui dans le cas de

deux états purs est I’analogue quantique (du carré) du produit interne.

5A moins que nous soyons dans une situation d’apprentissage en ligne ol nous recevons des nouvelles
données quantiques périodiquement (voir [91] par exemple).
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- Définition 6.14 (Fidélité entre deux états purs‘). La fidélité est une mesure de similarité
entre deux états quantiques, qui se définit dans le cas de deuzx €tats purs |¢) et |¢) par
Fid(|4) ,|9)) = [{¢|¥)|%. La fidélité varie entre 0 si les états sont orthogonaut (c’est-d-dire

parfaiternent distingables) d 1 si les états sont identiques.

La fidélité est similaire ’ém une mesure communément utilisée en recherche d’informa-
tion classique, appelée similarité par le cosinus”. Les propriétés de la fidélité [152, §9.2.2)
incluent la symétrie, c’est-a-dire Fid(|y), |¢)) = Fid(|), |v)), ainsi que invariance sous -

" transformation unitaire, ce qui signifie que si oh applique la méme transformation uni-

taire U a deux états quantiques cela ne change pas leur fidélité : Fid(|Uy),|U¢)) =
Fid(|6), [))-

Dans sa forme standard, la fidélité ne correspond pas a une métrique car elle n'obéit
pas-a 'inégalité du triangle®, mais il est possible de ’adapter pour que ce soit le cas
en définissant Dist(|'1/)) ,|@)) = arccos Fid(|y),|¢)) au lieu de simplement Fid{|y),]|d)).

Dans ce cas-la, la valeur de Dist(|¢),|#)) ira de O si les états sont identiques & 2 slls

sont orthogonaux. Cette distance respecte maintenant 'inégalité du triangle et Ainsi

Dist(|v), |9)) < Dist(|¥), |¢)) + Dist(|), |¢)).
Le Control-Swap test (C-Swap test) [17,53] est une opération quantique qui permet
d’estimer la fidélité entre deux états quanﬁiques inconnus [¢) et |¢). La figure 6.2 illustre

le circuit du C-Swap test.

10} - HF—"
) ——
o) ——
F1G. 6.2 — Circuit réalisant le Control-SWAP test.

SWAP

. Lemme 6.1 (Estimateur de fidélité). Soit deus états quantiques inconnus |v) et |¢) dont

on dispose de e copies pour chacun de ces états. Le C-Swap test peut étre utilisé e fois

Ty b

ST, Ot a et b sont tous les

"La formule usuelle de la similarité par le cosinus est cos_sim(a, b} =
‘deux des vecteurs d’observations de taille d.

$Ainsi, par exemple si |¥) = ﬁ |0} + % 1), alors Fid(|0),[4)) = 3 et Fid(\O);\O)) = 1 donc
Fid{|0),]|0)) > Fid(|0}, [¢))+ Fid(|%),[0)) ce qui montre clairement ‘que 'inégalité du triangle n’est
pas respectée. } . .
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- pour estimer la fidélité Fid(|v),|)) .

Démonstration. L’entrée du circuit est |0} [¢) |¢). Aprés avoir appliqué la premiére porte
de Walsh-Hadamard H, I’état a évolué vers la superposition %lO)W))lqﬁ) + 21D W)]e).

L’application de la porte C-Swap échange les états |¢) et |¢) si et seulement si 1’état
sur le fil de contrdle est |1).- Ainsi, 'état évolue vers %|0)|¢)|¢) + %|1)|¢)|1/1) En-
suite, la deuxieme application de la porte de Walsh-Hadamard H ameéne ’état vers

%|0)(|1/;)|¢) + |d)¥)) +%|1)(|1/1)|¢) = |#)|¥)). Finalement, la mesure du qubit subérieur

donne comme résultat 0 avec probabilité 1 si |[¢) et |¢) sont Aidentiques. De maniere
générale, le résultat de la mesure sera 1 avec une probabilité de % — % (¢|1)|?. Ainsi, le
C-Swap test peut étre vu comme un estimateur de la fidélité entre les états [¢) et |¢p). Si
" on dispose de e copies de chacun de ces états, 1) et |¢), il est possible de I'utiliser e fois
et d’obtenir un estimé Fid(|Y), |#)) étant 1 — 2 x #|1) /e (#|1) représente le nombre de.
fois oli le résultat [1) a été observé). Un effet additionnel du C-Swap test est de perturber -

. de maniere irréversible les états d’entrée, & moins que ceux-ci ne soient effectivement

identiques. L A _ (]

. Définition 6.15 (Matrice de similarité d’un ensemble de données quantique). Une ma-
trice de simila,_ritég S, d’un ensemble de données quantique contenant n états est une
~matrice de taille n par n ou chaque entrée S(z,]) de la matrice (pour i,j € {1,...,n})

contient un estimé de la fidélité entre l'état |¢;) et U'état [3;).

De par la propriété de symétrie de la fidélité, la matrice de similarité est une ma-
trice symétrique. 11 existe un algorithme efficace pour calculer cette matrice, qui requiert

10 en n, le noinbre d’états

seulement un nombre de copies de chaque état qui est linéaire
‘composant ’ensemble de données quantique. L’algorithme 13 formalise la méthode per-

~ mettant de calculer la matrice de similarité d’un ensemble de données quantique D,.

Théoréeme = 6.1  (Calcul de la = matrice de similarité). L’algorithme

calcul_matrice_similarite permet de calculer 'la matrice de similarité d’un ensemble

°La matrice de similarité est souvent appelée matrice de Gram dans la littérature, particulierement
en apprentissage machine.

%Dans ce chapitre, nous allons mesurer le coiit d’apprentissage d’une tache (ou d’une réduction) par
rapport au nombre de copies requis individuellement pour chacun des états. Une autre maniére de faire
aurait été de comptabiliser le nombre de copies requis globalement par rapport 2 la taille de 'ensemble de
données. Ainsi par exemple pour le calcul de la matrice de similarité, ce cofit global aurait été quadratique

en n, et non pas linéaire.



118

Algorithme 13 calcul_matrice_similarite(D,, € L?u@(en))

"Pour i =1 an faire

S(,3) =1

fin pour

Pour i < j faire : '
Estimer la fidélité les deux états |i);) et [¢;) en utilisant le C-Swap test e fois,
Mettre & jour S(i,5) = S(4,4) = Fid(}¢:) , |9;))

fin pour ' '

Retourner S, la matrice de similarité calculée

_de données quantiques D,, avec une précision €, pour € = %, étant dom_té O(en) copies -

de chaque état.

Démonstration. Pour chaque paire'd’états (Ihi) 5 |¥4)) lde Iensemble de données Dy, le
C-Swap test permet d’en estimer la fidélité avec précision €, ou € = % pour e le nombre -
de copieé utilisées lors du test. Comme la matrice S, est symétrique, le nofnbre d’entrées
A estimer est de @(P—("T_ll) = ©(n?). Pour chaque état 1), on aura donc besoin d’un
nombre de copies de I'ordre de ©(e) pour chacun des n C-Swép' tests ou cet état apparait,

soit ©(en) au total. _ ' a

e

Comme nous allons le voir dans les sections suivantes, la matrice de similarité est
une construction importante qui contient I'information nécessaire pour réaliser plusieurs

taches aussi bien en apprentissage supervisé que non-supervisé.

6.2 Classification quantique

Scénario 6.3 .(Classiﬁcation quantique). Supposons que nous recevions un état quantique
inconnu qui a été pioché parmi un ensemble d’états purs possibles, ot chaque état est
étiqueté d’apreés la classe d’ou il est origindaire. .

Inierrogation : pouvons-nous réussir 4 prédire la classe de cet état INCONNU QVEC UMe

bonne précision ? .

Cette question trés générale est souvent référencée dans la littérature sous le terme

discrimination d’états’! (quantique) [28] et est étudiée depuis au moins aussi longtemps

HCette tache est aussi parfois appelée distinction d’états ou encore identification d’état:
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que les travaux de Helstrom [109] dans les années 70 en théorie quantique de la détection
et de Uestimation. La réponse & cette question dépendra de parametres tels que :
~ ~ la structure et notre connaissance de cet ensemble d’états quantiques,

~ la dimension de l'espace de Hilbert dans lequel vivent ces états et

— le nombre de copies de I’état inconnu dont on dispose.

Cette section adopte un point de vue du type apprentissage machine en reformulant
le probleme de la discriminatio_ri d’état quantique en une tache d’apprentissage béptisée
classification quantique. Dans les prochaines sections, trois analogues quantiques de la
classification seront définies : la classification binaire, la classification binaire pondérée

et la classification multiclasse.

6.2.1 Classification bihaire

La tache de classification binaire consiste a prédire la classe y; € {-1,+1} d’un état
quantique inconnu |¢), & partir d’une copie unique de cet état'?. Formellement, cette

tache d’apprentissage peut se définir de la maniere suivante.

Tache - d’apprentissage quantique - 6.1 °  (Classification bin‘aire).
Entrée : Dy = {(|t1),y1),---, ([¥n),yn)}, un ensemble d’entrainement quantique,
ot [¢;) € C et y; € {—1,+1}. '

Sortie : un POVM jouant le role d’un classifieur binaire f qui peut prédire la classe y?.
d un état quantique inconnu [1;) étant donné une copie de cet état.

But : construire un classifieur binaire f qui mainimise DUerreur d’ entmmement

= 150, prob(f(|%)) # vs).

Une question naturelle & se poser est quelle est la meillehre probabilité de succes qu’on
peut espérer obtenir, ou encore de maniére équivalenté quel est le‘ plus pétit taux d’erreur
possible. La situation la plus simple & analyser est lorsque nous avons connaissance clas-
sique compléte sur les. états de Uensemble d’entrainement (c’est-a-dire que D, € LCZ).
Cependant méme dans ce cas-13, il n’est généralement pas possible de construire un
processus qui classifie toujours correctement n’importe quel état inconnu a partir d’une

copie unlque de cet état: Ceci reste vrai méme si on sait d’avance que cet état correspond

12y/6ir cependant les travaux de Sasaki et Carlini [166] pour le cas olt nous disposons de plusieurs éopies
de I’état inconnu |tp?).
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ezactement 3 un des états de l’ensemble d’entrainement!s. A partir de la description
classique des états quantiques, il est possible de construire analytiquement le POVM
bptimal qui minimise lerreur d’entrafnement. Bien sir, il faut aussi analyser comment
cette approche peut généraliser face G un nouvel état quantique non présent dans en-
semble d’entrainement. Cette question fondamentale'sera'abordée plus en détails dans'la
section 6.4.2. ' |

Soit m_ le nombre d’états dans D, pour lesquels y; = —1 (classe négative), et son
complément m4 le nombre d’états dans D, pour qui y; = +1 (classe positive), tel que
m_ +my = n, le nombre tot.al de points de données de D,,. De plus, p_ est la probabilité
a priori de la classe négative, et p, est sa probabilité complémentaire pour la classe

positive telles que p_ + py = 1.

Définition. 6.16 (Mélange statistique de la classe négative). Le mélange statistique
représentant la classe négative p_, est défini comme étant LSy = =1} ) (il

ot I{.} est la fonction indicatrice qui est égale a 1 si son argument est vrai et 0 sinon.

Définition 6.17 (Mélange statistique de la classe positive). De la méme maniére,
le mélange statistique représentant la -classe positive py est défini comme éEtant

ez i Ty = +1} i) (il.

Le probléme de classifier un état inconnu [¢7) choisi parmi les états de I’ensemble’
d’entrainement est équivalent & distinguer entre les mélanges p_ et p4. Une des maniéres

de s’en convaincre est de considérer le scénario suivant.

Scénario 6.4 (Préparation d’un état d’une classe par un démon14j. Imaginons un démon
qui est a lintérieur d’une boite noire pourvue d’un seul bouton. A chaque fois qu'e le
bouton de la boite noire est pressé, le démbn choisit aléatoirement la classe négative
ou la classe positive en fonction-de leurs probabilités a priori p_ et p.. Une fois la
classé Vde'termz'née,i le démon choisit uniformément au hasard un des états appartenant

a cette classe et prépare l’état quantique correspondant (on suppose que le démon dans

8 A moins qu'on soit dans le cas trivial oli tous les états sont mutuellement oi'thogonaux. Si c’est le cas,
une mesure non-destructive dans une base ol les états de I’ensemble d’entrainement sont des vecteurs
propres de la base révélera l'état sans méme le perturber.

7] est possible de reformuler ce scénario en remplacant le démon par un algorithme probabiliste. La
question se pose alors de savoir quelle quantité de mémoire classique devrait disposer 'algorithme.
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son infinie puissance connait la description classique des états et est capable de préparer
parfaitement n’importe lequel d’entre euz).. Cet état est ensuite produit en sortie par la
boite noire. Ainsi, trouver la classe de cet état revient a essayer de deviner quelle classe

15

le démon™>- a chotsi lors de la premiére étape, mais pas forcément a identifier exactement

cet état.

Le taux d’erreur minimal de cette classification est lié au che‘vauchement.statistiqu'e;
entre les deux mélanges p- et p+. Ce type de probleme a déja été étudié dans le contexte
de la théorie quantique de la détection et l’estimaiién [110], domaine qui précede l'in-
formatique quantique. Certains des résultats de ce domaine peuvent é&tre utilisés pour

borner Uerreur d’entrainement des algorlthmes d’apprentissage quantique.

Théoréme 6.2 (Mesure de Helstrom [110]). Le tauz derreur lorsqu’on cherche a dis-
tinguer entre les' deur états mélangés p_ et p, avec un POVM est bornée en dessous par
€Hel = % - D(”‘T’p*), ou D(p_,py) = T‘if|p_p_ — pypy| est une mesure de distance entre
p— et p, appelée distance de trace (ot p_ et p, représentent les probabilités a priori des
classes p_ et p+ respectivement). De plus, cette bom_e peut étre atteinte ezacterﬂent‘par

le POVM optimal appelé mesure de Helstrom.

Corollaire 6.1 (Regret de la mesure de Helstrom). La mesure de Helstrom est un clas-

sifieur binaire qui a un regret nul, c’est-a-dire rge = 0.

Démonstration. Le regret nul de la mesure de Helstrom découle directement de Popti-

malité du POVM 4 distinguer entre les deux classes. _ O

Remérque 6.2 (Taux d’erreur de la mesure de Helstrom pour des classes équiprobables).
_ Suppdsons que la classe négative et la classe positive soient équiprobables. Si jamais p_
et p. sont des matrices densité qui correspondent au mémé état, la distance de trace.
D(p_, py) sera égale a zéro, ce qui veut dire que Uerreur ey de la mesure de Helstrom
sera. de A Uinverse, si les melanges p— et py sont orthogonaux cela signifie que

D(p- p+) = 1 et que donc la mesure de Helstrom aura une._erreur 6Hel =0.

131¢i le réle du démon est silhplement de préparer I’état, mais pas de jouer le réle d'un adversaire qui
chercherait a tromper ’apprenant se trouvant a l’extérieur de la boite.
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Le but d’un algorithme d’apprentissage dans le contexte quantique est d’offrir une
approche constructive qui permet d’atteindre (ou d’approcher) cetté borne. Dans la si-
tuation ol ‘on dispose d’une description classique des états- cela correspond & trouver une
implémentation efficace de la mesure de Helstrom. Si Dy, € L?j , Papprentissage devient
plus ardu ‘et il est difficile de caréctériser'le lien exact entre s le nombre de copies de
chaque point d’entrainement dont on dispose, d la dimension de I’espace de Hilbert dans-
lequel vivent les états quantiques, et €op; ’erreur minimale que nous‘pouvons espérer

V atteindre: Contrairement 3 1’apprentissage machine classique, 61‘1 il est toujours possible
(méme si non recommandé pour obtenir une bonne généralisation) d’amener Perreur
d’entrainement & zéro (par exemple en utilisant un classifieur qui garderait tout l’en—.
semble d’entrainement en mémoire comme les 1-plus proches voisins [71]), la situation

est différente dans le contexte quantique comme exprimé par le lemme suivant.

‘Lemme 6.2 (Impossibilité d’attéindre une erreur d’entrainement nulle avec une seule
copie d'un état inconnu). Il est impossible d’atteindre une erreur d’entrainement nulle
dans le cas quantique étant donné une seule copie d’un état inconnu & moins que les états

~de l'ensemble d’enirainement ne soient mutuellement orthogonauz entre euz.

Démonstration. De par le théoréme 6.2 et la remarque 6.2, il est impossible d’avoir un
POVM permettant de classifier exactement un état inconnu quanthue tiré d’un ensemble
d’entrainement D, & moins que tous les états de I'ensemble ne soient mutuellement '
orthogonaux ou encore de maniére équivalente que la distance entre les deux matrices

densité soit D(p ,P4) =1 ' ) : O

Etaﬁt donné un nombre fini de copies de chaque état de Pensemble d’entrainement,
les stratégies d’apprentissage possibles incluent : |
(1) l'estimation de I’ensemblé d’entrainement par des mesures (conjointes ou non)
| sur certaines de ces copies afin de construire un POVM qui différencie entre les’
deux classes, -
(2) la mise au point d’un mécanisme de classification qui utilise ces copies seulement
quand le moment de classifier I’état inconnu |t7) est arrivé ou
(3) une stratégie hybride basée sur (1) et (2).
Au niveau de la classification, plusieurs stratégies de mesure ex1stent dans le contexte

AR

quanthue dont celles de :
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(a) mazimiser la probabilité de prédire la classe de l’état inconnu (ce qlii correspbnd-
& la mesure de Helstrom [110]). _

(b) minimiser la probabilité de faire une mauvaise prédiction. Cette stratégie s’ab—
pelle la discrimination non-ambigué [111] et est possible uniquement si les états
quantiques de D,, sont linéairement z‘ndé’pendants. Dans ce cas spécifique, une me-
sure peut étre mise -au point qﬁi est autorisée a répondre parfois “je ne sais pas”,
mais qui lorsqu’elle donne une réponse positive concernant I'une des classes offre
une confiance de 100% sur le fait que sa réponée est correcte.

(c) nimporte quelle stratégie entre ces deuz extrémes (a) et (b) Une mesure basée
sur la confiance'® [63] est une mesure qui peut soit identifier la classe d’un état avec
une certaine confiance (qui est connue), soit répondre “je ne sais pas” le reste du
.temps. L’objectif principa'l lorsqu’on construit une telle mesure, pour une confiance
fixée déterminée par 'utilisateur, est de minimiser la probabilité que la mesure
puisse répondre “je ne sais pas”. Si on choisit de fixer la confiance a 100%, cela
correspond a la Iesure non-ambigué, alors que si on ne souhaite jamais répondre’
de maniére inconclusive cela correspond & la ‘mesure de Helstrom. I est parfois
possible d’avoir une mesure basée sﬁr la confiance (avec une confiance supérieure
a celle de la mesure de Helstrom) méme lorsque la discrimination non-ambigué est
impossible & cause de la forme de D, (par exemple si les états sont linéairement
dépendants). ' ‘

Dans le reste de. ce -chapitre,. nous nous focalisons uniquement (except_ion faite de la
section 6.2.3.1) sur la stratégie de mesure qui consiste & maximiser la probabilité d’iden-
tifier correctement la classe d’un état (stratégie de mesure (a)) en apprenant & partir de
l’ensemble d’entrainement un POVM qui jouera le role du classifieur (stratégie diappren—
tissagé (1)). Nous faisons aussi ’hypothése que nous avons acces a un oracle appelé oracle

de Helstrom (figure 6.3) qui est capable de résoudre la tiche de classiﬁéatibn binaire.

Définition 6.18 (Oracle de Helstrom). L’oracle de Helstrom est une construction abs-
traite qui prend en entrée : (1) une description classique des matrices densité p_ et py
et des probabilités a priori des classes p_ et py (classe d’apprentissage LSZ , (2) ou un

nombre fini de copies de chaque état quantique de D, (classe d’apprentz'séag_e L?u@(t""")).

181e terme original en anglais est mazimum-confidence measurement.
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A partir de cette entrée, l'oracle peut étre “entrainé” afin de retourner en. sortie une
implémentation ejﬁcace (ezacte ou approzimative ) du POVM de la mesure de Helstrom
fHel, sous forme d’un circuit permettant de distinguer entre les classes p_ et py+. Dans le
cas de la seconde variante de l’oracle, son cout d’entrainement tyy correspond au nonibre
‘minimum de copies de chaque état de ’ensemble d’entrainement que l"oracle doit sacrifier

afin de construire frei.

F1G. 6.3 — Illustration de I'oracle d’Helstrom. L’oracle de Helstrom prend en entrée la des-
cription classique des matrices densité & distinguer p— et p4 (ainsi que leurs probabilités
a priori p_ et py) (version 1) ou un nombre fini s de copies de chaque état quantique
(version 2), pour s > tpy,. L’oracle produit en sortie un circuit fge représentant une
implémentation efficace de la mesure de Helstrom permettant de discriminer entre p_ et

P+

Faire ’hypothese de ’existence de cet oracle de Helstrom permet d’éviter d’avoir &
décrire explicitement comment I’algorithme d’apprentissage qui jouerait le role de loracle
fonctionne en réalité (et combien de copies des états quantiques seraient nécessaires pour
qu’il puisse réaliser son apprentissage). Construire un algorithme d’abprentiSsage pour la
classification binaire pouvant implémenter en pratique cet oracle est une question ouverte

fondamentale.

Question ouverte 6.2 . (Construction d’un algorithme d’apprentissage quantique
implémentaht l'oracle de Helstrom). Est-il possible d’élaborer un algorithme d’apprentis-

sage quantique qui tmplémente explicitement 'oracle de Helstrom ? Si ous, quelle serait
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la valeur de ty;,, le, nombre minimum de copies de chaque état d’entrainement, que cet

algorithme demande durant ’apprentissage ?

Quelques pistes possibles -d"algorithmes d’apprentissage seront discutées dans la sec-
tion 6.4.1. Pour l'instant, nous regarderons plutét quelles autres tiches peﬁvent étre
résolues si on a accés & un tel oracle. Si jamais, nous connaissons un algorithme d’ap-
prentissage ayant une erreur faible mais non optimale, il est poésible de l’u_tiliéef ala
place de l'oracle de Helstrom dans la plupart des réductions décrites dans ce chapitre.
Une autre question ouverte importante concerne l’existence ou non d’une implémentation

efficace de la mesure de Helstrom.

Question ouverte 6.3 (Implémentation efficace de la mesure de Helstrom). Quelles
sont les situations d’apprentissage ( autrement dit quels sont les ensembles de données
quantiques) pour'lesquelles il est possible d’implémenter efficacement (par exemple avec -
un circuit de taille polynomial) et de maniére exacte la mesure de Helstrom 2 De plus,
quelles sont les situations d’apprentissage ot cette implémentation efficace est possible de

maniére approximative ¢

Tl n'existe aucune garantie a priori que la description du POVM (ou de la matrice
unitaire) qui correspond & la mesure de Helstrom puisse étre réalisé physiquement bar un
~ circuit de taille polynomial par rapport au nombre de qubits passés en entrée au circuit.
En effet dans le pire des casé il se peut que ce circuit requiert un nombre de portes qui est
exponentiel par rap'port a la taille de ’entrée, et ce méme dans sa version approximative. '

Afin de se réchauffer sur 1’usage des réductions d’apprentissage et ce que nous pouvons
réaliser si on a acces & un oracle de Helstrom, considérons le cas ol on s’intéresse a la
tache d’estimer la probabilité d’appartenance d’un état inconnu 4 la classe négative et a

" la classe positive.

Tache d’apprentissage quantique 6.2 (Estimation de la probabilité d’appartenance
a une classe). Entrée : D, = {V(|f¢1>,y1), Ce (|¢n),yn)}, un ensemble d’entrainement
quantique, ou Ifd)i) cC ety ¢ {-1,+1}. " A

Sortie : un POVM jouant le réle d’un estimateur de probabilité f qui peut prédire ap-
partenance a la classe négative et positive d’un état quantique inconnu [1?), soit respec-

tivement prob(y, = ~1|[4)) et prob(y, = +1| [2)).
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But : construire un estimateur f, qui @ partir de quelques copies d’un état inconnu |1/)?);
peut produire un estimé fiable de sa probabilité d’ap’parteﬁance d la classe négative et a

la classe positive.

Réduction 6.1 (Réduction de I’estimation de la probabilité d’appartenance.é une classe
3 la classification binaire (via oracle de Helstrom)). Etant donné laccés d un oracle de
Helstrom, il est possible de réduire la tache de 'estimation de la probébilité d’apparte-
nance a une classe a la ‘_céche de classification binaire. '
Coit de Uentrainement. : O (tpin) (ou ©(1) si D, € Lglu).

Coiit de classification : ©(1), pour le nombre constant de copies de l’état inconnu qui

seront sacrifiées.

Démonstration. En utilisant 'oracle de Helstrom, nous pouvons produife un circuit
jouant le réle d’un classifieur binaire f qui péut _distingﬁer entre py et p_. Ensuite,
a partir de ce classifieur ‘binaire f et plusieurs copies d’un état inconnu |¢»), nousj pou-
vons estimer sa probabilité d’appartenance a la classe positive et négative efﬁcac_ement.
Soit ¢ le nombre constant de copies de I’état inconnu [t7) dont nous disposons, il suffit
_d’appliquer ¢ fois le classifieur f sur chacune de ces copies pour obtenir un estimé de son
appartenance 3 la classe négative et la classe positive. Le cofit de classification de cette
réduction est donc de ©(1) et le coflit d’entrainement de ©(ty;,) si on utilise la deuxieme
version de l'oracle de Helstrom (et ©(1) si on utilise la premiere version pour le cas ol

D,, € L8 car on appelle alors l'oracle une seule fois). : . - 0O
qu PP | S

Corollaire 6.2. La tiche d’estimer la probabilité d’appartenance d’un état inconnu a

) . Otyin) - N
une classe est dans la classe d’apprentissage L?u (tin) pour son entrainement et dans la-

o(1 . .
classe L?u ) pour sa classification.

Dans 1é monde quantique, nous pouvons résoudre aisément cette tache d’estimation
de probabilités & cause de la nature probabiliste inhérente a Pacte de la mesure. La.
situation est différente en apprentissage machine classique ou certains classifieurs sont de
‘ natum déterminiéte, voulant dire qu’ils prédisent toujours la méme classe si jamais on leur
_ présente plusieurs fois de suite le méme exemple. Nous pouvons cependant contourner ce

probléme :
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— soit en~utilisant_ un type de classifieur qui est “naturellement” congu pour Ipro—
duire un estimé de la probabilité d’appartenance aux différentes Qlasseé (comme un
classifieur bayésien [135]), '

— soit en utilisant une technique génériqhe comme la réduction “Probing” [134] qui

réduit ’estimation des probabilités d’appartenance a-la classification binaire.

6.2.2 Claséiﬁcation binaire pondérée

La tache de classification binaire. pondérée est similaire & celle de la classification
binaire simple, sauf que chaque point de données a maintenant un poids w qui lui est
. associé indiquant l’importanée de classifier correctement ‘cet exemple. Ce poids peut par
exemple étre choisi en fonction de la pénalité que nous devrions ‘payer si on fait une

mauvaise prédiction & son sujet. N

. Tache d’apprentissage quanthue 6.3 (Classiﬁcation binaire pondérée).
Entrée : D, = {(|1), y1,w1), -, (|¥n)s Yn,wn)}, un ensemble d’entrainement quan--x
tique, ot [t;) € c?, Y € {-1 +1} et w; € [0, +00).

Sortie : un POVM jouant le réle d un classifieur binaire f qui peut predzre la classe yr
d’un état quantique inconnu |7).

But : construire un classifieur binaire f qui minimise l'erreur d’entrainement pondérée
¢r = Limy wiprob(f (1)) # v)-

Une fois de plus, si nous nous trouvons dans la situation idéale ot on connait la des-
crlptlon classique des états (c est-a-dire D,, € Ld :.), leurs poids peuvent étre incorporés
dlrectement dans la descrlptlon des matrices densité de leurs classes. La réduction sui-
vante formalise comment résoudre la tache de classification binaire pondérée dans cette

situation étant donné ’acces a un oracle de Helstrom (premiére version).

Réduction - 6.2 (Réduction de la  classification  binaire  pondérée
3 'la - classification binaire  simple (via . oracle de Helstrom)).
Etant donné .l’accés a un oracle de Helstrom qui prend en entrée la description des
matrices de'densiié p— et py (et leurs probabilités a priori p_ et p+ ), il est possible de
réduire la tache de classification pondérée a la tache de classification binaire simple.
Coit de Uentrainement : 9(1). '

Coiit de la classification : ©(1).
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Démonstration. Le poids w; d’un état particulier |¢;) peut étre converti en une proba-

bilité p; reflétant son importance en choisissant

Wy

bi = n .- (63)
Zj:l wj

Soit p_, la nouvelle prob‘abilité a priori de la classe négative, qui est égéle a
po =) pid{yi = -1} (6.4)
i=1 .

et Py, sa probabilité complémentaire telles que p— + p+ = 1. Le théoréeme 6.3 démontre
que la mesure de Helstrom qui discrimine entre les matrices densité des classes dans
lesquelles on incorpore cés poids est aussi directement le POVM qui minimise lerreur
pondérée. Il suffit donc d’appeler loracle de Helstrom en lui donnant comme entrée les

matrices densité

o= pel (s = — 13 ) () (6.5)
=1 )
et " ,
pr =) il {ys = +1} ) (Wil (6.6)
=1 ’ : . ’

(avec probabilités a priori p— et p4+). De plus, la réduction utilise un seul appel & I’oracle
de Helstrom et requiert seulement une copie de I’état inconnu lors de la classiﬁcation,'

d’ol1 un colit d’entrainement et de classification de ©(1). a

Théoréme 6.3 (Mesure de Helsfrorn minimisant I'erreur pondérée). La mesure de
.Helst.ro_m qui minimise Uerreur de discrimination entre les deuz matrices de densité
p— = Y pid{ys = =1} ) (Wil et py = 3L, Pl {ys = +1} [hy) (1| (avec probabilités
a pridri p_ et Py ) est aussi la mesure qui minimise erreur de classz’ﬁca_tz'oh pondérée de

lensemble de données Dy, = {(|¥1),y1, w1), -, (|¥n), Yn, wn)}.

Démonstration. La mesure de Helstrom est le POVM f qui minimise 'erreur de dis-
crimination entre p_ et py. Ce POVM se décompose en deux éléments I1_ et [T, qui

correspondent, tous les deux a des matrices positives semi-définies tel que [T + 11+ =1,
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L

ot | est la matrice identité. On a donc : -

{

€Hel = mfin(Tr(H—f’+) + Tr(IL4p-)) - (6.7)

qui peut aussi s’exprimer comme

e = min (Zpil{yi = F1}TR(IL o) () + szl{yl = ~1}Tr(ILy |9;) <wi|))
) i=1 :

i=1

(6.8)
et se simplifie en ‘
n
er = min (Zpiprob(f(m)) " y;)) o (6.9)
i=1 .
ce qui revient aussi & minimiser 1’erreur pondérée :
B ,
opt = ~ ij X epr = min ij merob F(1) # w) (6.10)
J I ' f '
eopt = mln ( szProb |7,/11 # Yi ) (6.11) -
Comme ce POVM est optimal, cela implique aussi qu’il a un regretlnul. ' O

Algorithme 14 echantillonnage_rejet(D,, € L?ue(tbi"))

Choisir une constante ¢ plus grande que n’importe quel poids w
Pour chaque état |¢; )®®(t”i") faire
Tirer & pile ou face en utilisant une piece avec un biais de “*
(ce qui signifie qu avec probablhte Yi “face” sera observé, et avec probabilité
complémentaire, 1 — “pile” sera observe)
Si le résultat est- “face alors
Garder les copies de I’état
Sinon . o
Les mettre de coté '
fin si
fin pour
Retourner la nouvelle distribution D générée

Dans le cas ou seul un nombre fini de copies de chaque état quantique est accessible

mais nous connaissons une facon de produire un classifieur binaire efficace (comme un
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oracle de Helstrom), alors on peut utiliser la réduction “costing” [195] pour réduire la
classification binaire pondérée & sa version de base. Cette réduction est basée sur un
mécanisme d’échantillonnage par rejet (algorithme 14) et sur 'agrégation de plusieurs
classifieurs (algorithme 15),'et génére un ensemble de T' classifieurs binaires, ou T' est

une petite constante choisie indépendamment de D,,.

Algorithme 15 costing_entrainement(D,, € L?ue(Tt“"))

Pour j =1 a T faire
Appeler echantillonnage_rejet(D,, €
Appeler oracle de Helstrom sur D pour apprendre le classifieur blnalre fi
fin pour
Retourner le classifieur final f = majorite(fy,..., fr)

L®e(t’””)) pour obtenir D

La sortie finale du classifieur est un vote de majorité sur les sorties des classifieurs
individuels!”. Le nombre d’évaluations faite sur le classifieur final est une constante ©(T'),
qui est proportionnelle au nombre de classifieurs binaires formant le classifieur agrégé
(aigorithme 16). 11 est clair que plus on fait d’évaluations du classifieur final, plus on
augmente la précision de la classification, mais aussi plus on a besoin de copiés de I’état

inconnu [¢). : ' ' N

Algorithme 16 cos_ting_classification(|¢?)®9(T) =1, fr))
Pour j =14 T faire '

Mesurer y; = f;(|¢7))
fin pour
Retourner y; = majorite(y1,...,yr)

Réduction 6.3 (Réduction de la classification binaire pondérée & la classification bi-
naire simple (via costing [195))). Etant donné ’accés d un oracle de Helstrom et un .

L?ue(rtbi"'), il est possible de réduire la tache de classifi-

ensemble d’entrainement D, €
cation pondérée & la tache de classification binaire simple.’
Coit de Uentratnement : ©(Tty,).

Coit de la classification : O(T).

17Cette réduction a une trés forte ressemblance avec l’algorith'me de bagging [48], qui est une méthode
d’ensemble (cf. section 3.2.3) basée elle aussi sur un mécanisme d’échantillonnage et ’agrégation de
plusieurs classifieurs. :
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Démonstration. Lors de l'entrainement, 1'algorithme c._osting_entrainement‘ fait appel a
oracle de Helstrom T fois, pour T" une constante choisie indépendamment de l’énsemble :
d’entrainement Dj,. Le cofit de Pentrainement est donc de ©(Ttyy,), c’est-a-dire le nombre
d’appels a l'oracle de Helstrom multiplié par tp;, le nombre de copies des états d’en-
trainement requis a chaque appel. Comme chaque appel a 'oracle de Helstrom produit
un classifieur, le colit de la classification sera lui de ©(T), ce qui revient & utiliser une co-
‘pie de Iétat inconnu |4-) pour chaque classifieur généré. De par 'analyse de la réduction
‘costing [195]!, il est garanti que ia moyenne des erreurs d’entrainement standards que
minimisent les classiﬁeursliﬁdividuels fi,..., fr sur les distributions 5_1, cey 571 revient
aussi indirectement & minimiser approximativement l'erreur d’entrainement pondérée du

classifieur global f, c’est-a-dire :
1 w .
€~ min > wiprob(f(|¥:)) # %) : (6.12)
i=1 - .

O

Corollsire 6.3. La tache de classification binaire pondérée appartient ¢ la classe d’ap-

| ©O(Ttsin) ®6(1)
qu qu

" prentissage pour la phase d’entrainement et a la classe d’apprentissage L

pour la classification.

La méthode quantique d’échantillonnage par rejet (algorithme echéntillonnage_:_rejet)
a comme bénéfice additionnel de permettre “d’économiéer” certair.lesbopies d’états quan-
tiques lors de la génération de la distribution biaisée en fonction des poids des états. En
effet, les états qui ont un poids faible ont une probabilité plus importante que les autres
de ne pas étre retenus dans la nouvelle distriBution générée. Ainsi, les copies des états qui

sont mis de coté pourront étre utilisés plus tard, par exemple lors d’une nouvelle étape

d’échantillonnage par rejet.

6.2.3 Classification multiclasse

Dans la version multiclasse de la classification, chaque état est étiqueté d’apres une
classe choisie parmi k, pour & > 2. Le but est de construire un classifieur f qui étant
donné un nombre fini de copies d’un état inconnu |1;) peut prédire la.classe y; avec une

‘bonne précision.
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Téache d’apprentissage, quantique | 6.4 (Classification  multiclasse).
Entrée : D, = {(|t1),v1),---, (|¥n), yn)}, un  ensemble d’entrainement quantique,
ot [) € C* ety € {1,..., k). -
~ Sortie : un POVM jouant le réle d’un classifieur binaire f qui peut prédire la classe y-
d’un état quantique inconnu |1)7). |
But : construire un cldssz‘ﬁeur binaire [ qui minimise Uerreur ' d’entratnement

e =157 | prob(f(|vi)) # wi)-

Passer du cas binaire au cas multiclasse est loin d’étre aisé, et trés peu de choses sont
connues pour le cas ou le nombre de classes k est supérieur & 2. En particulier méme
a partir de seulement trois classes, la forme exacte du POVM optimal qui permet de
distinguer entre ces classes étant donné une seule copie de I’état n’est pas connue. Nous
allons cependant voir dans la section 6.2.3.4 que lorsque l'on connait la description clas-
sique des états, on peut construire une mesure (appelée Pretty Good Measurement [107]
en anglais) dbnt Perreur est bornée par la racine carrée de 'erreur du POVM optimal.

Les sections suivantes décrivent différentes stratégies d’entrainement et de classifica-
tion pour les cas ou on dispose d’un nombre de copies de I’état inconnu |¢-) 5 cl_assifier _
qui est respectivement :

— linéaire en n, le nombre d’états présents dans D, (section 6.2.3.1).

linéaire en k, le nombre de classes de D,, (section 6.2.3.2).

logarithmique en k (section 6.2.3.3).

une unique copie ou possiblement un nombre constant (section 6.2.3._4):

6.2.3.1 Classification par identification d’état

Une des manieres les plus directes de reconnaitre la classe d’un état consiste a iden-
tifier exactement cet état. Une fois cet état identifié, cette information permet aussi de
retrouver sa classe (a moins qu’il y ait deux états qui soient identiques mais étiquétés
par deux classes différentes). Si nous disposons de ©(n) copies de I’état inconnu [i7),
nous pouvons utiliser le C-Swap test [17,53] entre cet état et tour a tour chacun des

états de l'ensemble d’entrainement D, € L?ue(l)

. Cette méthode ne requiert aucun tra-
vail durant I’entrainement, tout le travail s’effectuant au moment de la classification (ce

qui correspond & une stratégie d’apprentissage type (2) dans la section 6.2.1). Elle peut
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étre vue comme l'analogue quantique de la méthode des 1-plus-proches voisins [71]. En
effet, on recherche parmi tous les états de I’ensemble de données celui qui est le plus
proche/similaire (dans le sens de la fidélité) de ’état inconnu. Pour peu qu’il n’y ait
pas-deux états quantiques dans D, qui sont identiques mais étiquetés par deux classes
différentes, cette méthode offre une erreur de classiﬁéation nulle (et donc un regret nul

aussi). L’algorithme suivant formalise cette méthode.

Algorithme 17 identification_classification(|w7)®e(n), D, e L;@ue(l))

Pour i = 1 4 n faire

Mesurer la fidélité entre |¢7) et |t;) en utilisant le C-Swap test ce qui donne un
~estimé de Fid([¢) ,|v:)) ' '
fin pour ‘ A
Retourner la classe y; de ’état dont la fidélité avec I'état a classifier est maximal, -
soit. arg max; Fid([vr) , 1))

" Théoreme 6.4 (Classification ~ par  identification  d’état). L’algorithme
identification_classification permet de classiﬁer un état inconnu [42) aQL)ec une er-
reur de classification nulle étant donné ©(cn) copies de cet état et ©(c) copies de chaque
état de Dy, ou c est une constante qui dépénd de la fidélité minimale parmi toutes les

paires d’états de Dn,.

Démonstration. Chaque C—Swap test utilise un nombre de 'copiés constant ¢, ou ¢ est
une constante qui dépend de la fidélité minimale parlhi toutes les paires d’états de D,
et comme on va évaluer la similarité entre |1;) et tous les n états quantiques de D,
le cotit global de identification_classification sera de l@(cn) copies de |’état inconnu et de
O(c) copieé de chaque état de 'ensemble d’entrainement. De plus, s’il n’existe pas deux
. états dans D,, qui sont identiques mais étiquetés par deux classes différentes, 1’algorithme
est garénti d’obtenir une erreur de classification nulle (ce qui implique aussi un regret
nul). _ O

Corollaire 6.4. La tache de classification multiclasse appartient & la classe d’appren-

6 (n)

tissage L?ue pour la phase d’entrainement et a la classe d’apprentissage L;@ue pour la

classification.

Si on souhaite baser la prédiction de la classe de |t¢7) sur ses k plus proches

voisins, et non pas seulement par rapport -au plus proche voisin, lalgorithme
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identification_classification peut étre facilement adapté pour basef sa prédiqtion sur la
majorité des classes de ses k plus proches: voisins. Il suffit pour cela d’identifier les &
états de D,, qui sont les plus similaires de |1/)?> et de faire un vote de majorité sur leurs
classes (les colits d’entrainement et de classification restants inchangés). Une quéstion
ouverte importante est de déterminer s’il existe un équivalent quantique & des structﬁres :
de données permettant de faciliter la recherche des plus proches voisins, telles que les

kd-trees [‘27] par exemple. Quantiquément, la raison d’étre d'une telle structure serait de |
permettre de rechercher les plus pyoches voisins d’un état inconnu en consomma'nt. moins
de copies qu’avec la méthode naive directe (par exemple en utilisant un nombre dé copies
logarithmique en n et linéaire en ¢ le nombre de voisins considérés). On peut formaliser

cette question ouverte de la maniére suivante.

Question ouverte 6.4 (Structure de données favorisant la recherche des plus proches
voisins dans un ensemble de donnéeé quantique). Erziste-il une structure de données quan-
" tique qui permet de trouver le plus proche. v_(jz'sz'n (mesuré par la fidélité) d’un étc_zf meonnu
|1?) parmi un ensemble de n €tats quantiques plus rapidement que la méthode directe qui
‘requiert un nombre de copies linéaire en n ¢ Si oui, quel est le coit d’entrainement de

cette méthode ? Et son cout de classification pour trouver le plus proche voisin ?

6.2.3.2 Reéduction du type une classe contre tous

Algorithme 18 une_classe_contre_toute_entrainement(D,, € L;@ue(kt“"))

Pour j =1 4 k faire
Initialiser DY) comme étant ’ensemble de données vide
Pour i =1 a n faire :
- Ajouter ’exemple (|1/)i_)®e(tbi"') ,1—2I{y; = j}) a DY)
fin pour :
Appeler l'oracle de Helstrom sur 1’ensemble de données DU) pour apprendre un
classifieur binaire f; qui différencie entre la classe j et I'union de toutes les autres

classes : N
"fin pour -
Retourner I'ensemble des classifieurs binaires fi, ..., f;

L’idée de la réduction d’une classe contre tous [74] (appelée one-against-all en anglais)
est d’entrainer un classifieur binaire pour chacune des k classes. Chacun de ces classifieurs

binaires différencie entre sa propre classe et l'union de toutes les autres classes. Cette
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réduction peut étre adaptée au contexte quantique en construisant pour chacune des
classes un POVM jouant le role d’un classifieur binaire, qui discrimine entre la Iﬁgtrice
densité de cette classe spécifique et un mélange statistique composé d_es matrices densité
des autres classes. Nous disons d’un classifieur qu’il “clique” s’il prédit que I’état qu’il a
mesuré |1;) appartient & la classe qu’il incarne, et qu’il ne “clique pas” sinon. Etant donné
'acces & un oracle de Helstrom, il est possible de réduire la classification multiclasse 3
la classification binaire en utilisant les algorithmes d’entrainement et de classification

suivants‘(algorithmes 18 et 19).

Algorithme 19 une_classe_contre_toute_claSSIflcatlon(|¢7) k)

Pour j =1 & k faire
Appliquer le classifieur binaire f; sur |i)») pour obtenir la predlctlon si cet état
appartient a la classe 7 ou non
fin pour
Si un seul classifieur a “cliqué” alors
Retourner la classe correspondant au classifieur qui a “cliqué”
Sinon, '
Si plusieurs classifieurs ont “cliqués” alors
Retourner une classe choisie au hasard parmi tous les c13551ﬁeurs qui ont
“cliqués” ‘
Sinon
Retourner une classe choisie umforrnement au hasard parmi les & classes
fin si
fin si

Réduction 6.4 (Réduction de l'a\cl,assiﬁcatidn multiclasse a la classification ‘binaire
simple (du type une classe contre tous)). Etant donné’ l'accés & un oracle de Helstrom

L;@ue(kt"""), il est possible de rtéduire la tache de

et un ensemble d’entrainement D,, €
classification multiclasse & la tache de classification binaire via une réduction du type
une classe contre tous. -
Coit de Uentrainement : O (kty,).

Coit de la classification : ©(k).

Démonstration. L’algorithme une_classe_contre_toute_entrainement fait appel a l’oracle de
Helstrom une nombre de fois qui est linéaire dans le nombre de classes k, et chaque appel '
consomme un nombre de copies des états de D de O(tyin). Le cout d’ entralnement de

la réduction est donc de ©(kty;,) copies. Au niveau de la classification, il faut sacrlﬁer _
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une c0p1e de I’état inconnu \wo) pour chacun des k classifieurs binaires générés, ce qui
~ conduit & un coiit total de o(k).

Au niveau de l'analyse de l’erreur de cette 1educt10n soit € 'erreur moyenne des
classifieurs binaires générés. La pire situation qui puisse arriver est que le classifieur de
la “bonne” classe ne réagisse pas (ce qui correspond a un faux négatif). Dans ce cas et
si aucun autre classifieur n’a “cliqué”, on choisira la classe & prédire uniformément au
hasard ce qui conduit & une erreur avec probabilité k—;1 Dans le cas des faux positifs,
c’est-a-dire si ¢ classifieurs “cliquent” alors qu’ils ne devraient pas car ils ne Correspondent
pas & la bonne classe, la probabilité d’erreur sera de seulement 7 puisqu’on ch0151ra.
aléatoirement parmi tous les classifieurs qui ont réagi. Comme chaque classifieur binaire
conduit & une erreur de 71 dans le pire cas avec probabilité € et qu il y a k classifieurs, -
I’erreur globale du classiﬁeur combiné sera dans le pire cas de WE = (k — 1)e. (Cette

réduction ne semble offrir aucune garantie par contre en ce qui concerne le regret.) O

Corollaire 6.5. La tache de classification multiclasse appartient & la classe d’apprentis-

sage L?ue(kt“"‘) pour la phase d’entrainement et 4 la classe d’apprentissage Lf‘,@ue(k) pour

’

la classification.

Remarque 6.3 (Difficultés des situations d’apprentissage générées par la réduction).
Rien ne garantit a priori que les situations d’apprentissage intermédiaires générées par ‘
la réduction (ici les k situations de classification biﬁaire) soient faciles @ résoudre. Ainsi,
méme st l’acces ¢ un oracle de Helstrom garantit que le classifieur binaire produit sera op-
timal pour chacune des k situatvlons binaires, il est possible que ’erreur moyenne obsemée
€ soit importante. Dans le cas quantique, cela peut arriver par efnemple si la dzsmnce de
trace entre la matrice densité d’une classe et le melange composé de 'union des autres

classes est faible (ce qui implique qu’il est difﬁ'cile de les distinguer).

Il existe une varianté pondérée de cette réduction [34] (appelée weighted one-against-
all en anglais) qui.oﬁre une meilleure garantie en ferme d’erreur que la version de base.
Cette variante exploite le fait que les faux négatifs (autfement dit le fait de manquer
.de détecter la bonne classe) sont plus dommageables pour I'erreur du classifieur global
que les faux positifs (le fait de détecter une mauvaise classe). Il devient possible de faire
baisser ].’erreﬁr en pire cas du classifieur global en incorporant des poids plus importants

“aux exemples qui risquent d'amener & observer des faux négatifs. (En pratique, cela veut
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dire qu’un point va avoir un poids plus important lors de la construction du élassiﬁeur
qui correspond 2 sa classe.) L’algorithme pfocéde en réduisant d’abdrd la classification
multiclasse & la ciassiﬁcation binaire pondérée et utilise ensuite la réduction costing [195]
pour réduire la classification binaire pondérée a la classification binaire standard. Le
principal avantage de cette Qersibn pondérée de la réduction est qu’elle offre une garantie
sur la borne de Perreur du classifieur global de & 5€, pour € I'erreur moyenne des 013551ﬁeurs
binaires générés, ce qui est divisée par deux par rapport a la version standard décrite
précédemment. Dans ce cas-13, le colit d’entrainement total de la variante pondérée d’une
‘classe contre tous serait de © (kT 'ty ) ol k est le nombre de classes, T le nombre constaht
de classifieurs créés lors de la réduction costing et tpin le nombre de copies utilisées
par chaque appel de I'oracle de Helstrom. Le cout de classification sera quant a lui de'
©(kT). Quantiquement et si on connait la descrlptlon cla551que des états de lensemble
d’entrainement (soit D, € Ld *.), on peut remplacer. la réduction de type costing par la
réduction via l'oracle de Helstrom (réduction 6.2) ce qui donne un coiit d’ entramement :

de O(ktyin) et de cla531ﬁcat10n de O(k).

6.2.3.3 Réduction sous forme d’arbre binaire

Algorithme 20 arbre_binaire_entrainement(D,, € L?ue(tbi" log-k))

Si tous les points de D,, appartiennent a la méme classe alors
Créer une feuille étiquetée d’apres cette unique classe
Retourner .
fin si
Choisir aléatoirement deux sous-ensembles de classes Y, et Yb parml D, tel que-
Yol ~ Y|
. Séparer ’ensemble de données D,, en deux sous-ensembles D, et Dy en fonction des
sous-ensembles de classes Y, et Y} (soit p, la. matrice densité représentant le
sous-ensemble D, et pp la matrice densité représentant le sous-ensemble Dy)
Appeler Poracle de Helstrom pour apprendre un classifieur binaire f(p pp) Qui va
distinguer entre les deux matrices densité p, et g
* Créer un nceud dans Parbre binaire dont le test correspond au classifieur F(parps)
Appeler arbre_binaire_entrainement(D,)
Appeler arbre_binaire_entrainement(D;)

/

Une autre maniere de résoudre le probléme de la classification multiclasse est de

construire un arbre binaire ol chaque neud est un classifieur binaire qui différencie
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{1234} contre {5,6,7}.

{12y contre {34} =" ~a {56} Coritre {7} -

{1v}‘coﬁt’ﬁfe‘_{2} {Bcontre 4} {sjconwre g} Classe’

Classe’t Classe 2. Classe 3 Classe 4 Classe 5.Classe 6

FIG. 6.4 — Hlustration d’un arbre de classification binaire. Chaque nceud de arbre est un
classifieur binaire qui différencie entre deux sous-ensembles de classes. La classification se -
fait en parcourant ’arbre depuis la racine jusqu’a atteindre une feuille qui est étiquetée
d’aprés une classe. Dans cet exemple, le choix des étiquettes est arbitraire et ne reflete
aucunement une relation particuliere entre les classes. ’

entre deux sous-ensembles de classes ef ou les feuilles sont étiquetées d’aprés une classe
- spécifique (figure 6.4). La racine contient ’ensemble de toutes les classes et utilise un
classifieur binaire pour diviser cet ensemble en deux sous-ensembles de classes de taillé
approximativement éqﬁilibrée par rapport au nombre de classes. Pour classifier un état
inconnﬁ, on part de la racine et on descend I’arbre en fonction du résultat du classifieur
binaire observé a chaque nceud jusqu’a atteindre une feuille, auquel cas on prédit la
classe associée a cette feuille. Il est possible de construire I’arbre binaire de plusieurs
fagons (par exemple en commencant par le créer depuis les feuilles jusqu’a la racine ou
vice-versa), qui peuvent donner une erreur globale différente sur le classifieur généré. Les
al‘gorithmesQO et 21 détaillent une maniére'possible pour construire I’arbre récursivement,

depuis la racine jusqu’aux feuilles et de l'utiliser ensuite pour faire de la classification.

Réduction 6.5 (Réduction de la classiﬁéation multiclasse 4 la classification binaire
bsimple (du type arbre binaire)). Etant donné lUaccés d un oracle de Helstrom et um
ensemble d’entrainement D,, € Lg?“’“" logk), il est possible de réduire la tache de clas-
sification multiclasse a la tache de classification binaire via une réduction du type arbre

binaire.
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,Algorithfne 21 arbre_binaire_clvas»sif‘ication(|1/1?)®e(l°g %) un classifieur f ayant la forme
d'un arbre binaire de classification) '

Commencer le parcours de 'arbre au noeud qui correspond a la racine
Tant que une feuille n’est pas atteinte faire
" Utiliser une copie de I’état |4») dans le classifieur binaire correspondant au noeud
actuel ' : :
Si le classifieur prédit la classe négative alors
Descendre a gauche dans I'arbre:
‘Sinon
Descendre & droite dans ’arbre
. fin si
fin tant que :
.Retourner la classe étiquettée par la feuille

Coiit de Pentrainement : O(tpin log k).

Coiit de la classification : ©(logk).

Démonstration. Lors de la construction de I’arbre binaire, I'oracle de Helstrom est appelé
un nombre de fois qui est directement proportionnel au nombre de noeuds qui composent
I’arbre. Cependant chaque appel a l'oracle sépare I’ensemble de données utilisée pour
I’entrainement en deux sous-ensembles (dont la somme des tailles est égale a celle de ’en-
semble original), cela implique qu’a ch_adue niveau de I’arbre le nombre d’états quantiques
utilisés au total par P'oracle de Helstrom est de O(tpin)- Le colt global de I’entrainement
est donc de O(tp;y, log k) copies. Comme arbre est construit de-maniére & étre équilibré, il
aura une profondeur maximum de log k, pour k le nombre de classes. En ce qui concerne
le colit de la classification, il est directement proportionnel a la profondeur de 1’arbre,
soit O(log k). '
L’erreur globale du classifieur final que représente I’arbre binaire est au pire de €log k,
pour € Perreur moyenne des classifieurs binaires générés. En effet, une erreur peut arriver
avec probabilité € a chaque neeud traversé ce qui implique une erreur globale de elogk

dans le pire cas. : _ : |

Corollaire 6.6. La tiche de classification multiclasse appartient a la classe d’apprentis-

L®e(tbin lOg k) (lOg k)
qu

sage pour la phase d’entrainement et & la classe d’apprentissage L;@ue

pour la classification.
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Théoréme 6.5 (Identification d’état). Soit un ensemble de données quantique Dy, com-
posé den états purs tel qu’il n’y a pas deux états quantiques identiques. Il existe un POVM
qui peut identifier l'index d'un état inconnu |i7) choisi parmi un ensemble possible de

D,, avec une trés bonne précision étant donné O(logn) copies de cet état.

Démonstration. La preuve est relativement directe, il suffit simplement de choisir k = n,
c’est-a-dire d’assigner une classe différente & chacun des n points de ’ensemble de données

D,,. Ensuite, on peut directement appliqﬁer la réduction 6.5. . O

Si nous soﬁmes dans la situation ol nous avons une connaissance compléte des états
de ’ensemble d’entrainemqnt (Dn € Lglu , il est possible de choisir les deux sous-ensembles
de classes de manitre & maximiser la distance de trace entre les deux matrices densité
. qui représentent ces deux sous-ensembles. Dans ce cas-13, il est possible de construire
Parbre depuis la racine jusqu’aux feuilleé en séparant & chaque fois 'ensemble de données
en deux sous-ensembles qui maximisent la distance de trace. Nous pourrions aussi faire
croitre l'arbre depﬁis les feuilles jusqu’a la racine en cho_isiséant au premier niveau-de
mettre ensemble les paires de classes qui sont les plué faciles & distinguer. En partiéuliér,
il existe une réduction appelée “filter tree” [33] qui réduit la classification multiclasse a la
. classification binaire (via.la classification binaire pondérée et la réduction costing [195]).
Cette réduction construit un classifieur multiclasse de type arbre binaire en commencant
par les feuilles et garantit que l'erreur de ce classifieur est au plus elogk, poﬁr k le
nombre de classes et € erreur moyenne des classifieurs binaires générés. Le point fort
de cette réduction est qu’elle offre une garantie similaire sur le regret (ce qui n’est pas
le cas de l'algorithme érbre_binair_e_entrainement ‘présenté précédemment). Ainsi le regret

du classifieur multiclasse est au pire de rlogk, pbur r le regret moyen des classifieurs

binaires générés.

6.2.3.4 Pretty Good Measurement

Si nous connaissons la description classique des points de données (D, € Lglu), il
existe une stratégie générale de mesure appelée le “Pretty Good Measurement”'® [107]

qui permet de construire un classifieur qui, étant donné une seule copie de I’état inconnu

8Cette mesure est aussi parfois appelée “square-root measurement” dans la littérature a cause de la
forme explicite de ce POVM. :
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|17), va prédire la classe de cet état avec une précision qui est bornée par la racine carrée

de Derreur du classifieur optimal.

Théoréme 6.6 (Tauig d’erreur du ‘Pretty Good Measurement [18]). Etant donné la
description classique de k matrices densité pi,...,pk, il est possible de construire un
POVM, appelé Pretty Good Measurement, dont le tauz d’erreur epgar pour distinguer
entre ces k matrices de densité, étant donné une seule copie d’un de ces matrices pr,
est au pife quadratiqguement plus élevé que l’erreur eqp que ferait le POVM optimal. De

fagon équivalente, cela signifie que
€opt < EF’IGM < Veéopt . (613)

Corollaire 6.7 (Borne sur le regret du Pretty Good Measurement). Le regret du Pretty

Good Measurement est bornée par :

TPGM < 4/ E.opt — €opt : (6.14)

N

Montanaro [146] a prouvé que erreur du Pretty Good Measurement est toujours
plus petite que la stratégie de prédiction qui consiste & choisir la classe aléatoirement
sans méme mesurer 1’état. Plus précisémént, il a donné une bofne supérieure sur lerreur
du Pretty Good Measurement qui dépend de la fidélité entre chaque paire d’états qui

compose ’ensemble d’entrainement. Cette borne est :

1

epom < 1— Z Z Fld(Wz oy (6.15)

A partir de la matrice de similarité S,, d’un ensemble de données quantiques Dy, il est pos-
sible de calcﬁler explicitement cette borne. Pour cela, il suffit de remplacer Fid (|1);) [93))
dans I’équation 6.15 par I'entrée de la matrice S(i,) correspondante. Cela implique que
cette borne peut étre explicitement estimée étant donné un nombre linéaire de copies de '

chaque état quantique de ’ensemble d’entrainement.

Théoréme 6.7 (Borne sur l'erreur du Pretty Good Measurement). Etant donné un

(n)

© . L.
ensemble d’entrainement D,, € L® , on peut obtenir une borne supérieure sur l’erreur

que le Pretty Good Measurement réalise sur cet ensemble de données Dy, :
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' Démonstration. La preuve est directe, il suffit d’appliquer Dalgorithme
calcul_matrice_similarite et d’évaluer ’équation 6.15 en utilisant estimé de la fidélité entre

les paires d’états & partir des entrées correspondantes de la matrice de similarité. O

Corollaire 6.8. La tiche d’estimer une borne SUbérieure sur ['erreur du Pretty Good-

Meashrement appartient d la classe d’apprentissage L,%L@(")_

Montanaro a trouvé une autre borne sur l'erreur du Pretty Good Measurement 6.15
qui dépend directement des valeurs propres de la matrice de similarité S,. Soit A;, la
i®™¢ valeur propre de la matrice de similarité, I’erreur du Pretty Good Measurement est

‘bornée par dessus par .: : .
. : 2 :
1~ ; \
<1-= E vV A 6.16
eEpam = o (¢=1 - ( )

Cette borne peut aussi atre calculée explicitement & partif de la matrice de similarité S,.
Tl suffit pour cela de diagonaliser cette matrice pour en extraire les valeurs propres. En ce
qui concerne une borﬁe inférieﬁre sur le Pretty Good Measurement, il existe une borne
récente [147] due aussi & Montanaro, qui prouve que cette erreur est bornée‘par dessous

par :
n n :

epem = Y Y pipi Fid(|;) {,|?/)j)),k (6.17)

i=1 je=i
ol p; et p; sont les probabilités a priore des étkats ;) et \;LJ) Dans la situation ou tous
les états sont équiprobables, il suffit de remplacer tous les probabilit’és par % dans la
formule 6.17. La aussi cette borne inférieure peut étre estimée directement & partir de la
matrice de similarité S,.

In‘cuiti;/emen‘c'7 ces bornes semblent indiquer que la fidélité entre paires d'états est une
mesure suffisante pour savoir si les états de I’ensemble de données quahtiqué peuvent étre
discriminés les uns des autres. Cette intuition est fausse, en effet Jozsa et Schlienz [124]
ont prouvé qu'il existe des situations ou la fidélité entre chaquekpaire d’états de Iensemble
de données D, est faible (c’est-a-dire qu'il est aisé de différencier entre ces deux états)
mais en méme temps il est irnpossible de distinguer efficacement de rnaniére g]obale un
état de tous les autres états.

Pour résumer, il semble plus facile de borner I’erreur que réaliserait le Pretty Good

Measurement que de construire explicitement celui-ci. En effet, nous pouvons borner
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Perreur étant donné un nombre linéaire de copies de chaque état de ’ensemble de données
quantique D,,, alors que pour construire explicitemenf le POVM correspondant a cette '
mesure les techniques connues actuellement defnandent de connalitre ex_plicitement la
description classique des états (ce qui demande un nombre exponentiel de copies en

utilisant la tomographie).

Question ouverte 6.5 (Quahtité d’information nécessaire pour “apprendre” le Pretty
Good Measurement). Quel est le nombre minimum de copies tpgar de chacun des états
d’un ensemble de données quantique D, nécessaire afin de pouvoir “entrainer” un POVM

qui pourrait implémenter (exactement ou approrimativement) le Pretty Good Measure-

Sans rentrer dans lés détails,.les interrogations et arguments présentés lors de la
discussion concernant oracle de Helstrom, comme l'existence (ou non) d’un circuit de
taille polynomial implémentant le POVM ou le fait d’implémenter celui-ci exactement ou
approximativement, s’appliquent aussi au Pretty Good Measurement'®. '

6.3 Apprehtissage non-supervisé quantique

Pour rappel, la différence fondamentale entre l'apprentissage supervisé et non-
supervisé est que dans le deuxieme cas, on ne connait pas a priort les classes des différents '
points de ’ensemble de données. Dans le cadre de I’apprentissage non-supervisé, la fidélité
va étre une mesure pertinente dans le cadre de nombreuses taches d’apprentissage, quelle
soit utilisée comme m\esure de similarité entre états quantiques pbur la catégorisation,
commé une propriété qu’on souhaite préserver en réduction de dimensionnalité ou comme

critere de succes pour l'estimation de densité.

6.3.1 Catégorisation

La catégorisation vise & regrouper les états quantiques qui sont similaires dans la

meéme catégorie et a placer les états dissemblables dans des catégories différentes.

-1®De la méme maniére que nous avons défini auparavant Voracle de Helstrom, nous pourrions aussi
définir deux versions de Poracle du Pretty Good Measurement. La premiére version prend en entrée une
description classique des matrices densité des classes, soit p1;..., 0k, alors que la deuxieme apprend &
partir d’'un nombre fini s de copies de chaquie état, pour s > tpgan. L'oracle produit. en sortie une
implémentation efficace du Pretty Good Measurement (par exemplé sous forme de circuit).
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Tache d’apprentissage quantique 6.5 (Catégorisation).
Entrée : un ensemble de données D,, = {l1),---,|¥n)}, ou |9s) € (Czd, et k le
nombre de catégories. . o '

Sortie : un ensemble de k catégories tel que cﬁaque état quantique |;) soit assigné a
au moins une catégorie y € {1,..., k}. '
But : (1) que les états quantiques dans une méme catégorie partagent une fidélité élevée
(intra—sirhilarité) et que (2) les états quantiques se trowvant dans différentes catégories

soient dissemblables (inter-dissimilarité).

Urnie approche possible au probleme de catégorisation consiste & estimer la simila-
rité entre deux états quantiques en terme de fidélité directement en faisant une me-
sure conjointe pour chaque paire d’états. Supposons,. par exemple que nous recevions
un nombre de copies de chaque état qui est de O(en), pour n le nombre d’états dans
I'ensemble de données et e une constante qui controdle la précision de l’estimatioh de la
-fidélité. Dans ce caé, il sﬁﬂirait d’appeler ’algorithme calcul_matrice_similarite 6.1.4 pour
calculer la matrice de similarité S,. A partir de cette information, on peut utiliser uﬁ .
“algorithme cldssique, tel que k-médianes (voir section 5.6), pour résoudre le probleme de

catégorisation. L’algorithme suivant formalise cette méthode.

Algorithme 22 categorisation_quantique(D,, € L;eue("),k) _

-Appeler calcul_matrice_similarite(D,,) afin d’obtenir la matrice de similarité S,
Appeler I'algorithme des k-médianes (classique ou quantisé) en utilisant .S, comme
entrée .

Retourner les catégories générées par I'algorithme des k-médianes ainsi que leurs
centres

Théoréme 6.8 (Borne supérieure de la catégorisation quantique). Il est possible de
catégoriser un ensemble Dn. composé de n états quantiques si on dispose de ©(n) copies.

de chacun de ces €tats.

Démonstration. L’algorithme calcul_matrice_similarite requiert un nombre de copies de
chaque. état de ©(en), ou e est une constante qui controle la précision de Pestimé de la
fidélité. Cette constante est fonction de la fidélité moyenne entre chaque paire d’états.

Le reste de l’algbrithme categorisation_quantique étant classique, le coiit global' de la
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catégorisation quantique sera de ©(n) copies par état, si on ne prend pas en compte

la constante e lors de I'analyse. ‘ ' [

Corollaire 6.9. La tache de catégorisation quantique appartient a la classe d’appren-

tissage LEO™.

Dans [8], nous avons testé lalgorithme categorisation_quantique sur un ensemble de
"données simulées. Chaque catégorie était centrée autour d’un état pur sur 13 qubits (ce
qui correspond & un espace de Hilbert de dimension 213 = 8192) généré aléatoirement
selon la mesure de Haar. Les autres états de la catégorie sont générés aléatoirement
eux aussi et sont filtrés de manieére a ne pas étre trop éloignés .au sens de la fidélité
du centre de la catégorie. En faisant varier le seuil de fidélité qui représente la distance
ma:»_(imum entre un membre de la catégorie et son centre, et en faisant la moyenne sur
plusieurs ensemble de données générés aléatoirement, nous avons observé comment la
performance de I'algorithme de catégorisation se dégrade lorsque le seuil baisse. Nous
avons pu voir expérimentalement, que pour cette situation de catégorisation particuliére, .
I'algorithme arrive & retrouver les catégories initiales avec une précision presque parfaite
méme lorsque le seuil est aussi bas que 0.6 (c’est-a-dire qu’un état peut déns le pire
cas avoir une fidélité avec son centre de catégorie qui est aussi bas que 0.6). Bien sir,
ceci ne constitue qu’uné expérimentation sur un ensemble de données “jouet"’ et il est
important de développer de nouveaux ensembles de données quantique sur lesquels tester
cet algorithme de catégorisation (cf. section 6.4.3). |
D’\autres stratégies de catégorisﬁtion peuvent aussi étre développées qui sont encore
plus quantiques par nature. Par exemple, nous pburrions adapter un algorithme- classique
de catégorisation, tel qu’un algorithme dagglomératif qui coristruirait les catégories autour
de germes quantiques de maniére adaptive. Cet algorithme commencerait par sacrifier une
partie de ’ensemble de données afin de déterminer les états quantiques qui sont les plus
dissemblables en terme de.ﬁaélité afin de les utiliser ensuite comme germes. Durant la
seconde phase, chaque état serait ensuite comparé aux germes grace au C-Swap test et
aggloméré autour du germe le plus similaire. Ce type d’algorithme pourfai_t étre moins
demandant en terme de copies que I’algorithme categorisation_quantique ce qui conduit a

formuler la question ouverte suivante.

Question ouverte 6.6 (Borne inférieure de la catégorisation quantique). Est-il possible
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de catégoriser un ensemble de données composé de n étals quantiques en utilisant moins

de O(n) copies de chaque état?

6.3.2 Réduction de dimensionnalité quantique

La réduction de dimensionnalité est une tiche d'apprentissage qui est trés proche en

esprit de la compression quantique.

Tache d’apprentissage quantique 6.6 (Réduct’ion de dimensionnaiité).
Entrée : D, = {l'%bl), ..oy [¥n)}, un ensemble de données quantique, ot [y;) € c?.

Sortie : un superopérateur agissant.comme une fonction de compression f qui peut
transformer n"émpdrte quel état de l’enégmble de données ) — [1'). |
But : pour étre intéressant le supeé"opérateur -f doit " respecter deuat‘ pro-
priétés : (1) |¢') € c pour d <« d (réduction de dimensionnaiité) et (2)
Fid([4)), |95) =~ Fud([$), [4;)) pour niimporte quelle paire (¢),4;)) € Dn

(préservation de l'information ).

Un compresseur quantique est ﬁn superopérateur qui transforme un état quantique
qui vit en haute dimension (par ekemple sur d qubits) eﬁ un état quantique défini sur une
plus faible dimension (par exemple d’ qubits pour d’ < d). Une fonction de décompression
quantique est un superopérateur qui réalise la ti'anstI'Irlation inverse et renvoie ’état vers
sa configuration initiale. Le succeés de ce proceésus'de compression et décompression peut
sé mesufer en fonction de la fidélité entre 1’état original p,,; et sa recoﬁstruction Drec
apreés l’éﬁape de décompression, ce qui cbrrespond A Fid(poris Prec)- Si cetté procédure
s’effectue parfaitement et sans perte alors Fid(pori, prec) = 1. ,

Le taux optimal auquel un état quantique p = >"'_; pi[;)vs| peut étre compqusé

‘sans perte de maniere asymptoﬁique est donné par I’entropie de von Neumann de I’état,

qui peut étre vu comme l'analogue quantique de 'entropie de Shanron.

Définition 6.19 (Entropie de von Neumann). L’entropie de von Neumann d’un état p

_est égale ¢ H(p) = —Tr(plogp). Elle est équivalente & l'entropie de Shannon mesurée
sur les valeurs propres de p, soit H(p) = — Zf:l A; log A\, ot \; est la %M€ valeur propre
de p.

Ce taux peut étre atteint asymptotiquement par une méthode de compression. appelée

compression de Schumacher [167]. Bennett a proposé une approche constructive 21] pour
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implémenter la compression de Schumacher qui consisfe a appliquer une opération uni-
talre qui emmeéne p vers une base ou l'état est diagonal, suivi d’une autre opération uni-
taire qui permute les vecteurs propres afin qu'ils soient triés par ordre décroissant par rap-
port A leurs valeurs prdpres. Comme ces deux opératiohs sont unitaires, la décompression
peut se faire trés naturellement en appliquant les opérations inverses qui sont elles aussi
unitaires. L'aspect “unitaire” de cette compression offre aussi le bénéfice additionnel de -
garantir que si cette transformation est appliquée a deux états quantiques différents, elle
va aussi préserver leur fidélité; satisfaisant ainsi la condition de préservation d’information
de la définition 6.6.

Le seul inconvénient de la méthode de Bennett est qu’elle requiert qué nous connais-
sions a ’avance les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice densité qu’on sou-
haite compresser. Cependant, dans le cas o la description de la source est inconnue, une
technique de éompression existe [123] permettant de compfesser p asymptotiquement
vers son entropie’de von Neumann. Comme ce résultat concerne le cas asymptotique, il
“énonce seulement ce qui est possible lorsque le nombre de copies de p tend vers I’infini
mais ne dit rien quant 4u cas fini (qui est 1e cas qui nous intéresse pour la réduction
de dimensionnalité). Cette procédure apprend en fait les vecteurs propres et les valeurs
propres de I'état p en méme temps qu’elle fait de la compression, ce qui correspond & la
tache d’estimation de densité (voir section 6.3.3). Une question ouverte importante eAstv
de déterminer si la réduction de dimensionnalité peut se faire avec un nombre polynomial

de copies de chaque état tout comme la catégorisation.

" Question ouverte 6.7 (Quantité d’information nécessaire pour la réduction de dimen-
sionnalité). Est-il possible d’apprendre un superopérateur qui permetirait de réaliser la
réduction de dimensionnalité sur ensemble de données quantique D, étant donné un

nombre polynomial de copies de chaque état ¢

. 11 semble plausible que la réponse & cette question soit négative et que la tache de
- réduction de dimensionnalité requiert autant d’états quantiques que la tache d’estimation
de densité (soit un nombre exponentiel par rapport au nombre de qubits sur lesquels

les états quantiques sont définis). En effet, Blume-Kohout?® a mis en avant la tache

20Voir http://www.crm.umontreal . ca/TC4/pdf /blumekohout . pdf par exemple
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de compression d’états quantiques comme étant: la tdche opérationnelle qui de part son

essence requiert d’avoir une connaissance compléte des états quantiques & compresser.

6.3.3 Estimation de densité

L’estimation de densité quantique est directement reliée au concept de 'tomogrdphie
quantique [154], qui vise & reconstruire une description classique d’un état quantique
aussi précise que possible a partir d’'un nombre fini de copies de cet état (voir aussi le

chapitré 4.6). -

TAache d’apprentissage  quantique 6.7 ~(Estimation ~ de  densité).
Entrée : Dp = {({$n),p1)s-- -, (¥n),pn)}, un ensemble de données quantiqﬂe, ol
i) € c¥, 0 < pi<letd  pi= 1. (Si jamais les états quantiques sont équiprobables
alors on a pour tout état |4;) que sa probabilité a priori p; = l.) :

Sortie : une description classique de la matrice de densité p = Z¢—1pz|¢z><wz|

But : mazximiser la fidélité entre la reconstruction Pguess €t la vrate matrice de' densité

'ptrue, avec dans le cas idéal Fid(pgu;ss,ptrue)' =1.

.Supposons par exemple que 'ensemble de données D, est composé d’un seul état
pur thr;e). La fidélité moyenne espérée qui peut étre atteinte entre la reconstruction de
1’état, que nous nommons [¥guess), et le vrai état'|1/1tr‘ue) est foncfion de la dimension de .
I’état et du nombre de copies dont nous disposons. Dans le cas ou nous n’avons aucune

connaissance a prior: sur état, la formule exacte [108] est

s+1

—_— Nl V
5+ 2d (6.18)

. Fidopt(lwguess>a W}true)) =

ol s est le nombre de copies de I’état dont on dispose et 2¢ la dimension de 'espace de

Hilbert dans lequel lequel Iétat vit.

Lemme 6.3 (Nombre de copies requises pour une tomographie précise). Afin d’atteindre
une ﬁdelzte raisonnable de la reconstruction, un nombre ezponentiel de copies par mpport

a d, le nombre de qubits ou I’état est défini, est nécessaire.

Démonstration. Supposons en effet que I’ensemble de données D,, contienne un seul état

pur |tire) dont on a aucune connaissance préalabie. De part la formule 6.18, il faut un
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nombre de copies eiponentielle par rapport d le nombre de qubits, car la dimension de

I'espace de Hilbert est elle-méme exponentielle en d. Ainsi si nous disposons d’un nombre

de copies qui est moins que 2%, on observera Fid(|Yguess ) |¢m;e)) < 1. ' O

Corollaire 6.10. La tache d’estimation de densité appartient & la classe d’apprentissage
Loe% ‘ ‘
-qu .

En pratique, si jamais la dimension d est petite et que's le nombre de copies est large,
l”approche tomographique permettra de générer une description classique des états de ‘
qualité raisonnable. Cependant dés que d devient de taille moyenne ou large, ie cot de
cette méthode devient en général trop prohibitif?!. La situation empire encore lorsque
I'état a tomographier est un mélange statistique (au lieu d’étre un état pur) car le nombre
d’entrées de la matrice densité a estimer est de 'ordre de O(4%) (du fait QUe'la matrice

densité soit de taille 2¢ par 2¢).

Réduction 6.6 (Réduction de la classification binaire & Iestimation de densité). Etant
donné un oracle gui permet de Tésoudre la tdche d’estimation de densité, il est possible

de lutiliser pour réduire la tache de classification binajre & ’estimation de densité.

Démonstration. L’idée principale de la’ réduction est de tout simplement séparer ’en-
semble de données quantique D, en deux sous-ensembles disjoints (un pour la classe
positive et un pour la classe négative). On appelle ensuite 1’oracle sur chacun‘ des sous-
ensembles de maniére & obtenir la description des matrices densité de p— et py. A partir
de ces descriptions, nous pc;uyons calculer analytiquement.la mesure de Helstrom qui per-
met de distinguer de maniére optimale les deux classes p— et /;+. Le cofit de la réduction
est de faire deux appels a I'oracle pernietta_nt de faire I'estimation de densité, soit globa-

lement un coit de @(Qd) copies pour chaque état quantique de Dy,. O

Vs

Réduction 6.7 (Réduction de la catégorisation & I'estimation de densité). Etant donné
un oracle qui permet de résoudre la tiche d’estimation de demsité, il est possible de

[utiliser pour réduire la tache de catégorisation & l'estimation de densité.

‘

1Une exception pourrait étre de disposer @ priori d’une connaissance précise sur la forme que peut
prendre cet état. Dans ce cas-1a, 1l est possible qu'il puisse étre ciblé et le reconstruit précisément avec
‘beaucoup moins de copies que nécessaire dans le cas général.
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Démonstration. L’oracle d’estimation de densité peut étre appelé n fois pour produire
la description classiqﬁe de chacun des états |y;) € Dn. A partir de ces descriptioné,
" nous pouvons calculer analytiquement et de maniére exacte la fidélité entre chaque paire
d’états de l’ensembleAde données D,. Ensuite, nous pouvons utiliser un algorithme de
catégorisation tel que I'algorithme des k-médianes (classique) en qui prend en entrée cette

information (comme dans la section 6.3.1). Le cofit de cette réduction sera de 0(2%) copies ‘

pour chaque état de D,,. ' : O

Réduction 6.8 (Réduction de la réduction de dimensionnalité a I'estimation de densité).
Etant donné un oracle qui permet de résoudre la tiche d’estimation de densité, il est

possible pour réduire la tache de réduction de dimensionnalité & I'estimation de densité.

ADémonstmtion. La preuve de cette réduction est rel'ativern‘ent directe. Il suffit de com-
mencer par appeler 'oracle permettant de résoudre l'estimation de densité sur D, pour
obtenir une descripﬁon classique de p = > 7, pili |- A partir de cette deécription
de p, nous pouvons ensuite appliquer directement dessus la compression de Schumacher.
Cette réduction fait un seul appel a 'oracle permettant de résoudre P’estimation de den-
sité et demandera donc un nombre total de copies de I'ordre de ©(2¢) pour chaque état’

quantique. ’ “ ' » o ]

/ Pour résumer, l'estimation de densité est une btache trés coiiteuse en terme de res-
sources car elle demande un nombre de copies de chaque état quantique de ©(2%) dans le

_ cas général. 1l s’agit pourtant d’une primitivé d’apprentissage trés générique car elle peut
servir a la réductibn’ a d’autres taches telles que la classification binaire (réduction 6.6), la -
catégorisation (réduction 6.7j ou encore la réduction de dimensionnalité (réduction 6.8).
~ Autrement dit, comme elle permet d’'obtenir une connaissance comﬁléte des états quan-
tiques, elle peutvétre vu comine la tiche d’apprentissage la plus générale. Ceci reste vrai’
dans I'apprentissage machine classique, ou étant donné un bon estimateﬁr de densité, il
est généralement possible de I'utiliser pour résoudre a peu pres toutes les autres taches

d’apprentissage, quelles soit supervisées ou non-supervisées.
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6.4 Discussion et perspectives futures

Le tableau 6.1 réc‘apitul.e les cofits d’entrainement /apprentissage et de classification
“des différentes taches et réductions d’appfentissage vues dané ce chapitre. Dané le cas
de I’apprentissage supervisé, la classification binaire est la principale primitive d‘appfen-
tissage car la version pondérée et multiclasse de la classification peuvent s’y réduire via.
I'oracle de H_elstrorh. En apprentissage non-supervisé, 'estimation de densité semble étre
la tache d’apprentiséage la plus générique mais en contrepartie elle requiert un nombre
de copies de chaque état de I'ensemble de données qui est exponentiel dans le nombre de
qubits d sur lesquels ils sont définis (classe d’apprentiséage L?ue(zd) ). La catégorisation
peut par contre étre réalisée avec un nombre de copies de chaque état de I’ensemble de
données quantique Dy, qui est linéaire en n (classe d’apprentissage L?ue(") ). Il reste méin—
tenant & trouver des _appliéat‘ions en théorie de la détection et de I'estimation quantique

ou la catégorisation pourra étre utile.

Tache d’apprentissage Cout d’entrainement | Cout de classification
~Classification binaire O(tbin) o(1)

Estimation de la probabilité

d’appartenance & une classe : ‘

(réduction par oracle de Helstrom) | ©(tpn) =~ o(1)

Classification binaire pondérée : .

(réduction par oracle de Helstrom) | O(ty,) -~ - o(1)

(costing réduction) O(Ttpin) o(T)

Classification multiclasse _

(identification par C-SWAP test) O(c) O(cn)

(réduction du type une-contre-tous) | O(ktpip). o(k)

(réduction du type arbre binaire) | O(tpinlogk) "O(logk)

(Pretty Good Measurement) inconnu . o)

(Borne sur lerreur du PGM) O(n) o non applicable

Catégorisation O(n) non applicable

Réduction de dimensionalité 0(29) ‘non applicable

Estimation de densité | (2% non applicable

TAB. 6.1 — Tableau résumant les cotuts d’entrainement et de classification des différentes
taches-quantiques d’apprentissage présentées dans ce chapitre. - '
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6.4.1 Algorithmes quantiques de classiﬁcatioq'

En pratique, l'oracle de Helstrom va étre implémenté par un algorithme d’appren-
tissage quantique, qui a pértir d’un nombre fini de copies de chaque état de ’ensemble
d’entrainement, va produire en sOrtié un POVM f jouant le réle d’un classifieur binaire.
Contrairement & P'oracle de Helstrom, cet algorithme n’a paé besoin d’étre optitmal au
niveau de 'erreur de classification tant qu’il a une précision non-triviale, qui est meilleure
de simplement faire une prédiction aléatoire sur la classe d’un état quantique inconnu.
‘Méme dans ce cas-13, la plupart des réductions présentées dans ce chapitre vont fonctibn—
_ner bien que P’erreur d’entrainement globale du classifieur généré sera sﬁrementkamoindrie
a cause de la non-optimalité du POVM construit. Coﬁcevoir un algorithme d’apprentis-
sage jouant le role de l'oracle de‘Helstrdm permettra aussi d’estimer explicitement le
nombre minimum de copies ty;, de chaque état de 1’ensemble d’entrainement qui est

nécessaire pour mener A bien la classification binaire.

Conjecture 6.1 (Possibilité de réaliser la classification binaire avec un nombre polyno-
mial de copies). Il est possible d’apprendre un POVM f qui jouera le réle d’un classifieur
binaire précis 4 partir d’un ensemble de données quantique Dy, qui contient un nombre

polynomial en n de copies de chague état (soit‘D'n S L?ue(poly("))).

Parmi les pistes possibles pour construire expliciteient 'l’a,lgorithxhe d’apprentissage
se trouve le développement de variantes quantiques de ID3 [160] et de AdaBoost [89).
Ces variantes quantigques exploiteraient respectivement, la relation entre l’eﬁtropie de
Shannon et ’entropie de von Neumann et la éimilarité entre les notions de classifieur

faible et de mesure faible.

6.4.2 Généralisation

Tout 'essence de 'apprentissage machine est d’apprendre & partir d’observations sur
des expériences passées afin de pouvoir généraliser a des situations non rencontrées aupa-
ravant. Pour 'instant dans le monde quantique, nous nous sommes surtout concentrés sur
" la tAche de classifier correctement des états de l'ensemble d’entrainement D, mais nous
n’avons pas discuté comment cette approche peut généraliser sur des éta,ts qué,htiques
non observés auparavant. Une maniére naturelle de dire qu’un classifieur f, représenté

sous forme de POVM, généralise est s’il est capable de reconnaitre la classe d'un état
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quantique qui est proche d’un état de I’ensemble d’entrainement mais sans étre identique
exactement. La distance euclidienne entre deux états purs est une mesure de distance

entre états quantiques qui peut étre définie de la maniére suivante.

Définition 6.20 (Distance euclidienne entre états purs [30]). La distance euclidienne

rentre deux états purs [|¢) = Zle ;i) et |¢) = 2f=1 Bi |1) est définie comme

Distra(|9),18)) = /Sty o — B2 |

Befnsﬁein et Vazif_ani ont prouvé que si deux états purs |¢) et |¢) de méme dimension
sont & une distance euclidienne de €, la méme mesure fait sur les deux états génere des
échantillons provenant de deux distributions ayant pour distance totgle de variation entre |
les deux distributions au plus 4e. Autrefnent dit, si deux états sont proches en terme de
leur distance euclidienne cela donne une indication qu'un POVM f jouant le role de
classifieur feré avec une bonne probabilité la méme prédiction concernant la classe des
deux états. _ ‘

Parmi les travaux futurs dans ce modele de I'apprentissage machine sur de I'infor-
métion quantique se _Itrouvent la formalisation de la notion d’erreur de test et d’erreur
de généralisation, ainsi que I’étude des différents modeles de bruit classique et quantique
(voir par exemple la section 8.3 de [152] pour différentes formes de bruit quantique) et

comment ils affectent la robustesse des algorithmes quantiques d’apprentissage.

6.4.3 Mise au point d’ensembles de données quantiques

L’apprentissage machine - est un' domaine ou il est important de valider
expérimentalement la performarnce d"un algorithme et de la comparer a celle d’autres
algorithmes existants. Classiquement,. de nombreux répertoires d’ensembles de données
sont publiquement disponibles dont le répertoire de Puniversité de Californie & Irvi'ne22
(abrégé en anglais UCI repository) et la base de données de reconnaissance de caracteres
MNIST23. Quantiquement, une fois que plusieurs algorithmes d’apprentissage auront
été mis au point, il'eét impbrtant de tester expérimentalement 1’erreur obtenue ﬁar ces

algorithmes d’apprentissage sur des ensembles de données quantique représentant des ‘

situations réalistes qu’un expérimentateur pourrait rencontrer dans son laboratoire. Je

2http://archive.ics.uci.edu/ml/
23http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
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ne suggere pas de créer physiquement‘ces ensembles de données mais plutét de mettre
en libre acceés a.upfés de la communauté leurs descr'iptions classiques afin que n’importe
qui le souhaitant puisse les utiliser directement a partir de son langage de programma-
tion ou son simulateur classique préféré. Un exemple de deux classes possibles pourrait
étre par exemple états intriqués (classe positive) et états séparables (classe négative). De
plus, beaucoup de scénarios rencontrés en cryptographie quantique péuvent se reformuler
comme un probléme de classification ol I’espion essaye de maximiser sa probabilité de

deviner correctement la classe de 'état qu’il a intercepté.



" CHAPITRE 7
CONCLUSION

Quelles sont les connections possibles entre la physique, linformation et l'apprentis-
sage ? Cette question résume bien la problématique générale de I’apprentissage quan-
tique. Tout cdmme I'informatique quantique, le domaine est encore jeune mais il grandit
et mirit au fur et a mesure que de nouvelles interactions entre l’informatiqué quan-
tiqu_é et 'apprentissage machine sont explorées. D’un coté, I'informatique quantique offre
un nouveau paradigme de calcul qui permet d’accélérer certains algorithmes d’apprentis-.
sage. De l'autre c6té, 'apprentissage machine permet de raisonner sur certains problemes
quantiques comme étant des taches d’apprentissage et donc d’amener des idées issues de-
'apprentissage pour aider & les résoudre. Cette these a fait progresser l'apprentissage

quantique a travers trois contributions.

7.1 Premiére contribution : tour d’horizon de ’apprentissage quantique

La premiére contribution est d’avoir- définie [ ’a;bprentz'ésage quantique et donn‘e’e un
tour d’horizon du domaine (chapitre 4). Bien que I'informatique quantique et l’appren-
tissage machine semblent étre a priori deux domaines tres différents, nous avons vu dans
cette these qu’ils se sont rencontrés et ont interagi de multiples fois par le passé. L’appren-
tissage quantique est le domaine qui est né des différentes reﬁcontfes entre 'informatique
quantique et apprentissage machine. Les travaux en apprentissage'quantique présentés
dans I’état de D’art sont : ‘

— les travaux en théorie calculatoire de l’apprentissage (section 4.2) comparant ’ap-
prentissage quantique et classique dans le modele PAC et le modéle'd’apprentissage
exact a partir de requétes. _ ‘ ‘

~ les variantes quantiques d’algorithmes d-’apprentiésage (séction 4.3) dont les réseaux
de neurones quantiques, la quantisation de ’entrainement des machines a vecteurs '
de support et la version quantisée d’un algorithme d’apprentissage par renforce-
ment. |

— un algorithme classique de catégorisation puisant son inspiration dans la mécanique
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quantique (section 4.4).
des bornes en complexité de la communication quantique s’appuyant sur des notions

d’apprentissage machine (section 4.5).

Lestimation de systémes et de processus quantiques (section 4.6) utilisant des tech-
‘ niques standards d’estimation de densité.

un colcul bayésien pour mettre & jour motre connaissances des matrices densité

(section 4.7). |
des cryptosystémes basés sur des problémes d’apprentissage considérés difficiles
m_émé pour un ordinateur quantique (section 4.8).

apprendre a généraliser sur ‘des POVMs (section 4.9).

Deuxiéme contribution :-quéntisation -d’algorithmes d’apprentissage

non-supervisé

La deuxiéme contribution de cette thése concerne ’exploration d’une voie de recherche

trés peu considérée auparavant, celle de la quantisation d’algorithmes d’apprentissage

non-supervisé (chapitre 5). La quantisation d’un algorithme d’apprentissage classique

" consiste & remplacer certaines parties de l’algorithme par des sous-routines quantiques

afin d’obtenir une accélération ou de sauver sur le coit de communication dans le cas

d’une situation d’apprentissage distribuée. Les principales avancées apportées concernant

cette direction de recherche sont :

1. Bris de la boite noire (section 5.3.3) : un apport important de ma recherche est

de s’étre détaché du paradigme de la boite noire, qui est usuellement considéré en

informatique quantique. Ala place, j’ai décrit une construction ezplicite permet-

tant a partz‘f de la description classique d’un ensemble de données de produire un
circust quantiqu.e qui peut étre interrogé en superposition a 'intérieur d’algorithmes
d’apprentissage. Le jdur ou un ordinateur duantique de taille raisonnable sera phy-
siquement disponible, cette “recette” poufra étre utilisée pour produire un circuit

quantique encodant un ensemble de données classique.

Algorithmes quantiques d’apprentissage non-supervisé (sections 5.5, 5.6
et 5.7) : en utilisant des variantes de l'algorithme de Grover, nous avons pu quan-

tisé les algorithmes de catégorisation divisive, des k-médianes (version standard et
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distribuée), de construction d’un graphe de voisinage, de détection d’anomalie.s*‘et
d ;im'tz'alisation “intelligente” des centres des catégories. Pour toutes ces versions
quantisées, nous avons obtemi des gains significatifs par rapport aux contreparties
classiques. De plus, les sous-routineés et outils quantiques développés sont suffisam-
ment génériques pour étre utilisés afin de quantiser d’autres algorithmes d’appfen—

tissage (comme les méthodes de voisinage en apprentissage supervisé).

| Limites et perspectives futures (section 5.8)‘: comme toutes les sous-routines quantiques
développées dans cette these sont basées sur des variantes de l’algorithmé de Grover, le
gain obtenu par rapport 4 la version classique est au mieux quadratique. Afin de dépasser
la “barriere de Grover”, il est nécessaire de développer des algorithmes d’appréntissage
se basant sur d’autres techniques algorithmiques telles que les marches aléafoires et les
chaines de Markov -quantiques, ou encore d’a.dopter un paradigme de calcul différent
" comme celui du calcul adiabatique et du. modele basé sur la mesure. De plus, comme
“la plupart des algorithmes quantisés présentés dans cette thése sont des algorithmes de
catégorisation, il est ﬁaturél‘ de vouloir étendre la méme approche de quantisation a
d’autres tiches d’apprentissage non-supervisé comme la réduction de dimensionnalité ou
Pestimation de densité. Finalement, la miéeau point de bornes inférieures permettrait

de caractériser la difficulté intrinseque des différentes situations d’apprentissage.

7.3 Troisieme contribution : apprentissage machine dans un monde

quantique

La troisieme contribution de cette thése (chapitre 6) ‘est le développemeht “de
Panalogue de l'apprentissage machine dans un monde ou ensemble de données est com-
posé d’états quantiques, et non plus d’observations classiques sur des objets classiques.
Ce changement de situation d’apprentissage a un impaCt important sur le processus
d’apprentissage'et_ses limitations. Les principaux avancements cOncefnant cette voie de

recherche sont :

1. Apprentissage machine sur un ensemble de données quantique (sec-
tion 6.1) : en reformulant certains problémes de la théorie quantique de la détection
et de l'estimation en taches d’apprentissage, nous avons vu qu'il devient possible

d’utiliser des notions d’apprentissage machine, telles que les réductions d’appren-

N
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tissage, pour aider 4 résoudre ces problémes. Les concepts d’ensemnble de données
quantique, de classe d’apprentissage, de réduction d’apprentissage et de matrice de
stmilarité ont été définis car ils constituent les éléments de base de 'apprentissage

sur de l'information quantique.

2. Classification quantique (section 6.2) : en apprentisszige-supervisé' quantique,
la classification binaire est la principale primitive d’apprentissage. En effet, étant
donné 'accés & un oracle de Helstrom dui permet de résoudre cette tache, nous
pouvons aussi résoudre efficacement les versions pondérée et multiclasse de la clas-
sification. Différentes réductions, ayant chacunes des coiits d’entrainement et de
classification différents; ont été définis.

3. Apprentissage non-supervisé quantique (section 6.3) : en apprentissage non-
supervisé, la fidélité semble étre la mesure quantique clé pour évaluer le succes des
‘versions quantiques de la catégorisation, la réduction de dimensionnalité et l'esti-
mation de densité. La tache de catégorisation peut étre réalisée efficacement avec
un nombre linéaire de copies de chaque état de ’ensemble d’entrainement alors que
I’estimation de 4densité, bien qu’étant une tache d’apprentissage plus générique (car
elle peut se réduire a la plupart des autres tiches), requiert un nombre exponentiel

de copies des états quantiques.

Lihites et perspectives futureé (sectidn 6.4) : 'oracle de Helstrom est un construction abs-
traite qui en pratique sera irﬁplémentée par un algorithme d’apprentissage. Une question
fondamentalé est donc de construire des d’algorithmes d’apprentiésage performants (en
terme de la quantité d’information consommée et du temps de calcul) pour la téche de
classification binaire qui peuvent jouer concrétement le réie de 'oracle de Helstrom. En-
suite, ces algorithmes vont &tre évalués sur des ens.emblés de données quantique standard .
qui eux éussi restent & créer. D’autres travaux futurs concernent 1’étude et la forma-
lisation de Derreur de généralisation .et du bruit dans ce nouveau modele, ainsi que le
. développement de nouvelles réductions entre des taches d’apprentissageunantiques et

certaines primitives de la théorie de I'information quantique. -
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