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Résumé

L’éclatement est une transformation jouant un role important en géométrie, car il permet de
résoudre des singularités, de relier des variétés birationnellement équivalentes, et de construire des
variétés possédant des propriétés inédites. Ce mémoire présente d’abord I’éclatement tel que développé
en géométrie algébrique classique. Nous I’étudierons pour le cas des variétés affines et (quasi-)projectives,
en un point, et le long d’un idéal et d’une sous-variété. Nous poursuivrons en étudiant I’extension de
cette construction a la catégorie différentiable, sur les corps réels et complexes, en un point et le long
d’une sous-variété. Nous conclurons cette section en explorant un exemple de résolution de singula-
rité. Ensuite nous passerons a la catégorie symplectique, ot nous ferons la méme chose que pour le
cas différentiable complexe, en portant une attention particuliere a la forme symplectique définie sur
la variété. Nous terminerons en étudiant un théoreme dii a Francois Lalonde, ou I’éclatement joue
un role clé dans la démonstration. Ce théoreme affirme que toute 4-variété fibrée par des 2-spheres
sur une surface de Riemann, et différente de S? x S?, peut étre équipée d’'une 2-forme qui lui confeére
une structure symplectique réglée par des courbes holomorphes par rapport a sa structure presque
complexe, et telle que l'aire symplectique de la base est inférieure a la capacité de la variété. La
preuve repose sur l'utilisation de I’éclatement symplectique. En effet, en éclatant symplectiquement
une boule contenue dans la 4-variété, il est possible d’obtenir une fibration contenant deux spheres
d’auto-intersection -1 distinctes : la pré-image du point ou est fait I’éclatement complexe usuel, et
la transformation propre de la fibre. Ces dernieres sont dites exceptionnelles, et donc il est possible
de procéder a l'inverse de I'éclatement - la contraction - sur chacune d’elles. En 'accomplissant
sur la deuxieme, nous obtenons une variété minimale, et en combinant les informations sur les aires

symplectiques de ses classes d’homologies et de celles de la variété originale nous obtenons le résultat.

Mots Clés : Géométrie algébrique classique, éclatement réel, éclatement complexe, éclatement sym-

plectique, éclatement le long d’une sous-variété.
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Abstract

The blow-up is a transformation which plays an important role in geometry, because it can be
used to resolve singularities, relate birationally equivalent varieties, and construct varieties with new
properties. This thesis first presents blowing-up as developped in classical algebraic geometry. We
will study it in the case of affine and (quasi-)projective varieties, on a point and along an ideal and
a subvariety. Then a discussion about its extension to the differential category will be carried out,
over the real and complex fields, on a point and along a submanifold. An example of a resolution
of singularity will then follow. Subsequently we will discuss blowing-up in the symplectic category,
where we will do the same as for complex manifolds, paying careful attention to the symplectic form.
To conclude, we will study a theorem by Francois Lalonde, where the symplectic blow-up plays a
major part in proof. This theorem states that any 4-variety fibered by 2-spheres over a Riemann
surface, and different than S? x S2, can be equiped with a 2-form giving it a symplectic structure
ruled by curves that are holomorphic with respect to its almost-complex structure, and such that the
symplectic area of the base is smaller that the capacity of the variety. In the proof, we blow up a ball
in the 4-variety, and obtain a fibration containing two distinct spheres with a self-intersection equal
to -1 : the pre-image of the point where the usual complex blow-up is done, and the proper transform
of the fiber. These two are exceptional, so it is possible to do the inverse operation - the blow down -
on each of them. By blowing down the latter, we get a minimal variety, and by combining information
about the symplectic area of its homology classes and of those of the original variety, we obtain the

result.

Keywords : Classical algebraic geometry, real blow up, complex blow up, symplectic blow up,

blow up along a submanifold.
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Introduction

L’éclatement est 'outil principal permettant de résoudre les singularités d’une variété algébrique.
C’est a dire qu’il est possible dans certains cas, en éclatant une variété un nombre fini de fois, d’en

obtenir une qui soit birationnellement équivalente et libre de singularités.

(a) (b)

FIGURE 1 — (a) Courbe dans le plan A? avec singularité & Dorigine. (b) Eclatement de la courbe

précédente a l'origine, dans un ouvert dense de A? x P!

La preuve que toute singularité est résoluble dans le cas d'une courbe est connue depuis plu-
sieurs siecles. Les mathématiciens Oscar Zariski et Shreeram Shankar Abhyankar avaient réussi vers
le milieu du 20e siecle a donner la preuve pour le cas des surfaces et 3-variétés définies sur des corps
de caractéristique arbitraire. C’est dans les années 1960 que Heisuke Hironaka, en se basant sur
I’éclatement, élabora une preuve pour les variétés algébriques de dimensions plus élevées, sur des
corps de caractéristique nulle, ce qui lui valu la médaille Fields en 1970. Le cas des caractéristiques

positives pour les variétés de haute dimension est un probleme ouvert.

Une variété lisse est dite symplectique si elle peut étre équipée d’une 2-forme fermée et non-
dégénérée. Dans une fibration cotangente, cela est équivalent a imposer que la trajectoire d’une

particule respecte les lois de la mécanique classique. Comme une forme symplectique existe dans
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bien d’autres variétés, cette branche des mathématiques est une généralisation de la dynamique
classique, et dépasse le cadre de la physique, pour permettre de faire avancer les connaissances en
géométrie moderne.

Dans cette catégorie, il est nécessaire d’adapter la notion d’éclatement afin que la variété qui en
résulte possede une forme symplectique qui soit bien définie et la plus naturelle possible. En effet,
considérons 'espace complexe C" et ’espace projectif CP"~! avec leurs formes symplectiques stan-
dards respectives wy et 7. L’éclatement C™ de C" & Porigine est un sous-ensemble de C* x CP" 1,

donc nous avons les projections naturelles :

RN
cr cprt

Nous avons que la 2-forme 7wy est symplectique sur le complément de la pré-image de l'origine, et
71 est une bijection dans ce domaine. En revanche, elles ne possedent pas ces propriétés sur 7, (0).
Ce dernier est isomorphe & CP" ! par la projection 7y, donc peut étre équipé de la méme forme
70. L’éclatement ne peut pas étre simplement (C" \ 77 (0), 7*wo) | J(CP™ ', 7y) car cette structure
symplectique n’est pas continue.

I1 est intéressant de noter que 1’éclatement symplectique, lorsque bien défini, résulte en une diminution
du volume de la variété, et correspond a l'extraction de l'intérieur d’'une boule et a la réduction de
sa frontiere par I'application de Hopf. Ceci implique que ce n’est pas un point qui est remplacé par
I’espace projectif, mais un voisinage du point. Cela constitue a premiere vue une divergence par
rapport a l'idée de résolution de singularité, et jusqu’a récemment il n’y avait pas de définition ou de
méthode standard relatives a une ”singularité symplectique” (cf. Conclusion), par conséquent cette

construction a été appliquée principalement pour découvrir de nouvelles variétés.



Chapitre 1

L’éclatement en géometrie algébrique

classique et en géométrie différentielle

1.1 Rappels

Soit K un corps algébriquement fermé, A™ ’ensemble de tous les n-tuples (ay,...,a,) d’éléments

de K, V{F;}ic1) = {x € A"|F;(z) = 0,Vi € I}. La fermeture d’un ensemble U sera notée U.

Définition 1.1. Un espace projectif sur K, noté P", est ’ensemble des classes d’équivalence des
(n+1)-tuples d’éléments pas tous nuls de K, ou (ag, ..., a,) ~ (bo, ..., b,) ssiil existe A € K, tel que

(bo, c. 7bn) = ()\ao, . 7)\G,n).

La classe d’équivalence de (ay, ..., a,) est représentée par [ag : ... : a,| dans le systeme de coor-

données homogenes, et les classes sont les points de P".

Les ouverts U; = {[zg : ... : x,] € P" | 2; # 0} recouvrent P". Ils sont associés a une carte af-

fine car ils sont isomorphes a A"™.

Définition 1.2. Une variété projective dans P™ est I’ensemble des zeros communs d’un ensemble

arbitraire de polynémes homogenes a n + 1 variables.

Les ensembles fermés de la topologie de Zariski sur P" sont par définition les variétés projectives.

Définition 1.3. Une variété quasi-projective est un sous-ensemble localement fermé de P”, considéré

avec la topologie de Zariski induite par P”".

L’ensemble de ces dernieres inclut les variétés affines et projectives.
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Soient L= {(ta,...,ta,) | t € K} une droite dans A™ passant par p = (0,...,0), X C A" une
variété affine donnée par le systeme F; = ... = F, = 0. L’ensemble X N L est donné par les équations
Fi(tay, ... ta,) = 0, pour i = 1,2,...,r. Les points d’intersection sont donc les racines communes,
et comme nous avons affaire a des polynomes en une seule variable, ces racines sont celles de leur

pged, qui sera de la forme cIl(t — a;)".

Définition 1.4. La multiplicité de X N L a 'origine est 'exposant de la plus grande puissance de t

qui divise tous les polynomes Fj(tay,...,ta,) = 0.
La multiplicité est indépendante du choix des générateurs correspondants a la variété.

Définition 1.5. Soit X C P" une variété quasi-projective. Une fonction ¢ : X — K est dite réguliere
au point x € X §'il existe un voisinage U C X de z, et des éléments homogenes f et g € K|xo, ..., x,]
tels que deg(f) = deg(g), g(y) # 0, Yy € U, et ¢|, = f/g. Si ¢ est réguliére pour tout point de X,

alors elle est dite réguliere sur X .

Définition 1.6. Soit X une variété quasi-projective, et x € X. L’anneau local de x sur X, noté O,
est 'ensemble des paires (U, ¢), ot U est un ouvert de X contenant z, et ¢ est réguliere sur U, avec

la relation d’équivalence (U, ¢) ~ (U’,¢') si ¢ = ¢ sur UNU".
L’ensemble des éléments de O, qui s’annulent en = est un idéal maximal noté m,.

Définition 1.7. Une variété quasi-projective X est non-singuliere en x € X si O, est noetherien
avec corps résiduel ¢ = O, /m,, et dim. m, /mi = dim O,, ou le premier terme est la dimension de
m,/m2 comme espace vectoriel sur ¢, et le second est la dimension de Krull de 'anneau local en .

Sinon X est singulier en x. La variété est non-singuliére si tous ses points sont non-singuliers.

Proposition 1.8. Si O, remplit les conditions de la définition précédente, alors dim, m,/m2 > dim

O,, Yz € X [Hart].

1.2 Eclatement

1.2.1 Eclatement d’un point dans A"
Soit A" := {(z,1) € A" x P! | z €[} C A" x P"!. L’éclatement de A" en 0 est par définition
A" avec la projection naturelle sur A",
T Ar — A™,

(z,]) — x.
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Propriété 1.9. A™ est une variété quasi-projective.

Démonstration. Premierement montrons que P x P" est une variété projective. L’'image de P™ x P"
par le plongement de Segre ¥ — P(M+D+D=1 o5t donnée par X([zg @ ... : Ty, [Yo & - 1 Yn)) = [200 :
201 et Zmn), OU 25 = x;y;. On constate que chaque colonne de la matrice (z;;) est une multiple de
chaque autre, ce qui entraine que cette matrice est de rang 1. Donc I'image de X est contenue dans
I’ensemble défini par 'annulation du déterminant des sous-matrices 2 x 2. Soit une variété projective
dans P+ +D=1 définie par V({2i2m — 2a2k; | 0 < i,k <met 0 < 5,1 < n}. Ceci revient a dire que
la matrice (z;;) est de rang 1 - car elle n’est pas nulle - et donc qu’elle est le produit d’une matrice
(m+1) x 1 avec une matrice 1 x (n+ 1), toutes deux non nulles. Ainsi, (z;;) C Im 3. Par conséquent
Y(P™ x P™) est une variété projective que nous notons P x P™.

En identifiant A™ a {[1 : 1 : ... : @] | z1,...,2, € K} C P™ nous obtenons que l'image de A™ X

P! par X est définie par (P™ x P™)\V (200, 201, ---, Zo(n—1)). Donc A™ x P! est une variété quasi-

projective.

Un point (21, ..., z,) € A™ est contenu dans la droite [ = [y; : ... : y,] € P* 71 ssi ayy; — x5y, = 0,Vi et
j. Donc les points (1, ..., Tn; Y1 : - : Yp) de A" x P71 satisfont ces équations et Am = V(xy; — xjy;
| 1 <i,7 <n). L’énoncé suit [SKKT]. O

Propriété 1.10. 7 est un morphisme projectif birationnel et A \ 7(0) est isomorphe & A™ \ {0}.

Démonstration. Nous avons que A" X P" 1 = {[xoyo : Zoy1 = ... 1 Tglr = -+t TnYne1)] | 2ij 20— Zaznj =
0,V 4,7}, ol z;; = x;y; et xp = 1, tel que vu ci-dessus. Soit 7 : A" x P"! — A™ tel que dans
Pouvert Uy = {{yo :y1 ¢ -+t Zn¥-n)) | % Z 0}, @' ([yo t 1+ ot nYn—n)]) = Wi t 1y - @s] =
[1:2y:...:2,]. L’application 7" est clairement un morphisme de variétés quasi-projectives, et étant
sa restriction & A”, 7 est un morphisme projectif.

Soit P = (1, ...,2,) € A" tel que z; # 0 pour une certaine valeur dei. Si Px [y : ... : y,] € 77 1(P),
alors y; = (x;/x;)y;,Vj, et par conséquent [y; : ... : y,| est uniquement déterminé comme point de

P(=1_ Ainsi 7—!(P) consiste en un seul point. De plus, I'application

A™\{0} — A",
(1, ooy @) > (T1, o T e Ty),
définit un morphisme inverse a m, donc cette derniere est également birationnelle [Hart]. O

Propriété 1.11. 77 1(0) est isomorphe & P"~ .
Démonstration. 7=1(0) = {{0} X [y1 : . i yn] | [y1 1 ot yn) € PP} O

771(0) est appelé diviseur exceptionnel, noté E.
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Propriété 1.12. A" est irréductible.

Preuve. Soit [ une droite dans A" passant par I’origine, représentée paramétriquement par {(ait, ..., a,t)
|t € K,3i t.q. a; # 0} et soit I = 7 1(I\{0}), représentée par {((ait,...,ant);[a; : ... : a,]) |
t € K\ {0}}. La fermeture de cette derniere, I/, croise 7~1(0) au seul point ((0,...,0);[ay : ... : ay)]).
Comme chaque point de 771(0) est contenu dans un I’ € A", A"\ {7 1(0)} est dense et irréductible

[Hart]. O

Définition 1.13. Soit X C A" une variété algébrique affine et p € X. L’éclatement de X en p est
Pensemble X = 7-1(X \ {p}) C A™ obtenu en éclatant p dans A", avec la projection naturelle 7

restreinte a X.

La projection 7 restreinte & X \ 77%(p) est un isomorphisme, car sa restriction & A" \ 7~'(p) en est

un.

Exemple 1.14. Considérons I'éclatement de la courbe cubique V = V(22 — 22(x¢ + 1)) C AZ en 0.
1 0

La projection 7 est définie par

A2={(z,]) e A2x P! | z €1} — A?

(z,]) —> x.

Soit P = {[yo : 11] | vo,y1 € K,y ou y; # 0}. L’éclatement de A? en 0 est 'ensemble V(zu — ty) C
A? x P'. L’espace P! est recouvert par deux ouverts affines, P! = Uy U U;. L’éclatement est aussi
recouvert par deux ouverts tels que A2 C A2xP! = (A2 xUy)U(A2 x U, ). Examinons Pensemble A% x Uy
en posant yo = 1. Nous avons que 7~ (V) N (A% x Uy) = V(22 — x3(xo + 1), 21 — woy1) = V(23 (y? —
x —1),x; — zoy1). Nous obtenons donc deux composants irréductibles : la courbe {(0,0) x [1 : y] |

y1 € K) CE, et V(yy — o — 1,21 — zoy1) = V. Ce dernier croise E aux points 3, = +1 [Hart].

1.2.2 Eclatement le long d’un idéal dans A"

Définition 1.15. Soient Fy,..., F, € K[X], ou X est une variété algébrique affine, et soit I I'idéal

qu’ils génerent, que nous présumons propre et non-nul. L’éclatement de X le long de I est le graphe

B={(z,F(x)) | € U} C X x P! de l'application rationnelle

F:X --»Pr Y
x+— [Fi(z) ;... : F(x)],

ol U est un sous-ensemble ouvert et dense de X, avec la projection naturelle 7 : X x Pr=! — X

restreinte a B. On dénote cet éclatement par Br(X).
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Soit Y = V(Fy, ..., F,). La projection 7 restreinte & Br(X)\ 771(Y") est un morphisme de variétés

quasi-projectives dont l'inverse est

X\Y — Bj(X),
x+— (z,[Fi(z) : ... : Fp(2)]),

qui est bien défini car les fonctions F; ne s’annulent pas simultanément sur un quelconque point de
X \ Y. Comme ce dernier et Br(X) \ 7~!(Y) sont des ouverts denses nous obtenons que Br(X) et

X sont birationnellement équivalents.

Cette construction ne dépend que de I et non des générateurs de celui-ci.

Définition 1.16. Soit Y une sous-variété de la variété algébrique affine X. L’éclatement de X le
long de la sous-variété Y est I'éclatement le long de l'idéal radical I(Y) = {f € Klzo,...,xn-1] |
f(z) =0,Vx € Y}, que nous dénotons By (X).

Si une sous-variété Z intersecte Y, nous appelons 'ensemble 7=1(Z \ Y) la transformation propre

de Z, et I'ensemble 771(Z) la transformation totale de Z.

1.2.3 Eclatement dans I’espace projectif.

Soient xg, ..., Tn et Y1, ..., Y, les coordonnées homogenes de P" et P! respectivement, et écrivons
([wo = - = @pli[yr - ¢ ya]) pour désigner un point (z,y) de P* x P*~'. Soit P* = V({z;y, —
TiYitij=1,.n) CP" X Prlet v = 1:0:...:0] € P

Définition 1.17. L’éclatement de P" centrée en x est I'ensemble P avec la projection p définie

comme la restriction de la projection naturelle P* x P~ —s P 3 P",
Propriété 1.18. P" est une variété quasi-projective.

Démonstration. Si nous considérons P x P! comme étant I'image de I’application de Segre dans

PO+ P — V({zy; — 2 | 4,5 =1,...,n}), qui est fermé, la conclusion suit. O
Propriété 1.19. p est un morphisme projectif birationnel.

Démonstration. Soit Vouvert U;; = {(z,y) € P* x P"! | z; # 0},z; = x;y;. Nous avons que
p((z,y)) = [205 : 21j : ... : Zn;] = x. Donc p est un morphisme de variétés quasi-projectives. Si z # x,
I'application p~! définie par

P\ x — P,

[xo o i) = ([wo ooty [T o xy]),
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est le morphisme inverse de p. Si # = Y, alors x;y; = x;y; est satisfait par tous les points de
x x P71 Par conséquent p~!(x) = y x P"7! C P, qui est fermé, tout comme x C P". Les ensembles

P\ (x x P*"1) et P" \ x sont donc denses et 'énoncé suit [Sha). O
Propriété 1.20. p~!(x) est isomorphe a P"~1.
Propriété 1.21. P est irréductible.

Démonstration. Nous avons que P" = (x x P*"1) U (P"\ (x x P"71)), et P*\ (x x P*~1) = P\ y.

Ce dernier est irréductible, ainsi P» \ (y x Pr—1) l'est également.

Soit L = {[1 : tay : ... : tay) | t € K,a; # 0} C P™ une droite passant par x. Si x € L\ x, alors
p )= ([1:tay:...:tap);far: ...t i ... ay)), ot oy # 0. Nous définissons p~ (L) N (x x P"71)
comme la limite obtenue en faisant tendre x vers x le long de L. En choisissant différentes droites

L nous obtenons tous les points de x x P"~1. Nous avons que p~*(L) N (x x P*1) C p~}(L) C

P\ (y x Pr—1). Comme tous les points de y x P"~! s’obtiennent par un choix de L, alors y x P~ C

P\ (x x P»=1) [Sha). 0

Soient X une variété quasi-projective, y € X un point non-singulier et u; : X — K,1=1,...,n,
des fonctions régulieres telles que (1) u;(x) = 0 < = = x, Vi, et (2) {u;} soit un systeme de parametres

local de X en x.

Définition 1.22. Soit Y C X x P"~! une sous-variété dont les points (z;[t; : ... : t,]), ou z € X et
[ty ...t 6] € P satisfont u(x)t; = u;(2)t;, 4,7 = 1,...,n. L'éclatement local centré en x est la

fonction réguliere ¢ : Y — X définie comme la restriction de la projection naturelle X xP*~! — X
Propriété 1.23. ¢ est réguliere et définit un isomorphisme Y \ (xy x P") = X'\ .
Propriété 1.24. Vy € ¢~ (X \ x), Y est non-singuliere.

Démonstration. Pour un point y € ¢~ *(x) les équations définissant ¥ sont de la forme u; = u;s;, ou
s; =t;/ti,t; 0,7 =1,...,net i # j. L'idéal maximal de y est alors m, = (u1 —u1(y), ..., u, —
un(y)) 51 — sl(y): <oy Sp Sn(y)) = (81 - 51(?])7 R uz<y>7 <oy Sp Sn(y))

Donc dim my/m§ < n. L’énoncé suit du fait que dim ¢! (X '\ x) = n et de la proposition 1.8 [Sha. [

Proposition 1.25. Lorsque X est une variété projective et Y est une variété quasi-projective, la

projection X XY — 'Y est une application fermée.

Propriété 1.26. Y est irréductible.
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Démonstration. Supposons que Y est réductible en x x P""1 U ¢~1(X \ x). Les deux composants
s’'intersectent car dans le cas contraire ¢—(X \ x) serait fermé dans X x P"~! ce qui entrainerait
par la proposition précédente que son image X \ x le serait dans X. Or un point non-singulier d’une

variété doit étre contenu dans un seul composant. Par conséquent Y est irréductible [Sha. O

Le théoréme suivant affirme ce que [Sha] appelle "I'indépendance de ’éclatement local par rapport

au choix de systeme de parametres locaux”.

Théoréme 1.27. Soient ¢' : Y' — X [’éclatement local défini avec les coordonnées locales vy, ..., v,
et ¢ Y — X celui défini avec uy, ..., uy,, tels que ¢ et ¢’ respectent les conditions (1) et (2). Alors

il existe un isomorphisme ¢ 1Y — Y tel que ¢ = ¢’ o .

Démonstration. Soient ..., les coordonnées homogenes dans P"~! de Y C X x P"~!. Soient les
applications ¢ : Y\ (x) = Y/ (2 [y1 o ... 1 yn]) = (25 [vi() oot op(2)]), et 0 Y\ H(x) = Y,
(x; [y o s yl]) = (s [ur () - ... un(2)]). De (1) nous avons que ces applications sont réguliéres sur
ces domaines. En outre, 1) et ¢, sont mutuellement inverses la ou elles sont toutes deux définies. En
effet, Y(o(x; [y ... 1 yn]) = UV(x;0(2)) = (2yu(z)) = (23 [ui(x)s1(x) .. u(x)sp(x)]) = (5 [s1() -
lrsp(@)]) = (v o yal)-

Soient y; # 0 définissant un ensemble ouvert U; C Y, et s; = y;/y;. Nous avons que I'idéal maximal
my, = (u—ui(x),- s un—un(x)) = (U1, ..., u,) et v(x) = 0, ce qui entraine que vy, = Z;‘:l Brjuj, olt
Brj € O,. Nous voulons exprimer vy, en terme d’éléments de 'anneau local O,, o z € ¢~*(x). Dans U;
nous avons que u; = u;S;, et par conséquent vy = u; Z?Zl *(Brj)sj = uihg, avec hy, = Z?Zl * (Brj)s;
et ¢*(Br;) € O,. De la méme maniere nous avons que u; = v;hj, ou h) € O,, et nous définissons
U! par 1, # 0. Soient les applications @ : Y N U; — Y, (z;[ys : ... :yn)) = (23]h1 : ... hy)), et
VDY NU =Y, (2 [y, ..o y]) w (23[R : ... B.]). Ces applications coincident respectivement
avec ¢ et ¥ la ol leurs domaines s’intersectent.

Supposons que hy(z) = 0,Vk. Comme s; = 1, ceci impliquerait que det(fg;) = 0. Or les vy sont
linéairement indépendants dans m, / mi car ils forment un systéme local de coordonnées. Donc nous
obtenons une fonction ¢’ réguliere pour tout point de Y. De la méme maniere, une fonction ¢’ existe

qui est réguliere pour tout point de Y et est I'inverse de ¢ [Sha]. O

Avant de définir ’éclatement pour une variété quasi-projective X C P", il est nécessaire d’exa-

miner quelques propriétés de p~'(X), olt p est la projection vue au 1.17.

Théoreme 1.28. Soit X C P" une variété quasi-projective irréductible dont la fermeture n’est pas
P", et qui n'est pas singulicre en x, et soit p 'éclatement de P centré en x. Alors p~'(X) est

réductible en deux composants, x x P"7! et Q = p=1(X \ x). De plus, pour un certain voisinage V
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dex € X, pl est un isomorphisme si v # x, et est un éclatement local si x = x. Enfin, pl,

QNp~1(V)

est réquliere.

Démonstration. De la propriété 1.19 nous avons que p~ (X \ x) =~ X\ x. Ce dernier étant irréductible,
Q T'est aussi. De plus, z € X \ x = p~}(z) € Q, et p~'(x) = x x P*7 !, donc p~}(X) = x x P UQ.
Dans un voisinage de x compris dans P™ nous pouvons choisir un systeme de parametres locaux
{w;}, ou X est définie localement par w,,+; = ... = w, = 0 et tel que {w;}, soit un systeme de
parametres locaux de X en x. Nous pouvons alors choisir un voisinage de x ou {w;} ; satisfait les
conditions (1) et (2) mentionnées apres le 1.21, de sorte que nous n’avons plus qu’a s’occuper du cas
ounw; =0,2=m+1,...,n définit X.

Soient ti,...,t, les coordonnées homogenes de P"~!. L’ensemble ) étant I’éclatement local de X,
nous avons que w;t; = w;t;. Par conséquent, t; = 0,i =m+1,...,n. Donc Q C Q" := V({w;t; —u;t;
6,7 =1,....m}tmit, .., tn) C X x P" 1 Soit P :=V(t,,11,...,t,) C P" 1. Nous avons alors
que @ = V{wit; —ut; | 4,7 =1,...,m}) C X x P™7 ce qui en fait un éclatement local en y, et

donc @ = @' [Sha]. O

Définition 1.29. Soit X une variété quasi-projective dans P", y un point non-singulier de X et

Q = p~ (X \ x). Alors I’éclatement de X en x est I'ensemble @) avec la projection p: Q — X.

Comme pour les variétés affines, il est possible d’éclater une variété quasi-projective le long d’'un
idéal, la différence étant que celui-ci est généré par des polynomes homogenes.

Lorsque nous avons un éclatement 7 : X — X, qui transforme une courbe exceptionnelle E en
un point, X est appelée une contraction de X en E. Ce terme s’applique aussi a la transformation

de X en X par .

1.2.4 Caractérisation des morphismes birationnels

Nous verrons dans cette section que tout morphisme birationnel f : X — Y, ou X et Y sont
des surfaces projectives non-singulieres, est la composition d’un nombre fini d’éclatement et de son
inverse. De plus, nous répondrons a la question quant a savoir si une courbe dans une telle surface

est exceptionnelle.

Théoreme 1.30. Soient X et'Y des surfaces projectives non-singulieres et soit ¥ : X — Y un

morphisme birationnel. Alors 1 est la composition d’éclatements et de contractions [Hart).

Théoreme 1.31. Soit E la courbe exceptionnelle issue de l'éclatement d’une surface. Alors E est

isomorphe a P', et l'auto-intersection de E sur est égale d -1.



17

Démonstration. Nous nous contenterons de montrer que F.E = —1 dans le cas ou X est une variété
complexe de dimension 2. Pour la preuve complete voir [Hart].

Nous avons les trivialisations biholomorphiques «; : p~'(U;) — U; x C. Soit s; : U; — U; x C,
avec so([z0 : 21]) = ([20 : 21], 1) et s1([20 : 21]) = ([20 : 21, 21/20), une section méromorphique de la
fibration p : C> — P'. Elle posséde un pole en [0 :1] et n’a pas de zéro.

Soit Z C N la section nulle, ou NN est le fibré normal. Par le théoreme des voisinages tubulaires, il
existe un voisinage de Z dans N et un voisinage de E dans C? biholomorphiquement isomorphes.
Donc nous avons F.E = Z.Z. Ce nombre peut étre calculé en intersectant Z avec une section continue
Z' qui est homotope a Z.

En choisissant un systeme de coordonnée approprié proche de [0 :1] nous obtenons que N = {(wy, ws)
| |w1] < 1} et s([wy @ 1)) = ([wy : 1], 1/wy)), ou s est la section décrite ci-haut. Nous avons que pour
lwy| =€, s([wy : 1]) = ([wy : 1],W1/€%), ot 0 < € < 1. Soit la section &', avec s'([wy : 1]) := s([wy : 1])
silwy] > € et §([wy : 1]) == ([wy : 1],W01/€%) si Jwy| < €. Nous avons que s” est homologue a la
section nulle et intersecte Z uniquement en ([0 : 1]) = ([0 : 1],0)), transversalement. En prenant
I'orientation de Z en (0,0) comme étant {e; = (1,0),e2 = (7,0)}, celle de Z’ est alors {e; = (1,1),e9 =
(1,—1)}. Comme {(e; = (1,0),es = (i,0),e3 = (1,1),e4 = (i, —i)} a une orientation négative, alors

Z.7" = —1, et par conséquent E.E = —1 [FG]. ]
Le théoreme suivant affirme que la réciproque est aussi vrai.

Théoréme 1.32 (Castelnuovo). Soit E = P' une courbe sur une surface X telle que E.E = —1.
Alors il existe une surface X, un morphisme ¢ : X — X, et un point p € X, tel que X soit

isomorphe par ¢ a l’éclatement de X centré en p, et E soit la courbe exceptionnelle.

Démonstration. Voir [Hart, p.414]. O

1.3 Eclatement réel et complexe

1.3.1 Eclatement orienté réel

Il existe différentes constructions correspondants a 1’éclatement d’une variété différentiable réelle,
dont I’éclatement orienté, et 1'éclatement projectif. Ces dernieres sont analogues, et chacune possede
certains avantages sur I’autre. Nous examinerons en détail la premiere et parlerons brievement de la

seconde. L’article [EMM] décrit I’éclatement parabolique, mais nous ne nous y attarderons pas.
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Définition 1.33. L’éclatement orienté de l'origine dans R™ est I'ensemble R™ = [0,00) x "1, avec
la contraction 7 : R” — R", (r;(z1,...,x,)) = (ray,...,rxy,), oU &y, ..., x, sont des coordonnées

dans R" telles que Xz;? = 1.

La projection 7 est un difféomorphisme de R™ \ ({0} x S*~1) vers R\ {0}, et 7~1(0) = S"~ 1.
Le lemme suivant montre que l’éclatement d’un espace vectoriel possede une structure C'* bien

définie.
Lemme 1.34. L’action de GL(n) sur R"™ se souléve en une action C* sur R".

Démonstration. Soit g : R® — R", g € GL(n). Le soulevement g correspond a I’application qui se
soumet a ’égalité mo g = gom. Cette application est g(r;z) = (||g.x||; (9.2)/||g-x||), o r € [0, 00) et
x € 8" ! Comme x # 0 et g € GL(n), alors ||g.z|| dépend de maniere lisse de z, et ||g.z||r est lisse
Vr > 0. Par conséquent, g est lisse sur [0, 00) x S"~!. Enfin, g dépend de manicre lisse des coefficients

de g [RM1]. O

Pour que 'éclatement d’une variété différentiable en un point soit bien définie, il est nécessaire
que cette transformation soit invariante sous un changement de coordonnées. Nous devons d’abord

examiner le lien entre les champs vectoriels d'un espace et ceux de son éclatement.

Définition 1.35. Soient M et N des variétés différentiables contenant respectivement un champ
vectoriel Vet W, et f: M — N une application lisse. Si f.(V,) = W), Vo € M, alors V et W sont
dits f-reliés.

Lemme 1.36. Pour tout champ vectoriel lisse dans R™ qui s’annule en 0, il existe un unique champ

vectoriel lisse dans R™ qui lui est f-relié.
Démonstration. Voir [RM2] O
Nous pouvons désormais étudier I'invariance de ’éclatement sous un changement de coordonnées.

Lemme 1.37. Soient Uy, Uy C R™ des voisinages ouverts de 0, et f : Uy — Us un difféomorphisme
tel que f(0) = 0. Alors il existe un difféomorphisme f:U — U, tel que fom = form, oi
U; = {(r,x) € [0,00) x "' | ra € U;}.

Démonstration. Dans le cas ou f € O(n), alors, f(r,x) = (r, f(x)). Si nécessaire nous pouvons
remplacer f par Of, ou O € O(n) afin que f.(0) €GL(n,R) préserve l'orientation, ou f, : T,U; —
Tt@)Us. f.(0) est par conséquent connecté a I'identité par une courbe lisse F, ¢ € [0, 1], ott Fy = Id et
Fy = f.(0). Le champ vectoriel V; défini par 4 F,*h = F*(V;h), ou h € C®(R"), F;"h(z) = h(Fy(z))

et Vih = X2;(t)0,, h, est une courbe lisse de champs vectoriels linéaires. Nous pouvons par conséquent
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soulever F, vers F}, ces derniers étant définis par %ﬁt*h — E(W;h). 1l ne reste donc que le cas ot
f+(0) = Id, avec f(0) = 0. Maintenant, au besoin dans un voisinage plus petit, ¢’est f qui est connecté
a l'identité par une famille de difféomorphismes qui fixe 0, et dont la différentielle est 'identité. Nous
avons donc le champ vectoriel W; défini par % fi'h = fi*(Wih), ou Wy|, = 0. Ce champ vectoriel se
souleve vers V; qui nous donne par une équation similaire une famille ft, avec fl = f . En dehors de

(0,2), F est unique et est défini par F(r,z) = (|| f(rz)||, f(rz) /|| f(rz)|) [RM1]. O

Définition 1.38. Soit M une variété différentiable réelle. L’ éclatement M de M en p est (M \ {p})U
(T,M\{0})/R,, ou le second terme représente 'espace des demi-droites dans 7, M, avec la projection
T M — M.

En terme de coordonnées locales dans un voisinage de p, nous obtenons un voisinage de 0 dans

R, [RM2]

1.3.2 Eclatement orienté réel le long d’une sous-variété

Soit M une variété différentiable réelle et N C M une sous-variété. Cette derniere peut étre vue
comme la section nulle de la fibration normale v — N, ou v := Tx M /T N. Nous pouvons donc éclater
N en chacun de ses points, dans leur fibre respective. Le lemme suivant généralise ceci pour n’importe

quelle fibration vectorielle, en plus d’affirmer que les fibres résultantes s’épouseront de maniere lisse.

Lemme 1.39. Soient E — B wune fibration vectorielle et Z sa section nulle. Alors l’éclatement
Bz (E) = (E\ Z)USE, de E en Z, ou le deuzieme terme est la fibration de spheéres (E\ Z)/R.,
est une variété a bord, et la contraction w: Bz (E) — E est lisse et est la contraction usuelle lorsque
restreinte a la fibre correspondant a chaque point de B. En outre, un changement de trivialisation

sur E correspond a un changement de trivialisation sur [’éclatement.

Démonstration. Soit une trivialisation de E sur un ouvert U C B difféomorphe a U xR". L’éclatement
sera donc localement difféomorphe a (U x R")\ ZU ((U x R™) \ Z)/Ry = (U x (R™\ {0}) U (U x
(R™\ {0})/R;) = U x ((R™\ {0} U S" 1) = U x R". En outre, par le lemme 1.37, si nous avons
deux trivialisations (U, ¢a) et (V3,15), isomorphisme ¢, o @/)El(x) : R" — R™ se souleve en un
isomorphisme (¢, © 1/151)’ (z) : R — R™, ot ¢ € B. La continuité de ¢, o wﬁ_l entraine celle de

(¢aotps') [RMI]. —~

Par un argument similaire, un isomorphisme entre espaces fibrés se souleéve en un difféomorphisme
entre leurs éclatements. De plus, comme le montre le lemme suivant, ’éclatement de la fibration

possede une structure C'°.
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Lemme 1.40. Soient E — B une fibration vectorielle, Uy et Uy des voisinages ouverts de la section
nulle Z, et f : Uy — Us un difféomorphisme dont la restriction a Z est l'identité. Alors f se souléve

en un difféomorphisme entre des voisinages de 7=1(7).

Démonstration. Un difféomorphisme M — M se souleve vers un difféomorphisme & — E qui est
I'identité sur les fibres, et ces applications se soulevent vers 1’éclatement, donc nous pouvons considérer
que F' est I'identité sur Z. Par conséquent, F.|, est I'identité sur les vecteurs tangents & Z. Par une
projection nous donc un automorphisme de fibration de E. Ce morphisme se souleve aussi et donc
nous pouvons considérer qu’il est I'identité. Nous pouvons alors considérer un recouvrement de M
par des ouverts U; ou existent des champs vectoriels locaux «;0/0x;, que 'on dénotera V;;, et qui
s’annulent en Z. En passant par une partition de I'unité nous obtenons un champ vectoriel global.
Par un argument similaire au lemme 1.37, nous obtenons une famille lisse de difféomorphismes f;
qui connectent f a l'identité, qui préservent Z, et dont la différentielle sur Z est l'identité sur les
vecteurs tangents a Z. Le champ vectoriel V}; se souleve vers W;; qui est lisse sur I’éclatement. En

'intégrant nous obtenons le soulevement de F' [RM1]. O

Par le théoreme des voisinages tubulaires, il existe un difféomorphisme ¢ : V. — U, ou V est
un voisinage fermé de la section nulle Z de vy, et U en est un de N. Soient n : Bz(vy) — vy la

contraction de 'éclatement de la fibration normale, et V := 5~ (V).

Définition 1.41. L’éclatement orienté Bx(M) de la variété M le long de la sous-variété N est

Pensemble (M \ U) U, V, avec la contraction 7 : By (M) — M, et 9V ~ ¢ on(dV) = dU.
Propriété 1.42. w est une application propre.
Propriété 1.43. 7 est un difféomorphisme sur M \ N.

Propriété 1.44. 7= 1(N) est isomorphe d la S '-fibration S(vy) = (vy \ Z)/R,.

1.3.3 Eclatement réel projectif

I1 est possible également de formuler I’éclatement de R™ au moyen de ’espace projectif RP" ! =

S (z ~ —x).

Définition 1.45. L’éclatement projectif de 'origine dans R™ est la fermeture R}% du plongement

R”™\ {0} <= R" x RP" !, &+ (z;[x]), avec la projection naturelle 7p : R% — R".

Comme pour I’éclatement réel orienté, un difféomorphisme lisse entre des voisinages de R™ se

releve en un difféomorphisme lisse entre I’éclatement de ces voisinages, et donc 1’éclatement projectif
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d’une variété différentiable réelle est bien défini. L’éclatement d’une fibration £ — B le long de la
section nulle Z correspond a (E\ Z)UP(E), ou P(E) est la projectivisation de E| i.e. la section nulle
est remplacée par la fibration RP"! < E — B. L’éclatement le long d’une sous-variété est défini
de maniere similaire, et possede des propriétés analogues. Pour plus de détails voir [AK].

Il n’y a plus de bord & gauche de r = 0. Par contre, RP"~! n’est orientable que si n est pair, et cer-
taines applications définies sur cet éclatement ne seront pas lisses au travers du diviseur exceptionnel

[RM1].

1.3.4 Eclatement d’une variété complexe

Définition 1.46. L’éclatement de C" en 0 est Uensemble C" = {(z1,..., 2wy : ... : wy]) €
C" x CP" ! | zjw; = wizj,1,5 = 1,...,n}, avec la projection naturelle 7 : C" — C".

Soit z # 0 et U; = C"\ {z = 0}. Nous pouvons alors exprimer U; comme {(zo, ..., 2zn; [l :
(z1/20) = .. (za/20)])} = {21,¥2,...,yn}. Comme nous pouvons recouvrir C* par n ouverts sem-

blables, cela en fait une variété de dimension n.

Le lemme suivant montre que I’éclatement de C" est invariant sous un changement de coordonnées,

ce qui implique que I’éclatement d’une variété différentiable complexe est bien définie.

Lemme 1.47. Tout biholomorphisme f : C* — C" qui préserve [’origine se souléve en un biholo-

morphisme f : C" — C".

Démonstration. Le souléevement est donné par ’application
; (f():[f(2)]) sur C"\ (0 x CP7),
[z [w]) =
(0; [w]) sur 0 x CP™ 1.
[S] O

Soit, M une variété complexe, et soit x1,...,z, un systeme de coordonnées holomorphes dans un
voisinage U du point p € M, tel que z(p) = 0, et z(U) = V. Notons V C V x CP"! I'éclatement de
V en 0, tel que vu précédemment, avec coordonnées ((x1,...,2,);[y1 ¢ ... : yn]). Considérons I'ouvert
U; dans CP™! défini par y; # 0. Par conséquent, w = (z;[y]) € V N (V x Uj) si et seulement si les
n — 1 équations indépendantes x; = (v;/y;)x;,7 # j sont satisfaites. Il suit que V est une sous-variété
de codimension n — 1 dans la variété V x CP"! de dimension 2n — 1. Comme vu précédemment,
E=VNOxCP")=CP" et V\E=V)\{0}, et donc V\ E=U\ {p}. Ce biholomorphisme

nous permet de greffer V a M \ {p}, et d’obtenir la variété complexe M de dimension n, avec la
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projection holomorphe M — M [B].

L’éclatement d'une variété différentiable complexe le long d’une sous-variété est définie au 2.12, en
tenant du fait compte que la structure hermitienne est induite par un choix de métrique riemannienne

sur M, et que la fibration normale est holomorphe, et donc possede une structure complexe.

1.3.5 Eclatement complexe et somme connexe

La somme connexe de variétés M; et My de méme dimension, notée M;# M, est obtenue en
découpant une boule dans chaque variété et en attachant leurs bords par une application lisse
possédant une extension qui est un difféomorphisme entre des voisinages du bord de chaque boule,
et qui préserve l'orientation.

Plus précisément, soient M; et M, des variétés différentiables de dimension n, B une boule de
rayon unité dans R", plongées respectivement dans M et N, et le difféomorphisme suivant :
fiR\ {0} — R\ {0},

z = (¢/[|z]*) A",
ou A € O(n) est de déterminant -1, et € > 0. Nous avons que f renverse ’orientation.
Soient ¢; : B — M, des plongements préservant l'orientation, avec ¢o(z) = ¢1(f(2)), si ||z|| €
(5, Re), R > 1. La somme connexe de M; et M, est par définition (M, \ By) Uy (M, \ Bs). Cette

construction est unique a difféomorphisme pres [MS].

Proposition 1.48. M#CP ', ou CP est CP"™ avec l'orientation opposée a celle standard, est

diffeomorphe a l’éclatement de M en p.

Démonstration. Soient z = (z1,...,x,) des coordonnées holomorphes dans un voisinage U de p €

M, avec z(p) = 0 € U'" C C", I'éclatement U c U x CP*! de U en p, avec coordonnées

(1, z)ifyn : e yn)), et U = {p € U’ | Sa;T; < €}. Nous considererons U’ comme un
ouvert dans M. Considérons les coordonnées [1 : y1/yo : ... : yn/yo] C Uy € CP", ott Uy == {[yo :
ot yn) € CP™ | yo # 0} Soit We = {[yo : ... 1 yn] € CP" | |yl < e(Cy:w;)Y?,i = 1,...,n}. Les

coordonnées 1, ..., x, sur M et y1/yo, . .., Yn/yo sur CP™ nous permettent de définir M#CP . Par
conséquent, 'application ¢ : M H#CP" — M, avec

q sur M\ {p},
olq) = ~ ~
oy, -+ Yoyn) /(U101 + -+ YnTn)ilyr : - y]) sur W,
est un difféomorphisme et la proposition suit [B]. O

L’éclatement de M en plusieurs points s’écrit alors M#CP # ... #CP".



23

1.3.6 La fibration linéaire tautologique

Une droite complexe est par définition un ensemble {\(ay,...,a,) | A € C}, avec (aq,...,a,) €
C™ un point fixé non nul. Nous pouvons alors considérer CP"~! comme 1’ensemble des droites com-

plexes [ dans C".

Définition 1.49. La fibration C — L — CP" ! ou L := {(l,2) € CP" ! x C" | 2 € I}, est appelée

fibration linéaire tautologique.

Nous avons que L = C". L’ensemble des fibrations complexes linéaires sur une variété M est
paramétré, a isomorphisme pres, par H*(M,Z). La fibration linéaire universelle est caractérisée par

sa classe de Chern ¢(L) = —1 € H*(CP" ', Z) ® Z |GB|.

1.4 Désingularisation d’une courbe dans une surface

Il existe plusieurs définitions d’une résolution de singularité. Dans cette section nous utiliserons

celle-ci, qui est la plus générale :

Définition 1.50. Soit X une variété algébrique. La résolution des singularités de X consiste a

trouver une variété projective Y qui soit lisse et birationnelle a X.

Dans ce qui suit nous répondrons a la question quant & savoir si une courbe dans une surface

complexe peut étre désingularisée, et nous étudierons un exemple.

Soit X une surface non-singuliere et C' C X une courbe irréductible.

Lemme 1.51. Si C est de multiplicité k en p, alors C'.E =k, ou E est la courbe exceptionnelle, et

C" est la transformation propre de C, aprés U'éclatement de X en p [Sha, p.255].

Lemme 1.52. Une variété affine irréductible posséde une normalisation qui est également affine

[Sha, p.129].

Théoreme 1.53. Il existe une surface Y et une application réguliere f 'Y — X qui est une

composition d’éclatements, et telle que la transformation propre C' CY de C est non-singuliére.

Démonstration. Soit p € C' un point singulier, m,(C) la multiplicité de p, 7 : X; — X I'éclatement
en p, Cy la transformation propre de C, et Ey = 7 '(p). Par le lemme 1.51, m,(C) = C;.E;. En
outre, C1.Ey, = X, (C1.Ey)y, ot p' € Cy et w(p’) = p. S'il existe plus d'un point p’, chacun doit avoir

multiplicité m,, (C1) < m,(C), et donc le nombre d’étapes est fini. En effet, (C1.Ey);, > my(Ch) =
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mp(c) > X,ymy(Ch). 11 ne reste donc a étudier que le cas ou p’ est I'unique point singulier de C}.
Soient I'anneau local O, = {f/g | f,g € K[C],g(p) # 0}, et O, := {t € K(C) | 3 polynome
unitaire f avec coefficients dans O, tel que f(t) = 0}, ou K(C) est le corps des fonctions ration-
nelles définies sur C'. Par le lemme 1.52, il existe un voisinage affine U de p, tel que la normalisation
K[U)" :=={t € K(U) | 3 polynome unitaire f avec coefficients dans K[U] tel que f(t) = 0} de K[U]
soit un module fini sur K[U]. Si K[U]* = a,K[U] + ... + a,, K[U], alors O, = 0,0, + ... 0, O,
Comme o; est un élément du corps des fractions de O,, alors il existe b € O,,b # 0, tel que
ba; € O,,Vi. Par conséquent bO,, C O,. En outre, comme C' est une courbe, O, /b0, est de dimension
finie. Ainsi, O,/bO,, qui est généré par les m espaces a;(0,/b0,), est aussi de dimension finie. Comme
dim(0,/0,) <dim(0,,/bO,), alors O,/0, est de dimension finie.

Nous avons que O, C O,. Soit C* la normalisation de C, i.e K[C"] := {t € K(C) | 3 polynoéme
unitaire f avec coefficients dans K[C] tel que f(t) = 0}, avec vy : C¥ — C} une application réguliere,
finie et birationnelle, et {¢;} := v17!(p). Nous avons donc que 7 o v/ correspond a la normalisation
de C, et {¢;} = (mov/)"}(p). De plus, nous avons que O,y C NO,, et O, C NO,,. Comme v, est finie,
nous pouvons considérer que C' et C” sont affines. Soit f € NO,,. Les éléments de {¢;} ne sont pas
des pdles de cette fonction, par conséquent il existe g € K[C] tel que g # 0 et fg € K[C"]. Donc fg
est integre dans K'[C], i.e. 3 polynome unitaire u avec coefficients dans K[C] tel que u(t) = 0, et par
conséquent f Uest aussi dans O, et f € O,. Ainsi [(0,/0y) < 1(0,/0,), ou (M) =n si M est un
module et M D M; D ... D M, =0, pour des sous-modules M; tels que M;/M; 1 ne contienne pas
de sous-modules propres,Vs.

Supposons que 1(0,/0,) = 1(0,/0,). Dans ce cas nous obtenons O, = O,. Soient u;,uy des pa-
rametres locaux en p € X, i.e. leurs images sont dans mp/mi. Les parametres locaux de p' € C;
sont donc uy et v = uz/uy. Comme t|, € Oy, et Oy = O, alors v € O, et m, = (uy,up) =
(ur, urv) = (u) = my/m> = (u)/(v®) = O0,/(u) = K, ce qui implique que p € C' est non-singulier. Si
1(0,/0,) = 0, alors O, = O,, et donc les éléments integres de O, sont les éléments de ce dernier,
ce qui implique que p’ est non-singulier. Par conséquent le nombre d’étapes est d’au plus [ (6p /O,)

[Sha, p.261]. 0

Exemple 1.54. Soit la courbe C = {[z; : 25 : x3] € CP? | 2322 = 23 + x322} C CP2

i) C est lisse partout sauf au point p =[0:0: 1] € CP?*:

Soient L(t,t') = {[zy : 5 : x3] € CP? | to; = t'z5}, les droites projectives paramétrées par t et t' et
passant par p, ot [t : ¢'] € CP'. Si t/t’ # 41 alors L(t,t') intersecte C' en p et un point additionnel
x(t,t), et si t/t' = £1 alors L(t,t") croise C' en p seulement. Par I'application f : CP* — C, on
ft, ) = x(t,t') sit/t' # £1, et f(t,t') = p sinon, nous voyons que C' est homéomorphe &4 CP' avec
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[1:-1] et [1 :1] identifiés.

i1) Désingularisation de C' :

Par le théoreme précédent, il est possible de désingulariser C' en usant de 1’éclatement. Dans U,, =
{[x1 : @5 : 1] € CP? | xy,25 € C}, qui contient p, nous avons que C = V(z3 — 23 — 2?). En
éclatant CP? au point p, nous remplacons U,, = C2 par C? = {(z1, ), [u1 : ug]) € C? x CP' |
T1uy = xauy }. La courbe exceptionnelle correspond & 21 = xo = 0. Par conséquent la transformation
totale de C' dans C? est V((23 — 23 — 22, 211y — zouy). C? x CP! est recouvert par les ensembles V,,
et V,,, caractérisés respectivement par u; = 1 et us = 1. Nous avons que V,, N C2 = V(zyus — x2),
tandis que Vi, N C* = V(21 — 2ouy). Dans V,, la transformation totale de C' est V(22 — 2% —
22 Tiuy — xo) = V(22 (ud — x1 — 1), 21us — 12) = V(2% 230y — 29) UV (03 — 1 — 1, 2109 — 33) =
C1 U Cs. Nous avons que C) = {(0,0), [u; =1 : uy]) | ug € C}, ce qui correspond l'intersection de la
courbe exceptionnelle avec V,,,. Cs correspond a 'intersection de C avec Vi, et elle croise la courbe
exceptionnelle en {(0,0), [1: +1]}. Par le théoreme des fonctions inverses, C' est lisse et intersecte la
courbe exceptionnelle transversalement aux deux points sus-mentionnés.

Nous avons que V,,, N7 1(C) = V(23 — 23 — 2% zu; — 22) = V(23(ulze + uf — 1), 21 — 2ouy) =
V(23,21 — mouy) U V(udze + ul — 1,21 — x9uy) := Dy U Dy. Nous avons que Dy = {(0,0), [u, 1] |
u, € C} = ENV,, et Dy = C NV,,. Par le théoreme des fonctions implicites la courbe Ds est

lisse et intersecte E transversalement en {(0,0),[1 : +1]}. C est par conséquent lisse et nous avons

désingularisé la courbe [GSt].



Chapitre 2

L’éclatement en géométrie symplectique

2.1 Eclatement symplectique en un point

L’éclatement symplectique est issue des travaux de Gromov (cf. [Gr]). Nous nous inspirerons dans
cette section de [MS], ou I’éclatement est vu comme le retrait de I'intérieur d’une boule plonglée, et

la réduction de la spheére qui 'enveloppe par I'application de Hopf.

Soient 7 : C* — C™ la projection naturelle, B(r) = {z € C" | |z| < r}, B(r) = 7 Y((B(r)) et
By = n~(B(0)) = P!,

Sur R?" nous appelons wy la forme symplectique standard, avec
n
Wy = Zdl‘] N dyj,
j=1
et Jo : T,R* — T,R*" la structure complexe standard, qui est la matrice 2n x 2n

0 —Id
Id 0

Jo =

Une forme est dite kahlerienne si elle est symplectique et appartient a une variété qui possede
une structure complexe intégrable. Un exemple d’'une telle variété est 'espace euclidien (R*", wy),
munie de la structure complexe standard Jy. Cet espace est ainsi identifié & C", de maniere a ce que
la multiplication par .J, corresponde & celle par i = v/—1. Ainsi, (21, 22,..., %0, Y1, Y2, ..., Yn) € R*
correspond & z = (z1 + y1,..., T, + iy,) € C". L’espace projectif CP"~! possede quant a lui une
structure presque complexe J : T, CP" ! — T, CP" !, z — iz, et dans l'ouvert z; # 0 nous
I’équipons de la forme kéhlerienne

n —
> k1 2k %k
2%

7 —
T0 = 58810g

)
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ou
8—zn:idz~ E—iidz d=0+0
- - 82]' 7 - - 02] a - ’
J=1 j=1
et
1 g 0 1 0
(1 — i) —— = (14 idy)—.
(9zj 2( 2J0)8$j7azj 2( +ZJO)8$]'

L’éclatement complexe C™ possede alors une forme kihlerienne p(\) = m*wy ® A7’ 7, ot 7' : C* —

CP"™ ! est la projection naturelle, et une structure presque complexe induite par i.

Définition 2.1. Un plongement G : C* — 0 — C" est dit monotone si G(z) = g(z)<, avec

z|?

g:(0,00) — (0, 00) strictement croissante.

Lemme 2.2. 5i G : C*" — 0 — C" est un plongement monotone, alors G*wy est kahlerienne par

rapport a la structure complexe standard.

Démonstration. Avec les coordonnées sphériques (x,7) € 5?71 x (0,00), G est défini par G(z,r) =

(x, g(r)). Pour tout point (z,7) de C*—0, nous choisissons pour son espace tangent la base vy, ivy, . .., vy, 10y,
ot vy est dans la direction radiale, et vy, vs, . .., v, est une base pour T{, 1 S?" N iT(, ) S* ! (ie. la
partie réelle de T(,,)S*"~!). Nous avons donc que G*wy(vj,1v;) # 0,VJ. m

Soient (M, w) une variété symplectique munie d’'une structure presque complexe J contrdlée par
w, et intégrable dans un voisinage de I'image du plongement holomorphe ¢ : B(1 + 2¢) — M, M
D’éclatement complexe de M en z, et ¢ : B (14 2¢) — M Tunique relevé de ¢ tel que le diagramme

suivant commute :

B(1+2¢) =M
| PM

B(1 + 2¢) — M
L’idée de I'éclatement symplectique est de définir sur ’éclatement complexe 7y, : M — M une

1

forme symplectique qui soit symplectomorphe a 7y proche de 7, (z), et qui soit symplectomorphe a

w dans le complément d’un voisinage de 7, ().

Lemme 2.3. Soit ¢ : (B(1+ 4e, Jo)) — (M, J) un plongement holomorphe tel que ¢*w = Nwy, ot

0<e<1et\>0. Alors il existe une forme symplectique & sur M telle que

~ =
~
=
&
I
b
&
IS
=)
3
&
Ry
%)
S
b
N
S
Q
S
~
S
=
3
[~
S
.
&»
.
3
)
N
)
IS
)
&5
I
3
L
O
)
~
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La condition (7) définit ce que [MS] considere la forme symplectique standard sur 1’éclatement

correspondant au plongement ¢.

Démonstration. Nous avons que (B(0)— By, p(\)) = (B(V/A2 + 62) — B(\), wp). En effet, soit la forme
symplectique w(A) = %(65(!2\2 + X2log(|z[%)), dans C* — {0}. Sur C" — B(0), 7 est un isomorphisme
et T w(N) = p(A).

De plus, le plongement monotone

Fy:C"— {0} — C"— B(\)
2/ |2]* + Ll

E

tire en arriere la forme symplectique standard vers w(A). Le symplectomorphisme voulu est donc

Fiom.

Par hypothese nous avons que (B(1 + 4¢) — B(v/1 + €2), 7% (A\2wq)) = (B(1 + 4e) —

B(V1+ €2), \2w), m étant un isomorphisme dans ce domaine. Or (B(1 4 4¢) — B(v/1 + €2), N2wy) =

(B(A(1 + 4€)) — BOMWT + €2),w) par Iapplication Fy(2) = Az. Si § < €], alors (B(AV1 + ae?) —

BT+ e2))N(B(v/A? +6%2)—B()\)) = 0. En outre, en prenant § suffisamment petit, nous avons que

(B(V1+ ae?) — B(vV1+ )N (B(6) — B(0)) = (. Nous pouvons alors interpoler Fj o7 et Fyom pour

obtenir un symplectomorphisme F o7 : (C"— B(6), (Fom)*wy) — (C"— B(\),wp), égale & Fyom sur

C"—B(V1+ €2), et & Fyom sur le bord, et tel que B(v/1 + €2)—B(8) — B(AVI + €2)—B(vV/ X2 + 62)

soit monotone. La forme (F o 7)*wy nous procure donc une forme symplectique sur B(1 + ¢) — B(d).

Il existe donc une forme symplectique sur B(1 + 2¢) égale & p(\) sur B(6) et m*wy sur B(1 + 2€) —

B (1 4 €). Son poussé en avant par ¢ peut étre étendu par myw pour donner la forme voulue sur

M. [l

Définition 2.4. Soient (M,w;) et (M, ws) des variétés symplectiques. La premiere est dite isotope
a la seconde si w; et wy sont jointes par une homotopie w; telle que [wy] est indépendante de ¢. Elles

sont dites fortement isotopes s’il existe une isotopie p; : M — M telle que pjw; = ws.

Lorsqu'une variété est compacte, comme ’est ’éclatement complexe d’une variété, ces deux no-
tions sont équivalentes. Notons que l'isotopie forte implique l'existence d’'un symplectomorphisme,
mais l'inverse n’est pas toujours vrai.

Sur M nous choisissons une structure presque complexe J controlée par w et intégrable proche

de x = ¢(0), telle que (w, J) soit diffomorphe a (wy, Jy) dans un voisinage de .

Lemme 2.5. Soit ¢ : (B(\),wo) — (M,w) un plongement symplectique, J une structure presque

complexe sur M contrélée par w et intégrable proche de x = ¢(0), telle que w soit J-standard, i.e.
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(w,J) est difféomorphe a (wo, Jy) dans un voisinage de x. Soit K C M \ {z} un sous- ensemble
compact tel qu’il existe un petit voisinage ouvert U de x dont le bord est contenu dans K. Alors VK,
il existe § € (0,\), une forme symplectique w' sur M isotope a w et J-standard proche de z, et un
plongement symplectique ¢ : (B(\),wy) — (M,w') tel que ¢'|p(s) soit holomorphe, ¢' = ¢ proche de
OB(A), et W' controle J et soit égale a w sur K.

Démonstration. La forme w est J-standard proche de z donc il existe un symplectomorphisme
f U C (BO\),wy,Jo) =V C (¢(B(\),w,J) avec f(p) = z. Par conséquent ¢! o f est un
symplectomorphisme. Soit g : B(A) — B(A) un difféomorphisme dont le support compact est dans U
et tel que g|, = ¢~'o f, otz € U’ C U. Nous obtenons alors que dpo Jy = Jodp en 0, ol ¢ := ¢og.
Comme J est intégrable dans un voisinage de z, il existe un difféomorphisme G : M — M, C*- petit,
avec support compacte dans M \ K, et tel que G(z) = x et d(G o ¢) o Jy = J o d(G o ¢) proche de

x. Nous pouvons alors poser w’' = (G*) " lw et ¢/ = G o . O

Théoréme 2.6. Soient ¢ : (B(\),wo) — (M,w) un plongement symplectique, avec x :=¢(0). Nous
choisissons une structure presque-complexe J controlée par w et telle que ce dernier soit J-standard
dans un voisinage de x. Soit my @ (M,J) — (M, J) Uéclatement complexe correspondant. Alors il
existe une famille &, de formes symplectiques sur M telle que

(i) o controle J,

(ii) (¢')*@1 = p(N) dans un voisinage de By, ot ¢' : B(14¢) — M est un plongement symplectique,
ete >0,

(iii) [@1] = [mar*w] — wA%e, ot e est le dual de Poincaré de la sphére exceptionnelle E.

Ce théoreme nous montre qu’il est possible de trouver une forme symplectique sur ’éclatement
pour n’importe quel A, et par une isotopie d’en obtenir une qui soit standard, c’est a dire qui respecte
la condition (#7), telle que prescrit par [MS].

L’éclatement symplectique de (M,w) en une boule B(\) plongée dans M est défini par [MS] comme
étant myy : (M,c%) — (M, w), ot Wy := w1, et A est appelé le poids de 1'éclatement.

Pour la preuve nous aurons besoin des lemmes suivant, qui impliquent que si nous avons des
formes w; et wy sur une variété M dont la restriction a OM est identique, alors elles s’équivalent

aussi dans un voisinage de OM :

Lemme 2.7. (Théoréme des plongements coisotropiques) [Darboux - Weinstein| Soient M une
variété de dimension 2m, N une sous-variété de dimension n > m, v : N — M linclusion, et
wy et wy des formes symplectiques sur M, telles que t*w; = t*ws, et N est coisotrope dans M relative-
ment a ces deux formes. Alors il existe deux voisinages Uy et Uy de N dans M et un difféomorphisme

f:U — U, tel que v = for et ffrwy = wy.
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Démonstration. Voir [HL]. O

Lemme 2.8. Une hypersurface compacte et orientée N dans une variété symplectique M est une
sous-variété coisotrope. En outre, dans le contexte du lemme 2.7, wy sera isotope a une forme qui est

égale a woy dans un voisinage de N, par une isotopie égale a lidentité sur N [MS, p.104,430].

Preuve du théoreme 2.6. Par les deux lemmes précédents, il existe un plongement symplectique
(BA+ €'),wo) = (M,w) qui est une extension de ¢, ou 0 < & <« 1. De la méme maniere que
pour le lemme 2.5, nous pouvons composer ¢ avec un difféomorphisme afin d’obtenir un plongement
holomorphe, donc nous pouvons prendre pour aquit que ¢ possede cette propriété sur B(¢), pour un
certain 6 > 0.

Soit ¢(t) un difféomorphisme de B(A+¢') sur lui-méme, tel que g(0)=id, g(¢)=id proche de 0B(A+¢’),
et g(t)*wo = n(t)wo sur B(d), ot n(1) = A?(1 + £)26~2 pour un certain € > 0. Soit G(t) : M — M

I'extension de ¢ o g(t) o ¢! par I'identité, posons w; = G(t)*w et soit le plongement,
¢ B(1+¢) — M,
— qb 0
z z ).
1+e¢

52
Comme ¢ est holomorphe dans B(4), alors ¢ I’est dans son domaine. En outre, ¢*w; = mn(t)wo
€
-1

En effet, qb'*wt; P oG(t)'w=¢"o(¢7 ") og(t) op'w=¢* o (¢ ") og(t)wy = ¢*o(¢")n(t)wo =
P n(t)w = mn(t)%-

Nous nous retrouvons alors avec les conditions du lemme 2.3, et pouvons 'appliquer en remplacant

w par w; pour obtenir la famille de formes @; voulues [MS].
Concernant la classe d’homologie de @, nous nous limiterons a donner la preuve dans le cas ou
dim(M) = 4. Afin d’utiliser la séquence de Mayer-Vietoris, séparons M comme (M\@(B(X))Up(B(6)).

Nous obtenons la séquence suivante : 0 — H*(M) — H?*(M \ ¢(B()\))) ® H*(¢(B(d))) — 0. Or

H*(M \ $(B(X))) = H*(M) et H*(¢(B(0))) = Z[E]. Nous avons par construction que @i - =
w| s DAL conséquent la classe sera différente de my*w par un terme dépendant de ce que représente
& dans ¢(B(6))NV, ot V est un voisinage de E. Or nous avons aussi par construction que & |, = A27.

Comme [E]* = —1, nous obtenons [, & = 7A*(—FE).E, et le lemme suit [cf. Ev]. O

L’éclatement symplectique est unique a symplectomorphisme pres. Le théoreme suivant affirme
que si une isotopie entre deux plongements symplectiques préserve le point éclaté, alors les formes

symplectiques sont isotopes dans ’éclatement.

Théoréme 2.9. (i) La classe d’isotopie de wy ne dépend que de ¢ et du germe de J en x = ¢(0).
(17) Si nous avons une homotopie H(t) : (B(\),wy) — (M,w), telle que H(t) soit un plongement
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symplectique et H(t)(0) = x,Vt € [0,1], alors O et @ua)y sont isotopes. (iii) Si nous avons une
homotopie H(t) : (B(A),wy) — (M,w), telle que H(t) soit un plongement symplectique, ¥Vt € [0, 1],

alors (Mo,KIJH(O) et (Ml,&JH(l)) sont symplectomorphes.

Preuve. (i) A chaque étape de la construction nous avons une famille connexe de choix. De plus,
dans le théoreme 2.6, si nous avons deux extensions de ¢ a B(\ + ¢), alors Jeg € (0, €) tel que leurs
restrictions a B(\ + €) soient isotopes par une isotopie qui fixe B()). Si 'on remplace 1'extension
par sa restriction, nous avons que la classe d’isotopie est inchangée car l'espace des applications
monotones est contractile. Finalement, en gardant J constant proche de z nous obtenons que M
reste exactement le méme [MS].

(i) La construction de I'éclatement dépend de maniere lisse du parametre ¢, donc wg (o) est homotope
a wy(1). Comme x est fixe, la structure presque-complexe est préservée car on exige seulement que
J soit standard et intégrable dans un voisinage de z,Vt. Par conséquent 1’éclatement complexe sera
exactement le méme Vi, et les @; seront fortement isotopes, et donc isotopes [MS].

(737) Dans ce cas la structure presque-complexe de M dépend de ¢, et donc MH(O) et M H(1) De
seront pas nécessairement isotopes, bien que symplectomorphes, ce qui entraine que Wy (o) n’est pas

forcément isotope a wg(1), méme s'’ils sont cohomologues. O]

Il est démontré dans [La] que, sous certaines conditions, 1’éclatement d’une variété symplectique

réglée est unique a isotopie pres.

La contraction est également bien définie dans la catégorie symplectique, comme le montre le

lemme suivant.

Proposition 2.10. Soit (M,G), J) une variété symplectique contenant une sphere exceptionnelle E,
et dont la structure presque-complexe J est controlée par w et est intégrable dans un voisinage de
E. Alors il existe une forme symplectique w sur M telle que w = mp;, 0 dans le complément d’un

voisinage de my(E), qui controle J.

Démonstration. Soit ¢ : (B(0), p(A)) — (M,&) un plongement symplectique tel que ¢(B(8)) = N,
ot E C N. Nous avons que (B(vAZ + 62)— B(\),wo) = (B(8)— By, p(\)) = (mp06(B(8) — By), (mar0
?)ip(\) = (mar 0 ¢(B(8) — By), mar.@), ot la premiére égalité provient de la preuve précédente.
Notons f : (B(vVAZ +62) — B(\),wo) — (mar 0 ¢(B(6) — By), mar,@) ce symplectomorphisme. Soit
g: B(v/A2 4 62) — mp(N) un difféomorphisme qui ne dépend que d’une application monotone, et
tel que g restreint & B(v/A2 + 02) — B(y/A2 + §2/4) soit égale & f. Nous avons par conséquent une
forme symplectique dans M égale a g.wo proche de mp(N), et & w0 dans le complément d'un

voisinage de 7/ (NV) [La]. O
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2.2 Eclatement le long d’une sous-variété symplectique de
codimension > 4

Dans cette section nous nous inspirerons de la présentation donnée dans I'article [McD]. Soient
(M, J,w) une variété symplectique et ¢ : N — M un plongement symplectique, i.e. T,N est un sous-
espace symplectique, Vp € N, avec forme symplectique w| . Nous supposons que le groupe structural
de la fibration normale est réductible a U(k). Soit g une métrique riemannienne sur M donné par
g(u,v) = w(—Ju,v). La fibration normal vy = {(p € N,{v € T,M | g(u,v) = 0,Yu € T,N})} =
TM)|, /TN peut étre identifiée a la fibration symplectique orthogonale de N, TN¥ = {(p € N,{v €
T,N | w(u,v) = 0,Yu € T,N}}. En effet, il est facile de vérifier que JTN“ = vy. Par conséquent
vy est une fibration symplectique, et donc elle possede une forme symplectique et une structure
complexe compatible. Par hypothese, vy — NN peut étre identifiée a une fibration A Xy Ck— N,
associée a une U (k)-fibration principale A — N, telle que A/U(k) = N. Soit L la fibration linéaire
tautologique sur CP*~1. L’action de U(k) sur L C C* x CP*~1 est définie par g.(z;[2]) = (92; [92]),
ot g € U(k). Cette derniere action nous en donne une sur CP*~!. Nous pouvons donc considérer les
fibrations associée m; : Uy — N et 7y : N — N, dont les fibres sont respectivement L et CP*1,
et ot Iy = A Xy L et N=A XU (k) CP*'. Notons que Dy se projette sur N par la projection
L — CP*1 ce qui donne la fibration 7}, : 7y — N, avec fibre C. Nous obtenons donc le diagramme

commutatif suivant :

L’application 7 est définie par la projection (z; [2]) € L — 2z € C*. Par le théoréme des voisinages
tubulaires, il existe un voisinage de la section nulle de vy qui est difféomorphe a un voisinage de N
dans M. Soit V une fibration en sous-disque de vy, i.e. V = {(z,y) € N x C¥ | ||y|| < €} C vy, avec
e suffisamment petit pour pouvoir appliquer le théoreme, U le voisinage fermé de N auquel elle est
difféomorphe, et V := = (V). Notons ¢ : V — U ce difféomorphisme.

Définition 2.11. L’éclatement de M le long de N, noté M, est la variété lisse M — U Upy V, o
OV ~ pon(dV) = 0oU.

Naturellement, une forme symplectique existe dans chacune des fibres de 1’éclatement de la fibra-
tion normale, mais il reste a montrer qu’il existe une forme symplectique qui soit bien définie dans

le sens transversal.

Lemme 2.12. I] existe sur vy une 2-forme fermée p dont la restriction a chaque fibre vy, est la
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forme donnée par la structure symplectique de vy sus-mentionnée, et telle que p|, = k, ot Z est la
section nulle et k est la forme symplectique de la sous-variété N. En outre nous pouvons supposer

que p(u,v) =0,Yu € TZ,v € E,.

Démonstration. Soient {V;} un recouvrement ouvert de N tel que vy, est un produit cartésien,
et ¢; une I-forme sur 7, ' (V;) qui est nulle sur Uintersection avec Z, et telle que dG|, = w|, ,
p p

Vp € N. La forme 7,*k + £d(\;(;) nous donne la 2-forme voulue, ou {\;} est une partition de I'unité

subordonnée a {V;}. O

Soient vy et 7y les compléments respectifs des sections nulles de vy — N et vy — N, et soient ¢

et  leurs inclusions. Notons F' et F les fibres de N — N et oy — N respectives.

Lemme 2.13. Il existe une 2-forme fermée v sur N, telle que 'y]Fp =7 = %85171(1 + X2,Z;) est la

forme kihlerienne standard sur CP*=1, et (i o7';)*y est exacte, ou F, est la fibre N — N en p.
Démonstration. Voir [GLS]. O
Lemme 2.14 (Thurston). I existe o > 0 tel que la forme w5 K+ 7 soit non-dégénérée, Vo € (0, do).

Démonstration. Soit (T,F)7 le complément orthogonal de T,F C TpN, par rapport & v, Vp € N.
Nous avons que < est non-dégénérée sur F,, Vp € N, par conséquent TpN = T,F & (T,F) (2).
Ceci implique que dry, T,N - T (N est injectif sur quand restreint a (T,F)7, et T3kl ., est
non-dégénérée (1). M est compact, ainsi (73K +67)| . ., est non-dégénérée, Vp € N,5 € (0,8). En
outre, (1) et (2) = (T,F)")~" C T,F = (T,F)"~" C (T,F)" = w4kl , = 0. Donc T,F ct (T,F)
sont orthogonaux par rapport a 7y s + 0. Nous avons alors que cette 2-forme est non-dégénérée sur

N,VéE(O,(S@]. ]
Lemme 2.15. La 2-forme s = n*p + 075" est non-dégénérée sur Tzun, Vo € (0, o).

Démonstration. Nous avons que a;(;\ﬁ =n*1 + 07, 19, ol T = %Zdzi/\dzj est définie sur C*. Soit J la
structure presque-complexe sur F'. Les formes 7 et 71 lui sont compatibles, et comme le tiré en arriére
d’une métrique riemannienne est définie positive ou semi-positive, alors n*7 (v, Jv), 75 1o (v, Jv) >
0,Vu € TF. En outre, 1 est un difféomorphisme lorsque la fibre de 7y n’est pas Lo. Lorsque la fibre
est Lo, n(p € N, (0 € C*; [2] € CP*1)) = (p € N;0 € CF). Le noyau de dn consiste donc des vecteurs
tangents & Lo. La forme 07,1y est non-dégénérée sur l'espace qu'ils déploient, et ®5|F = n*1 est
non-dégénérée sur son complément, donc ws| . est également non-dégénérée, V6 > 0. Si nous avons
une métrique riemannienne g sur 7y dont la restriction & F est définie par g(.,.) = @&y(.,J.), alors

3K > 0 tel que max{@;(u,v) | v € T,F, g(v,v) = 1} > Kdg(u,u),Yu € T,F,p € V et § > 0. Nous
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avons, par la commutativité du diagramme ci-haut et le lemme 2.12, que (9*p)|, = 75"k, ol Z est
la section nulle de 7. De plus n*p est non-dégénérée sur les fibres de vy — N, donc, par le lemme

2.14, Qs est non-dégénérée sur Ty, Vp € Z,5 € (0,8). ]

Il reste a démontrer que ws est non-dégénérée sur T,vn, Vp € Vv \ Z. 1l faut donc vérifier que
VpeV \ Zw#0e T,vn, il existe u € T,y tel que @s(u,v) # 0. Nous aurons besoin d’abord des

lemmes suivant :

Lemme 2.16. Soit A = U A, une sous-fibration de Tvy, qui est C'- lisse et est égale o TZ le

pEVN
long de Z, et soit flp/ =N Ay, 0up € U\ Z. Alors U flp/ C Tvy ne contient pas de vecteur
3 pein\Z

non-nul tangent aux fibres de 7z : Z — N.

Démonstration. Autour du point (0;[1:0:...:0]) € CF ¢ Ck x CP*!, considérons les coordonnées
1, Y2, - - -, Yk, telles que vues au 1.3.4, et les coordonnées wy, . .., w, sur un ouvert de /N. En se rappe-
lant que 75 : oy — N & L = CF comme fibre, nous avons les coordonnées (W1, We T, Y2y -+ Yk)
pour un point dans un ouvert de Dy, avec image (wy, ..., Wy; 1, T1Ya, - - .,

1Y) = (Wi, ..., Wn;q1, G2, - - -, @) par 7. Il est possible alors de définir A, comme les vecteurs v de
T,vn tels que dg;(v) + X6;;(w, ¢)dw,(v) = 0, ou B;; sont des applications complexes continues, et p
est proche de Z. Alors fl; = 1" (A, ) est donné par les équations dzy + X531 (n(p"))dw; = 0 (1) et
z1dy; + y;dry + Bi(n(p'))dw;, avec j = 2,...,k (2). Par hypothese, A, — T,Z lorsque ||p — Z| —
0, donc f;j(w,q) — 0 lorsque ¢ — 0. Ceci implique que 5;;(n(p") = Bij(n(w; 1,2, ..., yx)) =
Bij(w; x1, 1Y2, . . ., x1Yx) — 0 lorsque x; — 0. En outre, lorsque |p'—Z|| = 0, nous avons que sa coor-
donnée x; — 0. Comme S;; est au plus d’ordre |z, |, dans un voisinage W de Z alors de (1) et (2) nous
avons que |dy;(v)| < aX |dw;(v)| (3), ot @ > 0, et |dz1(v)| < |21] X |dw;(v)] < KX |dw;(v)|, K > 0.
Ceci implique qu'il n’y a pas de vecteur non-nul v tel que dw;(v) = 0, Vi, dans m NToy|,. O
Lemme 2.17. Soit une métrique riemannienne quelconque sur vy qui induit une norme sur Uy.

Alors il existe a,b > 0 tel que a|lv|| < ||n.(v)|| < b||v|, Yo € (T,F)"",x €V \ Z.

Démonstration. L'espace |J,(T,F')” est une sous-fibration lisse de Ty, et est égale le long de Z a
TZ. Pour y € V \ Z, nous avons que (T,F)"? = (T F)7). En outre, Ker 1, = (T3 F), par

conséquent le résultat suit du lemme précédent. O]

Lemme 2.18. Il eziste 0y,¢ > 0 tels que max{@s(t,w) | w € (T,F)"7, |w|]| = 1} > ¢|t|, Vt €
(T,F)Y"?,y € V\ Z, et § € (0,8
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Démonstration. Comme p est non-dégénérée sur V' qui est compacte, par le lemme précédent nous
avons qu'il existe d > 0 tel que max{n*p(t,w) | w € (T,F)"?, |w=1|} > d||t|, Vy € V \ Z, et

te (Tyﬁ )7, Ainsi, pour d, > 0 suffisamment petit, la conclusion suit. n
Lemme 2.19. Il existe 0, > 0 tel que Qs est non-dégénérée sur V.\ Z, V6 € (0,6,].

Démonstration. Soient d > 0 tel que |y(u,v| < d||u|[v], V& € V et u,v € TV, ou ||.|| est la
norme induite par la métrique riemannienne sur y. Soit §; = min(dy, d2, Kc/(2d?)). Soient t,w €
T,V,z € T,F tels que u = t + w, |w| < K||t||/d, ||z|]| = 1, et @s(t,2) soit un maximum. De plus
nous avons que |Ws(t +w, z)| = |@s(t, 2) + dy(w, 2)| > K|t — dd||w|| # 0, pour 6 < d;. Dans le
cas ou ||lw| > K|t||/d, soit z € (T,EF)"” tel que ||z|| = 1 et &s(w,2) soit un maximum. Ainsi,
|ws(t +w, z)| = |ws(w, z) + dv(t, 2)] > cd||lw|| — dd||t|| # 0, pour & < J;. Par conséquent ws est

non-dégénérée sur V lorsque & € (0, 9. O]

Sans perdre de généralité, nous pouvons identifier M a un voisinage de Z C vy, et M a un

voisinage de Z C py. Nous sommes prét & définir une forme symplectique sur I'éclatement.

Théoreme 2.20. Soit N compact. L’éclatement de (Mw) le long de (N,x) posséde une forme sym-

plectique @, égale 4 n*w en dehors d’un voisinage de n~'N.

Démonstration. Par le lemme 2.13 nous avons que 7’57 est exacte sur 7, donc il existe une 1-forme
p € HY () telle que 7’5y = dp. Soit & une fonction lisse valant 1 proche de Z et 0 proche du bord de
V, et soit la 2-forme &, égale & @5 (= n*p+0m,*y) sur Z, et a n*p+0d(Ep) sur V' \ Z. Nous avons que
cette 2-forme est lisse. p est non-dégénérée sur V et donc n*p est non-dégénérée sur V \ Z, ol n est
un isomorphisme. Par le lemme 2.15 nous avons que, pour J suffisamment petit, 6 est non-dégénérée
sur V. De plus, par construction il y a un isomorphisme de fibrations Tvy|, — TM]|,, donc par [W,
théoreme 4.1], un voisinage U de N dans (M,w) est symplectiquement isomorphe & un voisinage V'

de Z dans (vy, p). Ainsi, comme & = n*p en dehors d’un voisinage de Z dans l'intérieur de V, nous

L w sur M\ U ' .
pouvons définir @ := ~ , qui est la forme symplectique voulue. O
o surV

2.3 Formulation en terme d’action hamiltonienne

Nous verrons ici une technique due a Guillemin, Sternberg et Lerman qui utilise la réduction
de Mardsen-Weinstein-Meyer pour obtenir ’éclatement symplectique en un point ou le long d'une
sous-variété symplectique ou lagrangienne.

Soit S = R/27Z.
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Définition 2.21. Soit (M, w) une variété symplectique. Une S'- action symplectique est une famille

or € Symp(M,w),t € S, telle que vy, = @1 0 0y, VE,u € St

Définition 2.22. Soit X un champ vectoriel associé & une S'- action symplectique, tel que (X )w =
dH soit une 1-forme exacte. Dans ce cas la Sl- action est appelée S'- action hamiltonienne, et

I’application H : M — R est appelée application moment..

2.3.1 Eclatement symplectique d’une variété en un point

Lemme 2.23. Soit € une valeur régqulicre de H. Il existe une forme symplectique canonique w, sur

le quotient H*(€)/S", telle que m*we = wly-1(, ot m: H'(e) = H™'(e)/S" est la projection.

€)’
Démonstration. Voir [C]. O

Soit (M,w) une variété symplectique dotée d’une S'- action hamiltonienne, et soit H Iappli-
cation moment correspondante, pour laquelle a est une valeur réguliere. Etant donné que nous ne
travaillerons pas avec des orbifolds, nous supposerons que la S'- action est libre sur h=*(a). Soient
M~y = H (a,00), My>q := h™'[a,00) et M, est égale & Mj,>, avec la relation d’équivalence ~

suivante : m ~ m/ si m,m’ € h™(a) et m =0.m’, 6 € S* [C].
Théoréme 2.24. II existe dans M >, une forme symplectique w, telle que Walyy,_, = w [C].

Démonstration. Soient (M xC, w®dwy) et la S1- action hamiltonienne définie par 6.(m, z) = (6.m, €?),

m € M, z € C. L’application moment correspondante est H(m, z) = h(m) — 3 ER

Nous avons alors H '(a) = {(m,z) | h(m) > a,|z| = V/2(h(m) —a)} U{(m,0) | h(m) = a} =
Mpsq x ST U A™Y(a). Ceci implique que H'(a)/S' = Mj~, U h7Y(a)/St = My>q, et la proposition

suit du lemme précédent [C]. O

Vérifions que M s, = M dans le cas ot M = C™ :

Soient 2, 21, . . . , z, les coordonnées de C x C", et considérons la S'- action hamiltonienne définie par
, . . . o 9 )
ez = (e¥z,e2,...,€e"%2,). L’application moment correspondante est H(z) = — |2o|” + |z1|” +

2
oot |zl

Soit a > 0. Nous avons H '(a) = {z € C*"™ | |z1]> + ...+ |z.]* = a + |2]*}. Considérons les

’ 2\ — . . _
coordonnées vy = 2 et v; = (a + |2|°)"22,i = 1,...,n. Nous avons maintenant H '(a) =
2 2 _ : . :
{fv e C | |Jul"+ ... = Luy € C} = S 1 x C. La S'- action devient alors ¢?.v =
(€7, vy, ..., e%),). S xg C est donc une fibration vectorielle associée m : S*"~! x g1 C —

S2n=1/81 " avec fibre C. De plus, S?"71/St = CP", et Mpy>, = H '(a)/S' = (S 1 x C)/S! =

521 x g1 C. Cette fibration est égale a la fibration lindaire tautologique L vue précédemment. Nous
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avons donc bien que M g, est 'éclatement de C" en 0 [GS].

Par le théoréeme de Darboux, Vz € (M,w), 3A > 0 tel qu'un voisinage de = soit symplectomorphe
a (B(\),wp) C C". Nous avons que w, = wy dans la région {z € C" | 2a < ||z||*> < A}. Nous pouvons

donc retirer une boule B(\) plongée dans M et greffer B(\) [C].

2.3.2 Eclatement symplectique le long d’une sous-variété symplectique

Définition 2.25. La fibration de repére I sur une variété M est celle dont 'espace total est ’en-

semble des reperes dans T, M, pour chaque point x de M.

Soit (aq,...,a,) un repére en T, M, ou «; est un vecteur dans I'espace tangent. Une action du
n n
groupe U(n) sur F' est définie par (aq,...,q,).9 = (Z Qg - Z a;jgjn), ot g € U(n).
P =1

Définition 2.26. Soit 7 : FF — N une fibration lisse. La fibration verticale de F', notée V' F', est la
fibration 7’ : VF — N telle que V,F' = T, (Fr))-

Théoreme 2.27 (GS). Soient M une variété symplectique, N C M une sous-variété symplectique,
et vy la fibration normale correspondant au plongement. Alors il existe une application moment
¢ VAET x C" — u(n)* telle que ¢'"1(0)/U(n) posséde une forme symplectique w,, ot F est la

*

fibration de repére correspondant a vy, V*F est le dual de la fibration verticale, u(n)* est dual a

Ualgébre de Lie de U(n), et le - signifie que nous utilisons [’orientation opposée.

Guillemin et Sternberg appellent ¢/~1(0)/U(n) ’éclatement de vy le long de N par un montant
€. En considérant M comme un voisinage de la section nulle de la fibration normale, nous obtenons

la construction voulue.

Démonstration. Par le théoreme de Darboux-Weinstein, deux structures symplectiques dont la res-
triction a l'espace tangent le long de la section nulle est la méme, sont symplectomorphes. Nous
pouvons donc supposer que cette structure symplectique est une somme directe d’une forme sym-
plectique sur I'espace tangent a la section nulle, et d’'une forme symplectique sur I'espace tangent a
la fibre.

Comme nous avons vu au début du 2.1.1 nous pouvons donner a C* — vy — N une structure sym-
plectique, et donc une structure hermitienne. Soit F' la fibration de repere (frame bundle) unitaire
correspondante. F est donc une U (n)-fibration, dont vy est la fibration associée, vy = F Xy(,) C". En
choisissant une connexion sur F' nous obtenons une application TF — V F', ou V F est la fibration de

vecteurs tangents verticaux. Ceci nous donne un plongement ¢ : V*F — T*F', ou V*F est la fibration
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duale a V F. Soient wr la forme symplectique standard sur T*F', et s la forme symplectique sur V.
Alors p = t*wp + p*k est une forme fermée sur V*F', ou p est la projection de V*F sur N. L’espace
tangent a V*F en n'importe quel point de la section nulle de p est la somme directe des espaces ou
U*wr et p*k s’annulent respectivement, donc p est non-dégénérée le long de la section nulle, et donc
nous avons une structure symplectique dans un voisinage de cette derniere. Considérons une triviali-
sation locale de F', de telle sorte que F' ressemble localement & W x U(n), ot W est un ouvert dans
N. Nous pouvons alors identifier V*F avec W x T*U(n). Notons que la fibration cotangente de U(n)
est isomorphe & U(n) x u(n)*, par I'application § : U(n) x u(n)* — T*U(n), (z,y) — (x, (dL,—1)"y),
ol u(n) est l'algebre de Lie de U(n), et L, est la multiplication par g € U(n) par la gauche [SL].
L’application moment est donc la projection sur u(n)*. Nous obtenons donc que vy = ¢~ 1(0)/U(n),
ou¢: V*EF~ xC" — u(n)* est application moment, et le - signifie que nous utilisons la forme sym-
plectique opposée. Un voisinage Vs de vy hérite donc d'une structure symplectique. Par le théoreme
de Darboux-Weinstein nous pouvons utiliser la forme symplectique de Vs que nous avions au départ.
Soient 71 : C" — C" la projection naturelle, et w, = —1Xdz; A dz; + emy*wrg, ou Ty : Cr — Cpmt,
et wrg est la forme de Fubini-Study sur CP"~ . Pour e suffisamment petit nous pouvons prendre
pour acquit que w. = —iXdz; A dz;, en dehors de Vj/. Nous avons que vy = F Xy C™, ou Dy
est telle que décrite dans la section précédente. Soit ¢ : V*F~ x Cr — u(n)* Papplication moment
donnée par la projection. L’espace ¢'~1(0)/U(n), ou le quotient est fait par rapport a l'action de
U(n) sur (@", we), possede donc une structure symplectique. L’application 7y induit une contraction
7 2 ¢ 710)/U(n) — vy, c’est a dire qu’elle est une bijection sur vy '\ Z, et est un symplectomorphisme

sur vy \ Vs/2 [GS]. O

2.3.3 Eclatement symplectique le long d’une sous-variété lagrangienne

Soit m : T*S™ — S™ la fibration cotangente de la sphere, munie de la forme symplectique standard
et de la métrique standard g en coordonnées sphériques. Alors la fonction de longueur p : T*S™ — R,
ulx,y) = \/m, ouy € S" x € (T"S"), s’annule sur la section nulle, et est lisse en dehors
de celle-ci. Etant donné que toute fonction lisse définit les équations d’Hamilton, le flot hamiltonien

correspondant existe sur le complément de la section nulle. L’éclatement de T*S™ le long de la section

nulle est donc T*S" 5. = =" (€)/S* = {(z,2) € T*S™ x C | p(z) — |2|* = €} [Le).
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2.4 Application

Définition 2.28. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n. La capacité symplectique
de (M, w), notée c(M), est égale a I'aire du plus grand disque équatorial possible contenu dans un
plongement symplectique d’une boule de méme dimension que M, quelque soit le plongement, i.e.

c(M) := sup{nr? | B*(r) plongée symplectiquement dans M }.

Définition 2.29. L’aire symplectique d’une variété (M,w), notée w(M), est I'intégration [, w de la

forme symplectique sur M.

Définition 2.30. Une 4-variété (2-variété complexe) est dite réglée si elle est une S*-fibration dont

la base est une surface de Riemann.

Pour la suite nous aurons besoin des égalités suivantes qui se trouvent dans [Lal, et qui s’appliquent
& une fibration orientée Z — %, avec fibre F' = S?| et sections B et M}, dont la classe d’homologie
est [B], [My] € Hy(Z;R), telle que [My]* =k :

k
Si Z — X, est triviale : k est pair, [My] = [Mo] + §[F]’ et B = My, (1)

E—1 M+ M
Si Z — X, est non-triviale : k est impair, [M] = [M;] + (T) [F, et B= % (2)

Théoréeme 2.31 (Lalonde). Soit n : V. — X, une S*-fibration orientée, triviale ou pas, ou V est
une 4-variété. Si V # S% x S2%, alors il existe des formes w surV qui donnent d celle-ci la structure
d’une variété symplectique réglée, et telles qu’il existe des plongements symplectiques de boules dans

(V,w) de capacité plus grande que l'aire symplectique w(B) de la base de la .

Démonstration (Lalonde). Soit (V,w) — X, une S?-fibration telle que w(M;) < w(F), ou g > 1.
Soient ¢ : B(r) — V un plongement symplectique, B'(r) I'image de B(r) et J l'extension de ¢, Jy a
V. Alors par [McD1, p.693], (V, J) est réglée par des courbes rationnelles J-holomorphes dont la classe
est [F]. Soit 7y : (V,J) — (V, J) Iéclatement de (V, J) en p = ¢(0). Par le théoreme 2.6, & contréle .J.
Soit E la courbe exceptionnelle .J-rationnelle. Alors la transformation propre de la J-fibre passant par
p est une courbe exceptionnelle J-rationnelle dans la classe []5 ]. L’ensemble F est égal par définition
a m, et la transformation totale de F' = S? est F' = m,'(F). En outre, [F] = [F'] — [E],
[Sha, chap. IV, 3.1]. Une déformation C'* peut rendre l'intersection de F avec E transversale, donc
nous avons [F|.[E] = 1. Ceci implique que [F'].[E] = 0. Ainsi, [F'] = [F]. En prenant en compte
de tout cela nous avons ([F'] — [E])? = [F)> — [F'].[E] — [E).[F'|+ [E?=[S**-0—-0—1= —1.
L’ensemble F' — E est donc une courbe exceptionnelle £/ dans V.

Soit (V,w) la contraction symplectique de E’. Nous avons ainsi contracté en un point les fibres F’

intersectant la courbe exceptionnelle E. Les fibres de V — >, sont donc les ensembles F' disjoints
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de FE, et ceux-ci restent inchangés apres cette opération, et leur auto-intersection est nulle. Par
conséquent V — 3, est une S?-fibration. Si cette derniere contenait une sphére exceptionnelle, celle-
ci ne pourrait pas se projeter surjectivement sur X, car g est positif, et a cause de la formule de
Riemann-Hurwitz. La sphere exceptionnelle ne pourrait pas non plus étre contenue dans une fibre,
car dans ce cas elle serait elle-méme une fibre, mais celles-ci ont une auto-intersection nulle [cf. RV].
La variété V est donc minimale. De plus, si elle était non-triviale, elle contiendrait une 2-sphere
d’auto-intersection -1, donc elle est triviale [McD1, p.709].

V — %, est minimale et triviale, donc de (1) on obtient [M,] = [Mo]+ [F]. L’espace fibré V — 3, est
non-trivial, donc de (2) nous obtenons que [M_4] = [M;] — [F] = ([M;] — [F])? = —1 = [M;].[F] =
1 = ([My] + [F] — [E])? = 2 = [My] + [F] — [E] = [Ma], ot nous avons utilisé le fait que M; est
loin de la boule éclatée pour 'avant-derniere égalité. De plus, loin de la boule éclatée nous avons
w = w. En tenant compte de tout cela nous obtenons w([My]) = W([Mz] — [F]) = @W([Ms]) —@([F]) =
w([Mi]+ [F] = [E]) —w([F]) = w([M]) + w([F]) —w([E]) - w([F]) = w(M) —w([E]) = w([M]) —7r?.
Pour la derniére égalité, nous avons utilisé le fait que w([E]) = w([CP']) = [.pi P10 = 1° f(CU{oo} To =
2 fj;o fj;o d:cdym B
w([F] = [E]) = w([F]) = w([E]) = w([F]) = mr* > w([M]) — 7r? = ©([Mo]) = ©(B). Ainsi, (V)

= mr2. La contraction de E’ résulte en une boule de capacité mR? =

contient une boule de capacité plus grande que l'aire symplectique de sa base.

De maniere similaire, il est possible d’aller dans le sens inverse, c’est a dire de partir d’une fibration
triviale S* — (V,w) — X, et, en passant par un éclatement et une contraction symplectique,
d’arriver & une S2-fibration non-triviale contenant une boule de capacité plus grande que l'aire

symplectique de la base. O

Ainsi, il apparait que la capacité symplectique de ces variétés n’est pas en général min(w(F'),w(B)).
D’apres [Lal, une meilleure estimation serait min(w(F'),w?(V')). De plus, ce résultat implique que le

non-squeezing theorem ne s’applique pas pour les S?-fibrations sur des surfaces de genre positif.



Conclusion

L’objectif premier de ce travail était de présenter ’éclatement symplectique et un théoreme
de Francois Lalonde dont la preuve repose sur cette notion, et d’exposer les bases issues de ses
prédécesseurs, dans les catégories algébrique et différentiable. En général ce but a été atteint, et
permettrait d’aborder plusieurs questions. Tout d’abord, il serait intéressant de développer le lien
entre 1’éclatement en géométrie algébrique et symplectique, et 'extension de la notion de singularité
et de sa résolution a la seconde. Depuis quelques années cette question recoit de plus en plus d’at-
tention, sous l'impulsion notamment du travail de Beauville dans I'article [Be]. Enfin, une question
qui subsiste relativement au théoreme 2.31 est si une amélioration de ’estimation de la capacité des

variétés symplectiques réglées est possible.
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